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A KUPSZELETEN FEKVO HAT PONT FELTL-
TELI EGYENLETENEK KULONBOZO ALAK-
JAIROL.

(Folytatisa a 1V. kotetben ugyan-e czim alatt megjelent értekezésnek.)

HUNYADY JENOTOL.
(Elsadta a IIT-ik osztaly iilésén 1877. febr. 5.)

Ez értekezés folytatasat képezi a szerzé ugyanezen czim
alatt kozzétett értekezésének, mely a magyar tudomanyos
akadémiai értekezések a mathematikai tudoméanyok korébsl
IV. kotetében jelent meg.

A jelen értekezés czélja részint az elobbi értekezés
tovabbi kifejtése, részint pedig azon feltételt, mely kifejezi,
hogy hat pont ugyanazon kapszeleten fekszik, egy 6j alakban
adni, és azutan kifejezni azon Gsszefiiggést, a mely az emlitett
foltetel ezen 0 alakja kizott és a mar elébb targyalt alakok
kozott létezik.

1V.

16. A tovabbi kifejtésekre nézve czélszertinek mutatko-
zik a Pascal-féle idomnak azon tulajdonsagait, legalabb ered-
ményeiben folemliteni, melyek német Geométerektsl letiek
felfedezve.

Hat pont 4ltal ugyanis hatvan egyszerfi hatszog lévén
meghatarozva, ha pedig e hat pont ugyanazon kiipszeleten fek-
szik, igy a Pascal-féle tétel szerint mindegyik hatszighoz egy
egyenes tartozik, a mely egyenesben a hatszig Atellenes oldals
parai talalkoznak. Ezen egyenes a mai terminologiaban Pas-
cal-féle egyenesnek neveztetik.

M. TUD. AKAD. BRTEKEZHSEK A MATH, TUDOM. KOREBOL, 1877 | 5
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A hat pont &ltal meghatarozott hatvan egyszerii hat-
szognek megfelelo hatvan Pascal-féle egyenes egy nevezetes
idomot képez, melyre els6 izben Steiner ') figyelmeztetett. A
Steiner értekezéscben eléfordulo tévedések késobb Pliickert6l?)
lettek kijavitva, mig végre Steiner 2) azokat ujbol, — Pliicker
javitasainak tekintetbe vételével — korszakot alkoto munka-
jaban tette kozzé.

Az itt folemlitendd tulajdonsagai a Pascal-féle idom-
nak a kovetkezokben foglalhatok dssze :

»A hatvan Pascal-féle egyenes harmanként hasz pont-
ban talalkozik, mely pontok Steiner-féle pontoknak nevez-
tetnek.«

» A hasz Steiner-féle pont a ktipszeletre nézve tiz conju-
galt harmonikus pontpart képez.«

»A hasz Steiner-féle pont koziil 15-sz6r négy fekszik
egy egyeneshen; az utobbi tizendt egyenes Steiner-féle egye-
nesnek neveztetik.«

Az-€lobb folemlitett tulajdonsigai a Pascal-féle idom-
nak leginkabb szembetiinnek, ha az 1, 2, 3, 4, 5, 6 pontok
altal meghatarozott hatszogiket a kovetkezo tablazatban
allitjuk tssze :

14365 2
16325 4

123465 146325 {165423
Cy

123456
i,

ay143562 5§136524 145326
153264 156423 135624
124356 142536 162345

a2{134652 62{152634 02{132546
164253 1162435 152643

124365 146352 163245
a;y13456 2 b:4136254 4123546
154263 126453 153642

1) Gergonne: Annales de math, XVIII, kot, 319. L

2) Crelle Journal f. d. r. u. a. M. V. kot. 268, 1.

%) Systematische Entwicklung der Abhiingigkeit geometrischer
Gestalten von einander. 311, 1,
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125436
71145632
165234

P26435 164352 126345
{14653 2 1134256 a;{136542
156234 h24653 156243
142365 163425 126354
fyl32564 £.1143526 31136452
152463 h53624 146253
142356 P64325 P23645
73132654 7134526 71163542
162453  lisacz2s h53246

E tablazatban, a mely Schroter ') kitiing munkajabol
vétetett, a hatszogok olyképen vannak 6sszeallitva harman-
kénti csoportokban, a miként az illeté hatszogokhoz tartozo
Pascal-féle egyenesek ugyanazon Steiner-féle pontban talal-
koznak. A htsz Steiner-féle pont a kivetkezd : p, ai, a., as,
]/1, [)g, bs, Ciy C2y C3, 7T, Oy, ﬂl, Y1,y Cay ﬂe, Y2y @3y ﬂs, 73 ,ezek
kozol, amint latni, a fele latin, a masik fele pedig gorog betik-
kel jeloltettek. A jelolés ugy valasztatott, hogy az egymasnak
megfelel6 latin és gorog betiivel jelolt pontpar a kapszeletre
nézve conjugalt harmonikus pontpart képez, igy p. a4 p és =
Steiner-féle pontok a kapszeletre nézve conjugalt harmonikus
pontpart képeznek, valamint az a, és«, pontok szintén conju-
galt harmonikus pontok s. a. t.

Azon Steiner-féele pontok, melyek négyenként egy-egy
Steiner-féle egyeneshen fekszenek, a kovetkezok :

P 1, az, as,
Py biy by b,
Py C1y C2y 3y
T, ¢, 1917 7.
Ty O, ﬂ% 72
7, a3y Py 7

1) Jacob Steiner Vorles. iiber synth. Geometrie, II. Bd. bearb. v.
H. Schroter p. 185,
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aiy biy 72, 7s-
biy ¢1, ¢, €.
.61y a1y [z, P
azy bay 755 710
bs, €3, a3, .
cs, @y 33, Pi.
asy bsy y1y 72
bs, ¢y €1, .
€3y sy Py P

Ve

17. A 7-dik szam végén tett megjegyzés azon harom-
szogok szdmara nézve, melyeknek oldalai mind a hat ponton
keresztiil mennek, tovabbi megfontolasok altal némileg mado-
sitando.

Ha ugyanis a nevezett haromszogok szadméanak kipuha-
tolasanal az 1, 2, 3, 4, 5, 6 pontok altal meghatarozott kiilon-
boz6 hatszogiket valasztjuk kiindulasi pontul, ugy talaljuk,
hogy minden hatszoghen harom nem egyméas mellett fekvo
oldal vezet két oly haromszogre, melynek oldalai mind a hat
ponton keresztill mennek; igy tehat mind a hatvan hatszog
120 ily haromszogre vezetne, Amde az ily modon nyert harom-
sz0gok koziil tobben azonosak lesznek és igy a haromszogiok
szama tetemesen reducalodik.

Latjuk, hogy oly harom hatszog, a melyeknek Pascal- -
féle egyenesei egy Steiner-féle pontban talalkoznak, hat ha-
romszog helyett csak haromra vezet, igy p. a p Steiner-féle
pontban talalkozo

123456
pi1143652
163254
hatszogok, a kovetkez6 haromszogiokre vezetnek :
12, 34, 56. 45, 61, 23.
14, 36, 52. 65, 21, 43.
16, 32, 54. 25, 41, 63.
Amde latni, hogy a mésodik harom haromszog az els6 harom-
tol nem kiilonbozik. Mivel pedig ez minden hatszog csoportra
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all, melynek Pascal-féle egyenesei ugyanazon Steiner-féle
pontban talalkoznak, igy a haromszogok szamat, vagyis a
120-at 2-vel el kell osztani, a mi 4ltal a hiromszgok szama
hatvanra reducalodik.

12, 34, 56.
P

14, 36, 52.
16, 32, 54.
12, 34, 65. 14, 63, 25. 16, 54, 23
s {14, 35, 62. b,{13, 65, 24.° ¢, 114, 53, 26
15, 32, 64. 15, 64, 23 13, 56, 24
12, 43, 56. 14, 25, "36. 16, 23, 45.
a:113, 46, 52, 1)2{15, 26, 34. ¢ {13, 25, 46
116, 42, 53. 16, 24, 85 15, 26, 48
(12, 43, &5. J

as113, 45, 62, biA13, 62, 54.
\15, 49, 63. \

13, 65, 42

15, 62, 43,

16, 34, 25 12, 63, 54,

14, 35, 26 (35113, 64, 52.

15, 36, 24. 14, 62, 53.

16, 43, 25. {12, 36, 45.
73

J12, 64, 35. 16, 43, 52. 112, 63, 45.
i l

15, 62, 34. 12, 46, 53.
J1_4, 23, 65. J
31118, 26, 64500,
15, 24, 63. ]
{14, 23 5B [
71113, 26, 54. 7]
16, 25, 43, l

13, 45, 26. 16, 35, 42,
15, 46, 23. 15, 32, 46.

de ezen héromszogek kozil ismét négy egymassal egyenls,
igy p. a p, a1, a» €s a; alatti elsé haromszogdk s. a. t., ennél-
fogva tehat esak a kovetkezd tizenot egymastol kiilonbozo
haromszogot nyerjik :
; 12, 34, B56.
14, 36, b52.
16, 32, 54,
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14, 35, 62.
15, 32, 64.
13, 46, 52.
16, 249 B3
13, 45, 62.
15, 42, 63.
13, 65, 24,
15, 26, 34.
12, 64, 53.
12, 54, 36.
14, 56, 32.
16, 52, 34.

18. Miutén tehat hat pont 4ltal tizenot haromszog van
meghatérozva, melyek oldalai mind a hat ponton mennek ke-
resztill, azért a Carnot-féle tétel tizenot alakilag egymastol
killonbozo egyenletben fejezi ki azt a feltételt, hogy hat pont
ugyanazon kapszeleten fekszik. E szerint tehat a 7. és 8.
alatti szamokban el6fordulé megjegyzések, melyek szerint
szazhtsz Carnot-féle egyenlet 1étezik, annyiban kijavitandok,
hogy csak tizenst Carnot-féle egyenlet létezik.

Az [12, 34, 56] haromszogot tekintetbe véve, a Carnot-
fele tétel a kivetkezo egyenlet altal van kifejezve :

(125) (126) (134) (234) (356) (456) —
— (123) (124) (156) (256) (345) (346)=0 . . . . (1)
(1. az 1-s6 ért. 17. a. egyenl.)
ezen egyenletbdl pedig a 2, 4 és 6 szamok cyclicus felcseré-
lése altal a kovetkezo kettot nyerjiik :
(124) (136) (145) (235) (256) (346) —
— (125) (134) (146) (236) (245) (356)=0 . . . . (2)
(123) (146) (156) (236) (245) (345) —
— (126) (136) (145) (234) (235) (456)=0 . . . . (3.
Ha tovabbé az (1) alatti egyenletben a 4, 5 és 2, azutan
a 3, 6 és 2, vegre pedig az b, 2 és 3 szamokat cseréljiik fel
cyclicusan, tgy a kovetkezé hat egyenletet nyerjiik:
(124) (135) (146) (236) (256) (345) —
— (126) (134) (145) (235) (246) (356)=0 . . .. (4.
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(123) (145) (156) (235) (246) (346) —

— (125) (135) (146) (234) (236) (456)=0 . . . . (5.)
(123) (135) (146) (245) (256) (346) —

— (125) (134) (136) (235) (246) (456)=0 . . . . (6.)
(124) (136) (156) (235) (246) (345) —

— (126) (135) (146) (234) (245) (356)=0 . . . . (T.)
(123) (136) (145) (246) (256) (345) —

— (126) (134) (135) (236) (245) (456)=0 . . . . (8.
(124) (135) (156) (236) (245) (346) —

— (125) (136) (145) (234) (246) (356)=0 . . . . (9.)

Tovabba a (2) alatti egyenletben a 4, 3, 5 szamokat a
3, b, 4-gyel, a 4, 5, 6 szamokat az b, 6, 4-gyel, végre pedig a
4, 3, 2 szamokat a 2, 4, 3 szamokkal felcserélve, a kovetkezd
harom egyenletet nyerjitk :

(123) (134) (156) (245) (246) (356) —

— (124) (135) (136) (234) (256) (456) . . . . . . (10.)
(125) (134) (156) (236) (246) (345) —

— (126) (135) (145) (234) (256) (346) . . . . . . (11.)
(123) (125) (146) (246) (345) (356) —

— (124) (126) (135) (235) (346) (456) . . . . . . (12.)

Ha végre pedig az (1), (2) és (3) alatti egyenletekben a
3 és 5 szamokat egymassal foleseréljik, ugy a kovetkezd
harom egyenletet nyerjiik :
(123) (126) (145) (245) (346) (356) —

— (124) (125) (136) (236) (345) (456) . . . . - . (13.)
(124) (134) (156) (235) (236) (456) —

— (123) (145) (146) (234) (256) (356) . . . . . . (14
(125) (136) (146) (234) (256) (345) —

— (126) (134) (156) (235) (245) (346) . . . . . . (15.)

Ezen egyenletek a fentebbi haromszogoknek megfelelé
Carnot-féle egyenletek.

19. Azon osszefiiggést, a mely egyrészt az (1)—(15)
alatti egyenletek elsé tagjai, mésrészt pedig a Pascal-féle
egyenletek elsé tagjai kozott létezik, ugy nyerjik, ha a
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4133436, 4’143552, 4163254,
Juasbz, 4153254, /—”134652,
4’1«;4253, 4131552, 4154::63,
4136524, 4152634, 11126453,
4125436, 41456.52, Aigs234

mennyiségeket rendre a kiovetkezd determinansokkal

Enz N2 Clz '§1 + M Cu <§1u Nie gus
§34 N3s Cz; 3 g;s UE ‘5‘36 y E;z W32 _txz ’
§35 N6 -gss 5.':-,2 N2 Csz | §-,4 N5 4 C';i

§u Nis €u 'gns s C.s §13 M3 ;13

g;s N3s Css 5 :gsz N32 Csz2 ’ gus N6 ;«; ’

5,2 Nez C:sz G 35.,»4 N s Coa ’é;z 152 [

‘51 6 e §u,- l 51 3 s Cts §1a Nis §1s

gm Naz gu , 3_-‘.4:, Nas Cis 5 §4z Naz Lz y
ga 3 53 §s 3 g«; 2 sz gr; 2 | §, 3 MNea Cs el
§u Nis ((;13 ‘Sl 5 Mis §1 5 ‘ §1z Hiz §12

'§;s Nes ‘gus 3 :gzs N6 Czs y §‘n Nes Cu 5
Eaa M2a Cos [ 3¢ Msa Gaa | Es s Gis

3
} Ei2 Mo 12 Eii M §14 l &6 ms Cis
{ gu N5 4 Cu ) gss N6 Css l ’ gsz Ns2 é‘az / )
li Ei6 136 Gse &2 M52 Cs2 Ess Mia Gse

megszorozzuk.

Az eredé determinansban elofordulo elemek tovabbi
atalakitasa utan, a szorzasok eredményei a kovetkezok
lesznek :

7 Ses a2 glz —(125)(126)(134)(234)(356)(456)

1254560 ;f Zs g_sf —(123)(124)(156)(256) (345 (346)...(16.)
514 Nis gu
— 1436524536 M36 Cse
.552 Ns2 gaz]

Igw Me Lie
-4153254-’532 N32 gsz
534 Nsa §54|

—(124)(136)(145)(235)(256)(346)
—(125)(134)(146)(236)(245)(356)...(17.)

—(123)(146)(156)(236)(245)(345)
—_(126)(136)(145)(234)(235)(456)...(18.)
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Arszsoabos tos Ess —(126)(134(145)(235)(246)(356)..(19.)
§sz Ne2 gsz
§1s H1s §1s
gsz 32 C.’z
;gu 'luCu

513']13&13,_ o SENI1 4G EN(OE
4“632./&6 ) Cu‘_(ua)(l 35)(146)(245)(256)(346)

. 0 by (125)(134)(136)(235)(246)(456)..(21.)

& 7114Cu{=(124((135)(146)(236)(256)(345)

—(123)(145)(156)(235)(246)(346)
—(125)(135)(146)(234)(236)(456)..(20.)

_‘4153264'

{"glti Mg Cnu
s | (54253-512 Niz giz

gss N3 gssl

‘313 s 'gla\

—(124)(136)(156)(235)(246)(345)
—(126)(135)(146)(234)(245)(356)..(22.)

—(123)(136)(145)(246)(256)(345)

—suseaBi s bus —(126)(134)(135)(236)(245)(456)...(23.)

;gsz Hez guz

|§1s s Gis

e =(124)(135)(156)(236)(245)(346)
B }j és —(125)(136)(145)(234)(246)(356)..(24.)

| o
i'_&m Ms Crs
—izs5244865 Nos $65

Sou 24 Gou

—(123)(134)(156)(245)(246)(356)
—(124)(135)(136)(234)(256)(456)...(25.)

&is N5 Gis

gzu W26 §2u

gu N3a é‘zq

Sz Mol 0000 4

A = )(1 5)(146)(2 6)(345)(356)
b, —(124)(126)(135)(235)(346)(456)..(27.)

i 53 65

—(125)(134)(156)(236)(246)(345)

Aisza3a —(126)(135)(145)(234)(256)(346)..(26.)

"gtz Nz cr_’l
gs; NsaLsa

Ss6 W36 Cse(

—(123)(126)(145)(245)(346)(356)
—(124)(125)(136)(236)(345)(456).. (28.)

——_4125 436

lgu Naia
& s Cse
gsz N32 gsz

—(124)(134)(156)(235)(236)(456)

Jissosa, —(123)(145)(146)(234)(256)(356)...(29.)
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[
4 ?“ :"“ ?G —(125)(136)(146)(234)(256)(345)
wseseelS2 152 5320 (196)(134)(156)(285)(245)(346)...(30.)

(534 N34 Cu
a mely egyenletek kimutatjak azon osszefiggést, a mely egy-
részt a 4 mennyiségek kozott, masrészt pedig az (1)—(15)
alatti egyenletek elsé tagjai kozott letezik.

20. Ki nem keriilhette figyelmiinket, amint egyrészt az
(1)—(15) alatti Carnot-féle egyenletek, mésrészt pedig az
1-s6 ért. (1)—(15) alatti egyenletei egymast bizonyos értelem-
ben véve kiegészitik.

Ha ugyanis a Carnot-féle egyenleteket tekintjik, agy lat-
juk, hogy azok mindegyikében az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamoknak
htisz harmankénti dsszekottetéseibol tizenketts fordul els, mig
ellenben az 1-s6 ért. (1)—(15) alatti egyenleteiben az elobb
emlitett dsszekittetésekbol nyolez jelenik meg. Tovabbi figyel-
metes megtekintéshol latni, hogy egy Carnot-féle és egyike az
1-s6 ért. (1)—(15) alatti egyenleteknek mindég az 1, 2, 3, 4,
5, 6 szimoknak mind a htisz hairmankeénti dsszekottetését tar-
talmazzak. Tehat ezen értelemben egésziti ki két ily egyenlet
egymést. Az emlitett egyenletek a kivetkezoképen egészitik
ki egymést:

Carnot-féle egyenletek :

1, 2, 3,45 6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15.

Az 1. ért.(1)—(15) a. egyenletek:

14,11, 10, 3,6,2,5,4,1, 9, 8, 7,15,13,12.

Az egymas alatt 4llo egyenletek azok, a melyek egy-
mast az elébb felemlitett értelemben kiegészitik, igy peldaal
a Carnot-fele egyenletek koziil az 1-s6 és az 1-s6 ért. (14)
alatti egyenlete s. a. t.

Ezen észrevételek segitségével vagyunk képesek kifej-
teni, hogy miként kovetkeznek az 1-s6 ért. (1)—(15) alatti
egyenletek egymashol csupan csak a szamok felcserélése altal.

Valaszszuk e czélra kiindulasi pontul az 1-s6 ért. (14)
alatti egyenletét, tigy ha abban a 2, 4 és 6 szdmokat cyclicu-
san felcseréljiik, nyerjiik az 1-s6 ért. (11) és (10) alatti egyen-
leteit, ha pedig az 1. ért. (14) alatti egyenletében a 4, 5, 2,
azutin a 3, 6 és 2, végre az b, 2 és 3 szamokat cseréljiik fel
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cyclicusan, gy az 1-s6 ért. (3), (6), (2), (5), (4) és (1) alatti
egyenleteit nyerjik. Ha tovabba az 1-s6 ért. (11) alatti egyen-
leteben a 4, 3 és 5 szamokat a 3, b, 4-gyel; a 4, b, 6 szdmo-
kat az 5, 6, 4-gyel, végre pedig a 4, 3, 2 szamokat a 2,4, 3
szamokkal feleseréljiik, ugy az 1-s6 ért. (9), (8, és (7) alatti
egyenleteit nyerjiik. Végre pedig az 1-s6 ért. (14), (11) és (10)
alatti egyenleteiben a 3 és 5 szamokat egymassal felcserélvén,
joviink az 1-s6 ért. (15), (13) és (12) alatti egyenleteire.

VL

21. Hogy hat pont a ktipszelet keriiletén fekszik, azt
még mas alakban is fejezhetjilk ki, a kivetkezé megfontola~
sok segitségével.

Hogy ha
w=0, v==0, w=0....(31)
egyenletek hiarom egyenes egyenleteit jelentik, tigy ismeretes,
hogy azon kupszelet egyenlete, a mely a (31) alatti egyene-

sek altal meghatarozott haromszog harom csacsin megy ke-
resztiil, a kivetkez6 :

hw—puwtrow=0 . . .. (32)

a mely egyenlethen A, u és v tetszoleges &llandokat jelen-
tenek. :

22. Ha tehat az 1, 2, 3, 4, 5. 6 pontok kozil az 1, 2, 3
pontokat egyenesek altal kotjiik ossze, ugy az 12,13, 23 egye-
nesek egyenletei a kovetkezok :

[
Ty Y 2z ! L1 Y % L2 Y2 %2
2 Y2 22 | =0, | @ ys 22 =0, | @ yz z (=0
x Yy 2 T Yy % { Tliyine

és igy az el6bbiek szerint azon kapszelet egyenlete, a mely az
1, 2, 3 pontokon keresztiill megy, a kivetkezo:

%1 Y 2z L1 211 L1 Y1 =

L2 Y2 2,
A | Y2 Z2 @3 Y3 23 + U i®: Yz 2 L3 Ys 23 +
!wyzqmyz AR el SO
yiL'l % z.‘ L2 Y2 22
4 Vi@ ys z| @ ys 2z [=0...(83)
oy [ g ie
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Azon feltételeket, a melyek kifejezik, hogy a,‘4, 5, 6
pontok szintén a (33) alatti kapszeleten fekszenek, a (33)
alatti egyenletbdl nyerjiik, ha abban w, ¢, » helyett rendre a
4,5 és 6 pontok Osszrendezéit helyettesitjiik; e feltételi
egyenletek tehat, az 1-s6 ért. (B) alatti jeloléseit hasznélva, a
kovetkezik lesznek :

M(124)(134)+ 1(124)(234)+ (134)(234)=0
2(125)(135)+ u(125)(235)+ y(135)(235)==0}.. .(34)
2(126)(136)+ u(126)(236)+ »(136)(236)=0

Ha végre ezen egyenletekbél a 1, w, » mennyiségeket ki-
kiiszoboljiik, gy a-kivetkezd egyenletet nyerjiik :

(124)(134) (124)(234) (134)(234) !

(125)(135) (125)(235) (135)(235)

(126)(136) (126)(236) (136)(236)
a mely szintén azon feltételt fejezi ki, hogy az 1,2, 3,4, 5, 6
pontok ugyanazon kapszeleten fekszenek.

23. Mivel az 1, 2, 3, 4, 5, 6 pontok koziil 20-szor va.
laszthatunk ki harmat és mindegyik esetben adhatunk azon
felteteleknek kifejezést, melyeknél fogva a még hatra levé
harom pont az elsé harom ponton keresztiilmené kapszeleten
fekszik, gy osszesen huszszor harom a (34) alatti egyenletek-
hez hasonlo feltételi egyenletet nyeriink; ha végre e csopor-
tok mindegyikéhol a benne eléforduld hatarozatlan allandokat
kikiiszoboljiik, agy Osszesen htisz a (35) alatti egyenlethez ha-
sonlo feltételi egyenletet nyeriink, a melyek mindny&jan azt
fejezik ki, hogy az 1, 2,. . . 6 pontok ugyanazon kapszeleten
fekszenek ; igy tehat a (35) alatti egyenletet ismét 20 egyen-
let képviselgjének tekinthetjiik.

A (35) alatti egyenlet, valamint az 1-s6 ért. (16) alatti
egyenleteinek egymés kozotti osszefiiggésének kipuhatolasat
tizziik ki jelenleg feladatunkul.

24. A 9. szam alatti jelolésnél fogva

53

=0...(35.

ger

- « z !
’/la@vii&"‘"]ﬁxgld 514?:3— 4 ‘.-\14'15..'—3:33’)14
o
a5 30— Wz Co1—ns1 8as Sesgsl—
e ¥ ¢
’/365:2——’]42€35 Qaugiz‘— 12536 53(:”42"5;2)]35

mely kifejezést a jelen esethen kiindulasi pontal valasztjuk.

< <
25 S25Ner—S51 225

Cg‘c '

1 )

LT
o
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Ha ugyanis a 4, ..;5;¢ determinanst a kovetkezs deter-
minanssal :

&2 Mz Gz

Eis ms Gis

E23 M2s Lo |
szorozzuk, tgy ered:

l§12 Niz Cm 1 72 73 ’
Ayizs36 | Sz s Gizil==I"% Sz 83 Rt (36.)
S22 M2z Cas t t2 t3
a hol
Tir=e gw(’]ué‘ss i ’lssgu) + m2(Giiss —& 3514) 45

‘Szz N2 Ciz

14 Mg ;14
53

N5z s

e gn(gu?]sa ‘*&53'}14) = £
§
0'22'212('125;01 = ’)m;zs) a1 7)12(@25561 *gmgzs) -+
Eia M2 Cia
4 Elz(gas o1 — &1 7]23) = | &5 w5 Gos
Sr Mer Lox
Feee Slz(’lsegu P ’]u;zc)‘}— )}12(€36§i2 *cngse)-f‘
£2 Mz b2
=2 &2(530”42 ‘_“‘542’]36) = | & 156 Cse

§42 Niz Caz

Si.=% 313('114&3 T '153;14) it 7}13(@14&;3 ~§»-,3§“) +
' §13 Ui glz
+€13(§14')54“~‘§33’114)= ST o
: §33 %ss sz
Sg= 513())25561 g 'lmCza) + 0135 & ——§61§2;.) <
Es ms Gos
+C13(§2.—3 '}m-—‘gn?)u)z g?a Nas Czs
| & Ner e
8= §13()13e54z s ']né‘xa) = ”l3(§36§l‘2 S C;zgsu) +

J Es ms L

i Cl3(§35’142 —-5427136) = §35 UED gss

i §i2 M2 Laa i
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ti— «’_Eu(m;Csa p— ?}53;14) =y 7]23(@14553 ——Cugu) ==
§zs N23 gzs
S €23(§14’]53'—§537]14)= Eis M C1a
| §53 Ns3 gss
te= Ezs(ﬂzsgm = ’]61@25) 17 ’}zs(C25§u1 S gmgzs) SR
gzs N23 gza
&5 Tos Cos
i §61 Ne1 Csx

3= gza(’]asCu =5 7]42C3c) + 7]23(C36§42 = €42§35) ol

; gzs 723 §23

s Cza(gsemz — 542’]36) = | &6 M6 Cso

542 Nz iz |

25. A (36) alatti egyenlet jobb oldalan 4116 determi-

nénsban az r, s, ¢ elemek, melyek maguk is determinansok,
még tovabba reducalhatok.

Ha t. 1. az

-+ Czs(§25 Ne1 —5517]2,5) —

Pay T2y - 13
81, 82y 83
T e,
elemeket rendre a kovetkezs determingnsokkal szorozzuk :
(124), (125), (124)
(134), (136), (136)
(235), (235), (236)
gy ezen elemek értékei a kivetkezok lesznek:
ri——(124)(135), r.—(125)(126), 7:=(124)(236)
6 =—(134)(135), s, —(125)(136), s:=(136)(234)
t——(134)(235), +.—(126)(235), 't:=(234)(236)
a mely értékeket a (36) alatti egyenletbe helyettesitve, az a
kovetkezébe megy ét:
E.ome Gial [(124)(185) (125)(126) (124)(236)
Ariasze. s s Cis|=—|(134)(135) (125)(136) (136)(234)/(37.)
Cos mas Eas| |(134((285) (126)(235) (234)(236)
26. Az ezen egyenlet jobb oldalan 1év6 determinns
még tovabbi 4talakitasok altal a (35) alatti egyenletben eld-
fordulo determinéns alakjara hozhato.
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A végrehajtando 4atalakitisok konnyebb Aattekintése
miatt czélszeriinek mutatkozik a kivetkezd jelolések hasz-
phlata :

(234)=a;, (235)=a., (236)=«a..
(134)=/4., (135)=f,, (136)=4.:.
(124)=y,, (125)=y., (126)=yps;.
melyeknél fogva az atalakitando determinans a kovetkezd
alakot veszi fel:

! ﬂ27| 7273 7103
‘ P’n,’fz 7’2{"3 “1;3'3 \
i azﬂx Urys G103 |
Ha ez utobbi determinansban az 1-s6, 2-dik és 3-dik
oszlopot rendre 3s, 71 és @,-vel szorozzuk és azutan az 1-s6
2-dik és 3-dik sort yi, (; és «.-vel elosztjuk, gy az a kovet-
kezéhe megy at:
\‘,‘ [32(33 Y273 Calts (
"1‘(31;2 7172 U l
i Bifs . mes |
Ha tovabbéa az 1-s6, 2-dik és 3-dik sort rendre a, (3,7,
@ f3y; €s o flayn-vel szorozzuk és azutan az 1-s6, 2-dik és 3-dik
oszlopot 33235, 717273 €8 ena.c;-mal elosztjuk, gy az a ko-
vetkezo alakot veszi fel :
{ ey P
U373 “3;’3)3 ;’7’373 ’
Uz Y2 “2ﬂ2 15)272 ]
ha pedig ez utobbi determinansban a 2-dik és 3-dik sort egy-
méssal, valamint az 1-s6 oszlopot a 3-dikkal és azutén a
2-dikat a 3-dikkal feleseréljiik, ugy az a kovetkezobe megy 4t :
! Biyy anys oy fs i
-—! B2y Uz )2 “215)2 s
l ;'5'3‘/3 U2 & “3;‘5)3 |
mely determinénst a (37) alatti egyenlet jobb oldalén 1évo
determinédns helyébe téve és az «, 3, 7 mennyiségek értékeit
helyettesitve, a (37) alatti egyenlet a kivetkez6be megy at:
o me Gl [(124)(134) (124)(234) (134)(234)
Ayisi00.E0 s G2/ =((125)(135) (125)(235) (135)(235)((38.)
Eas e Gl (126)(136) (126)(236) (136)(236)]

M. TUD. AKAD, ERTEKEZESEK A MATH, TUDOM., KOREBOL. 1877. 2
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mely egyenlet 4ltal azon oOsszefiiggés van kifejezve, mely a
442535 mennyiség és a (35) alatti egyenlet elsé tagja kozott
létezik.

27. Szorozzuk tovabba a 4, .»;;6 determinénst a kovet-
kezovel :

“ g{s N1s C*s l
| &6 s Cus )
: §36 Ns6 Css i

ugy talaljuk, hogy :
E ne Cus |

! ’ e |

\ P Nl i ]
Ayasse | S Mas Ces == s, f . l1(39)
gss N6 gss i | t; t; t; [’
a hol a 1, 8’, t’ mennyiségeknek a kovetkezé értékek felelnek
meg :

‘Eﬁ Nis &a [ gu N4s gis ' ’lgis His Cas l
r= Eie M &is b 7';=\§2a N2s Cos 3 0‘;=] 36 Mas Gae |y

| §; 3 Ns3 Ca 3 " \\ 551 Ne1 Cm §u Ny §,z

Eis Mas Cas S Mo Cus Eie Meo Lus
s:—”—“&; MNie Cu;, s2=\52s Mes Cas |y 8:=|&s M6 Lo )
|Esz s Gsz | &1 M1 o1 Esa Mea Cao '

" : | |

&6 se Ess E6 Ms6 Gss ’, I&-,s N6 Cse !
ti=E1e Mme Giel, ti=| &5 M5 Gos l!y ti=&s M5 Gio \

‘|§.;3 nss Gss Er Mt Gor | 18z Mz Ceo

Ha pedig a
Ty Ta Ta
31’7 3;7 s;
By tw &
mennyiségeket rendre a kovetkez6 determinénsokkal szo-
rozzuk :
(145), (245), (245),
(146), (146), (346),
(356), (256), (356),
tgy végre talaljuk, hogy
ri=-—(145)(345), ri=—(156)(245), r;=(245)(346)
s;=—(146)(345), s;—=—(146)(256), s,=(146)(346)
t:=—(145)(856), t,=——(156)(256), t,=(246)(356),
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a mely értékeket a (39) alatti egyenletbe helyettesitve talal-
Juk, hogy
Eis mis Cas| [(145)(345) (156)(245) (245)(346)
4143336.&6 N4s ;w = (146)(345) (146)(256) (246)(34:6) (40)
s s Gss| ((145)(356) (156)(256) (246)(356),
28. A jobb oldalon 4llo determinans 4talakitasa miatt
ismét a kovetkezo jeloléseket hasznaljuk :
(561)=c;, (562)=c., (563)=«c..
(461)=8, (462)=0., (463)=3..
(451)=y;, (452)=y;, (453)=y..
melyeknél fogva az a kovetkezébe megy at:
Vivs @ye P
v & BB

r o, ' ror |
L2y 4 o0, a::ﬁe |

ha pedig ebben az 1-s6, 2-dik és 3-dik oszlopot rendre y, @,
Bi-gyel szorozzuk és az 1-s6, 2-dik és 3-dik sort y, B; és ei-
mal elosztjuk, gy az a kovetkezdbe megy at:
s e B
vars e P |
yivi o BB
ha tovabb4 ez utébbi determiniansban az 1-s6, 2-dik és 3-dik
sort rendre e537:, By és o;fy:-mal szorozzuk és az 1-s6
2-dik és 3-dik oszlopot yiy.ys, eieie; és (3;3:,0:-mal elosztjuk
ugy annak a kovetkezo alakot adhatjuk:

’ 0! ’ ’ o LV, ’ ’
(2278 % ﬂ-.’]/-.\ (2258 ﬂl}/l o)y, “l.‘/))l

’ ’ LY X L TL AP roar
aub)l {9171 &Y, |= — ﬂe}’z ) s 0‘«{32 !

’ ’ . & P e 4 ’ A ’ ’
“aﬂs ﬂs?s Cs)a /7)373 2294 asﬂs l

29. Ha tehat a (40) alatti egyenlet jobb oldalan 4llo
determinéns helyébe ez utobbit és abban a «;3iy; mennyisé-
gek értékeit helyettesitjiik, tgy az a kovetkezobe megy &t :

Eis 45 Cas (451)(461) (451)(561) (461)(561)
Ay sa535.Eas M35 §as|=—|(452)(462) (452)(562) (462)(562)|(41.)
o ms6 G5! [(453)(463) (453)(563) (463)(563)
mely egyenlet azon Gsszefiiggést fejezi ki, mely a 4 ;42554 de-
terminans és a kovetkezd egyenlet :

2*
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| (451)(461) (451)(561) (461)(561)

(452)(462) (462)(562) (462)(562) |=0...(42)

(453)(463) (453)(563) (463)(563)
els6 tagja kozott létezik.

A (42) alatti egyenlet azon egyenletek koziil, a melyek
a ktipszeleten fekvé hat pont kozotti osszefiiggést kifejezik, a
(35) alatti egyenlet 4ltal képviselt egyenletek soraba tartozik,
és azzal egymést mintegy kiegészitik, miutan ezen egyenletet
a (35) alattibol agy nyerjiik, ha abban az 1, 2, 3 szamokat a
4, 5, 6 szamokkal felcseréljiik.

30. Lattuk, hogy a (38) és (40) alatti egyenletekre a
A, 42536 determinanshol a kivetkezo tényezok :

§12 Hiz Ctz ‘ gis s 8s ‘
§13 M3 '5‘13 1, Ew Hise C;u 1
523 N2z Cza i I\gso Nse Cse |

szorzasa altal joviink, 4mde ugyanazon egyenletekre joviink,
ha a A,.253:6 determinans helyett egyikét a kovetkezéknek

4163425
4132634 41143526
11162435 4153624

valasztjuk kiindulasi pontal és azokat ismét az elobbi deter-
minansokkal szorozzuk, ha csak megjegyezziik, hogy az elsé
h4arom 4 mennyiség az utobbi harom 4 mennyiségtdl jelben

kiilonbozik.
Az elobbiek szerént tehat, ha az

142536 I 163425
152634 és 143526
162435 [ 153624

hatszogokhoz tartozo 4 mennyiségeket, vagyis azon hatszo-
gokhoz tartozo 4 mennyiségeket, melyeknek megfelels Pas-
cal-féle egyenesei a b, és 3. conjugalt Steiner-féle pontokban
talalkoznak, a fentebbi determininsokkal szorozzuk, tgy a
(35) és (42) alatti egyenletek els6 tagjait nyerjik.

Innét vilagosan latni, hogy miként nyerjiik azon 10 hat-
sz0g csoporthol, a melyeknek megfelelé Pascal-fele egyenesei
két conjugalt Steiner-féle pontban talalkoznak, a (35) és (42)
alattiegyenletek altal képviselt tiz egyenlet-parnak elsétagjait.
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