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ELOSZO.

Mindazon tulajdonokat, mellyekkel a’ mennyi-
ségek birnak, altalok viltozdsokat szenvedhet-
nek, ’s viszonyokba hozhatok, az algebra tulaj-
don nyelvével kifejezi, jegyeivel kijeloli, felirja
’s kilonbozé alakjaiba foglalja. Egyszersmind
nyelv és rajz, hathatosan segélli gondolataink
fejlését. Miveletei és szabillyai megbecsiilhetlen
segédjei az elmének.

Mint tudominy, a’ mathesisi igazsigok’ kon-
nyii elismerésére vezet, mert ezeknek ugyszol-
van egyedili mozditoja. Tekintetei, valamint esz-
kozei, kozonségesek, ’s valtozatlanul alkalmaz.
hatok minden kilonos esetre.

Jelen kotet, mint czime mutatja, a’ szimiras-
nak egészitije, és egyszersmind bevezetd az
Analyisisba. ElGadja a’ tudomany’ legbecsesh



vi ELOSZO.

és leghasznosabb tirgyait, foglalvin azt, mi az
ujabb elémenet’ és vizsgilatok’ kovetkezése, ki-
zarvan, mi régibb vagy inkdb torténeti ’s mit; a
tudomanyt ’s annak utjit nyomozé tanulé, tobb
nyelveken irt szimos konnyvekben megtalal.

Bées, 1. Martius 1837,
1004 Karinti dt.

Nagy Kairoly.
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AZ ALGEBRA ELEMEL

ELOZO ISMERETEK.

1. Az Algebra kozonséges jegyekkel ir, és mivel,
ezek a’ betiik.

Az Arithmetika’ jegyei bizonyosak és kiilonosek.

Az Arithmetika szabalyokat id a’ bizonyos kivet-
kezések’ megtalilasdra, de ezen kivetkezései, szabalyo-
kat t6bbé nem adhatnak.

Az Algebra mindkét czélt eléri az dltal hogy, jegyei-
nek azon értelmét adja, mellyet a’ kérdés’ természete
kivan.

Jegyei semmi egybekottetéshen nincsenek a’ sza-
mokkal, valamint nincsenek mis egyébb targyal kii-
Iénésen, de csupa képviseldi akaratunknak vagy meg-
egyezésiinknek.

Szemel6tt 1évén ezen jegyek, a’ szamitis’ minden
nemein keresztiil, a’ miveletek’ nyomit is fenntartjik,
’s ez dltal a’ legrovidebb utat, leg egyszeriibb mddot
kijelolik a’ kivetkezésekre ; ’s igy nemcsak a’ mennyi-
ségeket képviselik, de az ezekkozt dllé viszonyokat,
egybefiiggéseket, és a’ rajtok elkovetendd mivelete-
ket is, mds mas forméakba, alakokba dltoztetvén kife-
jezéseiket.

2. Az Algebra’ jegyei a’ betitk, bar melly nyelvbél
vevén azokat.

1



2 ELOZ0 ISMERETEK.

Szemeldit tartvan, melly czélra hasznaltatnak, kiilsé
formajok nem johet tekintetbe, valamint nagysiguk
sem.

Mindegy tehit, akar valamelly nyelv’ betiiit akar
melly mis képzelt jegyeket vilosztunk, akar nagy (kez-
d6) akar aprobb betiikkel jeloljikmeg kérdésben forgé
mennyiségeinket ; ’s mindegy végre akar megtartjuk az
Alphabet sorit akar nem.

Van azonban egy olly halgatolagi egyetértés ezen
tadomdny’ eldaddji kozt, mellyszerént a’ tekintetek’
és visgalatok’ természetéhez képest, rendesen ugyan
azon nemii jegyek vétetnek.

A’ nagy (kezdd) betik p. o.: vagy kézonséges és
kiterjedett példak’ vagy mennyiségek’ képviseldji;
vagy tobb egymashoz hasonlo esetet vagy mennyiséget
foglalnak magukban.

A’ kisbetik, egyszersmind egyszeribb ’s kisebb
mennyiségekre is mutatnak. Az elsébb betik az Al-
phabet’ soriban isméreteseknek vétetnek megegyezileg
a’ kérdés’ természetével; a’ kozép betik mint m, n,
0, p, ¢, r ’s a’ t. kiterjedettebb értelmiiek és kozon-
séges tekintetekre valosztatnak; az utolsé betiket vé-
gre mint v, w, &, ¥, %, az isméretlen és keresendo
mennyiségek’ képvisel§ivé tessziik.

Hogy ezen megkiilonboztetés sem torvény nem le-
het, sem arra a’ tudomdnynak sziiksége nincs, azt a’
tanulé nyilvan bélithatja, de az artatlan miiszer csak
segéllni kivanja a’ szemet ’s ez dltal az elmét.

Az Algebranak mivelet és tulajdonsagi kiilon jegyei
nincsenek; ezeket mar az Arithmetikabdl ismerjiik, ’s
itt meg is tartjuk.
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Szinte kozosek az Algebra’ alapmiveletei, az Arith-
metikaikkal.

3. Hasznos lesz némely kifejezdseket ¢s alakokat
elore megismerni hogy eziltal az el§adds’ folytaban
iddt és helyet nyerhessiink.

Egytaginak, Monomnak nevezzikk mindazon kife-
jezést vagy mennyiséget, melly vagy egy vagy tobb
betiibl és csak magdban dll, nem tekintvén miveleti
vagy tulajdoni jegyét.

A, a, B, ax, By, ac®, abcx®, Az™, ’sa’t.
: ®— ab
+Vab, — V ar’*—y, = Vg ‘sa’ t.
mind egytagiak. :

Keéttagiknak, Binomoknak nevezziik azon kifeje-
zéseket mellyek két egytagibdl dllanak, észvekotve
@ - vagy — jeggyel.

a+b, a+tzx, Pr*—y*, Aapr— Baby,
Va.r—l—.i bk
VlT.r, Sa t.

A’ hdromtagi vagy frinom, hirom egyestaghol
all. A’ négytagun felil a* kifejezést polynomnak tobb-
tagunak nevezzik.

Cr'+Vo—y, VA—

Velejdaroknak nevezziik azon jegyeket, mellyek az
isméretlennel vannak egybekdtve, és igy azoknak
factorai. Ha ezek szdmok, akkor szdmi velejdrok, ha
betik, betiii velejarok.

3 m
3a, 152, 23V 2% 7V A, 10592° 13897, ’sa’t.
a’ 3, 15, 23, 7, 1059 és 38 szamok, velejaroji
2’ betiimennyiségeknek.
1 %
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ax, oy, aV 2 abV o, AV —y, *sa't.
a, %, ab, A, betiivelejiroi a’ mennyiségeknek.

Az elsé esetben mindaz isméretlen mi a’ szamok
mellett van, a’ masodikban csak az x és y tartatnak
isméretleneknek.

A’ kiilonbféle emeléseket az Algebraban hatdsd-
goknak nevezhetjiik, ’s mondhatjuk példinakokiért
A" ben, @’ helyett hogy A az mdik emelésen, A nak
mdik hatésaga; vagy mdik hatésiga A nak.

Az emelési mutatok hatésigjegyek, és az eme-
lést vagy hatésagot mutatjak vagy jelolik. A’ példak-
ban a4, z*. ", y", 2, 4, m és n mutaték.

A’ gyokérmennyiségeknél ezen mutaték, vagy
gyokérmutatoknak vagy gyokérjegyeknek neveztet-
hetnek.

3 m m+-n
Va, Vaz, Vaz, Vay,
a’ 2, 4, m, és m-+n gyokermutatok vagy gyokér-
jegyek.
A’ mutaték tortszamok is lehetnek, ’s ekkor tort-

mutatéknak neveztetnek.
1 1 -

@, x”, y"ben Y/, '/y é8 l:-
tortmutatok.

A’ mutaté nevezet alatt mi tehit mindenkor azt ért-
jik mit a’ latin exponens, a’ frang. exposant, az An-
goly exponent'nek ’s a’ t.: nevez, az az a’ halosdg
és qyokeér jegyeket, és mindenkor ha a’ szénak mds
értelmire lesz szitkségiink, azt kijeloljiikk, ha p. o.:
a’ betiik ald vagy felibe tett vonalokat,
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A, A", A", A* %Wt
B, B. B., B, ’sat
mutatoknak nevezziik , ott ezek alatt sor vagy rend
mutatokat, sor vagy rend jegyeket értiink.

Az emeléseket, a’ mennyiségek’ hatésagat ferjedt-
ségnek (dimensionak) is lehet nevezni, @°, p. o.: 5
terjedségii, vagy ot foki. Kozonségesen terjedség-
nek neveztetik a’ factorok’ szama is, ha ezen factorok
egytagiak ; igy p. o.: @b, két, aje, hirom abec
négy a’x’y ot, a*x’y’?, hat, a*b*ca®y® végre 12 ter-
jedségiinek mondatik, hol mint latjuk az egyes muta-
tok oszveadatvin teszik a’ terjedséget.

Ha utolsé példink’ 5féle betiiit egymaskozt egyen-
16vé tessziik, az az
a=b=c=x—=ynak, lesz a*u’a'a’a’,
vagy is a12szer téve minf factor.

Ha t6bb olly mennyiség jon tekintetbe melly egyen-
16 emelésen, fokom, hatosigon, vagy terjedségen
van, alkor ezek egynemiiknek (homogen) neveztet-
nek ; a’ kifejezések

abed, a*ba, ab’c, a’b, a*b*, 2%y*, 2%y, x*
egynemiiek , mert terjedségiik dltalanosan 4.

Ha ugyanazon mennyiségek vagy betik kiilonbozo
emeléseken vannak , és az egyes tagok vagy kifejezé-
sek egymaskozt elszérva dllanak, sziikséges azokat
olly sorba dllitani hogy, mutatéjok szerint jojjenek
rendesen egymas utan. Ezen sorba-allitist elrende-
lésnek nevezziik.

P. o.: @&’ +a +a*at+a’
—a +a*+a*+a*+a’
vagy =a’+a‘*+a*-+a’+-a
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hol az elsé esetben a, felmend, a> masodik esetben
pedig lemend hatosigai szerint van rendelve.

Ha a’ kifejezést

ms_’_aqxz+a‘r5+asx+asms_{_a2xt+a6
elrendeljik lesz

1) a*Haxr’+a’z+a*r’+da*a*4-a’x1-a°

2) a*+a’rz+a*a*+atr*4-a’lat +axt+x°
és az elsé esetben x, lemend, @ felmend hatosagai
szerént a’ masodikban pedig megforditva van el-
rendelve.

Mindazon kérdésekre, mellyek a’ szamirdsnal ta-
modhatnak, bizonyos felelet kivantatik. Minden kér-
dés, barmelly miveleteken kellessék a’ mennyiségek-
nek Kkeresztill menni, bizonyos kovetkezéseket kivan.
A’ kérdés tehit, vagy feladis, egyenlé a’ felelettel
vagy a’ kovetkezéssel.

Ha p. o.: tobb mennyiség dszveadandé , ezekkel
bizonyosan egyenlé az 6szves, ha egyikbdl a’ masik
levonandé, ezek egyenldk a kiilonbséggel, ha vala-
melly mennyiség mas altal osztando, ezek egyenldk
8’ részessel ’s a’ t. s irva . 4

a-+-b+4-c+d+-e+f+-.. .=0szves=0
a—b— kiilonbség—k

a .
—= resZes=—=—Tr
b ;

Az illy Gszvetevését a’ kérdésnek kovetkezésével,
egyenletnel nevezziik. Az egyenletek € szerint mint
litjuk legbecsesb miszerei az Algebrdnak, mert ha
két tokélletesen egyenld mennyiséget, vagy akarmelly
dolgot, egyenléképen viltoztatunk, legyenek a’ viltoz-
tatisok barmellyek, az egyenloség koztok mindég
fenn marad.
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Ha p. o.:
A=B uwy A—x—=B—u, A+y=B-+y
A A b e
xr
V4= VB, log A=log B s a’ t.

mint az egyenletek’ tanindl ezt bévebben fogjuk
latni.



ELSO SZAKASZ.

ALAP MIVELETEK.

1 §. Rendbehozas, Oszveadss és Levonas.

4. Ha tobb kifejezések vagy tagok adatnak, szik-
séges hogy a’ kijelolt mivelet el6tt megvisgiljuk azo-
kat, vallyon nincsenek é kozottok hasonldk, egyfor-
mik vagy egyenldk; figyelmezni kell 2’ jegyekre,
vallyon nincs é ugyan azon kifejezés eldtt egyszer -
mésszor —, melly esetben, a’ két tag természetesen
egymast semmivé tészi. Az egynemii kifejezések vé-
gre jegyeikkel adatnak 6szve’s igy mir az Algebra’
elsé 1épéséhez is megkivantatik az Oszveadds és levo-
nis, valamint littuk az Arithmetikdndl hogy ezen két
alapmivelet a’ szamok’ természetivél egybefiiggé.

Pelddk « rendbehozdsra:

1) ae2b+4a—c+-3x—4b+-20—5a—2x.—
=a--4a—5a-1+-2b—4b4-2c—c+4-3r—2x
= —2b+¢ —+x.
=5a—5a—2b+c+x.—x—2h—+¢

2)  Sbx’y--dcxy’—6axy—Ticxy’—15bz’y -

~+8exy*-Tary—
=5bx*y—15bx*y+hexy*+8cxy*—Tcxy’—
—6azy-+Taxy
=—10bx*y-+5cxy’ +axy
=axy—10bz’y-+-5cxy”.
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3) 2a$'“""+4b.r'“—~4w'“"“+5 Va—3V 56—
Vs +6 Vi

—ax" " +4brm 4 Va+3 V b
melly példikban mar a’ betii és hatésig-rendre is fi-
gyelem adatott.

4) Az algebrai 6szveadds, haa’ mennyiségek egyne-
miiek, semmit sem kiilonbozik az arithmetikai 6szveada-
stol, mert ekkor a’ mennyiségek szintugy megvannak
nevezve, mint a’ kiilonés szamjegyek. p. o.:

5a+4a—+8a—3a—2a-1-16a
nem egyébb mint
(5+4+4-8—3—2-+-16) a vagy 28a
de ha 2’ mennyiségek kiilonbozd betilk altal adatnak,
az oszveadas csak kijeloltetik, az az: a’ mennyiségek tu-
lajdon - vagy — jegyeikkel csatoltatnak ssze; p.o.
oszve adandok
a?, be, 5a®, 12b%¢, 3a*
lesz az Oszves
=a’+-be+5a+12b0%c+3a*
és +a,—b,+a’,4-a*,—a*,--50*,—10b° dszvese
=a-+a*+a*—a*—b-+-50"—100°.

A’ tanulénak itt csupan csak figyelme sziikséges vala-
mint az Algebra’ tobb alap miveleteinél, itél§ ereje vagy
elméssége nemis kivantatik.

Az egynemii * kifejezések Oszveadatnak mint lat-
tuk, a’ kiilonb6zdk pedig -~ vagy — jeggyel, mel-
lyet hordoznak, egyszeriien oszvekapcsoltatnak; az
elrendelés mindegyik esetben féfeltétel.

Tudjuk hogy ¢*+a*—2a* szinte mint 1-+1=2, de
azt is tudjuk hogy a*-+-a® sem 24* sem 24* nem lehet,
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hanem csak a®*—+4-a® mert @nak harmadik emelése
mas mint a’ masodik , ’s igy a’*4-a® = egyszer
a*-+ egyszer a*; igy killonboznek ab®c’d és a*bed’
egymastol noha ugyan azon betiikkel vannak irva, és
ugyan azon térjedségiiek. Tudjuk tovabba hogy

a—+ (—b) =a—0b, ’s hogy tagadé mennyiséget alits-
hoz adni annyi mint &lité mennyiséget allitébol levon-
ni; épen igy —a-+(—b) =—a—b, az az a’ tagado
mennyiséghez tagadét adni annyi mint a’ tagadét
nagyobitani.

5. A’ levonds semmikiilonos észrevételt nem kivan;
ha valamelly mennyiség egy masikbél levonandd, a”
levonds eszkozolheto akkor, ha @ mennyiségek
egynemiiek

12a*b—S8a*b—4a"b
ha pedig kiilonbozé jegyekkel vagynak irva, akkor
csak a’ — jeggyel kapcsoltatnak oszve
levonando @ bél b lesz «—b.

Itt feltétetett hogy, mind a’ kisebbitendé mind &’
levonandé, alité mennyiségek, az az a’ -~ jeggyel
illettek , és azért lett a—(—4-b)bél a—b a’ levonas
altal, vagyis a’ levonanddnak | jegye — jegybe vilto-
zott a’ mivelet természete szerint ; szinte igy fog te-
hat valtozni ezen jegy, ha alité mennyiségbdl tagaddt
kell levonnunk ’s lesz

a—(—b)bél a-+b
mert tudjuk (Arith. 256) tagadé mennyiséget levonni
annyi mint alitét hozza adni.

Ha az eseteket Oszvevessziik, az oszveadasi szinte
mint a’ levonasiakat lesz

+AH(4+-B) = +4+B és
+A+(—B) = +ATB.
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Pelddk.
1) A bél levonandé
ab-+ac—ab*+ac*—a®b®
lesz . A—(ab+ac—ab*+ac’—a®b*)=
—A—ab—ac+ab*—ac®+-a*b’.
2) Levonanddék valamelly adott mennyiséghél,
(2432’ y—sx"y’+82°y*—ax’y*)
a’ jegyek egyszeriien felcseréltetvén, - hellyett
— és megforditva, a’ tagok egybecsatoltatnak ’s lesz
S e M) ke
a’ megforditott 5 jegy.
3) 3ax—+-5bx® 4122 —8dx*—4x’+4-8a*be bél
levonandé
(6x°—3a*be+5ax—9dz* +11ca® 450" —a®)
a’ jegyeket felcserélvén lesz a’ kifejezések’ elren-
delése utan,
—5ax—>5bx*—11ex®—+-9dx* —62° 2’ +3a”be
és a’ két sort mostani jegyeivel Gszve tévén, lesz
202+ cx®+dr*—10x° +x°+11a’be.
—11a*bce—2ax-+cx*+-dr*—10x’ 4x° *).

2 §. Sokszorozas.

6. Az algebrai sokszorozds egyszerii szabilyok
szerint eszkozoltetik.

*) Jegysék. Valamelly tébbtagi kifejezésben az elsé tagnak
szokis és helyes alito vagy a’ -+ jegyel iletett kifejezést
venni, példankban az utolsé tagot (11a%be) jegynélkiil tehet-
jiik elsének, tudvan, hogy minden jegynélkiil illé mennyi-
wér . alite. ;
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Ha & factorok egylaqiak és kulonbozo befikkel
irattak , @ mivelet nem eqyeb mint exen fuctorok”
eqymds mellé - irdsa

aXb=ab, acXd=acd, acxXbd—=acbd
axcy X bzdw—axcybzdw, a*zy* X b’d*c—
:azi‘yzbeda c
birhany betiibél alljanak, vagy barmelly terjedsé-
giliek legyenek a’ factorok.

A’ betik barmelly rendben irassanak egymaskozt
mindegy, tudjuk hogy

abc=uach=bac=cab=abe,
de csinosabb és egyszersmind a’ tekintetrenézve al-
kalmasabb is, a’ betiket alphabeti rendjiikbe irni
egymasmellé, ’s p. o.:

c*yd*xa’z’b® helyett rendesen irni a*b*c*dxyz>.

7. Ha & factorok egynemiiek , az emelésekre ju-
tunk; ekkor valamennyi factor hellyett csak egyet
irunk, de &’ mutato dltal jeloljak ki hiny illy fac-
tor volt adva,

ha ab X cd—=abedben b—c—d—aq
mindegy akar aaaa, bbbb, cccc vagy dddd irunk, és
ekkor 2 mennyiség 4szer van mint factor téve ’s lesz
aaaa—a*.

Ha az egynemii factorok mds mutatékat is hor-
doznak , ismet csak eqyszer iratik @ betii, ’s mu-
tatdja lesz valamenyi fuclor’ mutatgjinak Oszvese

a’ Xa:;____as ” a*a* Xata*=a® Xa“:a“
és A™ X A" = A~*" kbzonségesen.

Példa

ab*xyX br’y X a’cy® X am b = X zm—,

Rendbeszedvén az egynemii betiiket latjuk hogy van

aa’a”, V’bb", ¢, iz, yyy?, =°
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@’ factorok kozt, ezeket egybe vevén lesz a’ sokszoro-
gott — szarmozat
—gnt% pots Cﬂ.?m_“+3 y"'zs.

8. Ha az egyik factor kéttagi,a” mdsikkal mind-
ket tagja rendesen sokszoroztatik egymdsutdn, ’s
a’ taldlt szirmazat természetesen ismét kéttagn.

(a+b)ce=ac+be=c(a—+-b).

Hogy a’ mivelet helyes, azon tekintet is bizonyitja
ha az egyik factornak ¢nek bizonyos értéket adunk,
p- ©o.: 10et, igy lenne

(a+-0)10=(a+a-+a+-a-+a-+a+-a-+a+-a-ta)

—+(b+b-+-b-+b-+b—+b—+b+b+-b-+-b),
’s ez bizonyosan 10a--10b, vagy pedig venndk (z—-b)
egészen 10szer ’s lenne 10(a—+b)—
=(a+b)-+(a+-b)+(a—+b)+(a+b)-+(a+-b)
~+(a+b)+(a+-b)+-(a+b)+(a+b)+(a—+D)
’s igy barmelly szimot képviseljen ¢.

Példdk. (ax+-by)ar=a’*x*+abxy
(@bc+bex)abxr—a*b*cx+ab’cx’®
(dz’yz+-ax’y)ab’a’y* 2> =ab®dz’y’s"
+a*b*z’y’2°.
Bdrhdny tagi legyen az egyik factor, min-
degyik tagja kilon sokszoroztatik a’ mdsik factor
dltal ’s az oszves tugok teszik &’ sxdrmozatol.
Példdk. _
(x+y-+2)a=ar+ay—+az. -
(a-+b4-c+d)e=ae+-be--ce---de
(e+ax+ax*+azx)abr—a*br+a*bzr’+a*bz®
+-a*bx*.
(142422’ +-o*) ax’y =az’y* +-az’y* +ax'y®
~+azx’y’+ax’y’.
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9. A’ jegyek szabillyat az Arithmetikabdél mar is-
mervén, tudjuk hogy egyenlé jegyek - vagy alito
kovetkezést, kiillonbozd jegyek pedig — vagy (tagadot)
levonandét adnak, és hogy

+AX+*B—=+AB
+AXTB—=—AB.
’s igy (a—b+c—d)r=axr—bxr—+cx—dx.
(a—b—+c—d)(—ax)=—ax+-br—cx+dr.
és (z+y—z—a+-b) X (—1)=—x—y+23+a—D>.
(—a+b+-z+y—2) X (+1)=—a-+b+x+y—=.
Ha ezen két mennyiséget oszveadjuk, lesz
+a—a+b—b+r—xr-+-y—y-+3—2=—0
ds valéban a’két sokszorozott +1—1=—0, szinte az el-
sébb példaban is r—axr=0
é  (a—b+c—d)(r—ax)=0.

10. Ha & masik factor is két vagy tobb tagu,
mindegyik tagjival kiilon kell az elsébb factor’ egyes
tagjait sokszorozni, dszveadvan az egyes szirmozatokat
jegyeikkel. (a—+0) (¢+d)=(a—+b)c-+(a+-b)d
’s vissza vittiikk a’ kéttagi sokszorozist egytagira; a’
sokszorozds pedig lesz

ac-+bc-+ad+-bd.
(a+-8) (c—d)=ac+bc—ad—bd.
(@—b) (c+d)=ac—bc+ad—bd
(a—b) (c—d)=ac—bc—ad--bd.
hol a’ jegyek ’ viltozasai foglalva vannak.

Ha ezen példiaban a’ két factort egyenld betikkel
irjuk, vissza tériink azon tekintetekre mellyeket az
Arithmetikiban mar érintettiink.

1) (a+b) (a+0b) tudjuk=(a+b)*=a’4-2ab+-b*
és szinte
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2) (a—b) (a—b)=(a—b)’=a*—2ab-+-b*
de3) (a+d) (a—b)=a*—b".

Ezen hirom eset megérdemli kozelebbi figyelmiinket.

Az elso

(a-+d) (a+b)=a’+ab-+ab-+b*=a*--2ab+-b*
a’ kéttagh mennyiségek’ mdsodik emelésére (¢—-b)*
ra vezet, ’s itt litjuk hogy az hirom taghdl all, melly
harom tagnak ketteje az egyes beliik négyszeq emele-
sét , harmadika pedig ezeknek kettés szdrmazatdit
adja.

A’ masodik eset, 2’ két mennyiségkozti kiilonbség-
nek adja négyszegét

(a—b)*=a*—2ab+4-b*,
hol a’ hdrom tag kozt ismet «” ket kulon mennyiséy’
négyszegit taldljuk , de levonvdn belollok keltds
szdrmazotokat.

A’ harmadik esetben végre (a+-b) (a—0b)=a’—b*
ugyan ezen két négyszegnek kulonbséget taldljuk.

.Ha @’ 3 esetet 0szve vessziik lesz.

(a+d) (atb)=(atb)’=a’F2ab-+-b* *).
(a*d) (a+b)=a*—_b".

Ezen kovetkezéseket figyelemmel tekintvén, mind-
azon szabdlyokat feltalaljuk bennek, mellyeket a’ je-
gyekre nézve ismeriink.

Hogy a’ -+ jegyel iletett factorok ugyanazon je-
gyel iletett szarmozatot adnak, semmi kiilonos bi-
zonyitast nem kivan, ’s mint lattuk:

*) Jegyzék. Mindeniitt hol kettis jegyekkel éliink, vagy a’ fel-
sék vagy az alsok vétetnek egyirint minden tagndl, ha
P. 0.: az elsé tagndl a’ felsdt vessziik, a’ tobbinél is azt kell

venniink.
4
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(a+0b) (a+b)=(a-+b)a+(a+b)b
hol egyszer (a—+-b) annyiszor van véve hiny egységet
foglal magiban @, azutin pedig annyiszor hany
egybdl all b, ’s az Gszves lesz a’ keresett szarmozat.

Ha p. o.: b tagadé vagy — jegyel iletett, lattuk

(a+b) (a—b)=(a+b)a—(a—+b)b=
=(a*+ab)—(ab+-b%)
és a’ levonas altal
a*+ab—ab—b*—a*—b*
szoval, az oszvest kiilonbségével sokszoroztuk, és
a’ négyszegek kiilonbségére taliltunk.

Az algebrinak semmi sziiksége nincs arra hogy,
szabdlyait kiilonds jegyekkel bizonyitsuk, de ha a’
tanulénak konyebséget nyujt a’ kiilonozés, az itt mon-
dottat szamokkal fejezheti ki. Legyen p. o.:

a=9 és b=4
1) lesz a+b—=9-+4=13 ,, és (a+-b) (a-b)
—(9+4) (9+4)=13X13
=(9-+4)*=13"=9°1-2.4.94-4"=169.
2) (a-+b)(a—b)=(9+4) (9—4)=(9+4)9—(91-4)%
=9"4-4.9—4.9—4"
=9°—4°—81—16=65. mert
(9+4) (9—4)=13.5=65.

Ha a’ kiilonbséget kiilonbséggel vagy magamagaval
sokszorozzuk , littuk hogy a’ négyszegekbil lekell
vonnunk a’ két jegy’ dupla szarmazatit, és hogy

(a—b) (a—b)=a*—2ab—+-b*;
ez annyi mint (¢—>b)a—(a—Db)b, vagy is hogy elészor
(a—>b) annyiszor vegyiik mennyi egyest foglal magd-
ban @, ebbdl pedig levonjuk ugyan ezen (a—b) szér-
mazatat b vel,
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Megtartvan kiilonds jegyeinket, lesz

(a—b)*=(9—4) (9—4)=(9—14)*=5.5=5% ¢s

(9—4)9—(9—4)4=(81—36)—(36—16)
=(45)—(20)=25.
vagy végre a’—2ab--b*—=9°—2.9 414>
=81—721-16=25.
s’ minden tekintet bizonyitja a’ helyes miveletet.

11. Mint littuk hogy a’ betiivelejirék egymassal
sokszoroztatnak , ugy sokszoroztatnak a’ szimiveleji-
rék is egymaskozt ha illyenek vannak, p. o.:

1) 11a’ba® X 12ab*x=132a°b*x*=11.12a°b*2*
2)(6z-+52%) X (3a*—122) =182° 152" —122?
—60x* =152 —422*—7222.

12. Bdrhdny tagi legyen a’ ket factor, a* sok-
szorozis mindegyik taggal kiilon torténhetik, ’s az
elrendelés dltal adatik a’ szdrmazat.

Tudjuk hogy mindegy, akarmelly rendbe vegyiik
a’ factorokat vagy azoknak tagjait, csak arra figyel-
jiink az elrendelésnél hogy az egynemi tagok bszvé-
tessenek, a’ mennyiségek pedig ollysorba dllitassanak,
hogy a’ betiik alphabeti rendben legyenek, a’ muta-

tokkal illettek pedig, vagy felmené vagy lemend
sorba jojjenek.

Peélddk.
1) (a+br+-cxr+-dz®) (a+-bx+-cx?)
mellypélddt igy lehet irni és venni
(a+-bx+cx*+dr’)a |=a*+abr+acx?+adx®
+(a+-bx+cx'+dr)bx |+abr+b2x*+bex® +bdr*
+(a+br+cax’+dr)cx?| +aca® +bex+c*xt +cdx®
’s ezt rendbehozvin lesz a’ kovetkezés
k=a>+-2abxr+2acx*+-b*x*+adr®+-2bca®+bdz*
-2zt +-edx’
2
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2) (5by———80y *12dy*—3y"*) (3b—s5y-+-6y7)
az-elsé tag szarmozata 15b°y—24bcy”~+-36bdy*—9by*
masodiké —20by*—+-40cy*—60dy* +15y°
harmadiké —30by*—48cy* +712dy°—18y°
elrendelvén ¥ mutatdji szerint felmené sorba, lesz
k=15b*y—20by*—24bcy*+30by*+-36bdy®
—+40¢y®—9by* —48¢y* —60dy*
—+15y° +72dy°—18y°.
3) (z*+a’+* +:r:—|—i)(.1'—1)—a: A A,
+r—&—2—a*—r—1
=a"—1.

4) (a+b)(c+d)(e+f)= [(a+b) c+(a—+b)d] (e-+f)
eloszor a’ két elsd factort sokszorozvin lesz
(a+b) (c+d)=ac+bc+ad-+-bd
ezt a° harmadik factorral (e-f)el lesz a’ kivetkezés
k—ace+-bee-+ade—-bde—+aef-1-bef--adf—+bdf.

5) (z-+a) (@+0) (z+e) (x+d)=k,
a’ két elsé factor szarmozata — 2’ +ax—+-bxr—t-ab
a’ 3 elsdé
2’ +ax?+-bx:+abr—+cxr+-acx--bex--abe.
mindnégyé
r*+axr’+-bxd+abxr’+-cxd+acx®4-bexr--abexr
—+dxr*+adxr+bdz*+abdxr—+-cdxr?+acdx
- bedr—+abed.

Ha itt az & mutatdjit elrendeljiik lesz
z*+a*(a-+-b+e+d)+x*(ab—+ac+-be+-ad--bd
~+cd)+ax(abe+abd+-acd--bed)--abed.
hol mar mindazon kiilon factorokat mellyek az x°, x’
és & mellett mint betii velejardk dllottak a’ korlatkozzé
vettiik.
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Ha ezen példdban a’ 4féle betiit egyenldvé tessziik
a=>b=c=d vagyis csak egyet vesziink a’ 4 helyett,
p. 0.: @t lesz

6) (z-+a) (z+a) (z+a) (r+a)=

=zt Har® 464’ +-4a’r+-a*
(z+a)'=z"+2*(a+at+a+a) vagy—=iax®
+a' (@’ +a’+a’+a*+a*+a’)vagy—6a’z’
~+az(@*+a’*+-a’+a®) vagy=4a’x
~+aaaa vagy—a®.
7) Ha a=1 lesz
(1) =" +4a® 62" 41
’s ezen 5, 6, és 7 példdknak jovében hasznukat fog-
juk venni.
8) Sokszorozandék gyakorlatul
(1+a—a*+a’—a*) (1—a-+-a’+a*-+-a*)

(ax’y-+15b2°y*—6ea'y®) (axy®—3bz’y’+5cx’y)

és  (Babxs—iab’z* +5a°6’x*—6a*b’y*) (8b%c
—1b*cx+-2bcx?).

3 §. Elosztas.

13. Adva lévén valamelly szdrmozat ’s az egyik
factor , kivdntatilk & mdsik. Tudjuk hogy ez az
elosztds dltal talalhato.

Ha tehat A az osztandé B az oszté (hol 4 az em-
litett szarmozatot képviseli B pedig az adott fac-
tor) kerestetik # a’ misik factor, vagy az mit az
osztisndl részesnek neveziink: lesz tehadt

4:p=4_2
B

’s innen Ba=—A vagy is a’ két factor szdrmozata (a’ két
factor, az 0szt6 €s részes) egyenlé azadott osztanddval.

2#
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Az algebrai kifejezések’ dsztasa egyszeribb mint a’
szamoké , mert itt figyelmiink a’ szamjegyek kétféle
értéke iltal nem vétetik szamba.

14. Az egytagu mennyiségekkozti osztds nem
egyéb mint azon factorok’ egyszeri elhagydsa mind
az osztandobol mind az o0sxtobol , mellyek egyen-
loen megvannak mindkettoben

ab:a:‘-‘éq:b
a
hol @ meglévén mindkettében, kimaradt, szinte

@ 2—1

aag:a—ad—— —a =da
a

a’b’c

a’b

tudjuk hogy minden mennyiség a’ 0 mutatéval =1

1

e =W o—1.b e=bo

a
€s hogy E —1—a'"'—q’—1.

és - -—=——

az az, hogy valamel{y mennyiség maga magdval
osztalvdn az egysegel adja-részesnek.

Ha az osztonak minden fuctora megtaldltatik az
osztanddban , akkor, tudjuk, az osztis véget ér, és
a’ részes egész kifejezés minden maradék nélkil.

ax’y’: a’xy’ =zy. '

Valamint a’ sokszorozasnil a’ mutaték az egynemii
kifejezésekben Gszveadattak , ugy vonatnak le egymas-
bol az elosztisnal ’s mint littuk

b3’z yr : be*aty™ =b*—'c*tgr—ryr—™
vagy kozonségesen

A° : A = 4



ELOSZTAS, 21

Ha szdmi velejdrok vannak mint factorok, ter-
mészetes hogy ezek is elosztatnak egymaskozt

15¢°2° : 5a°x* =3z.
144a%be’z y™ : 120%bc" 2’y —=12cx.

15. Ha az osstonak olly fuctorai vannak, mel-
lyek az osztanddban mem taldltatnak, akkor az
osztas nem végezhetd de csak kijeloltetik :

a

a:b=3

mert a’ két mennyiségben nincs egyenld factor
ab : ac=—
c

itt az egyenld factor @ ki maradt

a’zy _axy

‘arz T
kihagyvin az egyenl$ factorokat meg maradnak azok,
mellyek egyikben ’s 2’ mdsikban kiilén dllanak, a’ to-
vibbi osztds pedig jeldlve van.

Ha @’ tanilé eleinten a’ mutaték egymasbdli levo-

nasat nehéznek talilnd, konnyen elviloszthatja a’ fac-
torokat p, o.:

9a*b’z*y* e 3.3aa.abb.rxwwyyz
3_a;b?$’;y_z_’ hélats: Al 3.aabbrrzyzss

elhagyvan mindkét mennyiséghil az egyenlé fac-
torokat egyenlé szammal, oda irja a’ meg maradotta-
kat, ezek itt

3ary  3axy

R

Ha az osztandonak minden factora meqvan az
osztdban, ’s ennek ezen felill tobb 1nis factora
is van, akkor természetesen az egység jon elé, osztan-
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dénak tovabba a’ megmaradott oszté factorok dltal,
ab _ 1 50y 1
ae ¢ w0ty 4xy’
itt a’ tanulé nyilvan litja, hogy a’ mivelet nem
egyéb mint valamelly tortszamnak legrovidebb kifeje-
zésére vitele, hol az osztandé ’s oszté wugyan
azon factor dltal osztatnak; példinkat igy is irhatjuk
ar'y® _ax’yhaz’y’ _ 1
ur®y*  ax’ytaxy®  xy
16. Hu az osxtando ket vagy tobblagu. a* mive-
let nem valtozik , és mindegyik kiilon tagbdl elhagy-
atnak azon factorok mellyek az oszté factoraival ko-
zosek és egyenldk.
ar'y+-a’zy®
1) _T.Zy____ =x-+-ay
hol mindkét taghan tiokéletesen megvan az oszté.
Ezen példat igy is lehet irni

ary  d'zy’
axy - axy = B
3 - abr+a’z*+-a’cx®  b4-axr+-a*cx’
abx b

hol az egyes tagokban @ és 2 taliltatik de b csak
egytagban, ha ezen példat az elébbi szerint irjuk, mas
alakjdra taldlunk a’ kifejezésnek, és lesz

abr da’x*  aex® ar = a’cx’
o P B ol R MR P8
abxr  abx abx b b
3) M'Z:y 33‘—'— 15&'33!222'—}—' G.Zyizs__'
3ax’y*z* i
_axys’ 41524 6y’

3axrz®
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ezen példabol nyilvan litjuk, hogy ha minden tagbol
az egyenld factorokat kivessziik, a’ tekintet egyszeriibb
lesz, ’s hogy ha mindég konnyii lenne a’ kozos fac-
torokat meglelni a’ mivelet sokat nyerne. A’ szemes
szamité egytekintetre meglitja hogy az itt kérdésben
forgé 4 tagkozt, a’ szimvelejirok csak 3 tagban, «
csak egytaghban de #, y és z mindnégy tagban ta-
laltatnak, de sziikség hogy ezen betiilk egyszersmind
ugyan azon emelésen legyenek, vagy is az osztandé
tagjaibol ugyan azon mutaték hagyassanak ki mellyek
az osztdjibol hagyattak el.

Példinkban az x csak elsé emelésén kozos minden
taggal, az ynak masodik, znek is misodik emelései
minden tagban egyenléen megvannak. Ko6zos factorok
tehdt mindnégytagban zy’z®, ha ezeket ki tessziik a’
mivelet egyszeriibb tekintetet ad ’s lesz
azx’y’s*+ 152’2+ 6xy's

3az’y’s* =

% (axy2’)+xy’s (1507 ) +ay?2* (6y°s)
xy°’s’(Baxz®)

2’ kozos factort egyszer téve —
xy’ 2 (axys’ 4 152° 1 6y°2)

xy*2*(3axz’)
’s most mdr az egyenlo factort mindkét mennyxsegbul
elhagyvin lesz mint eléb

aryz ‘11527 —|—63; ¥

3ars®

Ha’ szilkség lenne a’ harom tagot elkiilonézni,

irndnk

axys’ i 15z° Ay 6y° =
3axz’® 3axzr® 2ax3®
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és az egyes tagoknak még egyszeriibb alakokat adhat-
nank, ’s lenne

¥ 00, W

3 ax* axz .
de ezen elkillonzés ritkan nyujt kénnyebséget a’ vég-
szamitasra.

17. Bdrhdny taguak legyenek az osztando €s
0s2td, @ kimondolt szabdly vdltozatlanul marad,
’s azon fuctorok , mellyek minden tagban egyenlien
meg vannak, elhagyatnak, & megmaradott men-
nyiség « keresett részes , akar végzodik az osztds
akar nem,

Bajos azonban tobb esetben ezen kozésfactorokat fel-
talalni ’s azért nyujtja az Algebra osztasi miveletét,
melly nem kolonbézik semmiben az arithmetikaitél.

Kovetkezd példik bévebben magyarazzak a’ mivelet’ -
tulajdonsagat.

Ha p. o.: el kellene osztani

1) (15a*+9a*+124*+-64) : 3a dltal
bizonyosan egyszerre odairhatnank a’ részest minden
kiilonos keresés nélkiil, merta’ 3a minden tagjaban meg-
taliltatik az osztanddénak, a’ részes pedig

=5a’+3a’--4a+2
és az adott osztandé egyenl$ a’ részessel sokszorozvan
azt az osztéval, vagyis=—
' (5a°+-3a+4a-+-2)3a.
2) Adva van -
a’—b* 3 3
P = (a’—b?): (a—D)
(a—D) bizonyosan factora (a®>—b®)nek, de az elébbi
roviditésnek itt 1obbé nincs helye, mert sem @ nem
factora b’nak sem b nem factora ¢’nak.
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Az osztasi mivelethez kell tehat folyamodnunk,’s az
indjuk abbol dll, hogy a’ tagok elrendelése utin
az oszté elsé tagjat az osztandd elsé ’s legnagyobb
tagjiban keressiik, a’ taldlt részessel pedig az osztét
sokszorozvin, a’ szirmozatot levonjuk az osztanddbol
’s igy fojtatjuk a’ miveletet még vagy végét érjikk az
osztasnak, vagy a’ feltételnek eleget tettiink. A’ mi-
velet mint emliténk semmiben sem kiilonbozik az

, arithmetikai osztastol.

Megtartvan példinkat keressiik eloszér a*ban at s
megtaliljuk a? részest, evvel sokszorozvin (¢—b)t
lesz levonandé «®*—b°bél, a®>—a?b, marad a*b—b*
ezen maradvanyban keressiik ismét at ’s meg talal-
juk részesnek abt, evvel sokszorozvin (¢—b) levo-
nandé a*b—>b°bél a*b—ab® ’s marad ab>—b®, ebben
végre megleljiik at b’szor ’s vele sokszorozvin
(a—Db)t lesz végsé levonando ab®—b?, s 2’ miveletnek

. vége, részes — a® + ab + b*; a’ mivelet pedig
igy iratik ' (@®>—Db*):(a—D) részes ¢’ +-ab+b*
(«—b)a*sokszorozvan a®*—a®b
a’jegyek valtoztatisa utin—a>+a’h
lehozvan a’ masodiktagot +a’b—1b?

(a+-b)ab sokszorozvin  +-a’b—ab®

levonvan valtoztatva —  +ab®™—b*

(a—0b)b* sokszorozvin ~ab*—b?

a’ jegyek viltoztatisa utin —ab’+b’
” ”

2) (2 +3ax’-+-3a’x-+-d) : (x+a)
z taliltatik z°ban, “z’szor, elsé tagjaa’ részesnek z°,
z* sokszorpztatvin (z-+-a)val 4d z’+-az’, levonat-
vin 2°4-ax?, £°-3ax’bil lesz
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x’+-3ax’
—z*—axr*=2ax"
most ebben kerestetvén z taldltatik 2az, a’

masodik tagja 2ax.

részes

Sokszorozvan 2axet (z--a)val, lesz 2axr’+2a*r
levonandé

2 +3a2rbé), és 2ax’-3a’r—20x’—2d’T
marad —a’x, ebben kerestetik @ ’s taldltatik «?,
sokszoroztatvan a®al (@—+a) lesz @’ r-+a® levonandd
a’ meg maradott a*xrbdl és a’ lehozandé a® utolséd
tagjabdl az osztanddnak, a’*r-+4-a*—a’r—a’=0 az
osztasnak vége, a’ részes 3tagja pedig

' 4-20r+a’  és
(r*+2azx+a?) (x+a)=a°+-3ax’+3a2x+a®.
3) (15a*x+37a*x*+-29a°x* +15a2") : (Ba—+5x)
4150 v+-25a’° x> —5a°r+4ax’+3ax®

—y +12a*2* 294’ 2®
12a*2*1-20a°2®

w3 942 41502
9a’x®+15ax"

» 2

”»

18. Az elosztdsndl @ jegyekre nézve szinte
azon szabdlyok dllanak mellyeket &’ sokszordzds-
ndl tanultunk, az az egyenld jegyek dllité vagy —+,
kiilonboz jegyek pedig tagadd vagy — jeggyel ille-
tett kovetkezéseket adnak.
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a +a a
2 1 — +g¢ ; th=——=-1-—
+a : +b=-+3 Yo : B=rp=-—5
a
~+a: —5:-—-5— vagy Oszvéve
a Fa a
—ad : b—=—-okrH e — e A
a4 -+ Fa: * b b
a
—a: —b=+3

hol a’ felsé vagy alsé jegyek vétetnek egyiive.

Minden kétséget elhdrit azon torvény , mellyszerint
a’ részes sokszoroztatvdn az osztoval, az 0s3-
tandot adja.

4) Példa: osztassék

sx’—2x°y--122°y*—6x' y*—4x*y* +-82"y5

s5x*—22’y-+4a’y’ dltal,
irjuk a’ példit ugy mint az arithmetikiban, és mivel-
jiink minden hasonlé eset nyilvan értése kedviért ki-
terjedetten.

Az osztandé mdr ugy van elrendelve hogy az egyik
betii (2) legmagosabb emelése elgl dll ’s utinna
egyel egyel kisebb emelései jonnek, a’ sor tehit x
lemend hatésdga szerint van elrendelve, szinte igy
az oszto. '

Keressiilk az osztandé legfébb tagjiban, az osztd-
nak legfdbb tagjit, az az 5x’ben, 5z*et, megtaldljuk
x’at melly x® a’ részesnek elsé tagja.

Sokszorozzuk ezen taldlt elsé résztaggal az egész
osztot ,

(5z*—2x’y—+4xy?)ot %, ez=5z"—2x°y-+4a’y’
ezen szirmozat levonatik az osztanddbédl, szikséges
tehit hogy onnan is 3 tagot hozzunk le, a’ levondsnal
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a’ jegyek elvaltoztatnak ’s lesz
sx'—Rxy-+-122°y?
—b52"+ 2x°y— 4x’y’
=—,—20z°y 4 82°y*
keressiik ezen maradvany elsé tagjaban ismét az osz-
tonak elsd tagjat, és
—20z°y 4
R Y
a’ részes masodik tagja, sokszorozvin evvel az egész
osztot, lesz a’ levonandd szarmazat
(52" —2"y+4x’y®) X —4a’y=—202°
+8x°y’—16zy?
a’ jegyeket elviltoztatvin, ezen szirmozat levonatik
az elébbi megmaradott két taghdl hozzijuk advin az
osztandonak még egy tagjat ’s lesz
—20x°y+-8x°y*— 6x'ys
+202°y—S8x’y’ 16y’
= — — 102y
Ezen maradvinyban kerestetik végre az oszté leg-
fébb tagja ’s lesz
~-10z*y®
5 ik 4

sokszorozvan az osztét, lesz
(5a*—2arty+-4x’y* )P =
- =10z'y —4a’yt 182"y’
’s ezt levonvin viltoztatott jegyekkel a’ maradvanybdl,
lehozvin az osztandé utolsé két jegyét
10x*y’—4a°y" +-8a%y°
—102*y" +4a’y*—8z’y®

” 1 b
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a’ mivelet veget érte ’s a’ részesnek talilt 3 tagja
Z'—4z’y-+-2y°, ’s ha ezen részessel az oszté sokszo-
roztatik, az vsztandé ismét eldjon.
Irjuk mégegyszer ezen példit szokisszerénti alak-
Jdban.
Oszté 52*— 22°y+- 4a®
Osztandé 5z"—22x°y—+122°y*
— 6ty —4 =y __'_szys
Elsé részestag o%—5a"+ 22°y— 42°y*
elsé szarmozat, levonandé
—y—202°y+-8x°y*— 62*ys
els(i maradv:iny
2dik részes—4z'y. +20z°y—Sx’y’ 162y
masu:hk szdrmozat
. "{"103’ 3}
—4a’y*+8x%y*
vég maradvany
3dik tag-+2y° . harmadik szdrmazat —10z*y’
+iz'yt—8x’y"®

-

a’ kiilonbség semmi —,,—

*} Jegyzék. Gyakorlasul a’tanulé & és y helyett bir melly ezd-
mot vehet ; utmutatdsul szolgaljon egy példa.
Legyen =2 és y=3, példankban pedig igy az osztandd
=5.27—-22,26.8, 412, 2532—6.2%. 83—4, 23 3% g, 9235,
az osztd =5,28—2, 23, 344,22 82,
2’ részes =23—4.2%.8--2.82,
természetes hogy a’ tanulénak ezen példat szinte vgy kell
osztania mint azt a’ kozonséges jegyekkel tettiik; ha a’ ki-
jeldlt emeléseket feloldjuk, lesz
az osztandd
=5,128—22 ,64.3-+12. 32.9—6.16,27—4.8,81-4-8.4.243
=640—4224-4-3456—2592—25924-7776
=2464
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Osztdsi pelddk, gyakorldsul :
1) (—-—.’D‘ yz = yz z&___ 2 z!__ a:ﬁ _+_2 .‘1“ 25‘2 Sk yc

+2y'"42y)
osztandé (z*—y*—2?) dltal.
2) (—20z*+132°y+-192"y"—bxy*—10zy*s
—6"yz+-27y*3)
osztandé (—s5&*—3xy—+y®) dltal.

19. Gyakorta konnyitiink az elosztison mint emli.
ténk ha az osztandé és osztdba egyenld factorokat ve-
vén észre azokat elis hagyjuk, ha p. o.: adva lenne

8’ —4ady’ +4xs 2 —yr -1,
és osztdja 2" —y 1.

Az o0szt6 az osztandénak hirom utolsé tagjival egy-
enld, azt kell tehdt tekinteni vallyon megvan e’ ezen
factor, az osztanddénak hirom elsé tagjiban is: hogy
ezen harom elsé tagban 42° csakugyan megvan litni-
valo, ’s ha ezt ki vessziik marad

8’ —4a’y*+-4z® hellyett 420’ —y®+1)
az adott osztandé pedig lesz
4322 —y' +1 (2P —y2-1-1)
ez pedig egyenls (2x*—y*—+1) (42’+1)al, @’ példa
pedig lesz (2.1.'3—yz—l—1)al elosztva =— 42°41 a’ ke-
resett részes.

20. Az algebrai osztis némely nevezetes tekintetek-
re vezet, ’s noha szabalyai minden esetre alkalmaz-
haték, mégis ugy litszik mintha kivételek is helyt

az 0szto =5.16—2.8.34%.4.9.
=80—4B8-4-144=176.
a’ vészes =8—484-54 . =14

+
=14 és 176.14=2464,

6
és csakugyan T
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taldlhatnanak, ha alakjait kiilonds jegyekre a’ szdmokra
vissziik. Kozelebbi figyelem semmikétséget nem hagy
azonban, valodi helyeslétek irdnt.

1) Ha (2°—1), mi mindegy és egyenlé (z°—1%)el
(xr—1)el elosztjuk lesz
(z3—1) : (x—1) =" 421
z*—az*
—
= 2*—1
'—zx
— 4+
= x—1
r—1
— +
==
szinte igy (2*—1): (x—1) =2’ 4224241
(*—1): (x—1) =2+’ +2* +2-4-1.
barmelly mutatéja legyen wnek, és p. o.:
2) (2"—1):(r—1) =2 - 2 g3y ot
2T w‘—‘}-a:‘ =t
Legyen tehit znek birmelly mutatéja, vagyis le-

gyen n barmelly szim (2°—1) mindenkor oszthaté
(x—1) altal.

*) Jegyzék. Itt az n mutaté alatt, vagy akarhol is ha jovoben
illy kozdnséges kifejezést adunk, valamelly nagy szamot
lehet érteni melly az osztistorvénye szerint egyel egyel kiseb-
bedvén végre eléri a’ 4.8.2 és egyet: vagy ha megfordit-
va vessziik lesz n ig

14-2434445. ..., n—i4+n—3, 4+n—e24n—1-fn,
@’ kézép tagokra, elismervén egyszer as alkotasi torvényt
sziikségiink nincs és akarmellyik kivinttagot kifejezhetiink
mint azt jovében latni fogjuk.
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Egészen masként van (z"-1)el, mert ezt nem lehet
(z—1) dltal uigy elosztani hogy maradék ne tamadna,
bar végtelenig fojtassuk is az osztist, p. o.:

2
r—1
a’ maradék s ha az osztast fojtatjuk jon 1 utin

2

2 2 2
S+S+ 545+ eat,
xr T T T

2
3) (ws+1):(m—1)=m—{—-l+a , hol

2 2 2
(*+1):(z—1)=2*+x+1-+ S e Jsa't.
(zat-1):(x—1)=a""t +2"2+....... ~+x
-1 3-4— '2E+,5 a't.
xr x

Ha (#*+1), (®°+1), (#'+1) vagy illy nemii ki-
fejezés hol az x mutatéja parotlan szam (x—-1)al
osztatik, szinte végét érjiik az osztisnak, de nem ér-
jik maradék nélkiil ha 2 mutatéja piros szam: tud-
juk hogy a’ paros szimok alakja — 2n hol n# bir
melly szamot képviseljen, sziikséges tehit hogy az @
mutatéja 2741 legyen, az az parotlan szam, ’s ekkor

( z2n+1+ 1).-( :v—i—-‘l) =g —gh—l g2 -3

o— - —T+1
hol a’ pirotlan mutatoji = mindenkor —, a’ paros
mutatoji mindenkor - jegyel van illetve.

4) Hasonlé kifejezések mint
(z’—1), (a*—1), (2°—1), ’sa’t.
mellyeknél & nek mutatéja pirosszim , tokéletesen
oszthaték (z--1) dltal; tehat kozonségesen (x**—1)
oszthaté (z-1) dltal ’s véget ér maradék nélkiil, lesz
pedig a’ részes
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(>—1):(x+1) =2 ' —a> 2 23—, Usa't.
G+ — - ar—1
hol mindegyik & mellynek mutatéja piros szam, ta-
gadé vagy — jeggyel illetett.

A’ példakban a’ tanulé x és n helyett biarmelly
szamokat tehet gyakorlasul.

5) Ha ezen kifejezésekben eldl tessziik az egyet,
a’ részes alakja nem valtozik, csak hogy 2 emelései
felmend sorban fognak dllani, p. o.:

i 2 3 L 3 5 6 . 3
m._l-—m—{—m —r 4+ —x'+axr —'sa’t........

Mint latjuk a’ sor végnélkiili ’s barhol hagyjuk el
az osztast mindeniitt marad valami: p. o.: ha csak
egy tagot vesziink lesz

. s 1 &
1+x 1tz
w2
ka’ két tagot lesz —1—x- e ha harmat
ws
=1— LI
T +&— g

’s igy tovabb, hol minden piros mutatdja xnek -,
paratlan pedig — jeggyel van illetve.

Ha a’ tanuldé ezen alakokat kiilonis jegyekkel irja
figyelemmel legyen a’ maradékra, kiilonben ellen-
mondasokra akad. Azt mondink p. o.: hogy (z*-4-1)
nem oszthaté (z—1) altal maradék nélkiil, és p. o :

2
(z*+1): (2-—1) =x“+a:2+x+1+a:_l

2
hol . a’ maradék. Ha azonban 2 helyett hirmat

irunk vagyis =3 tessziik, lesz
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(z*+4-1)=3*4+-1=52 és (x—1)=3—1=2
82 pedig oszthaté 2 altal maradék nélkiil és a’ részes
41, ’s itt ugylatszik hogy az algebrai alak nem kozon-
séges, de ha o mostani értékét a’ sorba tessziik vagy
az osztast csakugyan algebrai médon végezziik, lesz

2
3*+1):(3—1)=3 +3*4+-34+1-+—
(3" 4+1):(3—1)=3 4343+ e
mint felyebb, ¢ pedig nem egyéb mint
27—{—9—1—3-}—1—1—-% hol%

a’ maradék itt torténetbdl egészszdm és =1, és az
egész részes —41.

6) Ha felsébbi példinkban & et tagaddan vessziik lesz
i_x=1+a:+x’+zr’+a:*+a:"’+a:‘+ ‘sa’t. ..
végnélkiil.
7) Ha ugyan a’ felsébbi példiban x helyett
egyet tesziink lesz
T 1_——1—1 +14+14+1—1-H1—8"a’t...
142 14+1 2
© végnélkiil és birmelly tagnil hagyjuk el az osztast, az 0sz-
tasi érték /5, vagy =0 vagy ——1 és egyik sem igaz,
de ha a’ maradékot figyelemben tartjuk és a’ talalt
résztagokhoz adjuk kétségen kivil meg kell taldl-
nunk ’/,nek valédi értékét. Ezen maradék vagy
1
1+1 1+1
mint pdros vagy parotlan tag kovetkezik, barhany
tagot vegyiink tudniillik, ha paros szami tagot
veszimk, p. o.: 2, 4, 6, 8 vagy 10 tagot, ezen
paros szamii tagok’ Oszvese mindég =0, hozzijuk

, vagy - az az vagy —'/, vagy -/,
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advan a’ kovetkezé paratlan helyen dllé mara-
dékot melly

1
+/2, lesz 1T

1=0+l/2=1/z:

és szinte igy , barhdny tagot vegyiink parotlan
szammal 1, 3, 5, 7, 9, ’sa’ t., 0szvesiik mindenkor
-+1, hozza advan a’ paros helyen allé maradékot
melly mindenkor —'/, lesz ismét

1 1

—_— 1 —
141 + 141

!/2.

Almélkodni lehet hogy ezen kornyiildllis tobb igen
jeles iré eldl mintegy elszokott, ’s hogy okat inkiab
elméskedéssel akartik bizonyitni, mintsem a’ mara-
dékra jutottak volna egyszeriien. Igy eszmélkedtek
p.o.: a’ tobbek kozt. A’ sor végnelkiili, felviltvan
jegyeiket a’ tagok - és — kovetik egymast ’s bir-
hol hagyjuk el ezen végnélkiili sort vagy -1 vagy 0
lesz '/;nek értéke, de mivel a’ véltozasok minden
két egymismellett allé tagkozt ismételve vannak, az
egész tagnak is a’ ketté kozt kell lennie, mint hogy
tehdt '/, sem 1 sem Onem lehet, sziikségesképpen
a’ két érték’ kozepiben kell lennie, ez pedig ="/,.
Mennyire lehetne az illy okeskodds meggyozé, azt
kiki altallatja.

8) Ha a’ kifejezésben

1
1—_5=1+x+m2+w*+a:*+a:5+ WaPkis,
o helyett 20t tesziink lesz
1
i—2=1+2—f—4—!—8+16+32+64—1— 288 beyer
3 *
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ismét végnélkiili sor, és
—1=1-}+24+4+8-416+32-}+64+'sa’ t...

valami vegnélkiili nagy mennyiség; de ha a’ mara-

dékra figyelmeziink, melly barhol hagyjuk el az oszt-

ast az utolsé tagban — jeggyel illetett, p. o.: az

5dik tag lesz

—E:—iﬁ, a’ 6dik %:—32 ’sa’ t.

¢és sorunk
—1=1+4244484+16432+64—128——

9) A’ kifejezésnek : 1 Kovetkezs kozonséges a-

lakjat adhatjuk
1
(_) =tt-zt+a+a’+at+.. . 42
1—a

n-4-1

hol a’ kozonséges maradék ’s beldlle bar-

melly tag megtalaltatik.

10) Ha ezen kifejezésben o<1, (# kisebb mint az egy-
ség), akkora’ tagok mindég kisebbek kisebbek, és a’
sor szvehajlé vagy kozelité (convergens).

1 1 1
11) Hap.o.: o=, lesz— —— — = —2
)y s i T A7)
és — + + =+ +1+ ——+’sa’t..
1_1/2_ 23 2‘ Sa vagy
2=1+‘/2—1— Lo+ e+ 16 a2t s 82t

TR
1_'1/3 2/3

12) Ha x="/;, lesz =%, és
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1
'1_—,/:""‘—%-3“}—?—#' —{— +——5—|— sa’'t

Ye=1+ /a+l/9+l/21+l/sn+ /ras"s 2t

13) Az illy Gszvehajlé soroknal, ha csak 5 vagy 6
tagot vesziink is 6szve, a’ maradék nagy hiba nélkiil
elhagyathatik, mert mindég kisebb kisebb lesz. De ha

&>1(nagyobb mint az egység), akkor a’ sor mint lit-

tuk, széthajld, tivozé (divergens), és ekkor a> maradék
+1

':m elnem hagyathatik.
—

14) Ha az xet megforditva az 1 eleibe tessziik,
akkor

-----

1 1 1 1 1 1
et T P R O S RO T
x—1 .'1:-4“.'}1:’-!d.r;‘_{_.:t:‘1b = ML
¢s @’ sor dszvehajlo ha x>1, sxéthajle ha x<1.

@ a—ab ab®*—ab®  ab* _ ab®
1) b E+$“+?+}T+E§+x“

kozonséges kifejezés, mellyben, a’ betiik helyett bar-
melly mennyiség tétethetik, ha a’ felsd jegy dll az oszté-
ban, akkor a’ sorban is a’ felsé jegyek maradnak meg,
és megforditva.

1

e 14-20+-32° +4x® -5 46’

16)

melly sorban, a’ természetes szamok’ sora jon elé
velejaré gyandnt.
1

17) = 1-+324+62"+-102°
— 3o +-32°—a

15t 22U, .
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hol @’ velejardk Oszveseit képzelik a’ természetes sza-
moknak sorban véve azokat 1, 2, 3, 4, 5, 6
tival ’s a’ t. egymdsutan (Arithmetik 248)
_1___2 1—|—.7:—-$3—.’L"+.’06—[—.’BT-—.‘D9—.‘L‘10
1—a—+a?
+mlﬂ+$la_35a, t..
hol & térvény szembetiing.

" —a”
‘x—a
“+atz™d | sa’t.. . . 4-a* 3 -a2p-t-a 1
melly kozonséges alakban, a’ betiik helyett barmelly
szamok tétethetnek. Sokszorozvin ezen részest (z—a)
val, minden kozép tagok elmaradnak mert kettesivel jon-
nek a’ - és — jegyel oszve; nem fog egyéb ma-

radni mint az elsé és utolsé tag ’s ez ™ —a™.
Mindezen kifejezéseknek jovében jo hasznokat
vessziik.

18) :mm—1+mm—2+a2$m—3+aswm-ﬂ



II. SZAKANZ.

FACTOROK ES OSZTOK.

21. Az egytagu mennyisegek’ elso factorai @ be-
tik magok mint litink, abcnek egyes factorai a,
b, és c.

Ha szdmi velejardja van valamelly kifejezésnek, tud-
juk miként taliljuk meg azoknak elsd factorait, p. o.:

15ax’nak elsé factorai 3, 5,4, x, x.
105a’bary? factorai 3.5.7.a.a.b.x.y.y.’s 2’t.

22. A’ ket vagy tobbtagu mennyiségek’ fuctorait
nemlehet illy konnyen megtalalni, ’s némellykor el
meés fogasokra kell vetemedniink. Ha az alakok’ is-
méretiben elémentiink gyakorta tudjuk mar egy pil-
lanatra, melly factorokbdl szarmazhatott némelly ki-
fejezés, igy p. o. ha adva lenne a*-4-2ab-1-b* mind-
jart tudndnk hogy ez —(a—+b)” és hogy a’ factorok
(a+-b) ¢és (a+b); szinte igy ha adva lenne
a*—2ab-1-b* ezt is tudnank hogy

—(a—b)*=(a—7D) («—b)
és tovab a®*—b®nak factorai (z—+-b) (a—b) (lasd 10).

Ha ezen 3 kifejezést jél megtartjuk emlékiinkben,
gyakorta talilvin olly mennyiségekre mellyek egyik
vagy a’ misikkal hasonlék, kénnyen czélt ériink.

Az elséhoz tartoznak p. o.:

1) 162’ 24xy—+9y°= (4ax—+3y) (4o-+-3Y)

?)  a’b’42abrz+-a's = (ab+x2) (ab+x3)
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3) 1+2x+a‘2+2y—1—-23,-_y-1'—y“:

= (14+z+y) (1+2+y)

A’ masodikhoz tartoznak.

4) 9a*>—30ab-+250*= (3a—5b) (3a—5b)

5) a*x*—2abxy+-b'y' = (ax—by) (ax—Dby)

6) 20—’ -+2y—y'—2y—1=

= (z-+y—1) (1—ar—y)
, ) A=’ 2y—y'=(1+r+y) (1—z—y)
a’ harmadikhoz
8) 4x"—9y*=(2x2+3y*) (22*—3y°)
9) 9a’z'z*—46by ‘s =
—(3ax’z-+4by*x)(3ax’z—4by’x)

A’ két elso esethben a’ kozép tagot kétfelé lehet
venni konnyebb tekintet kedviért, mint p. o. ha adva
lenne.

36a°x*+84axby+49b°y*
kétfelé vevén a’ kozép tagot lesz
36a’r’+a2axbytiaxby-49b%y*®
minthogy a’ szdmoknak is négyszegeknek kell lenni-
ok a’ két végsd tagban, lesz
6’a’x*+2. L2axby-+1°0"y*
’s itt mdr azonnal red ismeriink (6ax+7by) négyszegére.

A’ harmadik esetben helyes ugyanazon mennyisé-
get hozziadni és egyszersmind leis - vonni, hol csak
azon tagokat pdtoljuk mellyek a’ —+ és — altal el-
maradtak, igy p. o.: a’ kifejezésben (322" —4%y")
latjuk, hogy a’ két tag hibazik ’s hogy ezen két tag
3.4.2°.y* az az a’ kéttagnak dupla szdrmazata kiilon-
bozd jegyekkel, ha ezt hozza adjuk és le is vonjuk
3*x*—4%y" bol lesz a’ kifejezés

3%z* 3 .42% —3.4.27y 4yt =
=(32°+4y°) (32°—4y°).
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23. Ha a3 adott mennyiségnek minden tagjdban
ugyanazon factor jon eld, tudjuk hogy akkor azt
kivevén mindegyikbél, egyszer irhatjuk, hozzitevén
a’ megmaradott factorokat korlatok kozzé. Igy:

1) ax+-bx*+cx’ben az  minden tagban meg-
van ’s lesz a(a-+br—cx*)
2) (y+axy’—ay+by")=y(1-+azy—ay*-+-by’)
3) 326231522 "y=32(1—2xz+-52"2%)
4) 8x'y's—ax’y P +12zy 2=
=4zy’s (r—a’yz4-3y°?)
5) sax'—15a*z*y—=>5ax(1—3ay)
6) 3ax’y—3axy’=3axy(r—y)=—3axy (y—r)
7) @*bz'—ab*z+a*bz* =abz (az—b1-a’2?)
8) 6x'y’z 182’y e’ —2iaty’s —
=6z"y’s’ (1—3x3—ix"y’s")
=—62"y’3" (3rz+-4x’y’s*—1).
A’ 6 és 8 példdban a’ jegyeket megforditottuk, mi
mindegy de gyakorta alkalmas.
Még néhdny példa segélje a’ tanulét.
1) 24322122 elsé tekintetre lenne
de masként irvan a’ példat lesz
&’ 1322w —=a® 2’205+ 2
hol két kéttagi factorra taldlunk, melly
z'(x+1) és 22(x+1)
€s egyszerlibben lesz a’ kovetkezés
(=" +22) (z+1)
?) ¥*—3y" 2y =y(y’—3y+2)=y(y"—y—2y-+2)
ezt ismét kétfelé vehetjiik s lesz

y [y(y—1)—2(y+1)] =y(y—2) (y—1)
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3) 2z +-3x%y--3xy—2r. —a(2x*+-3TY+-3y—2)
=a(2x*—2+-3xy-+3y)= [2x"—1)+3y(z+1)]
—[2(e+1) (@—1)-+3y(z—+1)]

—a(z+1) [2z—1)+3y]
=z(x-+1) (26—2+3y)

24. Ha valamelly kifejezésben &’ betiinek olly értékeét
adhatjuk hogy ax egész mennyiség semmivé lesz, ak-
kor @ betii €s exen értek kozti kulonbsey, factora az
adott mennyiséqnek, @ mdsik factor pedig azon
részes melly ezen factor ditali elosztdsbol ered.
p. 0.:  &’—b5x*+bx’+-5x’—6x

=z(z*—52*+4-52°+52—6)
ha az utdbbi 5 tag factorban x—1 tesszilk az egész
kifejezés —0, tehit x—1 factora
(4*—52°+-52"+52—6)nek,
és ha ezt elosztjuk lesz a’ masik factor
=&’ —4a*+-x—6.
de ezen factor még Osszitett és semmivé valik ha

& —=——1, lesz tehit ennek factora -1 és
o’ —4x’4+-x—H6 R
=x2—5
xr+1 i

és ezis még osszitett, de
T*—5r+6=1"—22—32-6
=x(r—2)—3(r—2) az az =(z—3)(x—2)
¢s ehez advan a’ fellyebb taldlt factorokat lesz
' —b5x* 45055 —6x
=a(x+1) (z—1) (z—2) (z—3).
Leggyakoriabbak olly kifejezések mellyeknek utol-
s6 tagja (ha a’ sor valamelly hetli mutatéji szerint el-
van rendelve) kiilonds jegy a’ wagy szam, az illy kife-
Jezésekben, mint jovében az egyenleteknél bdvebben
fogjuk latni és megbizonyitani, csak ezen utolso
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szam tagnak kell keresniink egyes factorait, ’s azokat
tenniaz isméretlen, vagy a’ betii helyett : ha a’ kifejezés
ezen felviltis dltal semmivé lesz, akkor mint littuk a’
betii és szam kozti kiilonbség, factora a’ mennyiség-
nek. p. o.: ha factorait keresnénk

(2y°*—7y—15)nek, lesz beléle ha y=5
(50—35—15)—=(50—50)=0.
és y—b5; factora (2y°—7y—15)nek, 2’ mdsik pedig
(2y*—7y—15):(y—5)=(2y+3)
a’ kettd oszvesen (y—5) (2y-+3).

Ha a’ kifejezésben x®—192 + 30z et 2tdének

vessziik lesz

2°—19.2-4-30—=8—384-30=0; és (x—2)
factora (x*—19x--30)nak, ezt elosztvin (zr—2)al
lesz a’ masik factor x*-+4-2x—15, melly azonban még
oszves, de minthogy x——>5 dltal semmivé vilik, az
az 25—10—15=0 lesz ennek factora (x--5)’s iltala
a’ harmadik (z—3) ¢és

(2*—192-1-30)=(x+5) (x—2) (x—3).

25. Az egyes €s dszvetelt factorait valamelly ko-
0nséges ks'fejeze’smk szinte ugy taldljuk meg, va-
lamint @’ szdmokeét (Arithmetika 99): keresenddk
9ax*2* nek minden factorai.

Fiiggd sorba iratvin egyes factorai
3.3.a.x.20.3.3. '
- mindegyik kovetkezé, mindegyik eldtte alléval sok-
szoroztatik.
Minden osztdjinak sziéma
=2.3.3.3.=54.
az egységgel egyiitt (Arithmetika 100).
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9

3a, %.

3z, 92, ax, 3ax, %ax.

3x2, 92%, ax’®, 3ax’, Yax?, x*

32,97, a3, 343,905, %, 3z, 9T, ars, 3ars, Yars
3x’z, 92’2, axr’z, 3axr’z, %arz, x'z

22 322, 93°, az’, 3az’, %a3’, x2? 3x3°, 9x3’,
ax?’, 3axz®, Yuxrz®

x'3%, 3t 9’3, ax’s?, 3ax’3’, Yax’’.

g Haww

W

(a+x) (e—=x) (e+y) (a—y) osztdji keresendik

(a+x)
(ae—=z)|(a+x) (a—=)

(a+y)|(@+2x) (a+y), (a—2) (a+y),

(a+x) (a—z) (a+y),

(a+z) (a—y), (¢e—=) (e—y), (e+2) (a—z)
(a—y), (e+2) (a+y) (e—y); (a+y) (e—y)
(a—=z) (a+y) (e—y)(a+x) (e—=z) (a+y)
(a+y).

26. A’ legnagyobb kizds oszid is szinte ugy ke-
restetik mint a’ szdmokndl kerestetett (Arithmetika
83. 101).

Ha a’ két vagy tobb adott mennyiséget factoraiba
valtoztattuk, elsé tekintetre lithatjuk a’ koztok levé
legnagyobb osztot.

S

(a—y

Ha a’ factorok felkeresése bajos, az osztas mivele-
téhez folyamodunk, °’s egyiket a’ masikkal elosztjuk,
a’ maradékkal az elébbi osztét s igy mig véget
ériink.
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Tekintsiik itt rovideden azt mit az arithmetikaban
eldadtunk.

a - L] Ly
3= azt mutatja hogy « , b dltal elosztatvin ¢ ’t

adja részesiil: ebbdl kovetkezik a—be, ha mindkét
kifejezést barmelly szimmal sokszorozzuk az egyen-
16ség koztik megmarad és ma—mbc: ha tehit a
oszthaté b dltal bizonyosan oszthaté annak sokszorosa
is ma. :

Ha két mennyiséget egy harmadik eloszt, elosztja
ezeknek Oszveset €s kalonbséget is ; ha
a=bc és a'=b'c lesz ,
a+a'=c(b-+¥b') és a—a'—c(b—0b’),
hol ¢ mindkét mennyiséget elosztja.

Ha a és b, oszthatok ¢ altal, és b, p. o.: nem
osztja meg tokélletesen @’t az az valami maradék
tdimad, ezen maradékot is (legyen m) sziikségeské-
pen elosztja ¢, az az legyen

a

3 —r4 ™ lesz a=—rb—+m.

b
és a—rb=m.

Igy tehdt ha ¢ at és rbt elosztja, bizonyosan
elosztja ezeknek kiilonbségét is melly a—rb, de ez
egyenlo m mel a’ maradékkal, tehat ¢ a’ maradékot
is elosztja.

Ha tehit a’ kozonséges mivelet szerint eldszor at
b’vel elosztjuk marad m, most sn mel kell bt elosz-
tani, ’s ha itt is marad valami p. o.: m’, met m’el
kell osztani ’s igy mig az osztas véget ér, és ¢ vagy bizo-
nyos factora g és b nek vagy nem, az elsg esetben az osz-
tas véget ér, masodikban tudjuk hogy az egységre jutunk.
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A’ mivelet kozonségesen kovetkezendd,
(2’ részes)
a osztatik b altal és marad m ekkor a=rb-+m

b LT m 99 mal'a(l m‘ a9 b:r‘?ﬂ—f—m‘

m m’! marad m’/ m=r"m’4+m"
” ” M s

m ., W, marad m/’ ,, m/—=r"'m!"+m'"

’s igy tovabb mig az osztasnak vége: azon m melly az
eldtte jovo osziot tokélletesen megosztja, lesz leg-
nagyobb kozososztéja @ és bnek.

Vegyiik fel hogy m/" ezen keresett legnagyobb ké-
Zos 0szt0 az az

m;:%:_rw és m/'=rVm# ;

m
bizonyos hogy m'* eloszija mint m', m', m, b és at
mint a’ feljebbi kifejezések bizonyitjak: de legna-
gyobb oszté is egyszersmind mert nélinal nincs nagyobb
melly m!!t elosztana ’s igy feljebb.

Természetes hogy az m ek mindég kisebbek kiseb-
bek lesznek, ’s ha az adott két vagy t6bb mennyiség-
nek nincs kozos osztdja végre az egységet taliljuk.

Példa. Kerestetik

T —yt és 2 —aty—ay -y
kozt a’ legnagyobb kozos oszté ?

Elosztvan (z*—y*) 2’ mdsodik mennyiség altal lesz
az elsé részes r—(zr-+y) a’° maradvany

m=’y+x'y*—ary'—y*
—&'y+2’y +ay'—y*
=-22"%"* —2*.

Minekeldtte ezen maradvannyal osztandk az elébbi
osztot , latjuk hogy factora 2y?, melly az elsé oszto-
nak nem factora, és 23;'3(:1:2——-9'2)1)61 2"1;2 ot elhagy-
hatjuk. Megtalaljuk pedig i
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(z*—ay—zy*+y’)ben (z°—y*)ot (2—y)
szor maradék nélkiil, legnagyobb osztéja tehdt az
adott két mennyiségnek (x—y).

Noha a’ legnagyobb koézos osztonak felkeresése, az
algebraban ritkin talil practikai haszonvétre, mégis
Jo ha a’ tanulé, némely példikat elévesz gyakor-
latul.

27. Ha &’ szdmok oszthatdsdt (Arithmetika 72,73,
etc.) kozonséges tekinfetre visszitk , birmelly szamot
N, mellynek alapja A, sokszorosai pedig @, a,, .,
@z, ’s @’ t. kovetkezd alakba irhatjuk

1) N=a-+-a,A+a,A*+a,A*+-a, A*+a; A°+
’sa’t. ezt ismét kovetkezdképen irhatjuk .

2) Ne=G+-a, 4,y 'sa’t.
+-a,(A—1)+a,(A>—1)+a,(A*—1)
+a,(A*—1)+-a,(A°—1)-+ ’sa’ t.

ds ismét

3) N=a-+ta,}+a, ‘a4 ’sa’t.

(@, +a;+as;+ ’s @ t.)+a,(4-+1)+a,
(A*—1)4-a,(A*+1)+a,(A*—1)+ s 2't.

Mindegyik szam tehdat melly eloszija At, elosztja
annak gokszorosat is, az az ad, a,A’, a,A* ’sa’t.
az elsé kifejezésben tehdt minden factora A4 nak melly
at megméri vagy elosztja, elosztja, a’ szamot
Nnet is.

Mindegyik szim melly elosztja (4—1) et, elosztja

a(A—1), a,(A’—1), a;(A°—1) s 2’ t.
’s igy a’ masodik kifejezésben minden factora (A*—1)
nak melly a-+a,+a,+a; ’s a’ t. elosztja, elosztja
magat a’ szamot is.

Minden szim végre, melly elosztja (A--1)et,
elosztja a(A--1), a,(A*+1), a,(4°+1)'s a’ t. is,
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’s {gy minden factora (A-+—1)uak melly
(e-t+a,+a,+ag ’s @ t.)—(a,+a;+as+ s @ t)

elosztja, elosztja N'net is, a’ 3dik kifejezésben.

Ha ezen kifejezésben A helyeit 7" et irunk lesznek
felsdbbi kifejezéseink

1) N=a+a,r"+a,r*+-a;r*"+-a,,r"+ ’sa’t,

2) N=a+a,~+a,-+a;-+ s a° t. + a(r—1)
@, (r*"—1)+a,(r**—1)4’sa’ t.

3) N=a+ta,+a,+’sa’t. —(a,+-a;-+a;-+'sa’t.)
-8, (r" 1)+, (r**—1)—+-a,(r**—-1)
~+a,(r'"—1)+ ’s a’t.

’s szinte mint elébb N net elosztja eloszor 7™ nek min-
den factora melly a¢t, masodszor minden factora
(r"—1)nek, melly
a8, -Gy s ' t.
’s végre minden factora (r"+4-1)nak melly
(a+a,+a,+s 2’ t.)—(a,+a;-+a,+ 'sa’t.)
elosztja.

Mint emliténk ezen alakok minden szim alapra al-
kalmazhatok; ha 10es sziamalapunkat vesszilk pél-
daul, lesz ha

r—10 és n=2 e
N=a+a,r"+a,r*4a,r*+’sa’t.
r*=10*—=100, **—=10000 ’sa’ .
N=a-a,100--a,10000+ ;1000000 ’s a’t.

melly kifejezésben azt tessziik fel, hogy az adott szam
N két két jegybe van osztva, megfordidott rendben
ugy hogy a, az egyeseket és tizeseket, a,, a’ szdza-
sokat €s ezrescket s a’ t. foglalja magaban.

Az elsé kifejezds szerint N mindazon factorai altal
oszthaté 100 nak , melly egyszersmind at is elosztja,
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100 nak factorai pedig 2, 4, 5, 10, 20, 235, 50
(Arithmetika 72, 73).

A’ misodik kifejezésben N oszthaté 3, 9, 1t 33,
mint 99 nek factorai altal, ha G+a,~+a, ’s a’t. oszt-
haték dltalok, és > harmadikban végre 101 iltal ha,
altala

@—+lst+ay+ s 2’ t. —(a,+a;+-a,4 ‘sa’ t.)
oszthato.

Mindezen alakokat viltoztatni és birmelly esetekre
vagy osztokra alkalmazni lehet.



III. SZAKANRNZ.

TORTEK.

1§. Kozonséges tortek

28. A’ tortszdm kozonséges alakja % vagy el

nemvégzelt osztisra mutat, vagy az osztis miveletét
jeloli.

A és B helyett eszerint barmelly jegyek alhat-
nak, legyenek azok egyvagy tobbtagi kifejezésben ;

’s igy
a a+b a’z—az® aT— V3 ar+-br’—ex*—ax"
b’ c—d br—cy’ a—y* a—b-+x

hasonléképen tirtszamok.

29. A’ valodi tortszdmndl tudjuk hogy A<B,
mert ha A>B akkor B taliltatik 4 ban p. o.:

“l

B=""B
hol &' a’ maradék.
Ha @’ tort alak’ két résziben, vagyis a’ szamlalé és
nevezében ugyanazon factor jon eld, akkor a’ tort
nincs legegyszeriibb kifejezésen, és mint tudjuk ezen

o ab
factor elhagyathatik, %cben p- 0.: az @ mindkét rész-

ben meglévén elhagyhaté és a’ tortnek legrovidebb kife_
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o |

jezése — : szint igy
c

ar’y _x 6xr—9r*_ 23z

axy? x> _3; T %
6a’—6a’y--2ay*—2y° _ 6a*4-2¢*
12a°*—15ay+-3y* 12a—3y

30. Ezen okbdl a’ fortek’ ertéke nem vdllozik
bdarmelly szdmmal sokszoroztassék szdmlildjok
€3 nevexdjok eqyszersmind, vagy osztassék dltala.
a __ac__az®__a(l+x)  alx—2’+y°) ,

b be bzt b(l+x) blo—z*+y?)

Ezaltal kiilonbféle nevezon levé tortet egyenld és
ugyanazon nevezdre viszink, ha nevezijét szinte
mint szimlaléjat is, a’ tobbinek nevezdjével sok-

sat.

a , af " . "
szorozzuk, p. o.: 3 €s 7, egynevezore viendd, lesz

’
L L/
b by, b b
a & G dy
b’y b, by
egyenld nevezdre vienddk, lesz egymasutin a’ 4 tort
abb,b,,  abb,b,, a,bbb,, a,bdb,
bbb,by," bbbyl bbb, by, b,
melly példaban a’ torvény szembetiing; minden négy
nevezé ’s a’ t, sokszoroztatik egymadssal ’s tamad
az ujnevezé, a’ szamlilé pedig mindenkor csak a’
harom mas nevezdével sokszoroztatik.
(a+2x) (a—x) (a+2x°)
O-+y)’ C—z) O-+y*)’

egynevezore viendok, lesz a’ 3 tort

szinte igy
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(a+a) (b—y) O+y") (a—=) (b+y) O-+y°)
(b+y) b—y) +y°)" (0—y) G+y) -+y°)
(a+2%) (b-ty) (0—p)
(0+y°) (0+y) (b—y)
Emliték hogy birmelly mennyiséggel sokszoroz-
tassék a’ tort szamliléja és nevezije, értéke nem val-

tozik, nem valtozik tehdt ha a’ factor — —1, és
csakugyan
a_ _—a a+b —a—>b
¥ =8 e—=d —oid
a—b b—a ;
Y AT T ’s ha valamelly tortszim min-

den tagja ellenkezé jegyekkel iratik értéke nem
valtozik.

31. Tortek oszveadhatok vagy levonhatok egy-
maskozt ha ugyan azon nevezén vannak, kiilonben a’
miveletek csak kijelolhetdk : ha ugyan azon nevezdjok
van vagy arra vitettek, szdmldldjok adatil Oszve,
vagy vonatik le eqymdsbol.

@€ , ¢4 _20 a  a actuab
R T T R s

14 +1—-—$____ (1+2) (a+2)4-(1—x) (a—=2)

a—% 4+ (a—2) (a+2)
2a-2rz
= 2y €8
@~z
1+a , 1—a 2 g 1€ 1—a_ 2
.’L‘ xr €T &x & -—_.Gt;

a @ ac—ab a—3b s5a—b Ta—7b
i __f_. e

e :]

¢ be ¢ 2 2¢
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a+b _a—b _ ("+2ab+0")  (a*—2ab+b°)

a—b a+-b a*—b* a*—b*
_ hab
et —b* _
Ha 2’ szamldléban a’ nevezé mint factor jion eld
akkor a’ tort szinlett és nem valddi p. o.:
ab ac+b 2*—axr a*—a*
TRE RN Sl
szinlett tortek, mellyeket az osztds altal egyszeriibb
alakokba lehet vinni, A’ kevertszim tudjuk egész és
tort. Minden kevertszamot tort alakra lehet vinni,
ha az egész solkszoroztatik @ tort nevezdjével ex
pedig ald iratik, p. o.:

sa’ft.

b ac+b
+ e S
c
% a*—ax*—z
(a+x)— = :
a—r u—x

32. Az algebrai tortek’ sokszorozdsa nem kiilon-
bozik a’ kiilonds szamtirtek sokszorozdsatol.

Eyész ssdmmal sokszorostatil a’ tort, ha en-
nek szdmldldja sokszoroztatik.

L3 (a—{—x) B e (a+-x)*

c c  c—3 c—3

1 $ (1+x) l—+-J
e e e
TR bt e T e ) T

A’ jegyek 2’ kimondott torvényt kovetik.

i { e 2 2 2he—e?
a—-b—c il = a’—b*1-2be—-e
L —z r—

Hu tortek sokszoroztatnak egymdskozt, @ szdm-
lalok o szdmldlokkal, nevezolk nevezokkel sokszo-
roztatnak
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@ c ac a a [/ aa,a,,d
e S et X’X ”X (I i T 11
b d bd bbb, b, ~ bbb,b,,
x-4+1 x z—+2_ (x+1) (:c+2) _ x*-3x--2

z—1"x—2 (r—1) (@—2) x—3z+2’
2ax— 52° , 3brx—ia
xr—y—2z* 1—y
__6abx®— 15bx*—8a’x - 20ax®
__xzy_!_yz_’__zzy_{_wz_y_zz
33. Az algebrai tortek’ elosztdsa szintigy torté-
nik mint a’ kiilonos torteké.
Egész szdmmal osztatik valamelly tort, ha en-
nek nevezdje sokszoroztatik az adolt osztdval, ez
nem egyéb mint osztéfactorra tétele az adott oszténak

® ie—-2 et gt L. L 8
b b.c T LT e g
(—1) ., (")

(2= ———— sa’t.
(x+1) z* (z 1)
Ha egész szdm osztatik tortszdm dltal, szinte sok-
szoroztatik az osztando a’ tértnek nevezdjével, de a’ szir-

mozat szamlaléva, az elobbi szdmlalé pedig nevezdvé
valik. a: E =% mert
¢c b
ha mindkét tagot sokszorozzuk c altal lesz
a: . ac:b—=—
¢ b
5 (’r —2) (a-»{—a:—a:’) (1-~:z:)
) =
Ha tort tortel osztandd az eqyik factor meg-
forditatik °s vele a’ mdsik sokszoroztatik
ab, __a _ b,
b ba, b & a,

(e4-z—=

=l a
|
|
|
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tudjuk hogy a’ részes nem viltozik ha az osztandé
¢és oszté ugyanazon szim dltal sokszoroztatik vagy
elosztatik , sokszorozzuk tehat

a .« a a, ab, ab

— i —et bvel, lesz —: L="_"L.:q, =

b b : b b, b ¢ ba,

Azon tekintetekhez mellyeket az Arithmetikaban
(117) adtunk tehetjiikk még kovetkezdt.

Elosztvan % : £ altal lesz @ mondott szerint

d
; a
reszes ——
be

Ha az oszténak csak szamlaljat tekintjiik, bizo-
a

b

a : '
elosztani ’s ez T mintha ezen példaban d — 1 lenne,

nyos hogy ha az egész szim lenne, véle kellene

- a [ [
de minthogy — nem ¢vel hanem ¢nek d részével

b

kellett csak osztani, a’ részes bizonyosan d szerte
kicsi, sziikségesképen sokszorozni kell tehit a’ részest

a ¢ ad 5 .
dvel, ’s lesz — : — = .— mi bizonyitando.
: b d be A
. G a __ab 7 oo .
Végre — : =L =-—L mert a’ rdszest sokszorozvin
b b ba,

az osziéval az osztanddnak ismét elé kell jonnie és
a ab, _a,ab, a
b6 b " ba, bba, b
at+r  a—zr (a+x)* 14z 1+
a—zx  a+zxz (a—x) 1—> 1—
1—z+2’ 14r_ (I—r+2®) (1—2),
Tt i (z—z®) (14-2) :

=1.
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2 §. Lancztortek.

34. Ha valamelly nagyobb szimmokkal irt, de mar
tobbé nem rovidithet§ tortszdmot kisebb szamokkal
akarunk a’ leheté kozelitéssel irni, a’ lincztortekhez
kell folyamodnunk.

Tudjuk hogy a’ haszonba vett lancztortek szamla—
16ja az egység, tudjuk tovabba (Arithmetika 139)
miként jutunk a’ lincztortekre elosztvin a’ szimlilét
a’ nevezd altal, ezt a’> maradék altal, a’ masodik ma-
radékot a’ harmadik dltal ’s igy tovabb, és hogy

é=u+1

L
7+1
ey
e—4-1
§—|—_1"sa’t.
a, B, y, 9, &, 'sa’t.

egész szamok lévén és hol az elsé tagban

A m
— =g _|_ P A,
B B
m az elsé maradék és B>m, a’ masodik
B m’
=B & oy
m
hol m! 2> masodik maradék és m>m', a’ harmadik
m m” mi" mﬂ ma"ﬂ
— ——ify —_— it ——
m’ ‘m! T mf m’ !

“
=4 — ’sa’t.
m
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és ha é =xlesz p—g-1-1 !
B
F+41
7+
-1
e—+1
£-1-1’sa’t.

Tudjuk tovibba hogy mentiil tbh tagot vesziink
egyiivé anndl inkdbb kizelitink & valédi értékéhez, de
hogy egyszersmind a’ tagok nagyobb szimaval, na-
gyobb szamokra is ériink.

Ha visszavissziik ezen torteket a’ kozonséges mive-
let szerint, lesz az elsé tag

T =0
elsé és masodik o= af+-1
3 tag PO )
By+1
4 elsé tag - [(2B—+1)y—+o] 3 -+0p 1
(By—+1)3-+-B

’s igy tovibb.

Ha ezen Oszves tagoknak szdmliléjokat sorjiban -
a,b,c,d, e, f, sat.
nevezdjoket pedig
@, b, c¢,d,e,f, sat.
altal jeloljiik hol a’/=—1, b’=p ’sa’t., lesznek az
egymasutin allé oszves tagok. :
tls 6—1 Es' ‘i: E'a fr’sa’t-
@ b ¢ d ¢ f
Ebbél litszik hogy valamint az oszves tagok ugy
a, b,c, d,’sat, é a,, b, ¢,, d,, >sa’t. nének
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mentiil eléb megyiink. Mert ha a’ részesek a, B3, 7,
3% a’ t. — alliték akkor @, b, ¢, d ’sa’t. is alli-
tok és b>a, c>b, d>c’s a’t.

Kifejezésinkben
b £ e a d b
a B+ - ’ b }’ b ? ¢ + c

ha tehat &, B, y, &, ’sa’t. nagyobbak az egységnél

ugy -f—::>1, Z-—>1 ’sa’t. ésﬁ<1.

b
Ha két egymasmellett dllé tagjat sorunknak
a b ¢ d, ,
— — — sat

o ¥ o
sokszorozzuk egymassal mintha egy nevezire akar-
nank dket vinni, lesz
a'b—abl! =be'—b'c=c'd—cd' —=de'—d'e ’s 2’ t.=1
vagy is lesz
ab'—a'b—=—1

bCf—be_—_ —+1
cd'—c'd——1
de!—d'e=-1

8]”—-—-8’ =1 ’sa’t.
honnan kovetkezik hogy a’ tortek
a b ¢
8 &t
mar legrovidebb kifejezésekre vannak vive.
Ha ezen utolsé kifejezésnek kovetkezd alakjukat
adjuk és irjuk '

s a t.

_1
A i
e_b_ 1
d Vb
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d ¢ 1
d ¢ cd
e d 1
?_E}::—'W ’Sﬂ,t.
latjuk hogy a’ két egymistkovetd tagok
a b e, ,
et 7 L= sa’'t.

kozti kiilonbség mindég kisebb kisebb mert
a', ¥, ¢, d', ’sa’ t. nének.
Ezen kiilonbségek ¢’ mellett a’ lehetd legkisebbek
is, €s nem lehet 2tag kozzé olly tortet beiktatni,

mellynck nevezije kisebb szdmmal legyen irva mint
a’ két tagé.
Ha p. o.: azt mandandk lmgy‘i ’s a’t, : kozzé
c a@

esik valamelly 161t %és n kisebb mint ¢/ vagy &/,
i s s ks R ‘
akkor " es 5 kozt a’ kiilonbségnek kisebbnek kel-

/
lene lenni mint —1— Ezen kiilonbség pedig e i

cd’ ne’
de legkisebb értéke ezen kifejezésnek nem lehet

egyéb mint -f”i,— és eszerint n-—;}—nek kisebbnek kel-

st i & ; ' .
lene lennie mint —- mi azt tenné hogy #>>d’, minem

od!
ugy van, mert azt mondink hogy kisebb legyen:
épen ugy nem kisebb E} mint b—%; ha n kisebb

mint ¢’.
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g? g—,, cy.’s a’t. valtoztatva
nagyobbak és kisebbek mint @, xnek valédi értéke
mindenkor két egymasmelett allé tagkozt van, és
semmi méds tort & nek értékét ‘kozelebb nem adja ki-
sebb nevezével mint valamellyik kozillok. Ezen tulaj-

donukban all a’ lancztorteknek nagy becse.

A’ mint ezen tagok

3 §. Tizedes Tortek.

35. A’ tizedes lortek kozinséges alak;a ha @’
mennyiség
b d ¢ w n
M=t +102 10 Tt g
hol « bérmelly égesz szamot, b, ¢, d, e, f, s a’t.
pedig barmelly egyes szamjegyeket képviselnek.
Legyen egy mis tizedes szam

b i d e m’ n’
M=+ —+— +—+ —+.. Sl
10  10? 10*  10* 10° -1 10"

és a’ kettl oszveadando, lesz

b4 | c+c' | d+-d
; i /
J’F[++’PI_.a+af|— Tk s s TRt

m-+m'’ n-tn'
Al
o 101 10"

lol 10" az utolsd jegyet jelenti a’ k:[‘qezesben

Lesz levoniasa a’ két mennyiségnek

2 ¥ SO d—d'
M—M":a—a‘—{—b Y ,fl :i
10 10 10
—m' W
m—m! | n—n

101 %n_- 2

afa
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A’ sokszorozis pedig M.M’, hol az egyik sor a’
masiknak minden tagjaval kiilon sokszoroztatik, és
kozonségesen

‘ a b ab

0%~ 10v.  10"+n

Az elosztisnil pedig lesz mint lattuk

¢ b _a10" _a

00 10" b0t b
a b a

vagy ha MR T

LA0mm

Jegyxék. Jé haszonnal ford'thatja a’ tanuld iires
orait arra, ha a’ kiilonds jegyekkel irt szamokat alge-
brai alakba irja és igy a’ kiilonb6zé miveleteket vis-
galja, kivalt a’ sokszorozds és elosztasnal. Adunk ut-
mutatasul egykét példat. .

7508 X 694. sokszorozas példaja egész szamokkal.
7508 —=8-+0-+4-5.10°47.10° és 694—4-+9.10-6.10°
ha a’ kifejezést 10nek lemendé mutatéji szerint ren-
deljiik lesz

(7.10°4-5.40°+8) (6.10°+9.10-+4)=7.6.10°
~+4-5.6.10*4-6.8.10°+49.7.10*+5.9.10°
+9.8.10+4.7.10*45.4,10°+4.8.

=42.10°+-(30-4-63)10" 4 (45-+-28)10° - (48-+-20)10°
-+72.10+-32.
—42,105-+93.10*+73.10*+-68.10°-72.10--32.
— 4200000 930000—+73000-6800—+720+32—=5210552.
==5000000—-200000—+ 10000500 +-50—2.
0°573 X 0°0864.
tizedes tortek sokszorozasa.
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1s6 alak
(10 10’) (102 1:*)
%2_4‘71’_1; % 10* +1o~"+ io§+17)%
+:§$=%+7.8$5.6+3.8+f(.]:+5.4
3.6+7 3.4
ey

40 | 86 86 46 12
10? 10* 10° 10*‘ 107

4 T 2
10* 103 +10* + 10* 10° 107
4 9 5

_F=i—?+m* 106 +———0 0495072.
10° nem jévén el 0 iratik helylbe.
2dik alak. 0°573 XX 0°0864—
—(5.10"14-7.10"2+3.107%)(8.10~2-4-6.103-4.10%)=
40.10~34-56.10—%4-24.10~°
~+-30.10—*442.10—54-18.10—¢
-4-20.10—5-+-28.10~54-12.10~7

—40.10~3--86.10*~+-86.10—°—-46 .10~ 4-12.10~7
=4,10"24-9.10—3-5.10"44-7.10~+2.10~"=00495072.
Osztas egész szammal. 38988 : 684=
(3.10"+48.10°+9.10°+9.10+4-8.):(6.10°+8.10+4)=5.10+7
—30.10°+40.10°+20.10.
— 4 4.10°4-7.10°4-8.10-+S.
— 4.10*4-5.10°4-6.10.
+2.10%+-2.10.
~+8.

” »” 7
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Oszids tizedes 10rtek kozt.
000903 : 0258=0"035
903

0°00903—=19.10"34-3.10"% —

2.10°*4+5.104-8
10°

0°258=2.10"14-5.10"2+8.10"3 =

__258
~10°
"00903 _ 903 = 258
0°258 10° 10°
3
=9‘_)3'10_5= el = 35a—34.10—3=0-035.
258.10° 258 10° 10
és  (9.10734-3.10-5) : (2.10714-5.10"2+8.10~7)
==3.10~2-+5.10—2=0"035
—7.10734-7.10%+4+4.107°
2.1073%—7.10~4%—10~°=
— 13.10~%—10-5
12.10~44-9.10~%. =
e 13.10—%—1.107".
— -

» o Y

0.00903 : 0°258 =

’s igy mas példakis.



IV. SZAKASZ.

EMELESEK VAGY HATOSAGOK.
GYOKEREK.

| 1S§. Emelések.

36. Az emeléseknek kozonséges alakja a™, bir-
melly szamot jelentsen m.

Vegyiik p. 0.: met egész szamnak. Tamadott m
aziltal hogy az egység m szer adatott maga magihoz
és m=1-+14+1+4+14+14+141414 s a’ t.
szarmaznak pedig az emelések mint tudjuk az adott
mennyiségek’ viszonti sokszorozasa altal , ’sa’ t. azon
emelésen lenni mondjuk 2’ mennyiséget hinyszor vé-
tetett mint factor vagy sokszorozé, a’ mutatét pedig
az iras kiméllésé végett irjuk kis jeggyel a’ men-
nyiség felibe.

a™ tehit — aeaaaaaaaaaaa...... s a’ t. hol a,
mszer van mint factor téve, mi nem egyéb mint @t
az m dik hatésigra emelni, szinte igy

a' = aaaaaaaadaads. . . . .
nszer mint factor, tehat
(@)"=a™ és (a)* =a",
az elsG kifejesés az emelést jeloli, a’ madsikban
mir ez megtortént.

Tudjuk tovabbi hogy minden mennyiség az elsd

emelésen lenni tekintetik, mert valéban egyszer all
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mindegyik maga magiban véve és a—a' hol 2’ mu-
tatét odairni sem sziikséges, lesz elébbi kifejezésiink

a™ — i+ dg gt g,
mszer véve egyet és
a" —ql+1+14-14 1414141414 fg g7 ¢
egyet nszer véve, ebbdl kivetkezik hogy
T R R Sl AT N A
=l —am
vagyis hogy ha @ factor egyszer iratik, a’ factorok-
nak Oszves mutatdjok lesz az j mutato
és a”.a" =a™tr
€8 a".a".a’. a'. @ —=qririrtedr
birmelly szamok legyenek m, n, p, ¢ és r, mert
a® —al+H1+H14+14+ 11414141 g 90 ¢,
és @b —al-H1HiH1+1+H1+H14H1+1 Jg 904,
és ha a’ két kifejezést egymassal sokszorozzuk lesz
a” .a® = a™+r.

37. Az emeléseknek emelései sem kiilonboznek az
eddigi mivelettél ha 2’ mutaték egész szamok, és
(a™)" azt mutatja hogy a™ az ndik emélésre vites-
sék , vagyis hogy mszer alljon mint factor, ez pedig
tudjuk

(2= "= 0" o™ a0 sa’t.
hol @™ nszer all mint sokszorozd, ’s ekkor

a™—qg~+r-top-mtmt-mpmgmty,
met nszer véve  (a™)* =a™ "—q™
ebbdl kovetkezik, hogy.

Ha valamelly emelésen lévé mennyiség ismet
mds emelésre vitetik , régi mutatdja az ujjal sok-
szoroztatik s «’ szdrmozat lesz @ kivdnt hatdsdgi
mutato.

5
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(amn )P‘I:amnpq . éS (((a’m )n)P)q:aumpq
hol a’ mivelet’ sora vankijelolve. Mindegy tehat akar

irjuk (((a)?)7)" akar ((@=)r)" vagy (amr)i=arm.
Ha kiilénb6zé factorok allanak egymis mellett, a’
mivelet nem valtozik , és mindegyiknek mutatoja Kkii-
lon sokszoroztatik az 0j emelési mutatéval, p. o.:
(as b 0n$p+q)r.,___“3r bor et p (40T
38. Ha Lidonbozo emelései valamelly mennyi-
ségnek eqymds dltal elosztatnak, @ szdrmozat mu-
tatdja lesx , &’ ket adott mutatokozti kidonbséy, és
“Dl
Py
mi annyit tesz, az osztandé factoraibdl az oszto facto-

——— m-—n
= da

rait le vonni, mint p. o.:

-]
aeaaaqaq _ a° o ;o
aaaaaa a’

A’ kézonséges kifejezéshen 3 eset j§ tekintethen
1) ha m>n, p. o.: legyen m=n-x

@ VS
lesz — bol =gt r—gx ;
a" a’
€ m
2) ha m=mn lesz — —a™"—=a"=1;
a” :
3) ham<n, p.0.: n—xr=m vagy m-xr=n
a” a
lesz — — — —g" " x—g—* de
i e
a™ 1.a™ 1 : 1
= = —tehat a7 *=— .
am+1‘. am .ax ax a;

A’ misodik eset azt mutatja hogy minden mennyi-
ség a’ null emelésen egyenlé az egységgel, mi kozon-
ségesen az elosztas tananal azt teszi, hogy valamelly
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mennyiség maga dltal elosziatvin az egységet adja
részesiil.

A’ harmadik eset pedig, hogy minden mennyiséy
valamelly tagado mutatoval , egyenls az egységyel,
elosztvdn ezen egységet magdval a” mennyiséggel, de
tagado mutatdjdt dallitéba vdltostatvdn.

Ezen utobbi tekintetre azaltal is ériink, ha a™t
kozel m mutatéji @ val osztjuk egymdsutin ’s igy lesz

a” 5 e .
——5 =@, mi egyenld ‘;val
a—
1
a” 1 a2 a* 11 a
=g T = _121'_'“ =4
(/3 a a a
a* a. i
e et W e
a a a
m
¢ =a" =" =g — s
am ~f-n an

39. Ha tagado mutaidkkal dlls mennyiségeket kell
emelésre vinni, > mivelet nem véltozik, de a’ Jegy-
ek viszonira figyelmezni kell. )

(e =a—".a—".a—™.a=. ¢
nszer mint factor — g—mn

valamint g ™.g—m—g—2n
(a—m:""n:“_m-a_m-a_"‘-a_'“-ar_'“ ...... —7n szer véve
—q+m",
40. Mert tudjuk hogy fortszdmok emelésre vitet-

nek ha sxdamldlgiok és nevezdjok vitetik egyszers-
mind @ kivdnt emelésre , és hogy

“_)“‘ﬂzﬁﬁﬁﬁ L
(b SR YIRS R

7n szer sokszorozva ’s valamint
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a a _a*
(b—) = X 7R szintugy
a m-f-n am-{-n
(ET ) N s
birmelly legyen az 0j emelési mutaté, és szinte igy
m P ump
() =
ezt eldre bocsdjtvin lesz
n 1
(a‘“')—h: (-;:;—1) =_|E: =a~™" és

=) et

ismervén a’ tortek’® megforditott értékét, és hogy az
egység’ barmelly emelése is=1.

Kozonségesen
(@Pca yr)i=a ¢ ™Y1
(am b—ux—qyp)—-r: —mr fyur guqry—pr

’s mindkét esetet oszvevéve
AL =4, (42" )P —a

4. A’ tort mutatok, szoros egybekottetésben vagy-
nak a’ gydkér mennyiségekkel vagy gyokérjegyekkel,
és kozonségesen

1
a* =) a" . valamint a"= | a.
1

Ha kozelebrél tekintjiik a® értelmét, azt latjuk hogy
1

ha @t akarjuk szirmoztatni (melly " itt anak ndik
gyokere) sziikségesképpen annyiszor kell azt mint fac-
tort tenni, hany egységet foglal magaban n és lesz



EMELESEK. 69
1 1 1 1 1 1 1

a=a".a".a".a".a*.¢"*.a" ...

AT

=a_l; n n+n n :+T"+,53,t...
=

—=a"—=ag'—aq.

" Ha ezen factorokbél csak met vesziink (annyit
mennyi egységet foglal magiban m, ’s hol mi m és

net egész szdmoknak vessziik) timad a® feljebbi ko-
zonséges alakunk — ) a™.

A’ tort mutatd’ szdmldaldja (m) axt jeloli tehdt,
hdnyszor vétetett (n)dik gyokere («)nak mint factor,
szamlaldja pedig @ veendo gyokeret magdt. Mas sz6-
val : &’ tort mutatd szdmldldja « gyokérnek emelé-
sét , nevexdje pedig veends gyokeret jeloli.

42. A° tort mutatokkali sokszorozds € szerint
nem mutat nehézséget és

= & e
a*.a"=a " ,
az az a’ mutaték szinte ugy adatnak 6szve mint az
egész szimoknal , csak hogy a’ nevezék vagy egyne-
miiekre vienddk vagy csak egyszeriien odairandék.

=2 2 sl mitp  aq
a" gl —=@q® 1T—qg "1 — V'“ﬂ'l-l—ﬂp
szinte KkiilonGsen

1 1 1,1

T —_— ——

a?.a*=a® ?=qg'—qu

11 1,1 3,2 5

e R s B e D GO
a’.a® =a =1 =g8=|)"ag" %sa’t.

43. Ha tort mutatokkal elldtott mennyiségek osz~
tatnak egymds dltal, @’ mutatok eqymdsbol levo-
natnak.
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ar o 8 o n

2 —q" "—a" — Vum-—p
“T

1 ‘ 1

s 1 1 n—m T.rl'- L_ 1
a™ e m—— T h - a e
- = a —( , €8 ham—n, 2 a
(;&T; !'F

:anzi.

44. Ha tort mutatokkal elldtott mennyiségek, eme-
lésekre vitetnek, & wmivelet nem vdltozik , €s az
adott mutato az wujjal sokszoroztatik , bdrmelly
szdamok legyenek ezek.

MNP b n floneidy o mn
(ts—“) =g*=}u", (a ) =d ="
m n mg ng i mz
Co)y 23 (e
Ha az 4j emelési mutaté is tort, tudjuk miként
sokszoroztatnak ﬁjrtek tortekkel.

n I'III:I
( )‘f —a“‘i és (a; =a""—=a'—a

L 1 1 :
minthogy @ " =—m= . tehat
m N\ p
— 1
((s “) = "=-—
mp
a u
() my
(6 ( m) —(5 n
Lk g . ..
(a, T—g ™ ¢s (a L —a™

kiilonosen.
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1
(a ) -—a" = Va_‘/lf
1
(a“‘é T b L,
a

45. Ha ax emelésre viendd mennyiség’ jegye ta-
gadd, az emelésnek jegye a’ mutaté minémiisé-
gétdl figg.

Vegyiik a’ kérdést kizonségesen.

1. Eset. Legyen 2 mutaté 4llité és égeszszim
=m; tudjuk birmelly értéke legyen mnek (+-a)™
mindenkor = --4™ az az legyen m pdros vagy pi-
ratlan,

(+a)2n:__|_(‘2a l.f'S (_+_a)?n+1=+a2n+1
de ha a elétt tagadé jegy all akkor
(_a)zn:+a2.. & (_a)2n+i:_a2n+1
szoval: @’ fagadd mennyiséy’ pdros emelése dllito,
pdratlan emelése pedig tagado kovetkezést dd.
Tudjuk az Arithmetikabdl hogy
(—@).(—a)=—+a?
(—a).(—a) (—a)=—a?
(—a).(—a) (—a) (—a)=-+a* sa't

vagyis

(—a)'=-+a*, (—a)'=-+a" ,, (—a)°=—+a° ’sa’t. "
(—a)’=—a’, (—a)’=—a’ ,, (—a)"'=—a"’s2’t.
tehit (—a)*=—-a> és (—a)>H=—g2+!

2dik Eset. Legyen m egész és tagadd szam; tud-
Juk (a)~™=a=" birmelly legyen m értéke és
(++@) 2 =—t-a—2, ( )~ @D — | g— @D
de (—a) —=—+-a"2 és (—a)~ @ +D=—g—Cn+1
és a’ feljebb kimondott tulajdon itt is 4ll.
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3dik Eset. Legyen m tortszam, p. o.: %és tekint-

siik eldlegesen a’ mutatét i:;, mert mindenkor adha-
m 1
tunk (a)u; nek illy alakot (@™)®
Tekintsiik tovabba azon eseteket ha 7 pdros vagy
parotlan. Ha 2 nek nevezéje n parotlan vagyis (2n--1),
n

: 2
ugy (-+a) 2+ gziikségesképen allité és—=—a2"+! mert

1 . .
annyiszor kell venniink - e mint factort, hany

egység van (2n-+1)ben, és szinte igy
1

1
(-I—(I«)E' = —+ ag‘;
1 1 1 1

(_a)zT =3 _!_a'éi W (_a)+2u+1 @2+

1 1 e 1
(—}—a)*a:a_ﬁ, (+a)_2"+1=a T2u4d

1 1 1 i .
(—-a) n__g = o T a)-z”uIiz___a Zap1

1
*) Jegyzék, (—5}2“ azt is mutatja, hogy olly mennyiséget ke-
vessiink melly 2nszer téve mint factor —at, adjon kdvet-
kezésiil,

Ezen tekintete az esetnek azon mennyisége{:re vezet,
mellyeket képzeletieknek neveziink, mert (—a) 20 lenne, =
2n

V —a; de minthogy nem gondolhaté olly mennyiség, mel-

Iynek paros factorai tagado kévetkezést adninak, valamint

nem lchet valamelly tagadé mennyiségnek paros gybkere,
2n

tehit |/ _a kozbnséges kifcjezése a’ képzeleti mennyisé-

geknek.
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2S. Gyokerek
46. A’ gyokérmennyisegek kozonséges kifejezése

VA4, hol m és A birmelly szimokat képviselnek.
Kiilonos kifejezések

3 3 [
Vas Var Va*s Vams V(&T, ’sa’t.
Lattuk hogy a’ hatésagok és gyikerek szoros egy-
befiiggéshen allnak egymaskézt, ’s mint az emelések-
nél a’ hatésagot visgaltuk, ugy keress uk itt valamelly

mennyiségnek gyokerét. VA vagy A'" nem egyébb
mint azon mennyiség melly m szer sokszoroztatvan

m
maga magival At szdrmoztat, az az ha VA mszer
tesszitkk mint factort, lesz

Vi Fa Vi VI FR...

=VA" —4~ = 4
ebbdl tiistént kovetkezik, hogy.

47. Ha gyokérmennyiségek sokszoroztatnak egy-
mdssal, csak & gyokér alatt lévé mennyiségek
sokszoroztalnak , & gyokérjeqy pedig @ sydrmo-
zat felett vdltoztatlan megmarad: valamint tehat

e e Ve ViV

szinte kozonségesen

Példiinkban mindeniitt eddig csak az egytagn kifejezése-
ket a’ monomokat visgaltuk, de késébben latni fogjuk,
hogy az itt kimondott elvek éstekintetek minden tobbtagn-
akra is alkalmazhatok.
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(11} Il'l

VAx VB_V4B és VarxVar

VT,
Ha egész szamokkal sokszoroztatik a’ gyokér kife-
Jezés, akkor azon factor természetesen a’ gyokérjegyen
kiviil iratik oda, p. o.:

Vaxe=2Va, Va)(a =a Va és (a—l—b)n
——aVa~|—bVa sa’t.

48. Ha @’ gyiikerek nem egyneviiek, az az mutaté-
jok kiilonb6zd , akkor a’ mivelet csak kijeloltetik és

VAx VA csak :V?alx V4.
49. Az.elébbibdl kovetkezik, hogy ha valamelly
gyokérmennyiség valamelly hatosdgra emeltetik,

csak a’ gyokerjeqy dlatt allo mennyiséy emeltetik, o’
gyokérjeqy pedig viltozatlan marad.

(h)“ = I}E‘ és ha m—n (F/E)m:l}&;
=a%=a ¢s (ln}-;;)m-:a.
wite  (Vawa) =V awbren

50. Valamint hogy a’ tortszamnak értéke nem val-
tozik, ha szamliléja és nevezdje ugyanazon szam-
mal sokszoroztatik vagy closztatik és

i el U
et T

szinte ugy nem viltozik valamelly mennyiség, Aa

egyszersmind valamelly hatdsdgra emeltetik  €s

ugyan azon gyokere vétetik , vagy mds szoval, ha
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&’ gyokérjegy’ es alatta lévG mennyiségnek mutatéja
ugyan azon sxammal sokszoroztatik vagy elosz-
tatik. :

Valamint tehat

m wp np

a" = qw szintugy Va" = Vaw
Wm:q m

n.q n
és mint ¢" 1 =gq" szintugy V= = Var.
a1

Ezen tulajdona @’ gyikérmennyiségeknek kionnyd
maodot nyujt a’ gyokérjegyeket egyneviiekre vinni, va-
lamint 2’ torteket egynevezdre vissziik.

51. Ha tehit kalonbozd gyokerjegyek adandok
dszve, levonandok, sokszorozandok vagy elosxtan-
dok, szikséges hogy eqyneviiekre vitessenek , ez pe-
dig az éltal tortenik, ha a’ gyokérjegy s mutaté
egyszersmind ugyanazon szimmal sokszoroztatik vagy
elosztatik.

m n
Egy nevezére viendék Var és Vat
Az elsénél m 2> misikndl n gySkérjegy all, sokszo-
rozzuk azelsét n el a’ masikat amn el, lesz 2’ két kifejezés

Var ¢ Vgm'
Ezen két kifejezéssel most barmelly miveletet vég-
be lchet hajtani.

Kozonségesen, ha tobb gyokérmennyiség viendd
egyneviire a’ kiilonb$z6 mutaték szirmozata lesz az
uj nevii gyokér, p. o.: adva vannak

m no S .
Va, Vu, Va, és Va

egyneviire vitetnek ha mnpg Gj neve lesz a’ gydkér-
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nek és a’ 4 mennyiség
; mupy = wopq mnpq mnpq
Vawi, Vawi, Vama, Vg,

Ha m, n, p és ¢ szamok, akkor tudjuk rovidebb
uton is kovetkezésre jutunk, ha némellyeknek kozot-

4
tilk kozos factorai vannak, igy p. o.: Va és Va
kozt konnyen megtaliljuk az egyneviiséget ’s lesz

% % 3 A 6 8
Va*és Va, szinte VE, V{:, VE, Va ¢és Va
kozott tudvan hogy 2, 3, 4, 6 és Snak legkisebb
sokasa 24, lesz az 5 gyokérmennyiség neve 24, az
anak emelései pedig sorban 12, 8, 6, 4 és 3, ’s ha

ezen egynévre vitt 5 gyokérmennyiséget sokszorozni
2%

kellene, lenne a’ szdrmazat — } ¢

52. Ha a’ mutaték ugyanazon szam altal osztha-
tok, a’ kifejezést egyszeriibb alakba lehet irni

mn

Vam a"‘—a" Va“‘"' Va
6 3
V= Va’,, Va"' = Va®, Va":m’“sa’t-
53. Hogy minden kifejezést a’ mondottak szerint

gyokér ala lehet vinni litjuk, és hogy kozonségesen

w

A=V"a,
ha o’ gyokérnek ésa’ mennyiségnek ugyanazon mutatét
adjuk, ki is vehetjiik eszerint a’ gyokér alul mindazon
mennyiségeket mellyeknek mutatéjaban a’ gyokér
mutaté talalkozik: ha

V" 4" ben n>m, p. o.: n—m-x



GYOKEREK. 77

lesz V A = VA“‘ A = AVA‘
de ha n<<m és p.o.: m=n--x vagy n—=m—ax, még
akkor is kivehetjiik a’ mennyiség egy részét, ha va-
lami roviditést nyeriink a’ szamitis folytiban altala,
lesz pedig akkor

‘i‘/A“ ] nll/A"' :A—" V m—x__ 4 m

= m'-:‘___ 1
-:_,4.44_ :A.V — \/'E'}

S =
1
és szinte Va—1'= \/E

54. Ha kalonos jegyekkel mivelink (mi a’ kézon-
séges elemi haszonvétben csaknem mindenkor torté.
nik), figyelemmel kell lenniink hogy a’ gyokér alatt
1évé szamot olly factorokba vegyiik szét, mellyeknek
mutatdjok egyenld legyen a’ gyokérmutatéval; ekkor
mindazon factorok gyokereit kivehetjiilk a’ jegy alol.

Példak.
Vss=Vo6=V3"6=3V6
V1_2——V4_§—2V§',, V_ lfT 5V§

1438 ~—l/33 al/—f; 9V2 s V432HV 6

=8 Vi_é= V 33232 —

Vast Vae—Ve=2V6+3V6—VG6

=Q@+3—1)V6=4V6

és
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3 3 = 3 = 3 =) 3 " 3
¢s Vi1ass—Vs5a—Viazg—oV 26V 2—3V2
3
_(9—9)V§—0 sa't.
Vax V3>< V5—~ V2“ 3 50— V648000

SV:;X"\/E_X V§:35\ / 3.2.%: 35 )/ 42

=—4.35—140.

55. A’ gyokérmennyiségek’ osztdsa kovetkezé
kozonséges alakban foglaltatik.

m mit mn

Va_Va _ g_ (és ha a=b)
Va Vam
1
=V a, V"’ 2 tudjuk = 2~ (es haa="b)
Ve b
a_:;‘ ¢ l....l n—m mn
— =a" —a™ =g
a"
mint elébb ; kiilonos példik
5 i
aabz-— ,}as“‘*bzc"i = b—g
I el ac
Ve
m r 1 r S = e
Varts a=b™ amb= ® \ / arb™
‘n - — F i = _5- == brmcfml
Ve buem ¢



GY&KEREK. 79

6
/3_3_'_ l/6‘3— V3G—4.IL‘2
S

3—
3
2
= Vga:z;;fx\/ EME W=
3—x

\/ /3 2(3*>—a® )_.2|/H__2(3 :

3—x
— =at—"%—=a"%"=Va .
a
Gyokérmennyiségek elosztatnak tehit (ha egyne-
miiek) ha a’ gyokérjegyek alatti mennyiségek osztat-
nak el, a’ részesbdl pedig a’ kijelott gyokér vétetik,

' L
V'B B
56. Ha gyokérmennyiségnek ismeét gyckeret kell
venni, @’ két gyokér mutatéjdnak szirmazata lesz az
uj gyokérjegy.
VV; =Va. ¢ kozonségesen

P
q BT
l/ \/‘/ Va = Va. barhiny gyokér vétessék

egymasutin a’ gyokérbél

VV16— V 16— V 2*—2 ¢s VVsts

12

l’ 256—2,, esVV4096 — V't —2.
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57. Gyakorta sziikséges valamelly kifejezésben,
mint nevezdé vagy szamlilé eléjové gyokérmennyisé-
get kiirtani, ezen mivelet, a’ mérhetlen nevezét mér-
hetéve teszi ’s a’ kovetkezobdl lathatd.

-V
___\/ ab"‘—’_ Val;:"" )

Ha a’ kifejezés ——_-_—
: Vat+Ve

nevezdjétdl, sziikséges hogy mindkét része sokszo-
roztassék VE:VE altal, ’s mivel
(VaxVe) VazVo)—a—b
AVazxlVe)

a—b

szabaditand6é mérhetlen

Jose kifljexdetink

i V3V2 Vo Ve Vs

Vs 3 5 Trag

» 3_ 6 6
" 4Va 4VaxVa 4VaxVa
Va . .

6 6

- g 6
4](0. :mea -_:4VE
@

1)

3) 5 56—V7 :5(3—V7_J
Yy erVae—kn 7
_56=Vn

2
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Sziikséges tehit hogy olly mennyiséggel sokswo-
roztassék @ gyokeér melly mutatdjdat vagy eqyen-
lové teszi &’ gyokerjegyel, vagy annak t6bbszori-
sévé, és hogy végre az egyenls emelés dlial ax
egyenls  gyoker - mutato ellenyésszék. A’ mivelet
viltozatlan , ha a’ nevezd hellyett a’ szamlildt akar-
juk gyokérkifejezdsétol megszabaditani,

58. Tudjuk hogy —anak misodik emelése —a?,
negyedik —a*, hatodik —a® ’g 2’ t. Tehit ¢, a*,
a®’sa’t. 2, 4 ¢s 6dik gYokere szintugy —a mint
+a. Epen igy van minden mennyiségnek két misodik,
két negyedik, két hatodik ’s a’t. gyokere, melly két
gyokér csak jegye dltal kiilonbozik  egymastél. Ha
illy gydkereket kell irnunk, és nincs kiilonésen Lije-
llve mellyiket vegyiik, mindkettot felirjuk a’ ket-
tés jegyet hasznalvin.

Igy Vﬂ_zi3, Va*=+a s 2 t.;

4

és szinte lesz anak negyedik gyokere p. o.: +Va.

Egyenlé jegyek a’ sokszorozds altal allité kife-
Jjezést adnak, nincs tehit olly tagadé vagy allité
mennyiség melly magamagival sokszoroztatvin ta-
gadé szdrmozatot adna. Ebbd] kovetkezik hogy tagadé
mennyiségnek sem allité sem tagadé masodik gyékere
nemlehet, és eszerint /g p- 0.: képzeleti vagy
lehelotlen mennyiség. Ha illy kifejezés timad a’
szamirdsnil, bizonyos hogy a’ kérdésben valami ellen-
kezé vagy képtelen fekszik. Szinte igy, mivel a’ ta-
gadé mennyiségek péros hatésagai dllitdk, minden
tagadé mennyiség’ pdros gyokere lehetetlen, ds

2n
V"4 mindenkor képzeleti.
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Mivel ) —a=V ax(—1) tehit — Va V—iis,
ésha Va p- 0.: —m lesz V _—a=mb —1, ’s igy

minden lehetetlen gyokér ezen alakban irathatik hol
m leheto.

V" —1 olly mennyiséget jelol melly maga magaval
sokszoroztatvan —1 ad, ’s igy

(V—1)=—1

(VS =(V=1 . (V=)=—V""a
V=yr=(=n*. (¥ —=
=V V=g

’s igy tovab; megjegyzendd itt, hogy V—ids V—1
tetemesen kiilonboznek egymastdl, mert ha mindegyi-
két 2> 4 dik hatalomra visszilk, lesz az egyik 41 &
masik —1.
Hasonloképen

(m V:—_i)2=—m2

mV 1P =—m*V —1

(mV —1)*=—+m*

(mV =1’ =+m°* V' —1

(mV —1)* =—m*

(mV =)y =—m" V" —1 ’sa't.
’s igy a° négyszeg gyokér minden emeléseit nl 1
alakban lehet adni, mellyben 7 mindenkor lehetd ;

4
és szintugy lehet megmutatni, hogy Vot vagy va-
4

lamelly emelését is nV 1 éltal lehet {rni, hol =
lehetd .
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Ha a’ kifejezést

A o g
—=—g——% Ygy = a,

a’ harmadik emelésre vissziik, a’ kovetkezds mindkét
esetben @®. Tehit mindezen két kifejezés, szinte mint
@ is harmadik gyékerei @®nak.

Hogy a®nak két gybkere van - és — a lattuk.
Késébben fogjuk litni hogy minden mennyiségnek 4
negyedik, 5 6todik ’sa’t. gyokere van. De minden
paratlan gyokér kozt csak egy valédi van és a’ tébbi
képzeleti. Igy képzeleti minden paros gyokér kettén
kiviil, és ezen kettd csak jegyiben kiilonbozik egy-
mastol.

A’ képzeleti kifejezésekkel szinte ugy mive-
liink mint barmelly egyehekkel, ezek gyakorta csak
latszolag lehetetlenek és a’ kovetkezésben bizonyos
alakot nyernek.

Tudjuk hogy (V-—u)2 =—a ¢és kozonségesen

=
A’ két kifejezés a—+V —b* és a—V " _—p? kép-
zeleti, de ha azt egymissal sokszorozzuk, lesz
(@+V =% (a— V=% =a>—(V 3%,
de minthogy (V/ —8°)*=—p?
(a+ V" =8) (e—V =0)=a*"—(—b*)=a’--b*
€s a’ kovetkezés valddi.
Igy lehet minden valddi kifejezést is képzeleti alak-
ra vinni p.o.:
a=—(V —a)*—= “V—__E—V_—E‘—‘ﬂ $ at.
Vea ™ V3
6 *
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Néhdny szdmirdsi példa.

I e e SO o e

) (—V—)P=—aV "

3) (2)3—V=5) @@V3—2V=5)=
=18V —15

5y  (V—tyr=11
= N T
(V =1yere—=—a
(V=)= "1

A’ negyedik példabdl lathatni miként lehessen min-

den kiilonos esetre a’ kiozonséges kifejezéseket alkal-
maztatni; legyen p. o.: n—1 lesz

(V=ysri=(V Sy =+V—"1
(V=i (V1) =1
(V—=tyets=(V gy =V —1 &a

() —

3 §. Mulatoi szamiras.

59. Az eldadottakbdl tudjuk hogy

1. Ha 2’ mulato dllito €s egész szdm , a’ men-
nyiségnek, melly felett dll, ugyan azon hatésigit jeldli
hiny egyest foglal magiban. 4™ =(A4)".

2. Ha @’ mutalé ‘egész sxdm és tagadd, 8 men-
nyiség’ mellyet képvisel , osztéja az egységnek.

- 1 -
A Am
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3. Ha a’ mulald (ortszdm , mindenkor azon
gyokerét jelenti a’ mennyiségnek hiny egyest foglal
magdban a’ tért mutaténak nevezdje. Ha dllité, akkor

egyszeri gydkér, ha tagadé, osztéja az egységnek

sk i —_ 1
A=V 4n N y
l/ Am

Ha ezen észrevételeket a’ szamokra akarjuk alkal-

mazni, kivetkezé szabilyokat taliljuk.

1. Ha valamelly hatdsdgok vagy gyokerek’
szdrmazatdt keressik (legyenek a’ kifejezdsek egye-
nesek vagy vissziltak), és @ kifejezesek egynemiiek,
az egyes fuctorok mulatdji dszveadatnak , egyszer
iratvdn Oszvesek az egyik factor’ felibe.

3
Példa. V?Xszzax;ExV?’
ez tudjuk '
X} 4 3
=27 23 2% 9~2 92
és 2’ mutaték’ szvese
=l/2+l/s+3_"2+a/z=

és a’ kifejezés vagy szdrmozat

6 3
2% ) 2=/ 2" —1024s.

2. Ha hatdsdgok vagy gyékerek, szinte hato.
sdgokkal és gyokerekkel osztatnak , ax 0s3té fuc-
torok® mutatdji az osztandd factorok’ mutatojibol
levonatnak.

14

—6"{“1:‘-2“/5;
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3 3
Vs . V?S:E —3'%, g% __ 3"
V'3

3or. Ha valamelly hatosdgnak hatdsdgat vagy
gyOkeret keressik , & mennyiség mutatdja’ sokszo-
roztatik @ kivdnt hatdsdg vagy gyokérnek muta-

tojaval.
6

5%snek 3dik emelése =(5%) 353 =5"
3%2nak 3 dik gyikere =(3%2) Yo —3Y2XYe=3Ys
a~—*/snek masodik gybokere —g—"sX"2—=a—"/10
1
paib e T o
=g = azf;,

Ha tehit wugyanazon mennyiség jon elo kilon-
b6z6 mutatokkal, litjuk hogy a’ mivelet egyszerii.
Ha 2’ mennyiségek vagy factorok is kiilonbozdk, a’
legtobb esetben a’ miveletet csak jeloljiik de nem vé-
gezhetjiikk. Vannak azonban esetek, mellyekben tete-
mes konnyebségekre talilunk a’ visgalatnal.

60. Valamelly szamot tekintvén ha p. o.. N egész
szam, tudjuk hogy ezen szdim N vagy tokélletes eme-
lés vagy nem; az elsé esetben tokélletes gyokere is-
van, masikban mérhetetlen.

Nem kovetkezés azonban hogy ha N valamelly t6-
kéletes emelés, tobhféle tokéletes gyokér is legyen,
mert emelés is csak egyféle lehet egyszere.

Sziikséges tehit, hogy Nnek factora vagy factorai
ha illyenek vannak ugyanazon emelésen legyenek melly
gyokere Nnek kerestetik.
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Akar tokélletes gy6kér N akarnem, felvilthaté, ha
nem elsé szim mint mondink, vagy egy vagy tobb
illy - factoraiba, ’s lesz
N=a~ vagy N=a".a,™, vagy .
N=a".a,™ .a, ’sa’t.
hol @, @,, a, ’sa’t. birmelly factorait Nnek m,
m’, m", pedig valamelly emelését @nak mutatjik.
Ha p. o.: 2
N=a".a/". a4, . a)™"..... s 2’ t.
és ndik gyokerét keressiik , sziikségesképen osztha-
tonak kell lenni
m, m', m”, m'" ’s 2’ t. nak

n altal, kiillonben Nnek n gyokere mérhetetlen.

Igy p. o.: 360%2 = V360 mérhetlen mert factorai-
nak mutatéji 2°.3°.5 nem oszthaték 2 dltal. Ezen
mutatok mint litjuk 3, 2 és 1.

Az itt mondottat kiovetkezdképen bizonyitjuk.

1 n
Tegyiik fel hogy N* = VN egész szdm ésp. o.:
: :
N» —=b?.57.5,0 ... s a’t.
ha mindkét kifejezést ndik emeldsre vissziik lesz
N=20r.bp".5¢"™ ... ’sa’t.
hol minden factora Nnek, » mutatéval bir, de fel-
tettiik hogy NN nek némelly factor mutatéja
m, m', m“, sa’t. —
nem oszthaté n altal, ’s igy Nnek kétféle factoraira
A

akadtunk, mi nem lehet, tehat N * nem lehet egész
Szam
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Ha m,, m,, m,, ’sa’t. nem tobbesei n nek, akkor

1 n o om

N =a".a" .a,"..... 2t
’s ha itt
m=qn-+r, m=qn+r', m,—qn+r" sa’t.
az az ha m csakugyan oszthaté de nem mérheté n
altal vagy is maradék timad, akkor

1 L g
No=a%.a¥.a,"....a" .q)" .q," ...
1

és olly 2 részre valoszthatjuk N* et, hogy egyike
csakugyan egészszim, masika pedig mérhetetlenné
valik: igy

360%2—2".3".2"2.5%2=—6.10"2—=6 /10
szinte igy irhatjuk a’ szimoknak legegyszeriibb kife-
jezését és meglithatjuk vallyon mérheték e vagy
mérhetlenek, ha a’ sokszorozisnil vagy elosztisnal
is megtartjuk az itteni miveletet. P. o.: 216%.108%s
talaljuk hogy

108=—2".3% és 108%a=2%.3%—=2"2.3%,
és 216=2%.3" ’s igy 216"6=:22"2.3",
a’ keresett szirmozat tehat ’
2.%:.3%.2"2.3V2=2.3"%4=2.3.3"=6.3%.

Hasonléképen elosztvin 48%zet 72% dltal, litjuk
hogy
48—2" .3 ¢s 48V2=—2".3Y2,, 72—=2%.3% &5 72"4=2%.3"%
a’ részes pedig
2* .4 27
61. Mutatatéknak a’ kozonséges tortszaimok helyett,

tizedeseket valoszthatunk gyakorta nagy haszonnal,
o—ar—a’® és aVe—a''*® &8 a*h—a T?0C.

= 22—y —2Y2—2 2%,
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Ha a’ tizedes tort ismételé6 nem hibazunk nagyot
ha vagy elhagyjuk a’ hatodik vagy 7dik jegyet vagy
az utolsét (ha az elhagyott utin a’ kévetkezd na-
gyobb mint 5) az egységgel megtoldjuk; ha p. o.:
*714285 helyett, melly értéke °/,nek ismételd, vagy
“714285 vagy 714286 ot vesziink, egyik esetben sem
kovetiink el nagy hibat, mert 2’ kiilonbség a’ valodi
érték kozt ’s koztok nem nagyobb ‘00000029 nél ko-
zel , és lesz kifejezése, p. o.:

@ T1E286 ¥/t 00000029

vagy e 5{,.‘3‘00000029-

De tudjuk hogy a° =1 és itt @ °°°°°°*® igen
csekélyel kiilonbéz az egységidl, tehetjiik tehdt kii-
lonos hiba nélkiil

ar.q 00000029 __ 454 4 ar-/-’,,-
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A’ TOBBTAGUAK EMELESEL
GYOKERVEVES.

1§. A’ Binomi tan

62. A’ kéttagi mennyiségek’ emelései legegysze-
riibbek az egytaguak utin, ’s ha az emelési mutaté
nem nagy, az emelést sokszorozasbafordithatjuk; de ha
a’ mutaté nagyobb szdm vagy kozonséges jegy, akkor
az emelés résszerint bajos a’ gyakori sokszorozas altal,
résszerint pedig olly tulajdonokat mutat mellyek altal
konnyebb dten jutunk kovetkezésre.

Tudjuk hogy

(e4-0)°=a’+4-2ab+b* és
(a+b)’=a*+3a’b+-3b*a+-b*
és hogy
(@a+b)=(a—+b) (a—+0b) és
(a+0)*=(a—+b) (a+Db) (a-+0b)
és kozonségesen
(a+b)" =(a—+b) (e+b) (a+Db) (a+b)
(a+b) (a+d) (..... )
hol (@—b) m szer van mint factor téve.

A’ két elsé példibél mar latjuk hogy a’ betiik eldtt
szamok dllanak az az szamivelejirok, és hogy ezen
vélejarok bizonyos torvényt kovetnek.
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Tekintsiik  kozelebbrél, a’ binomok emeléseinek
szarmazasat.

Vegyiink egymdisutin tibb tSbb olly factorokat,
mellyeknek egyik tagja egyenld, misik pedig kiilon-
boz6, és végezzilk a’ sokszorozist.

1) (r-+a) (x+b)=x+(s+b)r+ab.

2) (z+a) (x+b) (z+c)=2°+(a-+b+c)z®

~+(ab-+ac+-be)z—+abe.

3) (z+a) (x+D) (z+c) (@+d)=a*
~+(a+b+ec+d)x*+(ab+-ac+ad—+be-+bd+
+cd)x®+(abe+abd+-acd—+bed)xr—+-abed.

4) (x+a) (x+b) (x4-c) (x+d) (x+e)=a"°
+(a+-b+c+d-+-e)z* 4 (ab+ac+ad+-ae+
~+be+-bd+-be—+-cd—+ce+-de)xr®+-(abe+-abd
abe+-bed+-bee-+-acd-+ace+-ade—+cde-+
bde)x* +(abcd+abde+-acde-+abee-+bede)x
abede.

Irjuk ezen példdkat mas rendben, ’s lesz
a
1) (z-+a)(z+b)=x*+ b } x+ab

a ab
'2) (r+a)(z4-b)(x+-c)=z"+ blmz—;— ac}w+abc
¢ be

3) (z+a) (z+b) (x+c) (x+d)=

a ab abe
AL o B
d be bed
bd
,cd

td
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5) (2+a) @+b) (2+0) (@-+d) (z-+0)=
a ab abe' abed)
bz ac abd abce

—x°+-¢ > x*+ ad]z®+abefx* +abde |x+abede
ds ae, ac acde
e be ace bede
bdj ade
be be
cd bee
ce bde
de cde |

Ha példiinkat nem sokasitjuk is t6bbé, mar ezek-
bél is észrevehetd azon torvény, mellyszerint alakitat-
nak az illy szarmozatok.

4dik példankat vevén tekintetiink ald p. o.: latjuk
hogy a’ kéttag factorok szama 5, a’ szirmazat’ tagja
pedig 6.

Az x betii 5 szor jon el6 az 5 factorban, ’s ezen
feliil 5 szor kiilonb6z6 mas betii, az az egyszer

¢, b, ¢, d, és e,

Otszir sokszoroztatik tehit  magamagival egymas-
utdn és adja x°, 2*, x*, x* és xet, a’ tobbi beid
felviltva all mint factora 2 nek, egyesben kettésben
hirmosban és négyesben, mig végre az 5betii szar-
mozata x nélkiil all az utolsé taghan.

Az elsé tagban csupin 2° all mert o a’ factorok-
nak elsé tagja és ha p.o.: (a-+x)... irtunk volna
(z+a).... helyett az elsé tag abcde az utolsé pedig
x° lenne, az az megforditva. Az elsé tagtél kezdve
anek mutatéja mindég kisebb egyel mig végre az
utolsé tagnal egészen elenyészik.
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Hogy ha az itt adott példit birmelly és barhany fac-
torral fojtatjuk, a’ szarmozati torvény viltozatlan igy
marad.

Legyen p. o.:

(a+b—+c+d+e)=A
(ab+ab+ad+-ae+ ’s 21.)=B
(abe+abd+-abe+acd+ s a” t.)—=C
(abed—+abee+abde+ ’s 2’ t.)—D
és abede =<K,
lesz elébbi 4 dik példank kifejezése
=x’+Ada*+Bx*+ Cx*+Dx+E
ha ezen sort ismet egy mds kéttagii hasonlé factorral
sokszorozzuk p. o.: (z-+g)vel lesz 2’ 6 factor szdr-
mozata S.
=2°+ A2’ +Bz*+ Cz*+Dx*+Fx
+92°+-gAx*+gBx’+gCx*+-gDx*+gE
=2+ (A-+9) &'+ (B-+-gA)2*-(C-gB)s®
+D+9C)z*+ (E-+-gD)x+gE,
és ha A, B, C, D, E
értékét vissza adjuk lesz p. o.: a’ 4dik tag
abc—+abd—+abe+acd—+ace+-ade
- o ~+bed+-bde—+bee—+-ede 5
\Crpli)e'= ~+abyg—+-acg-+-adg—+-aeg-+beg( *
~+bdg+-beyg-1-edg—-ceg-+deg
¢s igy mindegyik tag, sokszoroztatvin a’ kijel6lt men-
nyiséggel.

Kozonségesen, ha m factor van €s

A,B,C,D,E,F...X, Y, Z,
ezen factorok’ masodik tagjait képviselik, az A az
egyeseket, B a’ kettdseket, C a’ harmosakat ’sa’t.. . .
és Z végre az m factor masodik tagjai szdrmazatat
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lesz S=zm +Ax" - Bax"—20p=—34
+ X422y Ve Z,.

63. Ha ‘eldbbeni példikban
a=b=—c—d—e— s a’t.

lesz a’ két factor :—_{a;'—l—a;)2 =(a+a)*

i =(r+4a)® =(a+az)*

a 4 =(z+4a)* =(a+z)*

és m ,, =(z+a) =(a+2)",
és harmadik példink, p. o.:

:a:*+4a.z-‘+6az..r'*'+-’m=x+a*,

melly példit hasonldul irvin az emlitetthez lesz

« aa aaa
(z+a) =+ al 2° +— aa x4+ aaa|r-4-aaaa.
a aa aaa
@ aa aaa
aa
as

(.'c+a)5—_—.z-5+5m*+10a”.r3-—{—10a“w’—!—Sa‘:z'—I—a“.
’s igy tovabb. '

Ha figyelemmel tekintjiik az itt mutatkozd torvényt,
és at ugy vessziik mint 2 nek velejarojit, nyilvin
litjuk hogy ezen velejarok nem egyebek mint g nak

oszveilletései, unio, binio, ternio, quaternioba ’s a’ t.
- @’ szdm velejardk pedig azt mutatjik hdnyszor jonnek
@ nak ezen kiilonb6z6 combinaldsai z el s & nek haté-
sagaival egyiittvéve.

64 A’ Binomi tan tehit, a’ combinalisban talalja
fé alapjat. '

Ha az arithmetikdban eléadott sszveilletésekre me-
gyiink vissza, emlékeziink hogy melem, muniot
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m——(m—i) biniot, piw——1) (4] terniot
1.2 1.2.3
m(m—1) (m—2) (m—2)
t. 2. & 4.
quaterniot ’s a’t. és kozonségesen
m(m—1) (m—1) ..... (m—(r—1)

1. 2. B 4 b. 6haa. r
riot ad, legyen bar m és r akarmelly szim.

Ha m nek kiilonos értéket adunk, megtalaljuk mind-
azon Oszveilletéseket mellyek 161 mig lehetdk, és
ezen kiilonbféle Oszveilletések velejardji lesznek
(a+ax)™ tagjainak; az az m mennyiségnek minden
lehetd oszvélletei, binomi velejardk, egytsl mig ve-
vén az oszveilletési sort, p. 0.: m=6.

6 .. BE 2 e
6 mennyiség ad % =6 uniot, = 15 biniét

5. ., 6.54.3 .
L 20 terniot =15 quaterniot,
1.2.3 1.2 3.4

5.4.3. ; ; 654321
Mz& quinterniot ésB—-—_h
1.2.2.4.5 12.34.56

— 1 sexterniot

’s igy lenne valamelly kéttagh mennyiség hatodik
emélése’ tagjainak velejardja
1, 6, 15, 20, 15, 6, 1.

Ha tehdt (z 4+ a)°® lenne adva, tudvin hogy az
elsé tag 2° ’s minden kivetkezd taghan mutatéja egy-
el kisebb még z°—=1 kovetkezik, és hogy a’ maso-
dik tagban kezdé a (ez is a’=1 lévén az elsdben)
mutatdja minden kivetkezé tagban egyel nagyobb mig
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a® eléri kivant legnagyobb hatésigit; konnyen oda fr-
hatjuk hozzijok tartozé velejardjokkal : a’ két emli-
tett sor
«®, 2°, 2%, 2°, x*, ' és x°
a’, a', a’*, a*, a*, a® és a®.
a’ kettét oszve illetvén lesz
2’4z’ +a*z* +a*r*+a* ' +-a’r+ab
a’ velejardkat odairvan lesz
(z+a) *=x°+6ax’+15a2x" +20a’x®

-+15a*x* 464’ r+-a’.

A’ kozonséges kifejezés pedig

(r+a)™= " +maz 1+ ”-34(1—2—1—) a'z
— m—2
+ 1) | ) (i i S ’s a’t

1.2.3.
m(m—1) (m—2)....(m—(r—1)
1« 2, 3....»r
~+ ’sa’ t...4-..ma"dx4-a”.

-+

65. Ezen kozonséges kifejezés’ tulajdoni kivetkezd
fo észrevétekre adnak alkalmat.

1) (2--a) "nek kifejtése m-+1 tagot ad.

2) x és anak mutatéji Sszvese mindenkor —m.

3) a’ velejarék mint littuk , m elem minden lehets
dszevilletései egyestil m esig véve, és egyenlék mind-
azon két két tag eldtt mellyek a’ sor kezdeditél vagy
végitdl egyenlétavoliak , ugy hogy ™" a* nek szinte
azon velejaréja van mint z'¢™ "nek; mint példink-
ban z°a®nak és z’a’nak egyenlden 10 velejardja
szintigy x*a*® és x*a*nek, 15.



BINOMI TAN. 97

‘4. Mindegyik kovetkezd velejiré konnyen megta-

liltatik az el6ttevalobdl aziltal, ha ezen elottevaléd

sokszoroztatik a’ kovetkezé o nek mutatéjaval, @ nak

pedig az egységgel nagyobbitott mutatdjaval, vagy

mi mindegy a’ keresendé tagot megelézé tagok’
szamaval elosztatik.

Az itt mondott, felteszi hogy a’ sor o nek legfGhb
hatésdgival kezdddik , mert ha @ val kezdédik, aKkor
megforditva lesz a’ kérdés : tudjuk pedig hogy anak
mutatéja mindenkor egyel kisebb mint azon tagnak
szama mellyben helyt foglal, ha nové hatésigai sze-
rint van elrendelve ; igy a’ hatodik tagban dllé @nak
mutatdja 5.

Ezen torvény tetemes hasznot nyujt, mert segédé-
vel barmelly tagjait felirhatjuk a’ sornak a’ nélkiil
hogy a’ kbzonséges kifejezésre szorulnank. P.o.: mel-
lyik (z—+a)™ben a’ 8dik tag ?

A’ 8dik tagban xnek mutatéja —m—7

anak pedig =7
legyen 2’ 7dik tag velejardja G, lesz a’ nyolczadiké
G(m—6)

=—-—?-— vagyis ha 2’ 7 dik tag Gz™a’ lesz a’

8dik = @—72 G-.?m-’a,-

Lattuk hogy az (r-+1)dik vagy kozonséges tag
_m(m—1) (m—2) (m—3)....(m—r-2) (m—r-+-1)
: DO TR TR W (r—1)..r...
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vagy
_m(on—1)(n—2)(m—3). —(m—(r—2))m—(r—1))
s 2§ Heass r—I1. i
Kz ar

kivantatik a’ kivetkezd tag, az (r+4-2)dik tag ?
Sokszoroztatik mint emliténk az (r-4-1)dik tag

(m—r)el és elosztatik (r—1)al, ’s lesz-

_ m(m—1)(m—2)(m—3).(m —1r+-2)(m—r—+1)(m—r)

T ke B & Bewe P r. i

W EFgri s,

5) Ha ezen kozénséges tagban rnek 0tél mig
kiilonos értéket adunk mindegyik kiilon tagot felir-
hatjuk.

P. 0.: legyen m =12 és r—="7 lesz a’ kiézonséges
taghol

1211409856 5 o 5 5 7
a =79
1. 2. 3.45.6.70 e

nyolczadik tagja (-+a)'* nek.

6) Ha m piros szém, természetes hogy akkor a’
tagok szima m -1 paratlan, és egy kozép tag van

m(m—1) (m—2)...... (? = 1)
melly .
L 2 Baon =
2

ha pedig m piratlan, akkor a’ tagok szama m-1
paros és két kozép tag van, ezek

m—+1
3
m—I1
BN

m(m—1) (m—2).... + 1)

L. 2. 3.
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66. A’ combinalisi tanhdl tudjuk, hogy ha m
elem kozt némellyek egyenlék, a’ lehetd oszveille-
tésnek szima kisebb, és hogy az egyenld elemek
szama oszté factorra valik.

Ha p. o.: melem minden lehetd valtoztatisa

=m(m—1) (m—2) (n—3)...3.2.1

€s az melem kozt », p, ¢, r, s egyenld van, a’
kifejezés
m(m—1) (m—2) (m—3) (m—4).......3. 2. 1.
£ 0 B AP L8 n i DB Pl el

Tudjuk tovibbi hogy mindegyik esetben egyenld
szamu valtoztatisokra talilunk, ha p. o.: m elemet r
oszvesre combinalunk hatarok kozott, az az egyszeriien,
hol az nelem mind kiilonb6zé, vagy ha e elemet
hatarnélkiil combinilunk rbe, de melly m elemkozt
m—r egyenlé és r egyenl$ van, és a’ két kifejezds

m(m—1) (m—2)... (m—r--1)
1. 2. Biisis r
_m(m—1) (m—2)(m—3). .(m—r-+1)(m—r)..3.2.1
L. 2. Beows lm—r).d, 2. B, %e. 7.
és csakugyan, a’ masodik kifejezésnél a’ nevezébdl és
szamlalobél egyenlden elhagyhatjuk
1.2.3.4.....(m—r) et ’s marad az elsé.

Kiilonos példaul vegyiik m=9 és r=4 lesz a’ két
kifejezés minthogy m—r—=>5
9.8.7.6 _ 9.8.7.6.5.4.3.2.1
1.2.3.4 1 2.3:4.5.1.2.3.4
hol latjuk a’ masodikban 1.2.3.4.5 elhagyatnak.
Az elsé esetben tehit azt kerestiik, hany quater-
niot 4d 9 elem szoros értelemben, a’ masikban pe-

7*
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dig, hiny viltoztatist enged 9 elem ha kozotte 5
egyenld és 4 egyenld van.

67. Elére bocsdjtvan ezt, konnyen altallatjuk hogy
a’ binomok emeléseinél és azoknak velejardikndl nem
az a’ kérdés csupdn, hiny uniot, biniot, terniot ’sa’t.
riot >sa’t. 4d m elem, hanem az, melly és hanyféle
illisba johet Oszve a’ binomnak két tagja barmelly
emelésen , az az hanyféle viltoztatis lehetd bizonyos
szami elemek kozt?

Ha az itt kimondott elvet elobbi példiinkra alkal-
mazzuk, mas tekintetek és mas irdsméd altal ugyan
azon kovetkezésre jutunk, és mindenkor

1
(z+a)" =z +-mz"'a —i—m—-(?f; )
m(m—1)
2
hol az el6l és hatul vett harmadik tagok p. o.: egyen-
m(m—1)

2 a" tmxra™14-g"

Ioképen velejaroval allanak , melly Kkife-

jezést helykiméléshdl irtuk egyenld alakban; szorosan
véve tudjuk hogy a’ hitulrol szamlalt 3 dik tag’
velejirdja
__m(m—1) (m—2) (m—3)..(m—m--4) (mn—m—3)
" e B By Hewseees (m—4) (m—3) (m—2)
__ m(m—1)
T de g
A’ mint tehit (z—+a)™ m egyenld (r—-a) factorbul
all, és mindegyik factor’ tagja mszer van adva, az
az mszer x ¢s mszer &, ha ezen m factor’ két tagja
sorjaban egymadssal sokszoroztatik, nem tesziink egye-
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bet a’ kétféle elemnek Gszveilletéséndl, ugy pedig hogy
sorjiban minden lehet§ combinaldst megtililjunk.

Tudjuk hogy az egyes tagok mutatéja Gszvesen
—m és mindenkor csak M, sem nem tobb sem nem
kevesebb; ’s ha p. o.: znek mutatéja m, ¢ muta-
toja m—m=—0, ha x mutatéja m—r, a mutatéja 7
’s @’ t., vagyis a’ két factor mindenkor egyenls terjed-
ségii, és ezen terjedsége m.

A’ kérdés eszerint nem egyéb mint; adva van két-
féle elem, mindegyik elembél van m egynemi ’s igy
Oszvesen 2m, az az mx és ma: kivintatik ezen
elemeknek minden lehetd Gszveilletése ugy, hogy az
elemek szvese soha sem legyen nagyobb mnél, és
hogy felviltva mx, (m—1)x, (m—2)x ’s a’t. vétes-
s€k oszve 0, 1, 2, 3....m aval, bétoltvén minden-
kor x hijinjit mig a val.

Ezen miveletet tudjuk, egyszen’i permutalasnak
vagy helyviltoztatisnak nevezziik, ’s ha minden tag
eleibe P—t: tesziink jeléiil hogy a’ kétf¢le elem vil-
teztandd, lesz sorunk.

1) (z+4-a)" =Pmx+P(m—1)z1a-+P(m—2)z.2a

~+P(m—3)x .3a+Plm—4)x.4a+....
Pin—r)z.ra-+-. ... Plm—m--1).
x(m—1)a+Pma
és ezen sor ismét.

2 (z-+a)” =Px” +Pra+Pr"—%a® +P.r“"‘3a‘
+Pr—rar—+-. . . . Pro—m+2gu—2
+Pra™—'+4-Pa™ .

Az elsé sorban x és «’nak velejirdi, a’ maso-

dikban mutatdji jelolik ki, a’ permutdlisok szdmat,
’s ezeket mindkét médon kénnyen megtalaljuk.
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Keressiink példdul néhény tagot: az elsé tag m
egyféle elem, viltoztatis nem lehet és
m(m—1) (m—2)..... (m—m—+2).1
1 3 B (m—2)(m—1)m
a™ velejardja tehat—1.

A’ masodik taghan m—1 egyféle és 1 masféle
elem van. )

Elére is tudjuk hogy az 1 elem az (m—1) kozdtt
m kiilonbozo helyet foglalhat el, az az ad m valtoz-
tatast, és csakugyan

m(m—1) (m—2)....... 3. 2. 2
1.. 2 3....(m—3)(m——2)(m—1_)3
a’ valtoztatisa m elemnek mellykozt (m—1) egyenld.

m
1

A’ masodiktag z™%a velejiroja tehait=m. igy ta-
laljuk meg a’ 3 dik tag velejardjat
m(m—1) (m—2) (m—3).....3.2.1__ m(m—1)
T - (m—2)(m—3)1.2 1.2
és kozonségesen az (r--1)dik tagnak leheté valtoza-
sai hol melem kozt (m—7) és mas r egyenld van

m (m—1) (m—2) (m—3) .. (m—r—-1) (m—r): .4.3.2.1.
1. 2. 3. 4..(m—r).. 1. 2. 3. 4.... T
__m(m—1) (m—2) (m—3)......
e, B 0 B B . o s

(m—r+2) (m—r—+1) (—r).....4.3.2.1.
(m—r) 1 2. 3. 4....(r—2) (—r
__m(m—1) (m—2)....(m—r+2) (m—r+-1)
TR B B B B (r—O)r
’%s a’t. hozzd valé ezen viltoztatasokat kijeleld két
factor=a""a".
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68. Az it ki;izi:inségesen kimondott é-lv szerint kon-
nyi lesz kiilonos példakat irnunk, p. o. :

1) (2+a)*=xr+ar-t-rat-aa.
2) (r+a)’=zxztarat-zer--arv-+zaa
“+ara—+aaxr—+aaa,
hol 2’ lehetd viltoztatdsok megvannak téve.

3) Ha (z+a)* nél azelébbi frist megtartjuk lesz
(z+a)'=Ps.x+P(4—1)z.1a+P(4—2) z.2a
+P(4—3)x.3a+P(h—4)x.4a
=Pz"+Pr’a+Pr'a*+ Pra*--Pa*
mivel z**—1.
Ha pedig 2’ permutalds utjin keressiik a’ velejrékat
vagyis a’ viltoztatisok szamat, lesz hol m—4.

Px? { mivel 4—3—2—1- = 1 }—.:a:*

1.2.3.4
4.3.2.1 4
P.z'*.a{ mivel ey et }—-_.-fm"a
Pw“a’{ mivel i PR }:Gm’a’
1.2.1.2 1.2
Pra® { . }:lwa’ ésvégre
1.1.2.3 1

Pq* { mivel :zzlz 1 }:aqE ésaz5tag

(4-a)*=2"+4a2’a+6xa+-4xa’+at.
4) Vegyiik utolsé példiul (z--a)®, lesz szintigy
(z+a) * =Psz+Piza-+P3z2a-+Pax3a
~+Pria-+Psa.
5.4.3.2.1

1sétag Poxr—Pr’— m_m5=mmmmm:,-x5.
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54824 . & .°
— —ra—-—x a
1.2.3.4.1 1

€s ez —XTTX6,}-TTTAT,+TTATT,~+TATTE

és +-axxxr=>5z"a.

. 5.4.3.2.1
3 d.k 1 2“=P 832:——'7 -'L'saz"-—"
iktag: Po " 1.2.31.2

2 dik tag Phra=Pzr'a—

rxt ‘i’;fza:"a’:ma:’a=m.ma+mam+maaar

“+raraxr--raarr+rarra—+arrra--arrar.
~tararz-t+-aarre
’s mivel valamennyi kifejezés kiilon kiilon — z°a®
minden lehetd valtoztatisiban , tehat
Prla*=10za’.
4dik tag P2x3a—=Pr’e’— 54—'.4'3'12 1 e
1.2.1.2.3

5.4 :
= ﬁ;z:’a”=10;p’¢;°=:aaaxx+aaxaw+aamxa

+arara-+-araar--arrat-+reaar-+-raaxra
+-zaraa+taraaa—10x a®.
5.4.3.2.1
5diktag Prig—Pra*=""""" za*
g e 1.1.2.3.4
—=b5xra*—=xaaaa--araaa-taaraa—+aaara
—+aaaax . =5xa"

=§.’I,'a°’
1

5.4.3.2.1
’s az utolsé Pra—Pu’— —"""_a*—1.4°
i 1.2.3.4.5 @
—agaada.—a’.

Ezen tulajdona a’ binomi tannak legrévidebb
iiton vezet minden taghoz tartozé velejaré meglelé-
sére, mert mihelyest megpillantjuk valamely adott
tagot azonnal fel is irjuk leheid viltoztatasait ’s igy
velejargjat is. -
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Adva van p. o.: °4’ azon megjegyzéssel hogy
z°a’ binomi kifejtés’ egyik tagjanak factora,, kérdés
hanyadik tag °a’ a’ sorban és melly a’ hozz4 tartozé
szam ?

A’ mutaték szvese 84-9=17; x°a® tehit (x+a)*”
valamelyik tagja. A’ sor z nek lemend hatdsigai
szerint van elrendelve 2° pedig—=ax1""%; kilencz egy-
est vevén el az elsé @ mutatdjabdl, x°a’® a’- 10dik
taghoz tartozik valamint @° is azt jeldli.

x’a’ permitildsi szima pedig 17 elem kozt 8 egyen-
16 és 9 egyenlé PSxx—

17.16.15.14.13.12.11.10.9.8.7.6.5.4.3.2.1
= 1.2.3. 4 5. 6. 7. 8.1.2.3.45.6.7.8.9"
elhagyvin o’ szamlalé ’s nevezdbdl a’ factorokat
1t6l 9ig marad
17.16.15.14.13.12.11.10 2°
1.2.3.4.5.6.7.8
=24310z"a’.

A’ tanuld, az illy példikat sokasithatja.

69. Konnyen felirhatjuk tehdt eszerint 2’ binomok’
barmelly hatdsigihoz tartozd velejarokat, szemben
tartvin hogy az elsé és utolsé tagnak velejirdja =1.
Igy lesz a’ 20 elsé hatdsdg’ velejardja.

B 9

a’=17.13.11.5.22°a°
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11
121

18381

14641

15101051
161520156 1
1721385352171
18285670 562881
19 36 84 126 126 81 86 9 1
1 10 45 120 210 252 240 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
1 14 91 364 1004 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1
1 15 105 455 41365 8008 5005 6435 6435 5005 3003 1865 455 105 45 1
1 16 120 560 1820 4868 8008 14440 12870 11440 8008 4368 1820 560 120 16 1
1 17 186 680 2380 6488 12876 19448 24810 24310 19448 12376 6188 2380 680 436 17 1
1 18 4153 816 8060 8568 18564 81824 48758 48620 43758 31824 18564 8568 3060 816 153 18 1
1 19 171 969 3876 11628 27182 50888 75582 92378 923878 75582 50388 27132 11628 3876 969 171 19 1

1 20 190 1140 4845 15504 88760 77520 125970 167960 184756 167960 125970 77520 88760 1550% 4845 1140 190 20 1
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Az els§ tekintet is mutatja mir miként timadnak
a’ kovetkezé, egységgel nagyobb hatdsig’ velejardji,
az eldtte levé velejarokbul; p. o.: az mdik emelés
velejar6ji tamadnak az (m—1) hatésig velejirdibol
a’ mint ezen utébbinak két két egymasmellett allo
tagja oszveadatik, igy lesz a’ 6 dik emelés 3 dik tagja =
az 5 dik emelés masodik és harmadik tagjanak osz-
vese: a’ 12dik emelés 9 dik tagja, a’ 11 dik emelés
8dik és 9dik tagjinak Gszvese
495 —330 4165 ’s a’ t.
Ha a’ fiiggd sorban allé masodik 3dik ’sa’t. tago-
kat fekvé sorba irjuk lesz
1. 2. 3. 4 5. 6. 7. 8 O 10, 11. 12
1. 3. 6. 10. 15. 21. 28. 36. 45. 55. 66. 178
1. 4, 10. 20. 35. 56. 84. 120. 165. 220. 286. 364
1. 5. 15. 35. 70. 126. 210. 330. 495. 715. 1001. 1365
1. 6. 21. 56.126. 252. 462. 792. 1287. 2002. 3003. 8008
1. 7. 28. 84.210. 462. 924.1716. 3003, 5005. 8008.12376
1. 8. 36.120.330. 792.1716.3432. 6435.11440.19448.31824

’s a’t. ezek egymadsutin az alakitott szimok’ rendjei,
’s valamint a’> mdsodik sor tamad a’ természetes sza-
mok sorabdl (a’ tagok Oszvesébil ezeket kettesivel 3
aval, 4ével ’s a’t. vevén) ugy timad mindegyik ko-
vetkezd sor az elétte valébol.

Ezen tekintet bévebben mutatja miként timadnak
ismételt sokszorozis altal a’ velejardk.

70. Eddig csak az egyes tagok’ leheté valtozasait
tekintettiik a’ permutilas altal, figyelmet nem vetvén
ezeknek dszvesére, vagyis csak azt tekinténk hogy ta-
madnak a’ szami velejirék az egynemii tagok’ Oszve-
adasa altal.
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Ha tudni akarjuk hany kiilon tagot 4d a’ binomnak
valamelly emelése (bar legyenek ezen tagok kozt sza-
mos egyenldk is), erre a’ varialds felel meg.

" Tudjuk az arithmetikabél hogy két elem varidlasi
széma killonbozd csoportokba, egyenld kettdvel azon
emelésen melly csoportba varialtatoit; két elem
p- 0.: 3 asba varialva =27 4esbe 2* és m be —2",
és (z—+b)™ nem mutat valoban egyebet mint hogy a’
két elem x és @ minden lehetd varialdsait m csoport-
ba megtalaljuk, a’ szima pedig minden lehetd variatio-
nak 2" és (r—+a)™ annyi taghdl dll hiny egyest fog-
lal magaban 2",

Igy (z+a)® Oszves tagja—2°— 8
(z+a)* . . . =2"=16
(2-a)® . . . =2'=%2

vegyilk példiul mind hirom esetet, mert a’ binomi
tan olly fontossagi hogy minden oldali visgilatot meg
érdemel.

A’ varidlas egyszerli miveletét ismerjiik, ’s tudjuk
p. o.: hogy (z+a)’=(z+a) (x-+a) két elem x és
@ varialtatvin adnak a’ masodik csoportban

xr, aa, ra és axret—2°>—A4.

A’ harmadik csoportot megtalaljuk ha azt az elsgvel

oszverakjuk ¢és lesz
xx, aa, Ta, ar

x|rxr aaxr raxr axrxr —2°=8 variilis
¢laxr aca arae aax
és (x+a)*’=x’+3ax’+3a°r+a’.

Ha a’ masodik csoportot a’ masodikkal rakjuk
oszve, a’ 4dik rendre jutunk és lesz.
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xr, xa, ar, aa

TX | XTXX XX rraxr rrad
A\ XTTC& T TAAT TACA
ar| arrr arra arar ardd
aa | acrxr adra aard daad

(r4-a)*=z*+4x’a+-6xa*+4xa’+-a*,
’s végre a’ negyedik rendet az elsdvel tevén Gszve
lesz,

=2*=16

TXXT TTrTrd rIra4xr rratd rard rard
raar xadd drxrr arra araxr drae
adard darx adrda aadaa

I
a
vagy a’ harmadikat a’ masodikkal

rrr aar rar arr arl ara aaxr aaa

TX| XXTXEX TXAAT TXTAT TXATE
TTATT TTATA TXAGT TTAAR
Ta|rarrr radar Trardr TAGTIT
TAATT TUATE XTAAAT TAAAE

ar|arrrr araar Arrar ATATIT
AT4TrT ATATL ATAGT ATAA0
ad\aarrx aaaar aarar aA4rar
aaxTar a4ard aadar aaddd

és (x+a)’=a’+52*a+102°a* +102°a®

+s5za*+a’.

25—=32.

’s barmelly példiban, a’ velejirék oszvese egyenld
a’ 2-tének azon emelésével melly emelésen van a’
binom.
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(z-+a)* tagjainak velejardji 6szvese—1-4-2--1—=4=2"
(z+a)’. . . .. =143+ 34 1=8=2°

(z+-a)t. . . .. =144+ 6+ 41 41—16—2"
(z+a). . . . . =145+104-10454-1—=32=2" s
m(m—1) _I_m(m——-‘l)(m—_2)

(.’L'—|-a)'“. . e o« =M}

1.2 1. 2. &
m(m—1)(m—2). ..(m—r)
S Coe S B r
m(n—1) £
kbt w 1.2, ik

barmelly szam legyen m.
A’ keitének sorbeli emelései, tehit Oszvesei az
egymast kovetd binomi emelések velejardjinak.
Kovetkezd tiblicska, a’ 40 elsé emelés velejardji
oszvesét adja a’ binomoknak , vagyis a’ 2tének 40
sorban kovetkezé emelését.
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71. Az it mondottat egyenesen is bizonyithatjuk a’
kifejezés dltal

(I,B_'_a)m__mm __‘_mwm“.‘;a_'_ (1 1) mm—zaﬂ_’_ ik

mert ez nem valtozik akarmelly betit irunk x és @
helyett ’s lesz

(p+q)‘“-—r +pmtg+

m(m—i)(m—2) (m—r—+1)
P % s i
s a’t. és ha z=1 és a=1

—1
mO—) s

m(m—i)

(+1)»=1" +mi"~t.1+ el o

m(m—1) (m—2)
1. 2. 3.
de 1 minden hatésaga —1 ’s marad egyediil
m (m—1) +m(m—1) (m—2)
1. 2. 1. 2. 3
+’sat...=2".
legyen p. ©.: m="6. lesz

133 1 % a't.

(1+1) =1+m—+

6.5.4 , 6.5.4.3
1)’ —=2°—=1-16 scpsieg % Wl etinbaot
(t-+1) s + + 1.2-3 & 1.2.3.4
6.5.4.3.2 6.5.4.3.2.1 6.5.4.8.2.1.0
- 4 sa’ t
1.23.45 1.2.3.4.5.6 e 1.2.3.4.5.6.7 £

hol 2’ 8 dik tag mér 0 factort hordvan valamint minden

kovetkezé , magiban is =0 és
2°—=1+6-+15-420-+15-6-1—=64

szinte ha #—2 és a=0

lesz (z+a)" =(2+-0)" =(2)" =2~

ez elsé tag egyediil, 2’ t6bbi elenyészvén, mert 0jon

kozibok mint factor.
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72. Ha tehdt példinkban i egész szam, sziikség-
képen a’ tagok velejirdi is egész szamok.
Bizonyitsuk meg hogy a’ tan igaz és valé, ha m
akarmelly tagadoé allité egész vagy tortszam.
Ha p. o.:
=1 és a=2x lesz (r+a)"=(1-+2)" és,
m(m—i)z, m(m—1)(m—=2) o
1.2 L 2. 3
—+ ’sat.

(1+2)" =1+mz +

szinte igy lesz
(s . 200 n(n—1) g2y M—1 n(n—1)(n—2) e
1.2 L. 23
’s a’t. ha ezen két sort sokszorozzuk egymassal, lesz
(m—-i) m(m—1) (m—2) o )
1. 2. 3
e 1), . A—1)n—2) ,
1.2 1. 2. 3
(m—-n) (m-+-n—1) o
1. 2.
3 (m—+n) (m+-n—1) (m—+-n—-2)
1. 2, 3.
’sa’ t. de tudjuk hogy
(1+2)" (1-+2)"=(1+2)"+" tehdt
(m—|—n) (m—l—n-——i)
2.

(m—|—n)(m—|—n—1)(m-—f—n—2)”3_’_ ik
1. 2. 3.

Itt litjuk miként 41l bé n mint factor az n factorok
kbzzé, ’s ezen torvény valtozatlanul marad, legyenek
m és n egész, tort dllité vagy tagadé szamok.

8

( 1z %+

(1+n2;+ 1 % a’t. )

=1 - (m +n)z -+

x4

(1+2)"+"=1 - (m—+n)z +
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Tovabbi tekinteteink konnyebbitésére roviditsiik
meg ezen velejardk irdsat és ha p. o.: a’ mutaté m,

legyen az elsé tag [?g] a’ masodik [T:I a’ harmadik

[T] ’s a’t. ugy hogy mel a’ mutatét, az alatta levé
kis szam dltal pedig a’ tagok szimat jeloljiik ; igy
lesz p. o.:
m(m—1) (m—2) (m—3)..... (m—r--2)
[ﬂ T A B BC M b v (r—1)

és (v+a)"= 13] e [T] ™ 'a+ [?] " a’ 4
o [+

=[] []s+ [3]s+[5 ]+

-+ :f]z' -+ ’sat.

Ha eddigi sorainkat megtartjuk és (m--n)=p nek
vessziik lesz

(tap=(i+ayt=[f]1[] s+ 3]s +

-+ [g:l %4 B:] ... [ﬁ] ' ’sa’t.

% [m:)!—n} e [m—ii—n]‘ Py [m;]-n:l e

re [9?;-3{,—11] T [m;l-—3:| o 4 st

melly t6rvény magéban is nyilvin mert mnek mindég

adhatunk olly értéket hogy p. o.: két szambdl aljon

szintugy nnek és pnek valamint
(1+2)° X (1+2)° =(1+2)"
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és akar fejtjik ki 2’ sorokat (1+4-2)° és (1+2)°
akarnem, a’ sokszorozas kivetkezése mindenkor

(1+2)P+H=(1+2)"
Vegyiik elé ismét két elébbi sorunkat és legyen

N o S RN I

o=+ (ot [+l [

hol nem tudunk egyebet & és y felél mint hogy egyen-
16k a’ sorokkal, sokszorozvin a’ két sort egymassal

lesz mint eléb ha p—=m--n

TYy=— 1+ [ﬂ %+ [g] A [{5’] 4 [f] %' +’sa't.C)
Ha tehit m egész szim, A sorunk bisonyosan
(1+2) " nek kifejlése és x=(142)".
73. Ha —m=n akkor m—+n=0 és p—m—+-n—0,
és C sorunk =1 vagy is zy—1, ebbdl kivetkezik

1
y=—"-

x

Ha z nek elébbi ériékét megadjuk lesz

1 —m
y= = = (1 4+ 2)—™.

Ha itt y értékét B sorunkba tessziik, lesz
(14-2)"=14 [?] %+ B‘] 204 Bz] %’ B:] 2t
’s @’ t. ’s ha ebben végre mnek értékét — m et ir-
Juk lesz

byt o [ 3]

-+ [—-:‘n] e -
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¢és minthogy a’ paratlan tagadé factorok tagadé szdr-
mozatokat adnak

et {Jlat [l 3l

N
74. Legyen AB soraikban m—=n, lesz
m—+n=2m.=2n—p és r—y,
és xy=a', 2’y=a®, F’y=2"’sa’t. és
m 2 217
a:*:l-[-[zi ]z+ 3‘]3‘-{-[2;“]?—{— ] :‘d a4,

=1+[ﬂ s riz’] zz+[§]zs+:£’:z¢+..
wa=1+[3;n]2~'+ 3’2"] %4 [3?] s -Szm ..

etk [T [ [ [

¢s barmely szim legyen 7,

o=t [T]es [T [T [T

'sa’t. tegyiikk fel hogy m barmely tortszam p. o.:

% lesz A)
n
na na na
=14 (T)z—k ('n_)z*—#(‘;)zs—!—
1 2 3
na
+(T)z‘+ ’s a’t.
4

— L [ﬂ % -+ [g] PAEE [g] ah [ﬂ F’sa’t.

—(14-2)" mivel @ egész szdm,
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ha 2’ kifejezésben 2"—(14-2)* mind két feldl ndik

gyokeret vesziink, lesz = (14 2)n.
Ha itt & helyett A) értékét tessziik lesz

a

e H e S

és végre itt m helyett utébbi értékét 2 et
n

i) :_=1 _,_Eﬂz + l:;:’z“—kl:g:lza—;-l:g]z*-%-

s a't. és a’ kozonséges irds szerint

(1+2)" =1+gz—:—n (*“'“1):1 1
; _!_%(g--—-l) (2—2) 24 'sa't.
1 2. A

74. Meglévén eszerint bizonyitva barmelly szam
legyen m allité vagy tagadé egész vagy tort, min-
denkor

(1-+2)" =1+ mz 4 mis—-1) 2+

1. 2
+ 2 ) Do g

egyszerre meglelhetjiik (z-a)*nek kézonséges kife-
Jezését,

r+a =zx(1-4 :;) és (z-+a)" =z (1-+ %)m

tudjuk pedig hogy
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a a | m(m—1) @’

: W =14+m -+ ——— —
(1+w) A T 1.9 aF
m(m—1) (m—2) a®

1. 3. 8 &

-+ [+ e

_|_.

4+ ’s a’t.

L2
+|:m]a—,-. 4 ’sa’t. lesz tehdt
4 lx
2 3
m __ W m ti m i —t m E. —=
(pst-af =& [i+[1:‘x+[2]wz [3]-@’
3 ,

-1 [’Z]%*—{— 5 e ien)

és sokszorozvan a’ sor belsejét x™ el lesz végre.
m m
(m+a)m =.’Km+ [1]3;.!!1—1“_‘_ [2]$m-2a2+
-+ [’; ] S [T] " a*+ s a’t.

A’ binomi tannak’ nagyszamu bizonyitisi modjai
vannak , mert figyelmét gerjeszté mindenkinek ki a’
mathesissal foglalatoskodik. Az itteni bizonyitvanyok,
mint leg egyszeriibbek , ujabb visgdlatoknak kovetke-
zései és remdnyleni érthetéleg és megfoghatélag fe-
lelnek meg a’ kivinatnak.

75. Megtartvan elménkben 2’ binomok kozonséges
kifejlését, barmelly kérdésre konnyen felelhetiink.
Némelly példdk fegélljenck hogy még inkabb tulaj-
donunka tehessiik az alakokat.

1
1 — )} =1 ) —1 — —
)(1—{—1") (1+2)~1 hol m 1,

lesz a’ sor
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O e TP L

4 [_4"1] x4 sa’t.

—1 —1(—1—1) ,
R I . TN
S oo = e i
—A(—1—1) (—1—2) , , ,
-+ T x4 ’sat.
.-1+(—1):c+(i_— .rz—}-( )x‘—l——
—+-24 3¢
»}—2———343: -+ sa

=1—a4-r’'—*+a*—a’ 4+ 25— sa’t.
A’ paros helyen allé velejarékban a> —m pératlan
factorai tagadé kovetkezést adnak ’s megforditva.
2) Ha (1---z) nek gyokerét keressiik lesz

V1+.r=(1+m)’/z hol m="/,,
és @’ binomi velejirck rendesen lesznek egymdsutén
m(m—1)__"/o(*fa—1)

m=l/2a 2 2 — sa’t
1 1 1 .
vagy m=_, m(m—1)—= — = m(m—1)(m—2)
L
=—4—*+ — — ‘sa’'t
3 I

A’ sornak eszerint tobbféle alakot adhatunk a’
nélkiil hogy értékét viltoztatndk, ’s lesz
1.1 ., 143 ,
z o 3 B
1 e ) 2°2.3
1.1.3.5 ,  1.1.3.5.7
—_T s g
V234 2°2.3.4.5

a) (1_—[—3,')1/2= 1 % r—

x’—’sa’t,
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a0

1.3.5 .1:) P
s — sa't.
2.3.4(2 %l

c) (‘l—.'z:)‘/sz=:1_%_1/Sl (.’;_')”_g(%)s

-6

&) (+a 1x’z=1_'_1-_?+£(£)3_%%g(a_2’),
A — e

e) (1—.r)*'/z=1+__ +__ (:.v : :; : (D

1357 :r)
‘sa’t.
1234( i3

’s igy taldlhatjuk egyenes vagy megforditott gyokerét
barmelly binomnak.

Ha a’ velejardkat kiilon tekintjiik, olly sziamokat
valoszthatunk , mellyek legalkalmasabbak.

Az egymast kévets tortek ha m="/,
i 4. 4 &- 35 @

2’ 8’ 16’ 128 1280 1024 14336’
3003 45045 17017 323323
229376 4128768 1835008 40370176
2263261 J
322961408’
lenni jegyeikre, ’s a’ haszonvétnél tizedes tortekre

sa’t. ’s ezeknél figyelemmel kell

valtoztatni.
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76. Kozonséges sorunk
(z+a)y =2+ (—m)azr—™ 14
—(m) (—m—1)
1 2

& 3% 4 ’sa’t.

kovetkezdbe fordul

2
(z+a)™ = % B NG &

$m-1 2 a.m—2
__m(m+1) (m+2) a® _—
2.3 P R

ezen sor végnélkili’s a’ velejarok mind egész szamok.

Ha a tetemesen kisebb mint 2, a’ tagok sebesen
kisebbiilnek az az a’ sor kozelité, és az elsé tagok
oszvese csekélyben kiilonbozik az egész sor’ oszvesé.
t6l , ugyannyira hogy néhiny tag elég az elsék
kozzil ’s a’ tobbi elhagyhaté.

77. Kozonséges sorunk

(z+a)"=2" —5—(%).2:“ a-l—(;{)a:“ a’
1 2

kovetkezobe fordul.

m m m m—n m rm—m m—2n
(@+a)"=2"+pzxz"a+p\"p Jz " a*+
) 2

_I_‘Il_ m—n 1 ) m—2n

=.:v“—}—1mam B El(—’ia’m i

n n 2 :

L2 ) () () o 5
n 2. 3

m—Un
5 1& m(m—n)(m—2n)(m—3n) Ly
n 2. 3. 4 '
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’s a’t. és ezen sor is végnélkiili ha mnem tébbese
nnek p. o.: m=np.. Ezen esetben m—np—0 lesz
valamelly tagnak factora ’s télle kezdve valamennyi
elesik, de egyszersmind ekkor a’ sor csak képzelt
tort alakot visel, és nem kiilonboz attél mellynek mu-
tatoja egész szam, és ha m=np lesz -
m _np ok
e
Ha kozonségesen feltessziik hogy az m mutatd utdn
kifejtett sor végnélkiili, barmelly szim legyen m, tort
egész vagy tagadé, nem hibizunk, mert ha m egész
szam, akkor olly tagokat adunk a’ sorhoz mellyek
magokban —0 léven elenyésznek.

2 §. A’ Binomok’ gydkerei.

78. Soraink segédek dltal, sebességgel vehetjiik a’
szamoknak birmelly gyikerét, barmelly kivanhaté
kozelitéssel.

Legyen p. 0.: N olly szim mellynek gyokere ki-
vantatik.

Vegyiik olly két részbe Net hogy egyik része to-
kéletes négyszég p. 0.: a® legyen a’ mésik pedig y
a’ maradék.

Ha tehat N:(&z+y

VT\’:l’a2+y=a 1+Z

@’

€s mivel

\// 1 —;—%2 = (1 —+ 'ZZ)I/Z lesz sorunk
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1

(+8) =i =2 (A + 360 -

: 4 / y gy _Lrgy
es VTV:a\/ 1-4—&-‘:& 1—!—5-;5-—5(5‘?)

137 VN e
—_ — t.
+323 2(&2) il }

Ha y sokkal kisebb ¢®nal, mér a’ sornak néhany
tagja elég, ’s a’ 16bbit elhagyhatjuk.

Ha y, a® hoz képest nagy lenne, alkalmasabb olly
négyszeget venni melly egy kissé nagyobb Nnél ’s
elkor y a’ b* és N kozti kiilonbséget jeloli.

Legyen p. o0.: a’ négyszeg b® és nagyobb Nnél
y nal.
Lesz N:ﬁ”—y és V}_—\T=L b:——-y:b\/l—-'%

’s valtozik elébbi sorunk kovetkezdbe

YN b(i e %) 4 b[ 252 (25")
(252) Sl i;']

Példdak.
1) Kerestetik V10, az elsé eset szerint

— 1
10=3+1 d&s V10=V3"11=3\/ 1+ 3

1 1 1.3 4 _]
2.9 2 2°.9°  2.32°.9°
1 1 1

——— -t — ’sa’t.]
18 648 11664

& Vio=3 [-;-

=3[1+
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’s ha itt csak a’ két elsd tagot vessziik lesz
V10=3(1+"/,s) =3+, s =3-+/s =3 1666
a’ hirom tag ad
V 10=3(1+"/ss—"s4s)=3.1666 — 00046 — 3 * 1620
’s a’ t.
2) Kerestessék |/8.
8=9—1—3°—1 a’ masodik eset és

V§:V3_2—_1".::3 \/r/ 1—::;2

:3{1 e ) P S sa t.}
18 648 11664
’s ha csak 2’ 2 elsé tagot vesszilk lesz
V8=3—"*/; —=2:8334, @’ 3 tag 4d
/'8 =2 - 8288.

3) Igy lenne [ 6=V 212, de mivel 2 négyhez

képest nagy, a’ sor csak lassan kézelit, vegyiik 6 tot
25 1

és

’s igy sebes knzehtest erunk.

Itt @’ két elsé tagot vettiik Kkiilonbségével Varig
bdl, ’s lett

VG:%{ _'_5‘?5 (25) 15(2_15)3_"}

-4 G ey
hol 2’ két elsé tag 3—2—6*22 ha a’ kozelitést

49\*
még szorosabban kivanjuk, vegyiik (EI_} ) ot 2’ 6 elsd
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2-’;01 1 i,
400

Vo= _{ b _(2401 8 2401)

4401) =g t}

79. Bdrmelly yydke’mek kdzdnséges kifejezése,
1

=6, €

tudjﬁk =(1-+n)" és a’ sort is ismerjiik

1,1 )
1 i)
=14_a+n \ % L

.}_(1_1) (1 _2) :
n\n n '+ ’sa’t.
2. 3

Tegyiik fel tehit hogy a’ szimot IV olly két tagha
vilosztjuk hogy egyik tokélletes emelése legyen IN-
nek, a’ masik pedig nem, p. o.:

n

N=a"+y, lesz VN = Va“+y ._.—a\/i -+ ——3n
o o 1y 1 (n——-l) ¥

T it
és N _6{1-4- 4 e i

t(n—1) en—1)y* , , }
St e ey sa't.
n 2n. 3n @

1) Keressiik 31 nek harmadik gyokerét ?
M AT e e
M =21+4=3"+4 és V31=V314=3\ /14

?

s igy
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1 4 1. 24° 1.2.543.%

B % 3 62  3ear” |
16 , 320

4 b
g o WY o
b Bua - "

3
V3_1=3{1+

2) A’ masodik eset ha a’ szim és egyik része’ eme-
I¢se-kozti kiilonbség tagadd, és p. o.:

N=a"—y és VN=Va—y,
csak a’ tagok’ jegyét de nem valdsigit viltoztatja.

Fejtse ki a’ tanulé gyakorlisul kivetkezd kérdéseket

5
5 5 5
1) V3o=V32171= V2’+7_—_2\/1 % 572

5
2) V33 nol 33=2°41.

7 7
3) Visi=V2"13 s 2t
Gyakorta hasznos az adott szamot, olly massal

sokszorozni, hogy ezaltal helyes két részbe vevést

lehessen eszkozleni.
Ha p. o.: 2 bél kellene gyikeret venni, sokszoroz-

zuk kettot 5% al ’s lesz
4941 4911
+1_ és |/”

Vioxa_ Vr4a
5 5

25 5%

\/1—|—1
=1 1

5

O IOEROR

— 141421356 ’s a’ 1.
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3
2) [} 2ben p. 0.7 2.64=—128 és 1253
=5‘+ 3, ¢és 64=4"

3
8 V"" 3 \ g 5
Va= ---°+ /1 25_1\/ 1—I—12~5
(5 ‘+‘3)l — 3 Y.
A _3(5 ~+-3)Ya.

10
3) V58 ban 58.2'°=58.1024=59392 és 3'°=59049,
’s igy 58X2'°=3""343, tehdt

10 -
10 10 :
= Y3 1
Vaszy—iz‘?’ =5 (3"+363)0 .

7 7
4) V610ben 2".510—5’-—45 ¢s V610

V.’) _43 NI (57 45)[/,.
T

Mind az illy példikban csak a’ tizedes tortek ajanl-
haték konnyebb szamitas végett.

80. Ha valamelly gyokeret némi kozelitéssel meg-
talaltuk, konnyen jutunk vagy nagyobb kozelitésre,
vagy a’ tizedes tortek tobb jegyeire, azon alak altal
mellyet Lambert adott.

- n
Ez kivetkezé. Ha p. o0.: )/ Nnek megleltik némi
kozelitéssel gyokerét a’ fent érintett mivelet szerint,

ugy hogy noha ezen gyokér anem épen tokéletes de
a’ kiilonbség mellyet @ nek nevezhetiink magiban

csekély, és I}N:a—l—a,'.
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N tehit =(a¢+z)"=a"+na"'z+

n(n—1)
2

b a* 32z ’sa’t.

feltételiink szerint @ csekély, még csekélyebb tehdt
Z*, ’s ha sorunkban z® ot mir elhagyjuk, kis hibdval

)
tesszik N—a"+nb""'z, ’s ilt m:iﬁ_‘;
na—
ha pedig z’ot is ide vessziik még, kifejezesiink lesz
N—a"
= —1
mﬂ-—-l__}_ n( ](&“_'2{1?

’s ha az elobbeni értékét a:'nek, itt a’ nevezébe he-
lyezziik lesz a’ mdsodik talilt kozelités

o 20(N—a") B

~ (a+va+@m—1)N

és VN = a-+B.
Ha n=2 lesz a’ négyszeg gyokér kifejezése
2a(N—a”)
Lo s 34’ +N
2a(N—a?) __ (aN—a®)
4a*+2N  2a°+ N
Ha p. o.: /6 értékéhez szorosan akarnink koze-
liteni, tudvin hogy némi kozelitéssel
Vs:2-449489=a és N=6.
Keressiik o értékét ’s lesz
_ 2a(N—a®) __ 2449489 (6—2449489%)
3a*+N 3(2.449489)° 6
4°898978(0000003638878)
23-999989083363

'3
n=3, lesz |/ N=a-

)/ 6= 2 449489

— 2-449489742782
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’S ezen mivelet altal még egyszer annyi tizedes
Jjegyet nyeriink mint mennyit vettiink elsé kozelitésiil.

5 5

)2 p.o.: 1°1 dltal kozelitve van adva mert |2
11 és 1.2 kozt van. Ha miveletiink szerint ezt
vessziik @ nak lesz

_2°2.(0°38949)
" 6.1° 6105148
5

/2 =1'14-0"0485 = 1"1485.

Ha tobb helyet akarunk, ’s biztosan miveliink , ne
vegyiink 3 helynél tobbet a’ masodik kozelitésre,
2296 (0°0060721458)

199635671252
hol 2’ 9 elsé hely tokélletes.

5 _
V2 =1148+

—1"1486983544

81. Tekintsiink végre némelly alakokat, minekelotte
ezen fontos czikkelyt béfejeznénk; ezeknek is gya-
korta j6 hasznit vehetni.

0 @rorme (ST e

T —n
—a" ( A, o, [1-!4:

a1 a-+x

n(ni+1) x° 4 n(n+1)(n4+2) 2°

+* 12 @ra)r L 2 3 (at+a)®
+ s a’t.]
2) o R meg forditva a:l_x
at+xr a+x
1
:( u—:r) lesz
Y iy
a+x
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(a+x) —( a——-—.r) és ebbél
T a+a

a--a) = 2"x" =2 1
(a+x) ( t&——.’r) ( “_HL_

n(n—f—i) (a—.r

= 2*z" { 1+n
a1

n(n--1) (!34—2) (a—w) L
t.

+ 1. a-t-x Gl }
és ezen két sor’ segéde iltal is sebesen kozelitink a’
gyokerek valodi értékehez.

3 §. Polynomok’ emelései.

82. Eddigi isméreteink dltal konnyen megtalalhat-
juk barhiny tagbdl allé kifejezés’ barmelly emelését.

Ha hdrom tagu kifejezést kellene valamelly i eme-
lésre, p. o.: (@-+b-+a)™ vinni, mindenkor két tagi-
ra vihetjiik vissza, ’s irhatjuk

b4-c=x ’s lesz (a+b-+c)™ = (a+x)",

hol a’ sorban & helyett ismét tehetjiik értékét, a’ sor
pedig

a™ +ma™~* (b+c) + m(;n+2—1) a"2(b-+c)* +

m(m—1) (m—2)
1. 2. 3
hol a’ két tagn hatésigokat kifejteni mar ugyis tudjuk.

-

a"3(b+¢c)’+ ’sa’t.

Szinte igy tennénk ha négy vagy tobbtagi kifeje-
zés lenne adva, ’s mindazokat mellyek az elsé utin
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kovetkeznek, egy tagnak vennénk. Legyen p. o.:
(a+b+c+d+etfy-...... "
nevezziik az egész kifejezést A nak, «’n kiviil a’ tibbit

b-+c+d+e+...k. Bnek.
c+d+e+...k Cnek.
d-+e-+—...%k. Dnek. ’sa’t.

lesz A™ —=(a+B)" —=a™ 4 [T :’ a4

+ [ [

’s a’ t. legyen ezen sornak kozonséges tagja

[;ﬂ a"*Br .

Itt mar csak B? értékét kell keresni, s ez
Be —(b-+C) —bv + m br—1C 4 [’2’] 20"
-+ [z:l 2 st
ennek kozonséges tagja b1,
& &) m
Szinte €% =(c+D)T =¢* - [ﬂ 1D +
- I:g] 2D [g] ¢33+
’s a’ t. kozonséges fagja I:g] .
R A PR

’s igy mig végre az utolsé kifejezésre jutunk melly
csak a’ két megmaradott tagot foglalja ’s ez

9*
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He— (h—--F)'=h"+ ['1‘] = 4 [;‘]ku_zkz_i_
—= I:?;:' ktl-—3k3_{_ ’s a’t.

; -
’s kozonséges tagja [v] ol

Oszvevevén mindezen kiilon kozonséges tagokat

lesz  A™kozonséges tﬁgja [?;] [z:l [Z:I I::] .....
[o]amrorse—d—.. ke

hol a’ velejardkat ismerjilk és

p—!—q—l—r—+—s—}— ..... ~U-+t+-v=m,
Ezen kozonséges tag kifejtve
m(m—1) (m—2) (m—3). . . . .
1.2.3(n—p)1.2.3...(p—¢)1.3.3. . .(¢—r)1.2.3
. .4.3.21
(r—s)t.2.(..) .1.2.3.0
ismeretes kifejezése a’ varialasnak.

83. Mint a’ binomokndl littuk, a’ tagok’ velejiro-
jok oszvese a’ kéttonek emelései, ez nem egyéb mint
a’ kéttagli factorok annyiszori vétele hanyszor kivanja
a’ mutato és ha egy bindmot p. o.: mszer tesziink
mint factort, bizonyosan a’ két tag a’ kettos szdmot
képviseli ’s épen annyi mintha a’ kettést tettiik volna
factor gyanant s szer. De valamint kettonek emelései
egyszersmind azt mutatjik hdnyszor lehet két mennyi-
séget bizonyos Gszvesbe viltoztatni, a’ sokszorozasi
szdrmozatok tagjainak mennyiségét is kijeloli.

P. o0.; két tag két tag 4lial sokszoroztatvar 4 tagot
ad, a’ 4tag 2 tag altal Sat, a’8kettd altal 160t ’s igy
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toviabb; hogy pedig az iszves velejirdk az egyes ta-
- gok’ szamat jelolik azt tudjuk, és hogy a’ nagyobb
velejarok, tobb egyenld tagok 6szvehuzisabdl ta-
madnak.

Eldre bocsdjtvan ezt, nyilvan litjuk hogy 3 tagnak
emelései annyi tagot adnak hiny egyest foglal maga-
ban 3 szamnak ugyanazon emelése, p. o.:

(a+b-+¢)?® ,, 3°=27 tagot,
és a> triném m dik emelése 3™ tagot ad,

Szinte igy lesz a’ 4 tagi mennyiség barmelly m
emelésének tagszama vagy a’ tagok velejaréinak osz-
vese —4™, az Ot taginak 5™ és kozonségesen az m
taginak n"™.

A’ kimondott’ valésigirél barmelly kiilon példa
meggyoz.

(a+b+c¢) (a+b+c)=wa-+-ab-+ac+ba+
—+-bb-+bec—+ca-t-cb+-ce,

’s ha ezt ismét a-b-+-c vel sokszorozzuk lesz.

(a-+b-+c)* aaa—+aab+-aac—+aba—+abb+-abe
—-aca—+ach-+ace
—+-baa-+-bab-+-bac+bba-+-bbb-+-bbe
~+bea--beb-+-bee '
—+caa—+cab—+-cac—+cba--cbb-+cbe
—~+-cca--ceb--cce,

az elsében 9, a’ masikban 3.9=—=27 tag van, ’s ha az

egyenld kifejezéseket 6szve vessziik, megleljiik a’ nagy-

obb velejardkat,

(a+-b+c)*=a*-+-2ab-+b*+-2ac4-2bc4-c*.

(@a+b-+c)’=a*+3a’b-+-3b*a--3a"c+b*+
+3b*c+-3c*a+-3c2b4-6.abc4-co.
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Hogy @’ polynomok emeléseit csupa Oszveilletés
altal is megtalaljuk, tén emliteni is szilkségtelen. Az
egész mivelet abban fog dllani, hogy szorosan meg-
tartsuk a’ rendet és egy tagsem maradjon el, mit egy
kis figyelem dltal kénnyen elérhetni.

Tudjuk hogy a’ kérdés a’ varialisra vezetvén vissza,
minden adott elem mind magaban legnagyobb mutatd-
javal mind valamennyi mds elemmel minden mutatéik-
kal megkivantatik.

Miként taliljuk meg % mutatdk altal @’ tagok
eleibe tartozd velejirékat, tudjuk. Vegyiink egy pél-
dit, de @ hely kiméllés kedviért egy Kicsit, a’ tanulé
gyakorolhatja magat nagyobbon.

Kivéntatik (¢—+b—-c—+d)* kifejlése, melly ha az
elébbi inditviny szerint eszkozoltetik 4* = 256 ta-
got 4d, keressiik csak azon tagokat mellyek egy-
méstél killonboznek, ’s a’ velejardkra neis tekint-
siluk,

A’ mivelet vissza vitetvén a’ véridlisra, a’ lenne,
hogy négy négyféle elem lévén adva minden leheté
oszverakds kivintatik 4 Gszvesre ’s 2’ 4 elem

aaaa, bbbb, ccce és dddd.

Minden tagban tehit a’ mutatoknak Gszvese =4,

és elemeink
at, a®, a*, a, b, b3, b, b,
¢ty s, 2 ¢, d st d

Ha mindazon factorokat keressiik mellyek @ val jo-

nek érintésbe megtalaljuk

a* +ad(b+-c+d)+a* (b4’ ~+-d° +be+bd—+-cd)
“+a(B* 4P -b e+ d+-c*b+-c*d+-
+d*b-+d’c+-bed)
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és szinte igy taldlnink meg a’ tobbihez is a’ factoro-
kat, de minthogy csak egyszer akarjuk mindegyik
tagot, kovetkezik _
b*+b*(c+d)+b*(c" +d2—+ed)+-b(cs+-ds+ c*d—+-doc)

“+c*+cCd+-c d*+cdr+-d*.
’S valamennyi kiilon tag megvan, velejardja nélkiil.

84, Ha p. o.: adva lenne
(a+-bx~+cx*+dait-ex*+...... )
bz, cx?, da®, ex*, ‘sa’t.

konnyen felcserélheté elébbi, &, ¢, d, e, ’sa’t. be-
tilinkel, ds kifejezésiinknek mindenkor illy alakot
adhatunk

(a+br—+cx*+drd+-ex* 4. . )"

=A+Br+Cr*+Dz’+Ex*+... 'sa’t.

hol 4, B, C, D, ’s a’t. velejarék ’s mindazon
jegyeket képviselik mellyekben & elé nem fordul,
szinte igy lesz

(a+by—+cy+dyps+ey*+-.... ) -
=A+By—+Cy*+Dy*+-Ey*..... ’s a’ t.
’s ha a’ konnyeb tekintet okdért
(a+br+cxr+-dz’+....)=u és
(e+by—+cy>—+dy*+....)=v
m__pm

tesszilk , lesz

__Be—y)+-Ca*—y")+-D(@*—y")+E(z'—y*)+
b(@—y) +c(@P—y°) + d(@*—y)+-ela*—y") +
’s ' t. hol a’ szdmlilé és nevezd (r—y) dltal oszt-
haté ’s lesz
_ B+C(z—y)+D(z*—y")+ E(x>—y)
 bre(e—y) @ —y) e (x*—y?)
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m___pm

ha =y akkor u=v és vissza vitetik

uU—v
mu™"' ra, birmelly szam legyen m, és az eldbbeni
kifejezés lesz

m(a—+br—+ecx’+dri4-. ... )=

_ B+2Cr-3Dx*+4Ex3+

sa't.
b+2ca:+3d.v'+4em*+

de (a+-bx+cx2—4-de+. . ... o
_ A+Bz+-Cr*+Dz*+ Ex*+- ,
T atbrtertdr e+ ot b
tehat

m(A—+Br-+ Cr*+Dx*+ ’s ° t)
a+ba~+cm2+dx3—l— R

__B+2Cr+4-3Dx*+ s

b2z +-3dr+ s a" t
ds a’ nevezoket elenydsztetvén lesz.
m(A-+Bzx—+Cx2*+Dx34sa’t J(b+2cx+3dr®+)=
=B+2C0r+3Dx*+ ’sa’t.)a+br-+car+dr’+-..)

Ha a’ sokszorozist megtesszilk kivetkezni fog

mbA—+- mbB} -+ mbC st mbD ;- mbE
+2meAS T +-2meBYE +-2meC{ %’ 4-2meD[*"
+-3mdAY +-3mdB{ —+3md
~+4med! —4me

+5 mfA

+ ’sa’t. ’sat.

_aB-1-2a -+3aD) .+4ak) s+5aF) ., ,
= LB T 420" 1plT wElT
+ cBY +2cCl -—+3¢D
-+ dBl 4-2dCf .

+ eB)
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’s ha az egyenld hatosigon levé x ek velejirdjat ha-
sonlitjuk , lesz
uB=—mbA.
20 C=(m—1)bB-+2mcA.
3aD=(m—2)bC-+-(2m—1)cB-+3mdA.
4a Bl —=(m—3)bD+(2m—2)cC+(3m—1)dB-+4meA.
54 F'=(m—4)b E--(2m—3)cD+-(3m—2)dC+
~+(4m—1)eB—-+-5mfA ’s a’t.

A’ torvény konnyen észrevehetd. Mindegyik velejiré
B, C, D’ a’t. ismeretes ha A ismeretes; de lt-
juk hogy a’ kifejlés értékét meg adhatjuk o =6
tevén ; ekkor

(a+bx—+-cxr+dr3+ ’s a’t.)» —a™és A=a™.

Ha ezen ¢érték szerint sza;tmitjuk B,C, D, E,
’s a’ t. értckét,
(a+-bx~+cyr-dr34- ’s a’t.)"
kovetkezd kifejezéshe valik.

m(m—1)

a” ++ma™har—+ a™—2p*
1.2 a2 ’sa’t,
-4 E “ﬂl—-l c
1
m(m—1) ("‘T_z)am—az,a
1. 2. 3 '
1
m(m_ )am—2bc 378 ’sa’t.
1.2
g 2 am—1d

1
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m(m—1)(:m—2) (m—3)“'m 4

==

1 2 3 4

m (m—1) (m—2) ==hte
1. 2 3

m (m—1) a—2bd'

—-

ke

1.

xPsa’t.
m(m o 1‘) am—ﬂcﬁ
1. 2
?f am--le
m(m—i)(7“—2)(’"—3)(”“4)31‘:-455 1
2. 3 4. D
m (m—1) (m—2) (m—3) P
1. 2. 3. 4
mm—1)(m—2) ._a7. 7
1. 2. 3
m(m—1)(m—2) a"3bc? >m"’ ’sa’t.
1. 2. 3 :
m(m—i) a2 be
1.2
m(m—i)am__z od
1.2
& m—1
1 ol ¢

Ezen alakot Moivre adta eldszor, ’s altala minden
kiillon tagot meglelhetni. ;O
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Az algebraban nincs olly viszon az isméretlen kozt,
nincs olly kifejezés mellyet fejteni nem lehetne az altal
mit ezen szakaszunk foglal magiban- mert a’ legkd-
zonségesebbek nem lehetnek egyebek monom vagy
polynomoknal, illité, tagadd, egész vagy tort hatésa-
gokra vive.



VI. SZAKARNZ.

ARANYOK. PROGRESSIOK ES SOROK.

1S§. Aranyok.

85. Az arithmetikai vagy kiilonbségi aranyoknak
haszonvétek littuk korintsem olly kiterjedett mint a’
geometri vagy szirmazatiaké.

Azonban semmi ollyas tulajdoni az arinyoknak
nincsenek mellyekkel az egyenletek nem birnnak; és
@’ mellett hogy a’ sok szébeli magyarizasit azon vi-
szonyoknak, mellyben az arinyok’ tagjai illanak egy-
maskozt kiilonb6zé viltoztatasaik altal, meg kiméljiik,
sokkal viligésabban ¢és tisztibban adhatjuk elé mind-
azt, mi az arinyokra nézve nevezetes, az egyen-
leteknél.

Kiterjedett értelemben véve az arinyok is csak egy-
enletek , valamint mind - olly kétféle alak vagy kife-
jezés melly az egyenlet jegyével szvecsatoltatik, az
az minden két kifejezés mellyet oszve hasonlitunk.
Hogy az egyenletekkel az egész konyv folytiban, va-
lamint az arithmetikdban is folyvast széltire mivel-
tiink , blzunyosan észreveite minden tanulé, ’s nem
fog igy nchezére lenni ha az egyenletek tanihoz ér-
vén csak egyedil az egyenletek feloldasival foglala-
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toskodunk , tulajdoniva tevén mar eddig majd mind
azt, mi a’ kiilonb6zé miveleteket és alakokat illeti.

Fussunk tehdt sebesen keresztiill, mindazon, mi
az ardnyok’ kozonséges tekintetéhoz tartozik.
Legyen az arithmetikai arinyok 4 tagja 4, B, C,
D, @ geometraiké @, b, ¢, d, ’s legyenek (arith-
metika 213, 214)
A+~B=C=D ,, a : b=c : d.

A’ kiilonbségi és szirmozati viszony altal a’ ki-

fejezés B—A=D—C,, 2.2
a4 &
ez ad A+D=B-+C ,, ad=be.

Az egyik ardanyban az kiilsé tagok Gszvese egyen-
16 2’ belsék oszvesével, a’ masikban szint igy egyen-
16k a’ szarmozatok.

Ha B=C és b =c, vagyis ha a’ kozép tagok
egyenldk , akkor

A+D=2B, ad=>*
a’ két kiilsé tag’ Oszvese vagy szirmozata, egyenld
4> belsé tag kettesével, vagy négyszegével.

Ebbél kévetkezik B— A;"D » b=/ ad honnan &’

harmadik tag megtalaltatik.
Az eredeti ardnylatok

B — A = D-“' C 19 b = "g
kovetkezdre vezetnek
C—4=D—B , =2

az az a’ belsé tagokat fellehet cserélni

A+-C=B-+D s @: c=b: d,
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és kozonségesen minden felcserélése a’ tagoknak helyt
talal, melly megegyez
A+D=B-+C, ad=bc vel.
86. Elhagyvin az arithmetikai ardnyt, tekintsiik
egyediil a’ szarmazatit.

Az egyenlet 2—=§ mindkét tagjihoz bdrmely

mennyiséget adhatunk vagy beléle levonhatunk, °
b

d
lesz —+tm=—=+m
a c

a’ tagokat egyenlé szamliléra vivén lesz
bxram d+em |
a

s ebbol

+
a1 :::z, ebbol pedig az arany

c —_
a b+
b*tma :dtme=a:c
és %:g:=§ vagy bt ma:dtme=b:d,
az itt allé viszonyok kénnyen észrevehetdk.
Ha az oszvest és kiilonbséget hasonlitjuk, lesz

d+mc _ ¢ d—mec ¢

b+ma a«’ b—ma a
d—+me d—me
b+ma b—ma
az az b-+ma:d+me=b—ma:d—ma
’s ha a’ belsé tagok helyét felcseréljiik
b+ma : b—ma—d—-+mc: d—me,

’s ha m=1, marad  b-+4a:b—a=d-+c:d—c,
@ :¢=b:dbél kovetkezik szinte igy

e 5 m=‘-l-+m ; c-_l:ma___dimb

T oo iF a b

kovetkezik beldlok
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chma:dtmb=a: b=c:d ,, cta:d+b—a:b—c:d
cta:c—a—d+b:d—b

87. Legyen kozonségesen tobb egyenld tort vagy
arany

_b_:,ﬂl:i:g—_—q ’s a’ t. hol %:q ’sigy

;izq ’s a’ t. melly ad

b=aq,d=cq, f==eq, h—=gq ’s ' t.

’s oszve advan valamenyit lesz
b+-d+-f+h+4sa’t. = ag-+-cq+-eq-+-gg+sa’ t.

L T
e b %

= g(a+c+e+g+’sa’ t.)
ebbdl kovetkezik
b+-d+f+h+s2’t, b
d-+-c+et+g+’sa't. ' a

’S az illy egyenl§ aranyok soriaban azt mondjuk,
hogy birhiny tag Gszvese ugy all ugyan annyi utin-
na kovetkezé tag oszveséhez mint akarmelyik egyes
tag, az utdanna kovetkezd egyes taghoz.

Ha két egyenld kifejezést vesziink, mint

b — éés it
4 ¢ & 9
az elsé és masodik tagokat mindegyikben sokszoroz
hatjuk ’s lesz
of _dh
a ¢
melly ardnyra ugyis akadunk ha a’ két kiilon arinyok
a:b=c:d és e:f=g:h
hasonlé tagjait egymassal sokszorozzuk: ’s az illy
Oszvetett ardny, az ereditiekbdl szarmazik.

’s ez ad ae : bf—=cqg : dh.
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. Természetes hogy a’ tagbeli vagy sorbeli elosz-
tds altal ismét aranyra taldlunk. :

b _d. . N i
Ha, = bizonyosan PramseE adja
ar b =cm i dm

tehdt az ardny négy tagja birmelly egyenlé emelésen
is arinyban marad; és szinte igy van ha a’ mutaté
tortszam és

i e Vr;
= vagy e ]e\ én

a " e

Ve Va
=T vV VE=Ve:Va
Va Ve

az egyenld gyorekerek Is arinyban maradnak.

§2 Progressiok.

88. Az arithmetikai progressiokban, két egymas
mellett allo tagkozti kiilonbség mindenkor egyenld,
’s azért neveztetnek kiilonbségi progressioknak.

Legyen a’ sor a—+-b-+c+d—+-d--f+g-+h-+s 2’ t.
és a’ kiilonbség 9 lesz
b—a-+-3, c=a-+428, d=a-+35, e=a-+43’sa’t.
és kozonségesen ha m az n dik tag, m—a—-(n—1)s,
hol ha a’ sor lemend, & tagadd.

A’ kiilénbségi progressioban a’ kezdettol és vég-
tél egyenld tavolyban allé tagok Gszvese mind egyen-
16; ’s ha az elsé tag a, az utolsé m, a’ masodik b
az utolsé elbtt valé I, a+m=b--1’s igy minde-
gyik két két egyenld tavolyn tag, ha tehat az egyes



PROGRESSIOK. 145
tagok’ szama n, lesz o’ dupla vagyis kettos

osszitett ﬁgnk’ szdma ;, egész sornak pedig sz
vese
S= ;;i(a+m)= g G-+ =7 (c+h)sw .

ha az utolsé tag’ kifejezését melly m—a-+-(n—1)s «’
tagok Oszvese kifejezésével Oszvevesszik, az itt kér-
désben forgd 5 mennyiség kiilon kiilon értékét konnyen
megtalljuk,’s ezek, @, a’ kezd§ tag; d a’kiillonbség n
a’ tagok’ szdma m az utolsé tag és S a’ tagok’ Gszvese.

89. A’ geometriai sorban a’ kiilonbség helyett részes
all, ’s ha a’ sor a+-b—+c-d4-e4-f+g-+’sa’ t.
és a’ részes q
b c d
ey — L=, — —¢, ——<q’s a’t.
@ ¢ B c q’ d i
vagy b=aq, c=bq, d—=cq’s a’ t.
és b—agq, c=aq’,d=aq’ e—=aq* s 2’ t.
az utolsé n dik tag pedig m=- :aqg"=', melly egyszer

smind kozonséges tag is ¢s altala akarmellyik meg-
talalhatd.

A’ sor’ szvese S= "
g—1
’s ha m helyett ertékét ag"—! tessziik
S—aq"—1)
(—)

ebbil ’s a’ kozonséges tag értékébél minden &’ kér-
désben forgé 5 mennyiség kionnyen meglelhetd.

Ha ¢ nagyobb mint 1, ¢" annal nagyobb mentiil
tobb a’ tagok’ szima, és S nek értéke nagyobb le-

10
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het mint biarmelly kigondolhaté szim. Deha ¢ ki-
sebb mint 1 és p. o. tortszam

1
— akkor,
m
1 1 a
a 1) am(i —--——n-) am— ——
S: m“ —_— m e mu—
1 " m—1 m—1
m

’s mentiil nagyobb n annal kisebb ;‘?:1 és S kize-

am a
1 . h ’ . L , g -
edik —=i 0z, ’s csal:c —“—( D kozte a’ kiilonb

am
mn—-l
lehet mint birmelly csekély szim. A’ mennyiség
@™ (ehit azon hatir mellyhez S nek tagjai szii-
m—1

netleniil kozelitnek , nevezziik ezen hatirt H nak ; pél-
dankban

1+1/2+l/4+1/s+1/1s+5/sz+z/st ’s a’ t.

am
?nu—i

ség ; vagyis a’ kilionbség S és kizt csekélyeb

1 '
u:‘l, q:a =1/2 m==2 es H: =2

’s mentiil tobb tagot vesziink a’ sorbdl annyival k-
zelebb esiink 2 hoz. ,
a e
A’ kifejezésbol S=f——1— mindazon tagokat ki-
fejthetjiik mellyeket képvisel ; tudvan hogy
qn._-_'_i ol 1_q"
q—1 1—q

% =14g+¢"+¢’+q¢" 4+ s t...g" és
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S = a+ag+aqg’*+aq’~+aq* +. ..ag*?
H nak értéke szintezen tulajdonokkal bir, és
2 i B .
m—I1 m m m m
., am a

7] 1
€8 —— =8+ —+—7+—5
m—1 m m m

1
+—0=kga’
m
m pedig :% tehit megleljik elébbi sorunkat=— .

Ha itt egymdsutin m—=2, m=1 és m="/, lesz

i) s = 2=t o et
m 1 ;
2) = =1-+1-+1+1-H1-H1-4-14sa’t.

’s tudjuk hogy ha ezen sorban, a’ maradékot el-
hagyjuk, helytelenségre akadunk és
1= (1-+1+1+14+1414...)0
az az mivel az osztanddonak eld kell jonni, ha az
oszto sokszoroztatik a’ részessel, ezen esetben1—0
lenne.
3.) »_ . : 'a =:/l_2__=_1
m—1 fo—1 —/fa
=1-}+24+4-48416-1+32-1-...’s a’ t.
melly eset szinte hamis ha a’ maradék figyelembe
nem vétetik.

. ’ n Py
Ha m=——n, &’ kifejezés > ba valik, ’s ennek
kifejtése
1 1 1
=1-—-——'+‘—2'_-__13 +T_"_1§+,ga,t’
n n n n n

Ha itt n—1. a’ sor
1—141—14+1—1-+1—1-+1—’sa’ t
10 *
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ha n=2. a’ sor
1_!/z+1/4‘—1/3+1/15"' ’sa’t... =2/8

Mindenkor végtelen sorra talilunk tehit ha ——
értékét kifejtjiik.

3§ Sorok

90. Mind olly tobb taghl 4ll6 kifejezést, melly-
nek tagjai valamelly torvény szerint rendesen kovet-
keznek egymasutin, sornak neveziink.

Ha a’ tagokat Kkiilonbség nélkiil £vel jeloljiik lesz
illy kozonséges sor '

Loy By Cay Euy U5y Eoy Uy Uy oy . ln
hol az alsé szamok azt jeldlik mellyik tag hanyadik
a’ sorban.
Ha két tagkozti kiilonbséget K val jel6liink
lesz p. o.:

kt,—=t,—t, kt,—t,—t,, kt;=t,—, ’sa’ t.
és kozonségesen kf,—{f,41—t,

Ezen talalt kiilonbségek , ismét uj sort képzelnek
magok kézt, ’s ez

kt,, kt,, kt,, kt,, kty,...kt,
és szinte igy lehet a’ tagokkézti kilonbséget k* al
jelolni ’s lesz
k*t,=kt,—kt;, E°t,=kt,—kt,
kt,=kt—kt;... K*t,=kt, 1—t,
’s ezeket masodik kiilonbségeknek nevezziik; szinte
igy kévetkezik az uj sorbdl
k2t,, k*t,, kt,, kt., k', k%,
E*t,=kt,—kt, K’t,—=k*t,—k%t, ’sa’ t.
k*t, =k*t, 1—Fk°t,



SOROK. 149
’s igy tovib mig, a’ 4dik 5dik ’sa’t. ndik ki-
Ionbségre akadtunk.

Az elsé f6 sort, nemz8 sornak, a’ kovetkezdket
pedig elsé, masodik, harmadik, » dik kiiliinbségi
sornak, valamint k, £°, k% k*, k" elsé, masodik, har-
madik és ndik kiilonbségnek nevezziik.

Az egymist kovetd kiilonbségi sorokbél kénnyen
retalilunk a’ nemzd sor’ akarmelyik tagjira, ’s ha
t,=t nek tessziik, lesz;
1=t -

t,—t -kt

t,—t++2kt+-k*t
t,—t+-3k—+4-3k,t k>t
to==t—4-5kt+-10K"t+- 10kt +-5K" ¢ -kt

és igy tovabb, valamint

t, =a—+(n—1)kt+ (1*-—12(;:_1) k4

+(n—l)(n——2)(11t—-3)
1.2 3.
hol 2’ binomi kifejlésekre jutunk.
Legyenek S,, S,, S,, S, ’sa’ t. S, két hirom,
négy ’sa’t. n» tagnak Oszvesei, lesz éridkek
Sg=tl+t2=2t+kt- :
S =41, -+, =3t 13kt k2L,
Sy=t+1, ;-1 , =46kt -4k -k ’sa’ t.' ds
1) n(n—1)(n—2)
+ 1.2 i 1.2.3 8t
n(n—l)(n—-2)(n'—-3) 3 . P
R v v v el b
hol S, Gszvesitd tagja £, , [N - .f, sornak.

Pt ’sa’ t.
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Végre a’ kiilonbsegekét kifejezhetjiik, a’ nemzd
sor tagjai altal ’s lesz

ket—t,—t,

k*t—t,—2t,+t,

Kbt 3t 4-38,—,

Ktt=t,—4l,+6t;—4t, -1, és kozdnségesen
n(n—1)

2
n(n—1) (n—2)

2.3

4 §. Arithmetikai sorok.

tn—1+

ke :tu-l- ‘l""'nt‘n e

-+ fimo—...'s 2’ t.

91. Ha valamelly sornak tagjai kozt a’ kiilonbség
dllandd, az az minden két egymasmelleiti tagkozt
egyenlé ; akkor a’ sor arithmetikai; és csakugyan,
az elsé-rendii ; p. o.: a’ természetes szam sor-
ban a’ tagokkozti kiilonbség =1 ¢és mindeniitt—1
€s a’ sor

1,2, 8, % 5, 6,97,8,9, 10,..
elsé rendii arithmetikai sor.
- Ha kovetkezendo sornak tagjai kozt egymasutin
a’ kiillonbséget vessziik, lesz

1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17...
kilonbség 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, egyenléen=2

szinte 2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37, 42...

8. 5. 8y Be B B By seave=S
és mind az illyen sorok, elsérendi arithmetikaiak.

A’ sor, 1,4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81...
masodik rendd mert elsé kiilonbsége

3,5,7,9, 11, 13, 15, 17...
misodik pedig 2, 2, 2, 2, 2, 2, ’sat
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A’ sor 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, szinte 2 dik rend{
de 1, 8, 27, 64, 125, 316, 343, 512, 729 'sa’ t.
harmadik rendii mert elsé kiilonbsége

k'=17, 19, 37, 61, 91, 127, 169, 217 ’s a’t.

k*=12, 18, 24, 30, 36, 42, 48 ’s a’ t.

kK= 6, 6, 6, 6, 6, 6 ’sa't.

’S igy mellyik és hanyadik kiilonhségek egyenlék
és dllandék ugyan annyi rendiinek neveztetik a’ sor.

92. Az elsé rendii arithmetikai sorokban tudjuk,
kt=Fkt,=kt, ’s a’ t.
és Kty K*t, .. K’ K’t,...=0. S igya’ kizonséges
tag ¢, =i+ (n—1)kt (88)

és S, =nt-+ Q"(i;i) kt= 23 (t+t.) (88).

1) A’ természetes szdmsorban {—1 s ki—1.
2) a’ paros szamok soriban 2, 4, 6, 8, 10 ’sa’t.
i=kt=2, S, =n(n-+1)
3) a’ paratlanokban 1, 3, 5, 7, 9, 11 ’s a’t.
o t=1¢s kt=2, S, =n’
’s mint litjuk, ezen sor’ tagjainak szvesébdl a’ ter-
mészetes simok minden négyszegét megtaldljuk.
4) A’ sorban
a, a+b, a+2b, a+3b, a+4b, a+5b+sa’t.
1=a és kt,=b tehit t,—a-+(n—1)b és

N= —;ﬁ (a+a—-|~(n—1)b)={-: (2a+(n—1)b)

5) A’ sorban _
1 b+a b+2a b43a b+4a

?

' ‘sa’t.
a ab ’ ab ' ab ' ab
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1 1 1 n—1_ b+(n—1)a
e A‘ — _—— — é
LT b p b a+ b ab .
_ns1 (n—1)a\ __ n (254 (n—1) a)
Shﬂz (; s ab ) 2 &b
6) A’ sorban 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19 ’sa’t.
51:1 3 ktx=3 % tl_! =3n_’2 és Sn =—('3:£z2_—1)'3

7) Tudjuk hogy ha a’ sornak tagjai pératlanok,
egy kiozép tag van, melly kétszer véve akkora mint
a’ két melette 1évé (bal és jobb) tag Oszvese,
és hogy a’ két egyenld tivoli tagok, a’ kezdet ds
végtdl Gszvesen véve egyenldk, p. o. kozonségesen

b+l =lo+1 z=tn.-3+t_a=tn—4‘+‘ti- ’sa’ t.

és ty_.—t, =ta+1,.

A’ kizeps§ tagra nézve, ha a’ tagok’ szima pi-
ratlan, legyen

n—2n-1 lesz
bow gt = +lomyga
és ha r=m-1 '

Lomy1— w4+ +Hln 1 =t1FHEom 1 =lmgaHluys

=il—|—32m+l=2tm+1=t:t;+tzm+l-

93. A’ mdsodrenddi arithmet: sorokban k%, k't
’sa’t. = 0 vagy is a’ mdsodik kiilonbségen feliil
nincs mas; €s

by =, (—1)het i’_"__:_)(":ak’t‘ és

S, —nt1 (”2_ D ey “(”‘*135(”—2) k%t

‘de kt=t,—t, &s Kt—=t,—t, -1, ds @ két kife-
jezést a’ hirom elsé tag altal adhatjuk, ’s lesz



ARITHMETIKAI SOROK. . 153

2
= U R 2(53—8152—{—3#3)—1—%(5.—25,4—)3,)
n n?
S,,=-é(11t—7t2+2t,,)—? (u—2t,+-t,) +
ns
o (=2t 1y)

A’ poligondl vagy szegletes szimokat ‘ismerjik
(Arithm. 248) és hogy
1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45 a’ hirom
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81 négy
1, 5, 12, 22, 35, 57, 70, 92, 117 ot
1, 6, 15, 25, 45, 66, 91, 120, 153 hat
1, 7, 18, 34, 55, 81, 112, 148, 189 hétszegii
szamok sora.
2 L]
’s az elsénél {—1, kt=2 és k*t=1
t. ="/ n(n+1) ,, S, ="/; [n(n+1) (3+n—1)]
a’ masodiknal £, =n®
“és S, ="/ [n(n-+1)(3+2(n—1)]
3n’—n
2
s S0 =", [n(n+1)(3-+-3(0—1)]
4n®—2n '

az 5 szegnél 7, —

a’ hatszegnél ¢, —

S, ="/ [n(n+-1)(3+4-4(n—1)]

2
—3
a’ hétnél f e z »

S, ="/; [n(n+1)(3-+5)(n—1) ]
hol @’ térvény szembetiing, és barmely & szeglet-
ben lesz
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(z—2)n*—(x—4)n
¥ = .
és S,="/; [n(n+-1)(3+(x—2)(n—1))]

94. A’ harmadrendii Arithm. soroknil,

L, :t-;-(n—i)kt-p-@i;("——z Kt
)
= n(n—1) ,, n(n—1)(n—2),,
S“_nt+T2 A+ 1.2.3 Ll
_{__.”(’3_1)(”""‘2)(“’_3 k3.
1. 2. 3. 4

A’ pyramisi szamok’ sorai harmadrendiiek’s ezek.
1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, 120, 165...hirom
1, 5, 14, 30, 55, 91, 140, 204, 285...négy
1, 6, 18, 40, 75, 126, 196, 268, 405...0t
1, 7, 22, 50, 95, 161, 252, 372, 525...hat és
1, 8, 26, 60,115, 196, 308, 456, 645..,hétszegii
pyramisi szamok’ sora.

Minthogy ezen sorok’ tagjai az elébbeni tagok
oszvesébdl vannak Oszvetéve, igy mi elobb S, volt,
most itt 7, és kozonségesen x szegii pyramis szamok
n dik tagja

t="/s [n(n+1)(3-+(z—2)(n—1))]
Az bszvité tag meglelésére lesz
kt, kt, Kt
a’ haromszegiinél 3 3 1
2
3

=
-
[+
-1 On
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kt, k*t, ket

Wt i aay 6 9 4
B i T M 5
MRk as ok w4 & v b
x szeginél ....z,, (2x—3),, (z—2) és
., Tn(n—1) o Mn—1)@n—2)
Si=n+ —+(22—3) = -+
oy (R(n—1)(n—2)(n—3)
e e
1 2
VA 4 o2 n—1))

95. Az illy sorokat, mellyek mis sorok oszveadasa-
bol tamadnak alakitott soroknak, valamint tagjait alakitott
szimoknak nevezziik. Ha (z—2)(n—1) hellyett, mel-
ly kifejezés mindegyik rendben elgjon —A tesszik,
lesz ez alakitott szimok’ masodrendjiben

t,,:% (2—I-A) és

harmadrenben 7, — ”(;H;i) (3+4),,
__n(n+1)(n+2)
e 4—(4+A)
negyedikben 7, = n(n:— 1)3(1;—:2) (4+A4),,
_ n(n+-1) (n+-2) (n+-3)
By = 2. 8. K. b (-+-4)

’s igy sorban, valamint az r dik rendben, (hol az
rdik kiilonbség dllands)
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_ [ ) ) (n3). . (a =2 (g
1: i ¥ A P
__n(n+1)(n+2) (n+3)... (n+ (r—1))
At Q. B 4 ... r(r+1)
Ha p. o. innen az 6todik. rendii négyszegi szd-
mokat keresnénk lenne
r—>5 és =4, és A—=m—2
__n(n+1)(n+2) (n+-3) (2n+-3)
e T
Su=n (n+1) (n+2) (n+-3)(n-+4) (2n1-4)
i i85 ;. 8. 6
Ha, itt 2 helyett egymisutan a’ tagok’ szamait
vagy helyét tesszik n,—1, =2, =3, =—4.... lesz
a’ sor n '
1, 7, 27, 77, 182, 378, 714 s a’ t,
’s a’ tagok’ Oszvesei
1,8, 35, 112, 294, 672, 1386 ’s a’ t.

'tn

S,

(r+1+4+-4)

Ly

3 §. Geometriai sorok.

96. A’ Geometriai sorban, minden tag, az elotte-
alléval elosztatvan ugyanazon részest adja, tehat
minden az elsé utin kévetkezé tag a’ részes vala-
mely hatésagaval van sokszorozva.

Legyen az elsé tag a, a’ részesr, lesz a’ sor

- a, ar, ar®, ar®, ar*, ar®,...ar"
hol tudjuk az ndik tag vagy utolsé elbttvalo
=@,_y=ar*~% és a, —ar"! a’ sor dszvese pedig
S= 2 —08_T%h—08 pithm, 246).
r—1 r—1

Ha az Oszves, részes és a’ tagok’ szama vannak

adva, megtalaltatik az utolsé tag
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r1(r—1)8,
ay, = —‘—*T-ET) és a*—a 1 ¢s
s ra,
T ra.— (r—D)S,

Ha r klsehb mint az egység, a’ sor kozelit, és
A, mindég kisebb mentiil nagyobb n. Ha p- o.:

1
S, = ban, ¢ = — és r — —
1 1 1 1
'8 -t =44t -4 = ‘sa’ t
v d AT TRt
1
v /2
= =1.
és T
1 1,
Ha a= 5 és r=— dpen ugy lesz a’ sor

1 1 1 1 1'
-t ——— 4+ — — — 4t 52’ t.=—
2 4 8 16 32 +

Jegyzék. Szim rendszerunk a’ geometriai sorok
alapjin ¢épiilt, és killondsen, a’ szakaszos tizedes
tortek (nevezdji dllandéak lévén) tiszta geometriai so-
rokat képviselnek, ’s p. o.:

- 3 3 3
0'333:1— ~+ ? “} 35—5— 'sa’t.
3

ohoait .
0030303 = 10&-{— +.% a't,

10“

3 3
el S e
100 100°
126 126 126

12612 12__ sat,
0126126126 —|—10002+ 008 + 88

3
Ms -+ ’sa’t.

1126126126— 9°71. ’s
97 26— —I— 105 +103 -{—-10“4-
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3
: /10 3 1
1 ] ’ 0'333_—_ wmny g
az elsé =3 :
P a
0-030303— /10— 3 __ 1
1—"100 99 33
g . . 126
| 0-126126126= /1000 126 _ 14

1"""1/1000 . EEE]- —_-ﬁi

126

10° 911, 14

1 10° ' 10%.111
T

és 9°71126126126= 9°71 -

107795
11100 °’

a7 57 19
0'5757'7:‘:_&— bt i
e B B

6 §. Kevert sorok.

97. Ha valamelly arithmetikai sor
a, a+k, a2k, a+3k, a+4k, ’s 2’ t.
tagjait (hol k& a’ kiilonbség) egy geometria sor tagjaival
1, r, r*, r*, r*.... egyenként sokszorozzuk kivet-
kezd sor tamad
a, (a-+k)r, (a-+-2k)r*, (a+3k), (a-+4k)r" s 2't.
[a+(n—1)k] ™= hol n tag van szvesen,
Ha az egyes tagokat kifejtjiik lesz
a
ar-+-kr
ar®~+-Fkr®+-kr®
ar®*+kr®*4-kr*4-kr®
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art +-kr* kr* +-kr* -lr*
GTPI—F—A.'?“*‘—?—]W'“—I—!—kf‘n_i-{—’ﬂ'“_i-—l— ‘sa’t.

A’ fiiggd sorokban allé tagok oszvesei pedig sorjiban
ar—a kr—kr  kr—kr*  kre—kr®
r—  Tr— " 1 7 r—

és ha mindezen egyes tagokat Oszvevesszilk lesz az
egész kevert sornak Gszvese

s a't.

ar—a rk
Sa= S +("—1)r o
rk 2 3 —
e (A+r+r*4r*4. . 4r?)

tehat T a(r"—)+nkrt _rk(r"—1)



VII. SZAKANZ.

LOGARITHMOK.

1 §. A’ logarithmok, sorban kifejtve.

98. Minekeldtte a’ logarithmok’ kifejtésére lép-
nénk, megkell bizonyitnunk, hogy két sorban, melly
két sor valamelly isméretlennek hatésagaibél all, és
ezen hatéségok tolliik fiiggetlen velejarokat hordanak,
mindazon velejarék a’ két sorban, mellyek az isméret-
len, vagy viltozonak egyenlé hatésigai melett allanak,
egyenldk egymashoz. Legyen a’ két egyenld sor:

A+ Br+Cz*+-Dz*+Ex*+..
—a—+-br-cx*+dx®+ex*+ 'sa’t.
azt mondjuk hogy, ha a’ velejarék

4, B, C, D, E..... a, b, c, d, e’s a't.

x 10l figgetlenek, barmelly értéke legye.n xnek min-
denkor

A=a, B=b, C=c, D=d, E—e ’s a’t.

Ha két sorunkban x—¢0, bizoenyosan mindkét sor-
ban valamennyi tag elenyészik melly 4 és @ wutan all
és A—a, mi mir a’ feltételbdl is nyilvin foj, mert
A és a, x értékétdl figgetlenek

Ha tehit 4—a, két sorunkbél mindkettst elhagy-
- juk ’s marad mindenkor
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Bz Cx*+Dr*+Ex*+. .. ..
=bx—+tcx’drit-ex*+ ’s 2 t.
De a’ ket sort most 2 iltal eloszthatjuk ’s lesz
B+ Cx+Da*+-Ezx®+-......
=b-+cx+-dr’4-ex®4 s’ t.
és el6bbi tekinteteink szerint, szinte B=3.
Hasonléképen taliljuk meg
C=c, D=d, KE—e, % a’t

Ezen tan az algebraban olly fontoss:ign, hogy egy
a’ legerosb eszkozei kozil valé az analitikai tekin-
teteknek.

99. Tudjuk (Arithmetika 266) hogy ha
y=a x=logy
az az hogy x logarithmaja y nak, @ pedig a’ logarithma’
valamelly alapja.

Tekintsiik a’ kifejezést a*, és keressiik kifejlését
olly sorban melly z felmend hatésigait foglalja
magaban.

Tudjuk hogy
(149)" =14 ny + E;]y‘-{- [:Jy“—i— [f]y‘*-}-. -
~+ [f]y;—e— s a’t. |

Ha ezen sorban 14y helyett at és n# helyett xet
irunk, lesz y—a—1, és sorunk.

@ =1+ a@—1-+ ] @—)*+[5] (—1+
R [';f] (a—1)*+.... [f] (a—1)" s 2’t.

11
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z(x—1) (a—1)'+

@ =14-a(a— 1)+
a(z—2)(r—2)
28
x(x—1) (z—2)...(x—r-+1)
T 2 Fenniso r
és ezen sorban x lévén az isméretlen vagy viltozd,
csupan csak felmendé hatésigait tekinthetjiik a nek,
minden egyéb mennyiség pedig x nek velejirdja; és
sorunk bizonyesan kivetkezé alakba irathatik
a* =A-+Br+Cr*+Dr*+Ex* 1+ ’s 2°t. (1)
hol 4, B, C, D, ’s a’t.
hatirozandék. Szinte illy sorra akadunk ha z helyett
et irunk, ’s lesz
a* =A+Bz+Cx*+D3*+Ez* 4 ’s 2t. (2).

100. Ezen két sorbdl kiilonbizs uton megtaldljuk
4, By €, D, %dtL
értékét, tekintsik a’ két legegyszeriibbet.

e —1)* ...

-+ (a—1)

I) Ha 2’ misodik sort az elsébél levonjuk (mi
tagonként torténik) lesz
@ —u* = B(r—2)+ C(a*—2°) +D(x*—2°) 4

+E(z*—2*)+ ’s a't.

Itt @’ mésodik rész tagjainak kozds factordt (z—=z)
kivévén irhatjuk

) e —a =(r—2) [B+C(lz+2)+

+D(2*+x2+2")+ s 2’ t.]
Tudjuk hogy
a* — a* = a* (a* —*—1)

és ha feljebbi sorunkban z helyett x — % et irunk
lesz.
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@—*=A-+B(x—2)+C(z—s)*
+D(x—=)*+ ’s a’ t.
=A+(z—2) [B+C(lx—=)
+D(x—2)*+E(x—=2)*+ s 2’ t.]
lesz pedig
a* —a* =a*(a*""—1)bél
=a*(x—2) [A+ B(r—2)+C(r—2)*
+D(x—2)*+ ’s @' t.]

Ha ezen kifejezést 2) be tessziik, ’s mindkét rész-

ben (z—=2) el osztunk lesz
B+ C(z+-2)+D(z*+23+2%)+ 'sa’ t.
=a*(B+ C(x—2)+D(x—2)’+ ’s a’t.

Ha ezen kifejezésben, melly x és = minden értéké-
vel megill, &==2 tessziik, a’ masodik részben csupin
csak B marad, minden tibbi tag elenyészik és lesz

B-+C2x+ D32+ E4x’+-....—a* . B.

Ha ezen kifejezésben a* helyett a’ neki megfeleld
sort A+Br+Cz*+ ’sa’ t.
tessziik, lesz mivel A—1.

B1+2Cx+-3Dx* +4Ez®+ ’s a't.
=B+ B*x+BCxr*+ ’sa’t.
’s mivel végre ezen két sorban x egyenld hatésigai-
nak velejardji egyenlék

20=B*, 3D=BC ’s a’ t.

2 3
lesz C= !-;— o D= E;g"—_- 2B—3 szinte
1
E—= —?— s a't
2.3.4

és sorunk
11 *
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Byt B*z® B*x*
* — A+Bx e =
A fld TS O R Y

Bs* B2 B'a'

= s a't.
e e R Ty T

-+ ’sa’t.

Ha ezen sorban B—=1, B értékének megfelels értéke
@ nak legyen e, valtozik sorunk.

% 3 L3
I 1
‘_.1
& e Y T 238
5 [ 3
R o O wa’t,

2.3.4.5 2.3.4.5.6
ha itt tovabb @x—1 lesz

+ ’sa’t.

1 1 1 1
e=t41+ — 4 — + 4
ek 2 2.3 2.3.4 2.3.4.5
ezen sorbdl annyi tagot vehetiink 6szve mennyit aka-
runk, €s p. o.: tizenegy tag’ Oszvese mir a’ tizedes
tort’ hetedik helyére bé nem folyik ’s lesz tizenegytag
oszvesével e—2"7182818.

Ezen szamot Napier hires mathemata talalta eldre,
’s alapjavi tette azon logarithmi rendszernek, melly
nevét viseli.

Ezen logarithmokat hyperboli logarithmoknak is ne-
vezzitkk, mert a’ hyperbola némelly tulajdonival meg-
egyeznek.

101. Tekintsilk ezen szamnak masik kifejtését.
Legyen ismet két sorunk
@ = A+Br+Cx*+Dx*+Ex*+ ’s a' t.
o' = A4+ Bx+Cs* D3>+ Ez*+ s a’t.
szinte mint elébb lesz.
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ar —q
r—z

=B+ C(x—2)+D(2* +z3-+27)
+E(x® 22 5+22"+2°) 4
ha 2’ kifejezésben
a* —a* — a* (ax--:___i) , @ =1 —!—b
tesszilkk lesz

(1B —=1+ (;—”;17 b+ ('r—z)(‘”_z_'i)bﬂ-ip-

1.2
‘sa’t. ds
at (ax—:_i):ax (‘T_i_zb e (m_z)‘iw;z_i)bz—'_)
és szinte

@+ T2y _(t’{-:'zt_? g@'—z—-@bs &

= B+ C(z+2)+-D(z*+z2+2°)+ ’s 2't.
’s ha ezen kifejlésben z—az lesz
62 bs b%

*{0—— 4= —_ L P
a* (b 2 3 4-1- sa't)
b* b b
ha ¢* factorit 5—§+'§_Z - %sa’t,

roviditds okdért o nak vessziik lesz
@ o=B12Cr+4-3Dz*+4Ez*+ ’s & t.
’s itt a* helyett elsd kifejlédsét
A+4-Br+-Cr:4-Dx*+ s a't.
vévén taldljuk '
Asu—+Box—+ Coz? - Doaz®+ Eax* 4 s 2' 1.
=B+2C2+3D2* +4Ex>+ ‘s a’t.
’s ebhdl. kovetkeznek

B=4s, =5 p_C g _Dip Es
2 3 4 5
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’s a’ t. kivévén At mindegyik velejarét megleljiik, de

tudvan hogy ha =0 akkor 4=1,
: By @ W A
és B=7, C=7,, D=1 3+ 'sa't.

és kovetkezésképen
ar a}a}.g ma&,s uﬂ-mi
DRy SR B ek 3 A o8 ‘sa’t.
% TN T ag Thad sl

Megjegyzendd az, hogy birmelly értke legyen
xnek a’ sor mindenkor kozelité, mert ha p. o.: @
ot "
B

sor kozonséges tagja utana fog kovet.
m“"'im""‘l

1.2..n(n+1)

kezni és a’ két tagkozti részes B
n-+1
bizonyes pedig, hogy a’ tagok szima szaporodasaval
n -+ 1 nagyobblesz 4x nél, az az értéke kisebb mint
az eldtte 4ll6 tagé, nyilvan tehit hogy az értékek
kisebbedése folytdban kovetkezik a’ tagok szamaval,
vagyis hogy a’ sor kozelitd.
E16bbi sorunkban még o értékét kell keresniink ; ez
2 3 )
tudjuk volt b-—-l;—-ul- %- -—% + ’sa’t., haitth ér-
tékét visszaadjuk melly a—1 lesz
a—1__ (a—1) S (a—1)* _ (a—1)*
1 2 3 4
melly sor csak akkor kozelit ha a—1 kisebb az egy-
ségnél.

4+ 'sa’t.

o=

De litni fogjuk hogy olly kozelitd lehet mint akar-
juk, mert @ és o« kozt fiiggés van, melly kovetkezen-

do: ha feltessziik hogy w:—:?; sorunkbél
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ol azxg “sms
o= — -t s 2’ t.
¥ 1 12 4238

1
—_ — i e ST
lesz a 1+ 1 e 2 2,3 2354 2.3.4.5+
!

’sa’t. és ha itt a® =e¢ lesz 2’ 11 els§ tag bszvesé-
vel e—2'7182818 mint feljebb.

Megleltiik tehit mindkét uton Napier logarithmai-
nak alapjat. Tekintsiik tovabbi alkalmaztatasat.
1
102. A’ kifejezésbdl a* — e kévetkezik a—e &s
mindegyik , logarithmajit vevén
' log a =« loge

és kovetkezéské-

ha 2’ log alapja a, lesz y— s
pen ezen feltétel dltal

22 2°
1 lng e oI 1.2 (log e)’ +1.2.3(log e)‘ 25
’s a’t. és ez ynak kifejezése, logarithmaja altal.

y=a =1

Ha g=¢ akkor »—1 ’s innen
2 3 2

f7 xT
=1 4o 2 g
= + 1.2 123 1234

- ’sa’t.

Kérdésiink eszerint felvan oldva mert y értéke 2-
ben van adva; vagy is, ha 2 valamelly e szimnak
logarithmdja adva van @ alapra nézve, akkor y ér-
tékét megleljiik.”

De o’ kifejezés dltal, ha 5 értékét aban adjuk o’
misodik kérdésre is megfeleliink, melly, adva léven
valamelly szam , kerestetik logarithmdja 2
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Legyen @ barmelly szdm, ’s tegyiik , helyibe, lesz
a’ kifejezés szerint
o log e =log a
_(a—1) | (a—1)° (a——i)*
2 3
’s @’ t. ’s igy birmelly szim logarithmdja adva a’
szam dltal egyedil és valamelly e szam logarithmaja
altal.

Ezen sor csak akkor kozelit ha ¢ igen kozel dll egy-

log 4 =loge { +}

hez, de mivel log Vaﬁ% log @ (arithmetika 287)
lesz sorunk

{l;aT..ZH Va—0F , Via—ty
3

1 2

log a=m loge

= _____V(a;——i)* + ’sa't. }

’s ha met elég nagyra vessziik |/ a olly kevéssé fog
1 t6] kiilénbdzni mint akarjuk. :

Ezen sor iltal mir ¢ szamnak logarithmajit meg-
lelhetjiik de nalinal még alkalmasabbakat is fogunk
léni.

102. Feltettiik @ fiiggetlena’ logarithmi alaptél, te-
hit 2’ sor akarmelly mds szamra is alkalmazhatd ’s

lesz szinte igy
=1, 5=’ _ (="
2 2.3 2.3.4
-+ ‘s at. }
’s hf-l itt ¥ helyett 12 irunk lesz

log y = loge {9_1-1—
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; v u w ut
1 1-4-u)=1 {—-——-4—-—-—-—-—— 1 ’.}
og (1-+u) ety z = 4 e
’s ha ut tagadd jeggyel vessziik lesz
v @ w o
1 1—u)=I1 e{— _—— ) ’t.}
og (1—u)=log O e e

»

s’ ha 2’ masodik kifejezést az elsibiil levonjuk, lesz

log (1) —log(1—u)—log +"

— St sl ’ﬁl—: fefe b ?}
—~-2loge{1 +3 +5 +7 -+ ’sa’t.

melly sor sebesebben kozelit.

Egy méginkdb kézelité sorra akadank ha

e
1—u n

mellybél kovetkezik u —
M+

log ( 1 —;—%) = log n%;—z:log (n—{—z)—]og n

=2 log e{mj_z 3 :m—l—z) 5 (2n—|—z) - }

és log (n-+-2)=log n-+2 log 3{2 —l—z e zn+z)

5(273—!— )+ sat}

S’ ezen utoisd sorunk valamelly n#-}-2 szamnak lo-
garithmajat adja = altal, ’s annyival inkdb kozelit
mentiil nagyobb .

Ha p. o0.: =1, a’ kifcjezds igen egyszerii és
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1 1 1
S o
an+1 3 (2n+1)°
4+ ’sa’ t.}

log (n+1)=log n+2 log e {

1 1

5 (2n+4-1)°

melly akkor is kozelit ha n—1, melly esetben
1

= - t.
log 2 210ge{ +333+5.35 73,—!—- ’s a’ }

-+

’s ha a’ sor belsé tagjaibol 8 at vesziink lesz
~ log 2 =log €.0°6931472
hol litjuk log 2 értéke még log e értékétil fiigg. Leg-
egyszeriibb lesz ha, log e—1 nek tesszik, ekkor
log 2= 0°6931472,
’s tudjuk hogy e, elébbi visgilataink szerint Napier lo-
garithmanak alapja.

103. Ha & binomi tan szerint (1 +%) et kifejt

jik, lesz
1 \** 1 | nr(nz—1) 1
14— =1 = oiris <l d B e
(1+2) =tmo—+ 20—

(nx)(m——i)(nw—-Z) 1
1, 2. 8 n®

D) D),
~’sa’t. de minthogy (1 + ;;) [(1 -+ —) ] és
(1+ ;:—)nzl—i—i—l—(i i ?}) 5 (1= )(1 5 E) e

’s a’ t. tehat

o} +’s a't.
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(o Belinss 6= 0-D02)
= 90-D6-2) R

2. 3. 4

melly kifejezéshen, ha nm végnélkiili nagy, tudjuk
a’ tagok -1, E, —3-’sa’t.. .

n
mind semmivé vélnak és

1
8 S S T S T P,
(+n) ++2 23+234 2345

—+’sa’t.

’s ha tobb tagot Oszvevesziink, lesz (1—!—;) érté-
ke mint mdr ismerjiilk —e—=2'718281828359055.....
kozelitve, az az ha n =0, lesz (1-{-5:;) =,
Napier logarithmi alapja.

Mivel ezen értéke enek olly szoros Gszvekottetés-
ben van a’szamok természetével, és kiilonb6zé visgalatok
rea vezeinek, helyesen nevezzik Gt természetes alap-
nak és a’ rajtok ¢épiilt logarithmokat természetes lo-
garithmoknak.

- 104. Ha kifezésiinkben

8 3
—-1+A.r+id—'r—+‘4 —|— ‘sa’t. =1 lesz
2 3
_1+A—+—~4— + ‘43 +’sa’t.

ds ha kifejezésiinkben
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:82 3
e ‘:1—!—.’2:'—!— I-_2,+

A T
128 + AR b=

lesz a—et €))
Elébbi értéke A nak volt

1 1 1
(a—1)— = (a—1)*4 3 (a—1) 3——;(&—-1) *4+%8a’t,

ha most @t olly alapul vessziik, mellyszerint loga-
rithmi tdblat akarnék szerkeztetni, irjunk helyette
n et ’s legyen A értéke, ha p lenne e mutatéja

(n—1) —% (n—1)* 4--;- (n—1) ‘—% (n—1)*+sa’t.

és n—e? (2)
’s itt p, nnek logarithmaja e alapon: mit irunk
log n—=p

Minthogy most mas logarithmi alapot visgalunk
irjuk megkiilonboztetésiil a’ természetes logarithmokat:
L, el és a’ 16bbit mind eddig jeloltik log: al, mint
Ln—p.

Ha p értékét melly

—n—1— % (nu—i)’—!—% (n—1)>— ’s 2’ t.

itt hasznaljuk lesz

logn—n—1—2.(4—1) *+3 (1—1) *— (—1)*+

-+ % (n—1)"— s 2’ t. (3)
’s minthogy log n— log e? —=plog e, lesz

log n=1log e { (n—1) — % (n—1) 2+13 (_n—-1) S

— 7 (=1 s e} (1)
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Itt tehdt log e, @ alapra van vive, ds ugy lat-
szik hogy meg sem taliljuk értékét, de (1) kifejezés
segélni fog benniinket, abban ¢=—e mutatja hogy log.
a=A log e, de mivel minden alapnak logarilhmaja

=1, szintugy lesz A4 log e=1 ’s 1';;;5?21 = log e.
’S igy lesz e logarithmdja @ alapon.’ |

Ismervén A értékét melly

—=a—1— % (a—1) *+ 13 (e—1)°>— s a’ t.

- ez pedig csakugyan a’ termdszetes logarithmaja @ nak,
haszndlvin itt a’ megkiilonboztetést lesz

L% = log e és a’ (4) kifejezés
log n— —1- {n——i-—-l (n——i) Bk 1 (ﬁa—i) T
EN=Ta 2 3

—-Z— (n—1)*4- ’s 2’ t.}

hol a’ korlitokkozti mennyiség n nek természetes
logarithmdja.

1
A’ kifejezés Ta’ mellyel ezen természetes log. sok-

szorozva van, hogy dltala ugyanazen szim loga-
rithmajat @ alapra meglelhessiik, ezen rendszer
moduldjanak neveztetik, és nyilvin # bérmelly érté-
kére nézve ugyanaz, és csupan csak a’ rendszer alap-
Jatdl figg.

Lesz tehit barmelly szimnak logarithm4ja, ha ezen
-modulit M el jeloljiik
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4 4
log n=M(n—1— % (n—1) ”-l—é (n—1) *-

— s e } )
105. Noha ezen kifejezés, tokéletes algebrai felol-
dasat foglalja magdban a’ kérdésnek, mégis adhat-
unk neki olly alakot, melly a’ mindennapi haszonvétre
alkalmasabb; mert ha itt p. 0.: » magyobb 2nel,
maér sorunk nem kozelitd, de minden kovetkezd tagja
nagyobb nagyobb lévén sebesen tavozo vagy szélledd.
Viltoztassuk tehat a’ sor alakjat ’s tegyiik 7z he-
lyett 1+-a, ugy hogy n—1=q legyen , sorunk pedig
log (1—u) —M{ﬂ-'— —0 +—u. Zm 4 ’sa t}
ha pedig a=1—2o lesz
1 1 1
1—o =M{_..a.—_ s " S . }
log (1—2) e ke U

Levonvin az utolsdéb sort az eldbbibdl és szeme-
16tt tartvan hogy

log (1+a) — log (1—o) = log E;: lesz

E
log T _zm{a+~+_ +Z aett, e

ezen sorunknak még egyszeriibb alakot adhatunk ha

1+m—_-- —nek tessziik ekkor g— i_——cé
1—aua c b+

b
log——zﬂ{b:—{c 5 b+c) (f'-H’) ]

+’sa’ t.} (6)

melly sor annal sebesebben kozelit mentiil kisebb a’
b és ¢ kozti kiilonbség.
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Igen alkalmas a’ haszonvéthen a’ két szimot tgy
venni hogy b—c=1, vagyis olly két szimot venni
melly a’ természetes szamsorban egymas melett ail,

b
tudvian hogy log -c—zlog b— log ¢

és hol log b = log%—l— log ¢,
minden szimnak sorban megleljiik logarithmajiit.

106. Hatodik sorunkbél (6) tiistént megleljiik M

1 .
értékét melly —= T mint tudjuk; ha tehat M et
abbél elhagyjuk vagyis a’ természetes logu itiamokra
visszatériink lesz
b b—-c 1,/b—c\? 6 1/b—e\°
—=2 +—(—) +—
L c b+c) 3 b—i-c) 5 \b+c

o

+’s @ t.} (7

- Tudjuk hogy Briggi vagy kézonséges logarithma-
ink alapja 10 vagyis =10, ha tchit M et akarjuk
megtalilni melly eszerint M— .

Lo
10 nek természetes logarithmajit felkeiessiik.

Minthogy  L10=L(2.5)=IL2+L5
a’ 7dik sorban =2 és c-—i tévén lesz
1

L2—-2(—-—I—-§ 3a = 35+ sa t)

szilkséges hogy

’s ez tudjuk
L2—"69314718, ebbdl Li—21.2.

Sorunkban ismét legyen b=5 és c=4 lesz
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5 i 1 1 1
L‘—:2 el S el T T S :
4 {9+3 9% ' 5 9~"+sat}
melly sor sebesen kozelitvén dd, ha L4 hozzi

adjuk
I5—1'60943191 és L5+ L2—1.10—2"30258509

1
4 — —— — — "43429448.
tehat M 7,10

Ha tehit a’ természetes logarithmokrdél a’ kozon-
segésekre megyiink dltal, azokat 043429448 al sok-
szorozzuk, ha pedig kozonséges logarithmokat ter-
mészetieckbe akarunk valtoztatni, azokat 2:30258509-
al kell sokszorozni.

Az illy valtoztatasok gyakorta sziikségesek.

Igy lesz p. o.

L2. M—"69314718 X " 43429448=log2="3010300
és L5. M—1" 60943791 X * 43429448 =log5=06989700
mint a’ kézonséges tablikban.

107. Hatodik sorunk (6) segéde altal tehat bar-
melly szamnak logarithmajit konnyen megtalaljuk
tudvin hogy Mnek értéke 43429448 és 2 M =
*86858896 ’s igy

b—c | 1/b—cN\* 1 ,0—eN®
b+c+§ b+c) "5 b—!—c)

—r—%(::z )7—-’3 a’t. }

A’ miveletet széval magyardzvin, kovetkezo sza-
balyokra talalunk valamelly szam’ logarithmaja ke-
resesénél *).

b
log — = "S68585964 {

*) Az itt elghozott példak és magyarizat Hutton tabellai-
bél vannak véve.
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Legyen b azon szam mellynek logarithmaja ke-

restetik ¢ 2’ b hez legkizelebb, nilindl eggyel ki-

sebb szim és nevezzik a’ két szam Oszvesét (a—1-0)
=m nek.

’S valtozik sorunk kovetkezdbe

log f’.z'sﬁsc.ssssq {——f— E"*_ ; -w—tg--*—-} ;f—;—-**
i

-+ ’sa’ t. }

1) Osztassék ‘868588964 m iltal ,’s a’ részes iras-
sék oda

2) a’ részes osztassék m® vagyis az Gszves szim
négyszege altal

3) ezen madsodik részes osztassék ismét m® dltal,
és csakugyan mindegyik uj részes m® dltal mig
részesre akadunk.

4) Irassanak mindezen kiilon részesek elsétél
fogva végig egymas ali, és osztassanak el sor-
jaban @’ paratlan szamok 1, 3,5,7, 9 ’s a’t. altal.

5) Adassanak Oszve mindezen utolsé kiilon része-

’ - b - e
sek ¢s az Oszves lesz — nek logarithmaja.
c

6) Ha ehez ¢nek a’ kisebbik szamnak logarith-
maja adatik, megleljik log b t.

1) Kerestessék 2 tének logarithmaja, b=2, ¢=1
és m=3 és sorunk
1 1

s P ey e A

log 2— ‘868588964 { i

a’ mivelet pedig. _
12
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3) '868588964 | 1) 289529654. ( "289529654.
9) '289529654. | 3) 32169962 ( 10723321
9) 32169962. | 5) 3574440 ( 714888
9) 3574440 | 7) 397160 ( 56737
9) 397160 | 9) 44129 ( 4903 .

9) 44129 | 11) 4903 ( - 446
9) 4903 | 13) 545 ( 42
9) 545 | 15) 61 [ vsnevin 4
9) 61 .2 =1301029995

log —

1

—+ log 1 = 000000000
log 2 = 301029995

2) Kerestessék log 3,
itt =3, ¢=2 és m=3+2—=5
5) 868588954
25) 173717793 : 1) 173717793
25) 6948712 : 3) 2316237

{
+Mi 2r*—1

1

25) 277948 : 5) 55590
25) 11118 :  7) 1588
25) 445 : 9) 50

18 : 11) 2.

log */, = 176091260
+ log 2 = 301029995°

log 3 = -477121255.

8’ gy barmelly szam logarithmaja konnyen meg-
lelhetd.

108. Ha az els§ szamok logarithmait keressiik, még
ezen sorndl is inkdb kozelité kovetkezendo ;

log x="/, log (.r+1)+ /2 log (x—1)+

3Q2x*—

¢ sEa—ay “t}
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hol z 2’ szim melynek logarithmajit keressik, M
pedig @’ modula ’s mint tudjuk 2’ természeti loga-
fithmokndl —1, a’ kézonségeseknél — 04342941819
Lat ‘. '

Hap. o.: ismerjiik 2,3 és5 nek logarithmajit mar is-
merjiik ezeknek minden sokasai, szdrmazatai, emelései,
részesei és gyokerei logarithmait (Arithm, 252 ¢s283)
mert p. o.: '
log 6= 4log 2+ log 3, log 8=3 log 2, log 16=

= 4log 2,
log12 = log 342 log 2, log 18=log 2 42 log 3,
log20 — 1 -+ log 2, _
log*/s;= log 3— log 5, log V3 — l_og_:s sa’t.
sorunk szerint lesz = '

1 :
log 7:-5103'6 —I—%logS-{-— .
: ; & 2
=y t.
+M( 97 3.9 " 5977 2 )
hol 22" —1=2.7°-1=2.49—1—98— 197 ’sa’t.

log 11:—15 log 10 -}~ g— log12 4 -

1 1 1 N
— - ’s a’t.
g M.{sm 5.24° 5o o0 }

log 13 :% log12 %— log 14 -

1 1 R T
g e Bk t.
+M{337+3.3373+5.3375 L }

: 1
log17—= E:-log 16 —]—2- log 18 +

{1 by Sr }
— } — sa’'t.
1577_”“ 3.577%. 5.577° i

12

=Y
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log 19=—i—log 18+ l log 20 +

1
- R awed
+ 721 3.7214° 5.721’+ o

1 : S
log 23 =— log22 + — log24 4

1 1
M Ea s
o 1057 3.1057%  5.1058*

—I—*sa’ t_.}

109. Ha a’ kérdést megforditjuk, ’s a’ helyett
hogy valamely szam y=—10* kozonséges logarithma-
jat zet fejeznék ki y dltal, x et vesszik bizonyos-
nak, vagyis valamelly bizonyos logarithmahoz tartozé
szamot keresiink, akkor ezeket antilogarithmoknak
nevezziik; de mivel. ezen nevezetben semmi kiilonos
nincs, sziikségtelen is azt hasznilni ’s mi mindenkor
csak szamokrél és hozzdjok tartozé logarithmokrél
vagy megforditva, fogunk beszélni.

'~ Ha p. o.: xnek bizonyos értéket adunk p. o. :
=01 akkor y=10"10=10""
és xnek tovabbi értékei 0'1 és 1 kozt lesznek, 10"10 -
emelesel, p. 0.
10°10, 10%10, 10%0, ’s 2’ t.
tudjuk /10 =10"2=3'162277660=10"%0
ennek 5 tﬁdik gyokere pedig

: V105/m — 10V0 =1 258923412
ebbdl vehetjik

y 10Y10=—=10%20—10"100—1"122018454

L 5
’s ismét V 107/100—=10Y100—=1"023292992.
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’S ennek egymasutdnl emeléseit vevén 1tél 9 ig
megtaldljuk y értékét, ha o 0°01 tél 0.09.

Litszik hogy hasonléképen taliljuk meg azon szi-
mokat mellyek z értékéhez tartognak 001 6l ‘009ig,
*0001 51 0009ig &’ a’ t.

Kovetkezo tibla Dodson’ bél van véve rovideden
's dltala minden log: hoz fartozé szimot megta-
lalunk.
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Aarepg o

log Term. szamok log Term. szamok
09 7943282347 0:00009 1:000207254
08 | 6309573445 8 | 1:000184224
07 5011872336 1 1000161194

06 3981071706 6 1000138165
05 3:162277660 5 1:000115136
04 2:511886432 4 . | 1000092108
03 y 1°995262315 3 1-000069080
02 1'584893192 2 | 1000046053
: 01 1'258925412 1 1000023026
009 1:230268771 0'000009 1-000020723
‘08 1202264435 S 1000018421
07 1174897555 7 1:000016118
‘06 1148153621 6. | 1°:000015816
‘05 1:122018454 5 1°000011513
‘04 1:096478196 4 1:000009210
‘03 1071519305 3 1-:00000690S
‘02 1-047128548 2 1000004605
‘01 1:023292992 1 1:000002303
0'009 1'020939484 0-0000009 1-000002072
008 1-018591388 - 8 | 1000001842
007 1016248693 7 | 1000001612
006 1013911356 6 1-:000001382
005 1011579454 5 1:000001151
004 1009252886 4 1-000000921
003 1006931669 3 1000000691
002 . 1004615790 2 1000000461
001 1002305238 1 1000000230
0.0009 1002074475 |0°00000009 1'000000207
0008 1-001843766 bS] 1:000000184%
0007 1001613109 7 1000000161
0006 1-:001332506 6 1-000000138
0005 1001151956 5 1:000000115
0004 1:000921458 4 1000000092
0003 1'000691014 3 1000000069
0002 1000460623 2 1000000046
0001 1-000230285 ) 1000000023
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A’ kis tibla dltal barmelly szdm logarithmajit meg-
talaljuk, ha azt 2’ legnagyobb emelésével 10 nek
elosztjuk melly benne foglaltatik.
P. o.: kerestessék 2549 logarithmdja.
2549=10% X 2.549.
2'549 hez a’ tablaban legkozelebb allé logarithma
10°*=2'511886432
’s ha 2°549 et eziltal elosztjuk lesz
2'549=10""* X 1'014775177
ehez legkizelebb a’ tabliban
10°-°°°=1'013911386
az elébbi részest elosztvin altala lesz 1000851742
harmadik részesiink ’s hozzavalo log = -0004;
melly keresést addig fojtathatjuk mig az egyesre ju-
tunk, ’s @’ talilt Gszves logarithmok lesznek 2549
logarithmaja. Ha a’ 3dik részesnél megallunk lesz
2549=10" X 10°* X 10°°° X 10"°°°* és log 2549=3-4064.

Valamelly: logarithmalioz tartozé szdmot még kén-

nyebben megtalilunk, legyen p. o.: adva 3°456789,
kerestetik a’ hozza tartozé szim. Tudjuk hogy

ez =108-456799:n
és n —10% xio‘* X10-05 x10-ous X10.0007 XiO—MDW X
Xio_oooaos
az egyes tagokhoz tartozé szamokat felkeresvén
10°* —1000 \
10" —2'511886432
10°? —1'122018454 | ezen szamok sziarmozata
10°°® = =1-'013911386 > —2862'79
10°°°7  =1'001513109| és log 2862"79=—=3456789.
10'°°°%%  —=1'000184224 :
- 10°°°°°°? —1-000020723
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Jegyzek. Hogy azon szamok logarithmai mellyek
5 vagy tobb jegybdl allanak, kozel arithmetikai iriny-
ban vannak (Arithmetika 293) kovetkezokép bizonyit-
hatjuk.

Legyen valamelly 5 jegybdl allé szam @, a’ nalli-
nil egyel nagyobb tehit ¢-+1, tudjuk

log (a+1)—log c:l!:lt;tga_F_1

és utannok kovetkezé két szam
a-+2
“+1
az elsé két logarithma kézti kiilonbség legyen, K a’
masik ketté kozti %, lesz

log (a+2)—log (a—i—l)—log

a—+1
+1 ﬂ+2 a
— k=l “_ = = log ——
K g Cari— %z
a+1
(a+1)* _ | a*+2+1
=log og —————
a(a+2) a(a4-2)
Sl ]
og {1+ a(a+2)
ha ezt sorba fejtjiik Ki lesz
1 1
S Y
K a@a+2) 2a (a+2)”+ L

hol tudjuk M kisebb félnél. (M<E)'

Ha tehat mint feltettik @ 5 jegyi, mar az elsé tag
nevezéje is legalab 8 jegyi, ’s igy K—FAnak nem-
lehet @’ nyolczadik tizedes helyen jelenté jegye, és
kovetkekésképen kozonséges logarithmi tablinkban
hol a’log. csak 7 jeggyel vannak adva K—k=0, vagy

-
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is K=k, az az, ax egymdst kovetd szdmok’ loga-
rithmi kalonbségei (az 5 jegyiiekndl) egyenlék.

110. Gyakorta sziikséges kozonséges logarithmokat
természetesekbe ’s megforditva valtoztatni, kovetkezd
kis tibla segéllni fog barmelly valtozdst eszko-
zélhetni.

Ezen kis tibliban egyszdzad résztél 1ig a’ kozonsé-
ges logarithmok illanak, mellettok pedig a’ nekik meg
felelé természetesek.



i
L

Term log. Klog Term. Tog
.0 * 02302585 *26 59867212
.02 04605170 27 62169798
03 06907755 ‘28 * 64472383
04 09210340 29 ‘66774968
05 11512925 *30 169077553
06 13815511 31 71380138
07 ‘16118096 32 73682723
08 18420681 33 *75985308
‘09 20723266 ‘34 *78287893
10 23025851 ‘35 80590478
11 *25328436 36 * 82893063
12 27631021 87 *85195648
‘13 *29933606 38 87498234
14 32236191 *39 89800819
‘15 " 34538776 40 92103404
16 *36841362 2 *94405989
17 39143947 42 *96708574
‘18 41446532 43 | +99011159
‘19 43749117 44 1:01313744
20 46051702 45 103616329
‘21 * 48354287 46 105918914
22 " 50656872 47 108221499
‘23 *52959457 "48 110524084
24 * 55262042 49 112826670
-25 57564627 *50 1°15129255




I"'K log Term. log Klog Term. log
51 | 1°17431840 | -76 | 1'74996467
52 | 1°19734425 | 77 | 1°77299052
*53 | 1°22037010 | ‘78 | 1°79601637

‘eB4 | 1724339595 | 79 | 1°81904222
55 | 1°26642180 | *S0 | 1°84206807
56 | 1°28944765 | ‘81 | 1°86509393
57 | 1.31247350 | -82 | 1°88811978
58 | 1°33549935 | *83 | 1°91114563
59 | 1°35852520 | -84 | 1°93417148
60 | 1°38155106 | -85 | 1°95719733
61 | 1°40457691 | °86 | 1°98022318
62 | 1°42760276 | ‘87 | 2°00324903
"63 | 1-45062861 | -88 | 2°02627488
"64 | 1°47365446 | -89 | 2°04930073
65 | 1-49665031 | ‘90 | 2'07232658
66 | 1°51970616 | *91 '| 2'09535243
67 | 1°54273201 | 92 | 2°11837829
68 | 1°56575786 ' '93 | 2:1414041%
*69 | 1'58878371 | 94 | 216442999
*70 | 1°61180957 | '95 | 2°18745584
71 | 1°63483542 | "96 | 2°21048169
72 | 1°65786127 | -97 | 2°23350754
73 | 1°68088712 | 98 | 2°25653339
T4 | 1770391297 99 | 2:27955924
75 | 1°72693882 |1°00 | 2°30258509
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A’ tablacska haszonvéte kovetkezd. .

Kerestetik azon térmeszetes log. melly 0.9542425 ko-
zonséges log. megfelel 2 kéi két jegybe osztatik az
adott koz log. balrél kezdve, hozzd vévén a’ tizedes
Jegyet is. Mindegyik két jegybdl allé észtalyhoz ke-
restetik a’ neki megfeleld természetes log. ugy, hogy
minden kovetkezd osztilyhoz két két jeggyel kevesebh
vétetik a’ tablabol, a’ mivelet igy all.

kozons. log termész. log
070 o 2 5 o 5 .2°0723266
B oowl aow o 1243396
R8.: o e a0 s 5526
L 58

klog 0°9542425—term.log 2°1972256 felelet.

Megforditva, természetes log. 2°1972246 hoz melly
kozonséges log. tartozik ?

Itt az adott szimbol mindenkor a’ kisebb vonatik le’
mellé jegyezvén a’ neki megfelel§ koz. log. 2’ maradék-
bél ismét az uj talalt legkisebb log. vonatik le, mig va.
lami marad, az Gszves taldlt tagok a’ keresett kozons.
logarithmok

adva van term. log
2-1972246
—2'0723266 . . 0°9
1248980
—1243396 . . . .54
5584
—5526 . . . . . 24

58
L S 25
0-9542425 felelet.
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111. Gyakorta sziikség van a’ szimok természetes
logarithmajokra, azért adunk itt néhanyat.

TERMESZETES LOGARITHMOK.

Sz. ¢ Term. log. Sz, Term. log,
1.01 00099503 28 1-0296194
102 00198026 29 10647107
103 00295588 30 10986123
1:04 | 00392207 31 1-1314021
105 0-0487902 32 1-1631508
106 0°0582689 33 11939225
1:07 00676586 34 12237754
108 00769610 35 1-2527630
109 00861777 36 12809338
11 00953102 37 1:3083328
12 0°1823216 38 1-3350011
13 02623643 39 1-:3609766
. 14 0'3364722 40 1-3862944
' 15 04054651 41 14109870
16 04700036 42 1-4350845
17 05306283 43 1-4586150
18 05877867 449 1-4816045
19 .| 06418539 45 1'5040774
20 06931472 | 46 15260563 |
2t 0-7419373 47 1°5475625 |
22 07884574 4% ). 15686159
: 2:3 08329091 4.9 1-5862353
| 24 0-8754687 50 16094379
i -25 09162907 51 1:6292405
e 26 09555114 52 16486586
: 27 09832518 53 1'6677568
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TERMESZETES LOGARITHMOK.

B
Sz. Term. log. Sz. Term. log.

- B 16863990 80 2 0694415
556 17047481 81 2 0918641
56 1:7227666 82 | 2 1041342
‘57 1°7404662 83 | 2 1162555
‘58 1-7578579 84 | 2° 1282317
59 1:7749524 85 2: 1400662
60 1'7917595 86 | 2 1517622
61 | 18082888 87 | 2 1633230 |
62 | 18245493 88 | 2 1747517
63 1'8405496 89 | 2 1860513
64 1-8562980 90 2 1972246
65 1-8718022 91| 2 2082744
66 1°8870696 92 | 2 2192035
67 19021075 93 2 2300144
68 19169226 94 2 2407097

.69 1'9315214 95 2+ 2512918 |
70! 1'9459101 96 | 2" 2617631 |
71 © 1:9600948 97 2° 2721259 |
72 1'9740810 98 | 2 2823824 |
7.3 1°9878743 99 | 2+ 2925348 |
74 2:0014800 100 | 2' 3025851 ,
75 2-:0149030 100°0 4 6051702 |
76 2:0281482 10000 6" 9077553 ¢
77 2:0412203 100000 9+ 2103404 |
78 2:0541237 |100000°0 | 11-51292546 4
79 2:0668628 {




VIII. SZAKANZ.

EGYENLETEK.

1 §. Egyenletek kozonségesen.

113. A’ szamirashan mindolly Kkifejezést egyenlel-
nek neveziink Kiterjedett értelemben, mellyben két
mennyiség hasonlitatik; vagyis, az egyenldség’ je-
gyivel iratik.

Igy eléttiink az egyenletek tjak tobbé nem lehet-
nek mert, valamint Algebrink’ elemeiben , szinte
Afrithmetikdnkban is, kezdettél fogva eddig, sziinet-
leniil hasznaltuk az egyenléség jegyét, ’s kovetke-
zéskép , egyenletekkel miveltiink.

Az egyenléség’ értelme minden clme elétt ‘olly
fiszta hogy, birmelly magyarizat azt viligosbdé nem
teheti.

Ha eddigi egyenleteink kozt, ’s azok kozt, melly-
éket folyo visgalatink targyaul kitiiziink , valamelly
Kilonbség van, ez csak a’ tekintetek kiilonbozs léte
altal tAmadhat.

Az- egyenletek’ czélja, kifejexni az ismeretien men-
nyiségeket az ismertek dltal, @ keérdest pedig az ed-
dig eloadott miveletek’ segéde dltal felolduni.
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A’ feladdsok vagy kérdések, kezdvén ezeket a’
leg egyszeriibbeken, gyakorta észvetett s némelly-
kor fonikos tekintetekre vezetnek.

A’ tanulé fébb mive abban fog allani, hogy a’
széval kimondott viszonyait a’ kérdésben forgé men-
nyiségeknek tisztan felfogja és irisba tegye. KEsz-
kozoltetvén a’ feliras, a’ felelet természetesen kovet-
kezik, mert mindazon szereket, mellyek feloldasira
sziikségesek t. i.: a’ kiilonbféle miveleteket, mar to-
kélletesen birjuk.

A’ szamirds legjelentdbb értelme itt tiinik elonkbe
egész hatalmaval.

A’ mathesisi tudomdny, tekinteteivel, tanaival, elé-
addsaval egyediili tulajdonosa egy bizonyos és elkii-
Ionzott nyelvnek. A’ nyelv egyszerii, tiszta, Kiter-
jedett és kizonséges levén, kifejezésére hasonld irdst
kivan. Jegyeit és irdsat mdr ismerjiik.

Valamint az iré, kolté, festé vagy szobrasz, gon-
dolatjat, képzetét vagy idedljit alkotja ’s létesiti,
szintigy testesiti a’ Mathemata minden visgilatait
alakjai altal.

E’ hasonlitis az utolsé lépésre vezet benniinket.

A’ mathesis nem a’ gondolat, sem a’ képzet vagy
idea kovetkezése, de a’ munkilédé ész legnagyobb
erejének foglalatja, ’s igy torzsoke az elme’ minden
dgazatinak. Nincs tudominy, melly annyira kirekesz-
téleg  és szorosan kivainna az emberi tehetség leg-
becsesb részét, annak legtisztdbb Kkifejlését, és annyira
szamba-venné tartés és erés munkajat, mint a’ Ma-
thesis ; nincs tehat tudomany melly , a’ visgilé - ész
vagyainak fontosabb és érdekesb tirgya lenne.
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Meglévén errdl gydzddve, ’s a’ meggydzidés csak
hamar kovetkezik az elémentel, szembetiiné, hogy
a’ szabdjoknak azomnal vége, mihelyst a’ tudomany’
eszkozeit, miiszereit megismertiik, ’s utjokat kijelol-
tik ; kovetkezik a’ miiszerek és gyiijtemények hasz-
nalata, az ¢pités.

Ez az elme korébe tartozik, az elme pedig sza-
bdjokat nem szenved meg.

Az elme munkalodasa végtelen nuancokban mutat-
kozik, de a’ végtelen kiilonb6z6 utakon ugyanazon
egy czélra torekszik. Kérdés, nem hitriljuk e’ eld-
mentét, ha mds utat mutatunk neki a’ helyett melly-
be lépett? Valé hogy igen, és a’ Mathesis, melly
tudomanyt nem ok nélkiil nevezhetndk elmeméré-
nek, évja magit minden erdszakos utmutatistél, ’s
mit tesz csak abban dll, hogy kijeloli, miként jut-
hatunk és jutottunk Kkiilonb6zé utakon a’ czélhoz;
mit annyival inkabb tehet, mert raktira telve van ta-
pasztalissal, de az utvalosztast szabadon atengedi.

Az egyenletek legnevezetesb miiszerei a’ tudomany-
nak, ’s leginkibb is szamba veszik figyelmiinket.
Mindaz mi itt elonkbe fordul, sziinetleni haszonvéte
mindannak mit eddig tekintettiink, visgdltunk, tanul-
tunk. Ezen tekintetbél hagyam az egyenletek’ sza-
kaszat a’ tobbi utdn, noha tetemes része bditran ko-
vetkezhetett volna az alap-miveletek utin, mert elemi
és szemlitomast konnyebb és egyszeriibb, mint né-
melly ezt megelézé. Javaslom is hogy a’ tanuld,
miutin ezen szakaszon kezesztiil ment, visszatérjen
az elébbiekkez . igy konnyen tulajdonava teszi mind-
azt, mi eleinten tin szokatlan lévén eldtte, nem
gerjeszté eléggé figyelmét.

13
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114. Azon egyenletek, vagy inkibb egyenlitések,
mellyeket eddig megismertiink a’ legegyszeriibbek
mert, ezeknél a’ kérdést mindenkeor feleletivel egyen-
litettilk ; vagy mas széval, a’ kijelolt de el nem vég-
zett miveletet , kovetkezésével. ;

Elég alkalmunk volt litni, milly révid az a]gebral
irds, nyelve milly nyilvan, ’s hogy a’ szdbeli ma-
gyarizat semmit sem tod értelméhez, sét azt ho-
malyositja; kivalt ha hoszas mi gyakorta elkeriilhet-
len, -mert nyelviink ’s szavaink csak alkalmaztatva
vannak, s’ nem fejezhetik kirekesztdleg a’kérdés ter-
mészetét, €s csaknem lehetlen szavaink érielmét el
vonva egyetlen egy tirgyhoz kétniink, mint ezt az
algebrai nyelv tokéletesen megteszi. '

Igy p. o. @’ kifejezés A+B—a magiban .igen
egyszerii, ’s azt teszi, & egyenld A és B oszvesé-
vel vagy Kiilonbségével, mint a’ felsé vagy alsé
jegyet vesszilk, de hany szé kellett erre 2

Ha az illy algebrai iras csak egy kissé tobb jegye-
. ket foglal, a’szébeli nmgyaxazat alkalmatlan, :gyp 0.:

_ @’ Vb—c:.r _

" szdéval; adva van hirom mennyiség ¢, ¢ és b, ha
az elso harmadik emeléséhez adjuk a’ masik kettd
kiilonbségének negyedik gyokerét, megleljiik a’ kér-
désben forgé isméretlen x értékét. Igy barmelly
algebrai irds sok szét kivin ’s mi tobb, a’ leg-egy-
szeriibb legérthetobb ’s leglogicusabb magyarizatot.
Gyakorta, mint emliték, ezen magyardzatok elégtele-
nek ’s az algebrai jegyek tiszta értelme altalok szen-
ved. Ki ki érezteti ezt mar csak p. o.: azon val-
tozhatisoknal is, mellyeket az arithmetikai vagy geo-
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metriai aranylatok négy tagjai engednek, ’s melly
valtozasok altal a’ viszonyok viltozatlanul megmarad-
nak, Mennyi beszéd és sziszaporitds van itt a’ je-
gyek egyszerii helyviltoztatisok miatt 2 Melly ho-
szas beszéd adnd viligosan a’ kifejezdst ¢

' m(m—1)

(a—j—x)"f::a‘“—kma“'“im—l — a2t

m(m—1)(m—2) __ . ,
am
1.2.3 e

m(m—1) (m—2). .. (m—r--1)
1. 2. 3 e

-+

ani—r$r+-_+xm

Bdven lesz alkalmunk ezen észrevétet példik dl-
tal tamosztanunk,

Minden egyenlet két részbdl dll, elvilosztva az
egyenldség jegye altal.

A’ két részt tagoknak is lehetne nevezni, de ezen
nevezet azért nem ajanlhaté mert mindegyik rész
tobb tagbél allhat.

Igy p. 0.; A=DB ben az egyenlet két része, két
egyes tag is, de p. 0. az egyenlet kéirésze

a-+br-t-cx*+dx*t-ex* ...
=at+Py—+yy*+3y’+ey'+...
szamtalan tagbél allhat.

Mint emliték, az egyenletek czélja, kifejezni az
ismertek altal az ismeretlent; igy ha egyenletiink

r—x*+cr’*=a’—b*
x az ismeretlen , ’s kifejezve van a, b és ¢ altal.

Sziikséges hogy azon tag vagy tagok, mellyekben
az ismeretlen all, az egyenlet egyik részét tegyék,
masik részében pedig mindazon tagok legyenek, mel-
lyekben ismeretlen tobbé nincs. Szokds, az isme-

13 *
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retlent foglalo tagokat az egyenléség jegyén immen
balra tenni, ’s a’ tobbi tagokat jobbra, mert ezem
elrendelés altal a’ szamito konnyebséget taldl az al-
tal, hogy a’ miveletek kozonségesen az egyenlet
jobb szirnyin, az az, az ismeretes mennyiségeken
torténnek ; feltévén itt hogy a’ szamité jobb kezi-
vel ir. :

Igy ha egyenletink @+ ¢—=a—a*, irhatjuk
r—a*=a+-c.

Ha valamelly egyenletben az ismeretlen tobbféle
emelésen jon elo, azokat rendbe kell irni. Az elren-
delés lemend hatdésigok szerint torténik.

P.o.: azr-+bxr’—ca’t-dz*+ex®+fr’—A
helyett irjuk

ex’ +fr’+dz* +bx*—cx*+ar=A. -

115. Az egyenletek kilonboz6 rendiiek a’ szerint,
melly emelésen vannak benne az ismeretlenek ; és csak-
ugyan, ha azismeretlen nincs magamagaval sokszorozva,
vagyis az elsé emelésen van, akkor az egyenlet elso
rendi vagy eqyszert.

r+ax+brt-cx—A
egyszerii egyenlet, mert = mindegyik tagjiban csak
az elsé emelésen van.

Ha az ismeretlen , masodik , harmadik, negyedik

’s @’ t. emelésen van, az egyenlet a’ szerint maso-
dik, harmadik, negyedik ’s a’ t. rendii.

r*—ar—A
r*—x"+c=B
xt*—1=C

x’—a*+ar=D’s 2’ t.
masodik , harmadik , negyedik és 6todik rendii egyen
letek, és kozonségesen
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o™ *ar=M és a”"t1=N
m és p rendi egyenletek.

Mindezen egyenletekben csak x vétetik ismeret-
lennek , tehit az egyenletek, eqyismeretleni egyenfe—
teknek neveztetnek.

Ha két, hirom, négy vagy tobb ismeretlen jon
elé az egyenletben, akkor annyi ismeretleni egyenlet-
nek neveztetik, hiny illy ismeretlent foglal magaban.
Az egyenletek,

1) r+y=a, x—pY=y

2) x+y—+2=N, ar—by-+cz=D

3) z+y+zs+ov=K, sx—By+yzd—v=E
két, hirom és négy ismeretlent foglalnak sorjiban.

Ha az ismeretlenek egyike vagy masika valamelly
hatésagon van, az egyenlet is azon hatésagn vagy
rendii egyenletnek neveztetik, mellyik az ismeretlen
legnagyobb emelése. :

1) #*—=2*=A

2) x*—y+v=B

3) 2*—2*+y*'=C

4) " —y*4-2°=D sa’ t.
ben az 1) egyenlet masodrendii, a> 2) harmadrendi,
a’ 3) negyedik és a’ 4) m rendii egyenlet.

Ha az ismeretlenek egymads altal sokszorozva van-
nak, ekkor tudjuk a’ terjedség egyértelmii az eme-
léssel, ’s az egyenlet azon rendii, mekkora ezen ter-
Jedség.

xy—+z—y—A, masodrendii egyenlet

&*y-+o=>B, harmadrendii

xyztaez=C és xz*—zy’=D egyenlden har-
madrendiik és

xyzv+a’y—y’s=RB negyedrendii egyenlet.
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116. Emliték hogy két egyenlé valami elem, anyag
vagy mennyiség, mindenkor egyenlé marad bdr-
melly valtozis torténjék mindkettén ha a’ valtozasok
egyenldk. Ezen tekintet vezet benniinket a’ mathe-
sisi egyenldség értelmére, melly egyenldség to-
kéletes és tellyes, a’ visgalatha vett tairgyak tulajdo-
nira nézve: Barmelly értéke legyen az egyiknek,
birhogy valtozzék novés vagy fogyasztds altal az
egyik, a’ masiknak sziikségesképen ugyanazon ér-
técke van, ’s épen ugy kell valtoznia

=« ban p. o.:
barmelly értéke legyen anek a’ két végtelenség kozt,
illito, tagadd, egész vagy tort, szintazon értéke van
a nak.

Bizonyos tehat hogy két egyenlé mennyiséggel
minden kigondolhaté viltozasokat tehetiink a’ nél-
kiil, hogy a’ koztik lévé egyenldséget zavarnék;
alkazmazhatjuk tehat valamelly egyenlet két részére -
minden kivétel és kiilonbség nélkiil, mindazon mive-
leteket, mellyek eddigi visgalatinkban miiszeriil szol-
giltak ’s a’ szamirasnak hatalinas fegyverei.

Tudjuk hogy, egyenlét egyenléhoz adni, egyen-
16t egyenlébdl levonni lehet a’nélkiil, hogy az egyen-
16ség zavartatnék, ’s hogy ha

A=B ugy A*a—B+a.

1) Ha tehdt valamelly egyenlet’ két részihez bar-
melly mennyiséget adunk, vagy azokbol levonunk, az
egyenlet viltozatlan marad.

Ez altal mindazon tagok, mellyek az egyenlet két
résziben egyenld jeggyel ’s ugyan azon mennyiség-
gel allanak, egyszeriien elhagyhaték , mert bizonyo-
san ha,
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r+a—20b-t-c=A+a—2b+c

alkor #=—A. mert a’ tobbi tagok egymast semmivé
teszik aziltal, ha mindkét részbél (4-a—2b--c) le-
vonatik.
. Ha egyenletiinkben z-2¢—A4, mindkét részbél
levonunk 2¢’t lesz x—A—2a, ’s innen kovetkezik
hogy, mindegyik tagot atvihetiink az egyenlet egyik
részébdl a’ masikba, ha azt ellenkezé jeggyel irjuk
oda, ha p. o.: egyenletiinkben

' —2a*+ 0" =A4
mindkét részhez —2a’ ot adunk 4° ot pedig levonunk,
lesz, x*—2a*4-2a*+b*—b*=A+4-2a*—b*
és r—=A+-2a*—b*.

Természetesen kovetkezik, hogy a’ jegyek elviltoz-
tdsa, mindkét rész valamennyi tagjin egyszerre eszko-
zolhetS , ’s ekkor az egyenlet értékét allitébol taga-
déba, vagy megforditva, valtoztatjuk. '

P. o0.: ha egyenletiinkben

r+o*—ar*—a--b*—c
valamennyi tag jegyét valtoztatjuk , lesz
—r—a - axr*=—a—b*4-c
mi azaltal is torténhetik, ha p. o.: minden az egyen-
let jobb szdrnyin all¢ tagokat, balszdrnyara tessziik,
a’ balszarnyan leviket pedig tul. ’s lesz
c—a—b'=axr*—ax'—x
vagy a+-b2*—c—x+x*—ax® mint eléb.

Ha valamelly egyenlet egyik részét minden tagjai-
val @’ madsikhoz tessziik viltoztatott jegyekkel, az
egyenldség jegye utin semmi sem marad, ésp. o.: ha

axr®*—br*+cr—a*+-b*—c¢
ugy, az*—br*+cr—a*—b*+-¢=0
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mi szdéval azt teszi hogy (a°*—+b>—c) az egyenlet
mindkét részébdl levonassék, de
(@*+-b*—c)—(a®4-b*—¢)=0 tehat
ax®—bx®+cax—(a*+-b*—c) is =0.
2) Ha valamelly egyenietnek két részét ugyanazon
mennyiséggel sokszorozzuk vagy elosztjuk, az egyen-

l6ség nem viltozik, mert ha

A—DB ugy Aau—Ba és é E— g
Al [/}

barmelly szim legyen «.

Természetes hogy itt az egyenlet két része értetik
valamennyi tagjival , nem pedig valamelly egyes és
kiilén tag, vagyis, ha valamelly egyenlet barmelly
mennyiséggel sokszoroztatik vagy elosztatik, sziikséges
hogy mindkét részének mindegyik kilon tagja sok-
szoroztassék vagy osztassék ezen mennyiség altal.

Ha valamelly egyenlet’ tagjaikozt tortszamok slla-
nak, ezeket a’ sokszorozas dltal egészekre vihetjiik,
vagy is megszabadithatjuk nevezdjoktél, p. o.: ha

4 3 2
a’ torteket egészekre visszilkk, ha az egyenletet 12 vel
sokszorozzuk, melly ;12 tudjuk 2’ 4, 3 és 2 kozti
legkisebb sokas , ’s lesz
122 12«

P +— 12 4 vagy

3.r—4a+6:12A.
Az elosztis altal valamelly tagot vagy tagokat, ve-
lejaréjoktul szabaditunk, ha p. o.:

3r—A4, a'=§
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és ha axr—a*+b=A ,, .z-—a—i—g = i:.

az egyenletet

2’0 —z*b*=da’+-2ab--b%,
tudjuk egyszeribben irhatjuk kivevén ez egyenld fac-
tort, mert ez egyenli

z*(0* — b?) = (a +-b)*al

most pedig ha #” ot magaban akarjuk irni, az egyen-
letet (a®>—b*) altal elosztjuk ’s lesz
__(a+0b)* _ (a+b) (a+b) _ a+d
T (@—b)  (a+b) (a—b) a—b

’s hasonléképen miveliink barmelly mas példan is.

x*

3) Ha valamelly egyenlet’ két része ugyanazon
emelésre vitetik, vagy abbdl barmelly ugyanazon
gyokér vétetik, az egyenldség megmarad, mert ha

A=B, A~ =B~ é [ A=)B
Az emelést ott haszniljuk ha valamelly tagot gyé-
kérjegy¢étdl akarunk szabaditani, p. o.:
V *=—a—b viltozik = (a—>b)?ba.
A’ gyokérvevést pedig ott, ha a’ hatésig-mutatokat
akarjuk elenyésztetni, p. o.:

" =Abin 2= I}A.

117. Az egyenlet feloldva van , ha egyik részén
az ismeretlen eqyedil dll elsé emelésén, minden
mds eqyebb , ismeretleni’ t6bbé nemfoglalo tag pe-
dig & mdsik részen.

Minden visgdlatink , tekinteteink ’s miveleteink
egyediili czélja tehat az lesz, hogy az ismeretlen vagy
ismeretlenek értékét megleljiik.
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Mint emliték, az egyenleteket semmivé tenni lehet
az altal, ha egyik részt a’ masikbil levonjuk, vagy
mi mindegy ha egyik rész’ tagjait valtoztatott jegyek-
kel 2> masik részbe tessziik, és csakugyan ezért min-
den egyismeretlent foglalé egyenlet’ kozonséges kife-
jezése lehet 2™ + 4 —0, hol 2™, barmelly emelésii
’s barhany, x el egybekotott tagot képviselhet, .4 pe-
dig magaban foglalja mindazon tagokat, mellyekbel_l
az ismeretlen t6bbé elé nem jon, legyenek azok bar-
melly alakban adva; mi végre 4 nak kétféle jegyét
(+) illeti, ez & értékével szoros egybefiiggésben van,
mint az, allité vagy tagado.

Ha tobb egyenlet van adva; ’s mindegyik —0 ér- .
tékre vive, természetes hogy azonnal egyenlék egy-
maskozt, ’s ekkor egyiket 2’ mdsik helyett lehet tenni,
mert ha p. 0.: A—o és B—o sziikségesképen A—=DB
mi széval, egyenlo értéki mennyiségek , egyenlok.

2 §. Egyszerii egyenletek
egy ismeretlennel.

118. Alkalmazzuk eddigi észrevéteinket példikra.

-1) Kivantatik azon szim, mellynek négyszerese hi-
romhoz adatvan annyi, mennyi hiromszorosa 12 héz
adva ?

A’ kérdésben levs ismeretlen legyen x, ennek 4
szerese —4x, harmosa pedig 3x, a’ kérdés szerint
pedig egyenls legyen (42-+3), (3w+12)vel, ’s igy
felirhatjuk egyenletiinket, melly ,

4r -+ 3 = 32 4+ 12.
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: Egybe vévén az ismeretlent mindkét részbél, ’s

szinte az ismereteseket a’ masik részbe tévén, lesz
br —3r —12—3
’s ebbol azonnal kovetkezik az egyenlet feloldasa,
mert 4r—3xr —=x és 12—3=9, hol az ismeretlen
egyediil all egyenlitve értékével. Ezen értékét xnek
(@ 9et) egyenletinkbe tevén, annak valésiga myil-
van, ¢€s
4.9 43 = 3.9+ 12 vagyis 39 — 39.

2) Két ember Gszvesen 100" éves, egyik 40 évvel
ifjabb a’ masiknal.

Kérdés mennyi iddés egyik egyik 2 ;

Ha az egyiknek korit ismernénk: ebbdl 2’ masiké
természetesen kovetkezne , mert a’ koztik 1évé kii-
Ionbség 40.

Ha az oregbiknek évei sziama x, az ifjabbiké
o—40, ha az ifjabbik kora x, az oregebbiké x40,
’s mind ketté Gszvesen —100.

Ha az oregbik kora &, lesz egyenletiink

x + (z —40) =100.

Ha pedig az ifjabbik kora x, akkor

x + (z + 40) =100.
Az elsé egyenlet adja 22=100+40 és =70 az
oregbik idejét, mellybdl kovetkezik
xr—40 =70 —40 =30
az ifjabbiké; a’ masodik egyenletbil jé
22 =100 — 40 és =30
az lfjabblk kora, ’s beléle
' & -+ 40 =30+ 40 =170
az oreghiké, Gszvesen pedig 70— 30 = 100.
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Ezen kérdés litjuk nincs kirekesztéleg a’ szdmok-
hoz kitve és kiozinséges tekintetet enged, vagyis a’
szamok barmellyek lehetnek. Tegyiik a’ kérdést k-
vetkezdleg.

3) Legyen két szémnak Gszvese @, kiilonbsége b,
kivantatik a’ két szam? Vagy mondjuk; ismervén két
szam’ Bszvesét és kiilonbségét, megtalalm beldlok a’
két szamot ?

Ha a’ nagyobbik szam 2, a’ kisebbik .'L'—-b a’
ketté pedig egyiitt ¢, ’s igy egyenletiink

r+r—b=a, és 2r—a-1-b
a+b __a b 1 1g
2 73 $°°%
mint 2’ nagyobbik szam; ebbdl kivetkezik tiistént 2’
kisebbik melly z—b& vagy is
Ly T G Wil o
2 2 2 2 2

Széval pedig a’ felelet. Ha két szimnak szvese
és kiilonbsége adva van, 2’ nagyobbik egyenlé a’ fél-
oszves és fél kiilonbség bszvesével, a’ kisebbik pedig
egyenlé a’ fél Gszvessel levonvan ebbél a° fél kiilonb-
séget, vagy egyenl§ "a’ fél Gszves és fél kiilnbség
kozti kiilonbséggel. Ezen kizonséges kifejezésre va-
lamint azokra mellyeket jovében fogunk megismerni,
barmelly kiilon kérdést alkalmazhat a’ tanuld.

¢bbol =

4) Két forrds onti vizét valamelly edénybe, ha az
egylk 2'/, éraig foly, egyediil megtolti az edényt, de
a’ masik dltal egyediil csak 3%/, ¢ra alatt telik. Kér-
dés mennyi id§ alatt telik meg az edény ha mmdket
forrasbél egyszerre foljik a’ viz 2
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Jtt az idé ismeretlen, ’s legyen 2, de mivel ezen
kérdés- is kizonséges tekintetet enged, legyen az elsé
forras orainak szdma ¢, a2’ masodiké b; igy fog az

elsé forrasbdl egy ora alatt folyni t—:~, a’ masodikbél
—;’-, mindegyik forras foljni fog x ideig, az az

1 . 1
IX— €8 & X —
u b

.y ’ s 4w r ,
ideig, ’s két mennyiségink — ¢és
a

;f kifejezi mindegyik forras idejét; ezeknek Oszvese

megtolti az edényt, ’s csakugyan megtolti egyszer, és
egyenletiink

T &
;—I—;—i

sokszorozvin ab vel az egyenletet jon
bx+ar—=ab ’s innen x(a-+-b)—ab

ab

a-+b
& ezen értéke kozonségesen felel minden kiilonos-
kérdésre , és széval kovetkezden; sokszoroztasseék
az adott két idé, és @ szdrmozat osztassek el
ugyan ezen két idonek Oszvesével; a laldlt re-
szes azon idé , melly alatt az edény megtelik :

és r—

Alkalmazvan ezt kiilonos példénkra lesz, mivel

& 75 50
21/ X3° &_“_X"‘_“S— s 2 /z+33/r—~?

2, X3% _ 15  50__75_3

—aN 18 B8 50 2
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Az illy kifejezést symetrikainak nevezziik, mert
itt mindegy barmellyik betiit vagy iddt tesszik- egyik
vagy masik forris helyibe, a’ kovetkezés valtozat-
lanul ugyan-az. (Arithm. 203).

5).Az atya 40 esztendds, fija 8; hdny év lefojta
utdn lesz az atya hiromszor annyi idés mint fija ?

Legyen az ismeretlen idé 2, ennek lefojta utin
lesz az atya 40 -, fija pedig 8 + 2, mivel pedig
az atya kora 3 szorta nagyobb mint a’ fiué, lesz
‘egyenletiink :

x—+40=—3 (r+S)=3x-+24 ¢s tovibb
3r—ar—40—24, 22=16 és x—8
’s 8¢év mulva lesz az atya 48, a’ fiu 16 éves, mert
404+-8=3(8-+8).

Legyen kozonségesen az atya’ kora a4, a’ fiué 4,

’s lesz elébbi kérdésiinkhoz hasonléul

r-+a=3(x+0b) ésx— &—3b

]

’s ezen kifejezés minden értéknek megfelel.

Tegyiik fel hogy az atya 40., a’ fiu 18 éves vagy
legyen =40 és b=18, kifejezésiink adja
 40—54

— =—7

tagadé értékét.

Az illy kifejezésekre gyakorta fogunk jutni ha a’
kérdésben valami ellenmondas fekszik: de nem le-
het azonnal kivetkeztetni hogy a’ feladas helytelen,
mert az algebrai feloldis a’ valéra igazit benniinket.
Csakugyan itt = —7 tagadé értéke ad az atyinak
40—-7—33, a’ fiunak pedig 18—7=11 évet, ’s azt
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mutatja hogy 7 évvel exeldtt volt az atya eppen 3
szorta annyi éves mint fija.

Ha a’ kozonséges kifejezésben ¢=—3b, akkor x—0
és sem jovendo sem elmult idé nines, de az atya
épen. most haromszor annyi idds mint fija.

Még kozonségesb kérdésink, ha az atya” ideje
barhdany-szorta nagyobb mint fidjé, p. o.: m szer
nagyobb, és ekkor

a+x=m(b-x)=mb-+mz és
a—anb
m—I1

mr—r—a—mb, és r—

mert mr—r=rx (fm—i.)

6) Az erszényben bizonyos szimu aranyok van-
nak, A kivesz beldlle kettét és hatodrészét annak mi
megmaradott , ezutin B vesz ki harmat ’s hatodré-
szét a’ megmaradott daraboknak, igy A szintanyit
vett ki mennyit B; kérdés hiny darab volt az er-
szényben ’s mennyit veit ki Aés B?

Ha az erszény tartalma 2 darab, kivevén belile
A kettét , marad 2—2, ennek hatodrésze a_'€_2 o
" maradék természetesen Otszor ennyi, az az
5xr—10

6
ha ebbol B harmat elvesz, marad

- (.1.'—2) mi

ennek hatodrésze pedig mellyet B ismet elvesz
5r—28
36
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r—2
ot

Kivett tehat 4, 2

5r—28

’s minthogy feltételink szerint ezen két mennyiség
egyenlé, tehat

r—2 5xr—28
24— =3 P
g 6 £i 36

sokszorozvin az egyenletet 36 tal jon,
72+-6x—12—108—+5xr—28, elrendelve
62—50—=108—72—26-+12 ’s ebbsl £=—20

vagyis az erszényben 20 darab arany volt, ’s mind-

egyik 5 6t vett ki, mert

72

36

-

2+1—68—=5 és 3 =b5.

7) Egy bizonyos kétjegyd szamban a’ jegyek osz-
vese 6. Ha a’ szamhoz 18 adatik, 2’ két jegy meg-
forditva all de 6szvese mégis 6 marad. Kérdés mel-
lyik szam ez ? 3

Ha a’ tizes jegyet wnek nevezziik, az egyesek
jegye 6-—x, (mert a’ tizes és egyes jegyek Gsvese 6)
megadvan x nek helyértékét lesz 10x 46—, @’
keresett szam.

Ha ezen szamhoz 18at adunk, lesz megforditva
az egyesek jegye &, a’ tizeseké 6—x, ¢s az uj szam
10(6—x)-+x , ’s mivel a’ két kifejezés egyenlé ha
az elébbihoz 18 adatik, egyenletiink

102+-6—x+-18=10(6—=z)+x -és bszvevéve
, 18x=36 vagy =2
a’ tizes helyen dllé jegy tehit =2, az egyes pe-
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dig 6—2—4 a’ keresett szam 24, ’s viltoztatva
24-1+-18=42.

8) - Valosszuk el 720 at olly hdrom részbe, hogy
a’ legnagyobbik 80 nal, a’ kozepsé 40 el legyen na-
gyobb a’ legkisebb szimnil.

Szembetiiné hogy, ha a’ legkisebbik szim =z,
2’ masodik x40, az elsé pedig 2180

az egyenlet 3x1120=720 és =200
a’ harom rész 200, 240, 280.

Kozonségesen véve a’ kérdést, legyen @ azon
szdim, mellynek hirom része kovetkezoképen dlljon
egymaskozt, a’ nagyobbik ’s kisebbik kozt legyen a’
kiilonbség b, a’ kozép és kisebbik kozt ¢; ’s lesz
@ killonos példival megegyezdleg, a’ kis szam x,
a’ nagy x—+b’s a’ kozép x+c¢, a’ szdm pedig ¢és
egyenletiink

i C
32+-b4-c—=a ’s innen x—= =

honnan a’ masik ketté kovetkezik.

9) Osztassék el 14250 hdrom részre, ’s ezen ré-
szek azon arinyban ailljanak egymaskozt mellyben
a’ szamok 3, 5, és 11 dllnak, vagyis legyen az el-
86 rész a’ misodikhoz mint 3az 5hoz a’ harma-
dikhoz pedig mint 3 a’ 11 hez.

L. r L - - 5m
Ha az elsé rész x, lesz a’ masodik 3:5r=x ;: ———

a’ harmadik pedig
1Mz

3:11=x:=——, ’s a’ harom rész

11
- ———i—-—f-— 14250, innen

14
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14250 '
3r--16x=19r=—14250 és a::-—i-g—-:2250

az elsd rész tehat  £=2250

a’ masodik e s B 3750
3 3
: 11 11.225
a’ harmadik —3—:”: : o — 8250

Kozonségesen. A, mennyiség olly harom részre
osztandé, melly m, n és p arinyban 4ll egymas-
Kkozt: lesz az egyenlet

+1‘b.2‘+3’$ —mr-nr-pr—= (?n_}_n_[_p) —mA.
_ md
T m-tntp

(Arithm. tarsasagi szabaly.)

Emlékezni fog a’ tanulé, hogy mindezen eddig
eléfordult kérdéseket csupa arithmetikai tekintetek al-
tal is feloldottuk, ’s csak azért ismételjiik itt azo-
kat, hogy az Algebra kozénséges mivelete inkdbb
szembetiinjék.

10) Adva van az egyenlet
wa ke A, B-w)

3 5 ., 10 6 ‘,;-' '
kerestetik & értéke 2

A’ nevezdk 3, 5, 10 és 6 kozt, 30 a’ legkisebb
sokas, sokszorozvan 30 al az egyenletet, lesz
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30z, 60r__210 9060

3 5 10 6
10r+12r=—21—15-4-10x
12r—6 és x— 6— = -1-
12 2
és czen értéke z nek az egyenletnek eleget tesz, ha

azt & helyibe irjuk, ’s lesz
‘_/2__!_ 2. __ 1 32"

3 5 10 6

2 1 1 7 2 1n 22
a —_— — e e — . —_—
& %% 1o 6 " @0

Vegyiink a’ szimok helyett betiiket, ’s irjuk az
egyenletet szinte ezen alakba: ’s legyen p. o. az
egyenlet

x br d (f—yx)
—_—t = —— 2
a c e h
hol elébbeni példinkal megegyezdleg
a=3, b=2, ¢=5, d=7, e=10. =3, g—2 és
h=6.

Az egyenletet aceh val sokszorozzuk, mint a’

nevezokkozti legkisehb sokassal, s lesz eldszor is

& (uc:h o, abeeh ) __acdeh __ (acefh—aceghx)

c e h
vagy & (ceh+-abeh—aceg) —acdh—acef
el 200 a0

ceh-abeh—acey.

Ezen mivelet tokéletesen ugyan az, melly volt
kiilonés példinknil, de a’ betik tisztabban mutat-
Jik, miként jének egybekotésbe a’ mennyiségek.

14 *
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Ha a’ betiik helyeit felveit szam értékiket tes-
szilk , jon
3.5.7.6—3.5.10.3

T = 510643.2.10.6—3.5.10.2
3542 180 1
39906 .30 9

mint elébb.

11) Melly szamhoz kell 56 ot adni, hogy akkora
legyen mint 200 ha ebbdl a’ szimot kétszer le-
vonjuk 2 '

Ha a’ szdm o, £-+56—=200—2x ¢s
3r—144 vagy x=—48.

A’ szamok helyett betiiket tevén , lesz kérdésiink
rt+a=b—cx

barmelly legyen @, b és ¢ értéke ’s innen

12) Négyen fizetnek Gszvesen 5214 forintot. B
kétszer annyit mennyit 4, C pedig annyit mennyit
A és B oszvesen, I végre annyit, mennyit B és
C Gszvesen. Mennyit fizet egyik egyik ?

Ha A fizetése x, lesz B fizetése 2, C fizetése
x+-2x és D fizetése 2x+-3x=>5x , az oszves fize-
tés pedig

r+2r+-3w+-5xr=>5214, Mr=>5214, r=474.

13) Ha férfiak és asszonyok, vagy kozonségesen
kétféle munkasok kiilonbozden részesiilnek valamelly
hérben.
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Szinte ha, kétféle tagjai valamelly tarsasagnak
nem egyenloen részesiilnek a’ nyereség vagy vesz-
teségben.

Adva van a’ személlyek’ Oszvese, adva van a’ fel-
osztandé mennyiség ¢s egyes része a’ kétféle nem’
vagy tagnak, ismeretlen tehit egyediil hiny személy
van egyik vagy masik memben vagy hany tag, a’
kétféle részesilék kozt. A

Legyen a’ személlyek oszvese A.

A’ felosztandé pénzmennyiség B.

Az egyik osztozé fél’ szama a.

A’ misik félé.............. b.

Kérdés mennyi volt 4 ban egyik és masik oszté-
félbiil 2

Ha az egyik osztalyt x el jeloljiik, a’ masik 4—u.

Osztozik tehit Bhen az egyik fél ax el , 2> mi-
sik H(4—x) el ’s az egész pénz mennyiség

B—az+b(A—=x)
a—>b ’ a—b
hol a’ betik helyibe birmelly szamokat irhatunk,
mert ha a’ feltételnek eleget nem tesziink, a’ felol-
das megmutatja.

Alkalmazzuk erre kovetkezd kérdésiinket.

45ember volt a’ vadaszaton, fejér és szines, 16t
tek egyiitt 327 vadat, mindegyik fejér hatot 16t
mindegyik szines kilenczet. Kérdés hany fejér és
hany szines volt a’ vaddszaton 2

Legyen a’ fejérek szima x, lesz a’ szineseké
45—, :
és  327=6a+9(45—zx) =6xr+405—I9x
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3r—405—327="18 ’s ebbdl
=26 a’ fejérek’, 45—26=19
a’ szinesek’ szama,
Alakunk szerint pedig egyenesen
_ 327—45.9 _ 321—405  —18

=== — = —— 26
6—9 6—9 =3
45.6—327 270—327 —57
A—r—45—mg—a ——— —  —  _ — —19
6—9 6—9 —3

Természetes hogy a’ 4 mennyiség kozott barmel-
lyik lehet az ismeretlen, ’s két egyenletiinkbdl
x(a—b) =B—Ab és
(4—z)(e—b)=Aa—B
mindegyiket megleljiik ; tegyiink itt x helyett Ct lesz
tobbi értékiink sorjiban

B—C(a—b)
Gk Sk
B== C(a—b)+A4b
s B—Ab+Ch
C
- C

14) Vesziink valamelly portékdnak tébb mazsajat,
fontjit vagy réfét; vagy valamelly baromnak vagy
barmelly targynak szimit vagy darabjit, és ismet
eladjuk. Kerestetik vagy az Gszves arr, vagy a’ nye-
reség, vagy a’ darabok’ szima.

Tegyiik fel hogy a’ darabok szima ismeretlen.

Vesziink pedig @ darabot ¢' forinton, és eladunk
b darabot b' forintért, nyeriink ¢ forintot az egész
szamon , kérdés hany darab volt x 2
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1 " : B 1
egy darab vevdarra %, oszvesen volt —:}
y oy bl e - 1
»» 3 eladasiarra 37 Jott bé 6szvesen ﬂ
az utolsé ¢ vel nagyobb ’s egyenletiink,
1 1
za ab' abc
—tC=— T —=——" _
b ab'—a'b
15) Bizonyos mennyiségii pénzt kétféle aprébb
pénznemivel kell kifizetni. Legyen a’ mennyiség
=1, Az egyik nembél ¢ darab a’ masikbél b da-
rab teszi az egészet; de kivantatik hogy 6szvesen a’

kétféle ¢ darab legyen. Kérdés hiny kell minde-
gyik nembgl 2

Ha az egyikféle x, 2’ mdsik c—a, az elsdbiil
kell % a’ masikbol (%—‘E ’s @’ két rész egyiitt =13
egyenletiink pedig, .

'2._}.___0___&_:=1, ;L':a_(éj_) és c—o :é(ﬂ——a)

a b b—a b—a

16) 80 lépést tett mar A, midon B utinna indul;
A hirom lépést tesz mig B kettst, de B 1épései

mégegyszer akkordk. Kérdés, hany lépést tett A
addig mig B elérte 2

Ha A 1épései szima x, B 1épései szima */,z
mert csak két harmadit teszi A 1épéseinek, de
minthogy B minden lépése kétszer akkora mint A4
lépése , éricke kétszer */,a vagy — —4'33- ’s  ekkor
elérvén At ki 2--80 lépést tett, egyenletiink
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b ..
r—+80= 3 adja =240

tett ¢’ szerint 4 80 lépés utan 240°t ’s Gszvesen
320 lépést, B pedig 160 at, ennek felét.

Legyen p. 0.: B lépéseibél m annyi, mennyi A4
1épéseibil n, igy Bnek */;x 1épése annyi, mennyi

n 2 ., , .
Anak’; e lépése, és

2n

ﬁx-_—SO—Hc » &(2n—3m) —=240m

“ 240m

Ssr=—

2n—3m
Tegyiik fel most hogy m=3 és n=4 lesz
3.240
= —— = —T20

8—9

tagadé szim. Ertelme ezen kifejezésnek szembetiing.
A elél van 80 lépéssel, ’s hirom lépést tesz mig
B kettét, azen feliil hirom lépése Bnek akkora me-
kora 4 lépése A nak, tehit A sebesebben halad ’s
B 6t soha el nemérheti.

Ha tehat itt kérdezziik mikor éri el B, At ha ez
sebesebben megy, tagadé Kkifejezésiink arra visz vis-
sza, mikor volt 4 és B egyiitt, ’s megmutatja
hogy egyhelyrél indulvan 720 lépés utan A4 80 at
nyert B'n.

Ha példankban m=2 és n=3, A két 1épést tesz
azalait mig B hirmat, de mivel feltétink szerint
A nak hirom lépése akkora, mekkora B nek két
lépése , sebességek egyenld, az az, A és B orokké
egyenlé tavolban lesz egymastul, mert itt
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240 240 240
Ao o= 0 s
’s ezen végtelenség jegye azt mutatja, hogy soha B

el nemérheti At ha ez eldtte indult meg.

x

Azon kérdéseket, mellyeket az egyszerii egyenle-
tek altal oldunk, az arithmetikai miveletek altal is
feloldhatjuk. De mint emliték a’ kzonséges tekin-
tetek csak itt taldlhatnak helyt, ’s azért vegyiink
még egyet; a’ tanulé ezek utin konnyen szerkezhet
kiilonb6zo példakat.

17) Visgiljuk eldlegesen, miként lépnek az ismeit
mennyiségek jegyeikkel valamelly kérdésbe.
Ha a’ két kifejezést
2 2

%.‘.ax.::a.—bm_ -—!-—ﬂr—-'b €s

2 2
—%——ax: g;—a—b tekintjiik
latjuk hogy @’ masodikban -}-a helyett —a van téve
a® pedig természetesen allité marad.
Az elsé egyenlet feloldva, adja
__a’—ab+b*
T d—ab
a*+ab+-b*
Y
a*—ab
’s itt is -a helyett egyszeriien —at irtunk.

2’ masik

Szinte igy ha az egyenletben
aa_b3 2 2
—a*+ab-+b* ban
a—b

~+b helyett —bt irunk, lesz
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a’+ b
a-+b
egyenesen bhizonyit: és kozonségesen ha, hirom
mennyiséget @, b, ¢ bizonyos jegyekkel p. 0. —-a,
—+-b, ¢ vel vesziink ’s ezek xnek kovetkezd érté-
két adjak

—=a*—ab--b%, mit az elosztis

b*—4ac
==
at+c—b
a’ jegyek valtoztatasa dltal, kovetkezd értékeket vesz
fel x

: g br— 4ac
ad pedig +-a-+b+e, xr= e b
ey, e TN
a—c—b
FEAE SR b+ 4ac
; a—c—+b
b*— 4ac
—a--b—ec, m_m
e 4ac—b?
b—a—c
—a—b—c, = Sy
b—a—c
4ac — b*
A
a-t-c—b

hol 2’ kifejezések helyes 1étérél a’ tanilé biztosithatja
magit.

Forduljunk példinkhoz.

18) Két utazé ugyan azon iddben indul kiilonbdzé
helybiil, valamelly két viros kozt vevén utjokat, se-
bességek kiillonbozd, kérdés mikor, ’s az ttnak mel-
lyik pontjin taldlkoznak 2
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SzembetiinG hogy a’ kérdés attél fiigg melly irdny-
ban haladnak , egyenloben € vagy ellenkezében, ’s
mellyik megy sebesebben ’s mennyivel ’s a’ t. de
latni fogjuk hogy mindezen tekintetek ugyan azon egy
kozonséges kérdésben foglaltatnak, ’s hogy csak a’
mennyiségek jegyei valtoznak.
Hogy kérdésiink tiszta és egészen kozonséges le-
gyen, adjuk fel az itazokat is, ’s vegyiink két mozgd
pontot valamelly uton.

Legyen p. o.: egyenes vonalunkon
A B H
G — f——f~——1
CD azon ut, mellyen a’ két pont A és B mozog, a’
két pontnak indulé helye ott hol A és B a’ vonalon
allnak, H pedig azon pont mellyben A és B talalkoz-
nak, legyen toviabba p. o.: egy ¢ra alatt 4 sebessége
m, B sebessége n, és végre azon tér melly 4 és B
kozt van a, vagyis AB—a.

1-6 eset. Mindkét pont egyenld irinyban mozog C-
t6l D felé, és m>n: igy B és D kozt p. o.: Hban
@’ két mozgé pont oszveiit. Legyen A tutja AH=u,
’s mivel A ugyanazon idé alait ér At6l Hig, melly
alatt ér oda B, lesz B utja BH—=ax—a; minthogy

i pksats GE
pedig A sebessége 1 6ra alatt m, egész idejét =
Y figiaiss 2 i agy == .
ora fejezi ki, szinte B idejét ora, vagyis a
r x—a
k’t . l” ld " - = l'
€t egyenld idé — == gy

ma %
r— mint elébb = AH, és
m—n
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nae
m—mn
[/}
m—nmn

4 o

az elmultido pedig%:

2-dik eset. Az irdiny maradjon, de Bsebessége legyen
nagyobb mint 4 €. Ekkor ha kiilonbozs helybdl
indulnak és 4, B utin van, soha sem talilkozhatnak,
-mert B inkib inkdb tivozik Atél, de van eléttik olly
egy pont mellynél csakugyan egyiitt voltak. Legyen
ezen pont A és mint elobb

C—t—— D
H A B

AH—x, ’s mivel B ugyan azon idé alatt HB {itat
teszi, HB—=x-a lesz szint igy

r xt+a ma
= ) ‘Fagy = ooy
m n n—imn
na 8a: wima a
é at+a=——,% a lefojt idé :
n—in n—im

3-dik eset. Ha A és B megforditott iranyban I)tél
C felé mozognak, és B sebesebben megy mint A,
@’ talilkozds helye ugyan az melly eléb volt, ds a’
kifejezések valtozatlan megmaradnak.

4-dik eset. Ha az irany DC' és 4 megy sebesebben
mint B, az elsé esetre joviink vissza, mert csak az
ut’ irinya valtozott.
5-dik eset. Ha a’ két pont ellenkezd utat vesz p. o.:
Amegy D, B pedig Cfelé
¢ = = D
y: | H B
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Itt barmellyik haladjék sebesebben, H mindenkor
A és B kozzé esik, ’s ha ismet
AH—=z és HB—=a—x
r __a—x , ma

azért —_= és & —
m n m-+n

na o uae b
a—r= ’s a’ lefojt ido .
m—-n

m—-n
6-dik eset. Ha az utat itt megforditjuk, és A in-
dul Cnek, B pedig Dnek, egymastul eltivozvin,
egyiitt 1ét6k az elott volt Hndl A és B kozt. ’S ezen
eset szintugy ellenese az 5-dik esetnek, mint ellenese
a’ negyedik az elsének, a’ harmadik pedig a’> mdso-
diknak.
Ha ezen 6 esetet 0szvevessziik, kovetkezd kiillonb-
ségekre talalunk.
Feltét. H illhsa. AHértdke. BHértdke. Talilkoz. ideje.
{Ctﬂ’lDfelé BésD ma na a
A sebessebb Bnél kozt m—n m—n m—n
utinna.
C'tél Dfelé AésC ma na a
A lasabb mint B, kézt n—m n—m n—m
eldite,
{D tél Cfelé AéC ma na a
A lasabb mint B, kozt n—m n—m n—m
utanna.
Dtél C felé BésD ma na a
Asebessebbmint B, kézt m—n m—n wm—n

: eldtte.
k {A megy D felé AésB ma  na a
B, Cfelé kozt m-+n m4n m-+n

utanna.



222 EGYSZERU EGYENLETEK EGY ISMERETLENNEL.

s {A megy Cfelé AéB ma na a

B, D felé kozt m—+n m4-n m4n
eldtte.
De mintho - % és ugyan azon
& F m—n n—m "
mennyiségek valtoztatott jeggyel, mert
n—m=—{(m—n), i = g
= » &Y m m—n
ma ma "
€s szinte PER.... S PR latjuk hogy az
n—m m—mn

elsé és misodik eset esak abban kiilonboznek, hogy
az elsében AH jobbra, a’ mdsodikban pedig balra
esik, ’s igy AHnak alakja kiilonbozd és az elsében
ma ma

, @’ masodikban — ——— | szinte mivel az
m—n m—n

Oszveiités vagy talilkozds ideje az indilds utdn, a’

masodikban eldite volt, az elsé =4 a’ masik
m—

va A
m—n & am

Szintezen észrevétek alkalmazhatdk a’ harmadik és
negyedik esetre. Igy leljiilk meg mindegyik kiilonos
esethl valamennyit a’ jegyek egyszerii valtoztatisa
dltal, mint a’ sebességek és az irinyok viltoznak.

Ha p. o.: valamellyik felelet tagadé, mint 28 s
n—im

; e ma
ekkor n>m és a’ kifejezés —
n

be valtozik, jele

hogy a’ mennyiség mellyet képvisel, irinyaban ellen-
kezd a’ felvett esettel; ha p. o.: AH vonalat képvi-
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seli, jele hogy ez most baloldalra esik, ha az eliit
a’ jobbon volt; ha az Oszveiités idejét adja, az egyik
esetben ez, az indulis elétt, a’ masikban, utanna
tortént.

Ha m=n, vagy is a’ két pont’ sebessége egyenlé
r = %@ —oo a’ két pont soha nem talilkozhat; ha
6=0 és m—n a’ két pont mindenkor egyiitt van,

ma
m—n
vében megismerni fogjuk.

’8 it

= —3— kifejezés mellynek értelmét, jo-

3 §. Egyszeri egyenletck
két ismeretlennel.

119. Az egyenletek’ felirasa, két vagy tibb isme-
retlennel, szinte ugy torténik mint eggyel, ’s erve
semmi kiilonés szabaly nincs.

 Két ismeretlen kozti egyenlet’ kozonséges Kkifeje-

zése lehet
ax + by—=c vagy ax-by-- c=o.

Egyenletinkben axr—+by—c szembetiiné hogy x és
ynak végnelkiili értéket adhatunk, és a ’s b sokasaik’
oszvese mindég ¢ lesz.

Példankat kiilonozvén, ¢, b és ¢nek szam értéke-
ket adhatunk ’s kozelebbrél tekinthetjik az esetet:
legyen egyenletiink

S5x 4+ Ty = 43.

Barmelly értéket adjunk itt az egyik ismeretlennck,

sziiksegeskép olly értéket kell 2’ madsiknak felvennie
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hogy az egyenletnek eleget tegyen, az az hogy 5z
€s Ty Oszvese 43 legyen.

Hogy pedig p. o.: znek minden kigondolhaté
egész, tort , dllité a’ vagy tagadé értéket adha-
tunk természetes, mert hozza képest fog y érteke

valtozni.

Ha az illy két ismeretleni egyenletben az egyik-
nek valamelly értéket adunk, a’ masiké is kovetkezik,
’s ekkor az egyenlet feloldva van.

Tegyiink példinkban 2 helyibe némely értéket, ’s
lassuk miként viltozik y értéke.

ha z— 1 az egyenlet 5-4-7y—43 és y=££:7_—5-
= 2 % 10+7y—43 ¢€s y=43—:—}2

& T B 15-4+-Ty—43 és y=43""15
r— 4 5 _ 20--7y=43 és y=43_20

s a’t, ’s 2’t.

r——1 »y W — 5—1—7_1;:43 és y:és_:5
r——2 »  —104+Ty—43 és y=43+m
el o Byl byt
P " 43-1-20

—20+7y=—43 és y=——

’sa’t. 'sa't.
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1 5 . 43—"/,
r= '/, azegyenlet’/,+-Ty—43 és y— Fr—

e YL o5 5/aTy=A43 és y:43_5/2
= % 5 fi+Ty=43 és y=43'—_:/1-
r—= '601 ’ _'005+7y=&3 és y:lf'—Tm?
ar="0001 »  "0005+Ty=43 és y:&_?w

'sa’t. ’sa’t.
’s mindezen értéke ¥ nak megfelel az egyenletnek,
ha & értéke elére, mint itt, felvétetik.

De litnivalé hogy az illy egyenlet két ismeret-
lennel bizontalan , mert végnélkiili sok feloldast en-
ged, sziikséges tehit, hogy a’ kérdés vagy szoro-
sabb korok kozzé vétessék, vagy olly feltételek adas-
sanak, mellyek bizonyos és csak egy feloldist ko-
vetkeztessenek.

Legyen egy mas hasonlé egyenletiink

122r—8y—4
és ennél is ugyan azon esetben vagyunk mint az
elébbinél, mert ez is végtelen feloldist enged. De
ha az eldbbenit ezzel hasonlitjuk és Oszvevessziik,
talilunk az egyikben olly értékére & €s y nak, melly
a’ masik egyenletnek is megfelel , és csakagyan
csupdn csuk egy és nemtobb értékére x és y nak.

Ha tehit az ismeretlenek’ szima kettd, sziiksé-
. gesképen két egyenlet kivantatik értékek meglelésére,
kiilonben a’ kérdés bizontalan.

15
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A’ feladas tehat, olly érteket taldlni eqyik vagy
mdsik ismeretlennek , eqyik egyenletben , melly &
mdsik egyenletnek is megfelel. Az it erre kiilon-
boz6 lehet, de sziikkséges hogy a’ két ismeretlent
foglalo egyenlet, egy ismeretleniire vitessék vissza,
’s ekkor ezen egy ismeretlen értéke a’ masik egyen-
letbe tétetik. A’ mivelet € szerint, ket egyszeri,
eqy isméretleni eqyenlet felolddsa.

Irjuk mégegyszer két elébbi egyenletunket, ezek,
1) 5x+Ty—43 és
2) 12.1‘*-*83}:4

" 43—T
a értéke az elsé egyenletben x— z y,

ha azt a’ masodikba tessziik , lesz

43—7
12(——7—‘2)—8‘?_—_4 ’s itt csak egy ismeret-
2 :

len az y van, ’s ennek értéke y=4.

Meglelvén igy egyik ismeretlen értékét, ezt bar-
mellyik egyenletbe tehetjilk és a’ masik’ értéke ter-
mészetesen kovetkezik, az elsé egyenlethe tevén y
értékét a’ 4et, lesz, '

5a-1+-28—43 a’ masikba 120—32—4%
mindegyikbol kovetkezik x=3.

Gyakorta elesik egyik vagy masik ismeretlen, ha
a’ két egyenlet Oszveadatik, vagy egymasbol levo-
natik ; ’s csakugyan egyszeriien ha valamellyik isme-
retlen mindkét egyenletben ugyan akkora, vagy is
ugyan azon valejiréval van; ha pedig 2’ velejirok
nem egyenlék, sokszorozis vagy elosztas altal kon-
nyen egyenlokké tehetjiik azokat.
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Ha elébbi két egyenletiinkben
Sr+-TYy=43 és 120—8y—4
p- o.: yt akarjuk elejteni, sokszorozzuk az elspt
S8al a’ masodikat 7el, mivel az elsében Y velejirdja
7 a’ masodikban pedig 8) ’s lesz két egyenletiink
K0z —+-56y =344
84z —56y—28-
’s @’ ketténck oszvese 124r—372, or—3,

Ha pedig « et akarjuk kiirtani sokszorozzuk az
elsét 12 vel a’ masodikat 5tel, ’s jon a’ két egyen-
let, 602484y —516

60r—40y—20
levonvan egyiket a’ masikbdl, marad
124y=496 ’s ebbl y—4.

120. 1) Legyen a’ két egyenlet
2r+-y—24 és 5.’1?—}-—39":65

24—y 65—3y
~ e

az elsébdl = » a’ masodikbul r—

22—y 653y .
—i—‘—: 5 s egyls-
meretlenii egyenletre vezet, mellybsl y—10. Ezen
ériéke ynak mindkét egyenletbdl egyenesen kovet-
kezteti z értékét : s lesz az elsdhbiil

’s @’ két kifejezése & nek

' 1

a’ masikbol 3x—+4+30—65 és .r_-:%—S =17.
2) Legyen a’ két egyenlet
4r by 2 3
e e 2 ‘ — — —] .
3 6 €s 3 .L“—I—4 y=19

15 *
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a’ nevezdk kiirtdsa utin lesz két egyenletiink
Uz —25y=—"60 és 8x—9y—228

25 228—9
az egyikbél 2= 604;4”-”, o misikbél 2 = 233 4

’s innen 480-+-200y —>5472, és y—12
_ 604-25.12 _ 228—9.12

T =15,
24 8

3) Legyen a’ két egyenlet 2/ ="/ s+>/y—9
és */sx—2)ny="/y—6

kiirtvan a’ nevezdket lesz
562 —352-60y—1260 és
56r—20y—35y—420

60y—1260 __ 55y—420

innen = és y—28
21 56
60.28—1260 55.28—420 _ 420
21 56 21

4) Legyen a’ két egyenlet
ax—+by—=c és dr—+-ey=f

c—by —ey
a

, a’ masikbdl = "—-—

d

az elsébdl z—=

z két értékébsl ‘Zb—y%g jon
a

d(c—by)=a(f—ey)

vagy de—dby—af—aey, és de—af=(db—ae)y
__de—af _ af—dc
~ db—ae ae—db

y ezen értékét valamellyik egyenletbe tévén, jon,

sl af—dc " de -
—-—(—“f—’bd %“' b(ﬂi‘w} fl:b’;

=
¢
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Ezen kozonséges feloldds nyilvin mutatja alakjai
altal, miként adjdk az ismeretlenek értckét, egye-
diil 2’ velejirdk és szimok , és barmellyik példan-
kat alkalmazhatjuk reijok figyelemmel lévén 2’ je-
gyekre. Vegyiik a’ két értéket ;

__af—dec ce—bf

“a—ab’ P T g bd

elsé példink volt 5x-+7y—43 és 122—8y—4
itt tehat, a=5, b=7, ¢=43, d=12, e=—38, f=4,
’s lesz

54243 _12.43—5.4 496,
T 5.8—12.7 127458 1% %
__43.(—8)—7.4 281344 372
© 5.(—8)—7.12 84140 124

=3

Misodik példink volt , 22—+y=—24 és 52+3y—65
’s it =2, b=1, c=24, d=5, e=3 ¢és =65
2.65—5.24 _ 130—120
TR G e
24.3—1.65 __ 72—65 __
= 2845 4
Harmadik példank volt,
B B ok e B s
5 6 3
hol a="/, b=—"%;, ¢=2, d="/, e="/y, és f=19
. YA/ YN 208, 90 __
Y T e
_ 2% 419 %,  208.90
R T L TR T
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121. Nem mulhatlan sziikséges hogy mindkét is-
meretlen egyszersmind mindkét egyenletben megle-
gyen, ’s elég ha csak egyikbe van foglalva.

P. o.: Bar—>b és cxr—3y—d
az elsébdl és masodikbdl
- 7 " . . ch—d
3a & % Oy

122. Két szdm’ Gszvese @, kiilonbsége b ; kivan-

tatik a’ két szim ?
r+y—a, r—y=>b feltévén hogy x>y

az elsébél x—a—y, 2> misikbél r=b-y
és a—y-+y—a az elsé egyenletbil, melly érték ma-
giban semmit sem mond, mert ¢—« nem feloldas,
szinte nem mutatja a’ masodik egyenletben egyik isme-
retlennek is valédi értékét; szikséges tehat Yy érté-
két keresni x bél, ’s minthogy

a—y=b-+y
a—b
lesz a—b=2y , y — —
a—b 2a—a+b__a+-b
xT=0— — - —
2 2 2

eléttink mdr ismeretes kifejezések, hol y-+b a’
nagyobbik ha y a’ kisebbik.

2) 12nap dolgozik A, ’s 7Tnap vele B, Oszves
dijok 74 forint.

Maskor A Snapi, B pedig 5napi munkdért nyer-
tek Oszvesen 50 forintot. Kérdés mennyi 4 és B
egynapi dijja?

Legyen A 12 napja 12z, B 7 napja 7y
’s > két egyenlet

120-+Ty="T4, és 8T—+-5y=—=50
' r=>5 és y=2.

’s a’ L.
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3) Ha itt @’ 74 és 50 helyett két egyenletiinkben
46 és 30 at tesziink meghagyvin a’ tobbi adatokat,

lesz 122-4-Ty=46 és Sx-+5y—30
46—12
az elsébdl y— g m, a’ masikbdl
46—12x
8.2?:5(--—1—?1) =30
7
vagy, 56r—60r—210—230, és —i4r—-—20, r=>5
6— 4
@’ értékét yba tévén, y=4 760:—-_% , tagadd

szam,

Szinte ha az elsé egyenletbe tessziik =5 érté-
két, lesz :
5.12-4-Ty—46 vagy 60--Ty—46
a’ misikba 40-+5y=—30
’s mindkét egyenlet az elsé tekintetre mutatja hogy
2’ kérdésben valami ellenmondas vagy képtelen fek-
szik, mert sem 60 hoz nemlehet valamit adni hogy 40.
legyen, sem 40 hez hogy 30 valjék. 7y és 5y tehdt csak ta-
gadé mennyiségek lehetnek, mert 122 és Sz A nak dijjat
mutatjak, szinte mint 7y és 5y B dijjit: de minthogy
46 ¢és 30 a’ két munkds’ Gszves napszam dijja, ké-
vetkezik hogy B nemcsak semmit sem nyer, de A-
nak koltségébe keriill. Csakugyan a’ kérdés kovet-
kezgbe fordul. A dolgozik 12nap 46 forintért de
Tnap Bt kitartja, szinte Snapi dolog dltal nyer 30
forintot de Bnek 5nap fizetett élelmet; ’s a’ kérdés,
mennyit szerzett A és mennyibe keriilt neki B ?

Az egyenletek’ masodik tagja tagaddba valik ’s lesz
13r—7Ty=—=46 és Sr—5y==30
’s innen x=>5 és y-—2.
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Ha eldbbi tagadé értékét hagyjuk meg y nak, az
egyenlet ekkor is eleget tesz kérdésiinknek , mert
—14
= =2
7
’s a’ két egyenlet 60—14—146, és 40—10=30,

4) Ha egyismeretlenneli egyenletink’ utolsé pél-
ddjat (18) két ismeretlenire alkalmazzuk, lesz azon
tér ismét @ melly a’ két indulis 4 és B pontja
kozt van, a’ kéiféle sebesség vagy egyodrai ut m és
n; x, Anak’ és y, Vnek egész utja.

Ha @’ két pont, indulisi helyébil egymais ellen
megy, @ kérdésnek ottani 5dik esetére jutunk, és
r+y=a.

Az indulis és Gsszeiités ideje mindket pontra néz-
ve egyenlo, ’s csak a’ sebességek kiilonbozok; ’s

valdban, tesz A ugyanazon idé alatt T, éB '—:
m

utat, tehdt masodik egyenletiink Z— -'3—: , honnan

m
_my .
G & ezen értékét az elsé egyenlctbe tevén j Jon,

m _/ X an , . __am
+y=a és y_E:F_n’ es-’a‘fl—-m
’s mint tudjuk ezen kifejezések a’ 6 dik esetet is
foglaljak. :

Ha a’ két pont’ irdnya egyenlé, sziikségeskép na-
gyobb az utébbinak sebessége hogy az Gszveiités
megtorténjék. Ha tehit 4 az utébbi pont, m>n

y

& . .
8’ ekkor 2—y=—a, és — = = mint minden esetben ;
- m n
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an

sy = ——

innen r=—

m—n
ha n>m az eset megforditott és tagadé, hol,

r—a, €és z. Y r—a, y=20
y—r=a, m na =G, Y==<a;

ha m—n, ekkor z=y ¢s iz.'_:g, r—r—a, 0—=a
m m

valamelly képtelen kifejezés, melly bizonyos mennyi-

séget (2’ két pont tivolyit &) semmivel egyenliti.

Ezen képtelenség inkab szembetiné az ismeretlenek’

értékében, mellyek ekkor

2 an
&T— es —
m—n m—n
de minthogy m—n, m—n—=—0

’s igy z =22 ¢ Yy R o

0 0
Tudjuk (arithmetika 265) hogy ezen kifejezés vég-
telenség jegye, de a’ mathesisi végtelenség tagado
idea, mert nemlehet olly mennyiséget mutatni melly
a’ feltetélnek megfelelne: csak azt tudjuk mentiil
kisebb az oszté annal nagyobb a’ részes, ’s ilt men-
til kisebb m és n kozti kiilonbség annal nagyobb
idé kivantatik hogy a’ két pont talilkozzék. Ha x és

y ezen értékiiket az egyenletekbe tessziik lesz,

i N L o AR
b @ T
vagy am—an—a—0 vagy 0=—0. A’ masodik egyen-
am am
let szintigy adja —
B e =

- Ha az egyenletben z —y—a, 2’ két tagot xel
elosztjuk, lesz
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@ . a
o €s mivel r=y,1—1=— —o0
x x x

’s igy @ értéke nagyobb mint barmelly mennyiség.

Ha a’ két pont ugyan azon helybdl indul egyenld
sebességgel haladvan egy irianyban, akkor a—o0 ¢és

m=n, x pedig -3 és y = %, melly alak a’ kér-

dés bizontalan 1étét jeloli, mert x—y ds = — &
m m
egyértelmii kifejezések : ’s tudjuk a’ két pont 6rokké

egyiitt marad.

123. Az algebrai feloldasok, tokéletesen megfelel-
nek a’ kérdésnek akkor, ha az leheté és az adatok
helyesek ; ha ezekben valamelly ellenkezi feltét fog-
laltatik, megmutatjdk melly mddositasokat kelessék
tenni; ha pedig az adatokkal a’ feloldisnak semmi
helye nincs, ’s azt semmi hasonlé kérdésre vissza-
vinni nemlehet, akkor a’ tellyes lehetlenséget bi-
zonyitjak. '

A’ kifejezésbol g—nemlehet mindenkor kovetkez-

tetni értéke bizontalansagat, mert gyakorta van ’a
tort alaku kifejezések’ nevezije és szamlaloja kozt
olly kozés factor, melly maga is—=o levén, az egész
kifejezést semmivé teszi; de ha ezen kozos factor
kivétetik, a’ kifejezésnek bizonyos értéke kovetkezik.
m(m*—n?)

Illyen kifejezés a’ tobbek kozt n(n—n)

, melly

EO- ha m=n; de ha legegyszeriibb alakjira vitetik,
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(m—n) kozds factora kivétele éltal, lesz
m(m--n)
n
Vannak azonban esetek, mellyek ezen visgilat alél
mintegy kicsusznak, de mostani visgalatink’ korébe
nem tartoznak.

, ’s ha most m —=mn a’ kifejezés — 2m.

124. Vegyiink elé még egykét példit.

1) Két zsacskéban bizonyos szimu pénz, koczka,
golyé vagy barmi van. A’jobbfelen fekvibe teszeka’
balbol 10 et, ’s ott két annyi lett mennyi maradott a’
balban, ha megforditva teszek 10 et a’ balfelen fekvébe,
ebben haromszor annyi lesz , mennyi maradoit az
elsében. :

Kérdés hdny volt eleinten egyik egyikben ?

Ha az elsében &, a’ masodikban » van, barmel-
lyikbél vesziink el tizet ’s a’ masikhoz adjuk, itt
10 el kevesebb oit 10 el tobb lesz, és a’ két eset

x-+10, y—10, és x—10, y-1-10.

Két egyenlitésink pedig o’ feltét szerint

&+10=2(y—10) és y-+10=3(r—10)
| =22, y=26.

2) Kétféle pénznemimk van, 7 darab a’ nagyob-
bikbél é€s 12 a’ kisebbikbdl 288 forint oszvesen; 12
nagy és 7 kicsi 358 forint. Kérdés mennyit ér a’
nagyobikbdl és kisebbikbél egy egy 2

Tr++12y=288 és Ty-+12r=—358
x=24 és y=10.

3) Eziistot és aranyot olvasztunk dszve, az egész
tomeg 12 kobhiively és 100 uncia nehéz; egy kob-
hiively arany 12°/; uncia, egy kobhiively eziist 6°/4
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uncia. Kérdés mennyi arany és mennyi ezist van a’
rudban ?

A’ két ércz egyitt 12 kobhiively ’s elsé egyen-
letink x4 y—12, az arany 12°/,x, az eziist 6°/,y
unci és oOszvesen

38 62
— —y = 100
e oo 9 Yy
masodik egyenletiink.

A’ kettébdl x—3 és y —9. Scokszorozvin ezen
kobhiivelyeket sujjokkal , lesz az arany 38 az eziist
62, és oOszvesen 100 uncia.

4) Mindezen kérdéseket a’ tanuldé kdzonséges te-
kintetekre ’s igy kozonséges alakokra viheti, ’s ezek-
bél minden hasonlé kérdésnek feloldisit huzhatja.
Ha itt p. o.: arany és ezist helyett, barmelly érczet
vagy tomeget értiink, legyen ennek birmelly tulaj-
don sijja, terjedsége, ’s az Gszvesnek nyomata, az
irais nem valtozik , és kozonségesen minden ide tar-
tozhaté kérdést egyszerre foglalunk.

Legyen p. o.: a’ keveréknek vagy olvasztvanynak
tartalma kobhiivelyben vagy mas bizonyos mértékben
kitéve —a, az egész tomegnek nehézsége—b, az
egyik test tulajdonsijja ¢, a’ masiké ugyan azon
mértékben kifejezve—d; akkor is az egyiket xel 2’
masikat yal jelolvén, lesz kifejezések tartalmokban

r-+y—a
-sijjokban cx—dy=>b. A’ kéi egyenletbdl
b—ad ac—b
Ee= és y =
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Széval mondvan a’ kifejezést, & értéke p. o.: azt
teszi, hogy az egész nehézséghél levonandé, az ol-
vaszivany szarmozata a’ masik test sullydval, ’s osz-
tandé a’ két test’ sijja kiilonbségével; szinte igy
y ériéke is. '
A’ kérdés vissza -vezet benniinket az arithm. (200)
adott szaballyokra.

5) De mas, az elsé tekintetre kiilonbozs kérdése-
ket is, ugyan azon nemiire lehet gyakorta alkalmaz-
ni, p.o.: fizessiink 522 forintot, 42 darab, 24 és 6
forintossal; szint olly kérdés mint 42 kébhiively ke-
verék 522 uncia, ’s két alkoté részének egyike 24,
masika 6 unciat nyom egy kobhiivelyben; amott ke-
restetik a’ kétféle pénznem darabja, itt a’ két ércz-
nek kobhiivelye, ’s mindegyik kérdés szerint

=15 ¢és y=27’.

6) Szinte hasonlé kérdés; a’ tengervizébdl egy
koblab 74 az esdvizbél pedig 70 fontot nyom ; men-
nyi kell mindkettébdl, hogy a’ keverék 73 fontot
nyomjon.

124. Emliték (119) hogy mindenkor lehet olly sok-
szorozot taldlni melly altal egyik vagy masik ismeret-
len elesik,, ha a’ két egyenlet Gszvadatik vagy egy-
mashdl levonatik.

Legyen a’ két egyenlet
ar+by=c és a’c+by=c'.
Ha xet akarjuk Kkiirtani, sokszorozzuk az elsé
egyenletet @’ al masikat @ val; ha ynt, az elsét

b’ @ madsikat bvel. Vegyiik az elsd esetet, ’s lesz a’
két sokszorozott egyenlet
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aa’r-+-a'by—a’c
aa’r+-ab'y—ac’

levonvdan a’ masodikat az elsébdl lesz

y(a@'b—ab’)=a’c—ac’

vagy a’ jegyeket meégforditva

y(ab'—a'b)—ac'—a’c, ’s innen
__ac'—a'c
¥y= ab!—a’d
honnan & kivetkezik.

125. Bezout egyszerii mivelete szerint azonnal ele-
sik az ismeretlenek’ egyike.

Legyen elébbi két egyenletiink
ar—+-by—c és a'z+-b'y=c’
sokszorozzuk az elsot m altal, lesz
maxr—+mby—imc,
levonvan ebbél a’ masodikat, marad
max—a’r-+mby—Ub'y—me—c’ vagy
a(am—a’)+-y(bm—b')=me—c’

Természetes hogy m értékét tetszésiink szerint ve-
hetjuk, ha tehit am—a’, x factora —0, kivetkezés-
 kép x -elesik, és ha bm=0>', y factora —o0, és y
esik el.

Példankban legyen y kiirtandé, tehat vegyiik

bm=0' marad egyenletiinkben
x(am—a')=me—c’

o % me—c’
§ 1nnen o v
am—a

v
de minthogy bm=0b', m = )’ ’s ha ezen értékét

m nek x értékébe tessziik, lesz
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cl’!
——
b cb'—be!
B — —e
abl  , abl—ba’’
b e 4
!
) g . e @
ha x et irtjuk ki, lesz mivel ekkor m=— —
a
ce/
——c
em—ce'  a ca'—ac’
 bin—b  ba’ W T ba'—ab!
a t-
ac’ —ca’
alb! — ba’

mint eléb.

Noha ezen mivelet (vagy inkab fogds) nagyobb
hasznot és konnyebbitést nyhjt azon egyenletekben,
mellyek ketténél tobb ismeretlent foglalnak; joé lesz
egy példara alkalmazni.

Legyen a’ két egyenlet
4x-4-3y==65, és bxr—+8y=111.

Sokszorozvin a’ masodikat m el ’s az els¢hoz
advan lesz

Smx—+-4x—+-8my--3y—m111--65, vagy
x(5m—+4)+y(Sm—-3)=111.m--65.

Ha « et akarjuk kiirtani (elimindlni) 5m — —4 ha
Yyt 8m——-3. Az elsé esetben

4
Sm4+-4—0 és m— — S

i 111.m-1-65
8m+3) =111.m-1-65 _— =T
y(8m—3) 5 és y =g

a’ masodik esetben
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8m-4+-3—=0 ¢s m=_./a
__654111.m
— 4-1 5m =

’s latjuk hogy akar levonjuk egyik egyenletet a’ masik-
bol,akar Gszveadjuk a’ kettGt, mindenkor czélt ériink.

126. Lattuk [120.(3)ban], hogy az ismeretlenek ér-
tékét kozonséges alakban lehet adni, kifejezve az is-
mertek altal.

Legkozonségesb alakja a’ két ismeretlent foglalé

egyenleteknek kovetkezd ;
ar—+-by-+-c=o, és a'x+b'y4-c’—o.

mert minden egyenlet ezen alakra vihetd.

Gyakorlatbol is tudjuk mar, hogy:

1-sz6r, @ és b az elsé egyenletben velejardk, ’s a’
kozonséges alkalmazasban sziikségesképen szamok,
vagyis az ismeretlenek’ sokszorozoi, legyenek ezek
egész, tort allité vagy tagadé szamok.

2-szor, @’ és b’ szinte illyen szamok a’ mésodik
egyenletben de mivel az elbbeniektél kilonboznek,
vonalokkal vannak ellatva.

3-szor, ¢ és ¢’ mindkét egyenletben azon mennyi-
séget jelolik, mellyben ismeretlen t6bbé nincs, ’s
mellyet eddig az egyenldség jegye’ jobbfelire tettiink.

4-szor, A’ + jegy semmi béfojasi nem-lehet, mert
tudjuk hogy a’ kérdés természetét nem viltoztatja,
’s télle figgetleniil barmellyik tag’ értéke allité vagy
tagadé lehet.

5-szor, Hogy végre az egyenlet —0, ha minden
tag @’ jegy egyik felin ill, magaban is nyilvin.
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Ezen két egyenlethbdl a’ két ismeretlen értékei,
_be!_¥e __d'c—ac’
Tab'—a'd’ ¥ abl—a'h’
ismeretes kozonséges alakok, mellyek altal minden
kiilon kérdés feloldva van.

4 §. Egyenletek, tobb ismeretlennel.

127. Barhany legyen az ismeretlenek’. szama, sziik-
séges , hogy wugyananny: kilon, nyilvin €s @
tobbitol faggetlen egyenlet addassek, mennyi az
ismeretlen, kiilonben a’ feloldds lehetetlen, a’ fela-
dat pedig bizontalan, nem mulhatlanul sziikséges
azonban mint mar emliték, hogy mindegyik egyen-
lethen valamennyi ismeretlen foglalva leyyen , de
szilkséges hogy mindegyik ismeretlen egyik vagy
masik egyenletben meglegyen, akar egyediil akar
a’ tobbivel.

Az illy tobb ismeretlenek-kozti egyenletek felol-
dasa kovetkezé miveleteket kivanja.

Barmellyik ismeretlen’ értéke az egyik vagy md-
sik egyenletbdl kerestetik, ugy tekintvén kiviilte a’
tobbi ismeretlent mint ismert mennyiséget. Ezen ta-
lilt érték mindegyik kiilon egyenletbe tétetik, mel-
lyben a’ keresett ismeretlen eldjon, ’s igy valamen-
nyi egyenlet egy ismeretlennel kevesebbet foglal mint
eleinten. Ezutin egy masik ismeretlen értéke keres-
tetik szintigy, ’s tétetik helyette az egyenletekbe ;
igy fojtatvin a’ miveletet, minden helyettezés utin
egy ismeretlennel kevesebb lesz az egyenletekben,
mig végre valamenyiben csak egy marad, mellyet
megtalalni tudjuk.

16
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1) Vegyiink példiul hirom ismeretlent ’s legyen
3 egyenletink 3z--5y-+72—179
9r--3y—22—64

S5r—y-1-33=75.
Keressiik mindharom egyenletbél & értékét, ’s lesz
az elsdbiil = ﬂ__';i___if
Vekedilbel @ ""'-3"'2"’
7’
& Saomadibll. @Y

5
’s ezen harom értéke xnek egyenlé egymaskozt.
Egyenlitsiik elsé értékét eloszor a’ masodikkal ’s
azutan a’ harmadikkal elhdritvan a’ nevezoket, lesz
1432—40y—5623=192—9y-1-63
895—R25y—3523=225-4-3y—9%
két egyenlet mellyben csak két ismeretlen maradott.
Ha mindegyikbdl keressiik y értékét, lesz
_1240—62% __ 670 —263
EPVL IR
’s ebbél 2=15, melly 15, y értékébe tétetvén adja
1240—62.15 _ 310 __
= 31 =10
innen pedig, ha 10et y helyibe tesszilk valamellyik
egyenletiinkbe

179—5.10—7.15 197—155 24
o = — = 8

3 Tt
2) Legyen a’ 3 egyenlet,
bx-1-3y—65, 2y—=11 és 3T—-4x=57
65—3y
5 3
514z
s

az elsibél =

a’ harmadikbol T
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65~——3y__57——-4z
5 3

ebbdl jon az elébbi utmutatds szerint z—9, y=10
és x=17.

’s két uj egyenletiink

3) A, B é C, jitékhoz iilnek. B ¢s C annyi
forintot nyernek A4 t6l mennyi van a’ kettének. Ezu-
tin B veszt annyit mennyi volt 4 és Chnek az elsg
jaték utdn, ’s végre €' veszt a’ harmadik jitékban
annyit mennyi volt B és Anak 2’ 2dik jaték végé-
vel. Elhagyvin a’ jitékot mindegyiknek 16 forintja
volt; kérdés mennyi volt mindegyiknek 2> jaték elétt,
(Arithm. 203, 51.)

Legyen @’ 3 jitzé pénze a’ jiték eléit, x, ¥
és z.

Az elsé jatek¥utan

A=r—y—2z, B=2y és C=2x.

A’ masodik jaték utan
A=2%r—y—2), B=2y—(r—y—2)—22 és C—4z,

A’ harmadik jiték utin pedig

Anak van 4(z—y—2)
Bnek 2(2y—(z—y—2)—23))
Cnek, 42—2(r—y—23)—2y—(r—y—2)—2z
’s minthogy ekkor mindegyiknek 16 forintja van, az
egyenletek is egyenldk 16al, vagy
br—A4y—4z=16 és r—y—2z—>5
by—2x__2%—=16 ,, 3y—r—=3==8
1%—2—y=16 ,, T3—r—Yy—16
a’ két elsét Gszve advan jon, 2y—22—12, y—z—=6
az elsé és harmadikbdl 62—2y—20, 33—y—10
’s @’ két utolsobdl 4%=32 vagy z=S8,
y=14, r=26.
16 *
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4) Haromszor vesz valaki, hiromféle birmelly tar-
gyat; vesz eloszor az elsébil 230 forintért 30 fon-
tot, misdt, koblot vagy barmelly mértéket, a’ ma-
sikbol 20, a’ harmadikbdl 10 et; vesz masodszor 138
forintért 15, 6 és 12 illy mértékiit a’ haromfélébél
sorjaban, ’s végre 75 forintért 10, 5 és 4et. Kér-
dés mi arh volt egyik és masik targy 2

A’ 3 egyenlet rendiben 30x—-20y—+102=230

152+ 6y—+125=138
10z +-5y-+4-43="75.

mindenkor helyes a’ kifejezéseket legegyszeribb alak-
ra vinni ’s lesz 3 egyenletiink
3r+-2y+2=23, Sxr-{-2y-+4x=46,
10x +-5y-+-42="T75.

Természetes hogy azon ismeretlen értékét keres-
siik eldszor melly legkevesb bajjal kévetkezik , o ér-
téke az elsdbiil
= ‘f’.i_;y——z nem olly egyszeri mint ¥ €, ’s azért
valosszuk inkib ugyan az elsé egyenletbél

2=23—3x—2y
értékét, mellyet a’ masik ketiébe tévén jon,
52y +92—120—8y =146
10r—5y+92—12r—8y—="75 vagy
92—Tr—6y—146
92—2x—3y—="715
’s ezekbdl x=4, y=3 és 3=5.

128. Bezout miveletét alkalmazvan legyen 3 egyen-
letiink ; 3r+5y-+72=179

8x--3y—22—064
5x—y—+33—175
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sokszorozzuk a’ masodikat m el, a’ harmadikat » el
és adjuk Oszve a’ hirom egyenletet : lesz
32—+ 5y+-72-4-8mr—+-3my—2mz -+ Sne—ny-+-3ns=

=1794-64m—-75n
kivevén a’ factorokat,
x (3+-8m—-5n)+y(5-+-3m—n) -2z (T—2m--3n)=
=—1794-64m—-75n.
Itt egyszerre két tagot és két ismeretlent irtunk
ki, ha,
3-+-8m-+-5n—0 és 5-+3m—n—0 ()
’s marad 2(7—2m—-3n)=179-4-64m--757, honnan
z_179+64m—1—75n
T—2m~-3n

31

23

ezen értékeket 2be tevén lesz z—15, ’s ebbdl a’
tobbi egyenesen kovetkezik.

de (a) egyenletbdl m =—§ ésn—

Ebbol nyilvin hogy barmellyik ismeretlen lehet
az elsé, foczél 1évén, € hdrom ismeretlent foglald
egyenleteket, két ismeretlenire vinni, ezt ismét egyre.
Ezen mivelet valtozatlan marad barhiny legyen az
ismeretlen, és sokszoroznék p. o.: az egyenleteket
m, n, p’s 2’ t. vel egymasutin, ’s keresndk sorja-
ban az ismeretleneket. Miveletiinket kozonséges alak-
ra alkalmazvin, legyen 3 egyenletiink

ar+bzs+czx=d

a'r-+-by+4-c'z—d'

@z -y ¢z —d"
sokszorozvan a’ masodikat mel, a’ harmadikat nel,
’s @’ helyett hogy 6szveadndk a’ 3 egyenletet, von-
juk le az elsét a’ masik kettdbill. Ez dltal semmit
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nem valtoztatunk, de azt nyerjik hogy m ésn ér-
tékei gyakorta alliték és ritkan tagadék lesznek; de
tudjuk, akar 6szve adassék a’ 3 egyenlet, akar levo-
nassék egymasbél, sem a’ mivelet nem valtozik sem
az ismeretlenek értéke, és legfeljebb csak némelly
Jegy.

Lesz a’ fentebbi inditvany szerint,
z(a'm—a''n—a)+y (b'm—b"'n—b)+= (c‘m-{-c”n——-

—c)=d'm-+-d"'n—d

Ha kettot a’ korlatokban allo factorok kozziil =0
tesziink, a’ hozzajok tartozé két ismeretlen elesik;
’s marad a’ harmadik egyediil.

Példankban, mivel az elsé egyenletet a’ kettobiil
levontuk , elesnek az ismeretlenek, ha,
a'‘m-+-a’‘n—a
b'm—+-b'"n=b £))
c'm—+c''n—=c
’s csakugyan ha x es yt egyszerre kiirtjuk lesz
__d'm+4-d'n—d
 ¢'m+-c'n—c
(1) egyenleteinkbél pedig
ab’_ba" , a''b—b"a
=W e " T W —ba
ezen értékeket zbe tévén, jon
__d"(b'a—a"b)+-d'(a'b—b'a)—d(a'b""—b'a")
 (ba—a'"b)+c'(a’b—b'a)—c(a'b"'—b'a’)
szintigy kiirthato 4 ismeretlenkozt egyszerre harom.

Tekintsiik végre a’ harom ismeretlenkézti egyen-

letek kozonséges alakjat és feloldasat, harom egyen-
fetiink
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ar-+-by—+cz+d—=o
a'z+-by+c'z+d'=o
@ z—+-by -t % +-d!—o

a2’ hiarom ismeretlen értéke
—ab'd"’+-a'bd"—a'bd' +ab'd'—a’t'd-+-a''b'd
= able"—a'bc"—a"bc'—ab’c'+a'b'c—a' Ve
—ad'c’+a'dc’"—a"dc’+ad" ¢'—a'd"c+a'd'c
= ab'e’"—a’be' +a'be'—ab’c! +a'b! c—a''b'c
2 _ =Y d-be"d—be'd"+-b'c'd—b"cd'+-b'cd"
T able'"—a'be!!+-a' 'be’'—ab e +a'b c—a''bc

Négy ismeretlen és négy egyenlet hasonlé kifeje-
zeseket ad, ’s csakungyan négy tortet, mellynek szim-
lildja és nevezéje 24, 24 taghol all. Ezen értékek
5 ismeretlennel 120, hattal 720 ’s a’ t. tagot foglal-
nak, mennyit a’ természetes szamok szarmozatai sor-
jaban adnak, harmaval, négyivel, otivel ’s a’ t. véve
hol tudjuk

1.2.3=6,, 1.2.3.4=—24,, 1.2.3.4.5—120,,
1.2.3.4.5.6=720 és 1.2.3.4.5.6.7.8...m,’sa’ L.
barhany ismeretlen legyen a’ kérdésben.

Gyakorolhatja magat a’ tanulé, mind a’ betik’
mind a2’ jegyek’ valtoztatisiban, ’s keresse fel melly
szoros egybekotésben vannak ezen alakok, (mint min-
dazok, mellyek bizonyos torvény szerint symetrikai
elrendelésnek vannak alija vetve, ’s mellyekbdl mar
tobbet ismér) a’ combindlds tanaval.

Elsg tekintetre észreveheti, hogy a’ tortek’ szim-
liléjinak tagjai, minden lehetd Gszveilletését foglal-
jak harom betiinek, és hogy csak azon betii marad
ki a’ kifejezett ismeretlen értékébél, mellyik tulaj-
don factora, €' helyett pedig azon mennyiség all ,
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mellyben az ismeretlen t6bhé nincs. A’ tortek’ ne-
vezGji pedig mindhirom értékben ugyanazok és
egyenlék, ’s csak az ismeretlenek factoraibél van-
nak Oszvetéve. Ezt tudvan, konnyen felirhatjuk z,
Y és z értékét, lesz az elsének tort szamlaléjihoz
tartozé harom betii bed, a’ masodiknak aed ’s a’ har-
madiknak abd, mindegyik nevezéhiz pedig abe, le-
heté 6 valtozasaiban. Itt a’ betiik felett levé vona-
lokra elére nem is figyeliink, és ha 6 valtoztatott tag-
jainkat felirtuk, egyszeriien ellitjuk azokat vonalok-
kal is: lesznek pedig a’ valtozasok vonalok nélkiil;

xre nézve bed, bdc, cbd, cdb, dbec és dcb
yra » acd, ade, cad, cda, dac és deca
zre  » abd, adb, bad, bda, dab és dba.

Mint igy rendeltik a’ viltozdsokat, a’ vonalkik
0, 1, 2 sorban kovetkeznek mindegyik tagban. A’
tagok pedig felvaltva, allitok és tagadék. Eszerint
lesz a’ hirom tort szamlaldja, ’s csakugyan
x szaml. be'd’—bd'c"'—-cb' d"'—cd'b' < db ' —dc'b!
gy » ac'd’"—ad'c"+ca'd'—cd'a"+da’c"—dc'a"
z » al/d’—ad'b"—-ba'd"—bd'a"+da’'tV'—dbla”
mindharomnak pedig nevezdje egyenlékép

ab/c’—ac'b" +ba'c""—bec'a’ 4-ca’'b’'—cb'a’

~ Ezen alakra barmelly kiilonos kérdés alkalmazha-
t6, figyelemmel levén a’ hellyes irdsra. Legyen gya-
korlatul 2’ 3 egyenlet

Tr+-5y-+-22="79

84-7y9z=122

.r+4y+5z=55.
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hol, =7 b =5 ¢=2 d=79
¢ =8 V=1 =9 d =122
a’=1 b"=5 c'"=5 d'"=65.
Adjik pedig ezen egyenletek x=4, y=—9 és 3=3.
Akkor is, ha az egyenletek tagjai kiilonbozé
Jegyiiek, eleget tesz kozonséges kifejezésiink, de figy-
elniink kell a’ jegyek’ valtozasira.
Legyen 3 egyenletiink
3r—9y+8%— 41
—bS5r+-4y—+-22——20
11lr—7y—6z= 37, hol
4= 3 b=9 ¢c= 8 d=+44
@ =5 b= 4 ¢!/= 2 d=—-2
a'= 11 V'=—7 '=—6 d'—=+37
Vegyiik eldszor x értéke szamlildja tagjait, de ne
figyeljiink a’ tagok jegyeire, lesz

be/d"—=—9. 2. 37—— 666
bd/c? —— 9.—20.— 6=——1080
cd'h’'—  8.—20.— T—-41120
chld'= 8.— 4. 3T—-41184
db'e'’'— 4. 4.— 6=—— 984
de'd'—= #41. 2.— T—— 574,

ha most a’ jegyeket helyiikre tessziik, a’ pdratlan
helyek (1, 3, 5) alliték , @’ paros helyiiek (2, 4, 6)
tagadok levén, jon a’ 6 tag értéke
—666-+-1080—+-1120—1184—984--574
—=2774—2834——60.
Szinte-igy talaljuk a’ masik két ismeretlen szam-
laléjat. yné =3022—2932—=—4-90
¥ é =—3859—3889—=—30.
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A’ harom tort’ kozés nevezije
592—622——30.
’s innen kivetkezik a’ 3 ismeretlen értéke;
—60 _40_ —30

B =R, Y= = -

a3 YT ? 30

5 §. Bizontalan egyenletek.

129. Ha nincs annyi bizonyos és egymdstol fig-
gellen egyenletiink, hany az ismeretlen, akkor @’ ker-
dés bizontalan, és kozonségesen mondva, végnélkili
sok felolddst: enged. '

Tekintsiik a’ legegyszeriibb esetet két ismeret-
lennel.

Kozonséges egyenletink ax—+by—c.

Ha ebbdl o és y értékét keressiik, bizonyosan
végtelen sok feloldisra akadunk, mert ezen értékek
mint emliték minden leheid szimokat magokban fog-
lalnak. Barmelly értéket adjunk p. o.: @xnek, hozzi-
képest valtozik y értéke.

Ha kérdezndk p. o.: melly azon két szam, melly-
nek oOszvese 20, 10, vagy barmelly szim, ’s lenne
egyenletiink

x—+y=—20 vagy x-+y—10 ’s a’t.
vagy x-+y—1, vagy x-+y—0, mindegyik eset vég-
telen feloldast enged.

Vegyiik visgilat ald barmellyiket p. 0.; 2-Ly=1.

Ha iit @ nek barmelly 6nkényes értéket adunk,
sziikségesképen Kkovetkezik olly értéke ynak, hogy
a’ kettdnek oszvese —1 legyen.
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De szembetiind hogy x értéke a’ két végtelenség-

kozt minden ki gondolhaté szamot képviselhet ’s y

értékét kovetkezteti mint egészitéjét az egységhez.

Ha példaul 2 nek értékeket adunk, noha ezek cse-

kély szammal lehetnek a’ végtelenséghez képest, alli-
tasunkat vilagitni fogjak

legyen x értéke  kovetkezik y értéke

——— 875000 —-1 875001
—-1-9000000 —- 8999999

1 _ 10°41
s 100000 " 100000
., 10°—1 Al
AT 100
S o Va——.r =) ag—z+1
=40 = ¥
e =4 oo-+1sat.

és barmelly szamok tétessenek co helyeit.

A’ feloldisok végtelen szama gyakorta korlatolta-
tik némelly az egyenlethez kotott feltétek altal, de
minthogy ezeket az egyenletek dltal kifejezni nem
tudjuk, a’ kovetkezésre csak mellék utakon jutunk.

Ha p. o.: egyenletinkben x—y=15 azon feltétel
lenne kimondva hogy @ és y értékei, dllité és egész
szainok legyenek, mir szembetiind hogy a’ felolda-
sok mennyisége valéban szoros korokkozt van, mert
igy az egyik ismeretlen értéke 15nél nagyobb nem
lehet ’s ekkor a’ masiké — 0; a’ feloldasok szama
tehit 16ndl tobb nemlehet, ’s ekkor ha egymisutin
xnek 016l 15ig tesszik ériékét, kovetkezik sorjaban
y értéke 156l, Oig; mint
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=0, 1, 2, 3, 4 5,6.7,8, 9, 10, 11, 12,
13, 14, 15,

y—15, 14, 13, 12, 11, 10, 6, 8,7, 6, 5, 4, 3,

2, 1, O.

130. De kevés ehez hasonlé feladis van, mellybdl
olly konnyen lehessen kovetkeztetni a’ feloldasok’
hatirat. Ha p. o.; kozonséges egyenletiinkben, allité
és egész szimok kivantatnak x és y értékeknek,
gyakorta megtiorténik, hogy mint az egyik ismeret-
len értékének egész szamot veszink, a’ masiké
tortszam.

Sziikséges ezen feliil, hogy, ha egyenletiink
axr~+by—c minden tértszamtul tisztitva ’s legegysze-
" riibb kifejezésén van, mit itt mindenkor feltesziink,
a és b eqymdskozt elsok legyenek.

Ha ezt valaki tagadna, tegyiik fel hogy « és bnek
valamelly kozos osztéja vagy factora van m, és hl:ug')ir
a=a'm és b=b"m, ekkor egyenletiink

a'mr+-b'my=c, és a‘.r+b’y—_—% 2
de minthogy feltételink szerint az egyenlet leg-
egyszeriibb kifejezésén volt, £ csak tortszam lehet ;
m

de lchetlen hogy tortszim megfeleljen = és y egész
értékeinek.

131. Mindazon kérdések mellyek illy egyenletre
vezetnek , egész értékoket kivanjak az ismeretle-
neknek.

Tekintsiik eleinten kiilonos példikon a’ feloldas’
utjat.

Legyen az egyenlet 50+7=81, és az ismeretlenek,
nek egész szam értékei kivantatnak.
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Az egyenlet legegyszeriibb kifejezésén van ég g—5,
b=7 elsé szamok egymds kézt.
Vegyiik a’ kisebb velejardval allé ismeretlen érté-
P 81—7y :

két ez

Osszunk itt 5 el meddig lehet, ’s jon

r=16-+"/—y— “%

ity B

. Azért vilosztottuk a’ kisebbik velejirét, mivel az
osztis daltal kifejezésiinket egyszeriibb alakra hoz-
hattuk.

Itt ynak barmelly értéke, x nek bizonyos értéket
ad ’s a’ kérdést feloldja; de minthogy egész-szimok
kivantatnak, y értékének is sziikségesképen egész
szamnak kell lennie.

Sziikséges tehit, ha xnek egész szam értékét
29—

1 ’ L]
5 egész szim legyen p. o.: u,

:akarjnk , hogy

2y—1
vagy 'ys— =1u, az az 2y—1=>5u, az elébbenihez

hasonlé egyenlet, de egyszeriibb. Folytatvan a’ fel-
oldast kovetkezik

5 1 1
y=°u+ s Ere %)
2 2
¢ . i u—+1
hogy y egész szam legyen, sziikséges hogy 5
= i ’ ’ u+1
is egészszam legyen, p. 0.: v és = ¥, vagy

2
u4+1=2, u=2—1 (c)
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egyszerii, a’ tobbihoz hasenlé egyenlet. Mar itt »
helyett barmelly egész szamot tehetiink, #nak min-
denkor egészszam lesz értéke és szintigy ynak a’ (B)
egyenletben, ’s kivetkezéskép x nek is (@) ban. Ismé-
telt osztds és egyenlités- altal mindenkor illy egyszerii
végkovetkezésre jutunk.

u ériékét yba tevén lesz:

y=hr—2+v=>50—2 @

és r=16—50+2—20-+1—=19—T¢ (€).

Ezen két egyenletben minden értéke vnek, x és

ynak megfeleld értékét adja, és © azon mennyiség
mellyet bizontalannak neveziink:

ha v=1, o= 12, y=3

022: r= 5, y: 8
v=3, x——2, y—=13
v=4, x=—29, y—18 ’sa’t.

Minden illy egyenlet hasonlé bizontalan vre vezet,
mellynek értékei x és ynak egészszam értékeit adjak;
de ha az ismeretlenek velejirdji nem elsék egymas-
kozt, illy kovetkezésre nem juthatni.

Legyen mas egyenletiink 11r—17y=>5.
Mivelvén mint elébb, lesz

17y4+5 6y—-5
11 _.3’ < 11

6y—+5

11
6¢és 2’ nevezd 11 kézt a’ kiilonbség 5 levén, melly 5
épen o’ masik tag, egyszeriibb alakra jutunk, ’s
csakugyan

ha ismét

—u, 2’ kifejezésben y velejardja 2’
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ty—sy-+5 (5y—s)

4 iy ——-———-——-—-=2 —_— <

y+ 11 Y 11
5(y—1)
= 2y—
4 11
’s mivel 5 és 11 elsék egymaskozt, < — egész
szam.
y—1 ;
Legyen m =0, y—1=11v, y=11v4-1

& = 2Y—50=220-+2—50—17v-}-2
’s ezekbdl

ha v=0, =2, és y= 1
v=1, x—19, y=12
v=2, x=36, Y=23’s a’t.
Példdk.
1) Kivantatik azon szdm , melly 6 altal, osztatvin
56t ad maradékul, 7 altal osztatvian pedig harmat.
A’ szam xszer hat és 5 maradék, szinte yszor
hét és 3 maradék.
A’ két egyenlet

6r+5="7y13 ;
bl T o= 92
6 6
legyen ‘?: =u, és y=6u-+2, r=7Tu4-2

tehat @ és y értékei egymasutin, ha

©—=—0, r=2, y=2
=1; =0 = 8
=2, —16, —14
=3, =25, =20

és a’ kivant szamnak 6x—+5—7y—+3 érteékei,
17, 59, 101, s a’ t.
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2) Harom és ot forintossal kell 56 forintot fizetni.
Kérdés mennyit kell mindegyikbél venni?

Egyenletiinkben,
3x +5y =56
= 5-6_-—5y= 18—y——-——-2y;—2:13—y— 2—'—‘————(3’;1)
legyen

3‘?:&, y=3u-++1 és xr=17—5u.

x értékei, 17, 12, 7, 's a’t. —3

¥ W 1, 47 » 13
’s mindezek megfelelnek a’ kérdésnek, ugy, hogy
p- 0.: 17 harmas és 1 6t6s, 12 harmas és 4 6t6s ’sa’t.
56 ot tesznek ; a’ tagadé szam pedig azt mutatja hogy
13 6tosbél, harom hirmas vissza adandd.

A’ feloldasban nem ¢pen elmuthatlan sziikséges
hogy az osztisi részes kisebb legyen valodi értékénél,
de némelykor sebesebben czélt ériink ha azt nagyobb-
ra vessziik, ha p. o.:

19y=>522-+-139 ban
14216

19
helyett a’ részest nagyobbra vessziik, ’s irjuk,
—5x -6

1

sokkal kisebb és egyszeriibb kifejezésre jutunk; ha

—5 6
itt p. 0.2 %:u és beldle -

6—19
Wy g

3(:21’—-]—7—{—

= , €s ismet
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1+

J
xr=>5—19, és y=21 —52;
melly egyenletben © nek tagadd értékei 06l fogva le-
felé, x és y nak dllité értékeit adjak.

132. Ha példiinkban az ismeretlenek kiilonbféle
értékeit tekintjik, azt vessziik észre, hogy arithmeti-
kai sort képeznek, p. o.: $

527y =81 ben
x értékei 12, 5, — 2, — 9 'sa’t.
B o 3,8 13, 18 ’sa’t.
11r—17y=>5 ben
x értékei 2, 19, 36 ’s a’t.
y értékei 1, 12, 23 ’s a’t.
6x—+-5=Ty—-+3ban
x értékei 2, 9, 16, 25 s a’t.
¥y . 2,8 14, 20 ’s a’t.
3x--5y=>56 ban végre
x értékei 17, 12, 7, 2, — 3 ’sa’t.
Y 5 1, 4, 7,10, 13 ’sa’t.
’s igy tovibb, és ezen sorok kiilonbsége mindegyik
ismeretlen értékeiben a’ misik ismeretlen’ velejardja,
ugy hogy p. o.: =z értékei, y velejirdjival nének
vagy fogynak, mint ez tagadd vagy allits.

Hogy ennek sziikségesképen igy lennie kell, a’ k-
zonséges egyenlet ax—by—c bizonyitja.

Az egyenlet legegyszeriibb kifejezésén van és a és
b elsé szamok egymaskozt.

Tegyiik fel, hogy taliltunk & és ynak olly két
értékét &/ és y’t melly az egyenletnek megfelel, ’s
lesz : ax’'+-by'=c (1)
legyen tovibbd egy mds egészszam éridke x nek
x'4-m, és ynak y'+n ugy hogy

=, lesz #=5v—1 ’s innen azonnal

17
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a(z'+m)-+b(y'+n)=c (2)
s keressiik melly arinyban vannak m és n.
Levonvin az elsé egyenletet 2’ masodikbol, lesz
am—+-bn=—0, vagy am ——>bn
bn

tehdt W= = (3)

Mint @ és b elsék egymaskozt, ha m egész szam
legyen, sziikséges hogy m @nak tobbese és szinte n
is egész szam legyen. Legyen tehit n—au, hol u
mindenkor, egész, allité vagy tagadé szam lehet, és
adja 2’ (3) egyenlet m=—bu, ’s mivel 2’/ ésy’ ket
értéke & és y nak , minden tobbi adva van

x'—bu és y'+-au altal.

Ebbdl latjuk eldszér, hogy z és ynak kiilonbozo
ériékei, mellyek az egyenletnek axr—+-by—c megfe-
lelnek, feljebbi két alakban foglalva vannak.

Masodszor, hogy ha a és b mindketten allitok,
y értékei & velejirGjival fogynak , €s megforditva;
de ha @ vagy b tagadé , akkor az egymdsnak meg-
felelé ériékek vagy mindketten nének, vagy mind-
ketten fogynak 2’ masik’ velejaréjaval.

Harmadszor, minthogy a’ bizontalan # értéke,
tagadé mintszinte allité értékeket vehet fel, az em-
litett arithmetikai sorok, mindkétfell végtelenig foj-
tathatok.

133. Ha ketténél tobb ismeretlen jon @’ kérdéshe
a’ mivelet nem valtozik, ¢és az egyik ismeretlen ér-
téke megtalaltatvan, a’ tobbié beléle kovetkezik.

Legyen az adott egyenlet, 4xr—-9y-1-103—103
103—9y—103

ebbél 4r—103—9y—10z ésx— 4
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y+22—3

r=25—2Y—25— -—'—"—4-—- (1]
legyen 3_1_2%3 =0, vagy y-+23—3=4v
innen y—4v-4-3—2% (2)

'y ezen értékét (1) be tévén jon,
r=25—8v—6-}+-43—22—0
r=19—90+2% (3)

’s gy x és y értékeit = és v dltal fejeztik; de 3

értéke ugy van a’ kérdésbe fogva, hogy birmelly

egész értéke, o és ynak is egész értékeit adja. Le-

gyen p.- 0. =0 ¢és adjuk vnek egymasut.m 0, 1,2,

3, ’s a’t. értékeit, jon
x értékének, 19, 10, 1 ’sa’t.

) R —— 3, 7, 11 ’s a’t.
ha ezutan =1, lesz
x értéke 21, 12, 3 ’sa’t.
B b 1, 5, 97%a’t.

Ha megkivintatik hogy =z értéke csak allitd le-
gyen, % soha nem lehet 9 nél nagyobb, mert
9.10=90 és ekkor 2—1 és y—1.

Keresse a’ tanuld kovetkezé 2 egyenletben a’ 3 is-
meretlen’ értékét

. x4-y+-3=4 és 24x+19-+102=741.

134. Legyen a’ két egyenlet
14r+11y+-92=>360 és r-+y-+2x==30.
Kivantatnak az ismeietlenek értékei megfeleloleg
mindkét egyenletnek.
Sokszorozzuk a’ masodik egyenletet 14 el, lesz
14x+14y-+143=—420
17 *
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levonvan ezt az elsébill & elenyészik és marad
3y—+53—60, (1)
Ebbél taliljuk a’ bizontalan u segédével y és 2
értékeit mellyek
y=4+5u (2) ¢és 3=9—3u (3)
Ha ezen értékeket a’ masodik egyenletbdl levon-
juk, lesz r—16—2u (9
’s ha végre itt wnak, 0, 1, 2, 3 ’sa’t. értékeket ad-
juk, lesz sorjiban
x értéke 16, 14, 12, 10 ’s a’t.
Y ...+5, 10, 15, 20 ’'sa’t.
% oava 9y 65 3% 0 %82t
Példank, egyik egyenletében a’ velejirok —1 1é-
vén, egyszerii feloldast engedeit. Kovetkezé példa
egészen megmutatja a’ miveletet.

Legyen a’ két egyenlet:
2r-+-5y-+33=108 (1)
3r—2y—+72=95 (2)

Ha x kétféle velejardjaval, 2 és 3 al sokszorozzuk
az ellenkezé egyenleteket, a’ levonas altal ezen is-
meretlen elesik, ’s lesz

62-+15y-+93=324
—(6xr—4y—+143=190)
—19y—52—134 (3)
A’ bizontalan % kifejezi y és = értékeit, ’s ezek
y=11+3u (4) és 3=15-+19u (5)
Ezen értékeket a’ (2) egyenletbe tévén jon
3r—22—10u—+105+133u=95 és
3r+123u—12
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melly utolsé egyenlet 3 dltal oszthatd ’s lesz
r+4u=4 és r=—4—4lu
’s innen ‘mindharom ismeretlen értéke kovetkezik.

3. § Masodrendii egyenletek
egy ismeretlennel.

135. A’ masodrendi egyenletekben, mellyek ko-
zonségesen négyszeg egyenleteknek is neveztetnek, az
ismeretlen maga-magaval sokszorozva, vagyis a’ ma-
sodik hatésigon van.

Mindazon kérdések eszerint, mellyek az ismeret-
len magamagival valé sokszorozisat kovetkeztetik,
négyszeg egyenletekre vezetnek.

Ha p. o.: olly kétszam kivantatnék mellynek kii-
Ionbsége @, szirmozata pedig b, az egyiket wnek
nevezvén, a’ masik xr--a@, a’ kettonek szarmozata
pedig @(x—+a)=b, a’ kérdés négyszegegyenleire

vezetne.

136. Legegyszeriibb négyszeg-egyenletek azok, mel-
lyekben az ismeretlen egyediil 4ll misodik emelésén,
valamelly ismert mennyiséggel egyenlitve: millyen p.
0. : #*=a, hol tudjuk z*—a=0.

Ezen egyenlet azonnal feloldva van, mihelyst mind-
két felél gyokeret vesziink , és 2=V a.

Ha az ismeretlennek velejargja van, a’ feloldas
szintoly egyszerii mert, ezen velejardja osztéva valik
a’ masik részen:

igy ha azx’=0b, 2*= % és = \/g barmelly
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legyen @ és b értéke, egy, két vagy tobb tagh, tout
allité vagy tagaddé szam.
A’ kérdésre, melly szam ad 144et sokszoroztat-
van magamagaval, a’ felelet
xr*=—144 és r—= Visg —12.
Szinte melly szimnak 0tszoros négyszege 1252

125 =
52° =125, o*= — és r= V 25 =s5.

137. Az ismeretlen’ értékét, ha az ismeretlen ma-
sodik vagy feljebbvalé hatésagon van, az egyenlel
gyokerének nevezzik, mest azon gyokerét keressiik
az ismeretlennek melly emelésen jon ez elé az egyen-
lethen. De tudjuk hogy (58) minden masodik gyo-
kérmck két éitéke van, dllité €s tagadé, az az
hogy .

Var—+a, Vidh=+12¢és V25=15.
mert +aX+*ta=—a®, +5X+5=5°=25sa’t.
eszerint minden négyszeg egyenleinek is két gyo-
kere van, egyike 4llité, misika tagado, tehdt pél-
dainkban
Vat— 14 a és =—a, V35— 45 és=—5%a’ t-
egyszetre mert mindkét érték megfelel az egyen-
letnek. :

Bizonyos hogy az ismeretlen eleibe is tehetnok
a’ jegyet + mint, * 2°=2+ Vaz, de ezen iris sem-
mi uj esetet nem mutat, és a’ 4 kifejezés kozt, melly
helélle kovetkezik, két egyenlé van, p. o.:

4 r—="ta, +r—=—a, —r=-+a, és—r——=a
hol 2’ két utolsé a’ két elsébél timad a’ jegyek val-
tozasa altal.
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'Hogy x et egyszevsmind dllité és tagadé mennyi-

séggel egyenlitjiik, zavarra okot nemadhat, mert a’

kifejezés csak x keresendd d¢itékét mutatja fiigget-
leniil annak jegyétdl.

138. A’ négyszegegyenletek ritkin illy egyszeriiek,
’s gyakorta el6jon az ismeretlen elsé emelésén is,
mas egyéb mennyiségekkel keverve.

Els6 kérdésiinket (135) kiilonozvén, keressiink két
olly szamot, mellynek kiilonbsége 8, szarmozata pe-
dig 48: egyenletiinket,

x(r+-8) = x*4-8x=48
eddigi ismereteink segédivel nem fejthetjiik meg,
mert ha az ismeretlen legfébb emelését magaban
hagyjuk, lesz 2°—=48—S8x ’s ennek mindkét feldl

gyokerét vévén r—=+ V 38—8x, melly kifejezésnek
legkisebb hasznit nem vehetjiilk, a’ gybkérjegy alatt
levén még az ismeretlen maga. Ha az eredeti egyen-
let’ két részébdl egyenesen vessziik a’ gyokeret an-
nyi bizonyos hogy

Vet sz = Vi

de sem egyik sem masik rész nem tokéletes emelés
vagy négyszeg, ’sigy sem ériink czélt. Szikséges
tehat, hogy legalabb az egyenlet’ azon része legyen
tokéletes négyszeg, mellyben az ismeretlen all.

Figyelemmel tekintvén 2°+8zre, litjuk hogy a’
négyszegnek harmadik tagja nincs meg (arithm. 164),
vagyis a’ binom misodik tagjinak négyszege

((e+-b)*=a*+2ab-+-b*ban, b*).

Ezen hijanyt konnyii kipétolnunk mert jelen ese-

tinkben z—a levén 8=—=2b, és b—=4, ’s igy a’ sziik-
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séges b*—4" melly mennyiséget egyenletink mind-
két részéhez advan jon

z* - 8r-+16=48-+16 vagy

T’ 2. 47+4" =64
az egyenlet elsé része (itt a’ misodik is) tokéletes
négyszeg és (r—4)2, ’s gyokerét venni tudjuk, lesz
pedig feloldasunk

(x+4)*=64, m+4:—_+V7. ds & ——4+ V'4

—=—4+8
tehat x két értcke ao— —4+8=4, és
r—=——4—8—=—12.

Ha az illy egyenletekben, a’ binom négyszegének
harmadik tagja hibazik, ezen harmadik tag. a2
elsé emelésen leve ismeretlen velejdrdja felenek négy-
szege , melly négyszeg az egyenlet mindkét tag-
jdhoz adando.

Minden illy egyenlet, mellynek elsé része nem
tokéletes négyszeg
&’ ~+pr—+¢=0 alakra vihetG,
hol p és ¢ barmelly, allité, tagadé, egész vagy tort
lehet.
Igy p. o.: az egyenlet ax—+bri+c=z"-+d
nem egyébb mint
(b—1)z*+axr—d—c, ez pedig
ar d—c ar d—c

—__ gy :1,' . -_— =0
e ik AL Uiy e T e e

Ha kozonséges egyenletiinkben p—0, ekkor
x*-+¢=0, ’s az egyenlet legegyszeriibb alakon van.

139. z*-+pxr—+¢=—0Xkozonséges feloldasa kovetkezd
' pr=—.

ri-
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Elsé része az egyenletnek, tokéletes négyszeg

lesz akkor ha pnek (& vélejardjanak) felét masodik
emelésre vissziik ’s az egyenlethez adjuk, ez

z 2z
BN B 5y letii
(2) = s egyenletiink

/ ; ?’2

2 N o

aTr _[_.P;L-_!_ 4_ = 4 q
2z T

5 % P P

s innen (:x‘—{— 2) Sy

mindkét részbgl gyokeret vevén, lesz

P_s\/?P I
x -+ 2 H—-_\/ 4_.__.; €s
=L\ /7 _

2 \/4 4

Ha ezen kozonséges feloldast elébbi kilonds pél-
dankra alkalmazzuk lesz
'’ +-8x—48=0 bol
‘2 x 2 2
sser (=)
(e+4)* =448, x14=—~+ V16148
.’L‘; —4 i Va: —'IIi 8,

A’ misodrendii vagy négyszeg- egyenletek felol-
dasa eszerint kovetkezd szabalyokban foglaltatik.

@) Ha az egyenletben tirtek jonnek eld, ezektdl
megszabaditassék.

b) Mindazon tagok mellyekben az ismeretlen meg-
van, az egyenlet’ egyik részében, minden egyéb tag
annak masik részében legyenek. _

¢) Az ismeretlenek egyenlé emelései, velejaréjok-
kal (ha tobben vagynak) dszvétetnek.
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d) A’ misodik emelésen levé ismeretlen veleja-
réjaval az egyenletnek mindegyik tagja elosztatik,
hogy a’ legfébb rendii ismeretlen, egyediil ’s tisztin
maradjon.

e) Az elsé emelésen levé ismeretlen fél velejdrdja
négyszeg emelésre vitetvén az egyenlet mindkét részé-
hez adatik.

f) Mindkét részébdl vétetvén gyokér, azon rész-
hez mellyben ismeretlen elé nemjon a’ + jegy té-
tetik. i ;

g) Igy vitetvén a’ négyszeg egyenlet, elsé rendiire
vagy egyszerii egyenletre, az ismert mivelet szerint
feloldva van.

Példik. 1) Két szam kerestetik. Oszvesek — 10,
négyszegek’ Oszvese pedig 58.
Ha az egyik szam &z, a’ misik 10—xr, és
&+ (10—x)* =53 vagy feloldva
x*+100—20x+2° =58 Gszvevéve
22*—202=58—100— — 42, elosziva 2 dltal
r*—10r=—21
mindkét részhez advin z fél velejaréjanak (5 nek)
négyszegét melly 5°=25, lesz
T’ —102-+5"=25—21 vagy
(z—5)*=4 ’s ebbdl
r—5H=—=+ V[l:_'tQ, T=-+5+2
r=—-+7, és r=-+3
’s valéban 3% -7%=8--49—58, 3--7=—10.
Tegyiik fel hogy a’ kérdés kivetkezd. Legyen a’
két szim’ Gszvese mint elébb 10, négyszegek’ osz-
vese pedig 20: lesz szinte,
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22*—202+100=20
r*—10r——14%0
r*—10x+-25——15 és
r—=5+V" —15

A’ feloldas képzelt kifejezésre vezeivén. mutatja,
hogy a’ kérdéshen forgé szdmok lehetlenek, noha a’
kifejezés , tokéletesen megfelel a’ kérdésnek.

Vissza menvén kozonséges egyenletiinkre

' +pr+4q=0,
litjuk hogy az egyenlet’ gyokerei mindenkor leheile-
2
nek ha, 7%——(; tagadé mennyiség, de minthogy
2z
=3 természete szerint dllité (mert négyszeg), a’ kife-
jezés akkor lesz tagadd ’s kivetkezéskép az egyenlet’
gyokere lehetlen, ha ¢ az egyenletben dllild és na-
2

gyobb mint %- Ha ¢ tagadé mennyiség p. o.: —m,
akkor a’ gy'ﬁkérjegy-alatti kifejezés kovetkezi alak-

ban van,
pz . ?}2 ] TP
; —(—m), mi = z—{—m és allité :

ha tehdt q az egyenletben tagads , « gyokerek
mindenkor leheték és valdk. Ha egyik gyokér lehet-
len, 2’ masik is lehetlen, mert egyenld kifejezések csak
jegyében kiilonbozik.

2) Egy kis tirsasig 70 fort: koltott: négy sze-
mélly beléle bizonyos okbdl nem -fizet, ’'s azért @’
tobbinek 2 fortal tobbet kell fizetni mint lett volna
kiilonben egyes része. Kérdés hiny személlybdl allott
a’ tirsasdg, ’s mennyi jutoit volna egyre?



268 M {SODREND{ RGYENLETEK EGY ISMERETLENNEL.

Ha a’ személlyek’ szama x, egynek egynek része

::f’ , de mivel 2’ fizeték szama 4el kisebb, jon egy
fizetore forint.

ar—

Mivel mindegyik két forintal fizet tébbet valodi
részénél, az egyenlet

mit egyszeri kifejezésre vivén lesz x’—4r—140:
mindegyik részhez 2°ot=—4et advan lesz

(r—2)°=144, és x—2—+V 144, wx=—2+12
és r=—-4+14 vagy xr——10.
A’ gyokér allité értéke azonnal megfelel a’ kérdés-

; L ’ - H 70 -
nek, mert 14 en 1évén, mindegyikre o= 5 forint

0 B i
joénne , ’s a’ maradottak ;—0 =7 az az kettovel tob-

bet fizetnek.
A’ masodik, tagadé gyokér, algebrai feleletet ad
a’ kérdést megforditvan ’s mint
70 70
—10—4  —10
azt jelenti hogy a’ tarsasag a’ fizetés helyett pénzt bé-
vesz, ’s a’ kérdés igy all : valamelly tarsasig 70 fo-
rintot oszt fel tagjai kozt, de ezeknek szima 4 sze-
méllyel szaporodik , ’s igy mindegyik kevesebbet vesz
2 forintal. Mindenkor megfelel tehat mindkét gyokér
a’ kérdésnek , de algebrai értelme figyelmet kivan.

+ 2,

3) Ketten kereskedésbe lépnek;az egyik 30 aranyat
letesz és 17 holnapig ben hagyja, 2’ masik csak 5
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holnap mulva adja be pénzét (’s eszerint 12 holnapig
hagyja ben); pénze mennyiségét az utébbinak nem
ismerjiilk, de tudjuk hogy nyereségével egyiitt 26
aranyot kivesz a’ kereskedés megsziintével. Az egész
nyereség 187/, arany. Kérdés mennyit tett be a’ ma-
sik tirs, ’s mennyit nyert egyikiik 2

Azidét egy holnapra vivén, az elsének 30 aranya17
szer annyi egy holnapra vagy is 510, ha a’ masiknak
része x, lesz egy holnapra 12x; ismervén az egész
nyereséget, megleljiik a’ masik részvevijét kovetkezd
aranybol,

5104+12x-+18%,—=12x
: _ Bex18Y, e

510 122 510+12x
ezen nyereség és betét tudjuk 26 arany, ’s egyenletiink,

225x 141xr
—— — =26, innen x4+ — —=1105.
stor122 ‘ T g A

hol a’ negyedik tag

1 Y i P
—-[;—felet négyszegre vivén’s az egyenlethez advan jon,

141 19851 19881+110 90601
4 64 =~ 54

mindkét feldl gyokeret vevén,

141 +\/90601 ﬂ_,_%_@
141

'ﬂ]l A
p—— — F+ | és =
i 5 - 8"
elsé értéke megtelel a’ kérdésnek. A’ masodik rész-

4

vevd’ tokéje 20 arany, nyeresége 6, az elsonek nyere-
sége 12%/,.

4) Két munkas kiilonbozé bérért dolgozik. Az el-
s6 bizonyos napszdm utdn 96 forintot keresett, a’ ma-
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sik 6 nappal kevesebbet dolgozvin, 54 forintot: de
ha ezen masodik mindennap dolgozett volna és az
elsé kevesebbet 6 nappal, akkor fizetések egyenld
lenne.

Kérdés hany nap és melly bérbe dolgozott egyik
egyik ?

Az elsének napjai &, a’ masikéi £—6. Fizetése

, ha az elsé hat-

96 G
az elsének — , a’ masiknak
xr xr—=6

nappal kevesebb ’s a’ masodik t6bb, lenne az elsé
pénze (z—6) %6, és a’ két kifejezés egyenld,
(2—6)% _ 54z
T r—=6
2’ nevezdk’ elenyésztése utin _
542* = 96(x—6) (—6)
hol @’ szdmok 6 altal oszthaték ’s egyenletiink
9z —16(x—6) (r—6)=16(x—6)?,
elsé tekintetre észre vessziik hogy, az egyenlet mind-
két része tokélleies négyszeg ’s hogy
3z =4 (z—6)*
gyokere egyszerii, lesz pedig
3x—==*4(r—-6), 3r=tr—2%4, x=24,

24
vagy 3x=—4x-12%, r= -

xnek elsé értéke 24 egyenesen megfelel a’ kérdésre,
az elsé munkas 24 nap alatt 95 és 1 alatt 4 forintot, a’
masik pedig 18 nap alatt 54et ’s egy alatt harmat
keresett.
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140. Ha van olly érték a, melly kizénséges egyen-
letiinknek ;vz-f—pa:—i-q:O eleget tesz,
az ismeretlennek @-n kiviil még-egy értéke van.
Ha z helyett at tesziink, egyenletiink
a*~+-pa—+-g¢—0 tehat
&’ ++pr=—a*-+pa vagy
x*~4-pr—a*—pa—=0 mi masként irva
a*—a*+p(x—a)=0 vagyis
(z—a) (z-+a)+p(z—a)=0,
oszthaté ezen egyenlet x—a dltal, ’s marad
z+a+p=0, lesz tehat,
L pr+g=x"—a’+p (r—a)= (r—a) (z -a-+p).
Tudjuk hogy minden kifejezés egyenld a’ semmi-
vel, mellynek valamellyik factora =0, ’s itt mindkét
factor kiilon kiilon =O0.

Feltettik eldszér hogy ¢ ==, tehit a—z vagy
o —a=0, melly az egyik factor, a’ masik is
T+a-+p=0, mert eloszivin

(z+a) (z—a)-+p(z—a)=0
egyenletet x—a val, marad r+a-4-p=—0
ezen utébbi egyenletbél kovetkezik z——a—p.

Ha tehit egyenletink’ egyik gyokere @, masik
sziikségesképen —a—p; ’s valéban mindkett§ meg-
felel a’ kozonséges kifejezésiinkben talalt két érték-
nek , hol =

x=—"/p* Vy+/p*
hol ¢ tagadén van véve, és @ nek egyik értcke
a=—"/p+V g +"/up®
’s a’ masik

—a—p=—op—V g +/ip*.
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Elébbi kézonséges kifejezésinkben (139) , ezen
két érték

—Yap+ Vi —q ¢s —/p—VV%ip* — ¢
volt, mi természetes, mert azon egyenletink

x* +pr +¢g=20
volt, mostani pedig
x? + pr —qg=0.

Hogy a’ négyszeg vagy masodrendii egyismeretleni
egyenletekben ket gyokérnél tobb nem lehet , kovet-
kezdkép bizonyitjuk.

Legyen ismet z*—+pr—-+¢=0ban, x egyik értcke
a, masik a' ’s lesz két egyenletiink

a’+patgq=0 és a'’+pa'+g=0,
vagy
@’ -+pa+g=a”+-pa'+-q és a*—a’+p(6—a’)=0,
’s mint elébb  «*—a'*=—p(a—a’)
melly egyenletet (a—a') al elosztvin, jon
at-a'—=—p és a'=—(p+a)

Nyilvan hogy — (p—+a)nak csak egy értéke lehet,
mert bizonyos mennyiség; az egyenletnek tehit a
kivill csak még eqy erteke lehet.

141. Az egyenlet’ z*-+pxr+q—0 két gyokerének
Oszvese ——p az az,

(—"/p+ Vl/spz_Q)‘l‘(_l/zP_ VI/QP’—?) =—p-

A’ két gyokér’ szarmazata pedig —¢, vagyis

(—ap+V i —g) (V=)

S e A Y/sp*—¢)* mi ismét

=(/p*—(/ap*—9) =y.

x* + 8r = 48
példinkban a’ két gyokér 44 és—12.
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Ezen két gyokér’' Gszvese — —8, és szdrmozata
=—148, egyenletiinkben pedig

8=p és 48—=—gq, tehdt
—p=—8, és ——-(—q):llS.

Eszerint ha, barmelly ket gyoker adva van,
ezekbol @’ neégyszey - eqyenletetet konnyen alkothat-
ni. Ha p. o.: adva van a’ két gybkér 2 és 3, lesz

. —p=2+3=5, vagy p=——>
g pedig =—2.3=6, ’s a’ két gyokémek megfelels
egyenletink x*—5x 4 6=0.

142. Kovetkezé kérdés, nevezetes kifejezését adja
az ismeretlennek. '

Osztassék valamelly szim olly két rézsre, hogy
ezen részeknek négyszegei bizonyos (adott) arinyban
alljanak.

Legyen a’ szim a, ennek egyik része z, m pe-
dig azon ardny mellyben a’ két rész négyszege all-
Jon; a’ masik rész természetesen a—x. A’ mondoit
szerint egyenletiink,

x? x?
(a—=z)?*  (ae—=) (ae—x)

m.

Ezt konnyii 2°+pxr-¢=0 alakra vinni, ’s azatin
feloldani; de litjuk hogy itt az nem sziiksdges ’s
hogy egyenesen czélt ériink az egyszerii gyikérvevés
altal mert

X

=+ V'm ’s innen x=="t(a—x)V m.
a—x

Ha most 2’ két elsé rendii egyenletet
r=-+(a—=x) Vi és
x=—(a—zx) |/ m feloldjuk, jon

18
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al/m —al/m
r— a7 i—Vm (2).

Eszerint (a—x) a’ masodik rész értéke (1) bal

(1.) és & —

a__al/'m:: a+alf/m—al/m__ @
1-+m 1+ )/ m 1+ ' m
’s mindkét rész, -ﬂ/;m; és — % 2 kérdés sze-
1+ m - 1+ m
rint kisebb mint @, x (2) értéke feloldisa ad
(a—=) nek,

aVﬁ a— m—{-Vm a

—Va- 1—Vm "~ 1+—Vm
V=
aYm a ;
és — , hol a
1——|’ m 1— Vin 4
jegyek ellenkezék levén a’ szim @ nem dszvesik
tobbé , de kulonbségiik.

a-+

s ekkor a’ két rész —

Ha m=1, vagyis ha feltessziik, hogy a’ két négy-

szeg egyenld, akkor Vin—=1, és az elsé feloldis
szerint 2’ két rész '/,a és '/,a, de 2’ misodik felol-

. 3 .a , a 5 ‘
das szerint — o €s 27 mi természetes , mert csak

akkor tehetjik fel hogy a’ két rész négyszegének
ardnya egyenlé legyen az egységgel, ha a’ két men-
nyiség ara vagykiillonbségére nézve végtelen nagy (itt
tudjuk */,a—'/,a=0).

Mert legyen p. o. ezen két mennyiség z és T—0,

mz

x*—2axr—+a*
's ha ’a tort’ két részit ° al elosztjuk jon

négyszegiikk ardnya
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1

T
A
xTr &

’s innen litni, mentiil nagyobb & annil kisebbek
2 , @&

~= € —, ’s annal inkdb ké-
x T

zeledik az ariny _i sl

Hasonlitvin eddigi tekinteteinket a’ kozbinséges
mivelethez , fejtsiik meg az egyenletet
2
(Z—_x;f@:éj: m  jon egymasutin,
z*=m(a—z)(e—x)=a*m—2amz-+-mz*
T —mz* - 2umr—a"m ; (1—m)x’+2amzr—a’m
2, 2amxr _ a*m
z*+ =
1—m  1—m
itt, kozonséges alakunk szerint

2am a”m
=p, és

=¥

1—m

% Toan -I—\// a*m? a*m
C1—m (1—m)* i—m

o ezen értéke kiilonbozének litszik lenni, de vissza

vihetd az elébbenire, Ldssuk a’ miveletet gyakor-
lat kedviért.

Vigyiik elészér egynevezére a’ gyokérjegy alatti
torteket, mi 2’ mdsodik tag (1—m) eli sokszorozis

altal tortemk Jon pedig, nem figyelvén a’ gyokér-
Jegyre ;
a’m* @’ a*m-+a’m(1—m)
(1—m)*  1—m  (1—m) (1—m)
18 *
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_a”mz—}-a?m—a’m“__ a*m
T (1—m) —m)  (1—m)*

a’ nevezd itt négyszeg, ’s csak a’ szamlilé gyokere

jeloltetik, ’s kifejezésiink

= ’s még ez is egy-

szeriibb alakot enged, mert
alm am___a Vin

- I
— s igy &r—— tehat
1—m’ 8y 1—m — 1
—-am—]—alf m —am—aV m
_— — ) vagy r—
1—m 1—m

De barmelly egyszeriiek ezen kifejezések , az el 6b-
bieket nem érték el, és akkor is ha m=1,

5 __—a-+a _0
| 0
—a—a —2a
T = —_—
1—1 0

x masodik kifejezésében, mint eléb, megleltik a’
végtelenség’ jegyét, de az elsé bizontalant mutat.
Keressiik fel (123) nincs e a’ szimlaléban és ne-
vezében olly kozos factor melly m=1 feltétével
=0 lesz.
A’ kifejezés
—am—+-aV'm _a(—m+ V};—a) il V in—m)
1—m i - = - =
’s mar innen latszik, hogy a’ szimlilé csak a’ fac-

tor (Wn—m) iltal lesz = 0; nézzilk nincs € neki
(1—m) el kozos factora.

A’ gyokérjegy elkeriilése végett tegyik V m=n,
’s ekkor m=—n’, ’s ez altal Vin—m, 1—m be,
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n—n? pedig 1—n® ba valtozik : de mivel
n—n*=n(1—n) és 1—n?=(1—n) (1-+n),
vissza advan n értékét Vm et lesz,
Vin—m—= (1—V'm) V'
H—mm= (1—V m) (14 V 'm)
’s kovetkezésképen
ﬂ(V;a—m)H a0—Vm)V'm  aVm
1w (= V) a+Vm) 1+Vm
elobbi kifejezés.

Szintigy vissza vihetd x masik értéke megjegyez-
vén hogy ,

—aV m—am _ —a(1+ Vm) Vo _—aVm
i—m (1—V )+ Vm) 1—Vm

Ha ezen példiban m helyett m? et tesziink, a’
gyokérjegyeket elkeriiljiik : de ekkor m az ariny-
nak gyokere, melly mindenkor ismeretes ha négy-
szege adva van. A’ tanilé keresztil-mehet a’ szi-
mitison m helyibe m? et tevén, ’s nyilvan fogja lit-
ni, melly idényerés az egyszerib kifejezések’ va-
losztasa.

Azon alak mellyet (189) alatt adtunk, kozonséges
és minden esetre alkalmazhaté. Az ismeretlen’ leg-
fébb emelésének velejardja —1.

143. Tekintsiikk kozonségesen azon egyenleteket,
mellyekben a’ legfébb hatésagi ismeretlen’ velejardja
valamelly mennyiség «, ’s oldjuk fel p. 0.: az egyen-
letet, ax?—br-+-¢c—0
melly, ha benne ¢ =1, a’ (139) alatt adottal to-
kéletesen megegyez.
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Tegyiik fel, az egyenlet viszonyainak ’s tulajdoni-
nak tisztab értelme’ kedviért, hogy O helyett legyen
értcke az egyenletnek —y, vagy

ar’—bx—+-c=0 helyett gz’ —brt+ec=y (1) %)

Itt y értéke, x értékétdl fiigg, ’s valtozik ha z
valtozik.

Legyen m azon mennyiség, melly x helyibe té-
tetvén, az egyenletnek megfelel vagyis azt semmivé
teszi, ekkor tudjuk m, gyikere az egyenletnek; és
lesz

ar*—br+c=0 bél (2) am®*—bmtc=0 (3)
(3) egyenletet levonvan (1) bél, lesz

y:a(xg—mz)—-b(x—m):(w-——m) [e(z~+m)—b].

Itt y nyilvin =0, ha z==m, mint azt feltettiik;
de y akkor is =0, ha a(z—+m)—b=0, tehit xnek
még-egy értéke van ’s ez y=0 bdl kivetkezik: ne-
vezziik ezen masik értékét mnek, ’s megleljik ko-
vetkezd egyenletbdl

a(n+m)—h=0, és n+m=% (4)

Ha ezen (4) egyenletbdl b értékét melly
b—a(n+m), (3) dikba tessziik, jon
am*—am(n—+m)-+c=0

vagy c—amn=0, ’s ebbdl m:% )

b és ¢ értékét (4) és (5) bdl (1) be tevén lesz,
y=azr*—a(m-+n)r—+amn
=a [2*—(m—+a)x—+mn].

*) Visgaldtinkban , a, b, és c, tartsdk meg jegyeiket vilto-
zatlan, mellyekkel irva vannak,
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Ezen kifejezésnek korlatokkozt levé factora
(x—m) (x—n) bl ered, és igy

y=—a(x—m)(z—n). (6)

Vegyiik erre példiul y—4x*—5x-1-1 egyenletet.

Ha itt =1, y—4—5-1+1=0, és m—1.

Ha (4x*—52+1), (z—1) el elosztatik,, a’ részes
4r—1, és @’ két factor y—(r—1)(4o—1) és ez ak-
kor is =0 ha 4r—1=—0, az az ha x="/,, tehit

n="/, és y=4(z—1)(x—"/),
melly kivetkezés (6) al oszveiit.

Ha tehit az egyenlet’ egyik gyokerét megleltiik,
a’ masikat is megtaliljuk, ’s az egyenletet

ax*—br—+c=0
factoraiba valthatjuk , mellyek
a, (r—m) és (x—n), ’s lesz
azr’—br+-c=a(x—m)(x—n).

Tudjuk hogy (z—+m) (z+n) és (z—m)(z—n)
kozt egyéb kiilonbség nincs, mint x elsé emelése je-
gyének valtoztatisa, ha tehat

ay*—br—+c =a(x—m)(z—n)
akkor ax?-+-br-+-c=a(x+m) (x-+n)

Vegyiik fel most az egyenletet ax>—br—c—=y
’s legyen ismét az egyenlet’ egyik, gyokere m, tehit,
y=ax’—br—c, am*—bm—c=0, ’s ebbdl.
y=a(x*—m*)—b(z—1m)
=(z—m) [a(z-+m)—b]
= (z—m) (az-+am—b)

legyen = n vagy am—b—an, ekkor

y= (x—m) (ax+-an)=a(x—m)(z—+n).
Példaul legyen
3 —xr—2=3(x—1)(x+"/;).
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Az egyenletben ax®+-br—c=y, a’ factorok mi-
sodik tagjinak jegye viltozik, mert (z-+m) (x—n),
(z—m) (x+n) csak = elsé emelésének jegyét val-
toztatja ; kovetkezésképen,

ha ax’—br—c—a(x—m)(x-+n)
akkor ax’-+-bor—c=a(x-+m)(x—n).

Mindegyik esetben hasonlé kovetkezésre jutunk.
Kovetkezé oOsszetétben, az elsé és harmadik eseinél
m et tévén x helyett, y=—0, a’ 2dik ¢és 4dikben m
és n ugyanazok, mint 1 és 3ban.

1) y—ax’—bxr+c=a(x—m) (r—n),
m—I—n:il
a
2) y=az’+br+c=a(x-+m) (x+n),
'm+n=2 \
a
3) y=ax:—br—ec=a(x—m) (r-+n),
m—n——
a

4) y=uax®+ba—c=a(x+m)(z—n),

m—n——
[/

Visgaljuk most azon eseteket mellyekben 2 nek
olly értéke lehet ezen kiilonbozd kifejezésekben, hogy
dltala =0 lesz: és ezen visgilat mutassa tisztdn,
a’ masodrendii egyenletek’ feloldasat.

Az elsé kifejezés y—ax*—by--c. (1)

Megjegyezvén hogy

(2ax—1b) 2=4a2xr—4abr1-1?,
egyenletiinket illy factorba valoszthatjuk. Sokszoroz-
zuk p. o.: 4aval, lesz 4ay=4a’x*—4babr-+4ac. (2)
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Ha 2’ masodik részhez b* ot adunk ’s egyszers-
mind le is vonunk, értéke nem valtozvan, lesz
bay=4a*x—4abr+b*+4-4ac—b*
’s ezt irhatjuk
bay— (2ax—Db)*+4ac—Db? (3)
Tudjuk hogy valamelly mennyiség’ négyszege
mindenkor 4llité, legyen a’ mennyiség maga, allité
vagy tagadé *), az elsd tagja ezen mdsodik résznek
sziikségképen 4llité , tekintsiik tehdt a’ misik két ta-
got 4ac—b?, ’s ez harom kiilonis esetet mutat.
I, Ha b>4ac, vagyis ha b*>—4ac illité; ekkor
a’ kifejezés b*—4ac=Kk* @’ feltétnek megfelel, (k*
bizonyos képviselje 1évén az algebrai allité mennyi-
ségnek): tehat
4ay—(2ax—0b)—k* (4)
és xnek azon értékét melly y—0 nak megfelel ,
(Qax—b)*—k*=0
egyenletbdl fejtjiik, s tudjuk hogy
ur—b=+k,
barmelly jegyét vegyiik Anak: ez azt mutatja hogy,
y vagy ax*—bx--¢, akkor=0 ha x helyett vagy

b-1-k A b1 Vb 4ac .

2a 24
b—k  b—V br—4ac
vag_y — —n

2u 2

*) A’ kifejezés alakja, mem valtoztatja négyszegének alakjit
és (e—d)? vagy (d—c)? mindegy, ’s mivel egyik a’ kettd
koziil bizonyosan allité, a’ masiknak is sziikségesképen
allitonak kell lenni. Ila tehit nyilvinon akarnink mon-
dani hogy valamelly mennyiség dllité, leg helyeshen mond-
juk azt valamelly algebrai mennyiség’ négyszegével lenni
egyenlonek.
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melly két kifejezésben k értékét vissza adtuk, m és
n dltal pedig a’ két gyokeret jeloltiik.

Mindkét érték allito, mert k2=b*—4ac 1évén,
kisebb mint b* ’s kivetkezéskép b>Fk, tehit, mind
b+k < 30—

mind
2a
neveztilk m és nnek: Lesz tehdt kifejezésiink
ax*—bxr-+c=a(x—m) (r—n)

—a (o Vb_’—éTc)( b—VE’GnEc)

allitok ; és ezen mennyiségeket

és a’ factorok’ sokszorozdsa megmutatja hogy a’ két
egyenlet egynemii.

Il. Ha b*=4ac, az az /* sem nagyobb sem ki-
sebb mint 4ac, akkor k=0, merb b’—4ac—0; és
ezen esetben m—n ’s mindkettd —_~-2i €s

a
y =ax*—br+-c=a (.r—m)(’r—n):

_a(m____

Ekkor azt mondjuk hngy y tokéletes négyszeg, ’s

gyokere \/ (
2

Az Arithmetikiaban, tudjuk, ez csak akkor volna
tokéletes négyszeg, ha @ nak tokéletes gyikere len-
ne; de az algebriban minden olly kifejezés tokéle-
tes négyszeg, mellyben valamelly keresendd betii
nincs tobbé a’ gyokérjegy alatt.

Ezen kivetkezés gyakori, és elménkben tartandé,
hogy t. i. ha b°=4ac, vagy b*—4ac=0, akkor
axr’—br+-c tokéletes négyszeg.
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I b*<4ae, vagy b’-‘——-éac tagado, ’s igy 4ac—b
allito.

Legyen ismét, 4ac—b*—=£k*és (3) egyenletbdl lesz

day—(2ax—Db)*+-k2.

Ezen esetben xnek nemlehet olly értdke, melly
dltal y=0; mert olly egyenlet mint p. 0.: p’--¢*—0
azt mutatja hogy p? egyenlé ¢ al ellenkezd jegyel
véve de ez lehetlen , mert minden négyszegnek jegye
egyenlé. Eszerint x értékei lehetlenek, ’s azon feltét-
ben, melly illyen kovetkezésre vezet, bizonyosan va-
lami ellenkezé vagy képtelen fekszik.

Meglelvén hogy ha
x*—bx—+c=a(x—m) (z—n)
akkor bizonyosan
az*-+br—+c—a(z-+m) (x-+n) és
I. ha b0*>4ac, ax*+-br-t+-c=

b+ Vb?—Jmc) ( b—-a Vb”— lmc)

;T 2 e AL
Il. ha &*=4ac, ax -1—b.r—f—¢,_a(a:—!—2a) ’
és y tokéletes négyszeg.

IIL. ha 0*<4ac, ax*+br+c,
nem valthaté factoraiba.

Legyen ezutin y=ax’'—br—c (1)
lesz mint eléb
4ay=tarx*—4abr+b*—4ac—b*
=(2ax—b*)—(b*+4ac) (2)
és ha
b*+4ac=Kk*, jon 4ay—(2ax—Db)’—k* (3)
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és ha y=0 akkor, ha (2axr—b)*=k*
vagy ha Wwx—b=—=+k
bk __ b+ Vb raac

. .

vagyis 2 2a 2a
_b—k _ b—V bt ac
T 24 2a

Mivel b2 <b*+-sac, b<<V b+ 4ac
tehit » tagadé mennyiség.

Tekintsiik (3) egyenletet ’s osszuk factoraiba:

tudjuk hogy p*—¢*=(p—¢q) (p-+¢), ez id
4ay= (2ax—b—k) (ax—b-+Fk)

= 4a® (x—‘%ab)(:v—!—k#;—b
’s innen y vagy, -

. ax*—br—ec=

— (oIl o LT
és ar*+br—e—=
sl p LTI, Via;:*ic:g)

Alkalmazvin ezekre némelly példit, a’ tanulé meg-
gybzheti magat valosigokrul a’ sokszorozis dltal

'1) 2r2—Tr-+3 =
- 7+ V924 r—Vi9 —a24
s (o VYV
=2(x—3) (x—"/2)
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2) 3r—obrt-1—

=i
hol |/ 24=2)"6

3) 5/, " —222-4-22="/,(x—2)*
4) 5 -9pr—T—

( V2T+9 ( _y V2’l—9)

=5({x-L
(szvevén talilt eseteinket kovetkezé tibliba {rhat-
juk azokat.
axr’+br—+c—

%a($+b+ Vb*—mc)(a' — Ve --4ac) @

24
ar—brtc—=

b Vb —4ac 6——" —Aac
i amie “eld

®)
ar—+ b.’t,'——{,' o

ar—br—c—

v (.T _“M+b) ( Vo> sac- —1—4&0—5) )

::a(:z: —+

Hogy mindezen alakokat a’ jegyek’ valtoztatisa
altal egyre vihetjiik szembetiing.

Ha az egyenletnek, tagadé gyokere eleget tesz,
~akkor ezeket is tekintetbe kell venniink ’s znek két
értéke egyenléen semmivé teszi
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ar® 4+ bxr 4+ cnek
valamennyi alakjat.

Legyen ezen elsé példaul
ar*Lbx4-c—0,

b— 2%

ekkor vagy o+ ——%——mf =0
b—V 0™ —4ac

vagy T e o o 0.

Ha x két értékét m és mnek nevezziik, lesz a’ 4
alakban

—b+-V¥—hac  —b—Viac

= 2 o 2a (@)
b+ Vo* —sac b—V 6 —4ac
CANS iy Mo e T )
— b+ Vo> +4ac —b—V 0+ 4ac
oY= 2a B = 2a Q)
[/ Vb=+ 4ac h— Vb“-g-éac
m— % ) n— ——-——2—3——— (dl)

. mindnégy esetben megfelel ax? - bxr-¢ alakja
a(z —m) (x —n)nek, ’s kénnyen kifejthets p. o.:
(a’)ban m és n (ha csakugyan valék, léteznek vagy
megvannak), tagadék ; ha valék mondjuk, mert meg-
mutatink hogy ha b2—4ac tagads, ax*--br—-+c nem
vilhaté factoraiba, mert ekkor V b —4ac nem alge-
brai mennyiség és sem tagadé sem allité.
(6')ben, ha m és n léteznek, mindketten alliték.

(¢’)ben, mindenkor valé éridkei vannak m és 7 nek
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mert b’~-4ac mindenkor allitd. Az egyiknek éricke
aliité, a’ masiké tagadé és ezen tagadd, szamdra néz-
ve nagyobb *).

*) Jegyzék. Ha o’ szavakat, nagyobh vagy kisebh, szimokra
alkalmazzuk, értelmiik tiszta, ’s tudjuk ha

a>b,a—c>b—c¢

mind addig mig a és b biil levonhatd ¢. De tdgitvin a’ le-
vonas értelmét, ’s p. o: —3 at irvin 5—8 helyett, a’ tan
ha a>b tehat a—c¢>b—c; kovetkezire vezet.

Mivel 6%, 6—12>41—12, vagyis —6>—8, vagy
0> -2

Ezen kovetkezések kivdlt az utolsé, képtelenek, ha
a’ tébb vagy kevesebb értelmét arithmetikai ismeretinken
til nem terjesztjiik.

Mondjuk tchat, hogy két algebrai mennyiség kozt,
legyen jegyiik egyenlé vagy kilonbozé, az a’ nagyobbik,
mellyik nagyobb kdvetkezést hoz elé, ha mindketté vala-
melly olly szdmmal hasonlitott, melly nagyobb szdmmal
van irva, mint akarmellyik a’ ketté kézzil. Példinkban
tehat csak azért nagyohb —6 mint—8

mert 20—6>>20—8; és azért 0>—4 mert

640>6—%, és +12>—30
mert 404124030 ‘s a’t.

Mondjuk tovabba, hogy —80, szémdt vevén nagyohb
mint 412 mert tobb egységet foglal vagyis nagyobb szam
jeggyel van irva.

Ezen okbul mondénk (¢!)ben, hogy a’ tagadé gyokér
szdmdt vevén, nagyobb mint az &llité, mert, kilonben az
algebriban, minden allité mennyiséz nagyobb a’ tagadoénl,
Szintigy mondjuk hogy —14, 43 és —20 kozt all, kisebl
lévén mint az elsé de nagyobb mint a’ masodik. Vigyizva
legyen a’ tanul¢ mindezen tekintetekre, ’s ha azt mondja
valaki, hogy e’ tagadé mennyiség kisebb vagy kevesebb a’
semminél, ennek csak annyiban lehet értelme, mennyiben
a’ kifejezésnek nevit kereste, Mi legyen 'a’ semminél kisebb
vagy kevesebh azt senki nem tudhatja, mert olly targy
nem létez.
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A’ szirmozat (z—m)(x—n) dllité ha a’ factorek-
nak ugyan azon, tagado pedig, ha kalonbozo je-
gyei vannak.

Ezen utobbi eset csak akkor all, ha z, m és =
kozt van, az az, ha &, algebrai értelem szerint, az
egyiknél nagyobb, a’ masiknil pedig kisebb.

Kovetkezé tablaban, némelly szarmozatok vannak
feljegyezve , hol m ¢s mnek kilonbozé jegyek adat-
tak, xnek pedig 3 értékei; ezen 3 értéke x nek olly,
hogy az elsé kisebb mint s és kisebb mint n, a’
masodik m és n kozt van, a’ harmadik pedig na-
gyobb mint m és n Gszvevéve.

Szarmozat.  x értéke. Szirmozat értéke jegyével.

(e—4)(z—7) + 1 + 18
m—4 -+ 5 =2
n=—"7 -+ 10 -+ 18

(z+10)(x—3) — 12 + 30
m=—10 — 7 — 30
n—3 + 4 4 14

(z+2) (x+12) — 13 + 9
m=—2 — 6 — 24
n——12 — 1 + 11

Ezen viltozasok’ okt a’ tanulé kénnyen #tlithatja,
és jol tész ha illy tiblacskikat alakit gyakorlatul.

Végkivetkeztetésiink az, hogy (z—m)(x—n) la-
gadé, ha x, m és n kozt van, semmi ha z—m
vagy x—n, és dllitdé ha x nagyobb vagy kisebb
mint 0szvesen m €és n.

Kévetkezésképen , a(x—m)(x—n) nek ugyan azon
jegye van mint @ nak ha x nagyobb mint m és na-
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gyobb mint #, kilonbozé a val ha z, m és n kizt
van, de barmelly jegyii legyen a, bés ¢ ha van olly
két mennyiség m és n melly altal
ax*+br—-c=u(x—m)(x—n)
lesz, vagy mi egy; ha az egyenletnek
axr*+-br—+c=0
valddi gyokerei vannak , az’--br--c nek ugyan
azon jegye van mint (a) nak, x minden értékeivel
kivévén ha x @ ket gyoker kozt van.
Hitra van azon eset, mellyben ax*-+4-bzx--c nem
valthato factorokba, s ez akkor torténik, ha
*—hac vagy =0 vagy tagado; lesz pedig az elss
esetben ha b*—4ac—0

a.r*-—;—ba:+c:a(.r+ E%-)z és

a.z-’-—b.z:—;—c:a(w— %) 1

’s mivel a’ kifejezések’ egyik factora négyszeg, allité
is, ugyan azon jegye van tehit mint a’ mdsik fac-
tornak @ nak.

Ha b*—4ac tagadé, megmutattuk hogy ha,
y=ax**br+-c, tay—=2axr+b)*+k?,
hol k*—4ac—b>
tehit 4ay, mint két négyszegnek Gszvese, minden-
kor dllité, az az @x®+bxr+-c nek, ugyan azon je-
gye van mint @ nak, barmelly legyen x értéke.
Ha ¢=0, @’ kifejezesés ax*+-bor—=x (azx+b) ’s ez
=0 akkor, ha vagy @=0, vagy (az—+b)—0 és
b

J$T = — —

]
19
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m és n Kifejezése ezen esetben
—b+- VB o —b—VE
2a 2a
Ha b=—0. a’ kifejezés axr®*—c akkor —0 ha,

c

mi lehetlen, kivévén ha ¢ és @ nak kiilonbozé jegye
van. Ezen esetben megegyez kifejezésiink , ha

ax®—c lesz, a (:r —\/g)(m—i— \// _E) vel.

Ugyan ezen kovetkezésre jutnnk, ha m és m ké-
zonséges kifejezéseiben, b—0 tessziik.
Ha végre a—=0. a’ kifejezés br—-c, melly csak x

egy értéke altal lehet —0, ’s ez = —E; itt
c

€s n értekeit is megleljiik, ha kozonséges kifejezé-
seikben a=—0 tessziik, ezek tudjuk
—b+ Vb —4ac iy —— V6> —4ab
2 2a
—2b '

’8 jiin% és , mit mar feljebb is lattunk.

7 §. Felsobb rendi egyenletek
két ismeretlennel.

144. Az egyenletek egyismeretlennel, azon ren-
diiek vagy emelésiiek, mennyit jelol az ismeretlen
legnagyobb mutatéja , vagy hanyszor van az ismeret-
len maga magaval sokszorozva. Igy 23=8, a"=—a
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’s a’t. harmad és m rendii egyenlelek, birhdny tag
legyen &* és o™ utin mellyben ismeretlen foglalta-
tik ha ennek mutatoja kisebb 3 vagy mnél. Ha az
ismeretlenek szama nagyobb, akkor sem egyik sem
masik ismeretlen egyes mutatéja nem jelolheti min-
denkor bizonyosan az egyenlet rendét, de hasonlitva
az egyes tagokban 1évé factorok szamaval, vagyis #if
@ terjedség vagy @ factorok Oszves mutatdja adja
az egyenlet fokat.
Ha p. 0. 2’ két ismeretlen x és g,
T2 _|_$2y __yez

harmadrendii egyenlet mert x°y harom terjedségii;
szinte x2y—-+y* =0 is harmadrendii egyenlet.

145, Itt szinte, mint az elsé rendii egyenleteknél,
szitkséges hogy a’ t6bb ismeretlent foglalé egyenle-
tek, egy ismeretleniekre vitessenek vissza.

Ha valamellyik, a’ két ismeretlen kozt, az elsd
emelésen van, a’ mivelet igen egyszerd, mert ekkor
értékét egyik egyenletbol a’ masikba tessziik ; p. o.:

1) Legyen két szamnak Oszvese 12, szdrmozata35.

A’ két egyenlet x+y=12 és xy=35.

Az elsébdl ¥—12—y, ezt a’ masikba tévén

(12—y)y=35 vagy 12y—y*=—35.

Az ismert mivelet szerint ezt feloldvan jon,
y=6+1, 5 vagy 7, ’s kovetkezésképen x=7 vagy
= 5.

2) Ha a’ két egyenlet

z4-3y==~6 és a?+y°’=12
az elsébél x—6—3y, ’s a’ feloldandé egyenlet
(6—3y) >+y*=12, ’s ebbdl 10y>—36y—+24—=0.
19 %
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3) Legyen 2’ két egyenlet
TYy+y'=> és *+2’Yy—y"'+7
= z

-"—9'

az elsé ad, = —= , ’s a’ masik dltala,

7 ) +(55) y=v+, vy
(5 __yz)s (5 2)2
U ¥
a’ nevezdket elenyészteivén jon
(6—y°) *+(6—y°)y*=y"+7y°
feloldvan a’ kijelolt mivelet szerint, lesz,
125— 75y +15y" —y° 25" —10y* +-y° —=y° +-7¢°
’s vissza vivén marad,
Y’ —5y* 7y +-50y*—125=0,
hol az igaz csak egy ismeretlen van, de az otodik
emelésen.

=y2+7

146. Ha az eqyik egyenletben, @ két ismerel-
lew’ egyike nincs & mdsodik emelésen tul , ebbol
azt kiveven @’ mdasikba ugyan ezen hasonlo isme-
retlew’ helyibe tesszik, addig mig ezen ismerel-
len csak az elsé emelésen van. Ezutdn vétetik
ezen ismeretlen értéke az utobbi egyenletbol az
elsobe.

Adva van p. 0.: a’ két egyenlet $

'3y’ =6z és 2r’*—3y*=8.

Az elsébdl 2*—62—3y® ezt a’ masodikba téve
jon 2z(6x—3y*)—3y*=
de  még itt is a’> maisodik hatésigon van, sziiksé-
ges tehat hogy elébb talalt éridkét mégegyszer he-
lyibe tegyiik , ’s ekkor lesz

Tx—36y°—6xy°—3y*=S8
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hol z mir csak els§ emelésen van, ’s ebbél kivehets,
@(72—6y")—36y"—3y*=8
__39y°+8
T 12—6y?

ezen értékét xnek @?-1-3y°—6xbe tévén lesz
3-%3’;!%‘%)2—1—3 g (2% 5 vagy
Y 72—6y°
(39y°+8)"+-3y" (12—6y*)" =(234y°-+-48)(712—6yr)
hol a’ sokszorozds és vissza-vivés még sziikséges.

8 §. Kéttagu egyenletek.

147. Mindazon egyenletek, mellyekben az isme-
retlen ugyan azon emelésen van, kéttaguaknak
nevestetnek , mert barhiny tagjaik legyenek eleinten,
mind vissza vihetdk kettdre.

P. o.: ax’-bx’=a*b—a’p® kéttagii, mert a és
b 1smeretesek és az egyenlet
5(a+6)~—w b——a, ?, az egyenlet pedig
ke s ( a*b—a’b
a+b
hol A az ismert mennyiséget képviseli.

, nem egyéb mint r°—=4

Elébbi egyenletiink’ kozonséges alakja lehet tehdt

5
pxr’=q hol 2°= f- és T = \/_i

Példa. Kivintatik 5 és 625 kozt, két kozép
ariany ?
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Ha a’ két ismeretlen o és y, lesa 5:xr =y ; 625,
’%s ebbdl 2’ két egyenlet 5y—x° és 625x=y".
' 11‘2 . r s Ly

Az elsdbill ¥ — —, mit a’ masikba tévén,

5
a:'l

6252 — = elosztvain x el, és 25 el sokszorozvian

3
jon, x*=15625 és =) "15625—25
il g =
enal y——-— 5 = 5 = o

9 §. Egyenletek, mellyek a’ masod-
rendiiek szerint feloldhatok.

148. Az illy egyenletekben az ismeretlen, nem le-
het t6bb mint két kiilonbozé emélésén, és sziikse-
ges hogy, egyik emelése kétszer akkora legyen
mint 2’ masik. Az egyenletek,

x*+5x2—8 és r°+-5x°=8
illy esetben vannak.

Ezen egyenletek’ feloldisa kovetkezd.

a) Ha 2’ legfébb emelést foglalé tag tagadd, azt
allitéba forditjuk.

b) Ha velejardja van ettiill megszabaditatik.

¢) A’ kisebb emelésen levé ismeretlen velejard-
janak felét, masodik emelésre vive, az egyenlet
mindkét részihez adjuk, ’s igy az elsé rész tudjuk
tokéletes négyszeg.

d) Mindkét részbil ezutin gyokeret vevén, a
masik rész elibe a’ * jegy tétetik. Igy az egyen-
let kéttagira van vissza vive. Kivantatik p. o.: két

: ]
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olly szim, mellyek’ harmadik emeléseinek oszvese
35, szarmozatok pedig 6 legyen. A’ két egyenlet,
>’ +y°=35- és xy—6

6
a’ mdsodikbul y= - ot az elsébe tévén,

216
x4 —5 =35, és ez x°—352°= —216
&

35 felének négyszegét mindkét részhez advin, lesz,

2°—35z +( ) s 216+(35) 371

mindkét részbdl gyokeret vevén

A 4 2

6

Ha a’ mutaté 4, vagy 4nek tobbese, négy valédi
gyokér is lehetd.



IX. SZAKANZ.

AZ EGYENLETEK KOZONSEGES.
THEORIAJA.

1 §. Kozonséges alak. Gydokerek.

149. Minden egyenletben, bdrmelly rendii legyen,
megkivdantatik hogy , az ismeretlen legfobb emelésé-
tid fogva lefelé az elsoig mindegyiken meglegyen, s
benne exen felul legaldb eqy ismeretes tag taldl-
kozzék.

Tudjuk hogy, ha az elsé tagnak, melly mindenkor
a’ legfébb emelésen levé ismeretlen, velejrdja van,
ett6l osztis altal szabidadithaté. Szokds végre az is-
meretlen kiilonb6zd hatésdgalt lemend sorba irni. Igy
lesz barmelly rendii egyenlet’ kozonséges alakja,

v+ Azx—1+ Br* 2+ Cr"3+.. .4+ Pr+ Q=0.

Hol feltétimk szerint, az ismeretlen legfébb haté-
saga velejaré nélkiil ill, egyéb emelései pedig lemend
sorban kovetkeznek, ezeknek velejardjik 4, B, C,
’s a’t. PP, barmelly szimokat képviselhetnek, szinte
mint jegyeik is barmellyek lehetnek; () végre azon
ismert mennyiség mellyben ismeretlen t6bbé nem fog-
laltatik.
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Ha n mutaténknak kiilonos értékeket adunk p. o.:
3, 4, 56t, ’sa’t. egyéb jelolésinket megtartjuk, a’
bizonyos rendii egyenletek kozonséges alakjait irjuk,
igy p.o.: ‘

a*+Ax*+Bx+C=0

'+ Ar*+Br*+Cz+D—0

z*+Ax* +Bx*+ Cr*+Dxr+E=0
harmad, negyed és 6tod rendii egyenletek’ kozonseé-
ges alakjai.

150. Mindenkor van olly mennyiség vagy szdm
(a) egész, tort, vagy wmérhetlen, vald vagy keép-
zelt, melly x helyibe tetelven az egyenletet semmivé
teszi vagy annak megfelel, s igy, szikségeskepen
gyokere.

Ha kizdnséges egyenletiinknek a gyokere, és elsé
részét (x—a)val elosztjuk, addig fojtatvan az osztdst
mig olly maradékra jutunk mellyben & tobbé nincs,
ekkor a’ taldlt részes sokszoroztatvin az osztéval ’s
hozza advan a’ maradékot, egyenlé az osziandoval:
egyenletiink

'+ Az '+ B2 Cr 3. . . Pr+ Q=0 lévén
részesink — 0, tehit természetesen a’ maradék
is =0.

Jeloljiik a’ részest Rel, a’ maradékot Mel, lesz
egyenletiink az elosztas utan

'+ A"+ Br 4+ Cx* 3 +... . Pr1-0Q
=(z—a)R-+M.

Minthogy ezen egyenlet elsé része x helyett at
tevén —0 mdsodik részének is sziikségesképen =0-
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kell lennie , vagyis
(z—a) R+M=—0 és M=0.

Ha tehdt (a) gyokere az egyenletetnek , ex @ bi-
nom dltal (r—a) tokeéletesen oszthatd.

Kénnyen bizonyithatjuk megforditva, hogy ha az
egyenlet (r—a) dltal oszthaté, @ bizonyosan gyokere,
vagy x nek egyik értéke, az az r—a.

Ha x helyett egyenletiinkbe @t tesziink lesz
a"+Aa '+ Ba—2+Ca*3+...+Pa+ Q=0 tehit

O0=—(a"+Aa* -+ Ba*2Ca"3+....+Pa)
és a’ kozonséges egyenlet kivetkezdvel tokéletesen
egyenld , vagy

"+ Ar '+ Br" 24 Cx"34-. .. .—|-P.-r} B e
—a*— Aa**—Ba"—— Ca*>3—. ... —Paf =~ &
(z"—a")+-A(z"—*—a V) +-B(x"?—a"~)+....

A —!—P(a:—a):o.
Tudjuk hogy, a’ korlitok kizt levé mennyiségek,

valamennyien oszthaték (r—ua) altal, ’s ha az esztast
eszkozoljitkk , kovetkezo részesekre jutunk :

.’1;"“—}—ux“_*+(£2x°—3+a3x“_*+ __________ __!_an—i
't ar* 3 t-a P, . . gt
"B gt 1 aly5. .. a3

7

_ru—-i +f5$n_5 Y _+uu—i

+_.ru—|l+l. L
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’s ha ezeket x emelései szerint rendeljiik, lesz

B G - B2 i i g 1
+ Az daz 3+ Aarx* 4. ...+ Aa"2
+ Bz**+ Bazx*—*+....4+Ba*3
+ Cax>t 4....4+Ca*

..........................

’s ha itt x nek velejardjit 6szvevessziik, ’s mint eléb
hasonléul 4, B, C, ’s 2’t. vel jeloljiik, valtozvin
értékiik; egyenletiinket irhatjuk
"4 A, B3+ Cx* - .....4+P,=0 és
eredeti egyenletiink
"+ Ax" 4Bz 4+ Cx*34-..... +Pr+Q=
=(z—a) [z"'+ 4,2+ B3+ Cx*.. . 4P, .
Hasonloképen bizonyitjuk, hogy ha egyenletiink
a1 A, 2+ Bx* 2 +....4+P,—0
valamellyik gyékere b, akkor oszthaté (z—2b) altal ’s
szint illy egyenletre jutunk az osztas utin, vagy
lesz
224,24 B2 Cx ... +P,—0.
Szinte ha ezen egyenlet gybkere ¢, ’s (z—c) il-
tal osztatik
34+ A, B, " +....+P;=0
’s igy mind addig oszthatjuk az egyenletet (x—d),
(r—e), (x—f) 's 2’t. dltal, ha d, e, f, a’ kivetkezd
egyenletek’ gyokerei mig végre x, minden osztis
utin egyel kisebb emelésre szallvan, elsé emelé-
sére jut.
Nyilvan tehit hogy ha » rendii egyenletiinknek n
gyokere van, ’s ezek sorjaban
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o, By diss m, és (r—a), (z—Db), (x—c) ’s2’t.
kovetkezéleg megosztjik az egyenletet, annak sziik-
ségesképen ezen m binomi factorbél kell dszvetéve
lennie, vagyis
"4 Az—1+ Br—24 Cx“‘3+ ..Pr+ Q0=
=(zx—a) (z—b) (r—c¢) (x—d) (.:t:—e) .(x—m).

Es ha kézonséges n rendii egyenletink ezen bino-
mok altal oszthaté, a’ mennyiségek «, b, ¢, d,
’s a’t. az egyenletnek gyokerei, ’s neki eleget tesz-
nek , ha x helyett biarmellyiket tessziik, ’s ekkor

ri=g, x=b, ¥=c, v=d, st
Ezen értékeknek szama n lévén, valamelly egyenlet.
nek annyi gyokere van, hdny egységet foglal ma-
gdban rendje mutatdja, de tobb semmi esetre nem-
lehet.

Ha ezt valaki tagadna, ’s mondana hogy az egyen-
letnek, @, b, ¢, d, ’s a’t. kiviil, egy mas veliik
nem egyenlé gyiokere p. o0.: 5 van, akkor ezen . is
sziikségesképen semmivé teszi az egyenletet ha x
helyibe tessziik, és csakugyan semmivé teszi utolsé
egyenletink mindkét részét, vagyis

(>—a) (>—b) (2—¢) (2—d) ... (z—m) =o0.
~ De ezen szirmozat csak akkor lehet =0 ha vala-
mellyik factora =0.

Legyen barmellyike ezen factoroknak p. o.:
(x—a)=0, akkor bizonyos hogy a—a, ’s ez mind-
egyik mas factorra nézve ugy van. A’ szdrmozat tehat
csak akkor lehet —0, ha 4 valamellyik a, b, ¢,’sa’t.
mennyiséggel egyenld; maradnak eszerint egyediil a,
b, c... m, az egyenletnek gyokerei.
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2 §. Az egyenletek’ alkotasa.

151. A’ sokszorozasbél de kivalt a’ binomi tanbdl
tudjuk, hogy m szamu olly binomok szirmozata
mint p. o.:

(z—a) (z—0) (x—c) (x—d) ... .(x—m)
kivetkezé kozonséges alakba irathatik:
a2 — Az 14 Br 4 Cz* 3+ Dz 4-..(—1)™ Z.
hol A=a—+b-+4c+d—+....+m, 2’ binomok masodik
tagjai’ Oszvese
B=ab+act+ad+....—bc+bd~+....4-lmn
C=abc+abd+abe+-. ... +bed~+....+kin
’s a’t. ugyan ezen masodik tagok szirmozata pirosan,
harmaval ’s a’ t. combindlva, mig végre Z—abed..m,
valamennyi masodik tagnak szarmozata, ’s tagado
Jegyet vesz fel, ha a’ binomok szama s paratlan.

Mivel ezen kifejezés, az egyenletek kozonséges
alakjaval egyenl6, ennek tagjai ugyan azon jegyekkel
lesznek irva, felvaliva allité és tagaddval.

Szinte igy minden egyenletben
4+ Az 4+ Bx"*4+Cx™ 34 . ... +Pr+0=0
a’ velejarok egymasutan kovetkezve, a’ gyokerek osz-
vesébiil és kolcsonos szarmozataik’ Gszvesébiil vannak
alkotva , ugy hogy

A, az egyes gyokerek Gszvesét

B, @’ gyokerek szdrmazatai’ 6szvesct parosaval véve,
C, ugyan azokat 3 aval

D, négyivel ’s a’ t. foglaljik, mig végre

Q, valamennyi gyokér szarmozatibul all.
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A’ jegyekre pedig megjegyzendé hogy, minden pa-
ros helyen allé velejaré megforditott jeggyel, minden
paratlan helyen ill¢ pedig fulajdon jegyével iratik,
mig végre az utolsé tag tulajdon jegyével vétetik ha
m vagy az egyenlet’ rendje paros szam, ellenkezdvel,
ha paratlan.

Ha tehat a’ gyokerek Oszvese

@+b+c+d+...)
allitd kovétkezést ad Ax™ ! jegye tagadé, megfor-
ditva allito; ha

(ab+ac+ad+ . . . be+bd+ . .. lm)

4llit¢ vagy tagadé marad Ba™—*? illité vagy tagadé ;
ha (abc+abd+-acd+- . . . +Kklm)
allité , Cz™ 2 jegye tagadé, ha pedig tagadé Cz™3
Jegye dllito ’s a’t. ’s a’ t.

Ha p. o.: valamelly harmadrendii egyenletnek
harom gydkere %, B és y, az egyenlet pedig

x’+ Ax*+ Bx+ C=0.

A=—(a-+-p-+7)
=—+(2B+ay-+-Py) és
Cﬂ*—-ﬂ.ﬁ}’-
Példaul legyen ezen harmadrendii egyenlet 3 gyo-
kere —5, +4 és +3

“lesz az egyenletet alakité harom binomi factor
(2-+5) (@—4) (2—3)
és kifejtve, egyenletiink
' r*—2x*—23r-1-60=0
s itt A=—2, B=—23, C=60.
A’ gyokerek’ dszvese (—5--4+3)—= -2, tehit az
elsé velejaré (A) megforditott jeggyel ——2.
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' A’ gyokerek’ szarmozatai Oszvese, parosaval véve
a’ gyokereket

- (—5.4)+(—5.3)+(4.3)=—20—15+12—= —23
maradvan a* masodik velejaro tula.}dun Jegyével,
B—= —23,

A’ harom gyokér szarmozata

—5HX—4 X—3=—060
tehat megforditott jeggyel C'= —-60.

Ha wvalamielly egyenletben, a’ tagadé gyokerek
bszvese, egyenld az illité gyokerek Gszvesével, ak-
kor az ismeretlennek némelly hatdsigai elmaradnak;
p- 0.: ha hirom factorunk (z—2)(z—3)(x—+5), a’
tagado két gyokér oszvese akkora, mekkora a’ har-
madik gyokér, egyenletimkbél x masodik emelése
kimarad, ’s lesz

x*—192r+-30=0 mert —2—3-5=0.

152. Ha az egyenleteket ugy tekintjiik, mint egy-
szerii factorok szarmozatibol alkottakat, azt bizonyit-
Juk, hogy tobb illy factorok nemlehetnek, mint men-
nyi egységet foglal magiban az egyenlet rendmuta-
téja; de ha ezen factorokat egymaskozt combinaljuk
kettesivel hiarmosaval ’s 2> t. masod, harmad ’sa’ t.
emelésii factorokra talilunk mellyek az egyenletet mind
megosztjik ; igy valamint az 7 rendii egyenletben,
az egyszerii gyokerek ’s kivetkezéskép egyszerii fac-
torok szama —n szinte igy lesz

; ; n.(n—1

a’ masodrendii factorok szama '(T‘z_l
o, . (n—1)(n—2 4

a’ harmadrendiiké ( )( ) ’s a’ t.

1.2.3
mint tudjuk a’ combinalashol.
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Példa. B’ szerint valamelly negyedik rendi egyen-
lethen, az ismeretlennek 4 értéke van, vagyis az

egyenletnek 4 egyszerii factora, lesz i—z =6 ma-

4.3.2 ”
15 =4 negyedrendii factora.

sodrendi ¢és

Legyen ezen 4dik rendi egyenletiink
x*+Az*+Bax*+- Cr4-D=0
és x négy értéke a, b, ¢ és d, kovetkezéskép , az
egyenlet’ 4 factora
(z—a)(z—b)(z—rc)(zx—d)=0.
Ha a’ sokszorozast megtesszik; lesz
*—ax®+abr*—abcx+-abcd=0
—bax*+acx®—abdr
—cr*+adxr®—acdz
—dz*+-bex®—bedr
~+bdz=
~+cdx?
és A— —(a-+-b-+c+d)
B—= +(ab+ac+ad+be+-bd+cd)
— —(abc-+abd+-acd-+-bed)
D= +abcd.

a’ hat m:iso-drendt'i factor pedig lesz
(x—a) (z—b) X (x—¢) (r—d)
(x—a) (x—¢) X (z—b) (z—d)
(z—a) (z—d) X (z—b) (x—)
(z—0) (z—¢) X(z—a)(z—d)
(z—b) (z—d) X (z—a) (z—¢)
(z—¢) (z—d) X (x—a) (z—b)

’s igy @ harmadrendi factorok , hirmasival véve.
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3 §. Az egyenletek’ kozonséges
feloldasa.

153. A’ kéttagti egyenletek (147) kozonséges alakja

ar"t+h—o0.

Az illy egyenletek felolddsa, tobb kiilonos és ne-
vezetes tulajdonokra vezet, mellyeket, minekelotte
tovabb mennénk tekintetbe vegyiik.

b .

Ha = = A, az egyenletet legyeszeriibb kifejezé-

sére visszik ’s lesz
"+t 4 = o
Nyilvin kovetkezik , azonnal

Tudjuk hogy az m rendii gyokér, m kilonbozé
értéket ad, mert
VA=VTED A=V *1ix V4
és hogy a’ tagadd vagy allité egységnek m kiilon-
bozé gyokere van, melly kozzil csak egy vagy leg-
feljebb kettd lehet valo.

Csakugyan ha m parotlan a’ 2 valé gyokér

Vir=-+1és V—1=—.
az (m—2) tobbi pedig képzeleti, midén a’ piros m
hez - 1nek, két valé értéke jon, melly

Vit=41é VFr1=—1

de ekkor —1 nek csupa képzelt gyokerei vannak.
20
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Ha —+1nek m gyokerét o, oy %2, a3 % 'sa’t.
—1nek m gydkerét B, By, Pz Bs P 'sa’t.
vel jeloljiik
an+ A4 =0
egyenletinknek megfelelve lesznek, z nek m értékei

ha A tagadé & =P VA ha A allité = —2 Va
_s, VA e, 1
—a V4 sV 1
8,V 4 B

:ﬁg. VZ —y ;./Z
s Vi i VR

Ha pedig az egység’ valamennyi gydokeréty al je-

16ljiik , lesz
T=yV A
melly értékét xnek , elébbi egyenletiinkbe tévén jén
y" A+ A=0 tehit y™ +1=0

a’ legegyszeriibb binomi alak, vagy kéttagi egyen-
let, ’s feloldisabél kovetkezik a’ tagadé vagy allité
egység’ m gyokerének valdsitisa.

154. Vegyiik elsébb tekintetiink ala az egység’ ta-
gadé jegyét, ’s legyen egyenletiink
y=- —1 =0

Ha ezen egyenletben mnek factorai vannak, an-

nyi alsébb rendii egyenletek timodnak hany illy fac-
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tora van mnek. Ha p.o.: m=pXp, hol p és ¢
egész szamok y™ —1=0 bil kovetkezd két egyenlet
tamad : Yr—1=0 és y1—1=0
mert ha ezen elsének valamellyik gyokere », a ma-
siknak B, lesz awr==1 és Ba=1
kivetkezéleg (af)'=11=1 és (B7)r=1P=—1
innen (@®)3 X (B)P=(2B)Pr=1
és (“‘.G}m —1=0
tehit a’ ket gyokér » és g szirmozata, egyik gyo-
kere az adott egyenletnek y™—1—o.

155. Ha ezt a’ hatodik rendi egyenletre alkalmaz-
zuk, vagy is kiilonds példankban m—6, lesz egyen-
letiink yﬁ——l::(}, melly, mivel 6=3.2
két alsébb rendii egyenletbe oszlik, ’s ezen ketts

Y —1=0 és y*—1—0
y'—1=0 nak gyikerei +1 és —1 mert y—+ |7,

Az elsének y°>—1=0, egyik gyokere bizonyosan
y—=-+1, elosztvin (y°—1) ot ezen gyikér factors-
val, (y—1) al, @’ részes y’—+2y--1, egyenld levén
semmivel , adja mdsodrendii egyenletiinket
y°+2y-+1=0, ’s ennek két gydkere
y= —1+2V--—3 ésy: —-—1—--—2V—T3

Ha az elobbi szerint, két alsobb rendii egyen-
letiink gyokereinek szirmozatait vesszik y°®—1—0
nak, kovetkezé 6 gyokerére talilunk.

o s e o
S . 1+{V~ 1— V3

2 2 2

1 —+1— - el —3
P, B P1)

2 2
20*'
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Ha m nek factorai, p, ¢, 7,5, £ ’s a’ t. amnyi
egyenletbe 6ldhaté y™ —1=0 hiny factorbél all m,
’s lesznek az egyenletek sorjiban

P—1=0 , y'—1=0, y'—1=0, y*—1=0,
y—1=0"’s a’t.
és @ kiilon egyenletek gyokereinek szirmozatai ad-
jik, az eredeti egyenlet’ gyokereit.

Ha m parotlan szam, p. 0.5 2n-+1, egyenletiink-
nek y>» T —1=0
mindenkor van egy valédi gyokere —1, tehat els
része tokéletesen oszthaté (y—1) altal. Ha az osz-
tast végbehajtjuk, részésiink =0 levén, tudjuk, uj
egyenletre ériink mellynek rendje egyel kisebb, ’s ez

Yoyt L 4 Yty +H1=0
’s most ezen egyenlettl fiigg elébbeninek 27 hatra-
levé gyokere.

Az illy egyenleteket, visszamenoknek nevezzik,
’s rendoket mindenkor alabb lehet szalitani.

Ha esetiinkben , y" altal osztunk , lesz egyenletiink,
L e ) L N ;}4— 3;5—1— e

1 1

n—1 oy =0
y Yy

mellyben az egyenlet két végin 4ll6 tagokat parosi-

val egymasmellé vivén, kovetkezd alakra jutunk,

1 1
} n—2 !
y yﬂ-‘2

1
i — eyl
Y 7 Y P

y° Y
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o - - 1' r
Tegyiik itt y-‘r--s—’:z, tehat y*—2y-1-1=0, jon
sorjiban,

gﬁ—ké;;==2ﬁ-2

DA 53-:33—33

y* —}——;—--:z*—-éz'z—!—z
t

;. 4
y°+3—5 =2’ —533-4-5%

1 o, H—3),
AT e sy

p(p—4)(s—5)
1.2.3
Ha mindezen értékeket egyenletiinkben helyiikre
tessziik , nyilvin hogy =z ismeretlenbdl alkotott 2
rendii egyenletre talilunk, mellybél, minden gyokér
helyett y*—zy—+1—0 tévén, y nak megfeleld érté-
kei kovetkeznek.
156. Alkalmazzuk a’ kijeloltet az 5dik rendre,
vagyis keressiik az egységnek, ot, otodik gyokerét.
Egyenletiink

8 %sa’t.

¥’ —1=0.

Itt is, mint valamennyi parotlan rendii hasonlé
egyenletben, van egy valddi gyokér y—1, oszthaté
tehit y*—1=0, (y—1) dltal, ’s lesz a’ részes,

_ Y +y +yr+y-+1=0
melly negyedrendii egyenlettdl fiigg a’ tobbi 4 gyokér,
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Osszuk el az egészet ® altal, ’s irjuk egymas-
mellé az egyenld tivold tagokat mint elébb, jon

1 1
Y+ — +y+ - +1=0
alsF 4 y

tegyik y—i—-i-—“;z
y >

és egyenletiink 2*-2—1=0

mellynek két gyokere tudjuk,

.5 Vs és __,____—l-—_!{_lg
T2

- i—t

A’ segéd egyenlet y+;1 = % vagy
y*—zy-+1=0, ugyan ezen mivelet szerint ad,

y:z—t—Vz’—& & y=z-—Vz’—'-4
2

Ha 2z elébbi értékeit vissza adjuk, egyenletiink’ 5
gyokere kovetkezo.

1) y=1

B sk V54 ) (—10—2V5)
g e V54 ;(_10+2V?)
iy s B V'5— V:——io—z V'5)
g --1—-V§-—|;(—10+2V5—)

4
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Ha tehat m olly factorokba szétszedhetd, mellyek
11 nél kisebbek, egyenletink mindenkor feloldhaté
a’ masodik és harmadik rendii egyenletek’® mivelete
szerint; de mihelyst valamellyik factor 11, vagy 11
nél nagyobb, mir eddigi miveleteink elégtelenek,
mert egyenletink y''—1=0, (y—1) eli osztis iltal

10dik rendii visszamend egyenletre vezet, melly

z'°+-2° +2' o2 a2t et

—+2+1=0
’s ezt alabb vinni az 6t6dik renden nem lehet.

4 §. A’ szami egyenletek’ mérheto és
egyenlo gyokerei.

156. Ha az adott egyenletben, a’ tagok’ veleja-
réji egész szamok, az elsé tagé pedig az egység,
valédi gyokerei ezen egyenletnek, tortszamok altal
ki nem fejezheték, az az, a’ gyokerek vagy egész-
szamok vagy mérhetlenek.

Legyen bizonyitvanyul az egyenlet:

o+ Az t+Br* - Cr* 3. . . Pr+(Q0=0

Tegyilkk o helyibe a’ nemroviditheté tortet =%

lesz
A 0
'51"" R b= T melane "+Q““ -
Egyenlé nevezére vivén a’ tagokat, jon
a"+Aa"='b-+Ba"b2-+ Ca"—*b*+-
Pab™ —|—an=0
vagy mi mindegy ,
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a*+b(Aa"—"+Ba"—*b-+Ca—*b*+-..
—+Pab*—*+Qb—*)=0.

lit litjuk az egyenlet két tagbél dll, mellynek
egyike b dltal oszthaté, de masika g¢°, semmi esetre
nem, mert ¢ és bnek feltétiink szerint kozés factora
nincs; tehdt az egyenlet’ egyik része semmivé nem
teheti a’ madsikat.

167. A’ tortek elhdritisa tetemes hasznot hoz min-
den egyenletben, mert a’ velejirdkat egész szamok-
ba valtoztatjuk ; de sziikséges hogy az elsé, vagy
legfébb hatésigon levd tag, csak az egységgel le-
‘gyen egybekotve. Ez, mint eldre lithaté, nem min-
denkor kovetkezik természetesen, de mindenkor elér-
jilk czélunkat, ha ax ismeretlen helyibe, egy mds
olly ismeretlent teszimk , melly osztva van, vala-
mennyi az egyenletben lévé nevezdknek szdrmo-
zata dltal.

Vegyiik példaul az egyenletet

IR S R
m n p

Ha ezen nevezéket m, n és p elhdritni akarjuk,
mindhirommal sokszorozva lesz az elsé tag x2, elke-
riiljiik ezt, ha egy mis ismeretlent (p. o. yt) m, n
és p Oszves szirmozataval elosziunk, ’s ezt & helyibe
tesszik.

Vegyiik ¢ szerint uj egyenletiinkbe

g3 % jon

mnp’
3 2

Y a b ¢
3,3 3+_'ay2'2+ = =i
mnp mnp mnrp P

» »
s ekkor sokszorozvan az egész egyenletet, m*n’p®,
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az elsé tag nevezdjével, annak legegyszeribb kifeje-
zésére jutunk, ’s lesz
Y2 --anpy?+-bm*npry—-em>n’p*=0.
Természetes, hogy ha a’ neveziknek kozds factorai
vannak, vagy koztik némelly egyenld, legkisebb so-
kasukat vessziik ; ’s ha valamennyien egyenldk, a’ mi-
velet egyszerii , mert ekkor p. o.:

m=n=p, és a::‘z
m

’s egyenletiinkbdl

kéovetkezé tamad
y® + ay® + bmy +- em® =0.
Az illy egyenlet talalt gyokereit, mel kell sok-
szorozni, mert

x:'y—'bﬁl § = M.
m

Ha egyenletiinknek

"+ A1+ Bxr" 24+ Cx"34..... +Pr4- Q=0
egyik gyokere @, tudjuk oszthato (x—a) altal,
’s hogy

= —a"—Aa'—Ba"?—. ..... —Pa (150)
hol az egyenlet egyik része a iltal oszthatd, sziikség-
képen oszthaté tehat masik része is ().

Elég tehiat, ha kivalt ()nak kevés osztdji vannak,
& helyibe egymadsutan ezen osztokat tenni, ’s altaluk
megtudni, van €’ az egyenletnek egészszam gyokere
vagy nincs ?

Legyen példaul egyenletiink,

2 —62* + 2 —38=0
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38 nak osztdji 1, 2, 19 és 38. Ha ezen szamokat irjuk
egymasutan, illitéan és tagadéan z helyibe, latjuk
hogy csak a’ szam 2, felel meg egyediil az egyenlet-
nek, az az z —2.

Az egyenletet (z—2) iltal elosztvin, részesiink

xrt—4r+19=0
ennek pedig gyokerei képzeletiek, ’s adott egyenle-
tiink harom gyokere
r=2, r—2-1+ V15 é 2—2— V" "15.

Ha az utolsé tagnak ((Qnak) sok osztdji vannak, a’

sok keresgélés hosszas és bajos, az egyenlet
—=—a"—Aa""'—Ba"*—....—Pa

azonban ujabb tulajdonokat mutat, és roviditheté mi-
veleteket enged.

Vegyiik példaul, ’s a’ mivelet’ egyszeriibb eléaddsa
kedviért az egyenletet.
' x*—Ax*+Bzr*+ Cr+D—0,

’s legyen itt is & nek egyik értéke @, lesz mint min-
denkor,

a*+Aa®* +Ba*+Ca+-D — 0 és
D=—a"—A¢®*— Ba*—Ca
’s ha mindkét fell a altal osztunk

a2= — C—Ba— Aa* — @
Chben tobbé ismeretlen nincs, tehat athozhaté és
D

= + C=—Ba— Aa>— a®.

Ha az egyenletet ismét @ altal osztjuk, lesz ha

rovidség kedviért ?—}- C=E
(
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£]=—B—-Aa—a_2
a

mellybol kovetkeztetjiik hogy g} is egész szam vala-

mint voltak [) és C, egész szimok. A’ miveletet igy
fojtatvan,
§+B=—Aa—a2, és ha §+B =

aE =-—A —a szinte egész szam, végre
F g P ;
- 4+ A = —a, ’s ebbol ha ismet

F = 5 G___
E+A_G’ G—=—a vagy; =,

Ha eseteinket dszve irjuk hasonlitisul, és @ min-
den kovetkezi egyenleteknek eleget tesz ekkor gyo-
kere az adott egyenletnek; volt pedig,

D

— 4+ C=EKE
[/
L
(/4
&
o

és B, F', G szikségesképen egész sziamok.
Ebbél kovetkezik; megtudjuk vallyon gyokere e’

az egyenleinek, az utolsé tag valametlyik osztéja
a? ha:
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1) Ezen utolso tagot dltala elosztjuk, és x veleji-
rojat a’ részeshez adjuk;

2) ezen oszvest altala elosztjuk ’s a’ taldlt részes-
hoz adjuk 2° velejardjat;

3) ezen Oszvest iltala elosztjuk, ’s a’ részeshez ad-
juk * velejardjat;

4) elosztvan végre ezen Oszvest is @val, ismet
a’ részeshez adjuk x* velejirdjit, melly —1; ha g,
gyokere az egyenletnek, ekkor az utolsé kdvetke-
zds — 0.

Ezen mivelet mindenrendii egyenletre alkalmaz-
haté, megjegyezvén, hogy a’ kiovetkezésre =0, mind-
addig talalnunk nemkell, mig az adott egyenlet elso
tagjahoz nem értiink, kiilonben @ nemlehet gyokere
az egyenletnek.

Alkalmazzuk az elGadottat szami egyenletre.

Legyen példaul negyedik rendii szami egyenletiink
x*—9x° 232" —202+15=0.

Tekintsiik a’ miveletet egész kiterjedésében.

1) Az utolsé tagnak (- 15nek) valamennyi osztdja,
15, 5, 3, és 1, és csakugyan illiton és tagadén vé-
ve. Irjuk ezen osztékat egy sorba, nevezziik @ sor-
nak, vagy az osziok sorinak. EIébbi kozonséges
egyenletiink szerint 15—1), és a sor

+154-5+4+3+1—1—3—5—15.

2) Elosztjuk a’ 15 6t sorjaban valamennyi itt allé
osztoval ’s a’ részeseket irjuk egymasmellé egy sor-
ban, melly sor — sora, ’s lesz,

“
+1+43+5+15—15—5—3—1.
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3) Ezen részesekhez adjuk Ct, z velejardjat, ’s ne-
vezzilk a’ sort melly igy témad, 2> — 20’ egymas-

utinni hozzda adasa iltal, ?«-{— C — E sornak,

melly —19—17—15—5—35—25—23— 21

4) Ezen sorban csak hirom olly szdm 4ll, melly
felette az @ sorban allé factor altal oszthaté , ’s ezek,

—15 —5 , —35 : .
y —— €8 , ezen részeseket irjuk —
-+ 3 —+1 —1 «

sorba, —5—5-1-35.
5) Ezekhez advan x* velejardjat — 23 at, lesz

;‘IE-{— B = F sorunk --18-+-18-4-58.

6) Elosztvan ezeket sorjiban —-3-+1 és —1 altal

v

lesz E sorunk —4-6-}18—058.
«

7) Ezekhez advin &* velejaréjait —9 et, lesz

§+ A =G sorunk —3-+9—67.

8) Elosztvin végre szinte 43 41 és —1 altal
ezeket sorjaban lesz g sorunk —1-+3-+67 ’s ha

itt ezen végkiovetkezésekhez o* velejardjat -1 et ad-
juk csak az elsé lesz —0’s ez —1-41=0, mibdl
kovetkezik hogy az egyenletnek csak egy mérheto
gyokere van, ’s ez x—3, oszthato tehat az egyenlet
(x—3) altal.

Mint itt adank a’ mivelet’ magyarazatjat, ugy ir-

hatjuk fel példinkat konnyebb tekintet végett, ’s lesz
miveleti tablank,
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¢—-+15-}+ 5+ 34+ 1— 1— 3— 5—15
D:a—+ 14 34 54+15—156— 5— 3— 1

E =—19—17-—15— 5—35—25—23—21

E:a= — 5— 5435

F = —+-18--18-1-58

F:a— -+ 6-+18—58

G = — 34+ 9—67

G:a— — 1+ 9167
G:a+-1= 0-+10-1-68.

@ sorban a’ 0 felett 3 lévén, +3 az egyenlet’ mér-
heté gyokere.

Ezen miveleti tiblabél a> -1 és —1 factorok el-
hagyhatok, mert ezeket konnyii azonnal az egyenlethe
tenni & helyett, ’s egy pillanattal litni megfelelnek
e’ neki vagy nem.

Legyen mas példank &°—72*-4-36=0.

Az egyenletnek -1 és —1, eleget nem tesznek.
Az egyenletbél x elsé emelése hibaz, tiblinkbél a’
harmadik sor K, el marad, ’s tistént kovetkezik a’
masodikbdl a’ negyedik.

Leirvian 36 nak minden factorait, ’s alijok a’ része-
seket mindegyik kiilon factor altal, lesz két sorunk:

+36-4184+124-94-64+4+ 3+ 2— 2— 3—4—6—9—12—18—36
+ 1+ 2+ 844+46+9+12+4+18—18—12—9—6—4— 83— 2— 1

Ezen két sorban a’ felsé szamok osztdk, az alsdk
pedig osztanddk lévén, mindazokat elhagyjuk, melly-
ekbdl részes nem kovetkezik, ’s maradnak a’ két
sorban,
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@, sor —+64+ 3+ 2—2— 3—6
~+-64+-12-1-18—18—12—8.

részesek, K:a—+1-+ 4 9-- 91— 41
E:a+A4 —6— 34+ 24+ 2— 3—s.

G:a —— 14+ 1— 1+ 111
G:a+1 0 0+ 2 0+ 2-+2

Itt harom szam altal lett a’ kovetkezés =0, tehat 3
felel meg az egyenletnek, ’s ezen hirom szim mellyet
egyszerre megleltink —-6-+3 és —2, valamennyi
gyokere az adott egyenletnek, ’s ez szarmozata a’ ha-
rom factornak  (z—6) (z—3) (z-2).

158. Némelly betii egyenletek, egyszerii fogisok
altal , gyakorta szdmi eqyenletbe viltoznak.

Ha adva volna p. o.: az egyenlet

Y*+-2py°—33pcy+14p> =0
tegyik y=px, ’s lesz
PP ri-4-2p°r*—33p*r--14p3—0

’smaris  2*-22° 332 1-14—0.

Ennek mérheté osztéja vagy gyokere # ——7
factora (z—+7) ’s belgle y——1p.

b

159. Ha valamelly eqyenleinek eqyik gyokerét is-
merjik , mdsik gyokerének vehetjik, az ezen is-
mert gyoker ’s barmelly mdsik kozti kalonbséget.
Ez altal az egyenletet egy rendel alib szilitjuk, melly
rend t6bb nevezetes tulajdonokat mutat.

Legyen kozonséges egyenletiink

z" +Ax"—' By —2Cxr"34-... 4 Pr+Q=0,
legyenek gyokerei @, b, ¢, d, e, ’s a’t, ’s tegyiik
x helyibe (a—+y)t: feloldvin az emeléseket

(a+y)" +A(a+y)"1 >sa’t. jon
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¢"  +ma'y -+
+m(~2£1-la“—ﬂ_y2. sibimmbin 3 5 T
+Aa" +(m—1)da""y—+
+L"-‘—im_—;ﬂ22(1?':—2}1.Af.s"'-{f:;2 Lo AR
+Ba~-* +(m—2)Ba"’y—+
_}______(m——2)2(m—_31 Ba™'y*. .. +
4+ Ca? +(m—3) Ca™"*y+
) s

e

e e
T TN e
+P -+ Py
+Q ‘

Itt észrevehetd hogy az elsé fiiggé sorban, ko-
zonséges egyenletinkhoz hasonlé dll, hol z helyibe
egyik gyokerét at tettik, ez az egész sor tehat el-
hagyhato,

a” +Aag"'+Ba 2+ . . . +Pa+Q

Azon tagokat pedig mellyek ezeken kivil megma-

radnak y dltal eloszthatjuk ’s lesz;

+-(m—1) a2 (m_i)f”_ 2 A=yt
+(m—2)Ba—® + (m"z)gm_g)ﬂa‘"—‘y+-- %
~+(m—3)Ca—"* -4—(m_3)£m_4) Ca°y—+..

R R TG 8 e Sl R -+
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’S ezen egyenletnek (m—1) gyokere lithatéképen
y=b—a, y=c—a, y=d—a, y=e—a’sa’'t.
Ha rovidség kedviért y nak a’ figgs sorokban 4llé
velejardit dszvevessziik s’ jeloljiik p. o.:
ma" 1+ (m—1) da" 2>+ (m—2) Ba"3+4-. ... =A,
m (m—1) ™2+ (m—1) (m—2)Aa™ 34
+(m—2) (n—3)Ba™—"*4-...=B
(m—1) (m—2)a" 3+ (m—2) (in—3)4a~""4-
+(m—3)(m—4)Ba™°4-.=C
’s a’ t. kovetkezo egyenletiink képviselheti az elobbit

D 1
EEER == =0 1
S By (1)

legyen pedig egyenletiink
a® +Aa 4+ Ba 24 Ca™*4-.....
+Pu+-Q=V (2)
Ha az adott kozonséges egyenletnek két egyenld
gyokere van p. o.: a=0b, akkor y egyik értéke
a—b=0 lesz, tehit az egyenletnek y—0 lévén meg-
felel ; de ezen feltétel (1) egyenletink minden tagjit
elenyészteti kivevén az elsét (At) mellyben y nincs,
sziikségeskép tehat ez magaban is =0; ’s igy @ ér-
téke megfelel egyszersmind a’ két egyenletnek
A=0¢é V=0

Ha hdrom egyenld gyokér van p. o.: ¢=b==c, az
(1) egyenletnek egyszerre két gyokere lesz —0, az
az (b —a) és (c— a). Ezen esetben (1) egyenlet,
kétszer oszthaté y—o—y iltal egymasutian, mi csak
akkor torténheté, ha A és B egyenkint —.

A+ ¥+

Sziikséges is ekkor hogy @ eleget tegyen a’ 3
egyenletnek, V=0, A=—=0 és B—o0.

21
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Igy fojtatvin tovab visgilatunkat, négy egyenlé
gyokér esetében sziikséges hogy a a’ 4 egyenletnek
megfeleljen

V=0, A=0, B=0 és C=0.

Ezen mivelet altal nem csak azt megleljik, ta-
laltatik e’ ugyan azon a gyokér, tobbszér az egyen-
letben, de azt is hogy, van € mas olly gyokere
melly tobbszor eléjon, ha ennek értékét nem is is-
merjik.

Megjegyzends ennek kovetkezésében, hogy azon
esetben ha 4=—0 vagy sora,
ma" =+ (n—1) A"+ (mn—2)Ba™ 3+ . . +-P=0
ugy tekinthetjik @ gyiokerét, mint gyékerét az
egyenletnek,
mz™ 4 (n—1) Az %4 (mn—2) Ba" 34 ... +P=0
hol & barmelly ismeretlent képvisel. Mivel pedig a
.gyokere az egyenletnek V=0, melly ismét

" +Ax" '+ Ba"24-.... Pr+4+ Q=0
kovetkezik , hogy (r—a) mindkét utébbi egyenlet-
nek factora.

Ha B, C, D, ’s 2’ t. kifejezéseikben is at xbe
valtoztatjuk, ezekben is factor lesz (#—a), ha « sem-
mivé teszi a’ mennyiségeket B, C, D ’s a’t.

Mit itt @ felol mondunk, egyenléképen alkalmaz-
haté barmellyik tobbszor meglevé gyokérre; ’s igy
az egyenletek’ kozos factorait, a’ legnagyobb kozos
oszté mivelete szerint keressiik az egyenletek koz,

V=0, A=0, B=0, C=0, D=0 ’sa’t.
’s ezen factorok kovetkezd rendben adjik, az adott
egyenletnek egyenlé gyokereit,
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Az eredeti egyenletnek, csak azok dupla vagy ket-
tos factorai, mellyek a’ két egyenletben ¥V =—0 ¢s
A=0 kozosek, vagyis ha a’ két egyenletben
V=0 és 4=0, p. 0.: (z—a) (x—p)
kozos oszt6, akkor az ismeretlen x nek eredeti egyen-
letiinkben két értéke lesz egyenld aval és két egyenld
Bval, az az, négy factora
(@—2), (@—3), (@—8) és (@—)
mi egyenl§ (z—a)® (z—pP)*al.
A’ hirom elsé egyenlet’
A—0, B=0é V=0
kozos factorai, az eredeti egyenletnek, hirmos fac-
torait adjik, ’s ezek (z—)* (z—p)* ’s igy tovibb.
Helyen van itt megjegyezni, hogy az egyenlet A,
ha a helyett x et tesziink
mz™ "+ (m—1) Az >4 (m—2) Bz =34
+(m—3)Cam—*+. .- P=0
egyenesen a’ V=0 egyenletbdl
z°+ Az +Ba"+Cax 1+ . . . -+ Pr4+0Q0=0
kovetkezik, ha mindegyik  mutatéjival sokszoroz-
zuk sorjiban minden tagot, és & mutatdjat eggyel ki-
sebbitjiik; ekkor természetesen ) elmarad, mert @
mutatéja @nal —0 vagyis
Q=0z"é Q.0=0
szinte lesz Pxrbdl, mivel
Pe=FPs, P.1=DP
Az egyenlet B—0 szintugy kovetkezik 4 =0
egyenletbél valamint ez kovethezett V—0bdl, szint-
ugy C=0, B—0bél, ’s a’t.

21 *
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Legyen az eldadottra kiilonds példank
°— 13z 67> —1712°+-2162—108=0=V
ebbdl kivetkezik 4 egyenletiink
5x*—4.1323-1-3. 672°—2 . 171xr1-216=0=4
vagy bSa*—52x°4-201x°—3422--216=—0
és ebbdl 4.32°—3.52r°+2.20010—342=0=D08
vagy 202°—165x°+-4020r—342=0

A’ két elsG egyenlet V és A kozt, a’ legnagyobb

kozososzto
x*—8x’+21—8 (1)

de ezen harmadrendii osztiéban bizonyosan tébb fac-
tor foglaltatik, keresni kell tehat nincs e’ koztok
ollyan, melly > B egyenlettel is kozds; ’s valéban
2’ kozos oszté (r—3). Kovetkezésképen az adott
V egyenletben a’ gyokér —3, hiromszor van meg,
az az factorai kézt (#—3)* dll. Elosztvin (z—3)
altal (1) factorunkat annyiszor mennyiszer lehet, ese-
tinkben kétszer, taldljuk (x —2) részest. Ezen fac-
tor (—2) csak V=0 és A—0 egyenletek kozt 1é-
vén, azokban csak kétszer van meg, az az (z—2)°
factora a’ két elsé egyenletnek, V-—0 pedig all
(z—3)® (2—2)>=0 bél; ’s evvel egyértelmii. Ere-
deti kozonséges egyenletiink, minden egyes gyokere,
kiilonbségét adja a’ tobbivel, ha @ helyett sorjaban
b, ¢, d, e ’s a’t. egyéb gyokereit tesszik, a’ nélkiil
hogy ezen csérélések altal alakjit valtoziatna, vagy
velejaraji valtozast szenvednének ; ’s igy minden gyo-
kér kiilonbségét parosival foglalja magaban.

Ennek bizonyitasara elég, ha az egyenletbdl,

a® +Aa 1+ Ba"—*+4+Ca™ 2+ .., Pa+ Q=0
kiirtjuk az @ t, mert a’ kovetkezés, csak a’ veleji-
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roktol figgvén, ezek pedig az egyes és kiilonss
gyokereknek semmi nyomit nem mutatjik , egyenlé-
kép alkalmazhaté mindegyik kiilon tekintetre.

Lithaté hogy a’ vég egyenlet, mellyre ezen vis-
gilat és helyettezés vezet, m(m—1) rendii lesz, mert
a’ gyokerek kiilonbségei

(a—b), (a—c), (a—d), (a—e)...

(b—a), (b—c), (b—d), (b—e). ..

(¢—a), (c—b), (c—d), (c—e)... ’sat.
annyi szimmal vannak hdny véltoztatist enged m
elem kettésbe véve, ’s ez m(m—1).

Ezen kiviil, mivel a’ mennyiségek
(a—b), (b—a), (a—c), (c—a) ’s 2’ t.
csak jegyeikben kiilonboznek, a’ gybkerek parosan
egyenldk lesznek, mert ha p.o. y—u, lesz egyszers-
mind ugyan ezen gyokér misik értéke y— —a is.

Kévetkezik ebbiil, hogy az egyenlet’ valamennyj
tagjiban az ismeretlenek pdros emelésen vannak,
mert bizonyos szamu mdsodrendit factoroknak szdr-
mozala, millyen masodrendii factor p. o.:

Y —u'=(y—2) (y+2),
’s az egyenletnek alakja
Y Hpy gyt .ty =0

melly , ha =z tessziik, valtozik kovetkezdbe ,

2npi gl re i . | fztu—0;
’s minthogy =, y nak négyszege, y értékei, ax
adott egyenlet’ gyckerei kilonbségeinek, négysze-
gei lesznek.

Legyen példinl, x*—72-4-7=0,
tegyiink x helyett (¢-+y)t, ’s jon sorjiban
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r*—=a’+-3a*y-+-3ay’+y°
—Tx— —Ta—Ty és +T=-T vagy
a*+3a*y-+-3ay’+y’—T7a—Ty—+-7=0
itt tudjuk a>—7¢-+7=0 ’s ezen tagokat elhagyhat-
juk, a’ maradottakat pedig y altal osztvin, jon
3a*—7-+3ay-+y*=0
ha ezen egyenlet és a*—7a-+-7=0 kozt at kiirtjuk,
jon y°—42y" 441y —49=0
z—y" tévén kovetkezik
23—4222+4412—49=0.
160. Ha kozonséges egyenletiinkben
"+ Az + B+ Cr"*+... +Pr4+0=0
x helyibe (a-+y)t teszink, gyakorta czélunk az
egyenlet valamellyik tagjinak kiirtdsa. Ekkor a’ ké-
vetkezést y emelései szerint rendeljiik, és at masik
ismeretlen gyandnt vesszilk ; €értékét pedig megta-
laljuk ha, azon tag’ velajaréjat, mellyet kiirtani aka-
runk , semmivel egyenlitjiik: lesz igy a’ helyezés és
kifejtés utan,

y“‘_{._gnaym—‘__}_ ﬂf;_";ﬂ aZyw"2+ e
+ Ay +(m—1)Aay™2+ . . . . +Aa™" e
L By —* +....-+Ba* (™
+Q I

Ezen tagokat mint emliték y hatdsigai szerint
rendelve, uj egyenletre talilunk, mellynek elsé tag-
jai lesznek

i m(m—1
Y 4 (ma-+ Ay e 5 )

aﬁ+(m—1)Aa+B:l

Yy 4 ’sa’t.
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Ha p. o.: a’ masodik tagot akarndk Kiirtani,
Y™ velejirdjit semmivel egyenlitjiik, és ma—+4—0

- - A r [ "
honnan kovetkezik gq— —~—. Ha ezen ériékét «
m

nak az egyenlethe tessziilk, csak a’ tobbi emelései
maradnak y nak, és y™" elesik.

Ebbdl kovetkezik, hogy, valamelly egyenleinek,
mdsodik tagjat kiirtiuk, ha azx ismeretlen helyett,
mds wuj ismeretlent teszink, ehex advin @ md-
sodik tag velejdrdjdt megfordilott jegyel, és eloszi-
vin az elsé lag mulaidjaval.

Legyen példiul az egyenlet x* 4622 —32-+4=—0.
A’ szabaly szerint lesz x-—_—y—ug =y—2, az is-

meretlen, hozza advan a’ masodik tag velejardjat meg-
forditott jegygyel ’s elosztvan az elsé tag’ mutatd-
javal.
Ezen uj ismeretlent az egyenletbe tévén 2 helyett,
lesz
y*—6y°+12y—8
—+6y*—24y-+24
—3y +6 [~
+4 |
és Oszvevéve
y*—15y-+26=0
melly egyenletben y2, vagy masodik tag, tobbé nincs.

161. Ha az eddig eldadottakat, harmadrendii egyen-
letekre alkalmazzuk, mellyeknek kozonséges alakja
tudjuk,

'+ Ax*+Br--C=0
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az egyenlet’ mdsodik tagja, vagy x misodik hat-
A -

saga, elenyészik ha, o tesszilk. A’ helyet-

tezés adja,

x_a:y"—ﬂyz-*—‘{ y—o

27
24* A®
2_ -_:__ i
Axr'= Ay — ¥+
Bxr— + By —*B?A
== +C

’%s mdr itt litjuk hogy (—A-+A4)y*=0 és a’ maso-
dik tag elesik. Tegyiik rovidség kedviért , y vele-
jarajit

4 24" p-p 4 _ Mux
2 5 3
az ismeretes tagok Oszvesét pedig,
A" . A% BA
lesz egyenletiink
y’+My+N=0

’s ez legegyszeriibb kifejezése a’ harmadrendii egyen-
letnek.
Meglelvén ebbél ynak hirom értékét, mindegyik-

bél ? levonandd, ’s kivetkezik o értéke.

162. Eredeti kozonséges egyenletiink harmadik tag-
ja (mellyben y=—* ill) elenyészik, ha velejaréja =0,
melly

m(m—1)

2 a*+ (m—1)Aa+B=0
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masodrendii egyenlet. Kovetvén ezen utat, bdrmel-
lyik tagja kiirthaté az egyenletnek ha velejirdja
=0 tétetik ’s az uj ismeretlen értéke ezen egyenlet-
bél @ helyibe iratik, de természetes hogy, a’ tagok
sorjaban mindég nagyobb nagyobb rendili egyenletre
vezetnek, ’s hogy p. o.: a’ negyedik tag kiirtisa har-
madrendii egyenlet feloldasatol figg, az o6tédik tagé,
negyedik renditél ’s a’ t. mig végre az utolsé tag
kiilonben ki nem irthaté ha csak az egyenlet nem,
a”+Aa "'+ Ba**+Ca">*+... +Pa-+Q0=0
de melly tokéletesen egyenlé az adottal.

Oka ennek kionnyen atlithaté. Valamelly egyen-
letnek utolsé tagjit semmivel egyenlitni, annyi mint
feltenni, hogy valamennyi ismeretlennek értéke —0,
’s ha ezen hypothesist tessziik a:-_.:(y—i—a) ba, ter-
mészetesen kovetkezik hogy x—=wa, az az hogy «
sziikségeskép egyik gyokere x nek.

3 §. Feloldas, kozelités altal.

163. Ha' két mennyiséy, az ismeretlen helyibe
tétetven , ket, kilonbozé jegyii kovetkezeést hoz
elo, bizonyos, hogy az egyenletnek valamellyik
gybkere, exzen ket mennyiség kozl van, €s vald.

Legyen példiul az egyenlet:
r*—132' 4+ 7r—1=—0
ha x helyibe egyszer 2 tét, mdsszor 20 at tesziink,
az egyenlet egyik esetben sem —0, de az elsében
= —31, a’ masodikban = - 2939, ’s kovetkezik
hogy az egyenlet’ egyik valé gyiokere 2 és 20 kozt
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van, ’s hogy ketténél nagyobb de 20 nal kisebb, vagy
x>2 és x<<20.

A’ mondottnak bizonyitasara kovetkezdkép elmé-
liink.

Vilosszuk el egymastol az illité és tagado tagn-
kat, ’s egyenletiink

(z*+712)—(132*4+1)=0
=2 tévén a’ kivetkezés tagadé, tehat
(x®+12)<<(132°+1)
x—20, a’ kivetkezds allito, és
(z*+712)>(132°4-1).

Bizonyes hogy x nové értékével, mindkét rész
né, de az elsé (mellyben x* jon elé) sebesebben
mint a’ masodik, ’s azon pillanatot mellyben a’ két
ellenkezd jegyii mennyiség épen egyenlé, nem lesz
nehéz felfogni; pillanat mellyben & valédi értéke a’
két felet egyenliti, ’s lesz (2°—+7x)=(1322+1):
ekkor x ezen értéke okvetleniil gyokere az egyen-
letnek.

Az itt kimondott barmelly egyenletre alkalmazhaté
kozénségesen.

Ha az 3llité tagokat A val, a’ tagadékat T'vel je-
Ioljiikk; @ legyen azon helyettese @ nek melly tagadd,
b pedig, melly allité kovetkezést ad; ezen két eset
csak akkor lehets, ha az elsoben A<<T', a’ maisik-
ban pedig A>T, ’s kovetkeztetjiik hogy @ nek azon
értéke melly dltal A—=T', ¢ és b kozt van.

Feltessziik eddigi tekintetiinkben, hogy # nek fel-
vett mindkét értéke egyenlden allité vagy tagadd,
vagy is mindkét értéknek ugyan azon jegye legyen,
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masként a’ kiilonbozé jegyek, viltoztatoit kovetke-
zést adnak.

Ezen kornyiilallis megsziinik azdltal ha x=—0 tessziik,
mert ekkor az egyenletnek csak utolsé tagja marad,
és az egyik vagy misik felvétel kiovetkezésével ellen-
kezé jegye van.

Legyen példaul az egyenlet

o*—2w*—3x’—152—3=0
ha itt & helyibe —1 et tesziink, a’ kiovetkezés 12
x=—2 ezen kivetkezés ——145
ha pedig x—0, marad —3; ’s igy r=—1 és =0
jegyeikben kiilonbsz8 kovetkezéseket adnak. De ha
o helyibe —yt’ tesziink az adott egyenlet valtozik

y‘—}—2y’—-3y$—f—15y~3=0 be: és itt
A=y*+2y*+15y és T=3y*+-3, tehdt
A<T ha y:O és
A>T ha y=1.

Kovetkezik ebbdl hogy y valamellyik értéke 0 és
1 kozt, innen pedig, hogy & érté keO és —1 kozt,
vagy inkab —+-2 és —1 kozt van.

164. Bdrmelly rendii legyen ax egyenlet , °s bdr-
melly nagyok & tagoknak velejdardji , mindenkor
taldlhatni olly szdmot , melly az ismeretlen helyibe
létetvén , az elsé tagot nagyobbra viszi, mint mek-
kora valumennyi eqyéb tag Oszveveve.

Ez magiban is nyilvdn, tekintvén azon sebességet
mellyel az emelések nének, melly scbesség annal
nagyobb mentiil nagyobb az emelési mutaté. Lassuk
feltétiinket.
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Legkevéshé kedvezd lesz azon eset, mellyben
a’ tagok’ velejirdji mind egyenlék’s csakugyan egyen-
16k a’ koztik lévé legnagyobbal, az elsé tag pedig
mint tudjuk, az 1 velejiréval all.

Ha p. o.; kozonséges egyenletiinkben

"+ Ar 14+ Bxr" 2 Cxr™34. .., +-Pr3+-0=0
A, B, C, ... Pés Q mind egyenldk ’s kdztok
p- 0.: S a’ legnagyobbik, lenne egyenletiink :

a® - Szm— i Sev—2 - Spm—34 . 4+ Sz+S=0
ekkor az elsé ’s valamennyi tagkozti kiilonbség
" —S(z" 2" 2 L)

A’ korlatkozt levé kifejezés, geometri sor és 0sz-

i

—1 . v e .
i és tekintendd kiilonbségiink

vese

a}'_.—

S(z"—1) Sa» S
"l___ va wm__'
4 1 B3t e
ha itt  helyett Kt vesziink, a’ kiilonbség
o SE- S
F—i T E—

m
5 mert ha az

’s ez allité mennyiség ha E'“:ES

egyenletnek mindkét részit E™ el elosztjuk, lesz

1

=ES_1 ’s e¢hbdl K = S 41.

Ha tehat 2 helyibe, az egyenlet’ tagjai koz-
ti, egységgel nagyobbitott legnagyobl wvelejdrdjdt
tessxiik, az elsd tag nagyobb lesz mint valamennyinek
oszvese, 's melly jegye van ezen velejardnak azon
jegyi lesz a’ kovetkezés.
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Ha csak, az allité tagokat akarjuk nagyobbakka
tenni 2’ tagadoknil, elég, ha a’ tagadd velejirdk leg-
‘kisebbét vessziik, nagyobbitva az egységgel.
Kovetkezik ebbol, hogy az egyenletnek dllité gyo-
kerei, sziikségképen 0 és (S—-1) kozt vannak.
Szintigy taliljuk a’ tagadé gyokerek’ hatarit, ha o
helyibe —yt tesziink, ’s az elsé tag dllité lesz ha
elébb tagadod volt. Ha B a’ legnagyobh velejaré ezen
valtoztatas utin (B—-1) leszy dllité értékeinek hatdra,
tehit o tagadé gyokereinek hatara, (—R—1).

165. Az eldadottakbul kivetkezik hogy, minden
pdratian rendit egyenletnek , sziikségesképen van
eqy olly gyokere,mellynek jegye ellenkezo, az egyen-
let utolso lagja’ jegyevel.

Mert, ha E't ugy vessziikk, hogy a’ mennyiség

E*+AE*~'+BE" 2+ ...+ PE*Q,

jegye csak az elsé tagtél E* fiigg, ugyanazon jegyii lesz
miné jegyl K. Ezt tévén; ha az utolsé tag Q jegye
-+, és xet —— KEnek vessziik, ellenkezo jegyre
jutunk, attél melly jéne ha #—=0: honnan latszik
hogy az adott egyenletnek egy gydkere 0 és — K
kozt van, vagyis tagadé.

Ha Q jegye —, akkor x=-F kell venni, ’s a’
gyokér 0 és K kozt van, vagyis allito.

166. Ha az adott egyenlet piros rendd, ds E™
mindenkor allité barmelly legyen FE nek jegye; az
elébbenibdl nemlehet megismerni van ¢’ az egyenlet-
nek valé gyokere, ha az utolsé tag’ jegye — mert
akar legyen =0, akar z=*FE, mindenkor allité
kovetkezésre jutunk; de ha Q tagadd, akkor
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r=-+E, r=0 és v——E

helyibe harom kévetkezésre jutunk - — - jeggyel,
’s igy az adott egyenletnek legalab két valé gyokere
van, és egyike dllito 0 és K kozt masika tagado 0 és
—E kézt: tehat, minden pdrosrendii egyenletnek,
mellynek wutolso tagja tagado, legaldb ket valo
gyokere van, egyike dllité mdsika tagado.

167. Vilagitsuk a’ mondottat példak dltal.

Legyen az egyenlet

o' —4a®—3x+-27=0.

Legnagyobb tagadé velejaréja —4, ’s kovetkezés-
kép legnagyobb illité gyokere 5 nél kisebb. Tegyiink
x helyibe —yt, valtozik egyenletiink

y*+4y°+-3y-+-27=0Dbe
’s mivel itt minden tag allité, nyilvin, hogy y érté-
ke tagadd, mib(l kovetkezik, hogy x értéke sziikség-
képen illité, ’s hogy az egyenletnek tagadé gyokere
nincs; a’ valé gyokerek tehat 0 és 5 kozt allnak.

Az elsé kozelités ugy latszik abban all, hegy vegyiik
egymasutan,
=1 &#=2; .‘I,'=3(':‘S.’L'24,

’s ha kozottiik két szam ellenkezé kovetkezést ad, a’
gyokerek kozelebbi hatdraira talilunk. Megtévén a’
helyettezést, lesz sorjaban az egyenlet kovetkezése

x=1 dltal 421 x=2 iltal 4 5

B Gy =8 =8 . <4k
’s latjuk ‘hogy az egyenletnek két valo gyokere van,

’s egyike 2 és 3, masika 3 és 4 kozt. Az elséhoz in-
kab kozelitink ha 2 és 3 kozt a’ kozép szamot ves-

b
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szilk melly 2°5, feltesszilk tehat hogy x=2'5, ’s
kovetkezésiink

—+-39°0625—62" 5—7"5-+-27=—3"9375

mivel tagadé azt mutatja, hogy a’ gyokér 2 és 2°5
kozt van. Ezek kozt a’ kozép szam =225, ’s ha
megelégsziink x=2"3 al, melly érték kozel tizedes
helyével adja x ¢értékét, sebesen kozelitink hozza
Newton’ mivelete szerint, melly ebbédl all.

Tegyilk x=(2'3-+y), hol tudjuk y csak parinyi
tort lehet ’s felsébb emelései elhagyhatdk, lesz pedig
x*=(2'3)*4-4(2'3)%
—4x’—=—4(2"3)*—12(2°3)%y
=3r—=—3(2"3)—3y.

’s jon altaluk —0°5836—17°812y=—0
0°583

’s ebbdl Yy =— > 9,
17°812

ha a’ szizadosokon til nem megyiink, jon
y=—0'03 és x=2'3—0'03=2"27.
Ha inkdbb Kozelitni akarunk z valédi értékéhez
tegyilk
x=:(2'27+y") ’s jon, —0°04595359—18"046468y" —0
TOAEQE2E
=0 0—1390339__:“0_0025
18-046468
s £=2"2675, ’s igy tovab mig a’ kivinatnak eleget
tesziink.

i

A’ masodik gyokér szinte igy szamitva
xr = 3'6797.

Ha az elhagyott tagok’ ériékei hatirat keressiik,
megy6zédink , miveletiink’ helyes 1étérél.
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Ha az adott egyenlet
"+ Ar 1 B2+ Cr34.... 4+ Pr1+ Q=0
z helyibe (a-+y) tévén (159) egyenletre jutunk, melly,
mivel @ nem tokéletes gyGkere az egyenletnek,
a+Aa™1+Ba" g +i...... +Pa+Q
nem lesz — 0.

Ha ezen egyenletet V vel jeloljiik, lesz az emlitett
(1) egyenletiink helyett

V—I—é—y—}— By+

3 5
1237 tigsa® T
..... +y"=0
’s ebbdl
e ) 2 3
Ay=—(V+ ey < Al SRR y‘)

. ¥ B & . y-
= (TA+2.A"’+2.3.Ay +"+Z“)
’s ha y felsébb emeléseit elhagyjuk, megillhatunk
yz—g mellett, ’s a’ hiba

¥
(1 24 2. 3A R )

Ha a nem kiilonbozik x valédi értékétél magyobb
mennyiséggel milly p. o.: %, a’ hiba kisebb, mint-
ha y helyibe £ {ettiink volna, ’s ez adna

P

— [ () g &)+ 5 ()]

kifejtvén ezen mennyiséget, bizonyosak lehetiink,
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hogy TI; hoz hasonlitva clhagyhagyhaté, ’s csak ha te-

temes, akkor keresiink x hez nagyobb kozelitést.

Ha végre az egymisutin vett 3/, y”, y", értékek,
lemend kovetkezéseket adnak, a’ kozelitds nem kétes.

217. Lagrange azt jegyzi meg hogy, ha csak egész
szamokat tesziink x helyibe, kénnyen dtugrunk né-
melly gyokeren a’ nélkiil hogy azokat észrevennénk,
vagy létekrdl ismeretiink lenne; valéban, ha példiul
vessziik az egyenletet .

(x—/5) (@—"/s) (x—3) (x—4)=0
és & helyett 0, 1, 2, 3, ’s a’t. vesziink, a’ gyokere-
ken '/; és '/, til megyiink nemis sejditvén azokat,
mert lenne,
O0—"7:)(0—"/)(0—=3)(0—4)="+"/;."/.3.4
(1—"/3)(1—"/.)1—=3)(1—4)=+"/;."/,.2.3
egyenld jegyi két kovetkezés.

Eszreveheté hogy, =1 dltal, a’ két factor
(—"/3) és (x—'/,) jegye is viltozik, mint tagadé
helyett mindketté dllitoba valik, de ha z helyett '/,
és '/, kozt dll6 szamot tesziink x—'/; egyediil val-
toztatja jegyit, és tagado kivetkezést ad.

Illy szamra konnyen talalunk, ha @ helyett olly
szamokat tesziink, mellyek kiilonbségei kisebbek a’
két gyokér '/, és '/, kouti kiilonbségnél, p. o.: a’
szamok /5, /5, %4, /2 ’s @ t. jegyvaltozasokat
adnak.

A’ kovetkezések mindenkor ugyanazon jegyiiek,
ha 2’ helybetett értékek, a’ factorok jegyeit parosa-

22
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val viltoztatjdk, Ennek kikeriilése végett, a’ szamok
kozzé, a’ legkisebb hatartil a’ legnagyobbig, kisebb
kiilonbséget kell tenni, mint a’ legkisebb melly az
adott egyenlet’ valo gyokerei kozt lehet: ez altal a’
helyezés , két egymasmellet allé gyokér kozzé esik,
’s csak egy factor jegyét valtoztatja.

Itt nem szikség, a’ gyokerek kozti legkisebb kii-

Ionbség ismerése , csak azon hatart ismerjik, melly-
nél alabb nem eshetik.

Ezen hatir meglelésére, alkossuk az egyenletet
ugy, hogy gyokereinek négyszegei’ kiilonbségekbdl
illjék. Legyen az egyenlet

2" az" ' by 2. pz-g—0 (4)
tegyilk a’ gyokerek legkisebb hatira’® meglelése veé-
geit z:iv ’s lesz egyenletiink

1
| —+ “Tn_r"b P +‘i—°
innen a’ nevezdket elharitvan,
1+av-+bo*+. .. 4po"i4-qv"=0
’s végre megforditva, ’s ©" et velejirdjatul megsza-
baditva,
b a 1
v“+£ iy .. —0 —p4+—=0
q q 9 q9

s ha p. o. 3 a’ velejarék legnagyobbika
1

r
—11
q

< z.
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Ezen tekintet az dllité hatirt mutatja, mert csak
ez illeti az adott egyenlet’ valé gyokereit.
Ismervén a’ hatart
1 .9
r—t¢

r

= q

q
melly kisebb mint a’ gyGkerek kiilonbségének négy-
szege, ha ennek négyszeg gybkerét vessziik, vagy
legalib a’ hozza kozelesd kisebb valé szamot: ezen
szam , mellyet &k val jeloljiink, azon iireget mutatja,
melly a’ két helyettezé szam kozt dll. Alakitsuk a’
két sort, 0, -k, -2k, 3k, ik, ’sa’t.

—k, —2k, —3k, —4k, ’sa’t.

’s ezekbdl csak azon szdmokat vesszik, mellyek a’
legkisebb és legnagyobb allit¢ gyiokerek hatarai kozé,
’s ismet azokat, mellyek a’ legkisebb ’s legnagyobb
tagado, gyokerek’ hatirai kozzé esnek.

Azon jegyviltozisok, mellyek ezen szamok altal
tamadnak ha ezeket x helyibe tessziik, nyilvanitni
fogjdk, a’ valé allité vagy tagadé gyokerek létét.

Legyen példiul az egyenlet 2°—72+7—0, melly
elébb mir 2*—423" 14415 49—0 re vezetett. (159)

1 ’ - ’
itt 3 — — tévén, ’s v szerint rendelvén, az egyenlet,
v
42 1 -
P’ —90*+ — v —— =—0 ’s ebhdl
49 49

1
<10, 3> —,
10

1

kell tehit venniink k& = ——
V10

22 *
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1 1
i — — y ki bb int —
(k vagy Ve vagy kisebbre min V‘lo)
Eleget tesziink, ka k="/,, vagy ugy is ha k="/,
mert 9 et tévén x helyibe, allité kovetkezést talilunk,
melly vnek nagyobb éitékével csak néhet »* és 9v*

pedig majdnem semmivé vilnak ’s elhagyhaték, g"
2 1
pedig > Ty

Az adott egyenlet’ x®—7x-+7=0 allité gyokerei-
nek legnagyobb hatara -8, ’s tagadéinak —8, te-
hetjiik tehat x helyett a’ szamokat,

0, ’/3" 2/37 3/83 */3 gk 2*/3
_..1'/s , ——2/3 L] —8/3 - ‘-—“/3 .. _2&/3-
@’

A’ torteket pedig elkeriilhetjiik, ha z— = -

szitk mert ekkor a2’/ értékeinek kiilonbségei, harom-
szorosai x értékei kiilonbségiknek, ’s kivetkezéskép
az egységet feliilhaladjik; és ekkor csak

G @ 87 B2
—_1, —2, —3, —4...—2%

lesz teendd az egyenletben
z'* — 63z’ + 189 = 0.

Itt 2’ kovetkezések jegyei valtoznak , -4 és -5,
“+5 és +6, —9 és —10 kozott, ugy hogy az al-
lité értékek

x'>4 és <5 hol x>/, és </,
a'>5 é8 <6 4 T>y bs <%,
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és x’/ tagadd értéke —9 és —10 kozé esvén, lesz

10
x értéke — gés . kozott. Ismervén igy az

egyenlet’ gyokereit kozel '/; hoz, az elébbi mivelet
szerint inkab inkab kozeledhetiink azokhoz.

Ha az egyenlethen, a’ velejirdk tetemes nagy
szamok , helyes az egyenletet masba valtoztatni, ’s
ez altal a’ velejardkat szorosabb hatirok kozzé vinni_

Legyen példaul egyenletiink :
x"—802°+-19982"—1493724-5000—0
ha z helyeit 10z et tesziink, lesz a’ viltoztatoit
egyenlet
2*—82%1-19'982°—14'9372-1-0'5=0 ,
’s ha az egész szamokkal megelégsziink, irjuk,
2 —8%°1-202*—152-1-0'5—=0.

Baj nélkiil megtaldljuk, hogy =z két valé érteke
0és1, 1 és 2 kozt all, tehat é 0 és 10, 10 és
20 kozt, de ez csak kijelolt nem pedig biztositott
érték, mert meglehet, hou'y a’ velejirdkon tortént
legkisebb viltozas is mir, a’ gyokereket képzetiekké
teszi, ha eléb ezek valdk voltak, ’s megforditva.

Lagrange, az egymasutanni helyettezéseknek olly
alakot adott, melly azonnal minden miveletet megis-
merteti mennyire kozelitink az igazi gyokérhez
’s nem is kivanja hogy, legaldb tizedes részei meg-s
legyenek.

Jeloljik ¢ val a’ gyokér alatt 1évé legkozelebbi
egész szamot, igy ezt csak valamelly tortel kell na-
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gyobbitni hogy valédi gybkeriinket megleljik, vagyis
4 ;
lesz r —a-+—.
¥y
A’ viltoztatott egyenletnek, bizonyosan lesz egy,
az egységnél nagycbb gybkere, ’s ha ezen talalt
gyokérhez legkozelebb allé egész szamot & nek ne-
vezziik, lesz masodik kézelitésiinkre, .r—_—a-{-l-

b

De itt b ugyan az yra nézve, mi volt @ xre nézve

és az y egyenletbe y:b-;——:i lehet tenni, hol y/
sziikségképen nagyobb az egységnél ; ¢ nek nevez-
vén tovibba az y’ gyokere alatt 1évé legkozelebbi
egész szamot, lesz

1 be-+1
:b—l,—v——z
y (5 c

’s ezen értéket x helyibe tévén,

r — 4 +

be—+1
mint harmadik kﬁzelito' értéke xnek.

Ebbdlkovetkezik a’ negyedik ha y'—=c-+- ?‘vesszuk
mert ha d a’ legkozelebbi egészszim y* alatt,
lesz

1 _ecdH1, .
Yy=c—+ - o ’s innen
d bcd—!—d+b
=b
¥ e cd-+1
c‘l_r_l 3 »
r—=a-+-———,’s igy tovabb.

bed-—-d--b
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. Alkalmazzuk ezt az egyenletre
* —Tr 4+ 7 =0

Latiuk hogy legkisebb illité gyckere */; és °/,
kozt az az 1 és 2 kozt van, tegyik o =14 £ ’s
jon Y —4y?+-3y-+-1=0.

Ebben az allité gyokerek’ hatdra 5, helyettezvén
egymas utan 0, 1, 2, 3, 4, y ért, elismerjik, hogy
két az egységnél nagyohb gyiikere van, egyike 1 és
2, masika 2 és 3 kozt, tehat

=14/, és x=1+"/, vagy x=2 és x="%,.

A’ két érték megfelel azoknak, mellyeket °/, és
*fss °/s €s */; kozt taldltunk, ’s az egységgel nem
kiilonboznek tolliik,

Tovidbb menvén, legyen y =1 —1—5/ ’s lesz
2y 1=0.
Ebben csak egy gyokér nagyobb az egységnél 2
és 3 kozt, ’s ad
Y=1+"/a="%,, 31"'"'1+2/a-'=5/s-
Tegyiik fel tovibbd y/ —2 — y} -

Y3y —Ly—1—0 :
hol y” 4 és 5 kozt van; vegyilkk 4 et mint kisebbi-
ket, lesz,

s jon

13 22
3/’——2—5— /oy Y=1+"/o=— 9’ z ~1+9/1s"_ﬁ

Konnyi lesz a’ miveletet fojtatni

e 4—}— téven
y'Y
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Vissza térvén x masik dértékéhez melly %/, volt az
elsé kozelitéssel és y — 2 nak megfelel, vegyiik

y=2—|—;, ezt az egyenletbe tévén ’s 2’ jegyeket

megforditvan, hogy az elsé tag allité legyen, jon

Pyt —2—1—0
és itt is csak egy nagyobb gyokér van az egységnél
1 és 2 kozt; legyen

y'=1 s jon y=3 és x="/,
ha ismet y’:fl—%——y}ﬁ » jon, y/*—3y"*—4y!—1—0
’s itt //, 4 és 5 kozt all, mibdl kivetkezik
19

¥="% y="% & = T

tovab menvén, tehetjilkk y*/—4- E’iﬁ ’s @ t.

Az egyenletnek x°—7x+7—=0 tagadé gyokere is
van, —3 ¢és —4 kozt. Kozelitvén ehez, legyen

1
r=—3—-"s ez adja

§°—20y*—9y—1=0 hol y>>20 és <21,
ebbdl kivetkezik xr— —3—1/20:—2—;.

Folytatvan a’ keresést, legyen y—20-- 3}; sa’ t.

’s mind inkab tokéletesben talaljuk z értékét.

A’ kiilonboz8 helyettesek y, y/, y”, y'! ’s a’t.
soha sem foglalnak tobb gyokeret egynél melly na-
gyobb lenne az egységnél, mig ugyan azon hatar
(¢ és a-+1) kozt, tobb gyokér nem dll; de ha ezen
kornyiildllds helyt tilal, akkor mint lattuk, g, v’ y*
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’s a’ t. egyenletekben, tobb, az egységnél nagyobb
éridket talalunk.

Gyakorolhatja magit a’ tanulé az egyenleten

*—2r—5=—0
mellynek gyokere 2 és 3 kozzé esik, ’s talilni fog
¥, ¥ y" 'sa’t. értékeinek
10,1, 1, 2, 1, 3, 1, 1, 12 ’sa’t.

és x kozelitett értékeinek

2 21 23 44 111 155 576 731 1307
T T T R R T A TNk

16415

7837




RAGASZTEK.

PENZBELI KAMATOK.

1 §. Egyszeri kamatok.

169. Ha egy forint évi kamatjat % val jeloljiik (hol
lisd arithmetika 229) & tudjuk, a’ megnevezett procen-
ténak szizadrésze), lesz a’ kamat egyév utin &k, két
év utan 2k, hirom utin 3k és kozonségesen n év
utin nk. Az A tékének kamatja tehit » ¥v mulva
Ank.

Ha eszerint K az Oszves kamatokat jelenti m év
mulva, M pedig a> tékét kamatjaival egyiitt lesz

M=A+Ank=A(1-+nk) (2).

A’ négy mennyiség kozill hirmat ismervén, az

egyenletekbél a’ negyediket megtalaljuk és

n=
K

A’ pénzt és idbt sziikséges, a’ tizedes tortek’ se-
gédével egynemiire vinni, ’s ekkor birmelly kérdésre
egyszeri a’ felelet,
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2 §. Elbre valtas.

170. Ha M, felmente n év alatt A nak, nyilvin
hogy n év mulva fizetendé M nek mostani értéke A.

M
1+ nk

A’ Jovendé és mostani ériék kozti kilonbség a’
disconto ’s ez

D=M—A.=M—

Misodik egyenletiinkbél pedig A=

M  Mnk
1+4+nk 14+ nk
K6z megegyezés szerint inkib a’ fizetends tokétsl
_ szamitatik a’ kamat ezen discont levonasa helyett: és
a’ fizetd hasznot talil abban, hogy a’ mostani érték
helyett csak a’ fizetendé téke kamatjait szamitja, a’

hitelezé is megegyez ebben, nagyobb biztossag
okaért.

Tegyiik fel hogy A tartozik Bnek n, év mulva
fizetends P, tokével, és ismét n, mulva fizetendd
Q. tékével mostantél fogva; kérdés mikor fizesse le
A mindkét tékét hogy egyik rész se kirosuljék 2 -

Legyen a’ fizetétés ideje n.

Tehit (n—n,) azon idé melly alatt 4 hasznilja P,
tokét, az az nyeresége

P,(n — n)k
de minthogy a’ P, t6két (n—mn,) évvel koribban fi-
zeti mintsem tartoznék, tehat elveszti ennek dis-
" contjat melly
P,(n, — n)f )
1+4+(n, —n)k
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Hogy tehat sem ne veszitsen sem ne nyerjen,
sziikséges hogy ezen két kifejezés egyenld legyen.

Ha nyereségét és veszteségét egyenlitjiik, elosztvan
mindkét részt k val, lesz ( )

_ P(n,—n
P,(n—n,) = m

’s ez masodrendii egyenletté vilik.

171. De @’ kozonséges tekintet szerint Anem a’
discontot hanem csak P,nek kamatjat fizeti (n,—n)
év alatt vagy P,(n,—n)kt; ’s ezen esetben

P, (n—n,)=P,(n,—n) ’s ebbdl
n — Ditat-Pon,
P,+-P,

172. Szinte igy ha ezen m idére visziink tobb és
kiilonb6zé iddkre fizetendd 16két, ’s jeloljik P,,
P,,P, P, 2t az idéket pedig n,, n,, n,,
n,, ’s a't. lesz egyenletiink g

_ Pn,+Pn,4-P;n,+-Pyin, - s 't
P, +P, +P, +P, + ’sat.
melly kifejezés szoval :
adjuk dszve minden kilinds toke szdrmozaljdt
tartozdsi idejivel , s osszuk el azx adossdgok’ 6sz-
vesével.

3 §. Oszvetett kamatok.

173. Egy forint kamatja egy év mulva (1+4-%)
két év mulva (1-+-£k)*

hirom mulva (14-%k)3
és n év mulva (1-+K)".
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Ha tékénket T'vel jeloljiik, Kval pedig egy forint
értékét egy év mulva, lesznek felsébb kifejezéseink,
ha M a’ kamatjaival nevekedett tékét jeloli,

elsé év utin M=TK

masodik utin M=TK*

harmadik ~ M=TK" és kozonséges
n év mulva M=TK" (1).

174. Eddigi tekinteteink szerint K mutatdji egész
szamok vagy is a’ kamatoktdl ceak egy egész év le-
fojta ntin szimitatik ismét kamat, és (1) egyenletbél
kivetkezik M —T' vagy is a° téke névése ha ezt
Nnel jeloljik
' N=TK—T=T(K—1) (2) >

De konnyen meggydzodhetink a’ felél hogy =
birmelly szam tort vagy tagadé lehet, ’s a’ szerint
fog M is viltozni, mert m itt fojtatélag noveszti
@ tokét szakadatlanul barmelly értéke legyen.

‘Ha p.o.: Kegyévi kamat legyen 2 hat holnapi s
kovetkezik

a’ = K vagy x=) K=K"2
’s tokénk félév mulva TK'/2, melly kifejezésre kon-
nyen jutunk n helyett '/, et tevén.

Ha ismét egy mdik részét tekintjiik az évnek,

- 1' r 4 ’ L ]
lesz szinte &— — része az évnek, és igy a’ kamat
m

2 3 .
xt (-— évrészre, z°, (— évrészre ’s a’t., hol
m m

4, @y B 2 B s siiein K
fojo sora m —+ 1 tagnak és

K—1X2" é z—K"
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1

T novése tehit K=, mellyet akkor is megtalalunk
ha n helyett i tessziik.

Ha hasonloképen 2 évi nivést keresiink és az év-

nek;:; részét, lesz ha o két évi TR* =T,
1 2 3 mt

= részre T,K* — TK°K» — TK *

Ha tehat N, értcke Tnek m év alatt mestan fi-
zetve , valamint a’ kovetkezé idére n, T'bél N lesz,

ugy kivetkezik az elmult idére Nbél T, n év alatt,

vagy ezen utolsé esetre T'—=NK" és

T -
N= — = TK—~

Az egyenlet N— TK" négy mennyiséget foglal,
’s ha kozullik hirom ismeretes, a’ negyedik meg-
talaltatik.

n értékét csak logarithmokkal talilhatjuk ’s lesz

log N= log TK"
log T-+log K*
log T+n log K (1)
log N—log T
2).
log K @)

175. Ha p. o.: minden évben jirul az eredeti t6-
kéhez valamelly @j téke, ’s mindegyiktdl szamitatik
kamat kamattél n évig; legyenek a’ tdkék sorjaban,
a, b, c, d....m, hol m az utolsé év elott tétetett
le, az az csak egy évig kamatoz, lesznek sorjaban

Il

és n —
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a’ tokék kamatjaikkal egyiitt éredeti toke 7' dltal n
év alatt, N = T'(1 + k)" vagy ha elébbi nagy

K = (1 + k) marad

N = TR
hozzi jon a'’s lesz n—1 év alatt =aK"1
szinte b n—2 év alatt —=bK*-*
o~ c n—3 év alatt =bK"3
- d n—4 év alatt el

és végre m

N—n—+1=-1¢v alatt—=mkK,

és valamennyi kiilon téke oszvese adja, a’ keresett

# ¢v alatt nevekedett tékét melly legyen N, és

N, =TK"+ aK'"+ bK* 2+ c K31 dK**+....
vaoani= MK,

hol minden tagot kiilon szimitva 6szve kell adnunk.

Ha a’ tékék mindegyik évben egyenldk, az az

T—a=b=c= ’s a’t. =m
ekkor kifejezésiink egyszerd, és

N, =aK* + aK*'4-a K24 a K3 4. . ...
covituK*-aK
melly geometriai sornak Oszvese, tudjuk
aK"+'—aK
e

vagy ha K értékét vissza adjuk K=(1-+-k)

N,

_ a(trRy+H—a(1-+k)

k

__ s(1+R) [(1+-k)—1]

k
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4 §. Annuitasok.

176. Ha valamelly t6két olly feltétellel veszink
fel, hogy bizonyos évek lefojta utin, minden évben
a’ toke egyrészét tevén le, az egész tokét kamatjai-
val vissza fizetjiilk, ezen kilcsont és rendes fizetést
annuitasnak nevezzilk. Az annuitisok tehat ellenkezd
esetét mutatjak eddigi visgalatinknak.

Tegyiik fel hogy az évi fizetés @, valamint ennek
értcke az n el6tti évben,

ak*', n — 2 évben, aK*2
’s igy lefelé 2’ masodik év utin aK®, és az elsé
utan aK, lesz az oszves fizetés
a+aK+aR*+-aK*+. ... +aK*2+aK**
vagy megforditva, melly részeknek Oszvesen egyen-
1oknek kell lenniok az eredeti tokével, ezt m évig
hagyvan a’ kolcsonozé kezei kozt, és
TK*—=aK*'+aK*?4{aK3+...4aK+ta
oA 8K"—a __a[(1+kpP—1]

s K—1 k

hol kamat kamattél szamitatott.

177. De mivel ezen kerdéseknél mindenkor csak
egyszeri kamat vétetik, lesznek a’ fizetések sorjaban
1-s6 év utan a
2-dik utain a-taK
3-dik utan a-L2aK
4-dik utin a--3aK
n-dikben utina <+ (n—1)ak
’s oszvesik
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na—+ak(1+4+-2-4-3-+4+4...n—1)
a’ korldtkozti arithmetikai sor oszvese

353

= (2+(n—2) )n:1 =n. "2_1

és az Oszves fizetés n» év alatt N
1
N=na—q—ak.n.(&_2-—)

P. 0.: kellene 100 forintot minden évhen fizetni,
de ez elmulasztatott; kérdés mennyit kell hisz év
mulva egyszerre fizetni ha a’ kamat 5 szaztél ?
It a=—100, k=05, n=20 és
n—1

—190, ak=5 ¢és

n—

€

n.

: ak=2950.
N=20004-950=—=2950 forint fizetendd 20 év mulva.

178. Egyszeri kamatot szimitvin, valamelly annui-
tds mostani értekét kovetkezokép talaljuk meg,

. " s ey a
Ha, a egy év mulva fizentendd, mostani értéke
: 1+k
a két év mulva fizetendd , ér most s
1+2k
a hirom év mulva fizetendd,
ériéke, és

mostani

r L a
a, n év mulva fizetendé, ér most -
¢ 1--nk
ezen éridkek Oszvese az, mit ér @ elsé masodik,
harmadik ’s a’t. n dik év utdn, vagyis @ forint an-

23
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nuitasa n évre fizetve rendesen. Ha ezen mostani ér-
ték T, lesz
1 1 1 1

T:ﬂ(1+k+1—9—2k+1—!—3k+"'+f,fn7¢)(1)
ha az elsé év helyett valamelly mas évben kezdddik
a’ fizetés p. o. m dik évben ’s fojtattatik n évig
hasonloul lesz

1 1 1 :
T=s (1+mk i T (m+1)k + 1+-(m+2)k

1
)
1+ (m—+n)k @)
Példa.
Mennyit ér most 50 f. annuitisa, hirom év alatt
fizetvén azt, egyszeri kamattal 3at sziztél véve 2

1 1 1
£=60 (1 ki T 1+3i.-)

Ha az egyes tagokat elosztjuk, lesz

1 2
s e ) e o R = K
1+k +

1 -

—_1—2 R B s
ik k- -+

1 e
_ =1— 27k*4-...
ik 1—3k +9K° + -+

hol % harmadik emelése (mint £=003) olly csekély

hogy elhagyathatik; lesz a’ tobbinek Gszvese
3—6k-+14K" hol k értékét vissza advin

lesz 3—6 X 003414 X (0°03)*=2'8212

és =50 X 2.8212=141f06.

179. Tobb iré azon mennyiséget veszi valamelly
bizonyos évek alatt fizetendé annuitas’ mostani érte-
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kéiil, melly az évenkénti fizetések oszvese. De ezen
oszves nem az annuilds’ mostani értéke, hanem az
adott évek alatt nevekedel! annuildsé, melly (177)

5 n—1
N=na-+ak.n (T)
Ha pedig az annuitis mostani értéke N,
» : 1
mivel N,(1-+nk)=na-+ak (?;._2_
A‘r _uan -+ ak (n—-ﬂ—2—1

1-+-nk

=
melly kifejezés kiilonbozik IV mostani értékéidl.

Ezen két kifejezés nem is lehet egyenld, mint azt
az egyszerii kamatok természete magaval hozza. Oka
az egyenetlenségnek konnyen megmutathato.

Tegyiik fel hogy r mostani értéke m forintnak
melly m forint egy év mulva lenne fizetendd, tehat
__m
?‘-.-.-'1—_-’_—-}?
tegyiik fel tovibba hogym a’ masodik évben nem fizet-

tetik , tehat kamatjaival néni fog ’s lesz m(1-+-k).
De r két év mulva r(1-42k) lesz, vagy
73(1:}-_21_9) melly m nétt értékétdl kiilonbozik, ’s azért
1+-k
mert 7k, rnek elsé évi kamatja masodik évben nincs
ismét kamattal terhelve; és azért egyik esetben m,
masikban csak 7 terheltetett kamattal. Ezért 7,
melly m nek mostani értéke, mem lehet s bizonyos
évek alatti névésének mostani értéke.
23 *
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Az orokidére tarté annuitis mostani értéke megle-
1ésére IN és N, ben n végtelen, és lesz p.o.

1 1 1 1
T—-—
N=a (i+r i 1+-2r + 1-+-3r S 1-+4r +)
melly sor maga is végtelen; ez eléggé bizonyitja hogy
az illy kérdésnek haszonvéte nem lehet.

180. Ha K ismét 1 forint értéke egy év mulva,
megtalaljuk valamelly annuitds értékét kamatot ka-
mattél szamitva barmelly év utin, megjegyezvén
hogy ; minden tartozas all, az egyesévi fizetések
mennyiségébdl, hozzijok advin az ezt megel4zd évre
sz6ll6 nevekedést, vagy is lesz a’ tartozas

elsé évben ....a

2.dikban ...... a+aK

3-dikban ...... at+aK-+aK?

4-dikben ...... a+aK+aK*+aK?

n-dikben ...... a+aK+aK*+aK?4 aK*. . .-
+aK"*

’s n évalatt Gszvesen, a’ nevekedés
a(1+-K+K+K*+.. K1)
és a’ korlitban 4ll6 geometriai sor’ Gszvese

K—1

(1)

181. Ha pedig az Oszvetett kamati annuitis mos.
tani értékét keressiikk, lesz egy év mulva- fizetendd

a a
= » # e [} [} = k- ) 3,
@ nak mostani éricke K’ két évmaulvainak o sa L
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’s n év mulva fizetendé @ nak mostani énéke%,
’s ebb6l » év alatt fizetendS annuitis mostani ér-

téke
.a —— .‘_3_ _9_ -+ -+ “
K ETETTE
Megtartvan N, et mostani értéknek, lesz
a 1 1 1
N=g(t+ g+t =) O

és a’ korlitok kozti mennyiség » tagja azon geo-

1
metriai sornak mellynek factora — K’ elsd tagja
1
—1 tehat, Gszvese 1—K és
Bt
K
1
; -
‘;-_\tha( Kn)
K—1

Az n év alatt nevekedett N annuitisnak mostani
értéke %, ’s ha (1) alatt taldlt értékét IV nek

ide tesszitk lesz ismét

1
N=a. = Ko
K—

ugyan az mint az annuitis’ mostani értéke, de lat",
tuk kiilonb6z6 ha csak egyszerii kamatokat szdmi-
t“nko
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Ha az elsS év helyett valamelly m dik évben kez-
dddik a’ fizetés, szinte igy lesz sorunk

a (14 4 @ @
7O I TR O
a S 1
wgy ge(t+ gttt 5)
-
RN Ka
T K- 1
S
s
a o n
= o X K (3)
K1
Ha az annuitis iiriikkétarté, a’ sor végnélkiili és
N— (1+ + K* . végnélkiil)
L a 1 a
va N=- = i
ol ke e 1__;_‘_ g W

hasonléképen, ha a’ fizetés m év mulva kezdédik ’s
ezutan tart 6rokké, mostani értéke
a 1
K K

Kérdds, a’ kamat 3%/; szaztél, melly toke kivin-

tatik 300 forint évi jovedelemhez ?
3%"/,=34 és K=1034, K—1=—"034
300 __ 300000

(4) szerint N= KLi i A — 8825 fkozel
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Az elsé tibla azt mutatja, hogy mennyire né 1

forint, kamatot kamattél szamitva, bizonyos évek
mulva, 4, 5, 6 és 7tet vevén sziztdl.

Mindezen szamok tehdt sokszorozdi barmelly adott
pénzmennyiségnek, P. o.

1) Ha Kkérdjiik mennyire né 6750 forint 14 év
alatt 5tot szaztol, kamotot kamattdl szamitva; a’
14 év utin, az 5°/, ¢k soraban all 1°97993L és a’
felelet 6750 X 1:968831 — 13364" 53 f.

Ha ezen tékének csak oszvetett kamatja kivantatik
ez lesz 13364'53 — 6750 — 6614°53.

2) Mennyire nd 8500 , 23 év mulva 6 °/, Oszveteit
kamattal és mennyi a’ kamat ?
8500 X 3°819749-=—=42467-867 forint
ebbdl a’ tékét levonvan 8500

a’ kamat egyedill =23967 £876

3) Ha a’ tdéke novése nagyobb iddre kivantatik,
mint a’ tablaban van (140), két vagy tobb olly szamot
kell venni mellynek oszvese adja a’ kivant évek
szamdt, és az utinnok allé szimok szarmozata adja
1 f. értékét a’ lefojt iddre, p.o.

Kivantatik 500 forint értéke 75 év mulva 7 procen-
tés Oszvetett kamattal 2

75=35-1-40 vagy 36-+39 vagy 37--38

vagy 15 -+ 20 4+ 40 vagy 15 +4-2.30
mint akarjuk, vegyilk az els¢ két szimot 35--40 t.
’s lesz a’ két factor

106765 X 149744 — 159'874
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és 500 forinté
159874 X 500 — 79937 forint.

4) Valamelly tékének mostani értéke, vagy azon
téke melly valamelly adott mennyiségre rug bizo-
nyos évek mulva, megtalaltatik ha, az adott men-
nyiség elosztatik azon szimmal melly az évek ¢és
procenték soriban all. p. o.

Melly tékébél lesz 8 év mulva 5°/,ra 8896 fo-
rint kamatot kamattol 2
8 év 5°, sorban all 1477455
, 7896
és ————
1477455
a’ keresett tcke.

= 5344 f. 20 kr...

5) 17 év mulva kellene fizetni 6°/, Oszvetett ka-
matra 16750 forintot; mit ér most a’ téke 2
16750

———— forintot.
2:992772

6) A. Il. Tablaban ezen novések , annuitasck,
procentek és idé szintigy talaltatnak , hol felté-
tetett hogy az annuitas nem fizettetett le hanem

kamatot kamatté]l szdmitva minden évben neve-
kedett,

P. o.: ha valakinek 1 f. aunuitissat 6 évig nem
fizettiik, a’ hetedikben kellene neki fizetniink

7'89829%4 forintot 4°/, re
8142008 — bre
865402 —  Tre ’sa’t

mindezen szdmok sokszorozéi az annuitdsi mennyi-
ségnek.



ANNUITASOK. 361

A’ III. Tibla végre azt mutatja mennyit kell
most fizetni valamelly bizonyes évekig tarté annui-
tasért.

P. 0. Ha 100 forint évi jovedelmet biztositok 20
évre, kell 4°/, ra most 1359 fot.
6%, ra ,, 1146 f. 59 kr.
7%, ra ,, 1059 f, 24 kr. letennem.

112 szdm helyibe adjuk, az 1-t61—1000 ig ko-
vetkezd természetes szamok logarithmait 10 tizedes
Jjeggyel; a’ tablinak, kényesebb szamitisoknil hasz-
nit vehetni.
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1 forint’ novése, kamatot kamattél szamitvan,

Ev. 4%, 5%, 6%, Y%
1 1 - 040000 t . 050000 1 - 060000 1 . 07000
2 1 - 081600 1 . 102300 1 - 123600 1 - 14490
3 1. 124364 1. 137625 1. 191016 1.2250%
I 1 . 169858 1 215506 1.262476 1.31079
5 1.216652 1 .276281 1 - 338225 1 - 40253
6| 1-265319 1 . 340095 1 . 418519 1. 50078
5 1.313931 1 - 507100 1 - 503630 1. 60578
8 1 - 368569 1. 477455 1 - 593848 1 - 71818
9 1 - 425311 1. 551328 1 - 689478 1 - 83845
10 1 - 480244 1 - 628894 1 - 790817 1 - 96715
11 1 - 539454 1 - 710339 1 - 898298 2 . 10485
12 1 . 601032 1. 795436 2 - 012196 2. 25219
13 1 . 665073 1 - 883649 2 . 132928 2 . 4098%
1% 1.731676 1979931 2 260903 2 . 57858
15 1 - 800943 2 - 078928 2 - 896558 2 . 75908
16 | 1 - 872981 2. 182874 2 . 540351 2.95216
17 1 - 947900 2 - 292018 2. 692772 3 - 15881
18 | 2.023816 2 406619 2 . 854389 3 . 87293
19 2 . 106849 2 . 526950 3 - 025599 8 - 61652
20 | 2-191123 2 - 653297 3 - 207135 8. 86968
21 2 . 278768 2 - 785962 8 . 399563 4 . 14056
22 2 . 869918 2 . 925260 8 . 603537 & . 43040
23 | 2.464715 3 . 071523 3 . 819719 4. 75052
24 | 2.56330% 3.225599 4 . 048984 5 - 07236
25 2 . 665836 3 . 386354 4 . 291870 5. 42743
26 | 2. 772469 3. 555672 4. 549382 5. 80735
27 | 2 -883368 3 . 738456 4 . 822345 6 - 21386
28 | 2 998703 3 . 920129 5. 111686 6 - 64883
29 3. 118651 4. 1161385 5 . 418387 7 - 11425
30 | 8- 243397 4. 421942 5. 473491 7 - 61225
31 8 .3873133 4 538039 6 - 083100 8 - 14511
32 | 3.508058 4 - 764941 6 - 433586 8 - 71527
33 3 . 648381 5. 003188 6 840339 9. 82533
3t | 8.794316 5. 253347 7 - 251025 9. 97811
35 | 8. 946088 5 - 316015 7 - 686086 10 - 6765
86 4 . 103932 5 . 791816 8 - 147252 11 - 4289
87 | 4268089 6 - 081406 8 - 636087 12 . 2236
38 4 - 438813 6 - 383477 9 . 151252 13 - 0792
39 | % .616365 6 . 704751 9 . 703507 13 - 9948
W] 4. 801020 7 - 039988 | 10 - 285717 14 . 9744
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1 forint’ annuitds niévése, kamatot kamattol.

363

Ev 4%, 5% 6% 7%
1 1 . 000000 1 - 000000 1 . 000000 1 - 00000
2 2 . 040000 2 . 050000 2 . 060000 2 . 07000
3 3. 121600 3 . 152500 3 . 183600 3 - 21490
4 & . 246464 4. 310125 & - 374616 4. 43994
5 5+ 416322 5. 525631 5+ 637092 575073
6 6 - 632975 6 - 801912 6 - 975318 7 -15329
7 7+ 798204 8 . 142008 8 - 393837 8 - 65402
8 9 - 214226 9 . 549108 9 . 897467 10 - 2598
9 | 10 - 582795 11 - 026564 11 - 491815 11 - 9779
10 | 12 - 006107 | 12 . 577892 | 13 - 180794 13 - 8164
11 | 13 . 486351 1% . 206787 14 - 791642 15 - 7836
12 | 15 . 025805 15 - 917126 | 16 - 869941 17 - 8884
18 | 16 . 626837 17 - 712982 18 - 882137 20 - 1406
14 | 18 - 291911 19 . 598631 21 - 015065 22 . 550%
15 | 20- 0238580 | 21.578563 | 23 .275969 25 - 1290
16 | 21 - 824531 23 - 657491 25 - 672528 27 - 8880
17 | 23 - 697512 | 25 . 840366 | 28 .212879 81 - 8402
18 | 25 . 645412 | * 28 . 132384 30 . 905652 33 + 9990
19 | 27 . 671229 | 80 - 539003 | 83 - 759991 37 - 3789
20 | 29.778078 | 83 .06595% | 86 - 785591 40 - 9954
21 | 31 . 969201 85 . 719251 39 - 992726 44 . 8651
22 | 3%&. 247969 | 38.50521% | 43 . 3892290 &9 - 0057
23 | 36. 617888 | 41 . 430475 | 46 - 993827 53 . 4361
24 | 39 . 082604 &%« 501998 50 . 815377 58 + 1766
25 | 41 . 645908 47 727098 5% . 864512 63 - 2490
26 | 4% . 311744 | 51 - 118453 | 59 - 156382 68 - 6764
27 | 47084214 | 54.663126 | 63 .705965 | 744838
28 | 49 -967582 | 58 402582 | 68 - 528111 80 - 6976
29 | 52-966286 | 623822711 | 73 - 639798 87 . 3465
80 | 56 - 084937 | 66 4383%7 | 79 . 058186 9% - 4607
31 | 59 . 828355 70 « 760789 8% . 801677 | 102 . 073
32 | 62 - 701468 75 - 298829 | 90. 889778 | 110 . 218
33 | 66209527 | 80-063770 | 97 .34316% | 118 - 933
34 | 69 . 857908 83 - 066959 | 104 - 183754 | 128 . 258
85 | 73 .652224 | 90320307 | 111 - 434779 .| 188 - 236
86 | 77 .598312 | 95.838322 | 119 420868 | 148 . 913
37 | 81 - 702246 | 101 - 628138 | 127 - 268118 | 160 - 357
38 | 85970336 | 107 . 608545 | 135 . 904205 | 172 - 561
89 | 90 . 409149 | 114 . 095028 | 145 - 058458 | 183 - 640
40 | 95 - 025515 | 120 . 799774 | 154 . 761965 | 199 - 635
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Mostani értéke egy forint’ annuitisnak valamelly idére.

v, 4%, 3% 6% %
1| 0-961539 | 0-952381 0-943396 | 0.9345
2 1 . 8860935 1 - 859410 1 . 833393 1 . 8080
3| 2.775901 2 . 723248 2.673012 | 2-6243
4| 3.629895 | 8.5%5951 3.465106 | 8.3872
5| &.451822 | 4 -320477 & 24236% | 4.1001
6 5. 242137 5 - 075692 4 .91732% 4 . 76635
7| 6002055 | 5786373 5.582382 | 5-3892
8| 6-732745 | 6-.463218 6.20979% | 59712
9 | 7-435331 7 - 107822 6.801692 | 6.35152

10 | 8-.1108%6 | 7-721735 7.860087 | 70233
11 8 . 760176 8 - 306%14 7 + BRB8TH 7 + 4986
12 | 9.3830%8 | B -863252 8 .8838%F | 7.9426
13 | 9-9836%7 | 9 -893573 8.852683 | 8-.3576
14 | 10 - 563122 9 . 89861 9.99498% | 8.745%
15 | 11 - 118387 | 10 - 879938 9.712249 | 9-1079
16 | 11 - 652295 | 10 .837770 | 10 -105895 | 9 . 4466
17 | 12 - 1635668 | 11 - 274066 | 10 . 477260 | 9 . 7632
18 | 12 . 659296 | 11 .989587 | 10 .82760% | 10 - 059
19 | 13 . 188939 | 12 - 083311 | 41 .158117 | 10 . 335
26 | 13 - 590325 | 12 . 462210 | 11 .469921 | 10 - 59%
21 | 1%.029159 | 12. 821453 | 11.764077 | 10 . 585
22 14 . 45111% 13 . 163003 12 . 041582 11 - 061
23 1% . 836841 13 - 458574 12 . 308379 11 . 272
o4 | 15 . 246962 | 13 . 798942 | 12 550358 | 11 . 469
25 | 13 - 622079 1% . 093945 12 . 783356 11 . 653
26 | 15 - 982768 | 14 . 875185 | 13 .003166 | 1% . 825
27 | 16 . 32958% 1% . 683034 13 . 210534 11 - 986
28 | 16 - 663062 | 14 - 898127 | 13 - 40616% | 12 . 137

29 | 16 - 982712 | 15 . 141074 13 . 590721 12 - 277
30 | 17 - 292082 | 15 . 372451 13 . 764831 12 - 409
81 | 17 - 588492 | 15 . 592810 13 . 929086 | 12 - 534
32 | 17 - 873550 | 15 - 802677 14 . 08404%% | 12 - 646
33 | 18 - 147644 | 16 - 002549 14 - 230230 | 12 . 753
B4 | 18 - 411196 | 16 . 19200% 14 - 368141 | 12 . 854
35 | 18 - 664612 | 16 - 874194 14 - 498247 | 12 . 9%7
A6 | 18 908280 | 16 - 546852 1% - 620987 | 18 . 035
87 | 19 . 142577 | 16 . 711287 1% - 786780 | 13 - 117
38 | 19 - 867863 | 16 . 867893 14 . 846019 | 13 . 193
39 | 19 584483 | 17 - 0170% 1% - 949075 | 13 . 26%

40 | 19 - 792772 | 17 - 159086 15 - 046297 | 13 - 831




A’ TERMESZETES SZAMOK LOGARITHMAL

Sz Logar. Sz, Logar, Sz Logar.
1 [0°00000 00000 | 41 |1-61278 88567 | 81 | 1-90848 50189
2 [0-30402 99937 42 | 1-6232% 9904 82 | 191381 38594
8 (047712 12547 43 | 163346 84556 83 | 1-91907 8092%
4 10-60205 99913 | 4% | 1°64345 26765 | 84 | 1-92427 92361
b (069897 00043 | 45 |1:65321 25138 | 85 | 1-92941 59257
6 (0077815 12504 | 46 | 1-66275 78317 | 86 | 493449 81512
7 |0-84509 80400 | 47 [1-67209 78579 | 87 | 1:93951 92526
8 1090308 99870 | 48 |1-68124 12374| 88 1-94448 26722
9 (095424 2509% | 49 [1:69019 60800 89 | 194939 00066
10 (1°00000 00000 | 50 | 1-69897 00043 | 90 | 1-95424 25094
11 [1-04139 26851 | 51 |1-70757 01761 | 91 | 1-9590% 13993
12 1107918 12360 | 52 | 1-71600 33436 92 | 196378 78253
13 111394 385238 53 | 1-72427 58696 93 | 196848 29136
14 [1-14612 80357 54 | 1-73239 37598 9% | 197312 78536
15 |[1°17609 12591 55 | 174036 26895 95 | 197772 56053
16 |1-20411 99827 | 56 |1-74818 80270| 96 | 4-98227 12330
17 123044 89214 57 | 1-75587 48557 97 | 1°98677 17343
18 |1-25527 25051 | 58 | 1°76842 79936 | 98 | 1-99122 60757
19 11-27875 36010 59 | 1-77085 20116 99 | 1-99563 51946
20 11-80102 99957 | 60 |4-77815 4250% | 100 | 2:00000 00000
21 (1-82221 92947 61 | 1'78532 98350 | 101 | 2:00472 18788
22 |1-34242 26808 | 62 | 1-79239 16895 | 102 | 2:00860 01718
23 |1-86172 78360 | 63 |1-7993% 05495 | 103 | 2-01283 72247
24 [1'38021 12417 6% |1-80617 99740 | 104 | 2-01703 43393
25 11-839794 00087 | 65 | 181291 33566 | 105 | 2:02148 92991
26 |1-41497 33480 | 66 |1-8195% 39355 | 106 | 2:02530 58653
27 11-48136 87642 | 67 |1-82607 48027 | 107 | 2:02938 87777
28 |1-44715 80313 68 | 1-83250 89127 | 108 | 203342 387555
29 |1-46239 79979 | 69 |1-8388% 90907 | 109 | 2-03742 61979
30. [1-47712 12547 | 70 | 184509 80400 | 110 | 2-0%4139 26352
31 !4-40136 16938 | 71 (1-85125 83487 | 111 | 2:04532 29788
82 11-50514 99783 | 72 | 185733 24964 | 112 | 2:04921 80227
83 |1-51851 £9399 78 | 186332 28601 | 113 | 2 05307 84435
84 [1-53147 89170 7% | 1'86923 17197 | 114 | 2-05690 48513
35 [1-54406 80444 | 75 (187506 12634 | 115 | 2-06069 78404
36 [1-55630 25008 | 76 | 1-88081 35928 | 116 | 2-06445 79892
87 |1°56820 17241 77 | 188649 07252 | 117 | 3-06818 58617
88 |1-57978 85966 78 | 1-89209 46027 | 118 | 2-07188 20033
39 11-59106 46070 | 79 | 1-89762 70943 | 119 | 2:07554 69614
40 |1+60205 99913 80 | 1-90308 99870 | 120 2-07918 12460
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A TERMESZETES SZAMOK LOGARITHMAIL,

Logar.

Sz.

Logar.

Sz.

Logar.

121
122
123
124
125

126
127
128
129
130

184,
132
133
184
135

186
187
138
139
140

141
142
143
144
145

146
147
148
149
150

151
152
153
154
155

156
157
158
159
160

208278 53703
2-08635 98307
2:08990 51114
2:09342 16852
2:09691 00130

2-10087 05451
2-10380 37209
2:10720 99696
2-11058 97103
211394 83523

2-11727
2-12057 39312
2-12385 16410
2:42710 4798%
2-13033 37685

12957

89034
05672
90864
48003
80357

213353
2-13672
2'1 3087
214301
2-14612

2:14921
2-15228
215533
2-15836
216136

91127
83444
60375
24921
80022

21635
216731
2:17026
217518
2-17609

28558
78347
17154
62684
12591

69473
35879
14308
07208
16282

217897
2:18184%
2:18469
2-18752
2:19033
219342 435984
2-19589 9652%
2-19865 70869
2 20139 71243
2:20111 99827

161
162
163
164
165

166
167
168
169
170

171
172
178
174
175

176
177
178
179
180

181
182
183
184
185

186
187
188
189
190

191
192
193
194
195

196
197
198
199
200

2 20682 38760
220951 50145
2:21218 76044
221484 38480
221748 39442

222010
222271
222530
2-22788
2 23044

80880
64711
92817
67046
89214

61101
84469
61031
92483
80187

2:23299
223552
2-23804
224054
2:24308

26678
32664
00023
30310
25051

224551
2:24797
2:25042
2'25285
2:25527

85749
13880
10897
78230
17284

225767
226007
2:26245
2-26481
226717

29442
16065
78493
18042
86010

2-26951
2-27184
227415
2-27646
2-27875

83672
12287
73080
17299
46114

2-28103
2-28330
2-28555
2-28780
2-29003

60714
62262

2:29225
2:29446
2-29666 51903
2'29885 30764
2 30102 99957

201
202
203
204
205

206
207
208
209
210

211
212
2138
214
215

216
217
218
219
220

221
222
223
22%
225

226
227
228
229
230

231
232
233
234
235

286

<237

238
239
240

60574
18694
60379
01674
38611

230319
2-30535
2:30749
2 30963
281175

281386
231597
2 31806
232014
232221

72204
03455
33350
62861
92047

24553
58609
96034
87743
84599

232428
2-32633
2 32837
2-38041
253243

37512
97338
64936
41148
26808

283445
233645
2:33845
2 3404%
234242

227317
29745

234439
234635
2:34830 48630
2 35024 80183
235218 25181

2:85410 84891
2-85602 58572
285798 48470
2:35983 54823
2-36172 78360

2:36361 19799
286548 79849
2-86735 59210
2:36921 58574
2:37106 78623

287291 20030
2-37474 83460
237657 69571
2 87839 79009
288021 12417]
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Sz,

Logar.

Sz.

Logar.

Sz.

Logar.

241
242
243
244
245

246
247
248
249
250

251
252
258
254
235

256
257
258
2359
260

261
262
263
264
265

266
267
268
269
270

271
272
273
274
275

276
297
278
279
280

2:33201
2:38381
238560
238738
2:38916

70426
53660
62786
98263
60844

239093
239269
2:39445 16808
2:39619 93471
2-3975% 00087

51071
69533

2:89967 37215
2:40140 05408
2:40812 05212
240483 37166
240654 0180%

2:40823
2-40993
211161
2-41329
241497

99653
31233
97060
97641
38480

241664
241830
2-41995 57485
2-42160 59269
2 42324 58789

05073
12913

2-42488
2:42651
2-42813
2-42975
2:48136

16366
12614
47940
22800
37642

2:43296
243456
2-43616
2:43775
2-43933

92909
89040
26470
05628
26938

244090
2:44247
2-4440%
2 44560
244715

90821
97691
47959
42033
80313

281
282
283
284
285

286
287
288
289
290

291
292
293
294
295

296
297
298
299
300

801
302
303
30%
305

306
307
308
309
810

314
312
a13
314
315

316
317
318
319
320

2-44870 63199
245024 91083
2-45178 64355
2-45331 83400
2+4548% 48600

2-45686 60831
2-45788 18967
245939 24878
246089 78428
2-46239 79979

2+46389
2:46538
2-46686
2-46884
246982

29890
28514
76204
73304
20160

247129
2:47275
247421
2-47567
247712

17111
69493
62640
11883
12547

247856
2-48000
2-48144
248287
2-48429

64956
69430
26285
35836
98393

248572
2:48713
2-48855
2-48995
2°49136

14265
83755
07165
B479%
16938

2:49276
249415
249554
2-49692
2-49831

03890
45940
43375
96481
05538

2-49968 70826
2:50105 92622
2:50242 71200
2:50379 06831
2-50514 99783

321
322
323
324
325

826
327
328
429
330

381
382
333
834
335

836
337
338
339
340

34
342
843
844
345

346
347
348
349
350

351
352
353
354
335

356
3437
338
359
360

2-50650 50324
2:50785 48717
2:50920 25223
2:5103%4 50102
2:51188 33610

2-54321
251454
2:51587
251719
2:51851

76001
77527
38437
58979
39399

7993%
80837
42335
61663
43070

2 51982
2:52113
252244
2:52374
2.52504%

2 52683
2:52762
2:52891
253019
253147

92774
99009
67003
96982
89150

2 58275
2:53402
2-53529
2 53655
2:58784

43780
61060
41200
84426 .
90951

60988
94748

2:58907
2:54082
2:54157 92439
3-54282 54270
2:54406 80444

2:54530 71165
254654 26635
2454777 47054
254500 32620
2:55022 83531

2-55144 99980
2:55266 82161
2:55388 80266
2535509 44486
2:55630 25008




¥

Logar.

ga88 f88gs

370

37
32
373
37%

376
377
378
379

]

' 2-56702

| 2.57287

2-538771

2:55750 72019
2-53870 85705
2-35990 66250
2-56110 13336
2-56229 28615

2-563138 10851

' 2-56366 60613

256584 78187
63662
2-56820 17211
2.56937
2.5705%
2.57170

39096
29399
88318
16022
2.57403 12677
257518
2-5763%
257749
257363
257978

78399
13502
17998
92100
33966

2-58092
2-58206
2-58319
2:58433

49757
33629
87710
122%:

| 2-38346 07295

2 58658 73017
09650
258883 17236
2-5899% 96013
259106 46070

2-59217 67574
2-59328 60670
2-59%39 2550%
259519 62218
2:59659 70956

2-59769
2-59879
2-59988
2:60097
260205

51859
05068
30721
28957
99913

101
502
103
40:
405

307

310

1
312
413
4%
315

416
417
418
419
420

21
§22
423
2%
125

427

423

431
432
433
§3%
435

436
437
438
439
410

' 260314 $3726
- 2 60122 60531
i 260530 50461
. 260033 13651
iz-euns 50232
: 2-60852
i 2 60959

2 61066

261172
| 261278

2-61384%
| 2 64389
| 2615935
| 261700
| 2-61804

60236
1092
01631
33080
38567

18219
72160
00517
03411
80967

| 2-61909 33306
262013 60550
2-62117 62818
262221 30230
2-6232% 92904

2-62328 20958
262331 24510
2-5263% 03673
262736 58566
2-62838 89301

2-629%0 95991
2-63042 78750
2-631%4 37690
263245 72922
2 63346 81556

| 263847 72702
2-63548 37368
263648 78961
2-63748 97295
263838 9257

2-63948
2 63048
264147
2 64246
2-64345

61893
14370
41105
5292
26765

23 ]
13

35

4318

478
479
480

| 266745

261543 85895
264512 22693
261630 37262
2637:8 29701
262336 00110)

2-64933 48587
2-65030 75231
265127 801¥0
26522% ﬂ’rHOI
265321 25138

265417 65419
265513 54548

5 82020
38529
13967

265609
2-65705
265801

2-65896
265991
2-66036
2-66181
2-66275

266370
2°6616%
2-66358
2-66651

266338
2°66931
2:6702% 5
267117
267209 7

2-67302
2-67394
2-67486
2-67577
2-67669

267760
2-67851
267942
2-68033
2-6812%
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369

Logar.

Sz.

Logar.

Sz.

Logar.

481
482
483
484
483

486
487
488
489
490

491
492
493
494
495

496
497
498
499
500

501
502
508
504
505

506
507
508
509
510

51
512
813
514
515

516
517
516
519
520

268214
268304
2-68394
2:6848%
268574

2'68663
263752
263841
2:64960
269019

2:69108
269196
269284
269372
2:69160

269548
2°69633
269722
2:69810
2:69897

2:69983
2:70070
2:70156
270213
270829

2:70415
2:70500
2'70586
2:70671
270757

270842
2:70926
271011
2:71096
2:71480

2:71264
2:71349
2-71432
271516
271600

50764
70382
71308
53616
17386

62693
89612
98220
88591
60800

14921
51028
69193
69489
31989

16765
63887,
93428
05456
00043

77259
37171
79851
05364
13781

05168
79593
87123
77823
01761

09001
99610
7396351
31190
72290

97016
05431
97597
73578
33436

521
522
523
524
325

526
527
328
529
530

581
532
538
334
335

536
337
248
339
540

54
542
543
544
545

546
547

[0
-
L~ ]

<o w

St S e
S S
L -l

271683 77233
274767 05030
2 71850 16889
71933 12370
72013 93034

2-72098 57442
272181 06152
272263 38235
272345 56720
272427 58696

2:72509 45211
272591 16323
2-72672 72090
272754 12570
272835 87820

2-72916 47897
272897 43857
2:75078 22757
2-73158 87652
273239 37598

2:73819 72651
273399 92865
2:73479 98296
273559 B8YI7
2:73639 65023

2-78719 26427
2:73798 73253
2:73878 03585
273957 23445
274036 26895

274415 15989
2:74193 90777
274272 51313
274350 97647
274429 20881

274507 47916
2:74585 51952
2-74663 41989
2:74741 18079
274818 80270

561
362
563
36t
365

566
567
363
569
570

i
a72
373
574
875

576
377
578
579
380

a81
582
583
584
585

586
587
588
589
590

291
592
393
59%
393

596
397
598
399
600

71896
4973
3050
3127
320%

=3

2
2
9.
2.
2

-l w) =]

275281
2-75358

-
(-]
-

b2 b0
=} wp =)
S oL B
o
O -
-] =

2:76117
2:76192
2:76267
276342

276417
276492
276566
2:76641
2,76715

276789
276863
2-76937
277011
277085

277158
277232
2:77305
277378
2:77451

2-77524
277597
277670
277742
277815

5 46220

28613
63156
83919
91040
81478

64312
30589
83357
2266%
48557

61082
60288

18924
78447

2489%
58132
78384
85637
79936

61821
29846
85548
28471
58661

76160
81012
78261
529048
20116

74809
17067
46934
64450
69657

62597
43311
11840
68224
12504

24
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A’ TERMESZETES SZAMOK LOGARITHMAIL.

Saz.

Logar.

Sz.

Logar.

Sz.

Logar.

601
602
603
60%
605

606
607
608
609
610

611
612
613
61t
615

616
617
618
619
620

621
622
623
624
625

626
627
628
629
630

631
632
633
63%
635

636
637
638
639
640

| 2-78818

44720
61913
73121
69386
53747

277887
2:77959
278031
278103
2:78175

26242
86911
2-78390 35793
2'78461 72926
2:78532 98350

2-7860%
278675
2:78746
278816
278887

2:78247

12102
14221
04745
83711
51158

07122
51640
84751
06190
16895

2-78958
279028
2'79098
2:79169
2-79239

16002
03847
80167
45897
00173

2.79309
2:79379
279448
279518
2:79588

43382
75408
96437
06454%
03495

2+79657
279726
2:79795
2-79865
2-79934

93592
70783
37100
92579
37253

280002
280071
2-80140
280208
280277
2:803%45 71156
2'80413 94323
280482 06787
2:80550 08582
280617 99740

641
612
643
644
645

616
647
648
649
650

651
652
653
654
655

656
657
658
659
660

661
662
663
664
663

666
667
663
669
670

671
672
673
674
675

676
677
678
679
680

2-80685 80295
2 80753 50281
2-80821 09729
2:'80888 58674
2-80955 97146

25180
42807
30059
469638
33566

2-81023
2:81090
281157
2 81224
2:81291

09886
75957
31813
77483
13000

2 81358
2:8142%
2-81491
2:81557
281624

2:81690
2:81756
2:81822
2'81888
2:8195%

38304
33696
58936
54146
89855

14595
79894
55283
80794
16433

2:82020
282085
282451
2-82216
282282

2:82347
282412
282477
2-82542
282607

49292
58339
64625
61178
48027

2-82672 25202
2 82736 92734
2 82801 50642
2-32865 98965
2-82980 37728

2 82994 66959
2-83058 BEG37
2:83122 96939
2-83186 97743
2:83250 89127

681
682
683
684
685

686
687
688
689
690

691
692
693
694
695

697
698
649
700

701
702
703
704
705

706
707
708
709
710

711
712
713
714

715

716
717

718

719
720

2-8331% 71119
283878 43747
2:83442 07087
2:83505 61017
2:83569 05715

1157
67371
84382
92219
90907

2-83632
2 83695
283758
283821
2:8388%

2-83947
284010
2-84073
2+3%135
2-81198

80474
60945
82346
94705
48046

92396
27781
54226
71757

80400

2:84260
284323
2-843835
2°B4447
284509

80480
71121
38250
26591
91170

284571
2-84633
284695
284757
2-84318

47014
94138
82577
62352
83487

2-84880
2:84941
2:85008
2'8506%
2 B5125

96007
99956
95298
82118
60418

2-85186
2:85247
2:85308
2-85369
2°85430

2.85491 20223
2-85551 91557
285612 44442
2:85672 889014
2:85735 24964
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. Sz,

Logar.

Sz.

Logar,

Saz.

Logar.

721
722
723

728

725

726
727
728
729
730

731
732
733
734
735

736
937
738
739
740

kL3
742
743
T
745

746
747
748
749
50

751
752
753
5%
755

756
737
758
759
760

52647
71976
82973
85662
80066

2:85793
285853
2:85913
2 85973
286033

2:86093
2:86153
2:836213
286272
2'86382

66207
44109
13793
75283
28601

2:86391
2 86451
286510
286569
2:86628

73770
10811
39746
65599
78391

78143
74879
63618
11384
17197

286687
2-86746
2-86805
2-8686%
2:86923

2-36981 82080
2-87040 39052
2:87098 88138
2 87157 29355
2'87215 62727

2:87278
287332
287390
2:871448
287506

88275
06018
15979
13177
12634

2:87568
2:87621
2:87679
2:87737
287794

99370
78406
49762
13459
69516

2-87852
2:87909
2:87966 92058
2:8802% 17759
288081 35923

17955
58795

761
762
763
764
765

766
767
768
769
770

771
772
773
77k
773

77

77
778
779
780

781
782
783
784
785

786
787
788
789
780

791
792
793
794
795

796
797
798
799
800

2:88138 46368
288195 49713
2'88232 453380
2:88309 33536
288366 14352

2:88422
2:88479
2 88336
2+88592
288649

87696
33639
12200
6:5598
07252

43781
73003
94939
09607
17025

2 88705
283761
288817
2-833874
2-88930

2-88986
2:890%2
2:89097
2:89153
2:89209

17213
10188
95970
74577
46027

2-39263
2:89320
2 89376
2:89431
2'89486

10339
67531
17621
60627
96567

25460
47324
62175
70032
70913

289542
289597
2:89652
289707
289762

2:89817 64835
2 89872 51816
2 89927 81873
2-89932 0502
2-90036 74237
2:90091 30677
290145 8321%
2:90200 28914
2:9025% 67793
2:90308 99870

801
802
803
B0k
805

806
807
808
809
810

811
812
813
814
813

816
817
818
819
820

321
822
823
824
825

826
827
828
829
830

831
832
833
834
835

836
837
838
839
840

| 2-9079%

2-90363 25161
29047 43683
2-90471 55453
290525 60487
290379 58804

2:90633
2-90687
2 90741

50418
35347
13608
85216
290848 50189
083542
60292
05456
44049
76087

2:90902
2:90955
291009
2:91062
2:91115

2:91169
2:91222
291275
291328
2:91381

01588
20565
33037
39018
38524

2 91434
2 91487
231539
291392
2:91645

31571
18175
98352
72117
89485

00473
53096
08368
45306
80924

291698
291750
2-91803
291855
291907

2-91960 10238
292012 33263
2:92064 30014
292116 60506
292168 64755

2-92220 62774
292272 54380
2-9232% 40186
2:92376 19608
2 92427 92864
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Sz

Logar.

Sz,

Logar,

Sz

Logar.

84
842
813
84
845

846
847
848
849
850

852
853
854
855

836
857
838
859
860
861
862
863
864
862

866
867
868
869
870

87
872
873
874
. 875

876
877
, 878
879
880

851

2-92479
292531
292582
2:92634
2:92685

2 92737
2 92788
2:92839
292890
2:920%1

292992
2:93043
2:9309%
293143
2:93146

293247
2:03298
293348
2-93399
2:93419

2 93500
293550
293601
2-93651
293701

293751
2 93801
293831
2 93901
293951

2:94001
2:91051
2941101
294151
2:94200

2:94250
294299
294349
294398
294448

39958
20915
75746
24466
67089

03630
3%103
38523
76902
89257

95601
95948
90312
78707
61147

87647
08219
72878
31638
81512

31515
72658
07957
37425
61075

78920
90975
97252
97763
92526

815350
64849
42437
14326
80530

41062
95934
45159
88751
26722

831
832
823
88%
885

886
887
883
889
890

891
892
893
894
893

896
897
898
899
900

901
902
503
90%
905

906
907
908
909
910

911
912
913
914
915

916
917
918
919
920

294497 59084
2:91546 85851
294596 07036
2:94645 22650
2 9169% 32707

294743 87219
294712 36198
294341 29638
294890 17610
2:94939 00066

77040
48544
14589
75188
30353

2:94987
2:95026
2°95085
2:95133
295182

2:95230
295279
2:95327
2 95375
295424

80097
24430
63367
96917
25094

7910
65375
77503
84305
85792

2:95472
295520
295568
2:95616
2:9566%

2:95712
2:95760
295808
2 93856
2:9390%

81977
72871
58485
38832
13923

2:95951
2:95999
296017
2:9609%
2:96142

83770
48383
07775
61957
10941

54787
93357
263812
55114
78273

2:96189
2-96236
2:9628%
2-96331
2 96378

921
922
923
924
925

926
927
928
929
930

951
932
933
934
985

936
937
958
939
940

98
942
953
9%t
045

946
947
948
949
950

951
952
953
954
553

956
957
958
959
960

2:96425 96302
296473 09211
2:96520 17010
2-96567 19712
296614 17327

2:96661 (9867
2:96707 97341
296754 75762
2:96301 57140
2-96348 29486

2:9689% 96810
2 96941 59124
2:96988 16437
29703% 68762
2:97081 16109

297127
2:97173
2-97220
2-97266
297312

58487
95909
28384
55923
78536

96234
09028
16927
19943
18085

297358
2:97405
297451
297497
2:97543

2:97589 11364
2:9763% 99790
2:97680 83273
2:97726 62124
2:97772 36053

2-:97818 035169
2:97863 69484
2 97909 2900%
297954 83747
2:98000 83716

78923
19378
55091
86072
12330

2:980%5
298091
2:98136
298181
298227
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Sz.

Logar.

Sz.

- Logar.

961
962
963
964
965

966
267
968
969
970

971
972
973
974
975

976
977
. 978
979
980

298272 33877
2+ 98817 50720
2+ 98362 62871
2 - 98407 70339
2+ 98452 73133

2 98497 71264
2+98542 64741
2+ 98587 53573
2+ 98632 37771
298677 17343

2+ 98721 92299
2+ 98766 62649
2+98811 28103
2- 98855 89569
2+ 98900 46157

208944 98177
2 98989 43637
299033 88548
2 99078 26918
299122 60757

981
982
983
984
985

986
987
988
989
990

994
952
993
99%
985

996
997
998
999
1000

£+ 99166 90074
9+ 99211 14878
299255 85178
2°99299 50984
2 ' 99843 62305

259387 69149
2 99431 71527
2" 99475 69146
299519 62916
299563 51946

2+ 99607 36545
2+ 99651 16722
2 - 99694 92485
2+ 99738 63814
2+ 99782 30807

2+ 99825 9338%
2+ 99869 51583
299913 05413
299956 54882
3+ 00000 00000

373



Lap. sor
18 8 felil
6 felil
16 feliil
82 8 felil
84 11 alul
43 11 felal
4% 11 i_llul
52 3 alul
55 4 feliil

80 5 alul

91 17 feliil
93 15 feliil
113 8 alul
132 6 felil
137 11 feliil

147 8 felil

& felil

156 7 felil
464 3 feliil
174 14 feliil
477 9 felil

2 alul

204 7 feliil
226 9 alul
234 14 alul
232 9 feliil
233 10 alul
236 5 felil
252 2 alul

263 15 feliil
265 9 felil

278 43 feliil
279 12 alul
294 1 feliil
295 7 felil
301 7 feliil
807 1 feliil
12 feliil

212 4 felil
13 4 alul

Javitandé nyomtatasi hibak.

helyett

—20by?
—20by*
~-acf+bef
(Zat1)
—1—14141
+30xet
(a+¥)

a?4-z%

bvel

6

Vi
3
abcde
+Fx
z3
ku—vkv
a==6
a a

14—+ -+
m = m

feltetélnek
unci
dx47

\/ 38—8x

=Ry

rézsre
ay*—bx
lesa 6: xr=
25—85xx3
x0—
m=pXp
m—~6

all+

valametlyik

legyen
—250y%
—25by?
+acf+bef
(z"+1)
—{—14-1—1
430, xet
(a—y)
a?__z*
b, vel

G—
V332

3
+-abede
+Ex
23
ho—vkv
=0

1 1 1 1
¢ e TR S e A s
+1+ R e T

e a i

m T
Si= 'sa't
x dltal

log (1+a)
(c+b)
£

3
megtalalni
Sx
hogy 46
B nek.
feltételnek
uncia
5x+T7y
V==
P ————

v

részre
axl=bx
lesz 5:x
x65—8523
W
m=pXq
m=6
a4
valamelyik
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