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Bármi tiszták és egyszerűek is valamely tudomány alap-
elvei, bármi szabatosak és biztosak módszerei, mégis meges­

hetik az a véletlenség, hogy hibás alapból kiinduló helytelen 
következtetés történetesen olyan eredményre vezet, a mely, 
megingathatatlan igazság kifejezése. Csodálatos, de tény 
hogy még a matézisben is fordul elő eset, a melyben utólagos 
vizsgálódás mutatja ki egy-egy tudósnak, mily hibás volt ki­
indulása, mily helytelen következtetése, holott eredményének 
helyes volta kifogás alá nem esik. Egy ilyen utólagos vizsgá­
lat az, a mely alá Martin Lajos akadémiai lev. tagnak »Az 
erőmütani csavarfelületek« és »A vízszintes szélkerék elmé­
lete« czimü értekezéseit vettem, mind a mellett is, hogy két 
szakavatott biráló véleménye kétséget nem hagyhatott az 
alap hibás s a következtetés helytelen volta iránt. Hátha az 
eredmény mégis helyes ? Ily kérdés tárgyalása akárhányszor 
positi v eredményekre is vezethet, különösen ha a tri,1·gy maga 
elég érdekes és sokoldalu vizggálódásokra nyit tért. Vizsgálé­
dásom a jelen esetben, mind a mellett, hogy Martin egy ered­
ményének se sikerült helyes voltát kimutatnom, különálló po­
sitiv eredményekben elég jutalmazó volt. 

Ez alkalommal a :Martin értekezésében tárgyalt felada­
tok elsejével, a propellerek problemájával, leszek bátor fog­
lalkozni, vele párhuzamban egy analog feladatot is tárgyalva, 
melyet a peripellerek problemájának fogunk nevezni (1. 1. §.II). 
LÚni fogjuk, hogy a problémáknak néhány speciális megol­
dására könnyű reá jönni; e megoldások tulajdonságait azután 
tüzete2en tárgyaljuk s mellékesen ki fog az is tünni, hogy 

a Martinféle értekezés a propeller problemáját illetőleg, 
nemcsak alapjában és következtetés módjában, de végeredmé­
nyében is helytelen. 

M, TUD, AKAD. BRTEKEZBSEK A MATlf, TUDOM. KÖRÉBÖL. 1876, 1 iv 
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PROPELLER ÉS'PERfPELLER F.ELÜLE'l'EK ELi\fELE'l'EHEZ. 

' 
Midőn ezennel t:;i,nulmányaim méltatását a tekintetes 

magyar Tudományos Akadémia kegyébe ajánlani van szeren­
csém, egyúttal kedves kötelességemet végzem, midőn igen tisz­
telt tanártársamnak Szily Kálmán akadémiai rendes tagnak 
nyilvános köszönetemet fejezem ki f. é. junius hó második fe­
lében hozzám intézett leveléért, melyben velem vizsgálatai 
azon eredményét volt szíves közölni, hogy az Archimedes-féle 
csavarfelület megoldását képezi a propellerek párt. diff. egyen­
letének; a nevezett időig még csak a propeller kúpokat is­
mertem; . azóta jöttem reá egy az Archimedesit mint speciális 
esetet tartalmazó propeller-csavarra; azóta jöttem reá a peri­
peller problémára is, mely eddigelé tudtommal elméletileg tár­
gyalva nem volt még. 
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1. §. 

A feladatok formulázása; első és második vm·iatiók adott 
határvonal mellett. 

A következő két feladattal fogunk foglalkozni : 

I. Melyik az a felület, a mely folyadékban, a maga irá­
nyában u állandó sebességgel tovahaladó tengely körül w 
állandó szögsebességgel forogva, a folyadékra a haladás irá­
nyában a lehető legnagyobb nyomást gyakorolja. 

II. Melyik az a felület, a mely adott ii sebességű folya­
dékban a folyás irányával összeeső mozdulatlan tengely körül 
w állandó szögsebességgel forogva, a folyadékra olya I1 nyo. 
mást gyakorol, melynek nyomatéka, a tengelyre vonatkozólag, 
a lehető legnagyobb. 

A I. feladat megoldását képező felületeket propeller­
felületeknek, a II. felaclatét peripeller-felületeknek fogjuk 
nevezni. 

A föladatok megoldására a szóba jövő erőkifejtéseket 

azon hipotézis alapján fogjuk matematikai alakba önteni, 
melynek értelmében az ellenálló közeg a benne mozgó szilárd 
test df felületelemére az n normális irányában i}N nyomást 
gyakorolván, e nyomás arányos a felületelemmel, s ennek a 
normális irányában a közeg saját*) mozgásához relatíve vett 
v„ sebessége négyzetével; úgy hogy tehát 

1) dN = 0 dfv~ , 
hol e a folyadék természetétől s a használt mérték-egységek­
től függő állandó. Az I. feladat tárgyalásánál továbbá a fo­
yadékot saját mozgás nélkülinek fogjuk tekinteni. 

*) A folyadék •saját« mozgását ellentétben basználju~ azon rész- -
hez képest, a melylyel a folyauék 1110zgását a belé jött szilárd testé mó­
dosítja; a fentebbi hypotézis, miként ismeretes, ez utóbbi részt nem 
vévén tekintetbe, nélkülözi az elméleti aiavot, de a gyakorlattal elé~~é 
rn•c gegyező. 

---------
--~------

---
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- Válaszszuk a forgási tengelyt cilindrikus koordináta­
rendszer z tengelyéül s jelöljük a forgó felület variábilis pont­
jának radius vektorát r, meridiánus szögét <p és v-vel azon 
ívelem irányát, a melyet a pont forgás közben akármely idő­
pontban leír. A forgó felületelemnek a z tengely irányába eső 
nyomás komponensét végre Z s ennek a tengelyhez képest 
vett momentumát llL-vel jelölvén, lészen a hipotézis alapján: 

2) z =e/df v~ cos (z, n) 

3) M, = ofafr v~ cos (v,n) 

mely egészletek terét a forgó felületek képezik; a bennök 
előforduló vn, miként könnyen található, a w és u sebességek 
által igy fejezhető ki : 

la) v„ = u cos (z, n) - w r cos (v, n) 

A 2) illetőleg 3) alatti egészletek lévén azon erőkifejté­
seknek kifejezései, a melyeknek feladataink értelmében a forgó 
felület alakja által lehetőleg legnagyobbá kell tétetniök, ezen 
alak meghatározására mindenekelőtt az egészletek variatióit 
kell kiszámítanunk. A variátiók kiszámítása végett legyen a 
keresett felületek egyenletének alakja ez : 

4) Z = f (r I <p) 
jelöltessék: 

oz 
Oi· = Q 

4a) oz 
- =n 
ocp 

u 
- =k 
w 

Cw~ =A 

és válaszszuk az erőegységet úgy, hogy A = 1 legyen. 

E megállapodások mellett azután, miként könnyen le­
vezethető: 

1 cos(z, n) = - ________ _ 

\ / 1 + Q2 + :: 

cos (r,n) = Q 
0 v 1 + Q2 + :~ 
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l' 

. \/ n? df = · r dr dcp l + f/2 + :. : 
4b) 

w (k-n) 
Vn = -------

. \/1 + n2 + n
2 

' l' 2 

A feladatok értelmében legnagyobbá leendő erőkifejté-. 

sek ezek: 
'f'• r, 

5) Z =1Jardcp r (k-n:)
2

? 

n-
1 + n 2 + -

' r 2 
?• r o 

'f'1 1'1 

6)M. , ( !c.rdcprn (k - n2 : 

J J " 1 + '<2 + ? r -
'f'o l'o 

E két egészlet közös ala)íja: 
'f'1 r 1 

7)S=1frdcpV(r,cp,n) , 

'f'o r o 

első variátiójuk tehát, adott határvonalak mellett, ebben az 
alakban foglaltatik: 

. 'f l 1'1 

j~ i a oV a oV . 
7a) - oS = - [ - --+--]ozdrdcp 

2 dr 'O f< df< on · 
Cfo l'o 

és második variátiójuk, ugyancsak adott határvonalak mellett 
ebben: 

i~l d oV d oVJ 7b) 2- 0S 2=- --+--· 02zdrdp 
2 _ . dr 'Orj d(> on _ 

'f'o l'o 
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tpo ro 

A 7 a) és 7b )-ben előforduló mennyiségek kiszámítva, a 
mi eseteinkben ezek : 

„ hol 

ehát 

és 

lehát 

A propeller erőkifejtésében: 

2V = r (k-n)2 s-1 

5a) 

oV 
o7 = - qi (k-n)2 s- 2 

oV 
- = - r (k-n) s- 1 - r- 1 n (k-n)2 s-2 o;r 

= -- r (k-n) ( 1+02 + !~':) s-2 
' rz 

02V · 
0(! 2 = - r (k-n) 2 s- 2 + 4 r (!2 (k-n)2 s-a 

02v- · 
5 b) o(io; = 2 r (! ( k - 7l) s- 2 + 4 r- 1 (! 7l" (k - n) 2 s-3 

6a) 

02V 
·-· = rs- 1 

- r- 1 (k - ?r) (k - 5:i:) s- 2 lJnz 

A peripeller erőkifejtésében: 

2 V = r n (k - n )2' s-1 

oV 1 

012 
= - 2 r :i: (! (k - :i:) 2 s- 2 

oV 1 on = 2- r (k-n) (k-3 n) s- '-r-1 nz (k-n)28-2 

= . ~ r (k- n [ck-37r) s-2r- 2n 2 (k~n)}-2 
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és 
, ozV l í7Q2 = - r ;r (k - ;r)2 s-2 - 4 qJ2 7r(k--7l) ~-s-3 

' ozV 6b) / í7Qih = - rQ(k-n: )(k-37l )s-2 + 4r-tQ;r 2(k- 7l) zs- 3 

1 ~2J. = -·r(2k-3;r)s-t-r- 1 7l(k-7l)(3k-h)s- 2 

íJ;r2 
+ 4r-37r3(k-7r)zs-3 

2 §. 

A propeller és pe?·ipelle·I' felületek másod1·enclíl pa1·tiális d~f­

fe1·entiális egyenletei ; spedális megoldások. 

A variátió számolás elvei szerint, az imént kiszámított 
alakra hozott oS cli:fferentiálisa zéróval egyenlővé téve szol­
gáltatja azon felület di:fferentiális egyenletét, a mely az S 
kettős egészletet legnagyobbá teszi, ha e felület szomszédsá­
gában 02S negativ-nak bizonyul, és legkisebbé ellenkező 

esetben. 
A propelle1· felilletek másodrendiL pm·tiális dijfeven­

tiális eyyenlete ennélfogva.: 

5c) 
0 

= ~ _ r Qjk - ;r):__ + _! r(k-7tl(l{-(j-loi:r-
2

) 

dr [1 + oz + :r2]2 dp r 1 +0 2 + ~12-
" r z L " r 2 _ 

és a peripeller felületeké: 

6c) 
0 

= _! r 7l Q (k - 7l) 2 
_ ! : i_k - 7l) (k - 3 7l) 

dr[1+Q2+;22r dp [1+Q2+::J 
Ezek tehát azon egyenletek, a melyeknek általános 

megoldását ismernünk kellene arra nézve, hogy feladatunkat 
teljesen megoldhassuk. Mivel azonban ez idő szerint kérdé­
ses még, h9gy általános megoldásuk véges alakban egyálta­
lában előállitható-e vagy sem, azért egyelőre speciális meg­
oldások találásán leszünk. 

- I. Egy ilyen speciális megoldásra, a mely még hozzá a 
két egyenletnek közös megoldása és a k állandó értékétől is 

- . 
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független, azon észrevétel vezet, a melyet az előbbi § 5) és 6) 
alatti képletének lefejtése után tettünk. Azt állítjuk ugyanis, 
hogy ha általánosan 

r, 'fit 

7) S =f f r d cp V (r, n, f!) 

ro Cfo 
azaz ha a V függvény a z és cp koordinátákat explicite nem 
tartalmazza, akkor az S maximuma vagy minimuma által meg­
követelt 

d oV a oV 
0 

= clr Of! +dp o n' 
8) 

másod renclü pártiális differentiális egyenletnek speciális meg­
oldását képezi 

z = a cp + f (r) , 9) 
hol a állandót jelent az f (r) pedig ezen közönséges, első ren­
clü different.iális egyenletnek képezi a megoldását : 

const. = (
0V) 

_ Of! n = a; f! = f' (r) , 
9a) 

Valóban a 8) egyenlet igy írható: 
d cl 

o =d- V1(r,n,f!)+a-V2(r,n,f!) 
r cp 

mely egyenlet a 9) segélyével ezzé lesz: · 

o = d~· V1 (r, a, f' (r)) + :cp V2 (r, a, f' (r)) 

Mivel pedig V2 (r, a, f (r)) csakis az 1·-nek függvénye 
tehát marad: 

elv( - f' ·) o = dr i r ' a ', (r) 

mely egyenletnek első egészlete: 

const. = V1 (r, a, f' (r)) 

a 9a) alatti diff. egyenlettel azonos. 
A nevezett helyen tett észrevétel tehát arra vezet, hogy 

mind a p1·opeller, mind a pm•ipellerfelületek pá1·tiális dijf. 
egyenletének megoldását képezi ezen csavarj elíiletet képviselő 
egyenlet: . 

IO)z=ap+f(r) 
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hol a állcindót y'elent, az f (r) pedig ebből az első 1·endii közön· 

séges d~-ff. egyenletből határozandó meg (1 § 5a, 5b.) 
r f ' (r) 

lüa) const. = r 2 .. ] ' 

1 + ; 2 + f ' (r) 2 

- . 
Ezen diff. egyenlet megoldásával később fogunk foglal-

kozni. Tegyük föl, hogy megoldottuk; akkor az f (r) segélyé­
vel a 10) által képviselt felületet igy nemzhetjük: Egy vala­
melyik mericliánus síkban a 

lüb) z = f (r) 
vonalat szerkesztvén, képzeljük azután, hogy e meridiánus sik a 
benne lévő vonallal együtt kettős mozgást végez és pedig hogy 
a z tengely körül állandó szögsebességgel forogva egyuttal a z 
tengely irányában állandó sebességgel tova csuszik . .A. lüb) 
által defineált (általánosan) görbe vonal e kettős mozgás 
folytán a 10) által képviselt, (netaláni propeller és peripeller) 
felületet nernzi. ' 

E görbe vonal azon esetre, ha a lOa) egyenlet baloldalán 
álló constans =o, egyenessé degenerál, és pedig- miután akkor 

f (r) = o 
azaz 

f (r) = constans, 
tehát olyan egyenessé, a mely a Z tengelyt derék szög alatt 
metszi . 

.A. 10 egyenlet tehát csavarfelületeket képvisel és kö­
zöttük az Archimedes-félét is. *) 

*) Nem lesz erdektelen megjegyezni, hogy az Archimedes· 

fele csavarfelület megoldás marad ugy is, ha a vizsgálatainkban 

alapul vett hipotézis akként általánosi ttatik, hogy a szilárd test 

elemere gyakorolt normális nyomás 

dN=C.df.F(vn) 
hol az F akármilyen differentiálható függvenyt jelenthet. Ekkor 

ugyanis 

Z = e/df. F (vn). cos (z,n) 

~L = e f df . r F ( Vn) cos ( v ' n) 
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II. A propeller és peripeller-felületek pártiális diff. 
egyenletének egy másik speciálisabb és nem közös megoldá­
sára jövünk azon észrevétel által, hogy az erőkifejtések dif­
feren tiálisa homogénná válik ( n:, r )-ben, ha k = o tétetik. Ha 
ugyanis általánosabban _, 

'f't • l't 

11) S f far dg> V (r, g;, 'JC 1 f!) 

'f'o l'o 

azaz a V függvény nem tartalmazza a z koordinátát explicite, 
akkor az S maximuma avagy minimuma által megkövetelt 

11 a) o = 5~ . _! . dV + ! . SV 
dr ae de dcp ifa 

másod rendű pártiális differentiális egyenletnek megoldását 
képezi 

tehát a 4) alatti képletek fölhasználásával: 

.lf
'f'• l'i [ (k - ;r) ] 

Z = dr dg:i rF1 --. --;; 
i+o-+ -

' r" 
'f'o l'o 

ij
'f'' r~, [ (k-n:) 2 J 

M. = dr dp r 'lC F, 1 o2 rr 2 

+, + r 2 

<po l'o 

AZ és M, alakjából pedig a 9) 9a) alatti tétel értelmében 

az következik, hogy Z és Mz-nek, adott határvonalak melletti, elsö 

vnriátióját zéróvá- teszi: 

z = ag> + f (r) 
ha f (r) meghatározására e cliff. egyenlet szolgál: 

r f' (r) , [ (k - a)'! :l 
oon,tan' ~ [i+ :: +i· (~)'(' 1 + !'(')' + i:~j 
Ámde ezen egyenletnek abban a speciális esetben, ha a bal­

oldalon álló constans = o, .I{legoldását képezi: 

f'(r) = o 
azaz 

f (r) = constans 
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12) z = r f (p) + const. 
által képviselt kúpfelület az esetben, ha V (r, p, rr, (!) függ­
vény (rr, r) változókban homogén. 

Valóban mert V homogén, azért a ~; is ép olyan rangú 

a ~Ypedig egygyel alantabb rangú homogén mennyiség lesz a 
Ult 

(rr, r) változókban; ez okból a Ila) egyenlet a 1· 11áltozóban 
magában véve homogénná válik, mihelyt benne a 12) érteL 
méhen 

n = r f (p) 
(!=f(p) 

helyettesités megtétetik. A lla) alatti pártiális difi'. egyen· 
letből ennélfogva az imént nevezett substitutió után az 1· vál­
tozó mint közös szorzó kiesvén, a mi marad nem más, mint 
egy az f (p) meghatái_:ozására szolgáló közönséges, legföljebb 
másodrendű. differentiális egyenlet. 

Az imént tett észrevétel tehát ana vezet, hogy 
II a) a propellerfeliiletek pártiális dijf. egyenletének 

abban az esetben, ha k a n-hez képest elenyésző, megoldását 
képezi 

12) z = r f (p) + const. 

hol f ('f!) meghatá1·ozására ezen egyenlet szolgál: 

O= 3f(p)f'(p) 2 
_ d [-1 + f (p)2] f-;(p) 

[1 + f (p)2 + f, (p) 2]2 dcp [i+f(p) 2+f'(p) 2T 
mely egyenlet kifejtve és rendezve, [reális megoldást nem adó 
szorzók elhagyá~a után] ezzé lesz: 

hol 
12a)Pf'(p)+Qf"(p) =o 

p ~ f e <p) f. (<p) Hl + f , ( <p) 1 + f • e <p), ! 
és hogy 

Q ~ [ 1 + f (<p)' J!-[ l + f (<p)' J + 3 f(<p)' l; 
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IIb) a zJeripellm·ek pa1·tiális diff· egyenletének abban az 

esetben7 ha k elenyésző a n-hez képest, megoldását_ képezi 

12) z = 1· f (c.p) + const. 

hol f (c.p) meghatá1·ozására ezen egyenlet szolgál: 

8f(cp)f'(c.p) 3 
0 = 1 + f (c.p) 2 + f;Tcp) 2 + 

+- ----<)- ---, - 2- - - - - .., d[ 3f'(cp) 2 2f'(cp)• ] 

dp l+f(cp)-+f(cp) f1+f (cp)2 + f(p)zl 

mely egyenlet kifejtve és rendezve, [reális megoldást nem 
nyujtó szorzók elhagyásával] ezzé lesz: 

hol 
12b) 0=pf 1 (p) + Q f" (t:p) 

P = f (cp) f' (rp) [- 7 (1 + f (cp) 2 
- 3 f' (cp) 2J 

Q = [ 1 + f (rp) 2 J [ 3 (1 + f (cp )2) - f' ( fjJ) 2 ] 

Ezen másod rendi.i. közönséges diff. egye_nletek első egész­
lete közvetlenül fölirható a következő könnyen verifikálható 
tétel alapján, mely tétel különben könnyen általánosbitható. 
Ha ugyanis 

Pf' (cp) + Q f" (c.p) = o 

az adott másod rendü diff. egyenlet, lévén 

P ~ f (<p) f' (<p){ •[ 1 +f(<p)' ]+a'!' (<p)' ~ 

Q ~ [ 1 + f (<p)' J{ b[ 1 + f(<p)'] + b 'f' (<p)' ~ · 
hol az a, a', b, b' állandók között ez a relatió áll fenn: 

a+b=a'+b'; 

akkor az adott egyenletnek első integrális egyenlete : 

... e= [ 1 + f (p)z Y'.[ 1+f2 (cp) + f, (p)z y2f'(rp)2X3 

hol 
x1 : x2 : X3 = a' : a - a' : b . 
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A tétel alkalmazásával a 12a) első integralis egyenlete 
ez lesz: 

l~ a') [1 + f (<p) 2] [1 + f (<p) 2+f(<p) 2]4f 1 
( <p) -

2 

= const. 

és a 12b) afattié: 

12b') [ 1+f(<p) 2]3[ 1 + f(<p) 2 + f'(<p) 2rf'(cp)-
6 

= const. 

A következő §-ban megmutatjuk, hogy f ( <p) hyperellip­
tikus egészletek által fejezhető ki. Az igy kiszámított f (<p) 
segélyével azután a speciális megoldásokat képező kupfelüle­
teket az r=l hengerre rajzolt 

z = f (<p) 
vezérvonal űtján könnyü lesz szerkeszteni. 

III. A szóban lévő partiális diff. egyenleteknek, a II 
pont első felében bebizonyított tétel alapján, könnyen jutunk 
speciális megoldásához abban az esetben is, ha k a n-hez ké­
pest végtelen nagynak tekinthető. Ugyanis: 

Illa.) A propelle?· felületek pártiális d~ff. egyenletének 
a nevezett esetben megoldását képezi: 

13) z = r f ( <p) + const. 
hol az f (<p) meghatározdsára ezen másodrendii közönséges 
di.ff. egyenlet szolgál: 

o = P [r (<p) + f" (<p)] 

lévén 
p = 1 + f (<p)2 - 3 f 1 (<p)2 ' 

mely egyenletnek P = o-ból folyó partik1tlrfris megoldása ez: 

13•) f (<p) ~ ~ [e (.+„l ;, -e -l•+•·vt J 
és f (cp) + f '' (<p) = o-ból folyó általános megoldása 

13a')J (cp) =e sin (p + <p0 ) 

hol c és cp0 állandókat jelentenek. 
IIIb. A peripellerek pártiális d(ff. egyenletének ngyan­

ezen esetben spec. megold!J,sát képezi : 
13) z = 1·.f (<p) + const. 

.\ / 
. : 
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hol f ( <p) meghatározására ezen másodrendil közönséges dijf. 

egyenlet szolgál : 

0 = P(f (cp) + f I (<p)) 

lévén 

p = 3[1+f(cp)2]-f'(cp)2' 

mely egyenletnek P = a-ból folyó partikidáris megoldása : 

13b) f(cp)= ~ [e(~+cpo_)Vs_e-(cp+cpo )V3] 

és f ( cp) + f" ( <p) = o-ból általános megoldása : 
13b') f (cp) = e sí~ (cp + cpo) 

hol e és <po állandókat jelentenek. 

3. §. 

A oS = o speciális megoldására szolgáló I. ?'. közönséges 
dijf. egyenletek egé-'zelése; a megoldást képező felületek 11em­

zöjének, ille!öleg vezfrvonalának szer·kesztése. 

A propellerek és peripellerek (oS = o) pártiális diff 
egyenletének az előbbi § 10) és _lOa) egyenletei értelmében a 
k-nak akármilyen értéke mellett speciális megoldását képez 
a csavar felületet képviselő 

10) z = a~ + f (r) 
egyenlet, melyben a állandót jelen~, az f {r) pe~ig ebből az I 
r. köz. cliff. egyenletből határozandó meg : 

r f' (r) 
lüa) const. . [- az . ] 2 

_ 1 + r 2 + f' ( r) 2 

A meghatározást már mostan a, következő egyenlettel 
defineált s segédvariábilis által fogjuk eszközölni : 

az 
lüb) s= 1 + r ~ + f' (r)2 

a számítás némi egyszerüsitése czéljából e jelölésekkel élve: 
z r 

lüc) - = z
1 

; - = r1 ; const = al. 
a· a 
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Allap0djunk továbbá abban meg, hogy az al értéke po. 
sitiv. A megnevezett jelölérnk mellett a 1 Oa) alatti egyenlet 

ezzé lesz: 
dz, 

lOd) ls 2 
• r, 

dr1 

A lOb) alatti egyenletet azután igy irva: 
r2 r 2 r 2 
- s = 1 + - + - f ' ( r) 2 a2 a2 a2 ' 

egyesitjük a lOc) és lOd) alattiakkal, mi által ezzé lesz: 

+ ( dz,) r1 
2 

s = 1 r, 2 + .r' dr., 

= 1 + r, z + 12 s• 
honnan r, ~ ekkép határozódik meg: 

12 s•+ l lOe) r, 2 = ----
s -1 

Annak elérésére, hogy Z1 is az s által legyen kifejez­
ve, a lOd) 

dz, ds 
r1 - · - = ls 2 

ds dr, 
egyenletből indulva ki, ebbe belé teszszük a 14 c)-ből ki­
számitott 

dr1 31 2 s• - 41 2 s 3 - 1 
l Of) ds = 2 r1 (s - ~ 

deriváltat, s r1 helyett IOe )· ből folyó értékét. Akkor lészen 
belőle: 

lOg) dz , _ ls 2 (3 12 s• - 4 12 s 3 - 1) 
ds - 2 (s - 1) (1 2 s• + 1) 

vagy kifejtve : 

dz, =_!_ J 3 s - 1 - ~s~ +_4 s-~=--~~+~l 
ds 2 [ · (s - 1) (l2 s• + 1) {' 

=_!_{3s-l- - 1 _ _ 4s } 
2 s - 1 12 s' + 1 

honnan végre egészelés által 

z1 = J_{~ s 2 -s-lognat(s-l)-21-~rctgls 2 2 2 

A 1 Oa) által defineált J (r) f iiggvény az s segédvariábi­
lis által igy fejeződik tehát ki: 

M, TTJD. AKAD, }mTEKEZÉSEK A MATH. TUDOM. KÖRÉBÖI„ 1876. 2 
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- lJ 3 -l } 

lOh) - ----lf(r)= a
2 
l 2 s 2 -s-lognat (s-1)-21 arctg ls 2 +const. 

. a y1 2 s 4 + 1 
. r= - Ys-1 

Ezek után lássuk, milyen azon vonal, melyben egyva­
lamelyik meridiánus sik <p = g;, a 10) alatti egy:enletek által 
meghatározott csavarfelületet metszi. 1E vonal egyenlete 

z = a <p0 + f (r) 
tehát 

z = f (r) + constans. 

Fusson már mostan s minden értéket végig + cx:>-től 

-oo-ig; akkor lüh) egyenletekből folyólag z és 1· képzetesek 
maradnak a 

- ""'<s<+ 1 
intervallumban; ha s - 1 = + E , hol é végtelen kicsiny 
absolut értéket jelent, akkor z és r positiv végtelen nagy; 
ezentid a~ 

1 <s<+""' 
inte1·vallumban z és 1· mindenütt véges és valós frtékkel bír­
nak s folytonosan változnak az s = + 00-gyal szintén + oo­

gyá lesznek és pedig, miként könnyű belátni, felsőbb rendü 
végtelen nagygyá, mint a mikor s - 1 = + é volt. A z és 
r ezen menetéből mindenek előtt az következik tehát, hogy 
csak a valós értékeket tekintve az 1· minden értékének két z 
érték felel meg és hogy r és z valahol minimum. A mini­
mum helye a lüf) és lüg) értelmében 

3 12 s 4 
- 4 l2 s 3 + 1 = 0 

egyenlet által határozódván meg, z és r-re közös. Ezen egyen­
letnek csak egy positiv és egy negativ gyöke van, továbbá a 
positiv nagyobb egynél; tekintetbe véve tehát, hogy a nega­
tiv s mellett z és 1· képzetes, az és 1·-nek mint s függvényei­
nek csak egy minimumok van. Az 1· ezen minimuma zérónál 
nagy.obb, ha csak nem 1 = o, mert hal véges érték, akkor r 
zéró egyáltalában sehol se lehet. 

A ~~ lefolyását a lüd)-ből fogjuk következtetni; belőle 
dz1 1s 2 

dr~ -r; 
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tehát 1 Üc és lüe segélyével: 
dz al s 2 ls 2 Jls - l 
- =- =-~--

dr r Jll 2s• +1 
s ebből s szerint való~ differentiálás által: 

d 2z 1 s (1 2 s s + 5 s - 4) 
dr ds= 2(12s 4 +1) Jl(s--1) (1 2 s•+ l) ~ 

mely két utóbbi képletből az következik, hogy ddz zfrótól vég­
r 

telenig és pedig folytonosan nő, ha az s a többszö1· nevezett i n 
tM·vallurnot befutja. 

Ez utóbbi egyenletnek a 10 f)-fel egyesítése által végre 
ez ered: 

d 2z s (s - 1) (l 2 s s+ 5 s - 4) 
dr 2=al 31 2 s•-412s 3 -l' 

mely egyenletből világos, hogy a tárgyalt vonal görbülete ab­
solut értékét tekintve, zérótól végtelenig nő, ha s az egységtől 
addig az frtékig nő, hol miként fentebb láttuk a z és 1· legki­
sebb, - hogy továbbá ezen pontig a görbület negativ s ezen 
tul positiv végtelentől véges értékeken át ismét a végtelen ér 

ték felé tart. 

A görbe vonal tehát ilyen alaku: 

e 
, 

C' 
_._---- -A 
A' 

B 

I. ábra. 

2* 
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Ha s l-től oo-ig nő, akkor a görbe vonal variábilis pont­
ja a végtelenből AB 0 irányban ismét a végtelenség felé tart. 

Ha az 1 állandónak értéke zéró felé convergál, akkor 
az A B rész egyenessé degenerál, mely határ esetben a B 
pont a Z tengelybe esik stb. 

II. A 8S = o egyenletnek arra a:r, esetre, ha k = o, 
az előbbi §-ban nyert eredmények szerint megoldását képezi 
ezen, kupfelületet képviselő, egyenlet: 

12) Z = r f (cp) + const. , 
hol az f (cp) meghatározására a 12a 'b ') értelmében ezen I r . 
közönséges diff. egyenlet szolgál: 

[ ] 

X1 [ ]x. 2x3 
12a,'b') const.= I~f(cp) 2 1+f(cp)2+f'(cp) 2 f'(cp) 

lévén a propeller esetében 
X1 : X2 : X3 = 1 : 4 : - 1 , 

·és a pe1·ipelle1· esetében 
X1 : X2 : X3 : = 3 : 4 : - 3 . 

Feladatunkul itt az f (cp) meghatározását tüzzük ki s 
megmutatjuk, hogy 

X1 

12c) s= yfTí (<p)~ +í' (cp) 2 

segédvariábilis használásával a 12a 'b ') megoldása a fennfor­
gó esetekben első rendü hyperelliptikus transcendensekkel 
eszközölhető. 

A 12a' b ') egyenlet ugyanis az s variábilis behozatalá­
val ezzé lesz : 

vagyis 
. 2x3 

- ~ X 2 X1 + X2 

cf'(rp) +s f'(p)= s . 

Mivel pedig eseteinkben x3 
= - 1, tehát az utóbbi 

X1 

egyenletből: 
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12d)f'((j>2)=s:'++x,; 
s. e 

honnan a 12c felhasználásával: 

- sx2 +e s - e 
12e) f (p)2 = - sx, +e ' 

mely egyenlet differentiálva, rövid reduktió után arra vezet, 
hogy 

_ e ( ( 1 - x2 ) sx, + e) ds 
12f) drp = - -

: ( sx, + e)\ / sx• +x, (- sx• +e s - e) 

A 12a' b') d~fferentiális egyenlet ezeknél fogva a pro­
pelle1· esetében e két egyenletben nye1·i megoldását : -

( 
e_ {.s (- 3 s•+ e) ds 

12a") -

i 

<p = 2J (s 4 +e)- s2 -Vs (- s~--+_c_s__ e) 

•o 

f ( ) = \ j - s• + e s - e 
, rp \ s 4 + e 

és a pM·ípelle1· esetében e kettőben: 

( e.fi' (- 3 s4 +'e) ds 
, rp = ~ (s4 +e) s3 -Vs (- s4 +e s - e) 

12b") < 

1 f ( ) •o\/- s~+ e s - e 
\ P si +e 

mi által állitásunk igaznak bizonyult. 

Ezek után nem okoz semmi nehézséget a kupfelület ve­
zé?'vonalának discussiója, annak tekintvén azon görbét, mely­
ben az r=l henger kupfelületünket metszi, - melynek egyen­
letei ennélfogva: 

~ z = f (<p) + const. 

~ r = 1 . 
Az 

F (s)= - s*+ e s - e= o , 
egyenletnek ugyanis, - rp.elynek két összeeső gyöke van, ha 
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44 4• . 
e =

33 
és két valós positiv gyöke, ha e >33, - kisebb valós 

gyökét s,-gyel s a nagyobbat s2-vel jelölvén, az F (s) csak e 
két gyökön belöl positiv; ennélfogva az f (cp) csakis addig, 
de addig minden esetre val6s, mig s az 

S1 <S< 82 
· inte1·vallumot átfut,ia, legnagyobb értékét elérve, ha 

e s'= - . 
4 ' 

az f (rp) két határértéke zeró, legnagyobb értéke 

= ~ Vv21c-4 

A drp positiv a nevezett intervallum azon 1·észében, hol 
' ' 
S1 <S<\/; , 

negativ a másikban ; ennélfogva a rp ugyanott éri el legna­
gyobb értékét, a hol f (rp), a miből az foly, hogy vezérvona­
lunknak e helyen hegye van. 

Az f (rp) sehol se lehetvén zéró se végtelen nagy, jegyét 
nem változtatbatja; jegye tehát a v' jegyről eddig hallgatva 
tett megállapodásunk szerint positiv. Lefolyásának rnegisme~ 
1·ésére a 12c)-ből a 12f) felhasználásával kiszámitott 

Sx,+x,-1[x1 Sx' + C (x1 + X2 )] v-- Sx-,-+-c S-- C 
f"( )- 1 (jJ - c --(~l=---X~2)_s_x_, _+_e _ __::. - sx2 + e 
vezet. E szerint ugyanis a vezérvonal görbülete zfr6 az S1 és 
s2 helyen; végtelen nagy a hegynél; és szabatosabban: zeró­
tól a positiv végtelenségig nő az 

4 

S1 < S <\/~ 
intervallumban, és - oo-tól a negatív értékeken át zéróig a 
hátralévő 

intervallumban. 
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Minél nagyobb e, annál nagyobb a <p és f (rp) maximuma, 
azaz annál kiterjedtebb a görbe. 

A görbe alakja mindezeknél fogva a henger palástját 
sikra teritve ilyenforma : 

f('l) 
e 

A 
2. ábra. 

4 

Az A pont az s = St értéknek, a e pont s = v ~-nak~ 
a B pont s = Si értéknek felel meg. 

4. §. 

A másoclik va1·iáti6k előjegye a 8S = o talált spec. megoldá­
sai esetében, 

Miután a propellerek és peripellerek 88 = o partiális 
diff. egyenleteinek talált speciális megoldásai által képviselt 
felületeket szerkesztettük, vizsgáljuk meg, hogy e felületék 
leghatályosabb propeller, illetőleg peripeller felületül szol­
gálhatnak-e ? E 'l!Ízsgálat keresztülvitele, miként ismeretes, 
csak annak eldöntésétől függ, hogy a 828 előjegye a variábi­
lisoknak legalább bizonyos határai között mindenütt negatív­
nak bizonyul-e be, vagy nem, ha a 88 = o megoldása belé 
helyetteztetik. Tekintettel erre, a következő (1 §, 7b) mennyi. 
ség lesz az egyes esetekben megvizsgálandó ; -
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cpo l'o 

-vagyis a 0 28-ét eldöntő jegyénél fogva ezen mennyiség: 
cl 2 o2V a2 o2V a2 o2V 

14) L 
2

V = dr2 0(1 2- +dr clcp oQ ocp + dp 2 on 2 -

I. Mind a propeller, mind a peripeller partiális diff 
egyenletének, a k lett légyen bármi, megoldását képezte azon 
csavarfelület, melynek egyenlete: 

10) z = a p + f (r) , 

hol az f (r) az s segédvariábilis útján e két egyenletben nyerte 
kifejezését : 

l f (r) = ~ [ ~sL s--lognat(s-1)-21--;;,~ctg ls 2
] +const. 

lOa) -
• a (l 2 s 4 -j- 1) 

r- = s -1 - · 

E felületnek (1 = o utján)- speciáli!'! esetét képezte az 
Archimecles-féle csavarfelület. 

Az általánosabb esetben ép ugy, mint e speciálisban, 

· d dz · d dz ·1· f 1 1 i:nm a(! =-d , mm a n =cl- te Jesen ügget en évén a cp 
r cp 

variábilistól, behelyettezésükkel a 6 2 V értékében előforduló 

c1 2 02V d 2 'iJ2 V 
-- --és--
dr dp oe on dp 2 on 2 

mennyiségek zéróvá lesznek, ugy hogy itten: 

15) L2 v = a2 o2y-
dr2oe 2 

la.) Az Archimedes-féle csavarfelület esetében: 

z = a cp + constans 

egyenletéből fol~ólag 
clz 

O= - = 0 
~ dr 
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dz 
n=-=a 

dp 

s = 1 + n2 + ~ 2 = 1 + :: 
tehát az 1 § 5b és 6b egyenletekből, akár propeller, akár pe­
ripeller felületekről legyen szó, [positiv állandó szorzókat el­
hagyva]: 

honnan 
a a2v · -a 
- - = - (rs + 5 a2 r4) (r2 + a 2) . 
dr 0~ 2 

' 

következőleg még egyszer differentiálás után a 15) alatti 
jelölés használásával : 

. . r 2 -5a2 

6 2 V = 4 a 2 r 3 ----­
(r2 + a2)4 

mely kifejezés negativ vagy positiv, a szerint a mint 
az> 
- <o r2 ... 

Ennélfogva a 14) 14a) és 15) tekintetbe vételével a má­
sodik variátió jegye negativ, ha az Archimedesi felületen 

~ minclenütt nagyobb\/__!-nél, - positiv ellenkező esetben 
r 5 . 

és határozatlan jegyű és értékű olyan darabján, a melynek 

egy részén ~nagyobb\/ ! -nél, más részén pedig kisebb. 

Eddigi vizsgálataink eredményét szabatosan kifejezen­
dők, gondoljunk tehát, tetszés szerint választva az a értékét 
Archimedes-féle csavarfelületet s ennek tengelye körül r0 su· 
garű hengert szerkesztve; a csavarfelület a hengerre közön­
séges csavarvonalat fog rajzolni 

a 
a= arctg -

ro 
emelkedési szöggel. A henger ro sugarát ugy válaszszuk, ho'gy 

a= arctg V-} = 24 ° 5' 41." · 5 · · · 

legyen. 
Akkor: 

„ -
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1.) Az A1·chimedes-féle csavarfelületnek e hengeren be­
lül eső fele, s ezen félnek akármely része is, vele közös határ­
vonalú más feliiletekhez képest maximális hatású p1·opellm· és 
peripellei. 

2.) Az Anhimedes-féle felii,letnek a hengeren kiviil eső 

fele, vagy ennek akármely része is, vele közös határvonalű 

más felületekhez képest minimális hatású p1·opellm· és pe1·i­
pellM·. 

3.) Az Archimedes-f éle felületnek olyan része, a mely 
mind a két félből tartalmaz darabot, se maximális se minimá­
lis hatású propeller vagy peripeller. 

Ib) Ezzel el van döntve az is, hogy a 10, lüh) egyenle­
tek ·által defineált általánosabb csavarfelületnek is megfelel 
bizonyos része a maximális propeller és perip. föltételének, 
mihelyt az l értéke elegendő kicsiny; megfelel, miután ezen 
egyenletek jobb oldalai folytonos függvényei az l állandónak 
és 1 elenyésztével az Archimedes-féle csavarfelületet adják. 
Mind a mellett külön megvizsgáljuk ezen általánosabb eset­
ben is a második variátiót az okból, mert általánosabb csa­
varfelületünk nemzővonala két ágból áll s ezen ágak közül 
csak az egyik <legenerál az Archimedesi csavarfelület egye­
nes vonalú nemzőjévé, úgy hogy ennél fogva a másik ágról 
a maximum kérdését illetőleg semmit se tudunk. 

Általánosabb csavarfelületünk esetében már mostan: 

dz , dz 
n = - = f (r) · 7t = - = a 
" dr ' dp 

s láttuk a 3 §. első felében, hogy lüd) 

és lüf) 

hol 

dz 1 s 2 

dr= r;-

ds 2 r1 (s - 1) 2 

dr1 =31 2 s 4 -4l2 s 3-l 

r 
1'1 = -

a 

Ezek behelyettezésével lészen a propeller és peripeller 
esetére közösen az 1 §. 5b és 6b űtján 
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tl2 V r1 (3 12 s~ - 4 12 s 3 - 1) 
·0(! 2 = s 2 (1 2 s~+1) 

31 2 s 4 - 4 12 s 3 - 1 
=--~s 2 (s - 1) --· 

hol állandó positiv szorzók elhagyattak. Ezen egyenletből 
d 02V · 241 2 (s-12) -~ - 5 41 2 (s 2 -s) 
- -=- +4s -5s 
dr ll(> 2 3 12 s 4 - 4 l2 s 3 - 1 12 s• + 1 
tehát 

· ds { 481 2(s- l) 24.12l•s 2 (s-l) 3 

1:::,2 v - --
- dr 1 3l 2 s•-412 s 3 - l (31 2 s•- 31 2 s3-l) 2 

-4 - 3 41 2(s-l) 
1 

(41 2) 2s•(s-l)l 
-12s +lüs - 1284 +1T (lzs4+l)2 S 

A 6 2V értékéből már mostan könnyen megmutatható, 
hogy positiv, ha s=l és akkor is, ha s==, ellenben positiv 
végtelen nagyból negativ végtelenbe csap át, ha az s növekedő 
irányban ezen egyenlet S1 gyök értékén megy át: 

3 12 s• - 41 2 s 3 -1 = o 

A miből az következik, hogy !::::, 2 V páros számsz01· vál­
toztatja jegyét s= l-től s=s1 -igés páratlan számszor s=s1-től 
s=oo-ig. Visszaemlékezve tehát, hogy általános csavarfelüle­
tünk nemzőjének (1 ábra) azon része A B, a mely 1 elenyészé­
sével egyenessé degenerál, addig íratott le, míg s az egység­
től S=S1-ig haladt, a másik része Be pedig, ha s az 81 érték­
től s = oo-ig haladt, s hogy s = S1 értéknek a nemzőn hegy 
felelt meg, a következő eredményre jutottunk: 

Általános csavarfelületünk azon részén, a mely a nemző 
B 0 részének felel meg, a hegy szomszédságában mindig van 
olyan B 0 darab, a mely a maximális hatásű propeller és peri­
peller föltételének megfelel; az AB részén pedig legalább 
akkor, ha 1 elegendő kicsiny, - de nem a hegy szomszédsá ­
gában. 

II. Partiális differentiális egyenletünknek k=o eseté­
ben megoldását képezte 

12 Z = r f (<p) + const. 
hol az f ( <p) meghatározására ezen egyenletpár szolgált: 
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s, 

c J_ (- 3 s• + e) ds 
<p= 2-J (s"+c)snys(-s 4 +cs-c) 

12a") '0 

f (e))=\/- s•+ cs - c . 
t . s•+ e ' 

az egészleti jel alatt :'.illó n=2 volt a propeller esetében és 
=3 a peripellerében. A megoldás által képviselt csavarfelü­
letnek az r=r0 henger kiterített palástjára rajzolt vezérvona­
lát a 2. ábra állitja elénk; a kűpcsavar csúcsa 0 a tengelyen 
z = const által va11 meghatározva: a vezérvonal 

- s4 +e s - e= o 
egyenletnek két valós positiv gyöke s=s1 és S2 között terül­
vén el az A pont s1 értéknek, a B pont s2 -nek és a C hegy az 

4 

S3 = V 1 felelt meg. 

Azt állítjuk, hogy a kupcsavarnak azon része, a mely 
0 C és 0 A egyenesek által határoltatik, maximális hatályű 
propellert, illetőleg peripellert szolgáltat; az A helyzete a e 
állandó értékétől függvén. 

Valóban pl. a propeller *) esetében (k = o lévén): 
. 172y - 3 
~ ~2 =rn:

2 
s (4~ 2 -s) _ 

(1§.5b) 'l --:.
02

-; =2(!nrs-
2

Í2n:
2
s-

1

-1) 
u~un \ r 2 

o2V =rs-s(4n:2_5n2s+2) 
07t 2 r• r" 

mely kifejezésekbe a szóban lévő kúpcsavarnak megfelelőleg 

l(!=f(<p) = 1/-s•+cs - c 
\ s•+ e · (2 §.12d1 12e) . 

1 
__ 

-~ = f'(<p)=\ ~-
r s4 + c 

behelyetteztetvén, némi összevonás után ezek erednek: 

a2v= r3s 2 [4(-s•+cs-c)_s] 
O(!" s•+ e s• + c · 

*1) A t\\tel ép úgy bizonyítandó be a :peripeller es«;itében is , 



'iJ2 V 2r z-Vs (- s• +cs- c) (s' - e) 
oe on: = (s• + c) z 
ozV cr(c-3s•) 
8n~= s (s • + c)2 · 

E kifejezések differentiálásával lészen azután : 

.i_ o2V = 3r2s2[4(-s• +c s- c)_
8

] 

dr oe2 s•+c s• +c 
d 02V 4ry;;c=- s• + cs-· c) (s' -c) 
dr Of! on = (s• + c) z 

d 02V r-Vs(-s• +c s -c)15 s 8 --l8 cs 4 -c2*) 
dp 07r 2 • = (s• + c) 2- - e - 3 s* 

tehát összevonás után: 

~ 82V +i!._ 82V =:_-V_s (-s'+cs-c) (3 s4 -5 c) 
dr o Q on dp o n: 2 (s• + e) (e - 3 s •) 

29 

Még egyszer clifferentiálván r illetőleg p szerint lészen 
tehát: 

d 2 o2V = 6r s~ [ii_- s• +c s - !1 _ s] 
dr 2 O(! 2 s 4 + e s 4 + e 

d 2 82V a z 82v r s3(- s•+c s -c) (3 s•-5 c) 
dr dp OQ o~ + dcp 2 on2 = - e (e - 3 s•) 2 

f 1 -4s3+c 12 s3 4 s3 12 s3} .;;) 
l 25 + 2 (-s•+cs- c) + 38• -5 e - s• + e+ c=3s• 

Jelöltessék már most a jegyére nézve megvizsgálandó 
menynyiség: 

a z o2V a2 o"V a 2 a2v 
dr 2 oe2 +dr clcp oe-o;_ + dcp 2 o n: 2 = L V (s) 

4 

s tétessék benne s3 = V }; akkor alsóbb renclü végetlen 

n agyok elhanyagolásával: 

V( )
- . 12r s36-(-- s3• +c s3 -c)(3s3•-5 c) L S 3 - - ---~--------~ 

e (e - 3 S3 4 ) 2 (3s3 4 -c) 
. . 

*) Tekintve, hogy 12a") szerint 

ds 2 (s• + c) s 2 -V s (-s• + cs-c) 
drp = e - 3 S 4 + e 



·-

30 A PROPELLER ÉS PERIPELLER FELÜLETEK ELMÉLETÉHEZ. 

Ámde - S3 
4 + e S3 .- e a vezérvonal egész hoszszában 

positiv (3 §.) továbbá 
3 S3 

4 
- 5 e = - 4 e 

tehát negativ (mivel e positiv érték.) Ennélfogva 
4 

az s3 """" \/ ~ szomszédságában 

.6. V (s3) ~ o 
a szerint, a mint 

q. e . d . 
A közelebbi vizsgálat azt mutatja, hogy ha e állandó bizonyos 

értéknél kisebb, akkor az egész A 0 ágnak maximális hatályú 
84 

kupfelület felel meg; továbbá, ha e > 
3 3 5

, akkor a B 0 ágon 

is van a B szomszédságában olyan rész, a melynek maximális 
hatályú kupfelület felel meg; végre bármekkora legyen is a 
e értéke, az A 0 ágon mindig van ilyen rész az A pont 
szomszédságában is. 

III. A 2 §. III pontjában láttuk, hogy a propellerek és 
peripellerek pártiális diff. egyenletének k=oo esetében általá­
nos megoldását képezi~ 

13a) z = e r sin p + const. 
hol e állandót jelent, és partikuláris megoldását: 

13~) z = ~-[ eaqi_e -aqi] 

hol a propeller esetére a = ;
3 

és a peripeller esetére a 

_ = ys. -Miként látjuk, az általános megoldás által képviselt 

kúpfelület vezérvonalául az r=l henger palástjára rajzolt sinus 
vonal szolgálhat; legyen ennek egy-egy periódusa ~ 3a 3b 
idomon ábrázolva s A' B' = B' 0' = O' D' = ... = 
7t 
4; je~öltessék végre a kúpfelület csúcsa O-val. Akkor be-
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G' H' K' 

u 
A H K 

3a idom. 3b idom 

ogjuk bizonyitani, hogy a kűpfelület azon része fog maximá­
Ü; hatályú propellert szolgáltatni, a mely az 0 A nemző 
egyenes által a 3a idom erősen rajzolt ivei űtján iratik le; s 
hogy a kupfelület azon része fog maximális hatályú peripel­
lert szolgáltatni, a mely a nemző egyenes által a 3b idom erő­
sen rajzolt ivei útján iratik le. 

Ugyanis a propeller esetére k=oo tekintetbe vételével 
az 1 §. 5b kifejezésekből lészen 

8 3 02y 
k2.{)(!2 = -r s+4r(!2 

·s3 02y -1 
13c) k•"" = 4r (!7T-

- U(! U'iC 
s3 02y -1 - a 
---= -rs+4r7t 2 
k2 o'iT.2 

Ebbe betéve a 13a ')-ből folyó ezen értékeket: 

(! = c sin cp , 7r. = e r cos cp 
13d) 

s= 1 + c 2 

lészen közös állandó positiv szorzók elhagyásával 

(°-'I) = - r (1 + c 2
) + 4rc 2 sin 1 cp 

0(!2 

u:~) = 4 C
2 sin cp cos cp 

(:~) = - r(i + c 2
) + 4 r ~! cos 2 cp 

következőleg a hatályosság maximumát avagy minimumát a 
maga jegyével eldöntő menynyiség: 
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cl2 (iJ2V) d 2 ( 'iJ.2V) d 2 (02y) -1 --- - +-- -- +- - - 8 r c2 cos 2 m · dr 2 oe 2 dr dp 'oe 07C dp 2 OJr 2 - - - - T , 

a mi-ből tételünk első része foly. 
Továbbá a peripeller esetére k=oo tekintetbe vételé-

vel az 1 § 6b kifejezésekből lészen : 
's3a2y -

1
0 oe2 = - r 7r s - 4 r e2 7C 

s3 22v , -1 
13cl) k--- :___ - r !? s + 4 r o n 2 

t 
2 ae on - ' 

sB {)2V -1 -3 

k 0 
~ = - 3 r :r s + 4 r n 3 

- v7l -

Ebbe betéve a 13d) értékeket, lészen állandó positiv kö-
zös szorzók elhagyásával 

(
8
0
1
;) = ' - (1 + c2) r cos q> - 4 c2 r 2 cos p sin 2 cp 

(
82

V = _ c (1 + c 2) r sin p + 4 c2 rcos 2 psinlj> oe on 

(0°V\ ---1 = - 3 (1 + c 2) cos g> + 4 c 2 cosa m 
07C2) 1' 

következőleg a hatályosság maximumát avagy minimumát a 
maga jegyével eldöntő mennyiség: 

-a2 (02v) d2 (02V) a2 (02V) - +-- -- +- - =-8c 2 cosmcos2m· 
dr 2 oe 2 dr dp oeon dp 2 07C 2 T T' 

honnan tételünk második része foly. 

5. §. 

Hatá1föltételek a propelle1· esetében, ha k bá1·rnekko1·a. 

Láttuk, hogy azoknak a csavarfelületeknek bizonyos 
hengeren belül eső részei ( 4 §, I,) a melyek 

10) z-= a p + f (r) 
egyenlet által képviseltetnek, hol a állandó és f (r) e két 
egyenlettel van defineálva: 

lf(r)= ~[~s 2-s-lognat~ s-J )-21-
1

arctgls 2 ]+const. 

lOa) a (l; s•+ 1) 
r=---

s-2 
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adott határvonalak mellett leghatályosabb propeller-felületül 
szolgálnak. Hogy ezen határvonalak nem lehetnek önkény 
szerint adva, az magától értetődik, valamint az is, hogy milye­
nek lehetnek csupán. 

I. Gyakorlat szempontjából nagyérdekü az a kérdés: 
milyen alaku felűletdamb képezi a leghatályosabb propeller 
szá1·nyat, lw ezenfelületdarabot egy1·észMl két közJs tengelyil 

.<J adott sugm•ú körhengM·, másrész1·ől pedig két adott távol­
sá.qú s a hen.ge1·ek tengelyére mei·öleges sík vá.IJ}a ki. Felada­
tunkul tüzzük ki megvizsgálni, ha vajjon a 10) által képviselt 
csavarfelületünk nem képezi ezen gyakorlati föltételek között 
a leghatályosabb propeller-szárnyat. 

A propellerfelüle.t tengelyirányu nyomásának első va­
riátiója, akárhogyan változó határvonalak mellett (Moigno­
Lindelöf »Calcul des variations«:-ban használt jelölésekkel 
élve) ez: 

'f• r, 

.l}I[ a oV d oVJ o Z = - - - + - - o z dr dp 
dr 'O~ dp orr 

'f1 ~ 'ft ~ 

+ J~V oz dr+ \jvopdr 
OíC 1 

'jlo ro 'jlo ro 

A jobb oldalon lévő egészletek 
határai az AB 0 DA · görbe áltai 
( 4. ábra) vannak meghatározva, mely 
vonal a propeller ismeretlen hatá~vo­
nalának (r, p) projektióját ábrázolvá'n, 
róla csak annyi ismeretes, ·hogy A D 

és B C részei adott (ro, ri) sugarű körök 
ivei. A további határföltételek ezek: 4. ábra . 

M, TUD, AKAD. ÉRTEKEZÉSEK A MATH. TUDOM. KÖRÉBÖL. 1876. 3 

e 

8 

. I 



34 A PROPELLER ÉS PERIPELLF.R FELÜLETF.K ELMkLF.TÉHEZ. 

1) az AD és BO k-öriveken rYr = o és oz önkényszerű 

függvénye a p-nek; 

2) az AB és CD vonalakon or = .o és op önkényszerü 
függvénye az 1·-nek; továbbá azon okból, mert e vonalakon 

rJJ r 

l.z = / z = constans, 

állani fog még egész terjedelmükben : 
'f 

· / (oz + n op) = o 

r 

\ 8z = o 

E határföltételek tekintetbe vételével azután: 

.l}I[ d av d av] , 16b) 8Z = - - - + - - őz dr dp 
dr 8(! rlp on 

q>o To 

+ 8Z1 + 0Z'2 + 0Z"2 , 
hol 8Z1 alatt csupan azt a részét értvén a oZ-nek, a mely a B­
C és A D körvonalokra vonatkozik, lészen 

, az~ --j'' \v_ Jz dp ~j"'í° ~v a, dp 
• 1 UfJ 1 U !? 
<f'o <p' o 

továbbá 8Z '2 alatt csupán azon részét értvén a 8Z-nek, a mely 
az A B vonalra vonatkozik, fészen 

r,' <p' o 

JZ', /[ V óp+ ',:s,] d' 
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végre 8Z "2 alatt csupán azon részét értvén a 8Z-nek, a mely 
a 0 D vonalra vonatkozik, lészen ép ugy : 

r,, qi, 

Ezek után fl szóban lévő gyakorlati kérdés eldöntésére 
csak az lesz megvizsgálandó, hogy a 10) egyenlet által ele­
nyészik-e az imént kiszámitott oZ, vagyis hogy teljesednek-e 
általa ezek az egyenletek : 

16c') i_ oV +_i av = o 
dr 8(> dcp o7t 
r, ro 

l 6c") 1 ~Y = o ; \ ~ = o 
O(> O';! 

1 '") V oV 6c - ;- ::r = o . 
un 

Ámde a 10) alatti egyenlet épen a 16c' egyenletnek 
képezte megoldását; továbbá a 16c" egyenlet ezzé lesz a 10)­
nek belé helyezésével : 

r f' (r) 
=o 

[ 1 + ;: + f' (r)2 r 
honnan f' (r) = o, tehát f (r) = constans következvén, a 10) 
egyenlet ezzé válik : 

z=acp+b 
Igy tehát az archimedesi csavarfelület egyenlete a 16c' 

és l6c" egyenleteknek megfelel. De nem felel meg a i6c' '­
nak, miután ebből, z = a cp + b behelyezésével, az r ál­
landó mennyiségnek adódnék ki az egész AB és 0 D görbé­
ken, a mi pedig képtelenség. 

Vizsgálatunk eredménye tehát az, hogy véges hosszasdgú 
adott egyenes henge1· határain belől kiterjeszkedő p1·opelle1·ek 
között nem lehet a leghatályosabb se az A1·chirnedes-féle, se a 
10)-ben foglalt általánosabb csavarfelület. 

II. Az imént tárgyalt kérdéshez közel áll a következő : 
melyik szolgáltatja a legjobb p1·opelle1:szá1·nyat azon feliilet-

3 * 

• 
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. darabok- között, a rnelyek határvónalait egy 1·észrül két közös 

tengelyít adott svga1·ú henge1·1·'! rajzolt különben ismeretlen 
vonalak, rnásrP,sz1·ül adott távolságú s a tengelyt nie1·őlegesen 

metsző két egyenes képezik. Azt állítjuk, hogy az Archimedes­
féle csavarfelületnek megfelelő része. 

Valóban ez esetben a felületdarab határvonala csak 
abban különbözik az I. alatt tárgyalté· 
tól, hogy mostan az (r, e) projektiójá­

c nak AB és CD vonalai (5. ábra) nem 

L 
D egyebek, mint az AD és BO körök 

~ középpontjából vont radius vektorok 
, ~ B rés~ei. Ennélfogva az előbbi szám alatt 
""-- lefeJtett. oZ érték itt is állani fog s 

'------- csak annyiban válik egyszerübbé, hogy 
5. ábra. az AB és CD vonalak imént kiemelt 

természeténél fogva a dp rajtok állandó lévén a 0Z'2 és oZz''-et 
alkotó ezen kifejezés : 

'ft r1 . r,, <f' t 

1 /[ V - :: ~ J 8p dr~ Jp.j[ v _ 
8
8: +' 

ro, Cf't 

ro tpo 

-8p,j[ V- ~:n/dr 

úgy hogy ennek tekintetbe vételével esetünkben 

'f1 r, 

i. r_/l[d av d av] ·. . · 
d'Z = - - --+ - - ozdrdm 

· dr 'df! dp on: T 

<f'o ro 

<f'1 r, , <f1 ro 

f )av / lav + ! - ozdm- ~ oz dm 
. 1 Of! T 1 0 !! T 

1' i . 
.:. •• 1 

'f• 'fo 
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/

r o<p\o !r' )" . 
oV , : 1 oV · + op1 [v - - 7l] dr-opo 1 [v- - nJ. dr 

1 07l 1 01t 
ro ro 

Hogy pedig ezen oZ = o legyen, állani kell ezen egyen­
leteknek: 

17 a) i_ 0I + ~ oV = o 
dr o'< dp on 

17b) [ 8i = 
0 

) 

~-1 oV 

ro 

1 

oV =o 
' 00 
1 ' 

J [v-~:]a,~o 
17 e) ro 

r1 <po 

J ! [ v - ~:] d, ~ 0 

\ ro , 

Ámde ezek közül az első kettőnek megoldását képezi, 
miként láttuk, 

z = ap + b 
az ebben előforduló eddigelé határozatlan a pedig ugy hatá­
rozható meg, hogy a l 7c) alatti egyenletek is teljesüljenek, 
miután z =a p + b behelyeztetvén, a 17c) alatti egyenle­
tek ezen egygyé válnak : 

ro ro 

Be van tehát bizonyitva, hogy a II. alatt kit üzött f ela da­
tot az A rchir(tedes-f éle csavm'feliilet megoldja. 

További következtetések végett kifejtve az a meghatá­
rozására szolgáló egyenletrt hozzuk ezen alakra; 
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Belőle az következik, hogy adott r0 és ri mellett a szó­
ban lévő határföltételek között a legjobb propellerhez taetozó 
a más-más lesz, a mint k (azaz a tova haladás sebességéne~ 
aránya a forgáséhoz) más; de következik másrészről az is, 
hogy az a értéke (azaz az Archimedes-féle csavarfelület 
alakja) egészen független a határoló hengerek hosszuságától. 

1. Megjegyzés. A 17c ') egyenletből bajos lévén az a ér­
tékének direkt meghatározása, az egyenletet megoldandók, 
czélszerübb lesz a kérdést akként formulázni, hogy adott 
archimedesi felületnek, adott sugarú közös tengelyü két hen­
ger közötti része milyen k mellett képezi a leghatályosabb 
propellerszárnyat, mely kérdésre az egyenlet majdnem köz­
vetlenül felel. Ugyanis belőle 

l'o 

E képlet segélyével azután az adott r0 és r, értéket meg­
tartva s a t változtatva a hozzájuk tartozó k addig keTeshető, 
mig végre próbálgatás által az adott k:hoz elég közel jövünk. 

2. Megjegyzés. Ha k = o, akkor a leghatályosabb pro­
pellerszárny szóban lévő állandói között a 17c ")-ből folyólag 
ennek a relatiónak kell állani : 

r, 

1 

3a2+r2 a z+r z 
o == - r 2 - - - - + 3 a"log - ---~ 

, a2+r2 a2+ro2 
ro 

Élve e következő jelölésekkel: 

1'1 
-=U1 
a 

r 
~ = u0 egyenletünk ez lészen: 
a 
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1 7 c'") - U1 2 ( 3 + U1 2) + 3 log ] + U1 2 = -
1+U12 

- Uo 2 (3 +_~!_o 2) + 3 log (1 + 4 2) 
1 + Uo 2 

0 

39 

mely egyenletből az következik, hogy feladatunknak k = o 
esetére csak akkor lesz megoldása, ha 

- x(3 +x) + 3 log (1 +x) = constans 
i+x 

egyenletnek legalább is 2 valós positiv gyöke van. Könnyü 
megmutatni, hogy ez az eset akkor és csakis akkor áll be, ha 
a jobb oldalon lérő állandő > o; ezzel azonban nem aka­
runk időzni. Csak azt jegyezzük még ide, hogy r 0 = o lévén, 
a jobb oldalon álló constans = o s a 17c "' ezzé lészen : 

r 2 ( r ?) ( r ?) (- r 2) 
- ~2 3 + ~~ + 3 1 + ~~ log 1 +--;2 = o 

mely egyenletből 

l'i 
2 

- 1 8 1 6 9 - t 2 36° 34' 15" - ., - , ... -cog ... , 
a-

mely eredményt igy foglalhatjuk szavakba: Bái·mekkora le­
gyen ·is azon egyenes hengei· siigara és hosszúsága, a mely a 
propelle1·t kivágjci, az adott hatáijöltételek mellett azon ai·­
chimedesi csavarfeliiletböl kivágott szái·ny fog a legnagyobb 
erövel megindulm:, a mely a nevezett hengert 

ct = 36° 34' 15" 

emélkeclésii csa1xwvonal szei·int vágja. 

· [Hogy ez utóbbi esetben csakugyan maximummal (és 
nem minimummal) van dolgunk, az a 4. §. I. pontja végered­
ményéből közvetlenül foly. J 

III. E §. I. száma alatt kitüzött határföltételek mellett a 
10) által képviselt felületek nem képezték a propeller-prob­
léma megoldását. Kérdezzük már mostan, hogy legalább cizon 
feliiletek között, ct melyek a 10) egyenletben foglaltatnak, me­
lyik szolgáltatja ngyanezen hatá1föltétek mellett a hatályo­
sabb pi·opellei·szárnyat. Látni fogjuk, hogy azon archimedesi 
csavarfelület, a melynek a .ja a 17 e") egyenlet által határo-

zódik meis. 
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Ennek megmutatására az 1 §. 2) képletéből indulunk 
ki, mely szerint: 

z =e f dfv:, cos (z,n 

s bel)ne ezt a helyettezést teszszük 

df cos (v, n) = dz dr 
mely által 

z 0 ro 

Ezen egyenletbe azután az 1. §. 4b) alatti értékeket téve, 
lészen: 

' Z1 ri 

01• J r (k - n)
2 

Z = Cw - dz dr - [ nz}, 
n 1 + {!2 + r z 

Zo ro 

honnan a 10) alatt foglalt felületek tengelyirányű nyomá­
sa lesz: 

z = e w 2/dz r dr --r_(c.__k_-_a~)-2 ~ 
j a[ l+f'(r) 2 +;:] 

zo ro 

vagy kifejtve ez : 
r1 

J 
r (k -a) 2 

18) Z = C W2 (z1 --:- Zo) dr -- [ - az] 
a l+f(r) 2+ ;:-; 

1°0 

Amde ezen §. I. száma elején kitűzött probléma szerint 
z1 - z. (t. i. a hehger hosszűsága) adva van, valamint ro és 
ri is. Ez okból a 18) egyenlet egyszerű megtekintéséből kö­
vetkezik) hogy egyenlő a értékek mellett a Z akkor legna­
gyobb, ha f' (r) = o. Ennélfogva a 10) egyenlet által képvi­
selt felületek között az archimedesi csavarfelület fogja a 
legelőnyösebb propellert szolgáltatni. 

Hogy végre mekkora azon a érték, a mely az adott kö­
rülmények között a leghatályosabb propellerszárnyat szol-
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gáltatja, azt meg.találjuk, ha a (8) képletbe f' (r) = o értéket 
helyettezve az eredő Z-t az a szerint differentiáljuk. Az a 
meghatitrozására ily módon ezen egyenletet nyerjük: 

r, 

J 
dr (k-a) 2 dr 
- -· - - -- = 0 

da a [1 + a2] 
r2 

ro 

mely egyenlet kifejtve a (7c ') alattival a~onossá válik. 

6. §. 

A lú) által képv·iselt csci·va1felilletek olyan tulajdonai, a 
melyek által mint propellerjelületek teljesen defineálva 

vannak. 

A 10) által képviselt felületek többek kö:.::ött a követ­
kező tulajdonokkal birnak : 

1) felületelem ük normálisának hajlása a forgás tenge­
lyéhez csakis ezen elemhez vont radius vektor (r) függvénye; 
ép igy 

2) a normális hajlása a radius vektor irányához 
3) a normális hajlása a felületelem forgó mozgásának 

pillanatnyi irányához 
4) a felületelem nyomás-komponense a forgás tengelye 

irányában 
5) a felületelem nyomás-komponense a radius vektor 

irányában -- s végre 
6) a felületelem nyomás-komponense forgó mozgásának 

pillanatnyi irányához - csak is az r függvénye. 
Azt állitjuk, hogy e tulajdonok mindegyike egy magá­

ban teljesen elegendő a 10) által képviselt felületeknek mint 
propellereknek definitiójára. A bizonyítást csak az 1) tulaj­
donra vonatkozólag fogjuk keresztülvinni; a bizonyítás a 
többi esetekben ép ugy megyen. - A bebizonyítandó tétel 
tehát a következő : 

A p1·opelle1'feliileteknek csakis egy neme és pedig csakis a 
10) z = a cp + f (r) 
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l
f(r)=~[~s 2-s-lognat (s-l)-21 -~rct gls 2]+b 

lüa) - . 
a(l 2 s•+l) 

r= s---=-1-

egyenletek által képviselt bír- azon tulajdonna,l, hogy noi·máli­

snk hajlása ci fo1·gás tengelyéhez csak az i · függvénye. *) 
A tétel igazsága el lesz ismerve, mihelyt kiderül, hogy 

a propeller-felületek 

. 5c) o = cl_ av + i!_ ay 
dr oe dp orr 

partiális diff. egyenletének és a nevezett tulajdont kifejező 
7r ':.! 

19a) F (r) = 1 +·f!2 + f2 
egyenletnek csakis a 10) lüa) által képviselt felület képezi 
közös megoldását. A közös megoldás feltalálása végett ki­
fejtve az 5c) aiatti egyenletet, 

Scl) 0 = a2v + a2v ?J +2 ~
2V ~~+ ~tv o;r 

O(> or oe 2 or Of! o;r or o;r 2 O(> 

s kiküszöbölve belőle ~g- és ~~ mennyiségeket a 19a)-ból clerivá-
un u l' 

lással lefejtett e következő két egyenlet segélyével 

19b) ~ = 1_ F '(r) -t- ~~ + rr 2 

orr 
(> or 2 r 2 (>1' 2 ogJ 

071: 071'. 
19c) (! - = - rr -or op 

rendezés után ezzé lesz : 
07t 

5e) o = P- Q -op 
hol 

P = ~2Y + _!___ [_!___ F, (r) + n: 2] 0.2v 
o(! or Q _ 2 r 2 o(>2 

· n: 2 a2 v 2n: d 2 V rJ2V 
Q = -ér2 O(j2 +~- {jf!('in:-8n2 

o;r 
Föltéve már mostan, hogy se ;:;- se Q nem zéró, mely up 

esetekben P se az, szoroz~uk az 5e) egyenletet ~-vel, elimi-

0

*,) A 10) alatti megoldásra az itt bemut><tandó vizsgálat vezetett, 
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náljuk ki belőle a 19a) segélyével a e variáb ilist s egészeljük 
az igy eredt diff. egyenletet; akkor ez ered : 

7t 

20a) o = cp- fi- d7T + 1/J1 (r) 

Ugyanazon f~>ltétel mellett gondoljuk már l·észről az 5e)-ből 

1 . 07r d l d<p 1 a 9c utJán ;--- értéket eliminálva, az ere ő egyen etet p -ve vcp . 
szorozva, a szorzatból a 19a) segélyével 7C értéket kiküszö­
bölve s az igy eredő diff. egyenletet egészelve ; akkor ez ered: 

fi 

20b) o = cp + J ~! de+ tp, (r) 

Qo 

Ezek után a 20,i egye11letet r szerint s a 20b )· t <p sze• 
rint deriválva, lészen sorban: 

f o Q Qo;r; 
1 o = - - - - - - + tjJ1 (r) or p p or 

Tio 

Qe 0e o=I+ --­p:;r o<p 

s mivel~~ = :; , tehát e kettőből 

mely egyenletet, e elimúiálása után, Jl szerint differentiálva 
végre ez ered 

0 Q 0 7r 

20c) 0 = - or p + 13-;_ ~\/- - --- :;r2 
F (r)-1--

r 2 

Számitásunkb6l tehát az következik, hogy ha csak nem 
vagy 

J 
07r 

a) ) o<p = o 

\ p = 0 

vagy 
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1 

. j Q = 0 

P) l P = o , 
ugy a ke1·esett közös megoldáshoz tartozó F (1·)-nek 
pen ezen egyenlet megoldásának kell lenni: 

szilksegké-

. 0 Q 0 7r: 
y)o= -- + - -

Or P 07lv ;r:S 
F(r)-1- r

2 

mely utóbbi egyenletben a 7l nemcsak hogy határozottan va-

07l > 1·iábilis de ~ < o okából) nem is lehet csupán az 1· függvé­
og; 

nye; az egyenletben továbbá 7l rés F (r)-en kivül más vál­
tozó nincs. 

Az a esetben már mostan 

tehát 
21a) z = <p F1 (r) + F2 (r) 

7l 2 

Ezt betéve F (r) = 1 + Q2 + - egyenletbe , lészen r2 
rendezés után 

F' (r) 2 

o = 1+F'2 (r) 2 + 1r
2 
- -F(r)+2pF', (r)F'2 (r)+p 2F'1 (r) 2 

mely egyenlet csak ugy állhat meg, ha Fi' (r) = o. A 2la) 
megoldás következéskép ezzé lesz · 

Z = a g; + F2 (r) 
melyröl tudjuk mfir (2. §. I. 3. §. I.), hogy csak ugy képezheti a 
propeller differentiális egyenletének megoldását, ha F 2 (r) = 

f (r) (lüa) 

A (3) esetet illetöleg a P = o, azaz (1. §. 5b segélyével) 
kifejtés és a Q2 eliminálása után a belöle eredö 

o=-r -+--:- + -1+ --- ] (r)-1- --(
F'(r) 7l

2
) [ 2F'(r)J[ ., 7l 2] 

2 r 1 ,1 F (r) r 2 

egyenlet, melynek állani kell rr minden értékénél, e kettövé 
oszol: 

rF'(r) [ ~F'(rrl[ ] 
o = -- - 2- -+ -1+ - F(rf J _F(r)-1 

· 2 F' (r) 
o = - r - 1 + -F(i') 
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Ámde e két egyenlet köziil a másodikból: 
r2 

2 log e F (r) = 2 + r 
mely értéket az elsőbe helyettezvén képtelenségre jövünk. -
.Ennél fogva a {J) eset ?;ern vezet közös rnegoldásrn. 

Hogy pedig végre a r) eset sem vezet közös megoldásra 

a rról így győződünk meg. A ~ értéket az 5a) 5b) segélyével 

kiszámítva, lészen 

[ J[ F (r) 1 J :r 2 F (r) F r - 1 --- - - - -Q ( ) ( k _ :n:) 2 r 2 r 2 (k _ :n:) 2 

2üd) p = {[F r - lj[~ - 2 F, (1)J 2 :r2 F ~12 ~ (r)l. 
_ · ( ) _ r F (r) + r 2 F (r) + 2 1 

' / --;r · \ F (r) - 1 - ~i 

mely értéket a 20c) egyenletbe helyettezve gondolva, lészen 
ki fej tés után 

20e) o = - ~ Q + ~----+ -:;-~=7t=2 == 
Ol' p r 2\/F(r)-1-;~ r•V[ F (r)- 1 -~r 

Miután pedig az F (r) csak az r függvénye, tehát a 20e) 
egyenlet 7t = "° illetőleg ;r = o tevése által a következő ket­
tővé oszol 

~.r ( 1- 2 F _(r)) F (r) = ~ [ F (r) _ 
1 
J 

or 2F'(r) 

- - [F(r) 1-1 
a \/F(r)-1 F- r;_ 1 

ar·F(r)-l + [·__!_ - ~]F' (r) = r 2 1/ F (r)-1 
r F (r) 2 \ 

Ámde e két egyenlet közül az első független lévén a 
k-tó1, csakis ugy állhat a másodikkal együttesen, ha legalább 
is a. következő kettő együtt állhatna : 
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2üf) -5!. F ( r) y-F(f)=1 . ~ o 

dr !(r)-1 +[ ~ _ ~JF'(r) ' 
r F (r) 2 

d J/F(r) =l 1 
2
0g) dr·r~ j F (r) 1 + [__!__- ~]F, (i} = - r2JIF(r)-l' 

l r F (r) 2 f 
melyek közül az első k = o, a második k = =-gyá tevésé­
vel eredt. 

Azt állítjuk már mostan, hogy e két egyenlet ellent­
mond egymásnak. Valójában a 20f)-ből integrálás utján 
ez ered: 

F (r) y~)-=l . 
20f') ---r ·1 = e ' F lr) - 1 + ___! __ .3 F, (r) 

r 1_F (r) 2 _ . 
melynek segélyével a 20g) ezzé válik: 

20g') i. r 2; (r) = -;2yF :r)-1 

Ámde a 20f') egyenletből 

FI (r) = F (r) vFCiT=·1 [F-(r) - JIF(i·F1] 

2- ~ F (r) e r 
2 

mig a 20g ')-ből 

[ 
1 1 J 

F'(r)=F(r)2 .cJ/F(r)-1 -rF(r) 

mely két egyenlet ellenmondásban állván egymással, nem áll­
hat meg együtt a 20f és 20g) sem. Következéskép a y) eset 
sem vezet közös megoldásra 

q. e. d. 

II. A 10) egyenletek által képviselt csavarfelületnek 
végre még azt a tulajdonát is kiemeljük, hogy rajta kívül 
nincsen olyan propeller, mely ezen másodrendü pártiális diff. 
egyenletnek képezné megoldását: 

02Z 
21) - = 0 ocp2 
Hogy ez áll, arról könnyü meggyőződni. Valójában, ha 

a 21) alatti egyenlet általános egészlete 
2la) z = cp F (r) + f (r) 
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a propellerek párt. diff. egyenletébe (p. az 5d alatti alakjá­
ban) behelyetteztetik, ,akkor egyszerü reduktiók után a pro­
pellerek egyenlete ezzé lesz : 

o == Mo cp 3 + M1 cp 2 + M2 cp + M3 

hol (F1 f1 F 2 f2 első illetőleg második deriváltakat jelölvén) 

I
M0 = (-F1 3 + 3rF1 2T,) (k-F) + 4rF1•, 
M, = (- 3F~ f1 +3rF~ f2+6r F, F2f1) (k-F)+12r F~ f1, 
M2 = (-3F~ f1 2- 5r- 2F,F 2--F, +6rF1f1 f2+3r Fzf~ -

·22) -r- 1 F2 F 2-rF2). (k-F)+4rF12(3f12 -

1 
- r- 2 F 2 + 2 k r - 2 F + l ), 

M3= f-f1 3 - 5r- 2f1F 2-fi +rf2(3f1 2-r- 2F 2- 1)] (k-F) 

+ 4 r Fi f1 (fi 2 
- r- 2 F 2 + 2r- 2 k F + 1) . 

Ebből következik, hogy a 21a) egyenlet csak ugy képez­
heti a propellerek párt. diff. egyenletének megoldását; ha az f­
( r) és F (r) meghatározása által a következő egyenletrendszer 
teljesülhet: 

22a) M0 = o; Mt = o; M2 = o; M3 = o. 
Azt állitjuk már mostan, hogy e négy egyenletnek csak 

ez az egy közös megoldása van: 
J o=F1 -

22
b) l o = (fi 2 + 5r- 2 F 2 + 1) f1 - (3f i" - r - " F 2 - 1) rf2 

Hogy ugyanis ezen egyenlet-pár megoldja az előbbi né­
gyet, az közvetlenül vi lágos, miután Fi = o által az M0 , M,, 
és M2 elenyészik, míg az MJ = o a 22b második egyenletévé 
válik. Hogy pedig a 22a) egyenletrendszernek ezen kivül más 
megoldása nincs, arról meg leszünk győzöd ve, mihelyt kide­
rül, hogy az F, szorzó elhagyása után a 22a)-ból eredő egyen­
letrendszer ellenmondást tartalmaz. 

Ámde az Fi szorzó elhagyásával a 22a) egyenletek kö­
zül az első kettő ezzé lesz : 

J- Ft (k-F) + 4rF12 + 3r (k-F) F 2 = o 
22

c) l[(-F1 +2rF2) (k-F) + 4r Fi 2}1 +rFi (k-F)f2=0 

Ezek közül az elsőt r (k - F) Ft szorzattal osztás után 
egész elve, rövid összevonás ufan ez ered : 

22d ') cr (k - F)• = F 1 3 
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hol e állandót jeleiít E7.en egyenlet segélyével kiküszöbölvén 
az F 2 második deriváltat a 22c) második egyenletből, ezen 

egyenletre jövünk : 
22d ")(- k + F + 4 r F1) f, + 3 r (k - F) f2 = o 
Kiszámitva azután ebből az fz értéket, tegyük be az 

M3 = o egyenletbe ; lészen akkor rövid összevonás után 

22d"') f1 [-(4F 2+r 2)(k-F)+(-F 2+3kF+2r 2)2rF1] = o 

Összehasonlitva már mostan a 22d ') és ;?2d "') egyenle­
teket, közvetlenül világos, hogy csak ugy nem mondhatnak 
ellent egymásnak, ha f1 = o. Miután pedig f, = o a 22d ") 
egyenletet is megoldja, azért állitásunk helyességének bebi­
zonyitására elég lesz megmutatnunk, hogy 

1 
F 1 

3 = e r (k - F)• 
22d') f1 = 0 

Mz = o 
egyenlet-rendszer együttesen nem állhat. Ámde az M2 = o 
egyen1et a megelőző kettő által ezzé lesz: 

2r F 1 [-F 2 + 3k F + 2r 2
] = (4F 2 + r 2

) (k - F) 
mely egyenlet a 22d ') alattiak elsejével csakugyan ellenmon­

dásban áll. 
- Be van tehát bizonyítva, hogy a 

z = p F (r) + f (r) 
egyenlet csakis ugy képezheti a propellM·-p1·obléma megoldá­
sát, ha F (1:) és f (r) meghatározásám a 22b egyenZetek szol­
gálnak, melyek integrálása által e kettő ered : 

- a= F (r) 
rf'(r) 

e = -'-----=--

[ 1 +:: + f' ( r) 2 T 
hol a és e állandókat jelölnek. 

q. e. d. 
Megjegyzés. Ma1·tin szerint a propellerek partiális diff. 

egyenlete ez volna: (Erőmű tani csavarfelületek, 6. lap) 

/
--

3c 3 e 2 

x) tg a = -2 ± \ [2--] + 2 , wr wr 
e 

hol a = (z, n) és - ugyanaz, a mit mi k-val jelöltünk. Ha te-
w -
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hát ezen diff. egyenlet helyes volna, akkox megoldáE<át e §. I. 
száma alatt bebizonyitott tétel szerint csak 

10) z = a cp + f (r) 
képezhetné, hol az f (r) meghatározására ezen diff. egyenlet 
szolgál (2. §. lOa) 

l' f I (r) 
1 Oa) constans = [~--.- ----J~ a- -

l+r2+f'(r)2 

Ámde, miként az 1. §. 4b) alatti egyenletek elsejébő 
közvetlenül foly, 

t a= l / 2 7r 2-= \/ 1()z)2 I_ (~)2 
g \; ~ + r 2 \ar + r2 g; . 

lévén, á 10)-nek behelyettezésével 

tga = V f'(r)2 + ;: 
Hogy pedig ez az eredmény homlokegyenest ellenkezik 

az x) alattival, arról a 1 Oa) egyenlet egyszerü megtekintése 
meggyőz. Következéskép a propelle?·ek Ma1·tin-féle d~ff. egyen­
lete s vele értekezésének alapja teljesen elhibázott. 

Ezen diff. egyenletéből azután mindenesetre sajátszerü 
következtetések utján *) azon eredményre jő, hogy a legjobb 
propeller-felület egyenlete ez: (Erőm. csav. 9 1.) 

, ~ p [ :: v ( :; r + 2 , ,] 

mely eredmény megint a II. alatt bebizonyitott tétellel áll vi­
lágos ellenmondásban. 

Martin frtekezése tehát alapjában, következtetés m6djá­
ban és vége1•edményében is helytelen. 

K o 1 o zs várt t, 187 5. évi octóber 10-kén. 

*) L. Szily akadémiai bírálatát a nevezett, értekezés első lapjain. 

)f. TUD • .AKAD. ÉRTEKEZÉSEK .A MATH . TUDOM. KÖRÉBŐL. 1876 . 4 




	Értekezések a mathematikai tudományok köréből. 4. kötet. 
	VIII. Réthy Mór: A propeller és peripeller felületek elméletéhez.


