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Barmi tisztik és egyszeriiek is valamely tudomany alap-
elvei, barmi szabatosak és biztosak modszerel, mégis meges-
hetik az a véletlenseg, hogy hibas alapbol kiindulo helytelen
kovetkeztetés torténetesen olyan eredményre vezet, a mely,
megingathatatlan igazsag kifejezése. Csodalatos, de tény
hogy még a matézisben is fordul els eset, a melyben utolagos
vizsgalodas mutatja ki egy-egy tudosnak, mily hibas volt ki-
indulasa, mily helytelen kovetkeztetése, holott eredményének
helyes volta kifogas al4 nem esik. Egy ilyen utolagos vizsga-
lat az, a mely ala Martin Lajos akadémiai lev. tagnak »Az
erémiitani csavarfeliletek« és »A vizszintes szélkerék elmé-
lete« czimii értekezéseit vettem, mind a mellett is, hogy két
szakavatott biralo véleménye kétséget nem hagyhatott az
alap hibas s a kovetkeztetés helytelen volta irant. Hatha az
eredmény mégis helyes ® Ily kérdes targyalasa akarhényszor
positiv eredményekre is vezethet, kiilonisen ha a tdargy maga
elég érdekes és sokoldalu vizsgalodasokra nyit tért. Vizsgalé-
désom a jelen esetben, mind a mellett, hogy Martin egy ered-
ményének se sikeriilt helyes voltdt kimutatnom, kiilonallo po-
sitiv eredményekben elég jutalmazo volt.

Ez alkalommal a Martin értekezésében targyalt felada-
tok elsejével, a propellerek probleméajaval, leszek bator fog-
lalkozni, vele parhuzamban egy analog feladatot is targyalva,
melyet a peripellerek probleméjanak fogunk nevezni (1. 1. §.1II).
Latni fogjuk, hogy a problémaknak néhany specialis megol-
daséra konnyfi re4 jonni; e megoldasok tulajdonsagait azutan
tiizetezen targyaljuk s mellékesen ki fog az is tiinni, hogy
a Martin-féle értekezés a propeller probleméjat illetéleg,
nemesak alapjaban és kivetkeztetés modjaban, de végeredms-
nyében is helytelen.

M. TUD. AKAD. ERTEKEZESEK A MATH. TUDOM. KOREBOL. 1876. s
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Midén ezennel tanulményaim méltatasat a tekintetes
magyar Tudoményos Akadémia kegyébe ajanlani van szeren-
csém, egytttal kedves kotelességemet végzem, midon igen tisz-
telt tanartarsamnak Szily Kalman akadémiai rendes tagnak
nyilvanos koszonetemet fejezem ki f. é. junius ho masodik fe-
leben hozzam intézett leveléért, melyben velem vizsgalatai
azon eredményét volt szives kozolni, hogy az Archimedes-féle
csavarfelillet megoldasat képezi a propellerek part. diff. egyen-
letének ; a nevezett id6ig még csak a propeller kapokat is-
mertem ; azota jottem rea egy az Archimedesit mint specialis
esetet tartalmazo propeller-csavarra ; azota jottem red a peri-

~ peller probléméra is, mely eddigelé tudtommal elméletileg tar-
gyalva nem volt még.
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A feladatok formuldzdsa ; elsé és mdsodik variatidk adott
hatdrvonal mellett.

A kovetkezo ket feladattal fogunk foglalkozni :

I. Melyik az a feliilet, a mely folyadékban, a maga ira-
nyaban » 4llando sebességgel tovahalado tengely koril w
allando szogsebességgel forogva, a folyadékra a haladas ira-
nyéban a leheté legnagyobb nyoméast gyakorolja.

II. Melyik az a feliilet, a mely adott » sebességi folya-
dékban a folyas iranyaval 6sszeesé mozdulatlan tengely koriil
w allando szogsebességgel forogva, a folyadékra olyan nyo-
mast gyakorol, melynek nyomatéka, a tengelyre vonatkozolag,
a lehet6 legnagyobb. ,

A I feladat megoldasat képezo feliileteket propeller-
felilleteknek, a II. feladatét peripeller-felilleteknek fogjuk
nevezni.

A foladatok megoldasara a szoba jovo erckifejtéseket
azon hipotézis alapjan fogjuk matematikai alakba onteni,
melynek értelmében az ellenallo kozeg a henne mozgo szilard
test df feliiletelemére az n normalis irdnyaban dN nyoméast
gyakorolvan, e nyomas aranyos a felilletelemmel, s ennek a
normalis iranyaban a kozeg sajat *) mozgasahoz relative vett
v, sebessége négyzetével ; tigy hogy tehat

1) AN = C df v,
hol C a folyadék természetétél s a hasznalt mérték-egységek-
tol fiiggé allando. Az I. feladat targyalasanal tovabba a fo-
yadékot sajat mozgas nélkiilinek fogjuk tekinteni.

*) A folyadék »sajit« mozgésat ellentétben hasznaljuk azon rész- 3

hez képest, a melylyel a folyadék mozgdsit a belé jott szildrd testé mo-
dositja ; a fentebbi hypotézis, miként ismeretes, ez utdbbi részt nem
vévén tekintetbe, nélkiilozi az elméleti alapot, de a gyakorlattal eléggé
megegyezd. 2 : v
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Valaszszuk a forgasi tengelyt cilindrikus koordinéta-
rendszer z tengelyéiil s jeloljiikk a forgo feliilet variabilis pont-
janak radius vektorat », meridianus szogét ¢ és v-vel azon
ivelem iranyat, a melyet a pont forgas kozben akarmely idé-
pontban leir. A forgo feliiletelemnek a z tengely iranyaba esé
nyomés komponensét végre Z s ennek a tengelyhez képest
vett momentumat 2/ -vel jelolvén, lészen a hipotézis alapjan:

2) Z=C J df v cos (z,n)

3) M,=C J df r v cos (v,n)

mely egészletek terét a forgo felilletek képezik; a bennok
eléfordulo v,, miként konnyen talalhato, a w és u sebességek
altal igy fejezhet6 ki:

1a) v, == u cos (z,n) — wr cos (v,n)

A 2) illetéleg 3) alatti egészletek lévén azon erckifejte-
seknek kifejezései, a melyeknek feladataink értelmében a forgo
felillet alakja altal lehetéleg legnagyobba kell tétetniok, ezen
alak meghatarozasira mindenekeltt az egészletek variatioit
kell kiszdmitanunk. A variatiok kiszamitasa végett legyen a
keresett feliiletek egyenletének alakja ez:

Hi=1@,q)
jeloltessék :
or W
4a) o
% —30; 7 ’ CW‘: = A.

és valaszszuk az erdegységet tigy, hogy A = 1 legyen.

E megallapodasok mellett azutan, miként kénnyen le-
vezethetd :

co8(z,n) = :ﬂ—:__%, —
\/ 1.4 02 = :1[;

> 4b)

cos (1,n) = el

752
/]_ o) LTIy
e
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T

T

____.__” =
\/ 1+ Q')+ I——'—é

cos (v,n) =

- S B !
df =r dr do \/1 + 0o +:—2 )
w (k — ’t)
\ Yoo 02 + =
A feladatok értelmében legnagyobbé, leend6 erdkifejte-
sek ezek :
1 I
5)Z=//d ay TEcAl
1+¢° + =
Qo Ty
f1 11
6) M, — dr dQOIT(k—T,z_{
e 1 + 9.- & 2
P Ty X
E két egészlet kozos alakja :
P11
S = //[irdgoV(r,q),rz) :

Qo Ty
els6 variatiojuk tehat, adott hatarvonalak mellett, ebben az

alakban foglaltatik :

P Ny

TS d oV
7a) 5 0S8 = // dl 8@ +d03 ]5 zdrdg,

%o Yo
és masodik variatiojuk, ugyancsak adott hatarvonalak mellett
ebben :

Y Iy

1 39Sz : ov 2
7b).2_DS = //ldrag +d93 JO zdrdg

o 1o

gt

A e e



8 A PROPELLER ES PERIPELLER FELULETEK ELMELETEHEZ.

T Q1 1
d2 oy e Qe eV w2 52VJ o7) 2 dr
‘_ 02 " dr.dg doox T dp? z)2drdg
ﬂ/ﬁdrz 892+d1‘.d(p f0in 4‘—(1([;28,12 (0z) "
Py To %

A T7a) és Th)-ben eléfordulo mennyiségek kiszamitva, a
mi eseteinkben ezek :

A propeller erékifejtésében:
2V =1 (k—na)2s1 :

hol
8 == ] _+. 92_*_;
ehat
AR 2 g—2
88?2—10(1(—1) S
ba) gz"—l'(k—/‘[)s—'l—11—1;[(k__1)28vz
2 2__1.(k_n)(1+92 +1§)S_2
és ]
R ¥ : R
5b) g‘éa;[ZQT()(k"*ft)s 2t drton(k—m)2s—3
+ 43 ﬂz(k_—z)zs~s
A peripeller erdkifejtésében:
2V =ra(k —n)¥s1
lehat
g:“;‘rﬂg(k—z)-sﬂ
oV

68) ¢ 5 =5t (k—n) (k—B8 m) 5~ '—r— 172 (k—n)7s—>

o)

= % rk—ax {(k— 37)s—2r—2a2 (k——sr)]s_ 2
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és
i a"lY Ll (k — ;,_—)2 g2y Qg 37(](——7()3——5“3
0*
By ! 2V = — ro(k-z)(k—3x)s— 2+ 4r—lor2(k— 7)2s~?
6b) \ dgon g

gy = —1(2k—37)s—1—r— 1 a(k —7)(8k—T7)s 2
12
+4r3a3(k —x)?s7?

2 §.

A propeller és peripeller feliletek mdsodrendti partidlis dif-
ferentidlis egyenletei ; specidlis megolddsok.

A variatio szamolés elvei szerint, az imént kiszamitott
alakra hozott 0S differentialisa zéroval egyenlové téve szol-
galtatja azon feliilet differentialis egyenletét, a mely az S
kettos egészletet legnagyobbé teszi, ha e felillet szomszédsa-
giban 028 negativ-nak bizonyul, és legkisebbé ellenkezé
esetben.

A propeller feliiletek mdsodrendii partidlis differen-
tidlis eyyenlete ennélfogva :

opd = meE =R S el e i)

272 [ x2|2
e+ dg 1+92+;’—?]
és a peripeller feliileteke : : — :
d rzo(k—n)2 drk—m (k-3

60) 0= —— =
dr z%]2  d 72
H‘H’z‘}‘r_g L 1+92+?2J

Ezek tehat azon egyenletek, a melyeknek altalanos
megoldasat ismerniink kellene arra nézve, hogy feladatunkat
teljesen megoldhassuk. Mivel azonban ez idé szerint kérde-
ses még, hogy altalanos megoldasuk veges alakban egyélta-
laban eléallithato-e vagy sem, azért egyel6re specialis meg-
oldasok talalasan lesziink.

- 1. Egy ilyen specialis megoldasra, a mely még hozza a
két egyenletnek kozos megoldasa és a k allando értéketol is

kit 2y

TSR

e g

:i{; e %}\ 2
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tiiggetlen, azon észrevétel vezet, a melyet az elobbi § 5) és 6)
alatti képletének lefejtése utan tettiink. Azt allitjuk ugyanis,
hogy ha altalanosan

T ¢y

7) S=ff11'd¢V(l“,ﬂ,9)

Yo @
azaz ha a V fiiggvény a z és ¢ koordinatakat explicite nem
tartalmazza, akkor az S maximuma vagy minimuma altal meg-
kovetelt

d oV , d vV

Ve dr 39— + (—1_(}) Sl
mésod rendit partialis differentialis egyenletnek specialis meg-
oldasat képezi

t=—ag410), 9)
hol @ allandot jelent az f (1) pedig ezen kizonséges, elsé ren-
dii differentialis egyenletnek képezi a megoldasat :
const. = @Y)
oo/ m == aei=1"{1),

Valoban a 8) egyenlet igy irhato:
d d
0 Z(EV1 (r,TE,Q)+a~§)V2 (I’,s‘l,g)

mely egyenlet a 9) segélyével ezzé lesz:

8)

9a)

d / =y d ' e
o=2v, (r,a,f (r)> i e (r, o (r))
Mivel pedig V. (v, a, f (r)) csakis az »-nek fiiggvénye
tehat marad:

d [ ;
o= Vi (r B (r))
mely egyenletnek elsé egészlete :
const. = V; <r e (r))

a 9a) alatti diff. egyenlettel azonos.

A nevezett helyen tett észrevétel tehat arra vezet, hogy
mind a propeller, mind a peripellerfeliiletek pdrtidlis diff.
egyenletének megolddsdt képezi ezen csavarfeliletet képviseli
egyenlet :

10) z = ag@ —|—-.f(r)
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hol a dllanddt jelent, az f (r) pedig ebbil az elsd rendii kizon-
séqes diff. eqyenletbil hatdrozandd meg (1 § ba, 5b.)

r £4(r)
|1+ 5]

Ezen diff. egyenlet megoldasaval késébb fogunk foglal-
kozni. Tegyiik fol, hogy megoldottuk ; akkor az f (r) segélyé-
vel a 10) altal képviselt feliiletet igy nemzhetjitk: Egy vala-
melyik meridianus sikban a

10b) z = f (v)
vonalat szerkesztvén, képzeljitk azutan, hogy e meridianus sik a
benne 1év6 vonallal egyiitt kett6s mozgast végez és pedig hogy
a z tengely koriil allando szogsebességgel forogva egyuttal a z
tengely iranyaban allando6 sebességgel tova csuszik. A 10b)
altal definealt (altalanosan) gorbe vonal e kettds mozgas
folytan a 10) altal képviselt, (netalani propeller és peripeller)
feliiletet nemzi. '

E gorbe vonal azon esetre, ha a 10a) egyenlet baloldalan
allo constans =o,egyenessé degeneral, és pedig — miutan akkor

f@r)=o0
azaz

f (r) = constans,
tehat olyan egyenessé, a mely a Z tengelyt derék szog alatt
metszi.

A 10 egyenlet tehat csavarfeliileteket képvisel és k-
zottikk az Archimedes-félét is. #)

10a) const. =

*) Nem lesz érdektelen megjegyezni, hogy az Archimedes-
féle csavarfelilet megoldds marad ugy is, ha a vizsgdlatainkban
alapul vett hipotézis akként dltaldnosittatik, hogy a szildrd test
elemére gyakorolt normélis nyomds

AN=C.4af.F () ,
hol az F akdrmilyen differentidlhaté fiiggvényt jelenthet. Ekkor
ugyanis

Z— Cfdf.F(vn).cos (z,n)
M, = Cfdf.rF (va) cos (v,n)
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II. A propeller és peripeller-felilletek partialis diff.
egyenletének egy masik specialisabb és nem kozds megolda-
sara joviink azon észrevétel altal, hogy az erékifejtésel dif-
ferentialisa homogénna valik (z, r)-ben, hak = o tetetlk Ha
ugyanis altalanosabban

P11y

TS = /&rd¢V(1‘,g),n,g)
Yo To

azaz a 'V fiiggvény nem tartalmazza a z koordinatat explicite,
akkor az S maximuma avagy minimuma altal megkovetelt
g - Y Y
di"()‘g do +drp
mésod rendit partialis differentialis egyenletnek megoldéasat
képezi

11a) 0 =

o

tehdt a 4) alatti képletek folhaszndlisdval:
1 Iy

(k — )
= OB L L e e g T
Tt
Po Yo
¢
M, — 1dr dp raF, (k _‘TL
B o
((;o Ty

A Z és M, alakjabol pedig a 9) 9a) alatti tétel értelmében
az kovetkezik, hogy Z és M;-nek, adott hatdrvonalak melletti, elss

varigtiojat zérova teszi:

2= a9 +10)
ha f (r) meghatdrozdsdra e diff. egyenlet szolgal :
o f' B i
constans = ~ 1 (1) . F e (k 3)

[1+ el (1) 1+1 () +,_

Amde ezen egyenletnek abban a specidlis esetben, ha a bal-
oldalon 4116 constans = o, megoldasat képezi:

£'(r) = o
azaz

f (r) = constans
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12) z = r f (¢) + const. %
altal kepviselt kapfelilet az esethen, ha V (r, ¢, 7, 0) fiigg-
vény (7, r) valtozokban homogén.

~

Valoban mert V homogén, azért a g is ép olyan rangt

~

a gg pedig egygyel alantabb rangt homogén mennyiség lesz a

(7, r) valtozokban ; ez okbol a 11a) egyenlet a » valtozoban

magdban véve homogénna valik, mihelyt benne a 12) értel.
méhen

helyettesités megtétetik. A 11a) alatti partialis diff. egyen-
letbél ennélfogva az imént nevezett substitutio utin az r val-
toz0 mint kozos szorzo kiesvén, a'mi marad nem mds, mint
egy azf () meghatarozasara sz0lgilo kozonséges, legfoljebb
mésodrendii differentialis egyenlet.

Az imént tett észrevétel tehdt arra vezet, hogy

IT a) a propeller-feliiletek pdrtidlis diff. eqyenleténel
abban az esetben, ha k a w-hez képest elenyészis, megolddsdt
képezi

12) z = » £ (¢) + const.

hol f (@) meghatdrozdsira ezen eqgyenlet szolgil :

o M@rg: [l 0)fe

146y 0 @ Y [ttty

mely egyeniet kifejtve és rendezve, [realis megoldast nem ado
szorzok elhagyasa utin] ezzé lesz :

120 P £ (g) + Q" (g) — o

hol
P f(w)f'(w)%rs[l +f2(cp)]+f’(q»)@§
Q= [1 —}—f(q))?]g——[l +f(<p)'-'] + 3f(q>)2§;
és hogy ‘
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1Ib) a peripellerek partidlis diff. eqyenleténel abban az
esetben, ha k elenyészs a m-hez képest, megolddsdt képezi

12) z = » f () + const.
hol f (§) meghatdrozdsdra ezen egyenlet szolgdl :
__ 8f(pf'(9)
e (0= o
d 31’ (9) 21" (9)°

i e e T e SO
9 G gy + 17

mely egyenlet kifejtve és rendezve, [realis megoldast nem
nyujto szorzok elhagyasaval] ezzé lesz :

12) 0 — P £’ (g) + Q1" (¢)
hol

Pt ()] —7a+16)—31 ()]
Q=[1 + f(f/’)””«% (1 + f(9)?) — f'(q.v)'-’]

Ezen méasod rendii kozonséges diff. egyenletek els6 egész-
lete kozvetleniil folirhato a kivetkezé konnyen verifikalhato
tétel alapjan, mely tétel kiillonben kionnyen altalanosbithaté.
Ha ugyanis

Pf'(9) + Qf" (@) =o

az adott méasod rendii diff. egyenlet, lévén

P—1(g) f'(¢>{a[1+f(q)>z}+ 2t <q>>2§

o—|1 +f<w]gb[1 +i): |+ b1 (9 %

hol az a, a', b, b" allandok kozott ez a relatio 4ll fenn:
a-t+b=a"+b';
akkor az adott egyenletnek els6 integralis egyenlete :

WS =[l + f(qr)ﬁ]x'[l + 12 (g) + £ () ]ng,(q))Qx;;
hol : 7

R AT BB A W S
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A tétel alkalmazasival a 12a) elsé integralis egyenlete
ez lesz:

2

12a’) [l +f ((p)Q} [1 +1(qp) 2—{—{"((;))2]41"'((1)) - = comat,
és a 12b) alattié :

3 4 =
12b") [1 +1(p) 2] [1 +1(g)2 4 1'(¢p) 2J f'(g) = const.
A kovetkezé §-ban megmutatjuk, hogy f (¢) hyperellip-
tikus egészletek 4ltal fejezheté ki. Az igy kiszamitott f (¢)
segélyével azutan a specialis megoldasokat képezs kupfeliile-
teket az r=1 hengerre rajzolt

z = 1(¢)

vezérvonal ttjan konnyii lesz szerkeszteni.

III. A szoban 1évé partialis diff. egyenleteknek, a IT
pont els6 feleben bebizonyitott tétel alapjan, kénnyen jutunk
specialis megoldasahoz abban az esetben is, ha % a =-hez ké-
pest végtelen nagynak tekinthets. Ugyanis :

1TTa.) A propeller feliiletek pdrtidlis diff. egyenletének
a nevezett esetben megolddsdt képezi :

13)z=rf(9) -+ const.
hol az f (¢) meghatdrozdsdra ezen mdsodrendii kizinséges

diff. egyenlet szolgdl :
o= P[0 +1" ()]

lévén
P=141()—31 (9 ,
mely egyenletnek P = 0-bdl folyd partikuldris megolddsa ez :
1

1
0 — = )=
IBa)f((p)zé eI e LT,

és £ (9) + " (9) = o-bol folyod dltaldnos megolddsa
138) £ (9) = ¢ sin (9 + 90)
hol ¢ és ¢, allandokat jelentenek.
IIIb. A peripellerek pdrtidlis diff. eqyenletének wgyan-

ezen esetben spec. megolddsdt képezi :

13) z = » f () -+ const.

e

e

A
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Lol f (1 ¢) meghatdrozdsdra ezen mdsodrendii kvzonséges diff.

egyenlet szolgdl :
0o=P(1@) +1' @)

lévén ’
p—s[16):| = 1@,

mely egyenletnel P = 0-bdl folyd partikuldris megolddsa :
il i~

és f(gp) + 1" () = 0-bél dltaldnos megolddsa -
13b") f (¢) = c sin (¢ 4 ¢o)
hol ¢ és ¢, allandokat jelentenek.

3. §
A 0S==o0 specidlis megolddsdra szolgdild I. r. kizinséges
diff. egyenletek egészelése; a megolddst képezis feliiletek nem-
z6jének, ille'dleg vezérvonaldnak szerkesztése.

A propellerek és peripellerek (0S = o) partialis diff
egyenletének az elobbi § 10) és 10a) egyenletei értelmében a
k-nak akarmilyen értéke mellett specialis megoldasat képez
a csavar felilletet képvisel6

10)z=ap -+ f(r)
egyenlet, melyben « 4llandot jelent, az f (r) pedig ebbél az T
r. koz. diff. egyenletb6l hatarozando meg:

rf'(r)

10a) const. = % =
145+t 0]
A meghatarozast mar mostan a kovetkezé egyenlettel
definealt s segédvariabilis altal fogjuk eszkozolni :

1%n=1+§+f@y
a szamitas némi egyszeriisitése czéljabol e jelolesekkel élve :
3

Z
10e) — =7z, ;—'= 71 % consbi—-al.
& a
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Allapodjunk tovabba abban meg, hogy az al eltéke po-

sitiv. A megnevezétt jelolesek mellett a 10a) alatti egyenlet
ezzé lesz:

' dry
A 10b) alatti egyenletet azutan igy irva:
12 12 s el A
g 1+;+;f <o gt
egyesitjikk a 10c) és 10d) alattiakkal, mi 4ltal ezzé lesz :
' rﬁs:l-{—r,’-’—{—(r,%)
i,
=1-4r2412gt
honnan 1, * ekkép hatarozodik meg :
s 128+ 1
Wekgrs - =

Amnak elérésére, hogy z is az s altal legyen kifejez-
ve, a 10d)

10d) 1s2 =T

I 93 i = 1s2
ds dr,

egyenlethél indulva ki, ebbe belé teszsziik a 14 ¢)-bol ki-
szamitott

drl 3l2st —4)253 1

i 807 o (s — 1)

derivaltat, s, helyett 10e)-bsl folyo értékét. Akkor lészen
beléle :

10g)

dz, _ Is? (812s* — 41283 — 1)

: ds 2(s—1)(2s* 4+ 1)
vagy kifejtve :

dz, 1 Is‘—}—4€-~4

@25{38—1 (s— 1) (I7s* 4= 1) }
1 ¥
=‘2‘{3S—1—.:i uurul

honnan végre egészelés altal

o

i 20y 3
7 = QL{; $* —s— lognat (s— 1) — 21 arc tg 1 s°

A 10a) dital definedlt f (r) fiigguény az s segédvaridbi-
lis dltal igy fejezédik tehdt ki :

M. TUD. ARKAD. ERTEKEZESERK A MATH. TUDOM. ROREBOL. 1876. 2




18 A PROPELLER IS PERIPELLER FELULETEK ELMELETEHEZ.

al( 3 : et
f(r)==—|— s2—s—lognat (s—1)-2l arctg Is 2}+const.

Ezek utan lassuk, milyen azon vonal, melyben egyva-
lamelyik meridianus sik ¢ = ¢, a 10) alatti egyenletek altal
meghatarozott csavarfeliiletet metszi.'E vonal egyenlete

z=2a ¢ + f (1)

z = f (r) - constans.

Fusson méar mostan s minden értéket végig - oo-t6l
—oc-ig; akkor 10h) egyenletekbol folyolag z és » képzetesek
maradnak a

tehat

— oo s <L+ 1
intervallumban; ha s — 7 = - ¢, hol & végtelen kicsiny
absolut érteket jelent, akkor z és » positiv wégtelen nagy ;

ezentul az

1 <s <o
intervallumban z és r mindeniitt véges és valds értékkel bir-
nak s folytonosan vdltoznak az s = - oo-gyal szintén |- oo-
gyd lesznek és pedig, miként konnyii belatni, fels6bb rendii
végtelen nagygya, mint a mikor s — 7 = - ¢ volt. A z és
r ezen menetébdl mindenek el6tt az kovetkezik tehat, hogy
csak a valds értékeket tekintve az r minden értékének két z
érték felel meg és hogy r és z valahol minimum. A mini-
mum helye a 10f) és 10g) értelmében

312t —412s341=0

egyenlet altal hatarozodvan meg, z és r-re kozos. Ezen egyen-
letnek csak egy positiv és egy negativ gyoke van, tovabba a
positiv nagyobb egynél; tekintetbe véve tehat, hogy a nega-
tiv s mellett z és » képzetes, a z és »nek mint s fiiggvényei-
nek csak egy minimumok van. Az » ezen minimuma zéronal
nagyobb, ha csak nem 1 = o, mert ha 1 véges érték, akkor r
zéro egyaltalaban sehol se lehet.

A g—f lefolydsdt a 10d)-b6l fogjuk kovetkeztetni; beldle
as; %"

dry i I ;
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tehat 10, és 10, segélyével:
dz__ als? Is2)/s —1
85T Y ee ol
s ebbél s szerint valo, differentialas altal:
d%z ls (12854 55 — 4)

rds 2@es D) Ye—DEsF1)
mely két utobbi képletbsl az kovetkezik, hogy % zérdtdl vég-

telenig és pedig folytonosan né, ha az 8 a tibbszir nevezett in
tervallumot befutja.
Ez utobbi egyenletnek a 10 f)-fel egyesitése altal végre
ez ered:
dzz s(s3—1) (1255455 —4)
IR CFr sy g Ey s pal
mely egyenlethél vilagos, hogy a targyalt vonal girbiilete ab-
solut értekét tekintve, zérdtdl végtelenig né, ha 8 az eqységtil
addig az értékig né, hol miként fentebb lattuk a z és » legki-
sebb, — hogy tovabba ezen pontig a gorbiilet negativ s ezen
tul positiv vegtelentol véges értékeken &t ismét a végtelen ér
tek felé tart.
A gorbe vonal tehat ilyen alaku:

1. dbra.

2*

e o e e » S =

T Sy

ST
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Ha s 1-t6] >-ig n6, akkor a gorbe vonal variabilis pont-
ja a végtelenbol A B C iranyban ismét a végtelenség felé tart.

Ha az 1 allandonak értéke zéro felé convergal, akkor
az A B rész egyenessé degeneral, mely hatar esetben a B
pont a Z tengelybe esik stb.

IT. A S = o egyenletnek arra az esetre, ha k = o,
az el6bbi §-ban nyert eredmények szerint megoldasat képezi
ezen, kupfeliiletet képvisels, egyenlet :

12) Z = r f (¢) + const. ,
hol az f (¢) meghatarozasara a 12a'b’) értelmében ezen I r.
kozonséges diff. egyenlet szolgal:

Xy Xo 2x;

12ab") consto= | 14+f(g)* | | 14-H(g)>+H(9)* | f(g)

1évén a propeller esetében

Xq oo Xe X =Sl e
s a peripeller esetében
Bt Xe X =gl o =

Feladatunkul itt az f (¢) meghatarozasat tiizziik ki s
megmutatjuk, hogy

139) s = VI F 1@ 1 @)
segédvariabilis hasznalasaval a 12a'b’) megoldasa a fennfm-
g6 esetekben elsé rendii hyperelliptikus transcendensekkel
eszkozolhetd.

A 12a'b’) egyenlet ugyanis az s variabilis behozatala-
val ezzé lesz:

X; Xg

—2x3 Xy 2
cf' (o) =|s—1'(9) | s

vagyis
: 2x3
; _; Xg : X1 + Xg
cf' () "4 1'(g)=s
Mivel pedig eseteinkben o 1, tehat az utobbi

X1

egyenlethdl :
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x2 4 Xy

! oY s s__..._ .
12d) f' (¢?) e
honnan a 12¢ felhasznalasaval :
12e) £ ()2 = — ks g :

mely egyenlet differentialya, rovid reduktio utan arra vezet,
hogy

C

e ((1 — Xp) 8% 4 c) ds

,2 (sXz -+ c)\/ guts («— g% +7c‘;:—c>;

A 12a'V') differentidlis eqyenlet ezeknél fogva a pro-
peller esetében e két eqyenletben nyeri megolddsdt : .

{ e ‘ (—3s*4c)ds
)(P (s*—{—c)s Vs(—s‘+cs~c)
12a")

Rfm LR

és a peripeller esetében e kettdben :

‘ il ¢ (— 854 +c) ds
’ (s*t4c)s*Vs(—s*+cs —c)

12h")<

i “elses i essaie
{ f(p)= \ o gl o
mi 4ltal allitasunk igaznak bizonyult.

Ezek utan nem okoz semmi nehézséget a kupfeliilet ve-
zérvonaldnak discussioja, annak tekintvén azon gorbét, mely-
ben az r=1 henger kupfeliiletiinket metszi, — melynek egyen-

letei ennélfogva :
g z = { (¢) + const.

r=1
Az
F()=—st4+cs—c=o0
egyenletnek ugyanis, — melynek két dsszeesé gyoke van, ha

B e S S

“H

o
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c =§—3 és két valos positiv gyoke, ha ¢ > 30— kisebb valés

gyokét s.-gyel s a nagyobbat s.-vel jelolvén, az F (s) csak e
két gyokon belsl positiv; ennélfogva az f (§) csakis addig,
de addig minden esetre valds, mig § az
8 < 8 < 8
“intervallumot dtfutja, legnagyobb értékét elérve, ha
c
o 1
az f (¢) két hatarériéke zero, legnagyobb értéke

b AT
=~\/1/27c_4

A dg positiv a nevezett mtervallum azon részében, hol

s < 8 <\/~—

negativ o mdsikban ; ennélfogva a ¢ ugyanott éri el legna-
gyobb értekét, a hol f (¢), a mibél az foly, hogy vezérvona-
lunknak e helyen hegye van.

st =

Az f' () sehol se lehetvén zéré se végtelen nagy, jegyét
nem valtoztathatja; jegye tehat a y/ jegyrol eddig hallgatva
tett megallapodasunk szerint positiv. Lefolydsdnak megisme-
résére a 12¢)-bol a 12f) felhasznalasaval kiszamitott

sxl+x2—1[x1 g 4 c(x) +x )] —s - cs—c¢

5 1
f (S°)=_c 1—x)s*+c - swtc

vezet. K szerint ugyanis a vezérvonal gorbiilete zéré az s, és
sz helyen ; végtelen nagy a hegyndl ; és szabatosabban: zero-
0] a positiv végtelenségig né az

4
8 <R \/ %
intervallumban, és — oo-tol a negativ értékeken at zéroig a
hatralévo
4
\/ % < S < So

intervallumban.
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Minél nagyobb ¢, annal nagyobb a ¢ és f () maximuma,
azaz annal kiterjedtebb a gorbe.

A gorbe alakja mindezeknél fogva a henger palastjat
sikra teritve ilyenforma:

fi7

A B

2. abra.

4
Az A pont az s =s, értéknek, a C pont s =\/-§-nak, s

a B pont s = s értéknek felel meg.

4.8

A mdsodik varidtidk eldjegye a 08 = o taldlt spec. megoldd-
sai esetébens

Miutan a propellerek és peripellerek 0S = o partialis
diff. egyenleteinek talalt specialis megoldasai &ltal képviselt
felilleteket szerkesztettiik, vizsgaljuk meg, hogy e feliletek
leghatalyosabb propeller, illetéleg peripeller feliiletiil szol-
galhatnak-e ? E vizsgalat keresztiilvitele, miként ismeretes,
csak annak eldontésétol fiigg, hogy a 028 elbjegye a variabi-
lisoknak legalabb hizonyos hatarai kozott mindeniitt negativ-
nak bizonyul-e be, vagy nem, ha a dS = o megoldasa belé
helyetteztetik. Tekintettel erre, a kivetkezo (1 §, 7b) mennyi-
ség lesz az egyes esetekben megvizsgilando;

e o et S

SRty

O AT & Y et P )
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el Q1 Iy
d o V dz 22V
il L 0z)2drde
528 // d1 dy oo +dg 81 J( e
Qo Yo

“vagyis a 028-ét eldont6 jegyeénél fogva ezen mennyiség :
dz o2V d-SoaV g=g2Y~
dr? do* 5 dr dep do o i dg? én*

14) A2V =

I. Mind a propeller, mind a peripeller partialis diff
egyenletének, a k lett légyen barmi, megoldasat képezte azon
csavarfeliilet, melynek egyenlete :

10) z=a¢p 4+ f(r),
hol az f (r) az s segédvariabilis atjan e két egyenletben nyerte
kifejezését :

£l — —[ —s2— s—lognat(s—1)—21 arctgls ]+const.

el ; a(l Bhl)

e

2

s
E feliiletnek (1 = o utjan) specialis esetét képezte az
Archimedes-féle csavarfeliilet.
Az altalanosabb esetben ép ugy, mint e specialisban,

; i A%~ 2 e
mind a o W mind a = = i teljesen fiiggetlen lévén a ¢

variabilistol, hehelyettezésiikkel a A2V értékében eléfordulo
dz 092V | dz eV
rdy fgen g o
mennyiségek zérova lesznek, ugy hogy itten:

V Ta.) Az Archimedes-féle csavarfeliilet esetében :
z = a (¢ + constans

egyenletéhol folyolag
dz

0=
S dl
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ARy
7 _dq)_
s=1+z'—’+g'—‘=1—{-—§;;

tehat az 1 § 5b és 6b egyenletekbél, akar propeller, akar pe-
ripeller feliiletekrél legyen szo, [positiv 4allando szorzokat el-
hagyva]:
62 V 5 5 2 . A 2
0? = ri{ntamay
honnan

d 92V - i

S A S e I S R 2 q2 pd 2 2 .

Tr = — 5 e
kovetkezéleg még egyszer differentialas utan a 15) alatti
jelolés hasznalasaval :

e LA r? — Ha?
A2V =4azr @ L a9
mely kifejezés negativ vagy positiv, a szerint a mint
a2 >
i’—"< 0.

Ennélfogva a 14) 14a) és 15) tekintetbe vételével a ma-
sodik variatio jegye negativ, ha az Archimedesi felileten

? mandeniitt nagyobb\/_;'nél, — positiv ellenkez6 esetben
és hatarozatlan jegyii és értékii olyan darabjan, a melynek
egy részén ?—nagyobb \ / _i)_ -nél, mas részén pedig kisebb.
Eddigi vizsgalataink eredmeényét szabatosan kifejezen-
dok, gondoljunk tehat, tetszés szerint valasztva az a értékét
Archimedes-féle csavarfeliiletet s ennek tengelye koriil », su-

gara hengert szerkesztve ; a csavarfelillet a hengerre kozon-
séges csavarvonalat fog rajzolni

a

o« = arctg —

Ty

emelkedési szoggel. A henger »¢ sugarat ugy valaszszuk, hogy

o
o = arctg \/%:2405’41”-5---

legyen.
Akkor:

)
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1.) Az Archimedes-féle csavarfeliiletnek e hengeren be-
lLiil es fele, s ezen félnek akarmely része is, vele kozis hatdr-
vonalii mds feliiletekhez képest maximdlis hatdsi propeller és
peripeller.

2.) Az Archimedes-féle feliiletnek a hengeren kiviil est
fele, vagy ennek akérmely része is, vele kozos hatarvonalt
més felilletekhez képest minimdlis hatdsi propeller és peri-
peller.

3.) Az Archimedes-féle felilletnek olyan része, a mely
mind a két félbsl tartalmaz darabot, se maximdlis se minimd-
lis hatdsi propeller vagy peripeller.

Ib) Ezzel el van dontve az is, hogy a 10, 10h) egyenle-
tek altal definealt altalanosabb csavarfeliletnek is megfelel
bizonyos része a maximalis propeller és perip. foltételének,
mihelyt az 1 értéke elegend6 kicsiny; megfelel, miutan ezen
egyenletek jobb oldalai folytonos fiiggvényei az 1 allandonak
és 1 elenyésztével az Archimedes-féle csavarfelilletet adjak.
Mind a mellett kiillon megvizsgaljuk ezen altalanosabb eset-
ben is a masodik variatiot az okbol, mert altalanosabb csa-
varfeliletiink nemzdvonala két aghol &ll s ezen agak koziil
csak az egyik degeneral az Archimedesi csavarfeliilet egye-
nes vonalt nemzdjévé, tgy hogy ennél fogva a masik 4grol
a maximum kérdését illetéleg semmit se tudunk.

Altalanosabb csavarfeliiletiink esetében méar mostan :

dz S e A
g-—d—r—f () ; n——d(p—a
s lattuk a 3 §. els6 felében, hogy 10d)
d_z_ 1s2
dr 1,
és 10f)
E B 21 (S = 1)2
dr, 3Izst—4]2s3—1
hol

*:
1‘1 _ —
a

Ezek behelyettezésével lészen a propeller és peripeller
esetére kozosen az 1 §. 5b és 6b utjan
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2V n (3125'*——41253———1)

202 s? (128" 4 1)
31”54—41°s3—_1.
rs82(8—1)

hol allando positiv szorzok elhagyattak. Ezen egyenletbol
d oV - 2412 (s—1?) ks —5  412(s2—s)
Tt B dRee e Vs ey
tehat

& ] 481(s— 1) 24.1214s2(s —1)°
AV = J;I{ 3125t —412s3—1 (3125t — 38l2s3—1)2

e 1l St T PN (s-——l)}

lest + 1 2 (125 4 1)°

A AV értekébsl mar mostan konnyen megmutathato,
hogy positiv, ha s=1 és akkor is, ha s=—oo, ellenben positiv
végtelen nagybol negativ végtelenbe csap at, haaz s novekedo
iranyban ezen egyenlet s, gyok értékén megy at:

3128t — 41283 —1 =0

A mihél az kovetkezik, hogy /A2 V péaros szdmszor val-
toztatja jegyét s=1-t6l s=s,-ig és paratlan szamszor s=sz,-t6l
s=oc-ig. Visszaemlékezve tehat, hogy 4ltalanos csavarfeliile-
tiink nemzgjének (1 abra) azon része A B, a mely 1 elenyészé-
sével egyenessé degeneral, addig iratott le, mig s az egység-
t6l s=s;-ig haladt, a masik része B C pedig, ha s az s, érték-
t6l s = oc-ig haladt, s hogy s==; értéknek a nemz6n hegy
felelt meg, a kiovetkezd eredményre jutottunk:

Altalanos csavarfeliiletink azon részén, a mely a nemzé
B C részének felel meg, a hegy szomszédsagaban mindig van
olyan B C darab, a mely a maximalis hatasa propeller és peri-

peller foltételenek megfelel; az A B részén pedig lega'abb

akkor, ha 1 elegend6 kicsiny, — de nem a hegy szomszédsa-
gaban.

—4
— 128 410s

IL. Partialis differentialis egyenletiinknek k=o eseté-
ben megoldasat képezte

12 Z =r f (¢) + const.
hol az f (¢) meghatarozasara ezen egyenletpar szolgélt :

R g
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S

(_Q ) (—3s*+c)ds S
’ (s* “+c)s"Ys(—st+cs—c)

— Bh kapa—io
£ (p) -\/ Tt
az egészleti jel alatt 4llo n=2 volt a propeller esctében és
=3 a peripellerében. A megoldas altal képviselt csavarfelii-
letnek az r=r, henger kiteritett palistjara rajzolt vezérvona-
- lat a 2. abra allitja elénk; a ktpesavar cstcsa O a tengelyen
z = const Altal van meghatérozva : a vezérvonal

— 5% L eRA-0.—0

egyenletnek ket valos positiv gyoke s—s, és s, kozott teriil-
vén el az A pont s, értéknek, a B pont s,-nek és a €' hegy az

12a")

85 = \/ -CS felelt meg.

Azt allitjuk, hogy a kupesavarnak azon része, a mely
€' és O A egyenesek altal hataroltatik, maximalis hatalya
pr opeller’r, illetéleg peripellert szolgaltat; az A helyzete a ¢
allando eérteketol figgven.
Valoban pl. a propeller *) esetéhen (k = o lévén):

o°V PRl
e =raz’s (40>2—%s)
JeAl yach 0 ot
(1§.5b) d05m = 2emrs QQPS —-1)

OV Y mr a )
=5 ——--5——~ 2
e (41'* rﬁs+ /

om?
mely kifejezésekbe a szoban leve kapesavarnak megfelelleg

o=1f(p)— \/—s*—{—cs—c

=44 \/ B
behelyetteztetvén, némi Gsszevonas utan ezek erednek :
PN et [4(—s*+cs—c)__s]
do*  s*—c st+e '

&y )A tétel ép Ggy bizonyitandé he a peripeller esetében is,

(2§ 12(11 129)
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°V _ 9r*)s(—s*4cs—c) (st —¢)
dodr (s* 4 ¢)2
a2V e (e =5a)
SRk (S* __Fc)'_'—
E kifejezések differentialasaval lészen azutan :

d 83V_3r2s?[4(—s4—|—ci—c)_g]

drag*  s*dc st 4¢

d 2V 4rYs(—stfces—c) (s*—0)

drdgor (s* 4 ¢)2

d 22V 11/s(—s4—»{_—_c‘s:j_6_51_553-—189£4—€2*)
dg x> (s 4 c)2 c—3s*

tehat sszevonas utan:
d 22V fen d0°V _rYs(—s*4ces—c)(3s*—5¢c)
drdgox dpox: (s* 4+ c) (c — 3589
Még egyszer differentialvan r illetéleg ¢ szerint lészen
tehat:

dz 2*V ~ 6rs? [4(—5 +cs—c) S]

dr? 9% s*+c st ¢
dz o2V 4 d>°0°V _ rs3(—sites—c)(3si—b¢c)
drdrpaoam d(p“éﬁﬂz—“ 7 e(c— 389

23! s 4edd-t 123 453 12833%)
25+ 2 (—s*~+cs— c)+3s* 5o, [s5el ek 35*}
Jeloltessék mar most a jegyére nézve megvizsgalando
menynyiség :
d:z 9°V SR Say V1 i GOV
(Fﬁ—'_drd(p 69_81+ dg? gz 2 AV
4

s tétessék benne s; = \/ (‘;,; akkor alsobb rendii végetlen

nagyok elhanyagolasaval :

. B2ref(—sstten—c)(3snt—bc)
AV(Ss)——— 0(0—3814)2 (3834——0)

*) Tekintve, hogy 12a') szerint
ds 2 (st+fc)s? Vs(—s*4ces—c)
dp ¢ —3st4c¢

STl T 2 e

R A M A LR
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Amde — g+ -+ ¢ 85 — ¢ a vezérvonal egész hoszszaban
positiv (3 §.) tovabba
383t —bec=—4c¢c
tehat negativ (mivel ¢ positiv érték.) Ennélfogva

4
a7 8; = \/ ¢ szomszédsagaban
0]

AV (s3) 2 0

< c
-« SV5
G0 vl

A kozelebbi vizsgalat azt mutatja, hogy ha ¢ 4llandé bizonyos

értéknél kisebb, akkor az egész A C 4gnak maximalis hatalya
84

kupfeliilet felel meg ; tovabb4, ha ¢ > 358 akkor a B C agon
1s van a B szomszédsagaban olyan rész, a melynek maximalis
hatalya kupfelilet felel meg; végre barmekkora legyen is a
c értéke, az- A C 4gon mindig van ilyen rész az A pont
szomszédsagaban is.

a szerint, a mint

IIL A 2 §. IIT pontjaban lattuk, hogy a propellerek és
peripellerek partialis diff. egyenletének k= esetében 4ltald-
nos megoldasat képezi:

13a) z = c r sin ¢ + const.
hol ¢ allandot jelent, és partikularis megoldasit :

13a) z = %—[ew——e B a?]

hol a propeller esetére ¢ = 1/13_ és a peripeller esetére o

= \/ 8.— Miként latjuk, az altalanos megoldas altal képviselt

kapfelitlet vezérvonalaul az r=1 henger palastjara rajzolt sinus
vonal szolgalhat; legyen ennek egy-egy periodusa a 3a 3b
idomon &brazolva s A'B’ = B'(Q’' =(C'D' = ... —

z; Jeloltessék végre a kapfeliilet csticsa O-val. Akkor be-
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D EF

E
/T\G’ HK 4§ mG'H'K'

i

Wc DEF \U Wc’ D' E F’ l\\K J

3a idom. 3b idom

ogjuk bizonyitani, hogy a kapfelillet azon része fog maximé.
is hatalya propellert szolgaltatni, a mely az O A nemzé
egyenes altal a 3a idom erdsen rajzolt ivei atjan iratik le; s
hogy a kupfelillet azon része fog maximalis hatilya peripel-
lert szolgéltatni, a mely a nemzé egyenes 4ltal a 3b idom eri-
sen rajzolt ivel atjan iratik le. |

Ugyanis a propeller esetére k=oc tekintethe vételével 2
az 1 §. 5b kifejezésekbél lészen 3

§3 aev 3 i
1?2' 3!7 —Trs-4r 0
g3 g2 —1
13c¢) kg0 4r oz
g3 92 =38
fegaE oot s-|— 41 72
Ebbe betéve a 13a ')-b6l folyo ezen értékeket :
g=csing , T=crcosg o
13d)
s=1-4c?
leszen kizos allando positiv szorzok elhagyasaval
02V Fos et |
(59_)=-—-r (1 4 c?) 4 4rcesintg Jli
: [
o*V o h
(9937;> = 4 c?8n ¢ cos ¢ i
9V A
(812) —r (1—|— )+41 c cos2 g

kovetkezoleg a hatalyossig maximumat avagy minimuméat a
maga jegyével eldonté menynyiség:
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d:z 9 o aV de a'zV _}) :
dr2 (ag >+d1dgp(8gh>+d‘ga2<a,&-gzl)=_8l c2cos 2 ¢ ;

a mib6l tételiink elsé része foly.
Tovabba a peripeller esetére k=oc tekintetbe vételé-
vel az 1 § 6b kifejezésekbol lészen :

I o
k?&‘gzhhlxsw PO

s3 02V ey
1 — = —7 » 2
3d)/k‘-’59&1 ros ATien
s8 02V s -
et e =l 2 3

¥ 3r a8+t 4rx

Ebbe betéve a 13d) értékeket, lészen 4llando positiv ko-
70s szorzok elhagyaséval

oV i e :

(~892> = —(1+4+c’)rcosp —4c2r’cospsinzg
iy =—c¢(l+c)rsing 4 4 C2r cos® ( sin ¢
00 07

(Zj:)z——?)(l+02)cos¢+4czcos3(p

kovetkezéleg a hatalyossidg maximumat avagy minimuméat a
maga jegyével eldonto mennyiség

(02V dz: [0V 1202V < 5
dr2 (80 )+ dr d(p(oo m) + dg* (81 ) T i e 4
honnan tételiink masodik része foly.

5. §
Hatdnfoltételek a propeller esetében, ha k bdarmekkora.
Lattuk, hogy azoknak a csavarfelileteknek hizonyos
hengeren beliil esé részei (4 §, I,) a melyek

10) z = a ¢ 4 f (1)
egyenlet altal képviseltetnek, hol o allando és f (r) e két
egyenlettel van definealva :

)= ~[ s>—s—lognat(s—1)—21 arctglsz]—{-const.
Lalzet 1)
o=

S

10a)
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adott hatarvonalak mellett leghatalyosabb propeller-feliiletiil
szolgalnak. Hogy ezen hatérvonalak nem lehetnek onkény
szerint adva, az magatol értet6dik, valamint az is, hogy milye-
nek lehetnek csupan.

L. Gyakorlat szempontjabol nagyérdekii az a kérdes:
milyen alaku feliletdarab képezi o leghatdlyosabb propeller
szdrnyat, ha ezen feliletdarabot eqyrésziil két kizis tengelyii
s adott sugari kirhenger, mdsrészril pedig két adott tdvol-
sdgi s a hengerek tengelyére merdleges sik vdgja ki. Felada-
tunkul tiizzik ki megvizsgalni, ha vajjon a 10) 4ltal képviselt
csavarfeliiletiink nem képezi ezen gyakorlati foltételek kizott
a leghatalyosabb propeller-szarnyat.

A propellerfelillet tengelyiranyu nyomésénak elsé va-
riatioja, akérhogyan valtozo hatarvonalak mellett (Moigno-
Lindelof »calcul des variationse-ban hasznalt jelolésekkel
élve) ez:

¢ 1
: daoV , d oV

Po To
P1 11 P1 [1'1
[V aVar], |
+/ [55—8;(19)]0zdg0+/jv5rd93
Po r,(, o 1‘(0
@1 ry ¢1 r;
- /gazdr-p!/v&pdr
: |
Po Iy Po To

A jobb oldalon lévi egészletek :
hatarai az ABCDA girbe altal
(4. 4bra) vannak meghatérozva, mely =
vonal a propeller ismeretlen hatérvo- < A
naldnak (r, @) projektiojat abrazolvan, //\
rola csak annyi ismeretes, hogy AD - VR
és B Crészei adott (v, r, ) sugart kérok -
ivei. A tovabbi hatarfoltetelek ezek: 4. 4bra.

M, TUD. AKAD. ERTEKEZESEK A MATH. TUDOM. KOREBSL, 1876. 3

>
D P
7
~/
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1) az AD és BC koriveken or = o és 0z Onkényszerit
fiiggvénye a ¢-nek;

2) az AB és CD vonalakonor = o és ¢ Snkényszerii
fiiggvenye az r-nek; tovabba azon okbol, mert e vonalakon

) r
T

% = | z = constans,

allani fog még egész terjedelmiikben :

©
T
|

}“‘ 0z 47 op) = o

T

0z —o0

E hatarfoltételek tekintethe vételével azutan:

%1 I

dioY T dioV] ot
16h) 6Z=—ﬂ[a1’ 89—{—(1—(})3;]%(]1 dg

Qo Fo
+0Z +0Z. + 07" ,
hol 0Z, alatt csupan azt a részét értvén a 0Z-nek, a mely a B-
C és A D korvonalokra vonatkozik, 1észen

11y 9’1 To

=
3 V= | oV
VA ::/ % Oqu)—/ J %dz dg

%o 9’
tovabba 0Z'. alatt csupan azon részét értvén a 0Z-nek, a mely
az A B vonalra vonatkozik, lészen
T1y ‘?,0

5% =/[Vaq;+%¥5z]dr

Toy Po
Ty ‘PIO

=/[V—-a;n]5¢dr

Yoy G0
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végre 0Z ", alatt csupin azon részét értvén a 0Z-nek, a mely
a CD vonalra vonatkozik, lészen ép ugy :

Ty, ¢1

;e T aV
3Zg——/[V—ann]5q7dr

To. @'y
Ezek utan a széban 1év6 gyakorlati kérdés eldontésére
csak az lesz megvizsgalando, hogy a 10) egyenlet 4ltal ele-
nyészik-e az imént kiszamitott 0Z, vagyis hogy teljesednek-e
altala ezek az egyenletek :
T ks L
M Ta e

b To
| aV
16¢") | 5o =0 ;

e a‘VT W
16¢ )V—a;.-z_o 3

—_— == 0
(220)
~

Amde a 10) alatti egyenlet épen a 16¢c’ egyenletnek
képezte megoldasat ; tovabba a 16¢” egyenlet ezzé lesz a 10)-
nek belé helyezésével :

rf'(r)

a2 : - i
[1+8+e0:]
honnan {' (r) = o, tehat f (r) = constans kévetkezvén, a 10)
egyenlet ezzé valik :
z=a@-+b

Igy tehat az archimedesi csavarfelilet egyenlete a 16¢'
és 16¢" egyenleteknek megfelel. De nem felel meg a 16¢"'-
nak, miutan ebbdl, z = a ¢ - b behelyezésével, az » 4l-
landd mennyiségnek adodnék ki az egész AB és C D gorbeé-
ken, a mi pedig képtelenség.

Vizsgdlatunk eredménye tehdt az, hogy véges hosszasdgi
adott egyenes henger hatdrain beldl kiterjeszkeds propellerek
kozott nem lehet o leghatdlyosabb se az Archimedes-féle, se a
10)-ben foglalt dltaldnosabb csavarfeliilet.

II. Az imént targyalt kérdéshez kozel 4ll a kovetkezd :
melyik szolgdltatja a legqjobb propellerszdrnyat azon feliilet-

3*
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darabok kizstt, a melyek hatdrvonalait eqy részril két kizis
tengelytt adott sugari hengerre rajzolt kiilonben ismeretlen
vonalak, mdsrészril adott tdvolsdgi s a tengelyt merdlegesen
metsz két egyenes képezik. Azt llitjuk, hogy az Archimedes-

fele csavarfelilletnek megfelelé része.

Valoban ez esetben a feliiletdarab hatarvonala csak
abban kiilonbozik az I. alatt targyalté-

tol, hogy mostan az (r, o) projektioja-
nak AB és CD vonalai (5.4bra) nem
egyebek, mint az AD és BC korck
kozéppontjabol vont radius vektorok

: /w B részei. Ennélfogva az elgbbi szam alatt
\ by lefejtett 0Z érték itt is allani fog s
csak annyiban valik egyszeriibbé, hogy

5. dbra. az AB é CD vonalak imént kiemelt
természeténél fogva a dg rajtok 4llando lévén a 0Z'; és 0Z."-et

alkoto6 ezen kifejezés :

1 Tyy @1

!
| % \ oV
}/[V"“ZTJS‘Pdr:é%/[ C;ﬂn:

%o To Toy @1
Ty ¢o
—5¢0ﬂv—aj77jdr
,T
To Qo

gy hogy enngk tekintetbe vételével esetiinkben

‘ f1 N
dov  dav
07 = —
i
$o Tg
1 1'1 ¢1 1'0

/ —5dq> / -3ng0

fo
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Yo Qo Ty wo

’ ! I !

L ag / [r=afaemsn [ [7=T o]
To : Ty :

leteknek :
d eV d eV
T8) dg T
Ty
2
o=
17by ¢ 1 %
oV Ty
g
Y1 Qi
/{ [V——UHV]dr=o
(7714
17¢) | ™
Ty Qo

/! {V ZY]dr——o
) J)
e

Amde ezek kozill az elsé kettonek megoldasat képezi,
miként lattuk,
z=ap-+Db

az ebben eléfordulo eddigelé hatarozatlan « pedig ugy hata-
rozhato meg, hogy a 17c) alatti egyenletek is teljesiiljenek,
miutan z = a ¢ 4~ b behelyeztetvén, a 17¢) alatti egyenle-
tek ezen egygyé valnak :

¥
r3 ka-r d1
) et e e
T g
Be van tehdt bizonyitva, hogy a I1. alatt kitiizott felada-
tot az Archimedes-féle csavarfeliilet megoldja.
Tovabbi kivetkeztetések végett kifejtve az « meghata-
rozésara szolgalo egyenletet hozzuk ezen alakra:

=0.

Hogy pedig ezen 0Z = o legyen, allani kell ezen egyen-
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by

lrz[(—k+3a)az+(k+a)r2]
a’-r2

acr,®

17¢")o = +a2(k— 3a)log 2"ro?

Ty

Beléle az kovetkezik, hogy adott ry és r; mellett a szo-
ban 1év6 hatarfoltételek kozott a legjobb propellerhez tartozo
a mas-més lesz, a mint k (azaz a tova haladas sebességének
arnya a forgaséhoz) méas; de kovetkezik masrészrdl az is,
hogy az a értéke (azaz az Archimedes-féle csavarfeliilet
alakja) egészen fiiggetlen a hatarolo hengerek hosszusagatol.

1. Megjegyzés. A 17c¢’) egyenlethl bajos 1évén az a ér-
tékének direkt meghatarozasa, az egyenletet megoldandok,
czélszeritbb lesz a kérdést akként formulazni, hogy adott
archimedesi felilletnek, adott sugara kozos tengelyii két hen-
ger kozotti része milyen % mellett képezi a leghatalyosabb
propellerszarnyat, mely kérdésre az egyenlet majdnem koz-
vetleniil felel. Ugyanis beldle

] 3az4-12 a1, 2

__! aibrs rz—43a’ log T,

17¢) k= 2 .
|~a. s ai_i—_ro_2
’ 52 +I‘ +a 10o +I‘ 2

Yo
E képlet segélyével azutan az adottro és 1y értéket meg-
tartva s o t valtoztatva a hozzajuk tartozo k addig kereshetd,
mig végre probalgatas altal az adott k*hoz elég kozel joviink.

2. Megjegyzés. Ha k = o, akkor a leghatalyosabb pro-
pellerszarny szoban lévé allandoi kozott a 17¢”)-hol folyolag
ennek a relationak kell allani:

Iy

.8 a? --|--1“-_‘_3a ok az-r?

ey at 1
To
Blve e kivetkez jelolesekkel :
1;1 =1 ; %0 = ug egyenletiink ez lészen :
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7oy B3+ m?) ik
17¢") T +3logl 4+ m?= —

S s Tog (1 49
mely egyenlethél az kovetkezik, hogy feladatunknak k = o
esetére csak akkor lesz megoldasa, ha

5 Xl(e'_:_%) —+ 8 log (1 -+ x) = constans

egyenletnek legalabb is 2 valos positiv gyoke van. Kénnyi
megmutatni, hogy ez az eset akkor és csakis akkor all be, ha
a jobb oldalon lévé allandé = o; ezzel azonban nem aka-
runk idézni. Csak azt jegyezzikk még ide, hogy vy = o lévén,
a jobb oldalon 4116 constans = o s a 17¢"" ezzé lészen :
T 2 - I 2 3 p 1'1 2 P 1‘1 2 i

R Ez(‘)’ +—a;_,-> 4 3,(1 i 55) log(l +;2) Ed
mely egyenlethol

= ;—s 1,8169...= cotg?36°34' 15 ... ,
mely eredményt igy foglalhatjuk szavakba: Bdrmekkora le-
gyen is azon egyenes henger sugara és hossziisdga, a mely a
propellert kivigja, az adott hatdrfoltételek mellett azon ar-
chimedesi csavarfeliletbsl kivdgott szdrny fog a legnagyobb
ervel megindulni, a mely a nevezett hengert

o — 36 3415

emelkedésii csavarvonal szevint vdgje.

- [Hogy ez utobbi esetben csakugyan maximummal (és
nem minimummal) van dolgunk, az a 4. §. I. pontja végered-
ményébol kozvetleniil foly.|

IIL. E § L szama alatt kitiizott hatarfoltételek mellett a
10) altal kepviselt feliiletek nem képezték a propeller-prob-
léma megoldasat. Kérdezzilk mar mostan, hogy legaldbb azon
Feliiletek kiszitt, a melyek a 10) egyenletben foglaltatnak, me-
lyik szolgdltatja ugyanezen hatdrfoltétel mellett a hatdlyo-
sabb propellerszirnyat. Latni fogjuk, hogy azon archimedesi
csavarfeliilet, a melynek « ja a 17¢") egyenlet altal hatéro-
zodik meg.

b RS S

e e
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Ennek megmutatasara az 1 §. 2) képletébol indulunk

ki, mely szerint:
7 = C/dfv,’, cos (z,n

s benne ezt a helyettezést teszszik
df cos (v, n) = dz dr

Z T
, 008 (21 n)
A — C./'dz'/'drv;,cT)s(v1 D) °
2y To

Ezen egyenletbe azutan az 1.§. 4b) alatti értékeket téve,

lészen :
Zy Iy
Z = Cw? dz drbr—% ;
S e
Zo To

honnan a 10) alatt foglalt felilletek tengelyiranyt nyomaé-
sa lesz: :

Zy Ty
7Z — Cw= dz dr b o3
of 14 0@+ 2]
Zy ;'o : 3

vagy kifejtve ez:

mely 4ltal

Iy

18) Z=Cw?(zs —12,) [ dr— 2 (k——a)z‘_d_é
4 [1+f"(r)e+ r_]

To

Amde ezen §. I. szama elején kitiizott probléema szerint
72 — Z (t. 1. a henger hosszishga) adva van, valamint r, és
r; is. Bz okbol a 18) egyenlet egyszerit megtekintéséhol ko-
vetkezik, hogy egyenl6 « értékek mellett a Z akkor legna-
gyobb, ha f' (r) = o. Ennélfogva a 10) egyenlet altal képvi-
selt felilletek kozott az archimedesi csavarfelillet fogja a
legelonyosebb propellert szolgaltatni,

Hogy végre mekkora azon « érték, a mely az adott ko-
riillmények kozott a leghatalyosabb propellerszarnyat szol-
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galtatja, azt megtalaljuk, ha a (8) képlethe £’ (r) = o értéket
helyettezve az eredé Z-t az o szerint differentialjuk. Az a
meghatarozasara ily modon ezen egyenletet nyerjik :

Ty

dr(k—a)2dr
Tt S
a [1 -+ r—]

To
mely egyenlet kifejtve a (7c’) alattival azonoss valik.

6.8

A 10) dltal képviselt esavarfeliiletek olyan tulajdonai, a
melyek dltal mint propeller-feliiletek teljesen definedlva
vannak.

A 10) altal képviselt felilletek tobbek kozott a kovet-
kez6 tulajdonokkal birnak :

1) feliiletelemiik normalisanak hajlisa a forgds tenge-
lyéhez csakis ezen elemhez vont radius vektor (v) fiiggvénye;
ép igy

2) a normalis hajlasa a radius vektor iranyihoz

3) a normalis hajlasa a felilletelem forgé mozgasanak
pillanatnyi iranyahoz

4) a felilletelem nyomas-komponense a forgas tengelye
iranyaban

5) a feliilletelem nyoméas-komponense a radius vektor
iranyaban — s végre

6) a feliiletelem nyomas-komponense forgo mozgasanak
pillanatnyi irdnyihoz — csak is az » fiiggvénye.

Azt allitjuk, hogy e tulajdonok mindegyike egy mag-
ban teljesen elegendé a 10) altal képviselt feliileteknek mint
propellereknek definitiojara. A bizonyitast csak az 1) tulaj-
donra vonatkozolag fogjuk keresstilvinni; a bizonyitas a
tobbi esetekben ép ugy megyen, — A bebizonyitando tétel
tehat a kovetkezo :

A propeller feliileteknek csakis egy neme és pedig csakis a

10)z=ago+f(r)
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f(l)—'[ s?—s—Ilognat (s—1)—21 arct g152]+b
i e gt

S e,

eqyenletek dltal képviselt bir azon tulajdonnal, hogy normdli-
suk hajldsa o forgds tengelyéhez csak az r fiiggvénye. *)

A tétel igazsaga el lesz ismerve, mihelyt kideriil, hogy
a propeller-feliiletek
deV , doV
&7 Ty on
partialis diff. egyenletének és a nevezett tulajdont kifejezd

192) F (1) = 1 4 0° + g;

egyenletnek csakis a 10) 10a) altal képviselt felillet képezi
kizos megoldasat. A kozos megoldas feltalalasa vegett ki-
fejtve az 5¢) alatti egyenletet,

s b T L A

ooor ' 00> or 00 0% or ' 072 0D

10a)

5e) o=

2 o 07 : :
s kikiiszobolve belole - és 2;;—[ mennyiségeket a 19a)-bol deriva-
ot A iy

lassal lefejtett e kbvetkezé ket egyenlet segélyevel

2 T L
198) o 7l =5 F' () 454 2
Gprig OB, P
19¢) ¢ a3 :taq)
rendezés utan ezzé lesz:
mo=P—Q%
hol
92V 2] 92V
Pty g PO+ H
a2 02V , 2z d2V 92V
i —9 T2 ag- +;.595n-b-2

5kl o ;
Foltéve mar mostan, hogy se — se @ mnem zéro, mely
0

% dg N
esetekben P se az, szorozzuk az 5e) egyenletet % -vel, elimi-

%) A 10) alatti megolddsra az itt bemutatandé vizsgalat vezetett,
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naljuk ki beldle a 19a) segélyével a o variabilist s egészeljik
az igy ered¢ diff. egyenletet ; akkor ez ered:

T

203)‘):(1’—'/‘.‘3—(17—{—1/)1 ()

oo
Ugyanazon foltétel mellett gondoljuk mar részrél az 5e)-bol
. ﬂ/ . d
a 19¢ utJan;% értéket eliminalva, az eredé egyenletetg—) -vel
szorozva, a szorzathol a 19a) segélyével =z értéket kikiiszo-
bolve s az igy eredé diff, egyenletet egészelve ; akkor ez ered:

20b) 0o = ¢ —}—f%_% do 4+ v (v)

Ezek utan a 20a egyenletet r szerint s a 20b)-t ¢ sze-
rint derivalva, lészen sorban :

s mivel 7% — ?—Q, tehat e kettéhol
or op

o——f dw+ T bt (1)

mely egyenletet, o elzmmalma utdn, m szerint differentialva
veégre ez ered

200)0=~»& Q+

E 177‘_
Vb1

Szdmitdsunkbdl tehdt az kivetkezik, hogy ha csak nem

vagy :
[
a)|
WEi—0
vagy
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Q=0

l P—0
ugy a keresett kizis megolddshoz tartozd F (r)-nek sziikseqké-
pen ezen egyenlet megolddsa’nak kell lenni :

] 8 Q T
e

mely utobbi egyenlethen a = nemesak hogy hatarozottan va-

L 07 .
ridbilis de — o 0kabol) nem is lehet csupan az » fiiggve-

o e
nye; az egyenlethen tovabb4 = r és F (r)-en kivil mas val-
toz6 nincs.

Az « esetben mar mostan

T = F1 (r)
tehat

21a)z = @ ¥, (r) 4+ F. (v)
Ezt betéve F (r) = 1 4 02 + :—; egyenletbe, lészen

rendezés utan

0= 143, (1) + O R 2, 0)F () +g7 R ()
mely egyenlet csak ugy allhat meg, ha F.' (r) =o. A 21a)
megoldas kovetkezéskép ezzé lesz
Z=ag4F. (@)

melyr6l tudjuk mar (2. §. 1. 3. §. L), hogy csak ugy képezheti a
propeller differentialis egyenletének megoldasat, ha F. (v) =
f(r) (103,)

A B) esetet illet6leg a P = o, azaz (1. §. 5b begelyevel)
kifejtés és a o2 eliminalasa utan a belole ered6

) 2F'(v) G w2
0o— 1(——-+—\+[—1+ o |[Fo—1-2
egyenlet, melynek allani kell = mmden extekenel e kettove

oszol :
== o]

i iy +2_§(1(;)
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Amde e ket egyenlet koziil a méasodikbol :
2log c F (v) =-r2:+r

mely érteket az elsébe helyettezvén képtelenségre joviink. —
Ennél fogva a () eset 1em vezet kizis megolddsra.

Hogy pedig végre a y) eset sem vezet kizos megoldasra
arrol igy gyozodiink meg. A % érteket az 5a) 5b) segélyevel

kisz&mitva, lészen

3 [FO?”1JL§33ﬁ~%4—n£@?J%E

BRI ECRS (i pe i elcn

VEma1-3
mely érteket a 20c) egyenletbe helyettezve gondolva, lészen
kifejtés utan

| &

Q 1 2
> +
P : x? - x2]3
T 2\/F(1 )—1 R \/[F(r)--] __ITEJ
Miutéan pedig az F (r) csak az r fiiggvénye, tehat a 20e)
egyenlet 7 = oo illet6leg = = o tevése altal a kivetkezs ket-
t6vé oszol
aI'(1—2F(1°))F(r) 2
a—r' 2F‘(r) =I‘[F(I‘)—1J

20e) 0 = —

D

r

T e s
51-F‘(_11~.);1+[F%)_§]F'(r) r?\/F(r)—1

Amde e ket cgyenlet koziil az elsé fiiggetlen lévén a
k-tol, csakis ugy allhat a méasodikkal egyiittesen, ha legalsahb
is a kovetkezo kettd egyiitt allhatna :
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Fo)VF@)—1
20f) - =0
d1 F(r)—1 2 £
‘;r“‘F[Fas“EJF S
o d VF(r)—1 40 1
Sldr . [F—1 2 ~ 3H. 0 " /P —1

Lsmiibae o0

melyek kioziil az els6 k = o, a masodik k = oc-gya tevéseé-

vel eredt.

Azt allitjuk mar mostan, hogy e két egyenlet ellent-
mond egyméasnak. Valojaban a 20f)-bél integralas utjan
ez ered :

or (I)VF(r)—l

) Fa)—1 2

)r = [FTF) 5 ‘F @)
melynek segélyével a 20g) ezzé valik:

08) 3. s7p e — :
drr2F (r) ) F()—1 1

Amde a 20f') egyenlethsl

F,(r)zF(r)]/F(l)— 11 F@ VFQ@—1
2 — % F (v) : 9

=C?

mig a 20g ')-bél
1 1
P =P et — )

mely két egyenlet ellenmondésban allvan egyméassal, nem all-
hat meg egyiitt a 20f és 20g) sem. Kivetkezéskép a ) eset
sem wvezet kizos megolddsra

q. e. d.
II. A 10) egyenletek 4altal képviselt csavarfeliiletnek
végre még azt a tulajdonat is kiemeljiik, hogy rajta kiviil
nincsen olyan propeller, mely ezen méasodrendit partialis diff.
egyenletnek képezné megoldésat:

62
21) ’a?? g

Hogy ez 4ll, arrol konnyii meggyéz6dni. Valojaban, ha
a 21) alatti egyenlet altaldnos egészlete
2la)z = @ F (r) 4 £ (r)
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a propellerek part. diff. egyenletébe (p.az 5d alatti alakja-
ban) behelyetteztetik,  akkor egyszerii reduktiok utan a pro-
pellerek egyenlete ezzé lesz:
0=M ¢34 M ¢+ M ¢4+ M
hol (Fy fi F. £, els6 illetéleg masodik- derivaltakat jelolvén)
My=(—F:*+3rFT.) (k—F) 4 4rF,+,
M, = (— 3F; fi +3rF; f.+6r F. F.f, ) (k—F)+12r Fif, ,
M,— (—3F}f, *— br°F, F2—F, 6 F. f, f,--3r F,f} —
—1r 'K, F2—1rF.) . (k—F)4 4rF,2(3f,2 —
—r2F242kr2F 4 1),

M3 — [—fl S b 2f1 F 2_f1 +1'fz (3 f1 —pr— 2:E‘ 2—1)J (k —F)

+4rF fi (fi2—r2F24-2r2kF4+1).

Ebbél kovetkezik, hogy a 21a) egyenlet csak ugy képez-
heti a propellerek part. diff. egyenletének megoldasat, ha az{-
(r) és F (r) meghatarozasa altal a kivetkezs egyenletrendszer
teljesiilhet :

22a) My = o; M; = 0; M; = o; M; = o.

Azt allitjuk mar mostan, hogy e négy egyenletnek csak
ez az egy kozos megoldasa van:

i F.] E
224) lo= (fizbr2F241) fi— (Bf,2 —1r—2F2—1)rf2

Hogy ugyanis ezen egyenlet-par megoldja az elébbi né-
gyet, az kozvetleniil vilagos, miutan F, = o altal az M,, M,,
és M, elenyészik, mig az M; = o0 a 22b masodik egyenletévé
valik. Hogy pedig a 22a) egyenletrendszernek ezen kiviil més
megoldésa nincs, arrol meg lesziink gy6zédve, mihelyt kide-
riil, hogy az F, szorzo elhagyésa utan a 22a)-hol eredd egyen-
letrendszer ellenmondast tartalmaz.

Amde az F, szorzo elhagyasaval a 22a) egyenletek ko-
ziil az els6 kettd ezzé lesz:

—F k—F) 4 4rF2 4 3r k—F)F, =0
220){

[(_E +F,) (k-F) 1 4r F, ?]ﬂ—}-rF, (k-F)f,—o

Ezek koziil az elsot r (k — F) F, szorzattal osztas utan
egészelve, rovid 6sszevonis utin ez ered :
22d")er (k — F)* = F, 3

29)

1



48 A PROPELLER 1S PERIPELLER FELULETEK ELMELETEHEZ.

hol ¢ allandot jelent. Ezen egyenlet segélyével kikiiszobolvén
az F. masodik derivaltat a 22c) masodik egyenletbél, ezen
egyenletre joviink :
224" (—k+F44rF)fi +83r(k—F)f: =0
Kiszamitva azutan ebbol az f, értéket, tegyilk be az
M, = o egyenlethe ; lészen akkor rovid Osszevonis utan

22d") f, [—(4F *+r2)(k—F) +(—F 2+3kF+2r'-’)21'F1] =

n

Osszehasonlitva mar mostan a 22d°) és 22d"") egyenle-
teket, kozvetleniil viligos, hogy csak ugy nem mondhatnak
ellent egymasnak, ha fi = o. Miutan pedig f, = oa 22d")
egyenletet is megoldja, azért allitasunk helyességének bebi-

zonyitasara elég lesz megmutatnunk, hogy

F,2 =cr (k — F)*
22dhisidii==10

M. =o0

egyenlet-rendszer egyiittesen nem 4llhat. Amde az M, = o
egyenlet a megel6zo kettd altal ezzé lesz:

2r B, [—F2+4 3k F 4 2r?] = 4F* 4 r2) (k — F)
mely egyenlet a 22d ') alattiak elsejével csakugyan ellenmon-
dasban all.

Be van tehdt bizonyitva, hogy a
z=¢F (r) 4+ f(r)

egyenlet csakis ugy képezheti a propeller-probléma megoldd-
sdt, ha F (r) és f (v) meghatdrozdsdra a 22b egyenletek szol-
gdlnak, melyek integralasa ltal e kettd ered:

: a=F ()

rf'(r)

14+ 541 0
hol a és ¢ Allandokat jelolnek.

q. e d.
Megjegyzés. Martin szerint a propellerek partialis diff.
egyenlete ez volna: (Erémitani csavarfelilletek, 6. lap)

I SV

hol @ == (z,n) és % ugyanaz, a mit mi k-val jeloltink. Ha te-
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hat ezen diff. egyenlet helyes volna, akkor megoldasat e §. 1.
szama alatt bebizonyitott tétel szerint csak
10)z = a ¢ + £(r)
képezhetné, hol az f (r) meghatarozasara ezen diff. egyenlet
szolgal (2. §. 10a)
vt iy

10a) constans = o S
[ 145+t 0]

Amde, miként az 1. §. 4b) alatti egyenletek elsejcb6
kozvetleniil foly,

ga—\/9+ —\/ ) ((Jg

lévén, a 10)-nek behelyettezésével

te = \ £4(r)? _}_la:_- :

Hogy pedig ez az eredmény homlokegyenest ellenkezik
az x) alattival, arrél a 10a) egyenlet egyszerii megtekintése
meggy6z. Kivetkezéskép a propellerek Martin-féle diff. egyen-
lete s vele értekezésének alapja teljesen elhibdzott.

Ezen diff. egyenletéhdl azutan mindenesetre sajatszerii
kovetkeztetések utjan *) azon eredményre jo, hogy a legjobb
propeller-feliilet egyenlete ez : (Erém. csav. 9 1.)

SV e
g 5?1/(2—) e

mely eredmény megint a II. alatt bebizonyitott tétellel all vi-
lagos ellenmondéasban.
Martin értekezése tehdt alapjdban, kivetkeztetés mddjd-

ban és végeredményében is helytelen.
Kolozsvartt, 1875. évi october 10-kén.

*) L. 8zily akadémiai birdlatdt a nevezett értekezés elss lapjain.
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