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(Előterjesztetett a III. osztály ülésén 1871. April 17).

1.

Történelmi jegyzetek.

Azon mennyiségtani feladatok története, m elyekkel a 
következő lapok foglalkoznak, egyik legtanulságosabb sza
kát képezik tudományunk fejlődésének, megmutatván, mily 
szoros összefüggés létezik ennek minden ága között, még 
ott is, bol azt legkevésbé sem gyanították. Teljesen külön
vált utakon fejlődött az algebra — az egyenletek föloldásá
nak tana —  és az elliptikus, valamint az ezekből átalánosított 
Abel-féle függvények elmélete ; csak a legújabb idő deríté 
ki a mély összefüggést, mely e két tant egybeköti.

Az egyenletek föloldásának tana már az ó korban veszi 
eredetét. A  görögök ismerték a másodfokú egyenletek 
föloldását. A  X V I. században sikerült azután Scipio Ferreo 
és Tartaglianak a harmadfokú, valamivel később Ferrarinak 
a negyedfokú egyenletek föloldása. De minden további törek
vés hiában volt. Lagrange felfedezte, bogy minden egyenlet 
megoldása egy másik egyenlettől, az úgynevezett feloldótói 
(resolvente) függ, mely a negyedik fokon túl magasabb az 
eredetileg föladottnál Ruffini nemsokára már kifejezést
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4 DE. KÖNIG GYULA

adott a valószínűségnek, hogy a magasabb mint negyedfokú 
egyenletek algebraice meg nem oldhatók és Ábel ezután szigo
rúan be is bizonyitá é fontos tételt.

Az átalános n-edfokú egyenlet

x ” 4 "P í 33,1—1 -\~V2 3,11-2 -(-•••• ~  0
meg van oldva, ha sikerült az íc-nek n értékét a p i , . . . p u 
együtthatók által kifejezni; meg van oldva algebraice, ha ezen 
kifejezések csak algebraicus műtéteket, azaz legfelebb gyök
kivonást rejtenek magukban. Ábel tétele tehát azt mondja, 
hogy hasonló alakzatok, mint a 2, 3, és 4-edfokú egyenletek 
számára léteznek, magasabb foknál nem fordulhatnak elő. 
E  ponton soká szünetelt e tan; csak 1858-ban tette közzé 
Hermite az ötödfokú egyenletek megoldását az elliptikus 
függvények segítségével, azaz, hol az ismeretlennek kifeje
zésében az egyenlet együtthatói által e tanból vett függ
vényjelek szerepelnek.

Azonban az elliptikus függvények terén is elég ho3szú 
út kellett ezen eredmény elérésére. Miután Legendre a tan 
alapját megvetette az ellipticai egészletek részletes vizsgá
latával (melyeket ő a mienktől eltérő terminologiával függ
vényeknek nevez), Ábel és Jacobi egyszerre jutottak az 
ezekből az u. n. „megfordítás“ által keletkező függvények
hez. Ezek nemcsak a változótól, hanem még egy határzat- 
lari állandótól, az u. n. mérfok, modultól függvén, keletke
zett a feladat, kutatni az összefüggést, mely különböző m o
dullal biró elliptikus függvények közt létezik. Ez az átala
kítás (transformatio) nagyhírű problémája. Ennek folya
mában mintegy önkényt merülnek föl bizonyos magasabb 
fokú egyenletek, a modular-egyenletek és mások, melyek 
azonban végszerü helyettesítés által átmennek a már emlí
tettekbe. Az egyenletek megoldása az átalakítás elméle
téből foly ; de fokuk mindig páros szám. A  főérdek pedig az 
egyenletek elméletében azokat illeti, melyeknek foka törzs
szám. Az oly korán elhunyt Galois monda ki azután, hogy 
e modularegyenletek fokát bizonyos esetekben egy gyei lejebb 
lehet szállítani. Hermite volt végre, ki e reductiót valóban 
kivitte, és kinek sikerült az így 5. fokra hozott 6-odfokú
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modularegyenletet az átalános ötödfokú egyenlettel azono
sítni. Ettől egészen eltérő módszert, de mely szintén az 
elliptikus függvények átalakításából vett egyenleteken alap
szik, köszönhetünk továbbá Kroneckernek.

A  föladat, melyet itt magamnak kitűztem, a modular- 
egyenletek tulajdonait részletesen vizsgálni és ebből kiin
dulva átalánosan meghatározni az egyenletek azon osztályát, 
melyek ellipticus függvények által föloldhatók. Mielőtt azon
ban ehhez foghatok, szükséges lesz az átalakítási elmélet 
legfontosabb tételeit összeállítani.

2 .

Tételek az elliptikai függvények átalakításának 
elméletéből.

Ismeretes, hogy a következő kifejezés
cl x

/(l— X 2) (1— C2X 2)

neveztetik első fajú elliptikai normálegészletnek, és az ebben 
előforduló c határzatlan állandó az egészlet modulusának, 
hogy ezen egyenlet megfordítása adja az első elliptikai függ
vényt a sinus amplitudo-t:

x  —  sn. u,

mely kétszakaszos, és melynek szakaszai 4 C és 2 i C ‘, ha 
11 d x  ,

oV(l— x 2) ( l — c 2x 2) J
és

n  í*1 ^ X
C J oV(l— í»2) (1-[1 — C2]x2) '

Megjegyzendő még a sinus ampl. kifejezése két sor
hányadosa által, mely következő :

1 Vi (v ,r )
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&l (v, r )  =  2q f sin v n  —  2q} sin 3 v n -|—  • • 
tfo (v ,* )—  1— iq  cos. 2 v n -j-  2ql cos. 4 v «-(-■•■ •

és még
u

V ~ Y C ’
végre
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mely utolsó mennyiség r a thetafüggvény modulusának ne
veztetik.

Térjünk most már át az átalakítási feladat szoros meg
határozására.

A z n-edfokú átalakítás két mennyiségnek, az a együtt
ható és k átalakított egészleti modulusnak oly meghatáro
zásában áll, hogy

y =  sn

továbbá a cosinus ampl. és della ampl.-nak nevezett két ell. 
függvény :

V I  — y'1 és Y 1 — k 2 ŷ2
az

x ~ s n ( u , c ) ;  1— x 2 =  cn(u ,c) ; \  1—x - ~ d n ( u , c )
kifejezések n-edfokú végszerü függvényei legyenek.

Be van bizonyítva, — itt csak az eredményeket sorol
juk elő röviden, — hogy ekkor az *  és y  hoz tartozó theta- 
függvények modulusai, t és t' közt a következő összefüggés 
létezik :

b o -4— b\ t
' x —  — DL------   >a, - f -a , t

a hol még
«o bi —  cii bo = n ,  

az átalakítás foka. — Viszont most az átalakítás tárgyalásá
ban ezen utolsó definitióból indulván ki, a különböző n-edfokú 
átalakításokat úgy osztályozhatjuk, hogy az

«0, fJ‘\j ba, b\
a»', a / ,  h  \ b\‘

számcsoportok által jelzett átalakítások ugyanazon vagy
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külön osztályba tartoznak, ha az átmenet az elsőtől a máso
dikhoz lehetséges vagy nem oly átalakítás által, melynek

«0, fii j /ío, |3j
csoportjában

«0 /íl, —• «1 /». =  1.
Hosszabb fejtegetések mutatják, hogy az osztályok 

mindig véges számmal vannak, és pedig, ha a transforma- 
tio foka

n = P i P Í

hol p i, |>2, • . • pt az n-ben foglalt törzsszámokat jelentik, a 
különböző osztályok száma

P i~ l p I ~ '  • • -p;0 -1  (P ‘ +  ! )  f a  +  J) • • • !)>
mely kifejezésről megjegyezzük, hogy, ha az p kite
vők egyenlők 0 vagy 1-gyel, ezen szám az w minden osztó
jának összegével egyenlő. —  Ezentúl pedig csak ily n-eket 
fogunk a vizsgálat tárgyává tenni, melyek négyzetes osztó
val nem birnak, miután a többiek semmi újat nem adnak. 
Az ily fokú átalakítás mindig átalakításra és sokszorozásra 
vezethető vissza.

Ezen előzmények után átmehetünk a modularegyenle- 
tek képezéaéhez.

Ha ismét c az adott elliptikus egészlet modulusa, y en ek  
tulajdonképen 4 különböző értéke van, de a következőkben 
e gyök alatt mindig egy értéket akarunk gondolni, t. i.

4  _  8

V c = V 2 V ? { ( l+ g a) ( l+ g * ) ( t -H 6) . } 2( W ) ( 1-<z3) ( 1 - 2 5)..

hol, mint azelőtt

q =  e ™ ,

és t az illető thetafüggvény modulusa. íg y  tehát az ellipt. 
egészlet modulusának egy bizonyos negyedik hatványgyöke 
mint a hozzátartozó thetafüggvény modulusának egyértékü 
függvénye határoztatott meg, a mit Hermite után követke
zőkép jelölünk :

i
u = y c = c p  (t).
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Legyen most már az átalakítási fok törzsszám, p. —  
A z előbbiek szerint akkorp  - f - 1 egymástól különböző osztály 
létezik ; válaszszunk mindegyikből egy képviselőt és pedig 
a következő számcsoportok által jellemzetteket 

1, 0 , 1 6 f ,  p
hol | egymásután a 0 , 1 , . . . p  — 1 értékeket veheti föl, és

p , 0 , 0 , 1.
Az átalakítási feladat megfejtése az átalakított egész- 

leti modulus meghatározására a következő alakzatot adja,
4

ha ismét v =  \k  az átalakított thetamodulusnak
,_&o ~j~ b, t

Z  ------- j
Cto “J~ Ct\ t

4
ugyanazon egyértékü függvénye, mint u =  \c a r-nak; 

v - fV c )?  snc-— (r —16|) snc.-— (r—16|).,.snc.^^——— (t—16f) 
x ' J p  p

hol
I —  o, 1, . . . ,  p  1; 

snc. =  sinus coamplitudo =  

a mi p  értéket ad, a p  -j- le d ik  osztály számára ped ig :
„ 4/N d 4 C  8  C 2 ( p - l ) C

v —  (V c ) snc•'—  ------  • • snc. ——-------------v ' '  p p  p  
Ha pedig a Hermite-féle függvényjellel élünk, az

u — q> (t)
átalakítottjai,

/ * —16 £'
v —  qp ---------

V p
hol | =  0 ,  1 , . . ., p — 1 , és

® V (p  *)•

Ez utolsóban j  az ismert Legendre-féle jel, mely- 

n ek értéke
/  2\ p3- 1

Ezek után képesek vagyunk mutatni, hogy létezik egy 
P -(- 1 - ed fokú algebraicus egyenlet, melynek gyökei az elő-
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sorolt v-értékek, és melyben a v (mint ismeretlen) egyes hat
ványainak együtthatói az w-nak egész függvényei. Ezen 
egyenlet neveztetik a jp-fokú átalakításhoz tartozó modnlar- 
egyenletnek. Alakja, ha például p =  5, a következő : 

v 6 -j- 5 u 2 v 2 (v 2 — u 2) — 4 u v (1 — u* v 4) — u 6 —  0.
Mi röviden így fogjuk je lö ln i:

0 P (v, u) =  0.
Eddig csak a törzsszámú átalakításhoz tartozó modular- 

cgyenlet fogalma határoztatott m eg; azonban ennek kiter
jesztése könnyű. Ha

n ~  P l P*  • • • pc 
négyzetes osztó nélkül, létezik

(Pi ~h 1) (p? -h 1) •. • • (pr +  1) 
különböző osztály és ugyanily fokú modularegyenlet. — A 
gyököknek az előbbihez hasonló kifejezéseit könnyen le 
lehet hozni; azonban itt inkább oly elvre akarunk figyel
meztetni, mely ezek képzését az előbbiekétől teszi függővé, 
de épen ennél fogva a későbbi számításokban igen alkalmas.

Legyen az átalakítás foka n = .p t p2, akkor egymás
után vihetjük át a p í és -fokú átalakítást; az eredmény 
ugyanaz lesz. Képezzük tehát a jpi és fokokhoz tartozó 
modularegyenleteket:

0pj (w ,u )  =  0 
Bp ± (v, w) =  0 

és helyettesítsük a másodikban ío-t, e mennyiségnek az első
ből folyó értékei által. Világos, hogy így p\ -J- 1 különböző 

egyenletet kapunk, melynek gyökei az u p 2 —  w-ed- 
fokú átalakítottjai. Azaz, a p, p -̂íohú. átalakításhoz tartozó 
modularegyenlet

&pi 'p2 (v, u) =  0 
nem más, mint a w kiküszöbölésének eredménye a

®Pi (v, w)
' és

Qp2 (tv, u)
modularegyenletekből.*)

*) Hosszadalmas volna az említett tételekre m indenütt n kútfor- 
rásokat idézni, 1. K ön igsberger kézikönyvét ; „Transform ation  der e llip 

tischen Functionen.“
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3.

A  modularegyenletek gyökeinek cyclusai és ki
fejezései tört hatványsorok által.

Valamely többértékü függvényt magába visszatérő 
görbén folytatván, tudjuk, hogy visszajővén a kiindulási 
ponthoz, nem kell ugyanekkor a függvény eredeti értékét 
visszanyernünk, ha a görbe u. n. elágazási pontot rejt magá
ban, azaz olyant, melyben a függvény több értéke összeesik. 
Csak többszöri körzés után tér vissza a függvény eredeti 
értékéhez; azon értékek pedig, melyekbe egymásután át- 
megy, az illető elágazási pont körül egy cyclushoz tartozók
nak mondatnak.

A használandó elmélet bővebb kifejtése végett Puiseux 
Liouville lapjának X V -dik  kötetében foglalt értekezésére 
utalunk.

A  modularegyenletet többértékü algebraicus functió 
meghatározásának tekintvén, keressük ennek elágazási pont
jait. Mint ilyenek ismeretesek egyelőre a 0-pont és az egy
ségnek nyolczadgyökei, melyeket «-val akarunk jelölni. 
Mint a törzsszámú átalakításhoz tartozó modularegyenletek 
elméletéből ismeretes (1. Sohncke, Crelle’s Journal, 16.), 
ekkor az első esetben a v-nek mind a p  -j-  1 értéke összeesik, 
ha pedig u — a, azaz az egészleti modulus négyzete egyenlő 
az egységgel, akkor az egyenlet p  gyöke egyenlő

a p  -f- 1-edik pedig az egység.
Első feladatunk legyen, most a nem törzsszámhoz tar

tozó modularegyenlet gyökeinek kifejezése a qp-fíiggvény

helytelen a lehozást is közölni, miután a használandó mód
szer az eddig használtaknál könnyebb és rövidebb. Alapszik 
a már említett elven, miszerint a nem törzsszámú átalakítás
hoz tartozó modularegyenlet az ilyenek közt való kiküszö
bölés eredményének tekinthető.

által. A z eredmény már ismeretes ugyan; de nem lesz talán
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A gj-függvény definitiója v o l t :

qp(*)=V2 V í  K1 +  ?2) C1 } 2( ! —Ö'Kl— — « 5̂ --

hol q —  e.T',z. Legyen most a tárgyalandó átalakítási fok
n — p-^p2

akkor a
Op{ (v ,w ) —  0

egyenletnek gyökei:

V (- ....)  ho1 I ' =  ° . 1) • • •, P ~ l

és

a
0p 2 ( w ,u ) ~  0

egyenleté hasonlókép.

cp ^ h o l  f  =  0, 1, . . . p? —  1

és

( i )  9 (l>* *)•

Tudjuk —  az említett elv szerint — hogy megkapjuk a

&p1 ¡72 ( v, u) =  0

egyenlet gyökeit, ha a t  helyett a 0p 2 gyökeiben a qp-jel 
alatt álló értékeket vezetj&k be ; mert evvel világos, hogy 
nem tettünk mást, mint a pi és p 2 fokú átalakítás egymás- 
utáni kivitelét. —  Csak az tehetne nehézséget, hogy a qp-jel

előtt álló j  positiv vagy negativ egységet jelenthet. De,

mint ezt az elmélet elemeiből itt ismeretesnek kell felten
nünk, a modularegyenlet semmit nem változik, ha u és v föl
cseréltetik — u és — D-vel. —  Ha tehát r' az illető érték által

helyettesíttetett, a végeredmény elé csak Írandó, és a

%>i2>2 gyökét megtaláltuk. Ezen előzmények után ezeket 
már föl is Írhatjuk ; lesznek a következők:
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és
2

Pi 1 \P*
CP (pi J>2 T)

r =  o, i, 
£ =  0, l ,

■ > P i "
. ,P2-

összesen (pi -}- 1) (p-i - f - 1) érték. — Rövidebb alakba öltve, 
lesz az első, mely az | és £' kíilönbözö csoportozásai által 

p2 értéket képvisel, mintán a g>-jel alatt álló kifejezés
t ~ 16 (£ 4 -  j>2 IQ

p ip *
és | -}- p 2 I', mint könnyen látható, a Ó tól a p\ 
den értéket egyszer vesz föl :

(r—16 x\cp
Pl p2

:0, p2— 1

-1-ig min-

(1 )

A  második gyökcsoport megtarthatja eredeti alakját:

(2 .)I 1’’
P 2 16 x

és x  egymásután 0, l , . . . p i — 1 értékeket vehetvén föl, pi 
gyököt képvisel. A  harmadik csoport átváltoztatására nézve 
megjegyezzük, hogy a qp-függvény szakaszos és pedig 

<j) (t - j - 16) =  ff (t) 
t. i. a változó csak q =  mennyiségben fordul elő ; £-nak 
egész hatványai tehát már 2 re nézve is szakaszosak; ekkor 
a q csak e2ro azaz egységgel szoroztatván; de még

8 TOT 7 t /( T - } - 1 0 )  5IÍT

qzzz e s =  e 8 = :e  8
is előfordul; tehát 16 lesz a szakasz. —  Az eredeti alak

'pi r-— 16 £C|)x 

V~hol 03 =  0 ,1 , . . . ,  p2 — 1. A  magasabb számtanból most már 
tudjuk, hogy miután p\ és p 2 relatív törzsszámok, az xpi 
által képviselt számok p2 osztóra nézve a 0, 1, . . . p t— 1 
maradékokat hagyják. —  A  hányadost tekintetbe vennünk
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(3.)

nem kell, miután egész szám, és tehát 16-tal szorozva a függ
vénynek egy szakaszát képezi. íg y  téhát a 3. csoport kife
jezése :

f i . )  v * ~ 1 6 x  
\pi J \ pi

A 4-dikre nézve csak megjegyezzük, hogy 
2 \ / 2

és ez igy lesz
p i j  \p% /  \ pi P'i

[ ~ ~ )  <P 6*  P> *)• (4-)

Az út, melyen ez eredményhez jutottunk, oly egyszerű, 
hogy azt még egy harmadik törzsszorzóra ismételni fölösle
ges volna. Az átalános eredmény a következő lesz :

Az n = p i  p 2 . . .  ,pp fokú átalakításhoz tartozó modu- 
laregyenlet foka :

(pi +  0 6 > * 4 - i ) —  Op +  i )
(e kifejezést ezentúl 8(n)-nel jelöljük), melynek gyökei 

^2\ fd r — 16 aA
,d )  <P (, d‘ J

alak által adva vannak, hol d egymásután az n minden ősz-
TI

tóját jelöli, d‘ pedig egyenlő ^ ‘ veh végre x  =  0 ,1. . . d'— 1.

A használttal teljesen azonos módszer alkalmas e tétel 
bebizonyítására 3 vagy több törzsszorzónál ; átalánosabban 
p-ról q -f- 1-re is lehet következtetni; de ezek mind oly egy
szerű dolgok, hogy itt bátran mellőzhetjük.

Inauguralis iratom ban: „Zűr Theorie dér Modular- 
gleichungen“ a 0  (v, u)  egyenlet gyökeit végtelen kis u szá
mára meghatározván, ebből indultam ki a sorfejlődések és 
cyclusok vizsgálatában. De e meghatározás, mely csak a sor 
állandóinak kiszámításánál szükséges, kissé hosszadalmas ; 
miért is itt a gyökök kifejezését a <jp-függvény által fogjuk 
használni.

Lássuk, mi történik cp j gyökkel, ha az u —  0

körül zárt görbét ir le. Ekkor, mint az u kifejezéséből lát
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hatni, q ia ezt teszi, de míg u egyszer irja le, q nyolczszor 
körzi a zérust azaz lesz q-ból q.el&~! , de miután:

ez nem más, mint a r-nak növekedése 16-tal. Azaz a

De ezen mennyiségek, hol x  a 0, 1,. . .  d-—'1 számok 
bármelyikét, de mindig ugyanazt jelenti, ugyanazok, mintha 
az elsőben x  ezen értékeket egymásután veszi f ö l ; mert 
ismét tudjuk a magasabb számtan egy már használt tétele 
szerint, hogy az

mennyiségek d' osztóra nézve a 0 , 1 , . . . .  d'— 1 maradé
kokat adják ; a hányados pedig semmi befolyással nem bir, 
16-tal lévén szorzandóésigy a függvény szakaszátképezvén. 

Ezek után a nyert eredmény következő :
Ha az átalakítási foknak, n-nek egy osztója d, a hozzá 

tartozó modidaregyenletnek gyökei közt, d egy cyclusla tarto
zik. íg y  tehát annyi cyclus létezik, a mennyi osztója vau 
n-nek. Legnagyobb osztója az n maga, van tehát egy n gyök 
ből álló cyclu s; a legkisebb 1, van tehát egy gyök, mely a 
0-t körözvén önmagába tér vissza.

Valamint az osztók összegét S(n), úgy most az osztók 
számát S‘(n)-ne\ je lö ljü k ; úgy hogy most röviden mondhat
juk, hogy az n-ed fokhoz tartozó modularegyenletnek, van S(n) 
gyöke, mely S‘(n)  cydúsra oszlik.

Tudjuk azonkívül a kifejtésből;, hogy valóban csak d 
körzés után és nem talán már előbb tér vissza a gyök ere
deti értékéhez. De ebből a 0 pont körül éivényes sorfej- 
lődéseket tüstént leírhatjuk. Mint azt Puiseux a már emlí
tett értekezésben bebizonyította, ha valamely pont — a—

lesz az első körzés után

a második után

x ,  íe —J— c?, x -\ -2 d ,  . . . . ,  x-\~ (d ‘— 1 )d
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körül egy egyenletnek d gyöke képez egy cyclust, úgy mind
egyik egy

1
(u —

hatványai szerint haladó sorba fejthető ki. A  modularegyen-
i

letnek tehát minden d gyöke a 0 p. körül ua szerinti tört 
hatványsor által fejezhető ki. Határozzuk még meg, micsoda 
taggal kezdődik valóban a sor. Ha u —  Ü, úgy a modular- 
egyenlet minden gyöke szinte 0. A z első állandó tehát m in
den esetre elesik. Keressük még e zérus rendjét. Legyen

. d T —  1 6 x  d  . 1 6 x
/ ____ ^ TZl ¿14q ~ e  a =  q a e d

akkor
r_i a s

» ( — ¿ A )  =  Y m  Í ( l + 2 <1)
8

-1 /  " 1 6 x  8  d

=  l / 2 \ / e “ 7rí̂ y ^ -  { ( l + 2 '* ) ( l  +  2/‘ ) . . . } * ( l - ? 0 ( l “ 2<* ) -

míg

q> (*) =  V 2  ]/q {(1  +  q"-) (1 +  ff * ) ...}*  (1 -  2 * ) -------

-----^7 — I úgy lesz =  0 mint

fa 0 ) } d'
vagyis hogy a modularegyenlet illető gyökének sorfejlődése
d

u&' hatványnyal kezdődik ; hisz f  (t) =  u.
Vezessük be most már a modularegyenlet gyökeinek 

megkülönböztetésére a következő jeleket. Legyen a mod.- 
egyenlet gyöke v; lássuk el a betűt két jelzővel; az első 
jelentse a cyclust, melyhez tartozik, azaz a gyökök számát, 
mely ebben foglaltatik; a második jelző pedig a gyök  sorszá
mát a cyclusban. Ebben még némi önkény rejlik ; ez eltűnik, 
ha megállapítjuk, hogy a második jelző akkor legyen 0, ha 
a gyöknek a cp általi kifejezésében cc =  0. E szerint lesznek 
a gyökök v^ t- hol d az n minden osztóját, és i  minden szá
mot jelöl, mely <^d. —  A z előbbiek szerint tudjuk most, 
hogy p. o.



(d') 1  (d '+ l )  d '+1
V j í0  =  cd  U,[ - f -  Cd U d

sorfejlődéssel bir. Ha már most az u = - 0  pontot egyszer kő-  ̂

rözzük, lesz v j  0-ból i w-ból pedig u. e2ro' azaz wd -bői
1 2TCÍ 1

ude d , vagyis ha Ed az egység egy á-ed gyökét jelenti, Ed uA$ 
ezek után

( d ' )  d '  d /  ( d ' + l )  d ' + l  d  + 1

vd, l = c d C®d) u i 4 ~cd (Ed) u d +  • ‘ •
és u. t. vd, 2 '. . .  Vd, d— l számára. Megjegyzendő, hogy egy 
gyök sora az w-nak csak egész hatványait tartalmazza; ha 
t. i. cl —  1, lesz

d‘ =  — =  n 
d

tehát
(n) n . (n -fl) 11+ J T

\  o = ci u + C1 u H-------
ez természetesen az, mely a zéruspont körzése után magába 
tér vissza.

Evvel a gyököknek viszonyait a 0 közelében teljesen 
ismerjük; menjünk át most már azon pontok megvizsgálá
sára, a hol u az egységnek bármelyik nyolczadgyökét kép
viseli. Jelöljük ezt rövidség kedveért «-val. Feladatunk na
gyon megkönnyíttetik a következő tétel által :

A  modularegyenlet nem változik, ha u. és v helyett min- 
8 ________ 8 ________

denütt y « — u B és \ a — v s írunk. D e e helyettesítés által a 
föntebbiekből oly sorokat nyertünk, melyek u —  a pont kö
rüli körben lesznek összetartók, melyek tehát a szükséges 
adatokat tüstént szolgáltatják.

Miután itt nem lehet feladatom ismert fejtegetéseket 
ismételni, az említett tétel bebizonyítására, valamint a követ
kezőknél, melyek annak bővebb fogalmazását képezik, K ő- 
nigsberger már említett kézikönyvére utalok. (1. 32. éa 
180. lapon).

Ha c az elliptikus egéazlet modulusa, úgy a 
c 2 c “ 1 —  1

által meghatározott c' mennyiség kiegészítő (complementaris) 
modulusnak neveztetik. Valamint mi amazt

y c =  <jp 0 )
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a theta-modulus függvénye gyanánt tekintettük, úgy ezt 
c'-vel is tehetjük:

V e '= « / ,(* ) .
Akkor cp és ip közt a következő két alapviszony létezik : 

q>8 (t) -f- ip8 (r) =  1
és

» ( - 7 ) = = v W ;

továbbá i/<(T)-nak következő kifejezése:

V> W=(i  +  ?2)(l +  2‘) —  {(1—?)(1~q3) ---- }*,
a melyben

q =  «ott
mutatja, hogy

xp ( r - f -  2 ) = « /»  ( t ) ;  
tehát xp is szakaszos függvény; szakasza kettő.

Az említett helyettesítés most már (1. e. h. 182 1.) a
2\ / é h - 1 6 ?
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d l *  l d‘
gyököt a következő alakba viszi át :

( 2 \  (u t — 16
U ' ) V \ u' 

hol u a 16 | és d' legnagyobb közös osztója, továbbá
, __n

u
és az x  ismét 0 és u '— .1 közt való egész szám.

így  tehát ismerjük a kifejezést, melybe a modular- 
egyenletnek egy gyöke az említett helyettesítés által átmegy ; 
de a (¡p-hez teljesen hasonló xp függvény által lóvén adva- 
tudjuk egyszersmind, hogy a 0 pontra nézve micsoda cyclus, 
hoz tartozik, mert hogy ismét a modularegyenlet gyöke, az
említett tételből világos. —  De helyettesítsük most az illető

8

sorkifejezésben az u és v-t az illető gyökkifejezések \ a — u a
8

és \/«— v* által, és ismét a helyettesítés ugyanaz lévén, 
ugyanazon uj gyököt kapjuk meg. Legyen p. 0 .

d
vd\ Z —  c u d ' - 1- . . .  ( 1  )

A K A P . ÉRTEK. A MATH. TUD. KÖR, 1871. 2
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lesz 8-dik hatványra emelve

< 4 ,?— c —  (2-)
(hol nem Írunk c helyett c s-at; mert evvel csak állandót aka
runk jelölni, tekintet nélkül értékére.) írjunk most v a és u 8 
helyett « — v 8 és «— tt8, lesz :

« — 5 =  c ( « -  w8) d7 H-------  (3.)
Tekintsük most már e sort u —  a pont közelében, úgy 

hogy u — « igen kicsiny legyen. Lesz akkor
a— w3 =  a—- (a -f- u— a) 8 = :  —(— y2 -(w— a) -)- • • • (4.)

végtelen sor, melynek többi tagjait elhanyagolhatjuk; mert 
u — a igen kicsiny. Hasonlókép, ha a —  fi megfelel 
u— a-nak,

« — vd ' , i = a—  P)*— ^  4 - ^  ( « — P)-\-------- (50
és mindezeket a (3.)-ba bevezetvén, a következő egyenletet 
nyerjük, mely érvényes az u —  a legközelebb szomszédsá
gában : t

ői +  ^  ( v ,  t —  p) =  c {n  4 -  u  (u— a)} *  (6.)
vagyis a

vd‘, 5 =  4 "  V2 (u— a) d‘ ■ (7.)
Ebből tüstént következtethetjük, hogy v az u =  «  pont

i
körül oly sorba fejthető ki, mely az (u— a) & hatványai sze
rint halad, és melynek két első tagja a följegyzett. De ha

valamely egyenletnek gyöke bizonyos a pont körül (u— «)<?- 
hatványai szerint haladó sorba fejthető, úgy e gyök e pontra 
nézve egy d‘ gyökből álló cyclusnak tagja. De most tudjuk 
azt is, hogy a 0 pontra nézve micsoda cyclushoz tartozik a 
gyök. Ugyanezen gyöknek következő is kifejezése :

íu r— 16 aA 
» ( — - ) •

De a 0-pontnak körzése azonos a r-nak 16-tal való 
szaporításával, ismételhetjük tehát előbbi következtetésein
ket, melynél fogva e gyök a O-p.-ra nézve egy u‘ tagból álló 
cyclushoz tartozik.

Mielőtt e fejtegetést folytatnék, különösen arra kivá- 
nunk figyelmeztetni, hogy az « 8= 1  által meghatárzott 8 
pontra nézve a gyökök ugyanazon cyclusokat képezik. Az
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«-ról csak is az volt föltételezve, hogy az egység nyolczad- 
gyöke; az eredmény az a külön érté kétől független maradt. 
Az összefüggés is meg van határozva, mely a 0 és a pontok 
körüli cyclusok közt létezik; ezt azonban, a következőkre 
nézve igen fontos lévén, még részleteznünk kell.

Mindenekelőtt látjuk, hogy a 0 és a pontok körül egé
szen hasonló cyclusok léteznek. Minden az u hatványai szerint 
haladó sorfejlödésnek itt ugyanolyan felel meg az u —« sze
rint. Tehát a kilencz pont mindegyike körül lesz egy leg
nagyobb cyclus n gyökből, következnek azután cyclusok, 
melyeknek tagszáma megfelel az n minden osztójának, és 
létezik végre egy gyök, mely önmaga képez cyclust, azaz 
az illető pont körzése után önmagába tér vissza. Használjuk 
most a már kifejtett jelzési módszert az a pontokra vonat
koztatott gyököknél, megkülönböztetés kedveért a v-t vonás
sal látván el. Lesz akkor az illető jelek közt a következő ösz- 
szefüggés:

VA\\ =  v \ ,\ x  >

hol u a d‘ és f  q legnagyobb közös osztója (tulajdonké
pen d‘ és 1G £ közt; de ez ugyanaz, miután n és tehát d‘ is 
mindig páratlannak tétetik föl). Lesz azután :

, _n
u

Most már könnyen bizonyíthatjuk be a következő ér
dekes viszonyokat:

A 0 pontra vonatkoztatott n gyökből álló cyclus tartal
maz gyököket minden cyclusból az a pontot illetőleg és pedig 
q>(d) gyököt a d tagú cyclusból, ha ') (d) az ismert jel a maga
sabb számtanból, és a a d-hez relativ törzsszámok számát je 
lenti, rae’yek kisebbek a íZ-nél. Ép úgy van az «-tagú cyclus 
egy a pont körül, összehasonlítva a 0  pont cyclusaival.

Hogy ez valóban úgy van, könnyen beláthatjuk. T e
kintsük a vd gyök ök et ; a hányszor d és x relativ prímek 
lesz az u =  1; tehát «.'egyenlő n-nel; ez a q(d) definitiója sze
rint <p(á)-szer történik. Ha pedig u‘ — n , a cyclus, melyhez a 
gyök tartozik, n taggal bír. —  De ilyformán láthatjuk azt is, 
hogy ez által az n tagú cyclus ki van merítve, mert ha d és x  
nem relativ törzsszámok, az u nem lesz az egység; és a cyclus

2 *



tagszámát jelző n‘ kisebb az n-nél. Ebből tehát a következő 
tétel is fo ly ik :

2 ’qp(d) =  11,
ha a 2' jel által az n minden osztója utáni összeadást jelöljük. 
A  magasabb számtannak ismert alakzata, mely itt fölmerül.
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4.
#

A  foklehozás (reductio) feladata.

Valamely egyenlet megoldásának föladata nem köve
telhet mást, mint az adott egyenletet visszavezetni más, már 
ismert egyenletekre. így , a legegyszerűbb esetben, a másod
fokú egyenlet meg van oldva, ha azt bármi helyettesítés által 
a binomicus alakra, x 2~ a  hoztuk vissza. — A  Y  jelét isme
retes műveleti jelnek tesszük fel ekkor, daezára annak, hogy 
ez által jelzett mennyiség értéke, ritka esetek kivételével, 
csak megközelítőleg fejezhető ki.

Atalánosan tehát azon egyenletet mondjuk algebraice 
oldhatónak, mely a helyettesítések bizonyos sora által föl
oldásában csak is x" — a forma egyenletek feloldásától függ.

Ezekután világos lesz, mit értünk ellipticus függvények 
által megoldható egyenletek alatt. Ezek oly egyenletek, me
lyek ismét végszerű helyettesítések által a modular egyenle
tekre vezethetők vissza.

Feladatunk, most már keresni, vájjon léteznek-o ily 
egyenletek, és ha léteznek, ezeket felsorolni és osztályozni.— 
A  legközelebbi teendő volna azután, az egyenletek e tulajdo
nára nézve hasonló gyakorlati kritériumokat találni, valamint 
ezek Ábel és Galois által az algebraicus oldhatóságra nézve 
állíttattak fel, és végre a kifejtett módszerek oly átalakítása, 
mely azokat egyszersmind gyakorlati érvényre emelheti.

Az első kérdést a következő alakba öntjük á t : Létez
nek-e egyenletek, melyeknek gyökei a modularegyenlet gyö
keinek végszerü függvényei, és melyeknek együtthatói, va
lamint a moduláregyenletekéi, az tt nak egész függvényei'?
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Tüstént látjuk, hogy ha a moduláregyenlet foka $ (« ), 
csak ennél alacsonyabb fokú egyenletek forognak kérdésben. 
Hisz magasabb fokú egyenlet, melynek föloldása a modular 
egyenletére vezethető vissza, nem lehetne irreductibilis; azaz 
az egész függvény, mely baloldalát képezi, két önálló szor
zóra esik szét, és csak ezekkel egyenként kell foglalkoz
nunk. — ü g y  szintén maga /S'(«)-foku egyenleteket nem kell 
tekintenünk, ilyenek természetesen mindig léteznek, de is
mert elméletük itt nem ad újat.

További egyszerűsítést ad a magasabb abgebrának kö
vetkező tétele:

Valamely egyenlet gyökeinek végszerü függvénye mint 
ugyanezeknek egész függvénye állítható elő.

Tehát csak oly egyenleteket kell tekintenünk, melyek
nek gyökei a modularegyenletek gyökeinek egész függvé
nyei. Ha nem egész, könnyen átvezethető ezen alakba.

Továbbá szabad lesz föltennünk, hogy az újonnan kép
zendő egyenlet gyökei nem symmetricus függvényei a modu- 
laregyenlet gyökeinek. Mint ilyenek ök maguk, tehát az uj 
egyenlet együtthatói is az u-nak egész függvényei volnának 
ugyan, de ezen eset semmi érdekkel nem bír, az uj egyenlet 
baloldala első fokú szorzókba esvén szét.

Az uj egyenletnek gyöke tehát a moduláregyenlet gyö
keinek egész függvénye; mint ilyen a 0 és a pontok körül 
az ezek számára érvényes sorokból állítható össze. Miután 
e kifejezések mindegyik tagjában a kitevőknek nevezője az 
w-nek egy osztója, ez az uj gyök sorkifejezésében is úgy lesz. 
Miután pedig ezek adják a cyclusok tagszámát, melyekhez a 
gyök az illető pontok körül tartozik, látjuk ebből, hogy az 
uj, u. n. reducált-egyenlet, bár bírhat kevesebb cyclussal, 
mint az adott moduláregyenlet, de a cyclusok tagszáma ismét 
csak is az n-nék osztója lehet.

Forduljon elő most már az egész függvényben, mely az 
uj egyenlet gyökét képezi, bizonyos sora a moduláregyenlet 
gyökeinek, melyek a

d\ d", d“ ‘ ____
tagú cyclusokhoz tartoznak. Az uj egyenletnek gyöke ugyan
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ezen pontra nézve oly eycluslioz tartozik, melynek tagszáma 
a d\ d“  . . .  . számok legkisebb közös többese.

H ogy e cyclus valóban az eredeti értékhez vezeti vissza 
a függvényt, könnyen belátható. Az első gyökkel ez megtör-^ 
ténik d1, 2 d‘, . . . .  stb. körzés után, a másodikkal d“ , 2dt\. . .  
körzés után stb., tehát mindegyikkel történt ez, ha oly számot 
választunk, mely mindezeknek többese. De előbb ez meg nem 
történhetik. Mint már kimutattuk, a cyclus tagszáma minden
esetre az rc-nek osztója. Vegyük tehát az n-nek egy osztóját, 
mely az illető legkisebb közös többesnél kisebb. Akkor ez 
a d\ d“ . . . .  szorzókból néhányat tartalmaz, néhányat nem. 
A z első nemnek megfelelő cyclussal biró gyökök tehát vissza
térnek eredeti értékükhöz, de nem a többiek. Tehát az egész 
függvénynek, az uj egyenlet gyökének értéke is változott.

egy kivételre szükség figyelmeztetni. —  Ha t. i. 
az illető uj egyenletnek gyöke a modularegyenlet bizonyos 
cyclusához tartozó gyököknek symmetricus függvénye, az 
illető osztó a legkisebb közös többes kiszámításánál tekin
tetbe nem veendő, miután mint az illető mennyiségekből 
symmeti'ice összeállított kifejezés, semmi elcserélésnél értékét 
nem változtatja.

Előbb a modularegyenlet gyökeire nézve bebizonyítot
tuk azon tételt, hogy azon gyökök közt, melyek a 0 pont 
körül egy bizonyos cyclushoz tartoznak, mindig vannak, me
lyek az a pontok körül, az n-edrendü cyclusnak tagjai. —  
Ha most már adva van a reducált egyenletnek gyöke, úgy 
tehát a zéruspontnak néhányszor ismételt körzése után oly 
kifejezést nyerünk, mely az a körül n tagú cyclust képez. 
Mert vegyük föl bármely gyökét a modularegyenletnek; úgy 
ez vagy már maga tagja az n-edrendü cyclusnak «  körül, 
vagy pedig a 0 körzése által ilyenbe átmegy. De akkor az 
egész kifejezés is, mely a reducalt egyenlet gyökét képezi, 
n-edrendü cyclushoz tartozik; mert ha a

d\ d‘\ d“ \ ____
mennyiségek közt egy d — n,  úgy természetesen e számok 
legkisebb közös többese is n. De e következtetésben, mint 
már azelőtt, a 0 és a pontot egymással fölcserélni is szabad. 
Tehát a következő eredményt nyerjük:



Bármily cyclusból az egyik pont körül mindig egy n-ed- 
rmdü cyclus léte következik a másik pontra nézve. És eb bő l:

A  reducált egyenlet legalább n-edfokú.

Legyen a reducált egyenlet foka : v, úgy 
n^s.v <T S(n).

Jelöljük továbbá gyökeit
y x , y 2, ------ f/v-,, ¿/v

jelekkel ;legyen  végre a reducált egyenlet maga :
y'1 -)- -Pi ¿/v_1 "j-  P2 2/v_2 ~l~ • •' • 4 - P i  —  O.

Feladatunk ekkor azt kívánja, hogy a P i, P 2 • • • • Pv 
mennyiségek az it-nak egész függvényei legyenek. Ismere
tesek ezen együtthatóknak kifejezései az egyenlet gyökei 
által :

P l = # 1  + 2 / 2  - j - í / v

p 2 =  2/13/2 +  2/>2/3 +  ■ ■ • • + 2 /v -i, yv
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P v — y i l J , --------ÿv

Mielőtt fejtegetéseinket folytatnék, szükséges, a maga
sabb abgebrának néhány tételét idézni, melyeknek bővebb 
tárgyalását Serret munkájában : Cours d’algèbre supérieure 
találhatni.

Legyen adva a vt, — vr mennyiségek két függvénye, t. i.
v = M v i , '  ■ - , Vr) 

és P = f 2( v , , - ■ -, O ;
létezik bizonyos elcserélési csoport, mely a v mennyiségekre 
alkalmazva a F  függvény értékét nem változtatja; ha most 
már P  sem változik ezen elcserélési csoport alkalmazása ál
tal, úgy P  mint a F-nek végszerü függvénye fejezhető ki, 
melynek együtthatói a v mennyiségek symmetricus függ
vényei.

Továbbá :
Ha valamely egyenlet gyökeinek egész függvénye bi

zonyos elcserélési csoport alkalmazásánál értékét nem vál
toztatja, úgy e függvény mint az egyenlet együtthatóinak és 
bizonyos „adjungált“ mennyiségek egész függvénye is fejez
hető ki. És megfordítva, ha ez megtörténhetik, úgy létezik
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bizonyos eleserélési csoport, mely a függvény értékén nem 
változtat.

Tegyük fel most, hogy az igényelt tulajdonokkal biró 
egyenlet valóban létezzék és pedig úgy, hogy annak utolsó

“ *>* j> „= * » ■ . . . „  = k

a modularegyenlet gyökeinek oly függvénye legyen, mely 
csakis az utolsó helyen idézett eleserélési csoport alkalmazá
sánál marad meg változatlanul. A kkor a gyökök minden 
más egész függvénye, mely egyszersmind az w-nak egész 
függvénye, és tehát az illető eleserélési csoport alkalmazásá
nál nem változik, a F-nek végszerű függvénye lesz, melyet 
R( F)-vel jelölünk.

Ha létezett reducált egyenlet, melynek utolsó tagja V volt> 
vgy létezik — mint ezt most akarjuk bizonyítani, —  hasonfokú 
reducált egyenlet,melynek utolsó tagja R (  F).

Jelöljön r(y)  az í/-nak egy együtthatóiban még hatá
rozatlan végszerü függvényét. — Ha a föltett egyenletnek 
gyökei voltak y  ,y s , .  ■ -y,^ úgy az ismert Tschirnhausen-féle 
módszer szerint mindig képezhetni uj egyenletet, melynek 
gyökei r(«/i), r(y2) , .  . . r (yv). Ez mindig lehetséges, hacsak r 
végszerü függvényt jelent. Ekkor uj egyenletet kaptunk te
hát, mely a szükségelt tulajdonokkal bír és melynek utolsó 
tagja a gyökök szorzata r ( y t) r(y2) . ■ ■ r(y,). Más részt V  
függvény nem leven egyéb mint az eredeti gyökök szorzata 
y xy2 . . . y r, lesz

R (V )  =  J?(y, . . . 2/v)
és most, ha még

K 2/O r(y0  • • • =  R (j/i . • • 2/v)
tettük, az r(y)  átalakítás által nyert egyenlet a kívánt utolsó 
taggal is bir. H ogy  pedig az utolsó egyenletnek eleget lehet 
tenni, világos, miután az r függvény együtthatói még lia- 
tárzatlanok. A  mindkét oldali együtthatók összehasonlítása 
tiszta numericus egyenleteket ad, hol legfölebb egye3 szám
beli irrationalitást adjungálni szükséges.

Ha most már eredetileg oly egyenlet nem vala képez
hető, melynek együtthatói az u egész függvényei és melynek 
utolsó tagja F, úgy más hasonfokú reducált egyenlet sem 
létezhetik.
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Képezzük az illetőy \, 2/2,- .., ÿv gyökökből a P i, P 2,... Pv 
mennyiséget, úgy hogy algebraicus egyenlet ne létezzék, 
melynek az ÿ-ok gyökei lehetnek, szükségkép a P -k  közt 
néhányan az w-nak túllépő vagy sokértékü függvényei lesz
nek. Ha most már, épen úgy, mint azelőtt, a Tschirnhausen- 
féle átalakítás által más utolsó taggal biró egyenletre me
gyünk át, úgy ez az átalánosság megőrzésével mindig úgy 
történhetik, (1. Hermite : Sur quelques théorèmes d’algèbre et 
l’équation du 4-ième degré, Comptes rendus, 1859.) hogy az 
új egyenlet Pi' együtthatója a régi P  mennyiségek i-foku 
egész függvénye legyen. Ha volt tehát a Pj, . . . Pv közt 
túllépő vagy többértékii függvénye az w-nak, úgy most a 
P 1,. . . P'v közt is lesz, s az uj egyenlet sem felel meg a kí
vántaknak.

Az eddig nyert eredmény röviden az, hogy vizsgála
tunkat sokkal szükebb körre szorítván, egy tetszés szerinti 
utolsó taggal biró egyenletet kell csak felvennünk, de da
czára ennek, az illető egyenlet lehetségét átalánosan bírál
juk meg.

Mint ily utolsó tagot a következőkben a modularegyen- 
let gyökeinek minden különbségét egymással szorozzuk ; 
tudva levő, hogy az így képzett kifejezés nem más, mint a 
modularegyenlet discriminánsának négyzetgyöke. E discri- 
minánsnak tulajdonait előbb idézett iratomban bővebben fej
tegettem bármi átalakítási fok számára. Itt ily átalánosság- 
ban csak a következő tételre lesz szükségünk :

A  modulár egyenletek discriminánsa az u egy egész fü g g 
vényének teljes négyzete.

Először Hermite mondá ki e tételt törzsszámfokú átala
kításhoz tartozó modularegyenletok számára.

A  discrimináns e tulajdonára azért kell itt utalnunk, 
mert csak ebből tűnik ki, hogy azon mennyiség, melyet mint 
a képzendő egyenlet utolsó tagját akarjuk használni, való
ban is az M-nak egész függvénye. Ez most világos, mert a 
discrimináns maga ilyennek négyzete, tehát négyzetgyöke is 
az lesz.
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5.

A  foklehozás lehetetlensége, ha az átalakítási 
fok összetett szám.

Legyen az átalakítási fok :
n — pip'2 . .  . p , . ; 

akkor a hozzá tartozó modularegyenlet fo k a :
8(n) = p !  -f- 1) (p 2 +  1) . . . (p r -¡-  1) 

és a gyökök, a mint jelölni szoktuk :
vuio, • • • i vntn—1 i • i • • • ̂ o '

A  gyökök különbségeinek szorzata az
( % i  vd\ i')

alakú szorzókból áll, e szorzók száma pedig nem lesz más 
mint S(n) elemnek kettős combinatiója, azaz 

£(n )(<S0i)-l)
2

Föltevésünk szerint, melynek igazolásával az előbbi fe
jezetben foglalkoztunk, e szorzat egyszersmind a reducált 
egyenlet gyökeinek szorzata legyen. Föladatunk tehát e szor
zatot, ha lehetséges, úgy szétválasztani egyes szorzókra, hogy 
ezek az egyenlet gyökei lehessenek.

Mindenekelőtt könnyen beláthatni, hogy a 0 és a pon
tok körzése által minden gyöktől minden gyökhöz lehet 
jutni, épen úgy valamint maga a modularegyenletnél. Ez ab
ból következik, hogy minden cyclusban az egyik pont körül 
van oly gyök, mely a másik pont körül az n-edrendíi cyclus- 
hoz tartozik. — Ebben tehát eszközölhető az átmenet az 
egyik cyelusból a másikba, p. az u körzése által, mig azután 
ismét a o-t körözve, az illető cyelus minden gyökét nyerjük. 
Ezek után világos, hogy minden gyöknek a föntebb idézett 
alakkal biró szorzók egyenlő számából kell állania. A  körzés 
csakis a jelzőket változtatja, a gyököknek alakja különben 
tehát ugyanaz marad.

Lássuk most már, melyek és hányán e szorzók közöl 
tartoznak Ji-edrendü cyclushoz. Tudjuk előbbi fejtegetése- 
inkb«l, hogy
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alakú szorzó a o pontra nézve oly cyclushoz tartozik, mely
nek tagszáma a d és d‘ legkisebb közös többese. Ki kell ke
resnünk azon combinatiokat, hol ez n lesz. Könnyen látni, 
hogy ezek a következők :

vho vn1i >
összesen n, továbbá

v nt i ' v n^i' )

a melyeknek száma W ■ ■ ^ , végre a következők

VPli V",i-P
amely alak nr szorzót képvisel.

Azon gyökök , melyek e szorzókból csoportosulnak, 
semmi más szorzót nem tartalmazhatnak, miután ennek 
cyclusa az w-nek már csak osztója lévén, ugyanazon szorzó 
többször jelennék m eg, mig amazok n-edrendü cyclusukat 
végezik be. íg y  tehát a gyökök szorzatában e szorzó az egy
ségnél magasabb kitevővel foglalna helyet, a mi első föltevé
sünkkel ellenkezik.

Ezen n-edrendü cyclushoz tartozó szorzók, melyeknek 
száma

, n(n— 1) , __ (  , i , n — 1\
n +  -- r nr n i H -2~J

most már maguk közt oszlanak fel a gyökök bizonyos számára. 
Ez, miután mindegyiknek cyclusa n, csak is n maga, vagy 
ennek többese, av, lehet. —  Lesz tehát az egy gyökben tar
talmazott gyökök száma

<7

Ha most már v a reducált. egyenlet foka, vagyis a gyö
kök száma, miután láttuk, hogy minden gyöknek hasonszá- 
mú szorzókból kell állania, és a szorzók száma összesen

S(n) (S(ri)— 1) 
2

lesz

/ ' + !  + y _ ,S(w) Q S (n )-l)
(T 2

D e, hogy reducált egyenletet kapjunk, \ legfölebb



S(n)— 1 lehet; mert már S(n) maga a modularegyenlet foka. 
Ha tehát v helyette legmagasabb értékét helyettesítjük,lesz:

(3 ( n ) - 1J —  ~ ~  ~  ,

v a g y : a S{n) ^  2 ̂  r - f - 1 +  j

Ha S(n) és n értékeit k iírju k :

*(P. +  1) (p> + 1 )  • • • ( p , +  l ) Í 2 ( r +  1 4 ^ ^ ' )

amely nem egyenletet még következő alakra hozhatni : 
ff(pi + 1 )  (pz +  0  • • • (Pr 4 -1 )  — JpiJh . . . p M 2 r  4 -  1.

jegyezzük meg, hogy a p ¡ , .  . . , p r számok az rc-nck 
törzsszorzói, míg r ezeknek számát jelenti. E nemegyenlet 
lehetetlenség. Csak egy kivételi eset létezik és ez az, mikor 
az n már törzsszám; akkor a p  szorzók száma

r —  1
a r, pedig, miután a reduealt egyenlet foka legfölebb n, szinte

<7=1
a miután valóban a nemegyenlet

1 < 3
lesz. De minden más esetben már

ff(P l4-P* 4------- Pr) >  2r 4~ 1
miután mindig p  >  2. —

Evvel tehát a következő fontos tételt nyertük:
A  modularegyenlet reductioja lehetetlen, mihelyt az át

alakítási fok  nem törzsszám.
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6.

A  foklehozás feladata, ha az átalakítási fok 
törzsszám.

Lássuk mindenekelőtt, minő kifejezése lesz az eddig 
nyert eredménynek, midőn az átalakítási fok törzsszám, p . —  
Ekkor a gyökkülönbségek mindegyike p-edrendü eyclushoz



tartozik. Ismerjük azonkivül a reducá’t egyenlet fokát. Előbb 
bizonyítottuk be, hogy ez nem lehet kisebb ^ -n é l; de —J— 1 
már maga a modularegyenlet fo k a ; ha tehát létezik redvcált 
egyenlet, úgy foka  p  lesz.

Világos most már továbbá, hogy az egyenlet gyökei 
mindnyájan úgy a o, mint az a pontok körül egy (p-tagú) 
cyclust képeznek.

A  modularegyenletnek gyökei e pontok körül 2 cy- 
clusba, — egy n-tagú és egy egytagúba — csoportosadnak; 
jelöljük őket ismét a o-ponti-a nézve, következőképen:

vp1o 1 Vp11 > • • • vpip—1) v ho 5

az c. pontokra nézve pedig :
V P lo) Ví>il i • • • v p,p — i j v h°

mely utolsó sor, a gyökök rendjétől eltekintve, az előbbivel 
azonos. A  p  -j- 1 gyökből

V (p  +  1)
2

különböző különbség képezhető; tegyük fel egyelőre a redu- 
eált egyenlet lehetségét és keressük ezen esetben egyes gy ö 
keinek kifejezését. Jelöljük ezeket a o pontot illetőleg

yh 2/2, . .  . y„ 
jelekkel, az a pontokra nézve pedig ekkép

y'<, y ‘2> • • • 2/'»
hol ismét a két sor a rendtől eltekintve azonos; a jelzők pe
dig, hasonlóan mint a modularegyenlet gyökeinél, a cyclus. 
beli sorozatszámot adják.

Minden gyök, mint ez szinte előbb átalánosságban bi 
zonyíttatott be, a gyökkülönbségek egyenlő számának szór-

v  -j-  1zata; tehát minden gyök ——— szorzóból áll, melynek mind

egyike ismét
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vno — vPli

alakkal bír. De a gyökök azon tulaj dona, hogy a o és a pon
tok körülp  tagú cyclust képeznek, elegendő ezeknek teljes 
meghatározására, és most az egyenletek lehetségének fejtege
tését későbbre lialasztván, e módszerrel akarunk foglalkozni.



P “f“ IIsmerünk mindenekelőtt =———  szorzót, mely a o pont
£

körzésénél egymásba átmegy. Ezek az
VllO vpii

alakkal birók. Ebből következtetni, hogy a reducált egyen
let gyökei mindenesetre a következő alakkal bírnak 

2A =  (vho —  vPlo ) ..........
y* =  lvho -  v O ..........

Vn (^Ji° Vlh P — 0  ' '  ’

V 1 *Ismét létezik ———  szorzó, mely az «  pontok körzésé

nél egymásba átm egy; ezek a következők:
v'il0 ~  V'H i

Tehát a reducált egyenlet gyökei ezek is lesznek:
V‘ i =  (y\l0 —  v ‘pi0) ..........

y ‘* =  ( « V  -  « ‘p ú ..........

y n — (y ito v p! p i) • • -
A v és v ‘ jelek, hogy felelnek meg egymásnak, azt tud

juk, az illető számítás részletei Königsberger kézikönyvében 
(l. 176. lapot) találhatók. Legyen e szerint:

v,.n =  v ‘
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Pi?

és vpio —  v Ji°
akkor

azaz

Hasonlókép legyen

Vq —  (v 1,o vpa) • • • • —  ( v  1ip v Pip)

y* =  y‘ P
V 1 \0 ---  VPiG

V P l0 ~  VP i*  

V‘P11

v  Pi?

i>' v „ .' p ip —i p i*
Helyettesítsük e kifejezések az ly'-okban; úgy uj p  k i

fejezést kapunk a gyökök számára:



3A =  ( V »  —  v * )

y 2 = )
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( v í i o  v P \ < s )

2/ ( VPí<S V P i t )

Most a gyökök a o pontra vonatkoztatott jelekben fe- 
jezvék k i; de, rendjük még az a pontok cyclusának soro
zata. Vizsgáljuk most, vájjon a jobboldalon nyert szorzók a 
o pontra nézve egy vagy különböző cycluskoz tartoznak-e. 
Mindenesetre az y ‘rj szorzója

( v h o  VP i ° )  

külön cyelust képez. Két más szorzó p.

vlh° ~  vih\>- (*)
és V «  ~  V »
ily alakban egy cyclushoz nem tartozik; de változtassuk a 
második előjelét, úgy hogy

v p i ' i  v p i< s

legyen (a mit tehetünk, mert a jelváltozást a kifejezés foly
tában ismét pótolva gondoljuk). H ogy most már (re) és (p) 
szorzók egy cyclushoz tartozzanak, azaz a körzések bizonyos 
száma után egyik a másikba menjen át, szükséges, h o g y : 

v —  c =  a — /t, mód. p.j 
mert a jelző szaporítása egygyel egy körzést jelent. De e 
congruentia, mely j  óbban irva

—  ft, mód. p
minden i'-hez egy és csak egy /u-t ad. —  Tudjuk továbbá, 
hogy a o pontra vonatkoztatva, ha az első gyök volt y.^ lesz 
a második y^ _j_ v_ 0. Ha most az J/'-okat a o pontra vonat
koztatott sorrendűket illetőleg [_/] által jelöljük, (hol tehát

[//'] nem más mint a megfelelő y  jelzője) eddig —  megha

tározást kaptunk, melyeknek alakja

[y‘a] -  O'p] = ™ =  |V«]
és azonkívül tudjuk, hogy

y ' = ff=[y«]-



, De hogy így az [y j-ok at mindnyájan meghatározhas-
7) —  1

suk, még —  egyenletre van szükségünk, melyeket követ- 

kezőképen nyerünk. Hasonlóan, mint azelőtt, lesz :
y\ —  (y'pip ^ p jx ') ..........

y * = ( v m - vM ‘) .........

y<s {v hó v í>ip) ...........

Vp (y pip u p l* ')...........
Ismét hogy kettő e szorzóból az «  körzésénél egymásba 

átmenjen, szükség, hogy
v‘— q =  q— ¡x‘ mód. p ;

továbbá, ha az első gyök (y'y) volt, lesz a második y ‘  ̂_|_,/_^
P---1ez ismét ——— meghatározást ad, melyeknek a lak ja :

[yx_ j]  =  ^ - í = [ y ' y] 
íg y  tehát meghatároztatott, az y  és y\ hogy felelnek 

meg egymásnak, a o pontra nézve a gyökök sorozatában
p “4“ i— - —  önálló szorzó fordul elő, azaz olyan, mely e pont kör- 

£
zésénél egymásba át nem megy. Ha tehát most y , körzi a o t, 
tudjuk hogy átmegy y 2-b e ; de a máris ismert szorzóból így 
az y 2-nek egy uj szorzóját ismerjük meg és úgy tovább

p “4“  lhasonlóan tehetjük ezt — —  gyökkel, és így minden gyök-
£

nek -——— szorzóját ismertük meg. A kkor azonban már tel-

• • • T i .  i -0jesen ismerjük ezeket, miután a p  gyök szorzata — — ------

szorzóból áll.
A  numericus számítás természetesen csak adott p-nél 

történhetik m eg ; és alig áll másból, mint oly táblának elké
szítéséből, mely mutatja, mikép felelnek meg egymásnak a
v és v'-k, az y  és y ‘-ok.

íg y  találni p  =  5, 7, 11 számára a következő eredményt: 
p  =  5

i,o—v5,i) (v5,;+i - v 5,í+*) K , í+2— ü5u+s)
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p =  7
y t ——  ( V l , a  v 7 ’ i )  ( v 7 , i + l  ( V 7 i i + I  ~  V 7>‘ + 3 )  ( V 7 )‘+ é  V7 i i + e )

p — 11
y t ----- (« 1 -0  —  ( ^ l l i i + l  2 J + 4 ---- % l i i + 8 )  (^ 1 1  i'í+3 ■' V U ) ! + 6 )  X

X  (Vil,!-|-9—vll,i-{-7) (®lli»+5—vllji+lo)

hol i egymásután =  1, 2, . . . . ,  p — 1, _p. Hol a jelzőkben a 
p — 1-nél nagyobb szám fordul elő, ebből a p-nek többesei 
elvetendök. Könnyű belátni, bogy ví és ugyanazt je 
lentik. Hisz p körzés után a gyök önmagába tér vissza ;"*azaz
vi =  v i + p .

A reducált egyenletek gyökeinek ezen alakját már 
Hermite találta meg inductio utján, azokat az illető egyenle
tek kiszámítása által igazolván. Epén e bárom esetet közöl
tük, mivel további fejtegetések végre még a következő tételt 
adják:

A modúlar egyenlet reductiója akkor is lehetetlen, ha az 
átalakítási fo k  törzsszám, de ez nagyobb 12-nél.

E tétel, mint ez értekezés elején megjegyeztük — Ga- 
loistól származik. Mihelyt ily esetben a kivitelt megkísértjük, 
kell, hogy ellentétre találjunk, mely az egyenletek képzését 
lehetlenné teszi. Ilyen volna például hogyha az előbb fölállí
tott p  ismeretlennel biró p  első fokú egyenletben ezek nem 
veszik föl külön-külön minden értéket az 1-től p-ig. Ily  ellen
tét kimutatásával a tétel be lesz bizonyítva.

Camille Jordán legújabb müvében „Traité des substi- 
tutions et des équations algébriques“ először adta e tétel áta- 
lános bebizonyítását, — Galois algebraicus elméleteiből indul
ván ki.

Egészen más úton, a reducált egyenlet discrimínánsá- 
nak vizsgálatánál, a tétel bebizonyítása mintegy önkényt tű
nik föl. Léteznek t. i. az w-nak 16-jával csoportosuló értékei, 
hol a reducált egyenletnek ugyanazon két gyöke lesz egyen
lővé. Ily  M-érték, miután n gyök létezik, ha ezeknek mindaz

—■ ----- combinatióit kimerítjük, legfölebb

8 n(n— 1)
lehet. De az értékek számára az w-nek más numericus függ
vényét kapjuk : x(«). A  nemegyenlet
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z.(n) <  8(n— l)n
melynek azután állania kell, adja a megszorítást azon ese
tekre, hol

n <  12.
E vizsgálatokat más alkalommal remélem közölhetni
Itt eljutottunk azon pontig, hol 5, 7 és 11 fokú typicus 

egyenletek állíttattak fel, melyek ellipticus függvények által 
oldhatók. Az 5. fokú egyenletek ezeknek segítségével átalá- 
nosan oldhatók; a többi fokokból csak bizonyos osztályok 
választatnak ki.

Miután így a modularegyenletekben és az ezekből kép
zett reducált egyenletekben, az ellipticus függvények által 
oldható egyenletek teljes mintasorozatát megkaptuk, a to
vábbi vizsgálódásnak csakis az algebra terén kell történnie. 
Ezen oldalról a tárgyra nemsokára visszatérni szándékom.
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