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a magasabb foku egyenletek elméletére.
Dr. Konig Gyuldtél.
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Torténelmi jegyzetek.

Azon mennyiségtani feladatok torténete, melyekkel a
kovetkezs lapok foglalkoznak, egyik legtanulsdgosabb sza-
kat képezik tudomanyunk fejlédésének, megmutatvan, mily
szoros Osszefiiggds létezik ennek minden dga kozott, mdg
ott is, bol azt legkevésbé sem gyanitottak. Teljesen kiilon-
valt utakon fejlédott az algebra — az egyenletek fololdésa-
nak tana — és az elliptikus, valamint az ezekbdl ataldnositott
Abel-féle fiiggvények elmélete ; csak a legujabb id§ derité
ki a mély Gsszefiiggést, mely e két tant egybekati.

Az egyenletek félold4dsinak tana mér az 6 korban veszi
eredetét. A gorogik ismerték a mésodfoku egyenletek
fololddsat. A XVI, szdzadban sikeriilt azutian Scipio Ferreo
és Tartaglianak a harmadfoku, valamivel késébb Ferrarinak
a negyedfoki egyenletek {lold4sa. De minden tovabbi torek-
vés hidban volt. Lagrange felfedezte, hogy minden egyenlet
megoldésa egy misik egyenlettsl, az ugynevezett felold6tél
(resolvente) fiigg, mely a negyedik fokon til magasabb az
eredetileg foladottndl. Ruffini nemsokéra méir kifejezést
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adott a val6sziniiségnek, hogy a magasabb mint negyedfoki
egyenletek algebraice meg nem oldhaték és Abel ezutén szigo-
rtan be is bizonyitd e fontos tételt.

Az italanos n-edfoku egyenlet

wn_l__pl gt +p2 m11—2_*_ 5 "‘pn:O
meg van oldva, ha sikeriilt az x-nek n értékét a PiyeeePu
egyiitthatok 4ltal kifejezni; meg van oldva algebraice, ha ezen
kifejezésck csak algebraicus miitéteket, azaz legfelebb gyok-
kivonast rejtenek magukban. Abel tétele tehat azt mondja,
hogy hasonld alakzatok, mint a 2, 3, és 4-edfoki egyenletek

- szdmara léteznek, magasabb foknél nem fordulhatnak eld.

E ponton sok4 sziinetelt e tan; csak 1858-ban tette kozzé
Hermite az 6todfokt egyenletek megoldésit az elliptikus
fiiggvények segitségével, azaz, hol az ismeretlennek kifeje-
zésében az cgyenlet egyiitthatéi 4ltal e tanbol vett figg-
vényjelek szerepelnek.

Azonban az elliptikus figgvények terén is elég hosszn
ut kellett ezen eredmény elérésére. Miutdn Legendre a tan
alapjit megvetette az ellipticai egédszletek rdszletes vizsgd-
latdval (melyeket 6 a mienktdl eltéré terminologidval fiigg-
vényeknek nevez), Abel és Jacobi egyszerre jutottak az
ezekbdl az u. n. ,megforditds“ 4ltal keletkezs fiiggvények-
hez. Ezek nemcsak a valtozétél, hanem még egy hatdrzat-
lan 4lland6tél, az u. n. mérfok, modultél figgvén, keletke-
zett a feladat, kutatni az osszefiiggést, mely kiilonbzé mo-
dullal biré elliptikus figgveények kozt létezik. Ez az 4tala-
kitds (transformatio) nagyhirti probleméja. Ennek folya-
méban mintegy onkényt meriilnek fol bizonyos magasabb
fokt egyenletek, a modular-egyenletek és masok, melyek
azonban végszerii helyettesités &ltal Atmennek a mir emli-
tettekbe. Az egyenletek megoldésa az dtalakitds elméle-
tébél foly ; de fokuk mindig paros szam. A férdek pedig az
egyenletek elméletében azokat illeti, melyeknek foka torzs-
szdém. Az oly kordn elhunyt Galois mondéd ki azutdn, hogy
e modularegyenletek fokéit bizonyos esetekben egygyel lejebb
lehet szallitani. Hermite volt végre, ki e reductiét valéban
kivitte, és kinck sikeriilt az igy 5. fokra hozott 6-odfoku



AZ ELLIPTIKAI FUGGVENYEK ALKALMAZASAROL. H

modularegyenletet az 4ataldnos dtodfoku egyenlettel azono-
sitni. Ett6l egészen eltér6 médszert, de mely szintén az
elliptikus fiiggvények atalakitdsabol vett egyenleteken alap-
szik, koszonhetiink tovabba Kroneckernek.

A foladat, melyet itt magamnak kitliztem, a modular-
egyenletek tulajdonait részletesen vizsgdlni és ebbél kiin-
dulva 4taldnosan meghatdrozni az egyenletek azon osztalyat,
melyek ellipticus fiiggvények altal tololdhaték. Miel§tt azon-
ban ehhez foghatok, sziikséges lesz az 4talakitdsi elmélet
legfontosabh tételeit osszedllitani.

Tételek az elliptikai fiiggvények atalakitdsanak
elméletébdl.

Ismeretes, hogy a kovetkezd kifejezés

. d

e '% (,—\"/aj;;/fz_) (1—c2a 25
neveztetik elsd faju elliptikai normalegészletnek, és az ebben
elfordulé ¢ hatdrzatlan dllandé az egészlet modulusdnak,
hogy ezen egyenlet megforditisa adja az elsé elliptikai fiigg-
vényt a sinus amplitudo-t:
HE=En: 1,

mely kétszakaszos, és melynek szakaszai 4C és 2¢C', ha

) s" d =
Q= Yratemms o
: (,’V(l—,n?.k (1—ec222)’

o s“ d
S ) (]r—“"”)(l—ll—cz]m?).
Megjegyzendd még a sinus ampl. kifejezése két sor

hényadosa altal, mely kivetkezs:

1 @ %
8n (u,c) = 1 (0,7)

\/z o (v; 7,) ’
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a hol ’ : z

9, (v,7) =2¢% sinvm— 298 sin3vm -+~

9 (v,7)=1—2qcos. 2vm +2q*cos. dvm—+ -
és még

122

AT Yot

végre
e
=

mely utolsé mennyiség 7 a thetafiiggvény modulusdnak ne-
veztetik,

Térjiink most mér 4t az atalakitdsi feladat szoros meg-
hatérozéasira. '

Az n-edfoku 4talakités két mennyiségnek, az a egyiiti-
haté és k 4talakitott egészleti modulusnak oly meghatéro-

zésdban all, hogy
u
y=sn (; 2 lc)

tovabba a cosinus ampl. és delta ampl.-nak nevezett két ell.

fiiggvény :
Vi-y® é Vi—k2y:
az

e=sm(uc); Vi—art=ocn(u,c); V1—w2=1dn(u,¢)
kifejezések n-edfokn végszerii fiiggveényei legyenek.
Be van bizonyitva, — itt csak az eredményeket sorol-
juk el8 réviden, — hogy ekkor az x és y hoz tartozé theta-

figgvények modulusai, z és 7' kozt a kivetkez§ Osszefiiggés
létezik :

b +b 7
o
a hol még
a by — ar by =m,

az 4talakitis foka. — Viszont most az dtalaki‘ds térgyaldsa-
ban ezen utolsé definitiébél indulvan ki, a kiilsnbozo n-edfokd
atalakitdsokat ugy osztalyozhatjuk, hogy az

o, a1y bo, b

o'y ta’y b’y b’
szamesoportok altal jelzett atalakitasok ugyanazon vagy
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kiilon osztédlyba tartoznak, ha az dtmenet az els8t6l a méso-
dikhoz lehetséges vagy nem oly Atalakitds altal, melynek
@o, 1y Bo, By
csoportjaban
@y 1, — & [)’0‘ =%

Hosszabb fejtegetések mutatjik, hogy az osztalyok
mindig véges szdmmal vannak, és pedig, ha a transforma-
tio foka

n=pip} - p,
hol pi, pe, ... praz n-ben foglalt torzsszamokat jelentik, a
kiilsnboz6 osztdlyok szdma

Pt T A D (e D (e D
mely kifejezésrél megjegyezziik, hogy, ha az e, f, . . . ¢ kite-
v6k egyenlék O vagy 1-gyel, ezen szdm az n minden osztd-
janak osszegével egyenls. — Ezentil pedig csak ily n-eket
fogunk a vizsgdlat targydva tenni, melyek négyzetes oszté-
val nem birnak, miutdn a tébbiek semmi ujat nem adnak.
Az ily foku étalakitds mindig 4talakitésra és sokszorozdsra
vezethetd vissza.

Ezen el6zmények utdn dtmehetiink a modularegyenle-

tek képezéséhez.
2 4

Haismét ¢ az adott elliptikus egészlet modulusa, }/c-nek
tulajdonképen 4 kiilénbozs értéke van, de a kovetkezskben

e gyok alatt mindig egy értéket akarunk gondolni, t. i.
4 8

Ve=V2Vo{(14+4?) (14+¢9) (1-+¢%) .. J2(1-9) (1—¢*)(L~g")..

hol, mint azel6tt

q= pm"r)
és 7z az illetd thetafiggvény modulusa. Igy tehit az ellipt.
egészlet modulusdnak egy bizonyos negyedik hatvanygyéke
mint a hozzatartozé thetafiiggvény modulusdnak egyértékii
fiiggvénye hatiroztatott meg, a mit Hermite utdn kovetke-
z6kép jelsliink :

4

U= Vc =g (2).
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Legyen most mar az atalakitasi fok torzsszdm, p. —
Az el6bbiek szerint akkor p =4 1 egymasté] kiilonbézs osztaly
létezik ; valaszszuak mindegyikbél egy képviseldt és pedig
a kovetkezs szamesoportok altal jellemzetteket :
1585168 9
hol § egymésutdn -a 0, 1,... p—1 értékeket veheti f5l, és
P? 07 07 1"
Az italakitési foladat megfejtése az atalakitott egész-
leti modulus meghatdrozdsira a kovetkez§ alakzatot adja,

4
ha ismét v = V& az atalakitott thetamodulusnak

__ by + b z

(lg + ay T

4
ugyanazon egyértéki figgvénye, mint u = Ve a z-nak;
4 G G W, i
'v=(Vc)P snc.ll—g(z -16%) snc.s—g(z—-l 6 E)...snc.M(r—lﬁf)
Y. - 1/ 7
hol
§==0, 1yus .y p—173

7

(snc. = sinus coamplitudo = (—c;;—)

a mi p értéket ad, a p + 1-edik osztdly szdméira pedig :
4
e (Vc)psnc.%c snc,%’, o 26=1C

p
Ha pedig a Hermite-féle fiiggvényjellel élink, az

W == (z)
ki (?_:1_9_5>
]) )
hol £=0,1,...,p—1, és
)
v=|—] o (p 7).
(2)e @

Ez utolséban (?) az ismert Legendre-féle jel, mely-
nek értdke

atalakitottjai,

Ezek utin képesek vagyunk mutatni, hogy 1étezik egy
—|- 1-ed foki algebraicus egyenlet, melynek gyokei az eld-
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sorolt v-értékek, és melyben a v (mint ismeretlen) egyes hat-
vényainak egyiitthatéi az w-nak -egész fiiggvényei. Ezen
egyenlet nevestetik a p-foku 4talakitdshoz lartozé modular-
egyenletnek. Alakja, ha példdul p = 5, a kivetkezs :
ve4+DBucv? (v?—u?) — duv(l—utv?) —ut=0.
Mi roviden igy fogjuk jelélni :
- Oy (v, w) = 0.

Eddig csak a torzsszdmi dtalakitdshoz tartozé modular-
egyenlet fogalma hatdroztatott meg; azonban ennek kiter-
jesztése kénnyii. Ha

NPy Po
négyzetes oszté nélkiil, létezik
o+ (p-4+1)....(po4+1)

kiilonb6z6 osztily és ugyanily foki modularegyenlet. — A
gytkoknek az elébbihez hasonlé kifejezéseit konnyen le
lehet hozni; azonban itt inkébb oly elvre akarunk figyel-
meztetni, mely ezek kdpzését az elsbbiekéts] teszi fiiggtvé,
de épen ennél fogva a késébbi szdmitdsokban igen alkalmas.

Legyen az dtalakitds foka n = p, p., akkor egymés-
utdn vihetjiik 4t a p, és p.-foku 4talakitist; az eredmény
ugyanaz lesz. Képezziik tehdt a p, és p. fokokhoz tartozé
modularegyenleteket :

Op, (w,uw) = 0

Op; (v, w) =0
és helyettesitsiik a mdsodikban w-t, e mennyiségnek az elsg-
bol folyé értékei altal. Viligos, hogy igy p: 4 1 kiilénbozs
Op.-egyenletet kapunk, melynek gyékei az u p, p, = n-ed-
foku dtalakitottjai. Azaz, a p, p.-foktu 4talakitdshoz tartozéd
modularegyenlet

Ops P2 (v, ) =0
nem més, mint a w kikiiszobolésének eredménye a
Op, (v, w)

Op: (w, u)

és

modularegyenletekb&1.*)

*) Hosszadalmas volna az emlitett tételekre mindentitt a kiitfor-
rasokat idézni, 1. Kénigsberger kézikonyvét: ,Transformation der ellip-
tischen Functionen.“
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3.

A modularegyenletek gyokeinek cyclusai és ki-
fejezései tort hatvanysorok altal.

Valamely toébbértékii fiiggvényt magdba visszatérs
gorbén folytatvén, tudjuk, hogy visszajévén a kiinduldsi
ponthoz, nem kell ugyanekkor a fiiggvény eredeti értékét
visszanyerniink, ha a gérbe u. n. eligazési pontot rejt maga-
ban, azaz olyant, melyben a fiiggvény tobb értéke sszeesik.
Csak tobbszori koérzés utdn tér vissza a fiiggvény eredeti
értékéhez; azon értékek pedig, melyekbe egymdsutin At-
megy, az illetd eldgazisi pont koriil egy cyclushoz tartozdk-
nak mondatnak.

A hasznilandé elmélet bovebb kifsjtése végett Puiseux
Liouville lapjdnak XV-dik kotetében foglalt ériekezésére
utalunk. :

A modularegyenletet tébbértékii algebraicus functi6
meghatdrozdsinak tekintvén, keressiik envek elagazasi pont-
jait. Mint ilyenek ismeretesek egyelére a O-pont és az egy-
ségnek nyolezadgytkei, melyeket «-val akarunk jeldlni.
Mint a térzsszdmu atalakitdshoz tartozé modularegyenletek
elméletébsl ismeretes (1. Sohncke, Crelle’s Journal, 16.),
ekkor az els§ esetben a v-nek mind a p -1 értéke dsszeesik,
ha pedig v = «, azaz az egészleti modulus négyzete egyenls
az egységgel, akkor az egyenlet p gytke egyenls

p? 1

(-

a p+ 1-edik pedig az egység.

Els6 feladatunk legyen, most a nem torzsszémhoz tar-
toz6 modularegyenlet gyokeinek kifejezése a g-fiiggvény
altal. Az eredmény mar ismeretes ugyan; de nem lesz taldn
helytelen a lehozést is kozolni, miutdn a hasznilandé mdéd-
szer az eddig hasznaltakn4l kénnyebb és rovidebb. Alapszik
a mar emlitett elven, miszerint a nem torzsszdmi dtalakités-
hoz tartozé modularegyenlet az ilyenek kozt valé kikiiszo-
bolés eredményének tekinthetd.
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A g-fiiggvény definitiéja volt :

‘8
o(@=V2Vq¢ [(1+¢) A +¢9.. }(1—0) 1—g¥) (1—g"...
hol ¢ = gk Legyen most a targyalandé atalakitési fok
n = p1 P2
akkor a
: Op, (v,w) =0
egyenletnek gyokei:
S [ K
cp(’ lﬁs)hol ¥=01,.,.,p1

P

és

— o 1 ‘[,
(]’!, ()
Op. (w,u) =0
egyenleté hasonlékép.
(7—16 &
o

Do

)holE:O, 1,...p—1
és
()2 0
— ) @ (p: 7).
p: 4
Tudjuk — az emlitett elv szerint — hogy megkapjuk a
@py p2 (v, w) =0
egyenlet gyskeit, ha a 7' helyett a Op. gydkeiben a ¢-jel
alatt 4116 értékeket vezetjik be; mert evvel vildgos, hogy

nem tettiink mést, mint a p, és p. foku 4talakitds egymas-
utdni kivitelét. — Csak az tehetne nehézséget, hogy a ¢-jel

2 - : :
el6tt all6 (»~) positiv vagy negativ egységet jelenthet. De,
mint ezt az elmélet elemeibél itt ismerotesnek kell felten-
niink, a modularegyenlet semmit nem valtozik, ha v és v f6l-
cseréltetik —u és —wv-vel. — Ha tehat z* azillets érték 4ltal
helyettesittotett, a végeredmény elé csak <i> irand6, és a

P2

Ops p. gyokét megtaldltuk. Ezen elézmények utin ezeket
mér fol is irhatjuk ; lesznek a kovetkezok :

-~
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§ 16 § ]
P 10
P
Z 21——165'
‘1-)“ ¢ L §’:O7 11 '7]91'_'1
2 E=0,1...,po—1
‘I_)‘ @g]h g
és v
9 2)
)y (pyr P2 T
(Px)< ¢ (pr p2 7) ]

osszesen (pi -+ 1) (p: + 1) érték. — Rovidebb alakba oltve,
lesz az els6, mely az & és & kiilonboz§ csoportozasai altal
p1 p: értéket képvisel, miutdn a ¢-jel alatt 4116 kifejezés
716 (& + p2 &)
P p2
és &+ p: &, mint konnyen lithato, a 0-161 & p, p.—1-ig min-
den értéket egyszer vesz fol :
‘1’<%}T1{:?(E>7m2071a“"7}" p:—1 (1)
A misodik gyékesoport megtarthatja eredeti alakjat:

(p ) S (po z;;lb a) 2)

és x egymasutin 0, 1,... p;—1 értékeket vehetvén fol, p
gy6kot képvisel. A harmadik csoport dtvéltoztatdsira nézve
megjegyezziik, hogy a ¢-fiiggvény szakaszos és pedig
¢ (t+4-16)=1¢ ()
t. i. a valtozé csak g==enit mennyiségben fordul el§ ; g-nak
egész hatvényai tehdt mar 2 re nézve is szakaszosak; ekkor
a ¢ csak e27i azaz egységgel szoroztatvan; de még
T mi(t=}16) it
Vg ==e 8 ==6.-.8 e L
is eléfordul ; tehat 16 lesz a szakasz, — Az eredeti alak
pr 7—16 2 py
e
hol 2=0,1,..., p—1. A magasabb szdmtanbél most mar
tudjuk, hogy miutan p, és p. relativ torzsszdmok, az xp,
dltal képviselt szdmok p. osztéra nézve a 0, 1,...p.—1
maradékokat hagyjak. — A hényadost tekintetbe venniink
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nem kell, miutdn egész szdm, és tehat 16-tal szorozva a fiigg-v
vénynek egy szakaszat képezi. Igy téhat a 3. csoport kife-

jezése :

2 ) <pz =16 ac)

e e I e 3.

(Z) o= (5)
A 4-dikre nézve csak megjegyezziik, hogy

=)

52) o o e o @)

Az ut, melyen ez eredményhez jutottunk, oly egyszert,
hogy azt még egy harmadik térzsszorzéra ismételni folosle-
ges volna. Az 4dtaldnos eredmény a kovetkezé lesz :

Az n=p p. ....pp fokt 4talakitdshoz tartozé modu-
laregyenlet foka :

GoF D@1 (D)

(e kifejezést ezentul S(n)-nel jelsljik), melynek gyikei

%\ cl‘l—lGa?
d & d

alak altal adva vannak, hol d egymésutén az » minden osz-

és ez igy lesz

tojat jeloli, d’ pedig egyenld gr-vel, végre ©=0,1...d—1.

A hasznalttal teljesen azonos mddszer alkalmas e tétel
bebizonyitdsira 3 vagy tobb térzsszorzénal ; 4talanosabban
016l o 4 1-re is lehet kivetkeztetni; de ezek mind oly egy-
szerii dolgok, hogy itt batran mell§zhetjiik.

Inauguralis iratomban: ,Zur Theorie der Modular-
gleichungen® a O (v, u) egyenlet gyskeit végtelen kis u szé-
méra meghatdrozvan, ebbdl indultam ki a sorfejlddések és
cyclusok vizsgdlatdban. De e meghatérozds, mely csak a sor
dllanddéinak kiszdmitdsandl sziikséges, kissé hosszadalmas ;
miért is itt a gyokok kifejezését a g-fiiggvény altal fogjuk
hasznélni.

Léssuk, mi torténik ¢ (di(;—l—b—?> gyokkel, ha az u =0

koriil zart gorbét ir le. Ekkor, mint az u kifejezésébdl 14t-
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hatni, ¢ is ezt teszi, de mig u egyszer irja le, ¢ nyolezszor
korzi a zérust azaz lesz ¢-bél ¢.e167i | de miutdn:

q:em"r
ez nem més, mint a z-nak novekedése 16-tal. Azaz a

dr—16 =
m( 7 )bél

lesz az elsé kirzéds utdn
(dz——16 (e 4+ d))
G —
d
a masodik utdn

. (dl#l}),{laf +2 d)) <ib

De ezen mennyiségek, hol # a 0, 1,... d'—1 szdmok
bérmelyikét, de mindig ugyanazt jelenti, ugyanazok, mintha
az els6ben = ezen értékeket egymésutin veszi fol; mert
ismét tudjuk a magasabb szimtan egy mér hasznélt tétele
szerint, hogy az

w, x4+d, x+2d,...., 24+ (d—1)d
mennyiségek d' osztéra nézve a 0,1,....d—1 maradé-
kokat adjék; a hédnyados pedig semmi befolyéssal nem bir,
16-tal 1évén szorzandé ésigy a fiiggvény szakaszat képezvén.

Ezek utin a nyert eredmény kovetkezs :

Ha az dtalakitdsi foknak, n-nek eqy osztdja d, a hozzd
tartozd modularegyenletnel gyokei kizt, d egy cyclusba tarto-
zik. Igy tehdt annyi cyclus létezik, a mennyi osztéja van
n-nek. Legnagyobb osztéja az n maga, van tehat egy n gyok-
b6l 4ll6 cyclus; a legkisebb 1, van tehat egy gyok mely a
0-t kérozvén onmagéaba tér vissza.

Valamint az oszték ésszegét S(n), ugy most az osztok
szamat S'(n)-nel jelsljiik ; ugy hogy most roviden mondhat-
juk, hogy az n-ed fokhoz tartozé modularegyenletnek van S(n)
gyike, mely S'(n) cyclusra oszlik.

Tudjuk azonkiviil a kifejtésbsl, hogy valéban csak d
korzés utidn és nem taldn mér el6bb tér vissza a gydk ere-
deti értékéhez. De ebbsl a O pont koril évényes sorfej-
l6déseket tiistént leirhatjuk. Mint azt Puiseux a méar emli-
tett értekezésben bebizonyitotta, ha valamely pont —a—
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koriil egy egyenletnek d gyoke képez egy cyclust, ugy mind-.
egyik egy

(u—a)a
hatvinyai szerint haladé sorba fejthets ki. A modularegyen-
1

letnek tehat minden d gyske a O p. koril «? szerinti tort
hatvinysor 4ltal fejezhets ki. Hat4rozzuk még meg, micsoda
taggal kezd¢dik valéhan a sor. Ha =0, ugy a modular-
egyenlet minden gyike szinte 0. Az els allandé tehdt min-

den esetre elesik. Keressiik még e zérus rendjét. Legyen

. dT—16x a L 16x
ey — T

gi==e :gqe

akkor :
o~ 16”) V2V {0+ (g =) (1.

16x 8 d
= VZ\/ T VYo {149 (149} 2 (1—¢) (1—¢*3)...
mig
8
9@=V2Ve {1+ ¢y +¢9)..J2:(1- 9(1—¢?) .
a mibgl latni, hogy ¢ (Ld—/lgf) ugy lesz = 0 mint
d
{o@}"
vagyls hogy a modularegyenlet illet§ gyskének sorfejlsdése

hatvénynyal kezdddik ; hisz ¢ (z) = u.

Vezessiik be most mér a modularegyenlet gyskeinek
megkiilénboztetésére a kovetkezs jeleket. Legyen a mod.-
egyenlet gytke v; lassuk el a betiit két jelzével; az elss
jelentse a cyclust, melyhez tartozik, azaz a gyokok szdmat,
mely ebben foglaltatik ; a mdsodik jelzé pedig a gysk sorsz4-
mét a cyclusban. Ebben még némi énkény rejlik ; ez eltiinik,
ha megillapitjuk, hogy a misodik jelz6 akkor legyen 0, ha
a gyoknek a ¢ altali kifejezésében 2 =0. E szerint lesznek
a gybkok vy ; hol d az n minden osztéjat, és ¢ minden sz4-

mot jelol, mely <d. — Az elébbiek szerint tudjuk most,
hogy p. o.




-

16 DR. KONIG GYULA

e L
vgo=cd ultca u ¢ +

sorfejlédéssel bir. Ha mar most az w =0 pontot egyszer ko-
L

(@) d«

rozzik, lesz vy b6l vy 1 u-bél pedig w. e azaz ud -bél
1 omi 1
ule T vagyis ha Ed az egység egy d-ed gyokétjelenti, Edud;

ezek utén
(@ a a (@+1) a1 a4+t

Ud |=cq (Ed) ud +Cd ( d) uT+-...
és u. t. vd,2'...vd, d—1 szdmdra. Megjegyzends, hogy egy
gyok sora az uw-nak csak egész hatvdnyait tartalmazza; ha
$. i.d=1, lesz
d'= ==n
tehat ‘
’Ul, 0: c(ln) un + CI(u-H)u n+1 + g

" ez termdszetesen az, mely a zéruspont korzése utdn magaba

tér vissza.

Evvel a gyokoknek viszonyait a O kézelében teljesen
ismerjiik ; menjiink 4t most mar azon pontok megvizsgala-
gara, a hol u az egységnek bérmelyik nyolezadgyikét kép-
viseli. Jeloljiik ezt rovidség kedveért e-val. Feladatunk na-
gyon megkonnyittetik a kivetkezd tétel altal :

A modular ngenlef nem vdltozik, ha w és v helyett min-

deniitt Va~u3 és Va—v“ irunk. De e helyettesitds 4ltal a
fontebbiekbdl oly sorokat nyertiink, melyek w=—=a pont ko-
riili kérben lesznek Osszetarték, melyek tehdt a sziikséges
adatokat tiistént szolgiltatjik.

Miutdn itt nem lehet feladatom ismert fejtegetéseket
ismételni, az emlitett tétel bebizonyitdsira, valamint a kivet-
kezéknél, melyek annak bévebb fogalmazdsit képezik, K§-
nigsberger méar emlitett kézikonyvére utalok. (I 32. és
180. lapon).

Ha ¢ az elliptikus egészlet modulusa, ugy a

c? + ¢'2—
4ltal meghatdrozott ¢’ mennyiség kiegészitd (complementaris)

modulusnak neveztetik. Valamint mi amazt
4

: Ve=090
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a theta-modulus fiiggvénye gyanént tekintettik, ugy ezt
c¢’-vel is tehetjiik :

4
Ve'=y ().
Akkor ¢ és 1y kozt a kivetkezs két alapviszony létezik :

9P () + vyt () =1

1
P (‘— ;) =y (2);
tovabba v (z)-nak kivetkezs kifejezdse :
y@O=014+¢)A+¢).... {1—9 1—g)....}?,

_a melyben

mutatja, hogy
v (7 +2)=v();
tehdt v is szakaszos fiiggvény ; szakasza ketts.
Az emlitett helyettesités most mar (I. e. h. 182 1) a

2\ (de—16¢
)%\

gyokot a kivetkez( alakba viszi 4t :

g_ uT— 162
(u’ a4 '

hol u a 16 & és d’ legnagyobb kizis osztéja, tovabba
W= o
w
és az x ismét O és u'—1 kozt valé egész szdm.

Igy tehit ismerjiik a kifejezést, melybe a modular-
egyenletnek egy gyike az emlitett helyettesités 4ltal 4tmegy ;
de a g-hez teljesen hasonlé vy fiiggvény 4ltal levén adva-
tudjuk egyszersmind, hogy a O pontra nézve micsoda cyclus,
hoz tartozik, mert hogy ismét a modularegyenlet gyéke, az

emlitett tételbél vildgos. — De helyettesitsiik most az illets
8

sorkifejezésben az u és v-t az illet§ gyokkifejezések |/ e—u®
8
6 Ve—vs 4ltal, és ismét a helyettesitéds ugyanaz levén,
ugyanazon uj gyokot kapjuk meg. Legyen p. o.
”»
d

v E==cud -4 ... (1)

AKAD, BRTEK, A MATH, TUD, KOR, 1871, 2
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lesz 8-dik hatvényra emelve .
v p=cuST 4. (2.
(hol nem irunk ¢ helyett ¢c*-at; mert evvel csak dllandét aka-
runk jelélni, tekintet nélkiil értékére.) Irjunk most v® és u®
helyett «—wv? és a—u?, lesz : 8
a——vfl:’ g=c(e—u®)@@ 4 .. (3.)
Tekintsiik most mér e sort v =« pont kbzelében, ugy
hogy u—e igen kicsiny legyen. Lesz akkor
a—ut =a— (e +uv—a)t =p +p. (u—ea) 4 - - - = (4)
végtelen sor, melynek tobbi tagjait elhanyagolhatjuk ; mert
uw—e igen kicsiny, Hasonlokép, ha a vy == 3 megfelel
u—a-nak,
po—" E=oa— B+v—p)r=08+0& v—fH+- -+ (6)
és mmdezeket a (3.)-ba bevezetvén, a kivetkezd egyenletet
nyerjiik, mely érvényes az w=« legkozelebb szomszédsi-
géban :

a
d + & (v ¢ —pf)=c {;'1 + 7 (u,——(z)}Tz" (6.)

d
vg g =1 02 (u—a) - (7.)
Ebbél tiistént kgvetkeztethetjiik, hogy v az » =« pont

vagyis

y 1
kériil oly sorba fejthetd ki, mely az (u—e) @ hatvinyai sze-
rint halad, és melynek két elsé tagja a foljegyzett. De h‘1

valamely egyenletnek gydke bizonyos « pont koriil (u——a) a:
hatvdnyai szerint haladé sorba fejthets, ugy e gyok e pontra
nézve egy d' gyokbsl 4llé cyclusnak tagja. De most tudjuk
azt is, hogy a O pontra nézve micsoda cyclushoz tartozik a
gyok. Ugyanezen gyoknek kivetkezd is kifejezése :

2, (ue=16a)
W’ W u’

De a O-pontnak korzése azonos a z-nak 16-tal vald
szaporitdsival, ismételhetjiik tehdt elgbbi kovetkeztetésein-
ket, melynél fogva e gydk a 0-p.-ra nézve egy u' taghdl 4ll6
cyclushoz tartozik.

Miel6tt e fejtegetést folytatnék, kiilsndsen arra kiva-
nunk figyelmeztetni, hogy az «*=1 A4ltal meghatirzott 8
pontra nézve a gyokék ugyanazon cyclusokat képezik. Az
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er6l csak is az volt foltételezve, hogy az egység nyolczad-
gyoke; az eredmény az « kiilonértékétsl fiiggetlen maradt.
Az osszefiiggds is meg van hatdrozva, mely a 0 és « pontok
koriili cyclusok kozt létezik; ezt azonban, a kivetkezékre
nézve igen fontos lévén, még részletezniink kell.

Mindenekel6tt latjuk, hogy a 0 és « pontok kiriil egé-
szen hasonld cyclusok léteznek. Minden az w hatvinyai szerint
haladé sorfejlédésnek itt ugyanolyan felel meg az w—a sze-
rint. Tehit a kilencz pont mindegyike koriil lesz egy leg-
nagyobb cyclus n gyikbol, kivetkeznek azutin cyclusok,
melyeknek tagszama megfelel az » minden osztéjinak, és
létezik végre egy gyok, mely onmaga képez cyclust, azaz
az illeté pont korzése utin onmagdba tér vissza. Hasznaljuk
most a mar kifejtett jelzési médszert az « pontokra vonat-
koztatott gyokoknél, megkiilonbiztetés kedveért a v-t vonds-
sal litvan el. Lesz akkor az illet§ jelek kozta kiovetkezt osz-
szefiiggés :

Vit — vln’ﬂ?
hol w a d' és & ¢ legnagyobb kozis osztéja (tulajdonké-
pen d’ és 16 & kozt; de ez ugyanaz, miutdn n és tehdt d is
mindig paratlannak tétetik fol). Lesz azutén :
P
U =—-
u

Most mar konnyen bizonyithatjuk be a kivetkezs ér-
dekes viszonyokat :

A 0 pontra vonatkoztatott n gyokbsl dllé cyclus tartal-
maz gyskoket minden cyclusbdl az « pontot illetileg és pedig
9(d) gyskit a d tagi cyclusbél, ha 9(d) az ismert jel a maga-
sabb szdmtanbdl, és a a d-hez relativ torzsszdmok szdmdat je-
lenti, me'yek kisebbek a d-nél. Ep ugy van az n-tagit cyclus
egy « pont koriil, sszehasonlitva a 0 pont cyclusaival.

Hogy ez valéban ugy van, kénnyen beléthatjuk. Te-
kintsiik a vy, gyokoket; a hdnyszor d ¢s « relativ primek
lesz az v = 1; tehat u’ egyenld n-nel; ez a ¢(d) definitiéja sze-
rint ¢(d)-szer torténik. Ha pedig u‘=n, a cyclus, melyhez a
Eyiik tartozik, » taggal bir. — De ilyforman lithatjuk azt is,

ogy ez altal az n tagl cyclus ki van meritve, mert ha d és

nem relatiy torzsszdmok, az u nem lesz az egység; és a cyclus
2 *
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tagszdmat jelzo u’ kisebb az n-nél. Ebbsl tehdt a kovetkezd

tétel is folyik :
étel is foly1 So(@mn

haa 2 jel altal az n minden osztéja utini osszeaddst jelsljiik.
A magasabb szdmtannak ismert alakzata, mely itt folmeril.

4,
A foklehozas (reductio) feladata.

Valamely egyenlet megold4sinak foladata nem kove-
telhet mast, mint az adott egyenletet visszavezetni méds, mar
ismert egyenletekre. I’gy, a legegyszeriibb esetben, a mésod-
foki egyenlet meg van oldva, ha azt birmi helyettesités ltal
a binomicus alakra, #2== a hoztuk vissza. — A V/ jelét isme-
retes miiveleti jelnek tessziik fel ekkor, daczdra annak, hogy
ez 4ltal jelzett mennyiség értéke, ritka esetek kivételével,
csak megkozelitsleg fejezhetd ki.

Ataldnosan tehét azon egyenletet mondjuk algebraice
oldhaténak , mely a helyettesitések bizonyos sora édltal fol-
olddsdban csak is " = a forma egyenletek felolddsatol fiigg.

Ezekutén vildgos lesz, mit értiink ellipticus fiiggvények
altal megoldhaté egyenletek alatt. Ezek oly egyenletek, me-
lyek ismét végszerii helyettesitések altal a modular egyenle-
tekre vezetheték vissza.

Feladatunk, most mér keresni, vajjon léteznek-e ily
egyenletek, és ha léteznck, ezeket felsorolni és osztélyozni. —
A legkozelebbi teendé volna azutén, az egyenletek e tulajdo-
ndra nézve hasonlé gyakorlati kriteriumokat taldlni, valamint
ezek Abel és Galois altal az algebraicus oldhatésdgra nézve
allittattak fel, és vigre a kifejtett médszerek oly dtalakitésa,
mely azokat egyszersmind gyakorlati érvényre emelheti.

Az elsd kérdést a kovetkezs alakba ontjiik 4t : Létez-
nek-e egyenletek, melyeknek gyokei a modularegyenlet gyo-
keinek végszerii fiiggvényei, és melyeknek egytitthatéi, va-
lamint a moduliregyenletekéi, az u-nak egész fiiggvényei ?
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Tiistént litjuk, hogy ha a moduldregyenlet foka S(n),
esak ennél alacsonyabb foki egyenletek forognak kérdésben.
Hisz magasabb foki egyenlet, melynek folold4sa a modular
egyenletére vezethetd vissza, nem lehetne irreductibilis; azaz
az egész figgvény, mely baloldaldt képezi, két 5nallé szor-
zdra esik szét, és csak ezekkel egyenként kell foglalkoz-
nunk. — Ugy szintén maga S(n)-foku egyenleteket nem kell
tekinteniink, ilyenek természetesen mindig léteznek, de is-
mert elméletiik itt nem ad ujat.

Tovabbi egyszeriisitést ad a magasabb abgebranak ko-
vetkezd tétele:

Valamely egyenlet gyikeinek végszerii fiiggvénye mint
ugyanezeknek egész fiiggvénye allithaté els.

Tehat csak oly egyenleteket kell tekinteniink, melyek-
nek gyikei a modularegyenletek gytkeinek egész fiiggvé-
nyei. Ha nem egész, kinnyen Atvezethets ezen alakba.

Tovabbé szabad lesz foltenniink, hogy az ujonnan kép-
zendd egyenlet gyikei nem symmetricus fiiggvényei a modu-
laregyenlet gyikeinek. Mint ilyenek 6k maguk, tehdt az uj
egyenlet egyiitthatéi is az u-nak egész fiiggvényei volninak
ugyan, de ezen eset semmi érdekkel nem bir, az uj egyenlet
baloldala els$ foku szorzékba esvén szét.

Az uj egyenletnek gydke tehat a modularegyenlet gyi-
keinek egész fiiggvénye; mint ilyen a 0 és « pontok kriil
az ezek szdmdra érvényes sorokbdl Allithaté ossze. Miutdn
e kifejezések mindegyik tagjaban a kitevéknek nevezdje az
n-nek egy osztdja, ez az uj gyok sorkifejezésében is tigy lesz.
Miutin pedig ezek adjék a cyclusok tagszdméat, melyekhez a
gyok az illet6 pontok koriil tartozik, latjuk ebbdl, hogy az
uj, u. n. reducalt-egyenlet, bar birhat kevesebb cyclussal,
mint az adott modularegyenlet, de a cyclusok tagszdima ismét
csak s az n-nek osztdja lehet.

Forduljon el§ most mér az egész fiiggvényben, mely az
uj egyenlet gyokét képezi, bizonyos sora a modularegyenlet
gyokeinek, melyek a

d did" oo
tagu cyclusokhoz tartoznak. Az uj egyenletnek gyike ugyan-
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ezen pontra nézve oly cyclushoz tartozik, melynek tagszdma
ad,d"....szamok legkisebb kozis tobbese.

Hogy e cyclus valéban az eredeti értékhez vezeti vissza
a fiiggvényt, konnyen belédthaté. Az els6 gyokkel ez megtor-
ténik d’, 2d’,.... sth. korzés utdn, a masodikkal d*, 2dt’, ...
korzés utédn stb., teh4t mindegyikkel tértént ez, ha oly szdmot
valasztunk, mely mindezeknek tobbese. De el6bb ez meg nem
torténhetik. Mint mar kimutattuk, a cyclus tagszdma minden-
esetre az n-nek osztéja. Vegyiik tehat az n-nek egy osztéjat,
mely az illet6 legkisebb kozios tébbesnél kisebb. Akkor ez
ad,d"....szorz6kb¢l néhdnyat tartalmaz, néhényat nem.
Az els6 nemnek megfelels cyclussal biré gyckosk tehdt vissza-
térnek eredeti értékiikkhoz, de nem a tobbiek. Tehédt az egész
fiiggvénynek, az uj egyenlet gyikének értéke is valtozott.

Még egy kivételre sziikség figyelmeztetni. — Ha t. i
az illet6 uj egyenletnek gytke a modularegyenlet bizonyos
cyclusdhoz tartozé gyokoknek symmetricus figgvénye, az
illeté oszté a legkisebb kozis tobbes kiszdmitdsinal tekin-
tetbe nem veendd, miutin mint az illeté mennyiségekbél
symmetrice Gsszeallitott kifejezés, semmi elcserélésnél értékét
nem véltoztatja.

Elsbb a modularegyenlet gydkeire nézve bebizonyitot-
tuk azon tételt, hogy azon gyokok kozt, melyek a 0 pont
koriil egy bizonyos cyclushoz tartoznak, mindig vannak, me-
lyek az « pontok koril, az n-edrendii cyclusnak tagjai. —
Ha most mar adva van a reducilt egyenletnek gycke, ugy
tehdt a zéruspontnak néhdnyszor ismételt kirzése utin oly
kifejezést nyeriink, mely az « koriil » tagu cyclust képez.
Mert vegyiik 6] barmely gyokét a modularegyenletnek; ugy
ez vagy mar maga tagja az n-edrendii cyclusnak e« koril,
vagy pedig a O korzése altal ilyenbe atmegy. De akkor az
egész kifejezés is, mely a reducalt egyenlet gytkét képezi,
n-edrendii cyclushoz tartozik ; mert ha a

e R e BT
mennyiségek kozt egy d =n, ugy természetesen e szamok
legkisebb kozis tobbese is ». De e kivetkestetésben, mint
mar azel6tt, a 0 és « pontot egymassal foleserélni is szabad.
Tehat a kivetkez6 eredményt nyerjilk:
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Bdrmily cyelusbdl az egyik pont koriil mindig egy n-ed-
vendii cyclus léte kovetkezik a médsik pontra nézve. Es obbél:
A reducdlt egyenlet legaldbb n-edfoki.

Legyen a reducalt egyenlet foka : v, ugy
n=r< Sn).
Jeloljilk tovabba gyokeit
,’91; Yo 0 0t Yv=1y Yy
jelekkel ;-legyen végre a reducalt egyenlet maga :
yv+P1 yv"’—f—Pg yv_2+. e .+])v_-—_

Feladatunk ekkor azt kivanja, hogy a Py, Py - Py
mennyiségek az u-nak egész fiiggvényei legyenek. Ismere-
tesek ezen egyiitthatoknak kifejezései az egyenlet gyokei
altal:

Pr=yi+y+- -ty
Py =guye Fyiys + - o Yoory Yo

P,=yys- gy
_ Mielétt fejtegetéseinket folytatnik, sziikséges, a maga-
sabb abgebrdanak néhany tételét idézni, melyeknek bévebb
targyaldsat Serret munkéjaban : Cours d’algebre supérieure
talalhatni.

Legyen advaa vi,- - - v, mennyiségek két fiiggvénye, t. i.

V=Ffi(vi, -+, )
és P:f?(vla"'avr);
létezik bizonyos eleserélési csoport, mely a » mennyiségekre
alkalmazva a V fiiggvény értékét nem valtoztatja; ha most
mar P sem véltozik ezen elcserélési csoport alkalmazasa 4l-
tal, ugy P mint a V-nek végszerii fiiggvénye fejezhetd ki,
melynek egyiitthatéi a v mennyiségek symmetricus fiigg-
vényei.

Tovabba :

Ha valamely egyenlet gyokeinek egész fiiggvénye bi-
zonyos eleserélési csoport alkalmazdsdnil értékét nem val-
toztatja, ugy e fiiggvény mint az egyenlet egyiitthatéinak és
bizonyos »adjungalt* mennyiségek egész fiiggvénye is fejez-
het ki, Ls megforditva, ha ez megtorténhetik, ugy létezik
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bizonyos eleserélési csoport, mely a fiiggvény értékén nem
valtoztat.

Tegyiik fel most, hogy az igényelt tulajdonokkal biré
egyenlet valéban létezzék és pedig gy, hogy annak utolsé
tagja Po=yy--ypv=V
a modularegyenlet gytkeinek oly fiiggvénye legyen, mely
csakis az utolsé helyen idézett eleserélési csoport alkalmaza-
s4ndl marad meg véltozatlanul. Akkor a gyokdk minden
més egész fiiggvénye, mely egyszersmind az u-nak egész
fiiggvénye, és tehat az illetd elcserélési csoport alkalmazdsa-
nil nem véltozik, a V-nek végszerii fiiggvénye lesz, melyet
R(V)-vel jeloliink.

Hu létezett reducdlt egyenlet, melynek utolsé tagja V wvolt,
gy létezik — mint ezt most akarjuk bizonyitani, — hasonfokii
reducdlt egyenlet,melynek utolsé tagja R(V).

Jeloljon 7(y) az y-nak egy egyiitthatéiban még hata-
rozatlan végszerii fiiggvényét. — Ha a foltett egyenletnek
gyokei voltak ¥ , ¥2,. . . Yvs Ugy az ismert Tschirnhausen-féle
médszer szerint mindig képezhetni uj egyenletet, melynek
gyokei 7(y1), (y2), . . . 7(yv). Ez mindig lehetséges, hacsak »
végszerii fiiggvényt jelent. Ekkor uj egyenletet kaptunk te-
hat, mely a sziikségelt tulajdonokkal bir és melynek utolsé
tagja a gyokok szorzata r(y,) 7(y.) ... r(y.). Mas részt V
figgvény nem levén egyéb mint az eredeti gyokik szorzata

Yils o« Yy, losz

= " RV)=R(y...yv)

és most, ha még

() v(ye) e oo r(yy) = R(yr o« o )

tettiik, az r(y) atalakitds 4ltal nyert egyenlet a kivint utolsé
taggal is bir. Hogy pedig az utolsé egyenleinek eleget lehet
tenni, vilagos, miutdn az r fiiggvény egyiitthatéi még ha-
tarzatlanok. A mindkét oldali egyiitthaték Osszehasonlitdsa
tiszta numericus egyenleteket ad, hol legfilebb egyes szdm-
beli irrationalitdst adjungélni sziikséges.

Ha most méar eredetileg oly egyenlet nem vala képez-
het, melynek egyiitthatéi az u egész fiiggvényei és melynek
utolsé tagja V, Gigy més hasonfoku reducalt egyenlet sem
létezhetik.
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Képezziik azilletd y1, yzy..., yv gyokokbéla Py, Pay... Py
mennyiséget, ugy hogy algebraicus egyenlet ne létezzék,
~ melynek az y-ok gyokei lehetnek, sziikségkép a P-k kozt
néhdnyan az w-nak tilléps vagy sokértékii figgvényei lesz-
nek. Ha most mar, épen gy, mint azel6tt, a Tschirnhausen-
féle atalakitds Altal més utolsé taggal biré egyenletre me-
gyink at, Ggy ez az atalanossag megdrzésével mindig Ggy
torténhetik, (1. Hermite : Sur quelques théorémes d’algébre et
Péquation du 4itme degré, Comptes rendus, 1859.) hogy az
ij egyenlet Pi’ egyiitthatéja a régi P’ mennyiségek i-foku
egész fiiggvénye legyen. Ha volt tehdt a P, ... P kozt
talléps vagy tobbértékii figgvénye az w-nak, ugy most a
Pi,. .. Pykizt is lesz, s az uj egyenlet sem felel meg a ki-
véantaknak.

Az eddig nyert eredmény roviden az, hogy vizsgala-
tunkat sokkal szitkebb korre szoritvan, egy tetszés szerinti
utolsé taggal biré egyenletet kell csak felvenniink, de da-
czéra ennek, az illetd egyenlet lehetségét atalinosan biral-
juk meg.

Mint ily utolsé tagot a kivetkezékben a modularegyen-
let gydkeinek minden kiilénbségét egymdssal szorozzuk;
tudva levé, hogy az igy képzett kifejezés nem mas, mint a
modularegyenlet discrimindnsanak négyzetgyske. E discri-
mindnsnak tulajdonait el6bb idézett iratomban bévebben fej-
tegettem barmi atalakitasi fok szamara. Itt ily ataldnossig-
ban esak a kovetkezd tételre lesz sziitkségiink :

A moduldregyenletek discrimindnsa az w eqy egész fiigg-
vényének teljes négyzete.

Elgszor Hermite mond4 ki e tételt torzsszamfoki atala-
kitashoz tartozé modularegyenletek szimdara.

A discriminéns e tulajdondra azért kell itt utalnunk,
mert csak ebbdl tiinik ki, hogy azon mennyiség, melyet mint
a képzendd egyenlet utalsé tagjat akarjuk hasznalni, valé-
ban is az w-nak egész fiiggvénye. Ez most vildgos, mert a
discrimindns maga ilyennek négyzete, tehat négyzetgyike is
az lesz.
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b,

A foklehozas lehetetlensége, ha az dtalakitasi
fok Osszetett szam.

Legyen az atalakitasi fok :
REZPaPr v P
akkor a hozza tartozé modularegyenlet foka:
Sm=p:+1 P+ 1D...(p,+1)
és a gyokok, a mint jeldlni szoktuk:
Vngo, * * *3 Vnyn—1y +» *5 Vdyis » + * V1g0°
A gyokiok kiilsnbségeinek szorzata az
(Vai — vair)
alaki szorzokbdl all, e szorzék szdma pedig nem lesz més
mint S(n) elemnek kettés combinatidja, azaz
S(n)(S(n)—1)
2

Foltevésiink szerint, melynek igazolasival az elobbi fe-
jezetben foglalkoztunk , e szorzat egyszersmind a reducalt
egyenlet gyokeinek szorzata legyen. Filadatunk tehat e szor-
zatot, ha lehetséges, gy szétvalasztani egyes szorzékra, hogy
ezek az egyenlet gyokei lehessenek.

Mindenekel6tt kénnyen belathatni, hogy a 0 és « pon-
tok korzése altal minden gyoktsl minden gyokhoz lehet
jutni, épen gy valamint maga a modularegyenletnél. Ez ab-
b6l kivetkezik, hogy minden cyclusban az egyik pont koriil
vau oly gyik, mely a masik pont kériil az n-edrendii cyclus-
hoz tartozik. — Ebben tehat eszkiziolheté az dtmenet az
egyik cyclusbdl a mésikba, p. az « kirzése altal, mig azutdn
ismét a o-t korozve, az illetd cyclus minden gyokét nyerjiik.
Ezek utin vildgos, hogy minden gyiknek a fontebb idézett
alakkal bir6 szorzék egyenls szdméabol kell dllania. A korzés
csakis a jelzOket véltoztatja, a gyokiknek alakja kiilsnben
tehat ugyanaz marad.

Léssuk most mér; melyek és hdnyan e szorzék kozél
tartoznak n-edrendii cyclushoz. Tudjuk el6bbi fejtegetése-
inkbél, hogy

(vdﬂ.v S vd’x‘l;/
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alaku szorzé a o pontra nézve oly cyclushoz tartozik, mely-
nek tagszdma a d és d' legkisebb kozos tobbese. Ki kell ke-
resniink azon combinatiokat, hol ez n lesz. Kénnyen l4tni,
hogy ezek a kivetkezdk :

Y10 — Uiy
osszesen n, tovabba
Ungt — Unyi's
a melyeknek szdma n(n2—-1) , végre a kivetkezbk
Vi — Un

P1i N,
amely alak nr szorzét képvisel. G

Azon gyokiok, melyek e szorzékbél csoportosilnak,
semmi mas szorzét nmem tartalmazhatnak , miutdn ennek
eyclusa az n-nek mir csak osztdja levén, ugyanazon szorzé
tobbszér jelennék meg, mig amazok n-edrendii cyclusukat
végezik be. I,gy tehat a gyokok szorzatdban e szorzé az egy-
ségnél magasabb kitevivel foglalna helyet, a mi elsé foltevé-
siinkkel ellenkezik.

Ezen n-edrendii cyclushoz tartozé szorzék, melyeknek
szama :
n+ﬁm;nﬁqw=n0+l+£%q
most mar maguk kozt oszlanak fel a gyokok bizonyos szamara.
Ez, miutdn mindegyiknek cyclusa n, csak is n maga, vagy
ennek tobbese, on, lehet. — Lesz tehat az egy gyokben tar-
talmazott gyokok szama

n—1
r+ 14—

a

Ha most mar v a reducalt egyenlet foka, vagyis a gyo-
kok szdma, miutan lattuk, hogy minden gyiknek hasonszé-
mu szorzokbol kell 4llania, és a szorzdk szdma dsszesen

S(n) (S(n)—1)
)

lesz

n—1
It sm) (Sm—1)

o 2

De, hogy reducalt egyenletet kapjunk, » legfolebb
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S(n)—1 lehet; mert mar S(n) maga a modularegyenlet foka.
Ha tehat » helyett e legmagasabb értékét helyettesitjiik, lesz :

n—l
SR 2 S (S —1) |
2
vagy: a S( n)<2( +1+"_1)
Ha S(n) és n értékeit knrJuk.

A1) (1) (p o D S 1 o 22
amely nem egyenletet még kivetkez§ alakra hozhatni :
rpr+1D (1o (1D —pipe . p=2r 1.
De jegyezziik meg, hogy a pi,. . ., p, szdmok az n-nek
torzsszorzéi, mig » ezeknek szdmat jelenti. E nemegyenlet
lehetetlenség. Csak egy kivételi eset létezik és ez az, mikor
az n Mar torzsszadm; akkor a p szorzék szdma

[ 8(n)—1}

r=1

a o pedig, miutdn a reducalt egyenlet foka legfolebb n, szinte
cie=1

2 miutan valéban a nemegyenlet
1<3

lesz. De minden méas esetben mér
o(prtp: +- - p) > 241
miutdn mindig p > 2. —
Evvel tehit a kiovetkezs fontos tételt nyertiik:
A modularegyenlet reductioja lehetetlen, mihelyt az dt-
alakitdst fok nem torzsszdm.

6.

A foklehozas feladata, ha az dtalakitdsi fok
torzsszam.

Léssuk mindenekelétt, ming kifejezése lesz az eddig
nyert eredménynek, midén az dtalakitdsi fok torzeszam, p. —
Ekkor a gyokkiilonbségek mindegyike p-edrendii cyclushoz
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tartozik. Ismerjiik azonkiviil a reducé!t egyenlet fokt. Elsbb
bizonyitottuk be, hogy ez nem lehet kisebb p-nél;de p+1
mir maga a modularegyenlet foka; ha tehdt létezik reducdlt
egyenlet, gy foka p lesz.

Vildgos most mar tovdbb4, hogy az egyenlet gyokei
mindny4jan gy a o, mint az & pontok kiril egy (p-tagt)
cyclust képeznek.

A modularegyenletnek gyokei e pontok koril 2 cy-
clusba , — egy n-tagi és egy egytaguba — csoportostlnak ;
jeloljiik ket ismét a o-pontra nézve, kivetkezSképen :

vp;o? vpll T 2 Up11)—17 vllo ;
az « pontokra nézve pedig:
UIpm) 'Ulj,“l) e vlp.p-—la ’vlllu
mely utolsé sor, a gyékik rendjétsl eltekintve, az elGbbivel
azenos. A p 41 gyokhél
p(p+1D
2
kiilonboz6 kiillonbség képezhets ; tegyiik fel egyeldre a redu-
célt egyenlet lehetségét €3 keressiik ezen esetben egyes gyi-
keinek kifejezését. Jeloljilk ezeket a o pontot illetileg
Y4 Y2y o+ - Y
jelekkel, az « pontokra nézve pedig ekkép
Y Yoy oo o Y
hol ismét a két sor a rendts] eltekintve azonos; a jelzik pe-
dig, ha sonléan mint a modularegyenlet gyikeinél, a cyclus.
beli sorozatszédm ot adjik.

Minden gyok, mint ez szinte el6bb 4taldnossdgban bi-
zonyittatott be, a gydkkiilonbségek egyenld szdmanak szor-
 ni X

&

zata ; tehdt minden gyik szorzébol 4ll, melynek mind-

egyike ismét

Y50 — Ypyi
‘Va’gy vp,i — Ui
alakkal bir. De a gy6kék azon tulajdona, hogy a o és « pon-
tok koriil p tagu cyclust képeznek, elegendi ezeknek teljes
meghatirozdsira, és most az egyenletek lehetségének fejtege-
tését késtbbre halaszivén, e médszerrel akarunk foglalkozni.
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p1
2
korzésénél egymasba dtmegy. Ezek az

Ismeriink mindenekeldtt szorz6t, mely a o pont

V1.0 — Yp,i
alakkal birék. Ebbgl k(’)’Vt>,t1{ezi;1:;’0ni> hogy a reducélt egyen-
let gyokei mindenesetre a kivetkezs alakkal birnak
= (V10— Ypyo) ¢+« vs
ST (vi o Upn) """

Yn= (vllo — Up, p——l) 5ok

Ismét létezik 2 ;— szorzd, mely az « pontok korzésé-
nél egymasba dtmegy ; ezek a kivetkezdk :
vllm 1= ”(pli
Tehat a reducalt egyenlet gyokei ezek is lesznek :
Y= (Vi — V'po) s e
Y= ("0 — Vpa)eenes

Ju—‘(vllo 2 Ulplp - 1)' e,

A v és v’ jelek, hogy feleinek meg egymdsnak, azt tud-

juk, az illetd szdmitds részletei Konigsberger kézikonyvében
(L 176. lapot) talalhaték. Legyen e szerint:

Vo = V'

PIP
és 1)16_ v’ 140 )
akkor y

Yo = (V10— Vpg) + o+ + = (V30— Vpyp) 0o
azaz dils L
Yo=Y p
Hasonlékép legyen :
110 i 1’,})15
LJI’L“ = Upyx
‘ Py
Vpt ==Y
,ul

IP1P_1= ”mT
Helyettesitsiik e kifejezések az y'-okban; ugy uj p ki-
fejezést kapunk a gyokok szdméra :
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Y1 = (Vp,6 — Vpx)
Yo = (”p,c — Up, )

.1/1(, == (Q’l,o ERi 'va)

Yp= (”p,c = Upﬂ:)

Most a gyokok a o pontra vonatkoztatott jelekben fe-
jezvék ki; de, rendjiitk még az « pontok cyclusidnak soro-
zata. Vizsgaljuk most, vajjon a jobboldalon nyert szorzdk a
o pontra nézve egy vagy kiilonb6z6 cyclushoz tartoznak-e.
Mindenesetre az y‘, szorzdja

(”110 R vpla)
kiilon cyclust képez. Két méis szorzé p.
Upic — vpﬂL (“)
és ! Upw TS vp,v
ily alakban egy cyclushoz nem tartozik; de véltoztassuk a
masodik eldjelét, igy hogy
Vpyv — Upyo (-‘3)
legyen (a mit tehetiink, mert a jelvaltozast a kifejezés foly-
tiban ismét pétolva gondoljuk). Hogy most méir («) és (§)
szorzok egy cyclushoz tartozzanak, azaz a korzések bizonyos
szdma utdn egyik a mésikba menjen 4t, sziikséges, hogy:
»—0=0¢ — u, mod. p.,
mert a jelzd szaporitisa egygyel egy korzést jelent. De e
congruentia, mely jobban irva
26 =v»—pu, mod. p

minden »-hez egy és csak egy u-t ad. — Tudjuk tovabba,
hogy a o pontra vonatkoztatva, ha az elsé gydk volt y,, lesz
amisodik y,  , ;. Ha most az y’-okat a o pontra vonat-
koztatott sorrendiiket illet§leg [4‘] 4ltal jelsljiik, (hol tehat
(S

2

[#] nem més mint a megfelel§ y jelzje) eddig L megha-

tarozast kaptunk, melyeknek alakja
[f/la] a [3/'(-}] =m= [.‘/m]
és8 azonkiviil tudjuk, hogy
bl =r=n]-



-

32 . DR. KONIG GYULA

. De hogy igy az [y']-okat mindnydjan meghatdrozhas-

el
suk, még ] egyenletre van sziikségiink, melyeket kivet-
keziképen nyeriink. Hasonléan, mint azelétt, lesz:
h= (”Iplp— ”'plx’) .....
Y2 —( P1{l 'Ulpl)\t) .....

Ys ——('u 1o —V'pp) e e

Yp= (Vpip— Vpsr) v o v

Ismét hogy ketts e szorzébdl az « korzésénél egymasba

atmenjen, sziikség, hogy
v'—op=p—u' mod. p;

tovabb4, ha ai elsé gydk (y*,) volt, lesz a mésodik y', 4
P :)— meghatarozist ad, melyeknek alakja:
: [yx—~l] — ['7/';,]

Igy tehat meghatdroztatott, az y és y’, hogy felelnek
meg egymdasnak, a o pontra nézve a gyikiok sorozatiban

P+

ez ismét

onallé szorzé fordul els, azaz olyan, mely e pont kor-

zésénél egymdasba 4t nem megy. Ha tehdt most y, korzi a o t,
tudjuk hogy Atmegy y.-be; de a mdris ismert szorzébdl igy
az y.-nek egy uj szorzdjit ismerjiik meg ésigy tovabb y,-ig;
P +

hasonléan tehetjiik ezt gydkkel, és igy minden gyok-

nek Z + szorz6jat ismertiik meg. Akkor azonban mar tel-

plpt1) -l— 1)

jesen 1smer_}uk ezeket, miutdn a p gyok szorzata

szorz6bdl all.

A numericus szdmitds természetesen csak adott p-nél
torténhetik meg; és alig 4ll m4sbél, mint oly tablinak elké-
szitésébil, mely mutatja, mikép felelnek meg egymésnak a
v s vk, aZJéSJ -ok.

Igy taldlni p =5, 7, 11 szdmdra a kovetkezd eredményt:

p=5
Y= (10 —5)) (Wsrip2 —Vsi48) Wai42Vsrifs)
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P51
Y~ (‘”m"%i) (v7)i+1_v771+5) (U71i+z s v,,,-+3) (v7,;+¢—v7,;+5)
p=11

Y, :(’Um*"’-’n,i) (’Umi+1—vn,f+2> (v11, +4—Uu,i+s) (’Uu 43— vuai+s) X
X ('Uuyi+9_’u111i+7) <v11,i+5—'011ai+1o)

hal i egyméasutan=1, 2, ....,p—1, p. Hol a jelz6kben a

p—1-nél nagyobb szidm fordul els, ebbél a p-nek tébbesei

elvetendtk. Konnyii beldtni, hogy v; és v;y, ugyanazt je-

lentik. Hisz p korzés utdn a gyok énmagdba tér vissza ;" azaz

v, =v; + p

A reducilt egyenletek gyikeinek ezen alakjit mar
Hermite taldlta meg inductio utjdn, azokat az illet6 egyenle-
tek kiszdmitdsa altal igazolvan. Epen e harom esetet kozol-
tiik, mivel tovabbi fejtegetések végre még a kivetkezs tételt
adjak :

A modularegyenlet reductidja akkor is lehetetlen, ha az
dtalakitdst fok torzsszdm, de ez nagyobb 12-nél.

E tétel, mint ez értekezés elején megjegyeztiik — Ga-
loisté] szdrmazik. Mihelyt ily esetben a kivitelt megkisértjiik,
kell, hogy ellentétre talaljunk, mely az egyenletek képzdsét
lehetlenné teszi. Ilyen volna példaul hogyha az elsbb folalli-

_ tott p ismeretlennel biré p elsé foku egyenletben ezek nem
veszik fol kiilon-kiilon minden értéket az 1-t61 p-ig. Ily ellen-
tét kimutatasival a tétel be lesz bizonyitva.

Camille Jordan legujabb miivében ,Traité des substi-
tutions et des équations algébriques® elSszor adta e tétel 4ta-
lénos bebizonyitdséit, — Galois algebraicus elméleteibél indul-
van ki.

Egészen méas tuton, a reducalt egyenlet discrimindnsd-
nak vizsgalatdndl, a tétel bebizonyitdsa mintegy énkényt tii-
nik fol. Léteznek t. i. az u-nak 16-jdval csoportosuld értékei,
hol a reducélt egyenletnek ugyanazon két gyike lesz egyen-
16vé. Ily u-érték, miutdn n gyok létezik, ha ezeknek mindaz
n(_n;—l_\,_ combinatiéit kimeritjiik, legfolebb

7 8n(n—1)
lehet. De az értékek szdméra az n-nek més numericus figg-
vényét kapjuk : g(r). A nemegyenlet

ARAD, BRTEE, A MATH, TUD. KOR. 1871. &
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L(n) < 8(n—1)n
melynek azutdn 4llania kell, adja a megszoritdst azon ese-
tekre, hol
n< 12.

E vizsgalatokat mis alkalommal remélem kozolhetni

Itt eljutottunk azon pontig, hol 5, 7 és 11 foki typicus
egyenletek 4llittattak fel, melyek ellipticus figgvények altal
oldhaték. Az b. foku egyenletek ezeknek segitségével dtald-
nosan oldhatok; a tébbi fokokbdl csak bizonyos osztilyok
valasztatnak ki.

Miutdn igy a modularegyenletekben és az ezekbél kép-
zett reducalt egyenletekben, az ellipticus fiiggvények altal
oldhaté egyenletek teljes mintasorozatit megkaptuk, a to-
vibbi vizsgaléddsnak csakis az algebra terén kell torténnie.
Ezen oldalrdl a tirgyra nemsokéra visszatérni széndékom.
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