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A PÓ LUS ÉS A  P O LÁR O K . 

A VISZO N YO S PO LÁR O K  E L V E . 

H UNYADY JENŐTŐL.

I. A P ó l u s  é s  a P o l á r o k .

1.) Ha npontot, melyek ugyanazon egyenesben fek­
szenek, a , , a2 , ----- an-nel jelölünk, és ugyanazon egyenesben
az m pontot úgy választjuk,, hogy annak távolsága 0  állandó 
ponttól a következő föltétnek feleljen meg :

akkor Maclaurin *) szerint Om távolság Out , 0a2 .......... Oan
távolságok harmonikus középarányosa, Poncelet2) szerint 
pedig m pont at , ..... ...........a„ pontok harmonikus közép­
pontja. Könnyen belátható, hogy az (1 ) egyenletet a követ­
kezőkép is írhatjuk :

')  Lásd M ac-Laurin értekezésének fordítását a harmadrendű vona­
lokról : E . de Jonquiéres „M élanges de géométrie pure“ czím ü müvében, 
‘205. lap.

vagy

(2).
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Jonquiéres l) a harmonikus középpont fogalmát kitági- 
tá, s a következő értelmezést adta neki :

Ha az m pontot úgy választjuk, hogy a következő n 
viszony :

ma-y ma 2 ma„
Oax ’ Öa2 ’ ' " ' Oan

p-kénti szorozmányainak összege egyenlő zérussal, akkor az 
m pont ax , a2 ........a„ pontok p-dik fokú harmonikus közép­
pontja. Ha a nevezett szorozmányok összegét a következő­
kép jelöljük :

í  ma, ma,t maA
V Oa, Oa,2 Oav / ’

akkor az m pont a
ma, ma  ̂ Wfltp\_Q ,.n
0 « i ' Oa,2 ...........Oavj

egyenlet által p-félekép van meghatározva, mely egyenlet, ha 
meggondoljuk, hogy

mai ~ O a i  — Om, 
még a következő alakot is felveheti :

2.) Ha valamely adott n-ed rendű görbe síkjában 0  ál­
landó ponton keresztül ahhoz szelőt vonunk, azt 0  pont körül 
forgatjuk, és minden szelőre nézve, az első fokú harmonikus 
középpontot meghatározzuk : akkor a harmonikus középpon­
tok mértani helye az egyenes 2), és ezen egyenes az adott 
görbének 0  pontra, mint pólusra (Pol), vonatkoztatott polárja 
(Polare).

A  polár ezen fogalmát, Cremona szerint, Grass- 
mann 3) tágítá ki. Ha ugyanis minden szelőben a p-dik fokú 
harmonikus középpontot meghatározzuk, úgy azok mértani 
helye p-dik rendű vonal leend, mely az eredeti görbe (n—p)- 
dik polárjának neveztetik. Ez utóbbi értelmezés szerint, ha

*) Mémoire sur la théorie des pôles etc. etc. Journal de J. L iouville, 
1857. p. 266.

5) Jonquières. Mélanges de géom étrie pure p. 205.
8) Theorie der Centralen (Crelle J. f. d. r. u. a. M. Bd. 24. Seit. 262.)
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0)n— R  és Oa1 , Oa„ , ........ Oan távolságokat rendre ,
ra , . . . .  rn-nel jelöljük, az (n— l)-d ik  polár egyenlete :

az (n— 2)-dik polár egyenlete pedig :
1 V I  1

r,[R r J \ R - ^ = ° .........
vagy felbontva

........
Ha igy tovább haladunk, az (n— p)-d ik  polár egyenletéül 
találjuk :

Í1 1 V I  i  W 1  1
R rJ\R  r j .... \R rv * ‘ *

vagy felbontva
n(n— l) ..(n —i H - 1 ) / 1

1 .2 ... .p VB'
j i j  +

1.2....(p— 1) {R Í  \ r j  +  !>............(9)
i ( »— p + i ) / i y ~ 2 J _ M  i _ n

+  1.2...(p—2) \r ) \r irv) ......
3.) E  szám alatt az n-ed rendű vonal egyenletéből polár- 

jainak egyenleteit fogjuk  lehozni, m ely czélra legyen :
«o4 -Mi + « a - f .... 4 ~«n = 0 ...... ( 1 0 )

egyenlet az ?í-ed rendű vonal egyenlete ép szögletü összrende- 
zökben, hol uq a két változó q dik fokú egynemű függvényét 
jelenti. Ha továbbá ezen egyenletben az

X— U-\-1'COSW
y=.v-\-rsinw

helyettesítéseket véghez v isszük : úgy a (10) egyenlet, — bal 
oldalát f ( x ,  y)-na l je lö lvén , —  a következőbe m egy át :

0 = f ( u ,  v) j cos ív j  S in í/j V?-—(—i .  v v v i v  i .  o m i v  ii
\aii dv )

, 1 íd 'tf . d lf  . á 2/  \ 
v J “r—- c o s - —-  coswsmw-4- -—„sin-io r2 4 -  

1 1.2 \dv* ' dudv dv1 J

+ ....................................................’ ................................. +
1 (d "f n duf  , dnf  .

r-j;— -t—-cosntc-4-- - ----- --cos"~ lws\nw 4 -  -~ sm "ic  ]r’
1.2..n\dua 1 1 dit"~1dv 1 dv"

K 11)



Ezen egyenletből pedig, r-nek n értékét r t , ra...........r„
nel jelölvén , következik, hogy :
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d f  . d f .
-p  c o s w - f -  -z -s in iü  
du du

f M
d‘lf  „ . -  d 2/  . , d * f . „ 

cos ——coswsmw-\- -— smHv
du2 1 dudv dvP

2 f (u ,v )

_  ( ~ ^ P
1.2 ...p

d?f , p d»f „ , . , d*f • „,----- -rT-c0 8 p~ xivsinw-\- 7 si»pio
dv? 1 1 duv~ idv_____________ 1 dvv

f(u ,v )
Ha végre ezen értékeket az (5 ) ,  (7) és (9) egyenletekbe 
helyettesítjük, az (« — 1 ) ,  ( « — 2 ) és (n— p)-dik polár egyen­
letét a következő alakban nyerjük :

r ( ^  cosw-\-^sinw\-\-nf(u,v)=zO ............. (12)
\du dv I

n(n— í)  . , . (d f  d f  . \

1 íd^f d*f d*f
4 - - — R'l\ -r~ cos'ho4-2-;——coswsinw-\-^-r,sirilw— 0

1.2 \du'í dudv dv
n (n -l)....(n —p-\-X) ^ . , («—l)...(n—p-\ -l)Ky 

1.2 ...,p 1.2....( p—1) X
X li{<-T cosw -\~sinv\\- \du dv )

' 1 .2  1 .2 ( p — 2 ) {d u 1 '
d^f dP-f . \

2-í - ^ —1coswsinw -sin%w | -4-...=0 ,
dudv T  dv2 ) '  J

M egjegyzendő, hogy az (n— 1), (w— 2) és (n— 3)-dik 
polárok még egyenes, kúpos és köbös polároknak is nevez­
tetnek.

4.) Ha (u, v) pont a görbén fekszik, úgy : 
f (u ,v )s s 0 ,

és ezért az n-ed rendű vonal egyenes polárjának egyenlete a 
( 1 2 ) egyenlet szerint :

J d f  . d f  . \ .E\ ^-conw-\-~smw  1= 0 ,

K 1 4 )



a mely egyenlet
Rcosw—x — u 
R sim v= y— v 

segélyével még e következő alakot veheti fe l :
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A (15) egyenletben, a görbéhez (u,v) pontban vont érin­
tő egyenletére ismerünk; minél fogva a következő tételre 
jutunk :

„A z n-ed rendű vonalat valamely pontjához tartozó egye­
nes polár ezen pontban érinti. “

Nem csak az egyenes polár, mely az ?i-ed rendű vonal 
valamely pontjához tartozik, érinti a görbét az illető pont­
ban, hanem minden magasabb rendű polár is.

Azon feltételnél fogva, hogy (u, v) pont a görbén fekszik, 
a kúpos polár egyenlete a (13) egyenlet szerint a kö­
vetkező :

Ezen kúpszelet az eredeti görbét (u, v) pontban érinti,

tesszük, tökéletesen azon eredményhez jutunk, mint ha

tesítéseket véghez vinnök. Ismeretes pedig, hogy ezen felté-

vagy ha ebben
Rcosw—- x — Uj R s in w = y — v , 

helyettesítéseket véghez visszük, még :

(hf
mert ha belőle értékét keressük, s azután x — u, y=s:v-ve 1

f {x ,y )= z 0 ,

e g y e n le tb ő l^  értékét keresnök, és azután xsszu, y — v helyet-



tel mellett két görbe egymást (u, v) pontban érinti1). Hason­
lóképen bizonyíthatjuk be, hogy minden magasabb rendű, 
polár, mely a görbe valamely pontjához tartozik, azt egy­
szersmind ebben a pontban érinti.

5.) A  polárok további tulajdonságainak megismerte­
tése czéljából azon sajátságos utat fogjuk követni, melyet 
Salmon2) adott.

Az egyenes, a kúpos, a köbös sat. polárok egyenleteit a 
következőkép is írhatjuk : (2 . sz.)

ma,\ „  yíma, ma

8  HUNYADY JENŐ.

O aJ  ° '  ^ [ o a , ' O a J ~ ° ’
ma. ma» ma.

hol 0  a pólust; av atl..... aa valamely szelő.közös pontjait a
görbével, és m ezen pontok 0  pontra vonatkoztatott harmonikus 
középpontját jelenti. Ezen egyenletekből kitűnik, hogy ha oly 
n-ed fokú egyenletet volnánk képesek alkotni, melynek n 
gyöke

ma1 ma2 man 
Oal ’ Oat ’ ' ' Oaa ’ 

úgy abból az illető polárok egyenleteit könnyen lehoz hat­
nék , mert e czélból csak az illető együtthatókat kellene 
egyenlítenünk zérussal. És valójában nem is lesz nehéz ily 
egyenlet birtokába jutni.

Ha 0  és m pontok háromvonalú összrendezőit rendre 
(x,y,z) és (x vy v z l) jelöljük, úgy valamely más öt pontnak, 
a mely Om egyenesben fekszik, és azt h f i  viszonyban osztja, 
a következő összrendezők felelnek meg :

fítCj-j-Aíc ¡ ¿ y ^ í y  fízj-j-lz 
J * A—

Ha pedig ak pont a görbén fekszik, akkor ezen értékek által 
a görbe egyenletének elégtétetik, és így, ha

cf(x,y,z) — 0  ,

*) L ásd  péld. Navier-W ittstein Lehrbuch der Differential und Integ­
ralrechnung 1. Köt. 179. 1.

2) A  Treatise on the higher plane Curves, 54. 1. 61. sz.



az w-ed rendű vonal egyenletét háromvonalú összrendezők- 
ben ábrázolja, akkor, miután l-\~n közös osztót az egyenlet 
egyneműsége miatt, egészen elhagyhatjuk, a következő egyen- 
letnek kell állania :

¡iy1-\-hj, 0 ,
vagy ha

l'x  — h í*„ — k - l  ---- H, y x-----/C,

ez még e kővetkezőbe megy át :

<5PO-M, y~\~k, z-|-Z)=0.
Ezen egyenlet bal oldalát pedig Taylor sora szerint kifejt­
vén, ered :
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és ha ebben h, k és l értékeit helyettesítjük és qp(x,y,z) függ­
vényt 27-val je lö ljü k , a következő tökéletesen symmetrikus 
egyenletet nyerjük :

amelyben Ux í7-ból akkép ered, ha abban x 7yyz helyett x 1,yl)z í-



et helyettesítünk, és hasonlóan ered ^ " b ő i  sat.,

valamint a magasabb rendű differentiál quotiensek is.

Ezen egyenlet^-ra nézve n-ed fokú; n gyöke azon n vi­

szonyt adja, a melyben Om egyenest a görbe metszi, és így az 
egyenes, kúpos, sat. polárok egyenletei a következők :

Há,+4i)+M =°....(i7>

+2“(s£),+M£|)=o-.(i8) ■
sat. ')

6 ) Az első, második, sat. polárok egyenletei a követ­
kezők :

dU  . dU  . dU  .

d*U.  d*U.  9 d*U.  t. á2C 7 . „
£C.2-T—r4-V i 7 T T ^ i s i r j  T ^ V i T Td x * ' y dy- \ dz2 dydz 1 dzdx

+ 2Xl2/l d ^ d y ~ ° ’ 
ezekből pedig látjuk , hogy a második polár egyenlete ép 
úgy képeztetik az elsőéből, valamint az első polár egyen­
lete képeztetett az adott /¿-ed rendű vonal egyenletéből. 
Hasonlóan látjuk, hogy a harmadik polár egyenlete is ép 
úgy vezettetik le a másodikéból, valamint a második polár 
egyenlete az elsőéből, és így tovább. Mindezekből a követke­
ző tételre jutunk :

„Az re-ed rendű vonal p-dik polárja szintén polárja az 
ugyanazon pólusra vonatkoztatott első, második, . . . . ( p — 1 )- 
dik polároknak.“

1 0  H U N Y A D Y  JENŐ.

■) A  (17) (18) sat. egyenletek baloldalai gzintén nevezetes algebrai v i­
szonylatban állanak az U eredeti alakhoz, és az eredeti alak Covariansainak 
neveztetnek. (Lásd Salmon „Vorlesungen zur E inführung in die A lgebra 
der linearen Transform ationen“ deutsch von Fiedler p. 130— 132. Art. 
78, 79 .)



A PÓLUS ÉS A  POLÁKOK. 11

7.) Az egyenes polár egyenlete a következő :

a mely a viszonylatot fejezi ki a polár valamely pontjá­
nak x, y, z összrendezöi, cs apólus£»1,?/1,z1 összrendezöi között. 
Ha ezen egyenletben az első pontot tekintjük állandónak, 
mely esetben annak összrendezöit x,lt y,lt z,y\c 1 jelöljük, a má­
sodikat pedig változónak, úgy az a következőbe megy á t :

d U . dU  . d U  .
* a Z Z + ^ d y + ^ - d T - 0’

mely az (a?2 ,«/2,z2) pont első polárjának egyenlete (5. sz.). Mind­
ezeknél fogva a következő tételre jutunk.

„Azon pontok mértani helye, melyeknek egyenes po- 
lárjai ugyanazon egy állandó ponton mennek keresztül, az 
ez utóbbi pontnak megfelelő első polár.“

Ha pedig feltesszük, hogy x l,y í,z, pont a görbében fek­
szik , akkor tudjuk, hogy az ahhoz tartozó egyenes polár 
a görbét abban érinteni fogja, és így az előbbi tételből egy­
szersmind a következő is következik :

„A z n-ed rendű vonalon kívüli pontból az ahhoz vont érin* 
tök érintési pontjai az azon ponthoz tartozó első poláron fe k ­
szenek. “

Mivel pedig az első polár foka (n— 1), azért áll a 
következő tétel :

„A z n-ed rendil vonalhoz egy a görbén kívüli pontból 
n (n — 1) érintő lehetséges

Továbbá tudjuk, hogy a görbe valamely pontjához tar­
tozó első polár azt azon pontban egyszerűen érinti; mivel 
pedig az egyszerű érintési pont két átmetszési pontnak tekin­
tendő, tehát még a következő tétel is áll :

„A z n-ed rendű vonal valamely pontjából ahhoz [n(n— 1 ) — 2] 
érintő lehetséges.“

Ezen szám első tételéből még megfejthetjük, hogy hány 
pólus felel meg az egyenesnek, azt az «-ed rendű vonal po- 
lárjául tekintvén.

E kérdés megoldására szükséges, hogy az egyenes két 
pontját figyelembe vegyük. Az ponton keresztül me­
nő egye a esek pólusai, az idézett tétel szerint,
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d U , d U , d ü  .
* > 3 i + J ' 5 + 2'<iz = 0

(n— l)-ed  rendű vonalban fekszenek , valamint az (x 2 , y it  z2) 
ponton keresztül menő egyenesek pólusai, ugyanazon tétel 
szerint,

dU . dU  , d ü  A

(rí— l)-ed  rendű vonalban fekszenek.
Az ( x vy uz^) és (x^,y^,z2) pontokat összekötő egyenes pó­

lusai csak is a fentebbi két görbében feküdhetnek egyidejűleg ; 
minek következtében azok a két (n — l)-ed rendű gör­
be átmetszési pontjai, és igy számuk = ( n — l ) 2. Ezek szerint a 
kúpszelet polárjának egy pólus, a harmadrendű vonal polárjá- 
nak pedig négy pólus felel meg.

8 .) Könnyen beláthatólag nem csak az egyenes és első
polár között létezik azon viszonylat, melyet az előbbi 
szám első tételében kimondtunk ; hanem ép úgy a kúpos és a 
második polár, valamint a köbös és a harmadik polár 
között, és végre az (re—p)-dik és p-dik polár között i s ; mi­
nél fogva a következő általános tétel kimondására jogosít-
tatunk fel :

„ Azon pontok mértani helye, melyeknek ( « — p)-dik polár- 
jai ugyanazon egy adott ponton mennek keresztül, az adott 
ponthoz tartozó p-dik polár. a

9.) Hátra van még azon esetek kipuhatolása, melyek 
megmutatják, hogy miként viszonylanak a polárok az eredeti 
görbe singularitásaihoz.

Ha a kezdőpont ^-szoros pont, akkor U =  0 egyenletben 
a legalacsonyabb tagok x  és y  ra nézve r/-dik fokúak lesznek, 
minél fogva az első polár egyenletében

d U . d U , dU n 
dx dy dz 

a tagok egészen a (q— lj-d ik  fokig hiányzanak és így látjuk, 
hogy a kezdőpont az első polárban (q— l)-szeres pont. 
Hasonlóan hiányzanak a második polárban a tagok egészen 
a (q— 2 )-dik fok ig , mivel annak egyenletében a második 
differentiál qnotiensek fordulnak e lő , és így a második po-
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lárban a kezdőpont (q— 2)-szeres pont le s z , sat. Mindezek­
ből a következő tétel ered :

„ Ha valamely n-ed rendű algebrai görbének egy q-szoros 
pontja van, akkor az a p-dik polárban, hol p<^ q, m in t(q —p )-  
szeres pont mutatkozik. “

10.) Ha továbbá a q-szoros pont érintői közöl kettő 
összeesik, akkor

Wq= 0

egyenletnek, m elyből a ^-szoros pont érintőit n yerjü k1), két 
egyenlő gyöke van, minél fogva az

duq , duq 
d x dy

kifejezéseknek egyszerű tényezője lesz, és így  az első polár 
egyenletében a legalacsonyabb fokú tagok i s , mint

du„ , du„
X ' d ^ + V ' dy  ’  

fogják azon kettős gyököt, mint egyszerű tényezőt, tartal­

mazni, s a hol nem tartalmaz tagokat, melyek x  és ?/-ra

nézve q fokon alóliak volnának. M indezekből világosán lát­
juk, hogy az «-ed  rendű vonal ^-szoros pontjához tartozó 
kettős érintő, mint egyszerű érintő lép föl az eredeti görbe 
első polárjában.

r
Es ha egy  <?-szoro3 pontnál 

uq= -0
egyenletnek ¿-szoros gyöke van, m elynek ¿-szoros  érintő fe­
lel m e g : akkor azon tényező wq-nak minden első differentiál 
quotiensében (k— l)-s z e r , minden második differentiál quo- 
tiensében (/«— 2)-szer fog előfordúlni, sat.

E  szerint egészen általánosan áll, hogy a ¿-szoros érin­
tő az eredeti görbe ^-szoros pontjában, az eredeti görbe első 
polárjában , mint (k — 1) szeres érintő ugyanazon (q — 1)

') Lásd p. a szerző értekezését „U eber die fundamentalen E igen­
schaften der algebraischen Curven etc! etc.“ Inaugural-Dissertation (G ot­
tingen, Vandenhöck und Bupprecht) 24. 1.
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szeres pontban fog fellépni, valamint annak második polár- 
jában, mint (Jc— 2 )-szeres érintő ugyanazon (q — 2 )-szeres 
pontban sat., miknél fogva a következő általános tételhez 
jutottunk :

„A  k-szoros érintő az eredeti görbe q-szovos pontjában, mint 
(Jc— p)-szeres érintő fo g  fellépni az eredeti görbe p-dik polár - 

jának ugyanazon ( q—p)-szeres pontjában , feltételezve, hogy 
p < k < q u.

11.) Miután a kettős pontban a görbe két egymásután 
következő pontja esik össze, azért minden azon keresztül me­
nő egyenes a görbét két pontban metszi, minélfogva minden 
azon keresztül menő egyenes érintőnek tekintetik. De ha áz 
ily álérintöket (Pseudotangenten1) a valódi érintők számából 
levonjuk, akkor, mivel az első polár átmetszés: pontja az 
eredeti görbe kettőspontjában kettőnek számíttatik, és az el­
ső polár az eredeti görbe minden kettőspontján keresztül 
megy, egy a görbén kívüli pontból az «-ed rendű vonalhoz, 
ha az 8 kettősponttal bír,

n(n— 1 ) — 2 í
érintő lehetséges.

Ha pedig az n-ed rendű vonal még azonkivül k vissza- 
fordulási ponttal (Rückkehrpunkt.) bír, akkor egy a görbén 
kívüli pontból az n-ed rendű vonalhoz 

n(n— 1)— 2 í — 3 k 
érintő lehetséges ; mivel az eredeti görbe visszfordulási pont­
jának érintője szintén érintője az eredeti görbe első polár- 
jának ( 1 0 . s z .) , és így minden visszfordulási pont három 
átmetszési pontnak tekintetik.

Ha az «-ed rendű vonal g'-szoros ponttal b ír , akkor az 
az első polárban mint (q— l)-szeres pont lép fel (9. sz.), 
és ezért a görbén kívüli pontból lehetséges érintők száma 
q(q— 1 ) egységgel kisebbítendő.

Ha pedig végre még a q-szoros pont ¿-szoros érintővel bír­
na, akkor az érintők száma még (Jc— 1) egységgel kisebbítendő.

‘ ) E  kifejezés nem azon értelem ben veendő, mint azt P lücker hasz­
nálta (T heorie der algebraischen Curven p. 210.)
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II. A v i s z o n y o s  p o 1 á r o k e l v e .

12.) Az előbbiekből következik, hogy ha egy kúpszelet 
és azon kivül egy pont adva leven, ezen pontnak a kúpsze­
letre nézve csak egy, t. i. az egyenes polár felel m eg , és vi­
szont, valamely adott egyenesnek a kúpszeletre nézve szintén 
csak egy pont fog, mint pólus megfelelni.

Ezt előre bocsátván, legyen az adott kúpszelet egyenle­
te x , y } z háromvonalú összrendezökben a következő : 

U— ax'l-\-a‘y (1-\-a"z'í -\-2byz-\-2b'zx-\~2b"xy=Q , 
az adott pont összrendezői pedig (u, v, w)\ akkor, miután az 
első polár egyenlete x 1,y 1)zl pontra nézve :

d U . d U . d U  n
— \~V i i —d x dy dz

az adott kúpszelet polárjának, u,v,iv pontot mint pólust te­
kintvén, a következő egyenlet felel meg :
(ax-^-b “y-\-b'z)u-\-(b "x -^ -a ‘y-\-bz)v-\-(Jb 'x - j-  by-\ -a"z)w = .0 .. (1 ) 
a mely még a következő alakot is fölveheti :

(au-\-h"v-\-L'iü)x-\~(Jj"v-\-a'v-\-bw)y-\-(J/u-\-bv
- ] -a " w )z = 0.....(2).

Az (1) egyenlet mutatja, hogy (w,v ,w )  valamely adott pont 
összrendezöit jelentvén, neki mindig egy egyenes felel m eg ; 
mit különben már előre is tudtunk.

De a (2) egyenlet mutatja, hogyha*,?/, z valamely adott 
pont összrendezői, úgy az x,y,z  pontnak is egy egyenes fog 
megfelelni, melynek egyenlete a (2 ) alatti egyenlet.

Mindezekből látjuk, hogy két oly rendszerhez jutottunk, 
melyben egy adott pontnak az elsőben egy bizonyos egyenes 
felel meg a másodikban, és viszont egy adott pontnak a má­
sodik rendszerben egy bizonyos egyenes az elsőben. Ezen 
viszonyosságot, mely a két rendszer között létezik , a viszo­
nyos polárok elvének (Le principe des polaires réciproques) 
nevezzük. Ezen elvet Poncelet1) hozta be a mértanba.

') Traité des propriétés projectives des figures. Paris 1822. p. 122.—  
Mémoire sur la théorie des polaires réciproques (Crelle J. f. d. r. u. a. M. 
4. Bd. p. 1.)
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13.) „Két egyenes u',v',w' átmetszési pontjának polárja 
az illető egyenesek x ‘ ,y',z' és x " ,y " ,z "  pólusait tartalmaz­
za, és megfordítva, két x ',y ‘ ,z' és x ",y ‘ ,'z" pont polárjai egy­
mást az ezen pontokon keresztül fektetett egyenes megfelelő 
pólusában metszik“ .

Mert ha az (1) egyenletet rövidség okáért a követke­
zőkép írjuk :

f{x ,y ,z , u ,v ,w )= 0 ..........(3),
úgy, az x\y',z‘ és x " ,y " ,z ‘ ‘ pontok polárjaira e következő 
egyenletek állanak :

f(x ',y ',z ',u ,v ,w )= 0  
f (x " ,y " ,z " ,u ,v ,w )= 0 , 

ezeknek pedig elég tétetik, ha u, v,iv helyett u‘ ,v',w '-1 helyet­
tesítünk, u', v‘, w' a két egyenes átmetszési pontjának Összren- 
dezöit jelentvén. Ennélfogva azok a következőkbe mennek át :

/ ( * ' y » 2> » ‘0 = o ........( 4 )
f{x'\y",z",u',v',w ‘— 0.....(5).

Ha pedig u',v',w‘ pont polárját keressük, úgy a (3) egyenlet 
fogja ezt adni, mely e jelen esetben a következőbe megy á t:

f(x,y,z,u',v',v/)— ()......(6 ),
ennek pedig a (4) és (5) egyenleteknél fogva, ha x,y,z helyett 
x',y',z‘, és x",y",z",-t  helyettesítünk, elégtétetik.

Az imént bebizonyított tételből e következő ered :
„Ha három vagy több pont ugyanazon egyenesben fekszik  

akkor azok polárjai egymást ugyanazon egy pontban, az il­
lető egyenes pólusában, metszik ; és megfordítva, ha három vagy 
több egyenes egymást ugyanazon egy pontban metszi, akkor az 
ezen egyeneseknek megfelelő pólusok ugyanazon egy egyenesben 
a közös átmetszési pont polárjában fekszenek.11

E tételt még a következőkép is kifejezhetjük:
„H a valamely pont ugyanazon egyenesben halad, úgy azon 

pont polárja valamely állandó pont körül, az egyenes pólusa 
körül, forog , s megfordítva.“

14.) Ezek szerint, ha valamely sokszög adva van, úgy 
egy másikat szerkeszthetünk, melynek szögpontjai az erede­
ti oldalakra nézve pólusok ; miből a viszonyos polárok el­
ve szerint következik, hogy ez utóbbi sokszög oldalai az ere­
deti szögpontokra nézve (azokat mint pólusokat tekintvén)
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polárok. Miután ezen viszonylatok az oldalok számától és 
nagyságától tökéletesen függetlenek , azért azok érvényesek 
még akkor is, ha a sokszögek helyébe görbék lépnek. így az 
adott görbe érintőinek pólusai valamely második görbén fek­
szenek, mely az eredeti görbe viszonyos polár görbéjének, 
vagy röviden csak viszonyos polárjának neveztetik. V i­
szont ezen viszonyos polár érintőinek pólusai az eredeti 
görbén fekszenek.

Ha az adott görbe «-ed rendű, akkor ez az egyenes ál­
tal n pontban metszetik. Ezen n átmetszési pont polárjai, 
melyek a viszonyos polár érintői, egymást ugyanazon egy 
pontban metszik (13. sz.) és ezen görbe semminemű más érin­
tője ez utóbb nevezett ponton keresztül nem mehet, m ivel, 
ha az valóban történhetnék, okvetlen következnék, hogy az 
M-ed rendű vonal az egyenes által több, mint n pontban met­
szetik, a mi lehetetlen. Ezeknél fogva az «-ed rendű vonal v i­
szonyos polárja általában «-ed osztályú, miután valamely 
görbe osztályát az érintők száma, mely ahhoz valamely pont­
ból lehetséges, határozza meg. E szerint az «-ed rendű vonal 
osztálya n(n— 1 ). (7. sz.) Innét pedig a viszonyos polárok 
elve szerint a következő tétel ered :

„A z n-ed rendű vonal viszonyos polárja általában 
n(n— 1 ) rendű“ .

15.) A  viszonyos polárok elve szerint képesek va­
gyunk tételeket «-ed rendű vonalakról «-ed osztályúakra tüs­
tént átvinni; így p. a következő tételből :

71(71 I 3)
„A z n-ed rendű vonal 0  adott pont által tökéle-

Lt

tesen meg van határozva. “ 
tüstént ered :

„A z n-ed osztályú vonal — adott érintő által tő-

kéletesen meg van határozva11.
Továbbá a következő tételből :

Oly n-ed rendű vonalak, melyek — j j  adott

A P Ú L O S É S  A  P O L Á R O K , 2
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ponton mennek keresztül, egymást még |?t( ^  állan­

dó pontban metszik.“

„Oly n-ed, osztályú vonalak, melyek  ̂ ^— 1 j

adott egyenest érintenek, még  ̂ ^— ^ -(-1  j  állandó egyenest is

érintenek.“
Két m és n rendű görbe m.n közös ponttal bir. l)
E tételből a következő ered :
Két m és n osztályú görbe m.n közös érintővel bir.
Miután pedig az ?»-ed és n-ed rendű vonalak m(m— 1)- 

ed és n(n— l)-ed  osztályúak, azért az előbbi tételből még a 
kővetkező ered :

„Két m és n rendű görbe :
mn(m— l) (n — 1)

közös érintővel bir.“
E tételt Jacobi "■) a polároknak elméletétől egészen füg­

getlenül bebizonyitá.
16.) Könnyen belátható, hogy az eredeti görbe valamely 

kettőspontjának kettős érintő (Doppeltangente) felel meg an­
nak viszonyos polárjában, ép úgy valamely visszafordulási 
pontnak az eredeti görbében, fordulati érintő annak viszonyos 
polárjában; és viszont kettős érintőnek és fordulati érintőnek 
az eredeti görbében, kettős pont és visszafordulási pont felel 
meg annak viszonyos polárjában. Általán pedig valamely q- 
szoros pontnak az eredeti görbében mindig (/-szoros érintő 
felel meg annak viszonyos polárjában.

17.) Az előbbi szám alattiaknál fogva ha föltesszük, hogy 
n a görbe rendjét, v a görbe osztályát, d a görbe kettőspontjainak 
számát, t a görbe kettősérintöinek számát, x a görbe visszafor-

')  A zon  tételekre nézve, m elyekből kiindultunk, lásd a szerző érte­
kezését „Ü ber die fundamentalen Eigenschaften der algebr. Curven etc.“

2) Beweis des Satzes, dass eine Curve n-ten Grades im Allgemeinen

-n (n — 2)(n ’ — 9) Doppeltangenten bat. (Crelle J. Bd, 10 pag. 257).



dulási pontjainak számát, i a görbe fordulati érintői (v. pont­
jainak) számát jelenti, úgy a következő képletek állanak :

1-ször. A l l .  szám szerint :
f= n (n —’1)— 2<?—3 a ...........(7)

s így, ha a viszonyos polárra átmegyünk
n ~ v ( t — 1J — 2 r — 3 ( ..............( 8 )

2 -szor.
i— 3 n(n— 2)— 6 <J— S m ...........(9).

a viszonyos polárok elvénél fogva pedig
x = 3 v (*— 2 ) — 6 r— 8 t ...............(10 )

Ha továbbá a f8 ) egyenletbe v és < értékeit a (7) és (9) egyen­
letekből helyettesítjük, ered :
2t~ n {n —2)(w2— 9)— 2(2t5-j- 3x)(»i3—n— 6)-|~4tf(<S— 1) í

-j-9x(x —1)-|-12tfx K 11)
a viszonyos polárok elvénél fogva pedig :
2ds=v(v— 2)(»2— 9 )— 2(2r-j-3í)(»>2— v— 6)-|-4r(r— 1) )

+ 9 í( í— 1 )4 -1 2 «
A (7 )— (12) képletek azok, a melyeket Plücker*) hozott 

le először. Ezen képletek egymástól nem függetlenek; neve­
zetesen oly viszonylatban állanak egymáshoz, hogy bármely 
háromból a többi három következik. Ennélfogva ha n , *, 8, 
7, x és « mennyiségek közül három adva van, azok a többi 
három megtalálására szolgálnak.

Sok esetben elégséges, ha n, vt 8r z, x és i mennyiségek 
közül csak kettő van adva 3).

18.) Azon mértani igazság, hogy az n-ed rendű vonal 
viszonyos polárja

n(n— 1)
rendű, ezen n(n— 1 ) rendű vonal viszonyos polárja pedig csak 
n-ed rendű, holott annak tulajdonképen
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') P lücker „System  der anal. Geom . etc.“ p. 2G6.
P lücker „Theorie der algebr. Curven etc.“ p. 208. Salm on nA T rea - 

tise on the higher plane Curves“  p. 74.
s) „T h eorie  der algebr. Curven“  p . 211.
3) Clebsch : „U ber die Singularitäten alg. Curven“ (Crelle J . Bd.

64. p. 98) es „U ber die Anwendung der Abelsehen Functionen in der G eo­
m etrie“ (Crelle J . Bd. 63, p . 189).

2*
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n(n—  1) j n(n— 1) — 1) J
rendűnek kellene lenni, mi által annak rendje

n(n — 1 )| n(n— 1) — 1 ) j — n = n 3(n— 2 ) 
egységgel sülyedt, látszólagosan képtelenségnek tűnik fel. 
Poncelet e látszólagos képtelenség okát az eredeti görbe ket­
tős érintőiben és fordulati érintőiben látta, mert az eredeti 
görbe kűitős érintőjének és fordulati érintőjének a viszonyos 
polárban kettőspont és visszafordulási pont felel meg. Továb 
bá bármely algebrai görbében minden kettős pont két egy­
séggel, és minden visszafordulási pont három egységgel kiseb­
bíti az eredeti görbe viszonyos polárjának rendjét; ha tehát 
az n-ed rendű vonal t kettős érintővel és i fordulati érintővel 
bir^enneka viszonyos polárjar kettős ponttal és t visszafordu­
lási ponttal fog b írn i; és így ha ennek megint viszonyos po- 
lárját keressük, akkor ennek rendje :

2r-f3í
egységgel kisebbítendő. Már most a fentebb említett látszóla­
gos képtelenség magyarázatára csak az bizonyítandó be, hogy 

n3(ri— 2)=2r-j-3i.
Jacobi l)  szerint pedig

2 T = n (íi— 2) ( m2— 9) 
valamint Plücker a) szerint

c = 3 n ( « — 2)
ha végre t  és i ezen értékeit a fentebbi egyenletbe helyettesít­
jük, látjuk, hogy annak ezek által elégtétetik ; s a látszólagos 
képtelenség tökéletesen meg van magyarázva.

19.) Végre az n-ed rendű vonal viszonyos polárjának 
egyenletét keressük, az eredeti görbe egyenlete adva lévén

Legyen e czélra :
F ( x ,y ,z ) = 0 ............. (13.)

*) Crelle J. Bd. 40, p. 237. Lásd a szerzőtől nÜber die fund. E ig. d er 
alg. Curven etc.u p. 2 5 ; és Clebsch : Bemerkung zu Jacob i’s Beweis für di© 
Anzahl der Doppeltangenten (Crelle J. Bd. 63, p. 186)

2) „System  der anal. Geom . etc.“  p. 2G4.



az w-ed rendű vonal egyenlete háromvonalú összrendezőkben, 
továbbá a kör egyenlete ugyanezen összrendezökben :

-~\-z 2=  0,
akkor (u,v,w) pont polárjának egyenlete a körre nézve leend:

ux-\-vy-\-wz— '0 .......... (14)
Megjegyezvén, hogy a f i  4) egyenesnek a (13) görbét 

minden pontjában érintenie kell, mivel a viszonyos polár bár­
mely pontjának az eredeti görbe egy bizonyos érintője felel 
meg, s mivel a (13) görbe az (x,y,z) pontban a következő 
érintővel bír -

d F  d F , dF  . . . .
X J ^ + y d y + Z T z = ° ................... (15)

a (14) és (15) egyenletek összehasonlításából a következő 
egyenletekhez jutunk :

dF  dF dF
d x ~ U’ d,y V’ d z ~ W 

ezeket a (14) egyenlettel összekötvén, és belölök x,y,z meny- 
nyiségeket kiküszöbölvén a kívánt egyenlethez jutunk.

Alig szükséges tán megjegyezni, hogy e feladat tökéle­
tesen azonos azon feladattal, melyben valamely n-ed rendű 
vonal pont-összrendezők közötti egyenletéből annak egyenletét 
vonal-összrendezőkben keressük l)

Ha például az 
a xa-\-a,y :l-\-a"z*-\-2byz*\-2b'zx-\-2b"xyz=0 . . . .  (17) 

kúpszelet viszonyos polárjának egyenletét keressük, a (16) 
egyenletek a következőkbe mennek át : 

ax-\-b"y-\-b'z — « = 0  
b"x-\-áy -\-lz — v = 0  

b'x-\-by -|-a " z — íí> = 0  
és ha ezekből és a (14) egyenletből x ^ ^ -t  kiküszöböljük, a 
következő egyenlethez jutunk : 

a b"  b' u
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(16)

b"  a‘ l  v
b' b a“  w 
u v w 0

= 0  . . . (18)

')  Salmon más utón hozza le a viszonyos polár egyenletét (az i. 
h. 98. 1. 107 sz.) Lásd szintén Clebsch „Ü ber sym bolische Darstellung al­
gebraischer Form en“ (Crelle J. Bd. L1X. pag 35, §. 11).
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mely az adott kúpszelet viszonyos polárját fejezi ki. A  ha­
tárzó felbontása által az még a következő alakot veheti fel :

( 0 = (a 'a " — b‘l)u--\-(a“ a— &'s)v2-}-(aa '— 6 " 2>ü2- }- 
 ̂ ’ | - ( - 2 (b'b"— ab')vw-\-2(b‘ ,b— a‘b')wu-\-2(bb'— a‘ ‘b")uo

21.) A harmad rendű vonal, melynek egyenlete e kö­
vetkező legyen :

F = a 1x 3-\-b,iy 3-\-caz3-\-3(a,.x'iy-\-a3x'xz-[-blxij,i-\-b3y"~z-\-
Cj x zq-\-c,1yz-)-{-6d xyz= :0 ..... (20)

viszonyos polárjának egyenletet megkapjuk, ha 
‘ dF  dF  dF I 

d x ==“ ’ d y ^ '  d z - W (2 1 ) 
ux-\-vy-\-wz=zO )

egyenletekből x,y,z -1 kiküszöböljük.
Látjuk, hogy az első három egyenlet x,y,z-rc nézve má 

sodfokú, a miért ez esetben a kiküszöbölés nem oly egysze­
rűen véghez vihető, mint az előbbi példában. A kivánt kikü­
szöbölés véghezvitelére Hesse1) után,egy sajátságos utat fogunk 
követni, mely lehetségessé teszi, hogy az egész feladatot me­
gint olyanná átváltoztassuk, melyben x,y,z  mennyiségeket csak 
négy vonalos egyenletből kell kiküszöbölnünk Mielőtt arra 
áttérnénk, még egy nevezetes tételt fogunk bebizonyítani az 
egynemű függvényekről.

„Ha (n — \) homogén, egész, n változó közöttip-dik fo­
kú függvény, valamint szintén egy homogén, ugyanazon í*váh 
tozó közötti <7*dik fokú függvény adva van és azok együtt el­
tűnnek, akkor egyszersmind az említett n függvény határzója 
is eltűnik2), és e határzó első részletes differentiál-hányado-

’ ) „Ü ber die ganzen hom ogenen Functionen von  der dritten und 
vierten Ordnung zwischen drei V ariabein“  (Crelle J . B. 41. pag. 28S).

2) Általában x ,, x 5, ............xn változók közötti n függvény, mint

f , , f2, . . .  . fn adva lévén, ú g y  ha fik = - j -  , azdxk
f . , . ■ . . frn

fü, fn2 • • fan
határzó az említett n függvény határzójának neveztetik (Baltzer „T h eo ­
rie und Anw. der Determinanten“ 2. Atifl . p. 119, § j2 , 1).



A PÓLUS ES A  POLÁKOK. 2 3

sai úgy viszoriylanak egymáshoz mint a r/-dik fokú függvény 
első részletes differentiál-hány adósai.“

Ha uv »z . . .  . Mn_t jelentik az (n— 1) p-dik, fokú függ­
vényeket és w„ a 5 -dik fokú függvényt, akkor Euler tétele 
szerint :

du, . du. .

du,z
c'd x t

dun

du,

du.
■x " d * r i m '

du„
............... X"dx ~ P ui'd xtl (22 .)

i dun i 
+ ® ‘ f c +

tA, j
<lxl

Legyen továbbá :
,dul dut 
d x x dx,,
duq d,) i
d x t dxa '

duD dun 
d x j díc2

és ha a (2 2 ) egyenleteket rendre

dJ dd

du„
dxn

dux 
' dxn 
dutl 

' dxn

dlln
’ dxn

= q u „

du,
d

CÍM,

dz/

dl dux
dx„

—  U n,

\dxl) 
szorozzuk ered :

x íJ=:p\u1 U,-\-....UnUa j - f - (?— P)«n ......(23)

innét pedig látható, hogy uv  m 2 , . . . . . . m „  függvények eltűnté­
vel, :

J = 0.
Ha továbbá a (23) egyenletet aij.... x n szerint differentiáljuk,
ered :
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X l ^ —  ( P — l ) J — P

d/4 
' d x 9

— p

d ü . . dU„
U'd x l "

+ ( ? - p ) | « o  £ 7  

d ü „

■un
dU±

''d x„
- f w 4

d xa
-..W,

d x t 

dua 
d x x

dU n
nd xt2

dw „

í/ x 0

d J

C,d x n

4 í + %

dUA 
'd x  D

- K ^ ' g + ' r - S |

. öí t /g  i d í /n

U'd x„ V>i dx„ U" dx  „

(24)

dujx TT
—  £/n= J  
a x x

du ii 
etek

[7n= 0

tekintetbe vévén, hogy
. duQ jj ■

¿ te ,  I_t"  d ic , a +  '

c fa , . (/,Mg .

í f c k l +  d x j 1 +  • 

midőn k = 2 ,3 , . . . .  jí.
Ha végre ezen egyenletekben a változók azon értékeit 

helyettesítjük, melyeknél « , eltűnnek s ennélfogva

/í  is, úgy a rövidség k e d v é é rt-------UK— X tévén, a (24)
* 1

egyenletek a következőkbe mennek át :
d, /  | . dun I
d cc , 1 c /X j

d d  dun__„
C/£C„+ ' d xn

,..(25)

d/l | ^du __q
d xu d x n J

a melyekből a fennebbi tétel második része kiviláglik.
22.) Ismét visszatérünk feladatunkhoz, melynek meg 

fejtésével az értekezést bevégezzük.
A  feladat további megfejtése végett a (21) egyenletek­

ben a három elsőt fogjuk egynemüsíteni, mit elérhetünk, ha
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dF
dx ’

d F  d F . . , , ,  . , X  V tt
d y' cü  klfe.)ezesekbcn W  helyett —  , - j - , —

K 2  7 1  K 2

Írunk; mi által a (2 1 ) egyenletek e következőkbe mennek á t : 
d í  t*
cíx U 2  ~ °
<IF_
dy
dF

t 1

i 2
}>........ ( 2 6 ;

j ------- ^ 0 = 0dz 2

u x -\ -v y -\ - iü z ^ = .0  J 
így tehát x,y,z,t változók között három egynemű, másodfokú 
és egy első fokú függvényünk van , melyek x,y,z,t bizonyos 
értékeinél eltűnnek. E szerint, ha az illető négy függvény ha- 
tárzóját 0  val jelöljük, az előbbi számban adott tétel szerint :

d 6  d 0  . _ n dQ . __
_ + i M = 0  d z + l w - 0 .

Ha pedig a következő határzót
d*F dsF d'-F

u
dx'1 dxdy dxdz
d -F d*F d -F

V
dxdy dy2 dydz
d*F d*F d*F

w
'dxdz dydz dz1

u V w 0

¿/-val jelöljük, mely határzó x,y,z szerint, valamint u,v,w sze­
rint is egynemű és másodfokú, akkor

0 = — tJ
és ha 0  ezen értékét a fennebbi három egyenletbe helyettesít­

jük - = /*  tesszük és azokhoz még :

ux-\-vy-\-wz— §, 
egyenletet kapcsoljuk, a következő egyenletekre jutunk : 

d J
—--------f í t t = U
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Ezen egyenletek x,y,z  és ¡u szerint egynemű voiialos egyenle­
tek, minél fogva azokból x,y,z és fi kiküszöbölése könnyen 
eszközölhető.

Ha d-t képezzük és a kijelölt mütételeket véghez visszük, 
a következő alakú vonalos egyenletekre jutunk :

2Aj, cc—J— — u fi= 0  

Ax,lx-\-2All>ly-\-A^3z—vfi=0
A l3x + A i3y-]-2A 33z — wnz=Q " 
ux-\-vy-\-ivz = 0

ezekből pedig, ha x,y,z,fi-t kiküszöböljük, ered 
2 A lt  A l2

..(28)

Áyi 2Aaa
A 13— u

■̂23 V
2A33—iv

= 0 ...(2 9 .)
A  ¡:i A ^  3 

u v w 0
melyben Au  mennyiségeknek a következő értékek felelnek 
meg :

A n — (b ,ct— eZa)í*-—{—(«, c ,— a3'i)v--\-(albx— er2 

-)-2(ct^n3— a t d)vw-\-2(a,,d— a3bx )wu-\-2(a3d— a„c,)uv 
í422= (J 2c2— b:i") M2- f ( a 2c2 — d*)t>*+(a262— 6,®)«»* 
-¡-2(bld— a2b3)vw-}-2(bib3— b<ld')wu-\-2{b3d— btc^)uv 

A33= { b 3e3- c \ ) u '1\-{a3c3— c ^ )v ,i-\-{a3b3— d,1)w'i 
— 2 (c ,rZ— a3c2)viv-\~2(c<1d—-b:íc ,)íüu-\-2(c ,c „— c3d)uv 
^ 23=(& 2c3— 63c2)M2+ ( a 2c3 -)-a3c2— 2cj d)o*+(flai,
—f-fif362— 261d)i«!i-(-2(d(!-|-&1c1— a:ib3— ai c^)vw-\-2(b ̂  (30.)

— b^cl)wu-\-2{b3ci —b [C.,) uv 
A i3= ( b 1c3-{-b3c í —2c<td)ul+ ( a 1c3— a3c1)v * + (a lb3 
-\-a3bl— 2a,1d)ru 2- )-2 (a2c ,— a,c2)wi»-}-2(<i*-J-a2c2

— b, c, — a3 63 )wu-\-2 (a3 c2— a2 c3 )m u 
J , 2= ( 6  j c2 -|-&2 c,— 2ö3 d)w 2 4 -(c , «2 -l~c2a , —2da3)  v2 
-j-(aA — a2?>,)í<;2-)-2 (a3&,— &3)TO-}-2 (a2&3—ia3ba)wu

-|-2(d2-|-a363— a2c2— ¿»¡c, )uv 

Ha végre a (29) egyenletben a határzót felbontjuk, A ik meny- 
nyiségek értékeit helyettesítjük és az egyenletet u,v,w szerint 
rendezzük, a (2 0 ) egyenlet által kifejezett harmadrendű vonal vi­
szonyos polárjának egyenletét a következő alak alatt nyerjük :



•41m6- M 2í,6-M 3 « ’6 1
-J-61B  1usv-\-Cíu5iv-\-Bllviw-\-Ci viu-^-B3w',u

+ C 3w s ü j |

- j-  3 j T) , u *vl2-\-Elui w<2-\-D,1vtw 2-\- E(1 v ’>ul-\-D3i v4 w 2 I
- f É > « y 2 j [> ( 3 L )

-j-61F  ̂ vic-^Favhvu  +F ., w*uv\
-\-2! G , 31',3-|- i;3«t :i-|-G;)íí;3u3 ;
-J-6 ! H íu3i)n-w-\-Ilu3vw'i-\-H,1v3w'lu-\-I„v:twu'1
II 3iv3u -v-\-I3io3uv(1 {-}-6.KM9v2to2= 0
a melyben A V A „ , A 3>.......... sat. együtthatóknak a következő
értékek felelnek meg :

A t= b \ c 3 " + 4  b3 3c3-j-462c2 3— 3 b3 -c,, 2— 66263c2c3 
J 2= c 32a, 2-{-4 c13a 1-|-4c3íe33— 3c j2a32— 6c3c1« 3a I 
A3 = a , -b,, 2-j-4a23624 -4 a ,6 ,3— 3a,,"b, -— 6a la,,bí 62

/?i — b j ~cjc2 j bt,63 c|c3 | 262c2c3d J 263c„ d—J- 36,63c2c3 6j 62c32
— 261c„3— 2&ac1c„,í— 46t-c.,ri 

i?a==c12a2a3-j-c3c1ö2a 1-f-2c3cr3a 1ti-{-2c1a32íí4-3c2c1« 3a1
— c2c3a ,2— 2c2a33— 2c3a2ffl3'-— 4claa,á 

B 3— a„ 'lb3bl-\-a1a3b3b^-{-2albl b^d-\-2a^b^‘d-\-3a3aflbx62
— a3a,622— 2a3b13— 2 a lb.íb l'i-~4a,i -b,,d

Cl= c , ,q/)JitJr e:tc,1blb,,-\-2c3b3h,,d-\-2cJj3-d-\-3clc<1b3b<1~ c lc3bi 'i
— 2c,b33 2c36 j632 -  4ca262d 

= ff3 2c2 c , -}-a j a3 c2 c3-f-2 « , c , c3 á -f-2a3 c j 3a2 «3 c j c3
— « 2«iC32— 2a2ct3— 2a1c^cx-— 4a32c3á

C 3= 6 12«3ö2-}- M i a3a i~f 262a2a,d-|-261a,22cZ-f-3636la3a 1
— 6362a, 2— 2 63a23— 262a3«22— 46, -«/Z

Z>,= 3 6 ,  2c3 2- j- 4«2 c2 34 -2 a 262c3 '--f-126, c1c„'-i-|-462c , 2c2
+ 4 a 3632c3-J-1663c3d2— 632c, 2—863c,c2á — 4c22d2— 2o363e22

2a36ac2c3— 0>b]b3c1c3— 6a263c2c3— 126 jC2c3(Z
— 462c,c3eZ

Z>2= 3 c 2 2a , 2-l~463 o3 3-)-263 c3a , 2- f - 12 c2a2a3 2-j-4 c8a2aa3 
-|-461c1’'ía ,-} -1 6 c 1a 1cí2— c ,2a22— Scj^ a^ d — 4a32c72— 26 jCja32 

— 2blc3a3a l— 6c2cja2a j— &b3cln3a l — \2c^a3a íd —A:C3ag,ald 
D 3= 3 a 3%  2- j-4 c 16 ,3- j- 2 c 1a 16a 12«,,63 6, 2- f 4 a , 63 26 ,
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-^*4 c2a2 ®62 -| -l6 a262á 2— a2 263 2— 8 a2636 ,d — 46,2rf2 2c2a26 , 2

~ 2 c„a ,6 t62— 6 a3a26362 — 6 c,a26 ,62— 1 2 rr36 ,62d— 4 aAb3b^d

- f  4a,,c,2 ■%+\%cJ>„di— c,,, 26 12— 8 c26 , 63ci— 463*d2- 2 a 2c263 *
— 2  a2e3 636 2 — 6 c,c2 6, b„_— 6 a3 c2 63 6 ,, — 1 2  c , b3 6,, d— 4e3 6 ,62^ 

JB2= 3 o 22c32-)-46 lcl !,-j-2¿>1a 1c324-12a2c2c l24 -4 a 1c22c1 
-f-4J3rt32c3+ 1 6 a 3c3á2—  « 32c2"—  8 a3c2c|0!
— 4 c , V — 263a3c ,2— 263a ,c,c3— 6a„a3 c2c3— 66 ,a3c ,c3

— 12a2c,c3d —4a,c2c3c? 
E3= 3 b 3"aí2-\-4c,Ia,¡ 3-\-2c,1b,,a¡'í -\-í2b3a3a2,¡-\-4b^a3-a,i 
-)-4c,612a l ^-16ó,a1á2— b*aa*—  86,a3a„ci - 4 a 22(/2~ 2 c ,6 1a2‘2 

— 2c,62a2a, — 663&1a3« t— GCü&jOgOj — 12è3aoat<i— 462 «3a,d

F, = 5 6 ,62c ic3-j-4a3ó2c„2-f 4a2632c3-|-262c1c„d-j-26,63c3d 
—I— 10Z> j c2 —I-  10632c,c¿-—1 16,63c,c2 ^a262c2c3 2ü3bqb3c3
— 2a3632c2 — 2a„63c22— 863c2c¿2— 462c3d2— 36,2c2c3 —  3 626.,e,''4 
F2= 5 c ac3a2a 1-|-461c3os2-}-4&3c 12a j4 -2c3a2« 3à + 2 c !2c ,a 1d 
- 10c2a3 — 10cj í/ 11 c2c,a2a3 2b3c3a3(ix
— 2 6 ,030, 0 ,— 26jC, sa3— 2 b3c¡a3-— 8c,a3d2— 4c3a,ei2

■ ”"3C(i“d ^ c t 'BCßCjii^* 
F 3= 5 a 3a, b3b<1-\-4c„axbl -~\-4c la<¡(>b„-\-2axb3b¡d-\-2a3oi b 
—}—lOfigZ»! 2c2— 1 0 i/2 2è3fli— l l a 3a2636 ,— 2c,a,6,62— 2c2a1a262 
— 2c2a226 ,— 2c, a26,2— 8a,,6 ,á2— 4a,62rZ2 — 3«326,62

— 3 a,a2632

Ö, = 6 a 363c1c24 -3 a 1&3 c2c3 4 -9a 263c,c3 -j-3a3&2c]c3+ 9a36 1c2c3 

-(-186, c, c3aî-|-l 8a2c2c3cH~663c, 2e£+6er3c2\Z-j“ 12c,c2cZ2— a,62c3 2 
— 2a, c23— 2 62c ,3—9a26,c32— 186,c,2c2— 18a2c,c2-

— 24a363c3r7— 16c3d3 
Ér2=6i> 1c,a2a3 -J-3&2c1a3a 1-}-963Cia2a1-|-361c3a2a,-l-96,c2a3a, 
-j-18c2a2a, ai-)— 18 è3a3a1cZ-j-6 c,a 2''id-|-6 J1a3 2d -}-1 2 a2a3d:i 
— 62c3a, * — 262ct3 3— 2c3 a23— 963 c2a , 2— 18c2a2 2a3 — 18b3 aaa3 2

— 246, c, a, á— 16a,e£3 
6r3= 6 c 2o2636,-j-3r3a26,62-j- 9c1«r26362-|-3c2a l63&2 9c2r?36,62
-j-1 8 «36362cZ-|-18c,6162c?-f 6c/ab3?d-{~6cnb1 *d-\-12bsbld2 
— c3a,bl¡'l— 2c.i bl 3— 2alb33-  Pc,a3622— 18a36326, —  1 8 0 , 636,2

— 24c„n: b,,d—  1662d3
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H l= 2 b ,Jíc, 'ld-\-2a3blb3c3-\-iblc3d'l-\-l0blb3cl 2-|-a, b3 c2 2 

-j-13a263Ci c,,-\-l2a:ib:lc„d-\-8c,,d:}-\-9riJ>í c2c3 -J-ar 52c2c3 

+ 6 a 362c3d—6 6 i% c 3—4a2J 2CiC3-  őű^CjC^—8a2c22cZ
— \la.iblc^1— 2blclc,1d ~4a 3b3q'cl —lQb3cld'i

~ 2 a 1b3'!c3— 10 a b̂sc3d 
H„— 2c3'I,, -d-\-2bl C2C[a, -J-4c2a, d?-\-\0c,,ci a2 c, a3 - 
-|-1363cl a2a3-f-12&xCIo3^ -(-8a3(i'-)-9&3c2o!3ffi 
- } - i2 c3 a3 a, -J- 6  b j c3 at (Z— 6 c2 2a2 a i —  463 c3 a2 — 56t c3 <r2 a3 

— 8  &3 fí3 2d— 1 1  bi c2a3 2— 2 c2a2a3eZ— 4 c, 2ö2— 16c ja2d2

— 2&2 ct 2at — 10Z>3 c, a, d 
H3= 2 a x h.i -d-\-2e,/L3nJj,l-\-4:a3l>,/P-\-\()a3aJ)./í-\-c.Aa,,hl 2-j- 
13ci«263il+12c2«2JIcZ-)-86icZ3+ 9c ,a 3&,52-|-c3a1J1&2-{- 
6c„at62fZ—6a32ö362—ácjOjig—5c2«l&361—8ct 6,2d—llc2a3í>i'í

—2a3h3bid—4c2a2 263 — 16a2 b3 d2— 2c3a,2lb„ — 1 Oc, ar2 &2 J

/, = 2 c 3bl 2á+2a2c, c262-j-4cl62rZ2-j-10cjc26l 2—}—<7, c2&32 
-J-13a3c26t 63-|-12a,,c0,63'i-j-8J3(í3-i-9a3ct?)362-|-fltic3̂ 3̂ 2 
-}-6ffl2 c3 ba d—6ct -bf b„ — 4«3 c3 5 [ 62— 5 aítc3blb3— 8 a3b3*d
— lla „c ,6 32— 2c}blb3d— 4a„c2 ‘-6, —  16c26 [á 2— 2 a ,c2262

— 1 0 a3 c^b^d
I2= 2 a t cil̂ d-\-2b3a,Ja3c3- -̂4:atlc3d'1-\-lQa^rt3c.l,1-\-h,,a3cl 2 

-\-\3bi't3c,icl -\~l2b3a3cld-\-8cldi-{-%ia,,clc3-\-biiaiClc3 
-\-6b3a,c3d—6 a2 2c2c3— 4b — 5&3atc2c j — 8 6X c^d

— 1163a2Cj2—2  a2c20id— 463a32c2— 16a3c2d2— 2  62a32c3
—  lO ijO a C jjd

/3 = 2 6 2ö3 2d -j-2 c, £3 i , «, -)_453a I c^ -j-10536, a3 24 ~c3 î 2
4 - l3 c 25,a3« 2

-j-12cj 5, a2á-j-8a2d3~l-9ct,53a2a1 -j--c362a2«r, 4~6ci d 
—Qb 3 2a3at — 4c2£2a3a j — 5ct &2a3a2 — 8 c^a^d— 1 l c t ¿>3a2 2 
—2 b3a3a^d—4 clbl °-a3 — 166t a3 á*— 2c35t 2a, — 10c25t at d

K = 4 d n-(a,1C2-\-blcl -{-a3b3)— 8di — 8d(alb3c,i -\-a3&íicl -\-a^blc3) 
—}—(«[ b,,c, c»-\-a, bx 6 ,, c3 -f-a2a362c3) — 4«i52c3d-|-18á(a253ci 

+  a36 i<,a)+4(a2% 2+ ^ i 2Cj 2-f-a 3 -632— 19(a3Z>, í 3c, + « „ 6 , c, c2 

+ a 2a363c2) + 5 (a2 2í 3c3-j-á 3 26 2c2+ a 36 12c34 -a 15 3 2c, - fa 2Z>2c, 2

A (31) egyenlet bal oldala
alx 3-\-b,ly3-\-c.iz3-\-3(<:illx'lij-\-a3x*z-\-hlxy l-\-h3y'lz-\-clxz'1

t \-Cg.yt'i)-\-5dxyt,
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a hármas harmadfokú alakra nézve még tisztán algebrai 
szempontból tekintve is nevezetes jelentőséggel bir, és a hár­
mas harmadfokú alak (Ternäre cubische Form) hozzávaló 
alakjának (Zugehörige Form) neveztetik. *)

L asd  : Aronhold „T h eorie  der hom ogenen Functionen dritten Grades 
von drei V eränderlichen“ (Crelle J. Bd. 55, pag. 185.)
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