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A POLUS ES A POLAROK.
A VISZONYOS POLAROK ELVE.

HUNYADY JENOTOL.

I. APb6lus és a Poldrok.

1.) Ha n pontot, melyek ugyanazon egyenesben fek-
szenek, a,, a,,.... a,-nel jeloliink, és ugyanazon egyenesben
az m pontot ligy vélasztjuk, hogy annak tédvolsdga O dllandé
ponttél a kivetkezs foltétnek feleljen meg :

n 1 1

o= O_al+ ba.,+ ...... o o
akkor Maclaurin ') szerint Om tévolsig Ou,, Oa,,..... Oa,
tdvolsigok harmonikus kozépardnyosa, Poncelet?) szerint
pedig m pont a,, ag, ..... a, pontok harmonikus kozép-
pontja. Konnyen belithaté, hogy az (1) egyenletet a kivet-
kez6kép is irhatjuk :

1 1 1 1 1 1

Om ™ 0a, T om0 T GOm0, =0

vagy

i=n/ 1
ijl(%— -OTI)BO ....... (2)

) L4sd Mac-Laurin értekezésének forditisit a harmadrendii vona-
lokrél : E. de Jonquitres ,Mélanges de géométrie pure“ czimii miivében,
205. lap.

*) Mémoire sur les centres des moyennes harmoniques (Crelle J. f.
d. r. w. a. M. Bd. 3. p. 229.)
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Jonquiéres ') a harmonikus kozéppont fogalmat kitdgi-
t4, s a kivetkezd értelmezést adta neki :
Ha az m pontot ugy valasztjuk, hogy a kivetkezd n

viszony :

ma, ma, ma,

-O—aj, 6;12 R 'O—a—r;
p-kénti szorozminyainak Gsszege egyenls zérussal, akkor az
m pont @, , dg..... a, pontok p-dik fokd harmonikus kézép-

pontja. Ha a nevezett szorozmidnyok Osszegét a kiovetkezd-
kép jeloljiik :

o ma, may mnp)

Afm g ...
akkor az m pont a

ma, ma, may\ _ .
Z(ml.@;-.....()&;)—o. o v (3)
egyenlet altal p-félekép van meghatirozva, mely egyenlet, ha
meggondoljuk, hogy
& ma; ==0a; —Om,

még a kivetkezd alakot is felveheti :

1 1\/1 1 1 1

2.) Ha valamely adott n-ed rendii girbe sikjiban O él-
land6 ponton keresztiil abhoz szeldt vonunk, azt O pont koriil
forgatjuk, és minden szelbre nézve, az elsd foki harmonikus
kozéppontot meghatérozzuk : akkor a harmonikus kozéppon-
tok mértani helye az egyenes?), és ezen egyenes az adott
gorbének O pontra, mint pélusra (Pol), vonatkoztatott polirja
(Polare).

A polir ezen fogalmit, Cremona szerint, Grass-
mann 3) tigitd ki. Ha ugyanis minden szel6ben a p-dik fokn
harmonikus kézéppontot meghatirozzuk, gy azok mértani
helye p-dik rendii voual leend, mely az eredeti girbe (n—p)-
dik polarjdnak nevestetik. Iz utébbi értelmezés szerint, ha

1) Mémoire sur la théorie des piles etc. ete, Journal de J. Liouville,
1857. p. 266.

) Jonquiéres. Mélanges de géométrie pure p. 205.

*) Theorie der Centralen (Crelle J. f. d. r. u.a. M. Bd. 24. Seit. 262.)
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Omz==R-és On,, Oay,..... Oa, tdvolsdgokat rendre r,,
re,....rp-nel jeloljiik, az (n—1)-dik polér egyenlete :

1=En(_1R_1 )zo v o (B

i=1 T4,
az (n—2)-dik poldr egyenlete pedig :
vagy felbontva

N U U
n(n—l) 1

= (_1)R ( >+2(717«»)—0 ..... .

Ha igy tovabb haladunk , az (n—p)-dik poldr egyenletéiil
taldljuk :

sfh-Hi-- o0

vagy felbontva

n(n—l)--(n—rl—”(‘_)”_ ]
125 —\R) }
_%9(%) 2(;_1)+ b (9)

—2)..(n—p e | |
HBE ) o

3.) E szédm alatt az n-ed rendii vonal egyenletébil polér-

jainak egyenleteit fogjuk lehozni, mely czélra legyen :
ugtu,Fug ... 41, =0......(10)
egyenlet az n-ed rendii vonal egyenlete ép szogletii 6sszrende-
z6kben, hol uq a két viltozd ¢ dik foki egynemii fiiggvényét
jelenti. Ha tovabba ezen egyenletben az
’ x=u-rcosw
y=v-}rsinw

helyettesitéseket véghez vissziik : gy a (10) egyenlet, — bal
oldalédt f(, y)-nal jelolvén, — a kovetkeztbe megy 4t :

0=f(u, v) +<d—f cosw+ fsmw)r-l—-
+1 2((1020032 -}—2 coswsmw—}— ;{smﬂw )1 2 (1)

1 21 n(g:izcos“w-i—"; da Of—fl‘d cos"~ lwsinw —!—El—fsm u);"
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Ezen egyenletbdl pedig, r-nek n értékét »,, ro...... ry
nel jelolvén, kovetkezik, hogy :

1 gcosw-l— g‘—{:sinw
LS, SRRl
("'1) S(u)
% o def st B
SV 71,2008 w-]—-2 mcoswsinwt - sinw
Nryre) 1.2 f(u,v)

1y (AP
Z( l'rg....'rp)_' 12..p

v P
—cospzv+p S cosl"lwsinw—{-—gv{sinl’w

1 dur—tdv

Suw)
Ha végre ezen értékeket az (5), (7) és (9) egyenletekbe
helyettesitjiik , az (n—1), (n—2) és (n—p)-dik polir egyen-
letét a kovetkezd alakban nyerjiik :

(‘_i-.fcosw-l-fl‘fsinw)—}-n f(uv)=0...... (12)

12 12(p—2)
2 ;Z‘Ivcoswsmw +—2—',—Csm2w )+ =0 |

Megjegyzendd, hogy az (n—1), (n—2) és (n—3)-dik
polarok még egyenes, kipos és kobos poldroknak is nevez-
tetnek.

4.) Ha (u, v) pont a gorbén fekszik, tgy :

Slup)=0,

és ezért az n-ed rendii vonal egyenes polirjinak egyenlete a
(12) egyenlet szerint :

(dfcosw—l— —[smw)_o

"(n ( )+ (n—1) R( ~j—ecoswj‘f smw) ]L
AN i S L
9 cos* w2 - COSWSINW sinfw== J
n(n—1)... (n-— +1) (n—1)...(n—p+1
b Do) Y 11
f
1 _X:;(_( cosw_-:l—)—smwzj— % -
+ = A8 il 4 RQ( ;cos* w4 |
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a mely egyenlet
Reosw=—x—u
Bsinw=y—uv

segélyével még e kivetkezd alakot veheti fel :
d
(z—u)-- f—]—(J—u) f——O ..... (15)

A (15) egyenletben, a girbéhez (u,v) pontban vont érin-
to egyenletére ismeriink; minél fogva a kovetkezd tételre
jutunk :

Az n-ed rendit vonalat valamely pontjdhoz tartozd egye-
nes poldr ezen pontban érinti.“

Nem csak az egyenes poldr, mely az n-ed rendii vonal
valamely pontjéhoz tartozik, érinti a gorbét az illeté pont-
ban, hanem minden magasabb rendi polér is.

Azon feltételnél fogva, hogy (u, v) pont a gorbén fekszik,
a kupos polir egyenlete a‘ (13) egyenlet szerint a ko-
vetkezd :

I)R(—f cosw-|— - smw)—|—
L pe( Y o0t 0 8 s Aﬁ-g)_
+ R ( 508 2w—~-2 T dvcoswsmw—l— 25 w' =0 ;
vagy ha ebben

Reosw=x—u, Rsinw=—y—uv,
helyettesitéseket véghez vissziik, még :

(n—ng e o=+ Lol |
(16)
T e oy (y—)" g—o j

Ezen kupszelet az eredeti gorbét (v, v) pontban érinti,

mert ha beléle %Z: értékét keressiik, s azutdn a—u, y=v-vel

tessziik, tokéletesen azon eredményhez jutunk, mint ha
J(@y)=0,

egyenletbol értéket keresndk, és azutdn a==u, y==v helyet-

tesitéseket véghez vinnok. Ismeretes pedig, hogy ezcu felté-
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tel mellett két gorbe egymdst (u, v) pontban érinti?). Hason-
16képen bizonyithatjuk be, hogy minden magasabb rendii
polér, mely a gorbe valamely pontjdhoz tartozik, azt egy-
szersmind ebben a pontban érinti.

5) A polérok tovabbi tulajdonsigainak megismerte-
tése czéljabdl azon sajitsdgos utat fogjuk kovetni, melyet
Salmon?) adott.

Az egyenes, a kupos, a kobos sat. polarok egyenleteit a
kovetkezdkép is irhatjuk : (2. sz.)

(ma\ ma, mdy\
e T o ]
ma, My ma,
(Oa1 Oa2 Oa,
hol O a pélust; a,, ay.....an valamely szeld .kozos pontjait a
gorbével, és m ezen pontok O pontra vonatkoztatott harmonikus
kozéppontjit jelenti. Ezen egyenletekbdl kitiinik, hogy ha oly
n-ed foku egyenletet volnink képesek alkotni, melynek n
gyodke

)_0 sat.

ma, ma, Mty

O—GI-) —OCTZ, o ‘Oan 7
tgy abbél az illetd poldrok egyenleteit kénnyen lehozhat-
nék, mert e czélbol csak az illetd egyiitthatokat kellene
egyenliteniink zérussal, Es valdjdban nem is lesz nehéz ily
egyenlet birtokaba jutni.

Ha O és m pontok hdromvonali sszrendezdit rendre
(2,9,2) és (z,,y,,2,) jeloljiik, gy valamely mds ax pontnak,
a mely Om egyenesben fekszik, és azt 1:p viszonyban osztja,
a kovetkezd Osszrendezik felelnek meg :

paeA-de  pyly  pze
e A e
Ha pedig ay pont a girbén fekszik, akkor ezen értékek éltal
a gorbe egyenletének elégtétetik, és igy, ha

(p(m,y ,2)=0,

") Lasd péld. Navier-Wittstein Lehrbuch der Differential und Integ-
ralrechnung 1. Kot. 179, 1.
) A Treatise on the higher plane Curves, 54. 1. 61. sz,
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az n-ed rendii vonal egyenletét hdromvonald osszrendezik-
ben dbrazolja, akkor, miutdn A-4p kozos osztot az egyenlet
egynemiisége miatt, egészen elhagyhatjuk, a kovetkezd egyen-
letnek kell dllania :

p(pa, Az, W/lﬂ'l.% pe,+12)==0,
vagy ha

" w p
ixlzh? iylzkv "l'zl:Z)

ez még e kovetkezbbe megy 4t :

9(z4-h, y+k, «4-)=0.
Ezen egyenlet bal oldaldt pedig Taylor sora szerint kifejt-
vén, ered :

d d d
qp(:)c,]/,z)—|—(h _q)'l"l“#l_qj)
1 (e
+ m(ﬁ gt +2kl +zm - dm

o )+ ......... =0

és ha ebben A, k és I értékeit helyettesitjikk és g(a,y,z) figg-
vényt U-val jeloljik, a kovetkezs tokéletesen symmetrikus
egyenletet nyerjiik :
I daU, dU, dU
n n—1 = padesl s
A U-'I'-l :u(xldw+ ldJ +zld )
A —2u aeu a*U
+l2( dw-+yl ng+ldz+ylldd
axu )

+2Z1w1 d d + 13/1 d%‘d
J _

M= (42U Q(deu de
=) o) (%),
g

+3JZ<:ZZyd ) +“z“(jgdU ) T (j;gy) ]

i dU
n—1 R — R
(i) o () +(a )
i +w(U),=0,
amelyben U, U-bol akkép ered,haabban x,y,z helyett ,,y,,z,--
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dx dx ’
valamint a magasabb rendii differential quotiensek is.

et helyettesitiink, és hasonléan ered (‘!—U) ﬂ]-btil sat
1

Ezen egyenlet-’-;—ra. nézve n-ed foki; n gyoke azon n vi-

szonyt adja, a melyben Om egyenest a gorbe metszi, és igy az
egyenes, kupos, sat. polirok egyenletei a kovetkezdk :

d aU au
x(d; l+y((—i-y—) 1+z(£)l —0 ..... (17)
d? U d deU deU . dey
m(g; ) +y (,7)+(r)+ Zy(clgﬁl)

(d*U B AN
+2za,(———dzdw)l+ia,_1/( Tadi dy)—o ...... (18)
sat. ')

6) Az elsé, masodik, sat. polirok egyenletei a kovet-
kezdk :

au-, dU., dU
wlﬂ"}'%@ﬁ"z:a; =0
aey, 42U a2t ;' a*u | . 32U
wlqﬁ_‘-yl- :i?'-’ '|"’°'1-2 c—l;g—-‘—zylzllmz_}— 2zyx, dedx
a*U

+2m1y1 mzox

ezekbdl pedig latjuk , hogy a masodik poldr egyenlete ép
gy képeztetik az els8ébgl, valamint az elsd polir egyen-
lete képeztetett az adott n-ed rendii vonal egyenletébdl.
Hasonléan litjuk, hogy a harmadik poldr egyenlete is ép
gy vezettetik le a misodikébél, valamint a mdsodik poldr
egyenlete az elstébdl, és igy tovabb. Mindezekbél a kivetke-
z6 tételre jutunk :

»Az n-ed rendii vonal p-dik poldrja szintén poldrja az
ugyanazon pblusra vonatkoztatott elsé, masodik, . . . .(p—1)-
dik poldroknak.“

) A (17) (18) sat. egyenletek baloldalai szintén nevezetes algebrai vi-
szonylatban 4llanak az U eredeti alakhoz, és az eredeti alak Covariansainak
neveztetnek. (Lasd Salmon ,Vorlesungen zur Einfiihrung in die Algebra
der linearen Transformationen® deutsch von Fiedler p. 130—132. Art.
78, 79.)
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1.) Az egyenes polir egyenlete a kovetkezo :
dU d al
w(d—';)l—‘-y (-@ l+z(¢—i;_)l_0’

amely a viszonylatot fejezi ki a poldr valamely pontji-
nak @, y, z 6sszrendezdi, és a polus x,,y,,2, osszrendezdi kozott.
Ha ezen egyenletben az elsd pontot tekintjiik dllandénak,
mely esetben annak 6sszrendezdit @y, y,, 2,-vel jeloljiik, a ma-
sodikat pedig valtozénak, ugy az a kiovetkezobe megy it :
Lo Z-—g—l-yg%’-\—zg%ﬂ,

mely az (2,,7,,2,) pont elsd poldrjadnak egyenlete (5. sz.). Mind-
ezeknél fogva a kiovetkezd tételre jutunk.

»Azon pontok mértani helye, melyeknek egyenes po-
larjai ugyanazon egy allandé ponton mennek keresztiil, az
ez utébbi pontnak megfeleld elsé poldr.“

Ha pedig feltessziik, hogy @,,y,,2, pont a gorbében fek-
szik , akkor tudjuk, hogy az ahhoz tartozé egyenes poldr
a gorbét abban érinteni fogja, és igy az eldbbi tételbdl egy-
szersmind a kivetkezd is kovetkezik :

wAz n-ed rendil vonalon kiviili pontbdl az akhoz vont érin-
t6k érintési pontjai az azom ponthoz tartozd elsé poldron fek-
szenek."

Mivel pedig az elsé polar foka (n—1), azért 4il a
kovetkezd tétel :

pAz n-ed rendil vonalhoz eqy a gorbén kivili pontbdl
n(n —1) érintd lehetséges.“

Tovébb4 tudjuk, hogy a girbe valamely pontjéhoz tar-
toz6 elsé polar azt azon pontban egyszeriien érinti; mivel
pedig az egyszerii érintési pont két 4tmetszési pontnak tekin-
tendd, tehat még a kovetkezd tétel is 4ll :

»Az n-ed rendit vonal valamely pontjdbdl ahhoz [n(n—1)—2]
érintd lehetséges.“

Ezen szdm els6 tételébsl még megfejthetjiik, hogy hény
polus felel meg az egyenesnek, azt az n-ed rendii vonal po-
larjéul tek intvén.

E kérdés megolddsara sziikséges, hogy az egyenes két
pontjét figyelembe vegyiik. Az (z,y,2,) ponton keresztiil me-
nd egyenesek pélusai, az idézett tétel szerint,
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al . dU, dU
g ¥ +3/1@ +zldz'=0
(n—1)-ed rendii vonalban fekszenek , valamint az (2, , %o, 22)
ponton keresztiil mend egyenesek polusai, ugyanazon tétel

szerint,
xz%+;‘/zcc§—;f+zmgg=0
(n—1)-ed rendii vonalban fekszenek.

Az (2,y,,2,) és (X,Y0,2,) pontokat osszekoté egyenes po-
lusai csak is a fentebbi két gérbében fekiidhetnek egyidejiileg ;
minek kovetkeztében azok a két (n—1)-ed rendii gor-
be dtmetszési pontjai, és igy szdmuk =(n—1)?. Ezek szerint a
kupszelet poldrjinak egy polus, a harmadrendii vonal poldrji-
nak pedig négy polus felel meg.

8.) Kénnyen beldthatlag nem csak az egyenes és elsd
polar kozott létezik azon viszonylat, melyet az elébbi
szam els6 tételében kimondtunk ; hanem ép ugy akipos és a
misodik poldr, valamint a kobos és a harmadik poldr
kozott, és végre az (n—p)-dik és p-dik poldr kozott is; mi-
nél fogva a kovetkezd &ltaldnos tétel kimonddsdra jogosit-
tatunk fel :

yAzon pontok mértani helye, melyeknek (n—p)-dik poldr-
jai ugyanazon eqy adott ponton mennek keresztiil, az adott
ponthoz tartozd p-dik poldr.

90.) Hitra van még azon esetek kipuhatoldsa, melyek
megmutatjak, hogy miként viszonylanak a poldrok azeredeti
gorbe singularitisaihoz,

Ha a kezddpont ¢-szoros pont, akkor U=0 egyenletben
a legalacsonyabb tagok 2 és y-ra nézve ¢-dik fokuak lesznek,
minél fogva az elsé polir egyenletében

wlj_g-‘_yl %l”'}_zl%jzo
a tagok egészen a (¢—1)-dik fokig hidnyzanak és igy latjuk,
hogy a kezddpont az elsé poldrban (g—1)-szeres pont.
Hasonléan hidnyzanak a mésodik poldrban a tagok egészen
a (¢—2)-dik fokig, mivel annak egyenletében a mésodik
differential qnotiensek fordulnak eld, és igy a masodik po-




A POLUS ES A POLAROK. 13

larban a kezddpont (¢—2)-szeres pont lesz, sat. Mindezek-
bél a kivetkezd tétel ered :

» Ha valamely n-ed rendii algebrai goo’benek eqy q-sz010s
pontja van, akkor az a p-dik poldrban, hol p<_ q, mint (q—p)-
szeres pont mutatkozik.“

10.) Ha tovdbbd a ¢-szoros pont érintéi koz8l kettd
osszeesik, akkor
wy=0
egyenletnek, melybél a g-szoros pont érintdit nyerjik?), két
egyenld gyoke van, minél fogva az
duq ,  dug
- ¢ I
kifejezéseknek egyszerii tényezdje lesz, ¢és igy az elsé poldr
egyenletében a legalacsonyabb foku tagok is, mint

du du(
l q+ l 1

fogjak azon kettds gyokot, mint eg_yszerii tényezdt, tartal-

. au . .
maznl,saholzl%— nem tartalmaz tagokat, melyek = és y-ra

nézve ¢ fokon aldliak volndnak. Mindezek bil viligosan lat-
juk, hogy az m-ed rendli vonal g-szoros pontjdhoz tartozé
kettds érintd, mint egyszerii érintd lép fol az eredeti girbe
elsd polarjdban.

Es ha egy g¢-szoros pontndl

=0

egyenletnek k-szoros gydke van, melynek Z-3zoros érint fe-
lel meg : akkor azon tényezd u,-nak minden elsi differentidl
quotiensében (k—1)-szer, minden mdsodik differentidl quo-
tiensében (k—2)-szer fog el8fordulni, sat.

E szerint egészen altalanosan all, hogy a k-szoros ‘érin-
t6 az eredeti gorbe g-szoros pontjiban, az credeti girbe elss
polrjiban , mint (k—1)-szeres érinté ugyanazon (g—1)

") Lisd p. a szerz8 értekezését ,Ueber die fundamentalen Eigen-
schaften der algebraischen Curven ete: ete. Inangural-Dissertation (Got-
tingen, VandenhGck und Rupprecht) 24. 1.
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szeres pontban fog fellépni, valamint annak misodik polar-
jaban, mint (k—2)-szeres érintd ugyanazon (g—2)-szeres
pontban sat., miknél fogva a kivetkezd dltaldnos tételhez
jutottunk :

A k-szoros érint8 az eredeti gorbe g-szoros pontjdban, mint
(k—p)-szeres érintd fog fellépni az eredeti girbe p-dik poldr-
jdnak ugyanazon ( q—p)-szeres pontjdban , feltételezve , hogy
p<lk<Lq .

11.) Miutén a kettds pontban a girbe két egymdsutin
kovetkez6 pontja esik 0ssze, azért minden azon keresztiil me-
nd egyenes a gorbét két pontban metszi, minélfogva minden
azon keresztiil mend egyenes érintének tekintetik. De ha az
ily alérintéket (Pseudotangenten?) a valédi érintk szamdbol
levonjuk, akkor, mivel az els§ poldr dtmetszési pontja az
eredeti girbe kettBspontjaban kettdnek szédmittatik, és az el-
86 polir az eredeti gorbe minden kettdspontjan keresaztiil
megy, egy a gorbén kiviili pontbél az n-ed rendii vonalhoz,
ha az ¢ kettdsponttal bir,

n(n—1)—24
érint§ lehetséges.

Ha pedig az n-ed rendii vonal még azonkiviil % vissza-
forduldsi ponttal (Riickkehrpunkt) bir, akkor egy a girbén
kiviili pontbél az n-ed rendii vonalhoz

n(n—1)—26—3k
érint6 lehetséges ; mivel az eredeti gorbe visszforduldsi pont-
jdnak érint8je szintén érintdje az eredeti gorbe elsé poldr-
janak (10. sz.), és igy minden visszforduldsi pont hdrom
dtmetszési pontnak tekintetik.

Ha az n-ed rendii vonal g-szoros ponttal bir , akkor az
az els6é poldrban mint (g—1)-szeres pont lép fel (9. sz.),
és ezért a gorbén Kkiviili pontbol lehetséges érinték szdma
q(q—1) egységgel kisebbitendd.

Ha pedig végre még a ¢-szoros pont k-szoros érint8vel bir-
na, akkor az érintdk szdma még (k—1) egységgel kisebbitends.

) E kifejezés nem azon értelemben veendd, mint azt Plicker hasz-
nilta (Theorie der algebraischen Curven p. 210.)
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IL A viszonyos poldrok elve.

12.) Az elébbiekbdl kivetk ezik, hogy ha egy kipszelet
és azon kiviil egy pont adva levén, ezen pontnak a kipsze-
letre nézve csak egy, t. 1. az egyenes polir felel meg, és vi-
szont, valamely adott egyenesnek a kipszeletre nézve szintén
csak egy pont fog, mint pélus megfelelni.

Ezt el6re bocsétvan, legyen az adott kipszelet egyenle-
te «, y, z hdromvonalt dsszrendezdkben a kivetkezd :

U=ax’+a'y®+a' 22 4-2byz+-2b'2e+20" xy=0,
az adott pont Gsszrendezdi pedig (u,v,w); akkor, miutdn az
elsé poldr egyenlete x,,y,,z, pontra nézve :

xlgg—i_ylgg-*_zl%]:o;
az adott kupszelet poldrjanak, u,v0 pontot mint pélust te-
kintvén, a kovetkez egyenlet felel meg :
(ax4-b"y4-b"2)u-(b" w4-a'y+-bz)v4-(b x+-by+a'2)w=0..(1)
a mely még a kivetkezd alakot is folveheti :

(au4-b"vb'w)x—+(b" u4-a'v4-bw)y (b us-bv
+a"'w)z=0......(2).

Az (1) egyenlet mutatja, hogy (u,v,w) valamely adott pont
osszrendezdit jelentvén, neki mindig egy egyenes felel meg;
mit kiitonben mér eldre is tudtunk.

De a (2) egyenlet mutatja, hogy ha @, 7, z valamely adott
pont Gsszrendezdi, igy az a,y,2 pontnak is egy egyenes fog
megfelelni, melynek egyenlete a (2) alatti egyenlet.

Mindezekbél litjuk, hogy két oly rendszerhez jutottunk,
melyben egy adott pontnak az elsében egy bizonyos egyenes
felel meg a masodikban, és viszont egy adott pontnak a mi-
sodik rendszerben egy bizonyos egyenes az elsében. Ezen
viszonyossigot, mely a két rendszer kozott létezik , a viszo-
nyos poldrok elvének (Le principe des polaires réciproques)
nevezziik. Ezen elvet Poncelet?) hozta be a mértanba.

") Traité des propriétés projectives des figures. Paris 1822.p. 122.—
Mémoire sur la théorie des polaires réciproques (Crelle J.f. d.r. u. a. M,
4. Bd.p. 1)
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13.) ,Két egyenes w/,v'yw’ dtmetszési pontjanak poldrja
az illet6 egyenesek a',y'2" és @'y”,z" pélusait tartalmaz-
za, és megforditva, két o',y 2" és x',y’,’z" pont poldrjai egy-
mist az ezen pontokon keresztiil fektetett egyenes megfelels
polusdban metszik.

Mert ha az (1) egyenletet rovidség okdért a kivetke-
z6kép irjuk :

f(e,y,z,u0,w)=0.........(3),
tgy, az x'y'z’ és a2 pontok polirjaira e kiovetkezd
egyenletek allanak :
Sl y' 2" u,ww)=0
Jla 'y 2t om)=0,
ezeknek pedig elég tétetik, ha u, v, w helyett u’, v, w"t helyet-
tesitiink, u, v, w’ a két egyenes dtmetszési pontjdnak Gsszren-
dezéit jelentvén. Ennélfogva azok a kiovetkezikbe mennek 4t :
Sy u, v w)=0......(4)
Flo" gy e o v w'e=0.....{5)
Ha pedig w’,v',w’ pont poldrjit keressiik, igy a (3) egyenlet
fogja ezt adni, mely e jelen esetben a kivetkezibe megy dt:
flay,zu v w )—0......(6),
ennek pedig a (4) és (5) egyenleteknél fogva, ha x,y,z helyett
a'y' 2, és 2y’ 2" -t helyettesitiink, elégtétetik.

Az imént bebizonyitott tételbSl e kivetkezi ered :

»Ha hdrom vagy tobb pont ugyanazon egyenesben fekszik
akkor azok poldrjai eqymdst ugyanazon eqy pontban, az il-
letd egyenes pdlusdban, metszik ; és megforditva, ha hdrom vagy
tobb egyenes egymdst ugyanazon eqy pontban metszi , akkor az
ezen egyeneseknek meqfeleld pdlusok ugyanazon eqy egyenesben
a kizis dtmetszési pont poldrjdban fekszenek.*

E tételt még a kovetkezdkép is kifejezhetjiik :

syHa valamely pont ugyanazon egyenesben halad, vigy azon
pont poldrja valamely dllandd pont kiriil, az egyenes pdlusa
koriil, forog, s megforditva.”

14.) Ezek szerint, ha valamely sokszog adva van, ugy
egy masikat szerkeszthetiink, melynek szogpontjai az erede-
ti oldalakra nézve pélusok; mibdl a viszonyos poldrok el-
ve szerint kovetkezik, hogy ez utébbi sokszog oldalai az ere-
deti szogpontokra nézve (azokat mint pélusokat tekintvén)
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poldrok. Miutén ezen viszonylatok az oldalok szdmitél és
nagysagatol tokéletesen fiiggetlenek , azért azok érvényesek
még akkor is, ha a sokszogek helyébe gorbék lépnek. Igy az
adott gorbe érint6inek polusai valamely mésodik gorbén fek-
szenek , mely az eredeti girbe viszonyos poldr gorbéjének,
vagy roviden csak viszonyos polarjénak neveztetik. Vi-
szont ezen viszonyos poldr ¢érintdinek pélusai az eredeti
girbén fekszenek.

Ha az adott gorbe n-ed rendii, akkor ez az egyenes 4l-
tal n pontban metszetik, Ezen n dtmetszési pont polarjai,
melyek a viszonyos poldr érint8i, egymdst ugyanazon egy
pontban metszik (13. sz.) és ezen gorbe semminemii mds érin-
toje ez utébb nevezett ponton keresztiil nem mehet, mivel,
ha az valéban torténhetnék, okvetlen kovetkeznék, hogy az
n-ed rendii vonal az egyenes &ltal tobb, mint » pontban met-
szetik, a mi lehetetlen. Ezeknél fogva az n-ed rendii vonal vi-
szonyos poldrja dltaliban n-ed osztdlyd, miutén valamely
gorbe osztalydt az érint6k szdma, mely ahhoz valamely pont-
bl lehetséges, hatérozza meg. E szerint az n-ed rendii vonal
osztdlya n(n—1). (7. sz.) Innét pedig a viszonyos polérok
elve szerint a kivetkezd tétel ered :

ndz n-ed rendil vonal viszonyos poldrja dltaldban
n(n—1) rendit“.

15.) A viszonyos polirok elve szerint képesek va-
gyunk tételeket n-ed rendii vonalakrél n-ed osztdlytakra tiis-
tént dtvinni ; igy p. a kivetkez tételbél :

wAz n-ed rendil vonal M;_ i adott pont dltal tikéle-

tesen meg van hatdrozva.“
tiistént ered :

n 3 S i
ndz n-ed osztdlyi vonal %—) adott érintd dltal to-

kéletesen meg van hatdrozva®.
Tovibba a kivetkezs tételbél :

Oly n-ed rendii vonalak, melyek (Z'_(“.Z_t:‘}_)_.l) adott

A POLUS ES A POLAROK, 2
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ponton mennek keresztiil, egymdst még (@—l—l) allan-
d6 pontban metszik.
,Oly n-ed osztdlyi vonalak, melyek (i'n;ﬂ) —1)

adott egyenest érintenek, még (7%_—3)—1—1) dllands  egyenest s

érintenek.“

Két m és n rendil gorbe m.n kvzis ponttal bir. )

E tételbél a kivetkezd ered :

Két m és n osztdlyd gorbe mu kizbs érintdvel bir.

Miutdn pedig az m-ed és n-ed rendii vonalak m(m—T1)-
ed és n(n—1)-ed osztalytak, azért az elobbi tételbdl még a
kiovetkezd ered :

,Két m és n rendli gorbe :

mn(m—1)(n—1)
kozos érintével bir.“

E tételt Jacobi %) a poldroknak elméletétdl egészen fiig-
getleniil bebizonyité.

16.) Kénnyen beldthato, hogy az eredeti girbe valamely
kettdspontjdnak kettds érinté (Doppeltangente) felel meg an-
nak viszonyos polérjiban, ép Ugy valamely visszaforduldsi
pontnak az eredeti gorbében, fordulati érinté annak viszonyos
polérjdban ; és viszont kettds érintének és fordulati érintdnek
az eredeti gorbében, kettds pont és visszaforduldsi pont felel
meg annak viszonyos poldrjdban. Altalén pedig valamely ¢-
szoros pontnak az eredeti gorbében mindig ¢-szoros érintd
felel meg annak viszonyos poldrjaban.

17.) Az el§bbi szédm alattiakndl fogva ha foltessziik, hogy
n a gorbe rendjét,» a gorbe osztilydt, & a girbe kettdspontjainak
szdmat, 7 a gorbe kettdsérintdinek szdmét, x a gorbe visszafor-

') Azon tételekre nézve, melyekbél kiindultunk, lisd a szerz8 érte-
kezését ,Uber die fundamentalen Eigenschaften der algebr. Curven ete,*
*) Beweis des Satzes, dass eine Curve n-ten Grades im Allgemeinen

1 9
an(n—‘z)(n’—Q) Doppeltangenten hat. (Crelle J. Bd, 40. pag. 257).
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duldsi pontjainak szdmét, « a girbe fordulati érintéi (v. pont-
jainak) szdmit jelenti, gy a kovetkezd képletek sllanak :
1-szér, A 11. szdm szerint :
r=n(n—1)—20—3x.....(7)
s igy, ha a viszonyos poldrra 4tmegyiink

n=y(r—1)—2z—3¢..... (8)
2-szor.
=3n(n—2)—65—8x¢ .. ... 9).
a viszonyos polarok elvénél fogva pedig
#=3v(»—2)—067—8¢...... (10) |

Ha tovébbd a (8) egyenletbe » és ¢ értékeit a (7) és (9) egyen-

letekbdl helyettesitjiik, ered :

21:‘-.72(72—2)(11"-———9)—2(26-}- 3x)(n*—n—06)+4-4(0—1)
+9x(x—1)+120% g(ll)

a viszonyos poldrok elvéndl fogva pedig :

2()‘:;1(11—2)(11‘2—9)——2(21—|—31)(w“—r—6)+41(1—
—+9:(:—1)+12%

A (7)—(12) képletek azok, a melyeket Pliicker*) hozott
le elgszor. Ezen képletek egymdstél nem fiiggetlenek ; neve-
zetesen oly viszonylatban dllanak egymdshoz, hogy bérmely
hérombol a tobbi harom kivetkezik. Ennélfogva ha u, »#, &,
7, » és « mennyiségek koziil hdrom adva van, azok a tobbi
hdrom megtalaldsdra szolgdlnak.

Sok esetben elégséges, ha n, », J, 7, x és « mennyiségek
koziil csak kettd van adva ).

18.) Azon mértani igazsdg, hogy az n-ed renddi vonal
viszonyos polédrja

D)4
((12)

n(n—1)
rendli, ezen n(n—1) rendii vonal viszonyos poldrja pedig csak
n-ed rendi, holott annak tulajdonképen :

') Pliicker ,,System der anal. Geom, ete.“ p. 266,

Pliicker , Theorie der algebr. Curven ete.“ p. 208. Salmon ,A Trea-
tise on the higher plane Curves“ p. 74.

?) y,Theorie der algebr. Curven® p. 211.

%) Clebsch : ,Uber die Singularitiiten alg, Curven (Crelle J. Bd.
64, p. 98) & ,Uber die Anwendung der Abelschen Functionen in der Gee-
metrie“ (Crelle J, Bd. 63, p. 189).

2%
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n(n—1)}n(n—1)—1){

rendiinek kellene lenni, mi dltal annak rendje

n(n—1)}n(n—1)—1)} —n=n’(n—2)
egységgel siilyedt, latszélagosan képtelenségnek tiinik fel.
Poncelet e latszolagos képtelenség okdt az eredeti gorbe ket-
t6s érintdiben és fordulati érintSiben l4tta, mert az eredeti
gorbe kettds érint6jének és fordulati érintdjének a viszonyos
polarban kettdspont és visszaforduldsi pont fele] meg. Tovib-
ba barmely algebrai gorbében minden kettés pont két egy-
séggel, és minden visszaforduldsi pont hirom egységgel kiseb -
biti az eredeti gorbe viszonyos poldrjénak rendjét; ha tehdt
az n-ed rendii vonal z kettds érintével és ¢ fordulati érintdvel
bir, ennek a viszonyos poldrja z kettés ponttal és ¢ visszafordu-
lsi ponttal fog birni ; és igy ha ennek megint viszonyos po-
larjét keressiik, akkor ennek rendje : \

27431

egységgel kisebbitendd, Mar most a fentebb emlitett ldtszola-
gos képtelenség magyardzatéra csak az bizonyitandd be, hogy

n3(n—2)=27+43u.
Jacobi ') szerint pedig

2r=n(n—2)(n*—9)
valamint Pliicker 2) szerint

1==3n(n—2)
ha végre 7 és « ezen értékeit a fentebbi egyenletbe helyettesit-
jiik, latjuk, hogy annak ezek dltal elégtétetik ; s aldtszdlagos
képtelenség tokéletesen meg van magyardzva,
19.) Végre az n-ed rendii vonal viszonyos poldrjanak

egyenletét keressiik, az eredeti girbe egyenlete adva lévén

Legyen e czélra :

Fzge=0...,...(18)

!) Crelle J. Bd. 40, p. 237. Lésd a szerzitsl ,Uber die fund. Eig. der
alg. Cuarven etc.“ p. 25; és Clebsch : Bemerkung zu Jacobi’s Beweis fiir die
Anzahl der Doppeltangenten (Crelle J. Bd. 63, p. 186)

’) »System der anal, Geom, ete.“ p. 264,
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az n-ed rendii vonal egyenlete hiromvonald sszrendezdkben,
tovibbd a kor egyenlete ugyaneren dsszrendezékben :
by om0,
akkor (u,v,w) pont polérjdnak egyenlete a korre nézve leend:
urtvytwz=0..... (14)

Megjegyezvén, hogy a (14) egyenesnek a (13) gorbét
minden pontjaban érintenie kell, mivel a viszonyos poldr bér-
mely pontjdnak az eredeti gorbe egy bizonyos érintéje felel
meg, s mivel a (13) girbe az (a,y,2) pontban a kovetkezd
érintdvel bir :

dr ar dFr
.’I{E—*—‘?j@—l—z ;1—;_0 ....... (15)

a (14) és (15) egyenletek osszehasonlitdsabél a kovetkezd
egyenletekhez jutunk :

-Z—f:u, %zv, %:‘.w ..... (16)
ezeket a (14) egyenlettel dsszekitvén, és belslok a,y,z meny-
nyiségeket kikiiszobolvén a kivint egyenlethez jutunk.

Alig sziikséges tén megjegyezni, hogy e feladat tokéle-
tesen azonos azon feladattal, melyben valamely n-ed rendii
vonal pont-osszrendezik kozotti egyenletébsl annak egyenletét
vonal-6sszrendez8kben keressiik ')

Ha példdul az
ax®-a'y*~-a" 22420y 420 za~+-2b" xy=0". . . . (17)
kupszelet viszonyos poldrjinak egyenletét keressiik, a (16)

egyenletek a kovetkezbkbe mennek 4t :
ae—-b""y+b'z —u =0
ba~a'y +bz —v=20
bae+-by +a'z—w=0
és ha ezekbdl és a (14) egyenlethsl w,y,z-t kikiiszoboljiik, a
kovetkezd egyenlethez jutunk :
a b’ b u
b“a’ b WV
bbaw =0 (18)
w vw O

1) S8almon més uton hozza le a viszonyos polar egyenletét (az i.
h. 98. 1. 107 sz.) Lésd szintén Clebsch ,Uber symbolische Darstellung al-
gebraischer Formen“ (Crelle J. Bd. LIX. pag 35, §. 11).
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mely az adott kipszelet viszonyos polarjat fejezi ki. A ha-

tarzé felbontdsa dltal az még a kovetkezd alakot veheti fel :
(19 O=(a'a""—b>u(a" a—bt)v*(aa’'—b" *)w?+

200 —ab)vw4-2 (b b—a'b Y wu—-2(bb'—a"b" Juv

21.) A harmad rendii vonal, melynek egyenlete e ko-
vetkezd legyen :

F=a,234-b,y4-c;2° 43 a0’y +-a;2%2-b ay? +-byy 2+
¢, 2z, yz?)6dawyz==0......(20)
viszonyos poldrjdnak egyenletét megkapjuk, ha
' ar ar dr
T = Eg;::v. =Y @1)
wa—-vy-+wz=0
egyenletekbdl a,y,z-t kikiiszoboljiik.

Litjuk, hogy az elsd harom egyenlet a,y,z-re nézve ma
sodfokd, a miért ez esetben a kikiiszobolés nem oly egysze-
riten véghez vihetd, mint az elébbi példdban. A kivént kikii-
sz6bolés véghezvitelére Hesse!) utdn,egy sajitsdgos utat fogunk
kovetni, mely lehetségessé teszi, hogy az egész feladatot me-
gint olyannd dtviltoztassuk, melyben 2,y,2 mennyiségeket csak
négy vonalos egyenletbsl kell kikiiszobolniink  Miel6tt arra
attérnénk, még egy nevezetes tételt fogunk bebizonyitani az
egynemii fiiggvényekrol.

yHa (n—1) homogén, egész, n véltozd kizotti p-dik fo-
ki fiiggvény, valamint szintén egy homogén,ugyanazon n val-
tozd kozotti ¢-dik foku fiiggvény adva van és azok egyiitt el-
tiinnek, akkor egyszersmind az emlitett » fiiggvény hatdrzdja
is eltiinik®), és e hatdrzé elsd részletes differentidl-hdnyado-

1y, Uber die ganzen homogenen Functionen von der dritten und
vierten Ordnung zwischen drei Variabeln“ (Crelle J. B, 41, pag. 288),

) Altaldban > . SRR xn valtozék kozotti n fiiggvény, wmint
., dfi
fy, f3 - . .« tn adva 1évén, Ggy ha fix :a;'k, az
£, f,.0..fm
£, £y5.0 09 fin

fﬂl f"2 oo o fllﬂ
hatdrzé az emlitett n fliggvény hatdrzéjinak neveztetilk (Baltzer ,Theo-
rie und Anw. der Determinanten® 2. Aufl, p. 119, § 12, 1).
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sal ugy viszonylanak egymdshoz mint a q-dik foku figgvény
elsd részletes differentidl-hanyadosai.”

Ha u, ug . . . . w,_q jelentik az (n—1) p-dik, foku figg-
vényeket és u, a g¢-dik foku fiiggvényt, akkor Euler tétele
szerint :

d ' -
]du'—l— Ly ul+ ....... w..c;uf:pu,
Clu: dug ¢
gt mat=pu, | (22)
duu du, n
.’tl(—-—{w + ud—xg-l— 6 5 osie g e mnd "--qllln J

Legyen tovabbd :
du,  du, du,
de, dx, " dax,

és ha a (22) egyenleteket rendre
.z - dda —17 . da
et d(‘ﬂﬂ
da, da,
szorozzuk ered :
x d==p{u, U, 4.5 un Uy {4 (g—p)uw Un......(23)
innét pedig ldthaté, hogy w,, wuyy...u, figgvények eltiinté-
vel, :
=0.

Ha tovdbbd a (23) egyenletet z,.....x, szerint differentidljuk,
ered :
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g — (p—1)a=p) g jff“?

+<q—p>§un v g

’”*%, = g"d Ty T “dw2+ ;lzg{
Ho-pfngo g @

dd ........ “ : poes ,
m'd_:cn —3 ! dee ‘|‘"2d +.u g

+(fI—P)% Un~> + n g

tekintetbe vévén, hogy

du, du, (izﬁ, .
d——Ul—}-- d_ U+ .... dmlUn_d
, du du,
es |+ QU’+'...(T.’_B_|‘ n—O

midén k=2,3, .
Ha végre ezen egyenletekben a valtozok azon értékeit
helyettesitjiik, melyeknél w, ....u, eltinnek s ennélfogva

4 is, ugy a rovidség kedvéért ~ qU,.:l tévén, a (24)

egyenletek a k(’jvetkezékbe mennek at

duy
+ldxl
dd du
2 ..(25
de, dru—'o st )
dAa du .
-—4i—=0
dw,,+ dx, J

amelyekbél a fennebbi tétel masodik része kivildglik.
22.) Ismét visszatériink feladatunkhoz, melynek meg
fejtésével az értekezést bevégezziik. .
A feladat tovdbbi megfejtése végett a (21) egyenletek-
ben a hdrom elsét fogjuk egynemiisiteni, mit elérhetiink, ha
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%, 35 gkiquezésekben x,y,z helyett %, ~‘t1/—, T“_
V2 vz V2

irnnk ; miltal a (21) egyenletek e kivetkezskbe mennek 4t :

dF ¢ i

de” " 27

dF  t*

y'2=0 L. (26)

ar ¢

&= 5 =0

ua—vytwz=0

igy tehat a,y,z,t valtozok kozott harom egynemii, mésodfoku
és egy elsd foku fiiggvényiink van, melyek w,y,2¢ bizonyos
értékeinél eltiinnek. E szerint, ha az illet négy fiiggvény ha-
tdrzéjit @-val jeloljiik, az elbbi szdmban adott tétel szerint :
%9—}—114:0,5—5-}-10:0, g?-}—lsz.

Ha pedig a kovetkezé hatérzot :

de® dxdy dxdz !

d*F d°F d°F 5

daedy dy*  dydz
d*F d*F d°*F i
i e D
u v w 0

4-val jeloljiik, mely hatdrzé x,y,z szerint, valamint u,ve sze-
rint is egynemil és mésodfok1, akkor

O=—1t4 '
és ha @ ezen értékét a fennebbi hdrom egyenletbe helyettesit-

i
jik T tessziik és azokhoz még :

ux—-vy—+wz=0, _
egyenletet kapesoljuk, a kivetkezs egyenletekre jutunk :

A

%—,uu_o

dd4

Iy uv=0 ?.....(27)
A

(E—‘uw._.o
ur—-vytwee=)
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Ezen egyenletek a,y,z ¢s u szerint egynemii vonalos egyenle -
tek, minél fogva azokbél x,y,z és p kikiiszobolése konnyen
eszk6z6lhetd.

Ha 4-t képezziik és a kijelolt miitételeket véghez vissziik,

a kovetkezd alakt vonalos egyenletekre jutunk :
24, ,x+A4,0y+A4, ;z2—up=0
A, 242440yt Ayyz—op=0
A xe44,,y+24,,z2—wp=0
ux—-vytwz =0
ezekbdl pedig, ha ,y,z,u-t kikiiszoboljiik, ered :
24,, 4,, A;—u
Ay 245, Ay—v
4,y Ay 245w

U v w 0

(28)

=0...(29.)

melyben A; mennyiségeknek a kiovetkezd értékek felelnek
meg :

A, =(b,c,—d?)u+(a,c,—a,?)v24(a,b—a,?)w* ]
+2(a,a,—a, d)vwt-2(a,d—azb, ywut-2(a;d—ayc, yuv
Ay =(byc,—b,*) u(ay 0y —d*)* - (agby—b, *Jw*
+2(b,d—ayb, )vw2(b,b;, —b,d)wu+-2(byd—D ¢, Juv
Ay =(byc; —c%)ut~-(a,0;—c, *)v24-(a;by;—d*)w*
+2(c,d—azc,)vw4-2(cod—Dby e, ) wud-2(c co—cyd)uv
Ayy=(bycs—byc,)ut-(a,0; 4150, —20, d)v* (a5,
Fa,b,—2b, dyw+-2(d2-+b, ¢, —asb, —aye,)ow+-2(b o p (30.)
—bye, )wu+-2(bye,—b, e ) uv
A y=(b,e5bye, —2¢,d)u*+a,c;—aye,)v*(a by
+a,b,—2a,d)w4-2(ayc,—a,c, )vw+-2(d*Ya,c,
—b,c,—ay by ywut-2(ae,—ay ey )uv
A ,=(b,cyFby 0, —2b,d)ut (e, 5o, —2da, Jv?
F(a,by—ayb,)w4-2(a,b,—a, by )ow--2(a,b;—azb,) wu
+-2(d*t-a;b;—ayce—b,c) Juv |
Ha végre a (29) egyenletben a hatérzét felbontjuk, 4;c meny-
nyiségek értékeit helyettesitjiik és az egyenletet u,v,w szerint
rendezziik,a (20) egyenlet 4ltal kifejezett harmadrendii vonal vi-
szonyos peldrjdnak egyenletét a kovetkezd alak alatt nyerjiik :
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A sS4, 0844 0° 1
46} B ubv+C w4 Byv*w+ Cov®ut-Bywbu |
+Csw®v
4 3} D utv?+E wtw+ Dyvtwe+ Epvtu®4Dywtu®
P | 61
+6} F wtvw--Fyotwu+ Fywtu
42! G w4 Qv +-G wdudy
+6 ) H udv w1, udvwHyvdwu—4-Iv3wu®
H ywiuv+Tw3uv? | +6 Ku*v®w?=0 .
a melyben 4,,4,,4;,..... sat. egyiitthatoknak a kovetkezo
értékek felelnek meg :
A,=b%,c,°+44b,%c;+-4byc, *—3b, %, -—6b,b; .,
Ay=c,*a,*+4c *a,+}4c,a,3—3c¢,%,2—6¢yc,a,a,

Ay;=a,*b,*+4a,3b,~+4a,b,3—3a,% ,*—6a,a,b,b,

B,=b,%,cy+bybsc,c542b,c,c,d+2b,¢,°d+3b,bychc5—Db, by, ®
—2b,¢,3—2b, ¢, c,*—4b,%,d
By=c¢,%a,a;-}-c,c,aya,~4-2¢;a,a,d42¢,a,2d+-3c,¢,a4a,
—yC3y 2 —2¢, a5 —2¢,a,a,%—4c, %, d
By=a,*b3b,+}-a,a;b,b,4-2a,b,b,d+2a,b *d+3aza,h, b,
—a3a,b,%*—2a3b, 3%—2a,b,b,2—4a,%,d

Cr=,%,b;4-c;¢,0,b0 423535, d4-2¢, by 2d+-3e by b, —c 05542
—2¢,h33  2¢,b,b4%— 4c¢,%,d
Co==az®cyc,+a,a5c c5-4-20 ¢ c5d4-2a5¢,2d}-Bayaze ¢,
—dyt ezt —-2a,¢,3—2a,coc,*—4az%,d
Cy==b *aga,+-b,h,aza,~+2b,a,a,d+2b,a,°d-+3b,6,a,a,

—bsb,a, *—2bsa,3—2b,aya,°—4b, %a,d

D,=3b,%c;*-4a, ¢, 4-2a,b,c5°412b ¢ c,*+4b, ¢, %c,
~+4aghy®e; +16byc,d*—by e, —8b; ¢ cyd-—dcy *d>—2a bye,®
—2agh,cyc;—6b bye,05—6aybycqc3—12b,c50,d
—4b,c,c,d
D,=3c,%a,*+-4b3a;3+-2b;cza,24-12¢,a, 0,2+ dega,a,
+4b,¢,*a,416¢,a,d*—c, %, *—8e¢,a,a,d—4a,2d*—2b ¢, a,"
—2b,c3a30,—6¢yc a,a,—6bsc,a5a, —12¢,a,a,d —4eza,a,d

Dy=3a3%b, +4¢,b 3+-2¢,a,b,°+12a,b,b, *+44a,b,%,
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440,20, +16a,by 2%—a, 2by 2 — 8agbyb,d — 4b 22— 2c,a,b
—2¢4a,b,by—6a3a,bsb, — Gc,a,b,b,—12a5D by d—4a,bsb, 1

E,=38¢,*b,2+-40;h,>-2a50,b,°4-12¢,b,b52+-4e5b, °,
Fda,c,%,416¢,b,d*—c, b, 2—8c,b, byd—4by*d* —2a,c,0,°
—2ay¢5b3b, —6¢,0,b,b,—6az0,b50, —12¢,b3b,d—deyb byd
E,=3a,%,2}4b,c*4-2b,a,c;24-12a,¢,¢, *F-4a ey %,
+4b,a,%,4-16ayc,d*— a3%c,*— 8ageye,d
—d4c, 2 d*—2bsazc,2—2bsa ¢ cy—6a,ayc,c3—6b aze cy
—12a,¢,c,d—4a,ch05d
E;=3b,%,*}4c,a,3+2¢,b,a 21205050, 44b,a5%a,
+4e¢,b,%a,4+16b,a,d2—b *a;2 —8b aza,d —4a,%d*—2¢,b,a,*

—2¢,b,a,a, —6b3b aza,—6¢,b 0,1, —12b50,a,d—4byaza,d

F,==5b,byc,cs~+4azbyc,® -+ 4ayby ey —420,¢, cqd—4-20,bgcyd
+4-10b, ¢, 2d-410b,%c,d—11b,bye, ¢, —2a,bycocy—2a3byby 4
—2agby%, —2a,b,c,*—8byc,d2—4b,c5d%—3b, % c5 — Bbybye,?
Fy=>bc,csa,a,+4b,csa,24bsc, *a,+2eza,a5d4-2¢,¢,a,d
+10c,a5%d+10¢, *a,d—11cyc ay05—2b5c5a34,
—2b,¢y0,a,—2b, ¢, %y — 2byc, ay*—8¢  agd*—4cza,d?

—3¢, aga,—3cy0,0,"
Fy=Dbaya,byb,+4c,a,b,*+44c,a,%0,+2a,b3b, d4-2a5a,b,d
+-10a,b,2d+10a,%b,d—11aza,byb, —2¢,a,b,b,-—2¢,a,a5b,
—86,0,% — 20, agh, *—8aayh d2—da,byd? ~ 3a,%b b,

—30,a,b,°

@, =6ab;c,co-3a,byeoe,9a,byc,054-Bagbye, ca4-9agh, cycq
4185, ¢,¢;d4-18a,c,c5d+6b;¢, *d+6ayc,*d+-12¢,cpd* —a,bycy ®
—2a,¢,3—2b,¢,3 —0ayb, c;2—18b, ¢, %, —18a,c,¢,*
—24a,b,c,d—16¢4d3
Gy=6b,c,aya,+4-3byc, a5, 4-9b;0,a52,1-3b 500,90, cya5a,
+18c,a,a, d+18b,a,a,d+6¢, ay*d4-6b, a;°d+12a,a,d*
—byeya,* —2bya,t—2c;0, —9b e a,2—18c,a,%a; — 18D a,a,
—24b,¢c,a,d—16a,d?
G3=60,a,b30,4-3c30,0,b, 9,050,305 43c,a1b3b, + eyazd b,
+18a,b,b,d-+18¢,b,byd+} 6a,b,°d-6c,b, 2d+4-12b,b, d*
—c3a; b —2¢,b,3—2a, b 3— Qeyagby®— 18a30,%h, — 18¢,b3b, 2
—24c,a,b,d—16b,d3




A POLUS £S A POLAROK. 29

H,=2b,¢, *d+4-2a3b,b;c;+44b czd?+4-10b,b5¢, *-4-a, by cy®

+13a,b,¢;co+12a3b,c,d+48c,d34-9a,b; coc5 41 bycycy

+6a,b,c,d—060, %, c;—42,b5¢p ¢y~ Dagbycrc,—8a,c,%d

—11a,bh, c,2—2b, ¢, c,d—4asb; %, —16b,¢,d*®
~—2a,by%;—10ay,bycyd

Hy=2c,1,%d~42b, coc,a, +4cya, d*+10c,c; a,2+4-byci ay®

+13b;c, aga, 120, ¢y azd+-8a,d’ 49, cpa;a,

+-byczy1,~4-6b, cya, d—6¢,2aya, —4bscga,a,—bHb cgayay

—8bya,2d—11b, cya,2—2c,a,a,d—4b ¢, 2a,—106¢,a,d*
—2by¢; 2a;—10bsc, a4

Hy=20a,b,%d4-2c,a,0,b,~+4a;b,d*410a,0,b,2cya,b, 24

13¢,a,040,+12¢,a,b, d4-8b, d3+-9e, azb,b,~+-cya,b, byt

Geyay byd—6a,%b,0,—4c,a,b,— by b,0,—8¢, b %d —11c,a,b,*

—2a3h,b,d—4c,a,%,—16a,b,d2—205a,*b,—10c; ayb,d

1,==2¢,b, *d+2a,c, c,by+4c;byd210c; ¢, by 24 ¢,y
~+13ay¢,b,b,412a,0,b,Ad48b,d349ay¢,b3b,+a, c505D,
+6a,c,h,d—6e, 2, b, —4age,by by—bayc, b, by—8ayb,2d
—11laye;b,2—2¢, b, byd—4a,cy by —16¢,b,d*—2a, ¢, %,
—10a,¢,b4d
1,=2a, ¢, *d4-2b,a,a,0,44a,c,d*4-10a,a,c,2byazc,
+-130, azehe, 412050, 0, d4-8ey d*4-9b, ay ey e F-byay ep g
4-6bya,c,d=6a,%,cs —4b,a,ceC3— Dby, coe; —8by ¢, 2d
—11bsa,¢,2—2a,c,0,d—4bya;%,— 16a4c,d2—2b,a, %,
—10b,a4¢,d
I, =2b,u,*d}-2¢,b,b, a, 4bya, d*10b,b; a, *-cyb a,
+13¢,b,a,a,
+12¢,b, a,d+-8ay,d349c,bya,a, +-c,b,aya,46¢, bya, d
—06by%aya; —4c,byaza, —be byaga, —8cya,*d—11¢,bya,°
—2bya,a,d—4c, by 2a;—16b, ayd*—2c¢,b, *a; —10¢,b,a, d
K=4d"(ayc,4-byc;+ayby)—8d*—8d(a bye,+-azbye; +aybye,)
F(arbyercotarbybyes +-ayazbyey)—4arbyesd4-18d(aybye,
+ azb o) tH4(a,%c by %, *t-az2b*—19(azh, bye, +-a,by ¢y e,
+-a,a3b500)-5(ay 2By ;a3 Bocotasb, ey a1 by 2oy -agbyer @

~+abye,?)
A (31) egyenlet bal oldala
ay @i 4-byy 342743 (aywy a2 s4-b 2y -byy ey wat
eaye®)-6dayz,
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a hirmas harmadfoki alakra nézve még tisztin algebrai
szempontbol tekintve is nevezetes jelentéséggel bir, és a hér-
mas harmadfoki alak (Ternire cubische Form) hozzdvalé
alakjénak (Zugehorige Form) neveztetik. )

Lésd : Aronhold ,Theorie der homogenen Functionen dritten Grades
von drei Veriinderlichen“ (Crelle J, Bd. 55, pag. 185.)
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