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Perspectiv helyzetü alakzatokr61. 
Dr. Klug Lipot, real·iskolai tanartol. 

(A III. oszt:ily iile en 1882. :'tpril 17-en bemutatta Hnnyally .J r n5.) 

A geometriaban gyakran talälunk oly alakzatokat, mely
n61 az elöfordulö pontok rninclegyiken egyenlö szamit egyene
sek. körök vagy sikok mennek at, az egyeneseken vagy körökön 
egyenlö szami't pontok fekszenek es az egyeneseken egyenlö 
. zamu sikok vannak athelyezve, vegre az egyes sikokban 
elöfordulö pontok es egyenesek szama egyenlö. Az ily alakza
i.ok, minthogy az elöforclulö pontok, egyenesek, körök, sikok, 
helyzetökre nezve bizonyos szabälyszerüseget mutatnak, a 
helyze~ geometria szabalyos alakzatainak nevezhetök. Ilyen pl. 
minden egyszerü vagy teljes n-szög, teljes n-oldal a sikban 
vagy gömbön; teljes n-szög, vagy telJes n-lap a terben. 

Mas ily alakzat ket perspectiv helyzetü häromszög 
A, B1 C,. A„, Bm Cm. vagy rövidebben jelölve (ABC)1, (ABC)„, . 
a vetitö sugarak es collineatio-tengelylyel együtt. Egyreszt a 
vetületi központ S, a häromszögek megfelelö BC, G'A, AB 
oldalainak metszöpontjai rendre E, F, G, vegre azok szögpont
jai, masreszt a collineatio-tengely, a vetitö sugarak es a härom
szög oldalai, oly helyzetü 10 pont, illetöleg 10 egyenes, hogy 
minden ponton harom egyenes megy at es minden egyenes
ben härom pont fekszik. 

Ez idomban barmely pont a 10 közül tekinthetö vetü
lcti központJ?-ak, mas, altala mär meghatarozott 3 par pont, 
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ket perspectiv helyzetü häromszöget kepez es a hätralevö hä
rom pont a felvett központhoz tartoz6 collineatio-tengelyben 
fekszik. Igy: ha A, tekintetik vetületi központnak, akkor 
S B1 C1, Am G F perspectiv helyzetü häromszögek collineatio
tengelye E B,.. Cm egyenes ; ha E a vetületi központ, FB1 Bm, 
G Ci C,„ häromszögek perspectiv helyzetii.ek ; a collineatio-ten
gely S A1 A,„ egyenes. 

Ha ez idomot egy gömb központjab61, P-böl a gömbre 
vetitjük, a gömb felületen 10 legnagyobb kört es 20 pontot 
nyerünk ; e körök mindegyiken 3 pär pont diametral van el
helyezve, minden diametral pontpäron härom kör megy at. 
Minden perspektiv helyzetü häromszögparnak a sikban meg
felel 64 par perspectiv helyzetii gömbhäromszög a gömb felü
lctcn; azon ket sikbäromszög vetitö sugarainak a sikban, 
e gömbbaromszögek szögpontjait vetitö legnagyobb körök 
a gömb felületen, vegre a collineatio-tengelynek n sfkban, egy 
coilineatio-kör a gömb felületen. 

Ha minden pont megfelelö pontjait a gümb felületen 
ugy:mazon, de egy es kct jegygyel ellatott betüvcl jelöljük, igy 
pl: az -nck megfelclö pontjait S'- es S"-e1, akkor A '1 B', C' ,_ 
hez az 

A'm B1m C'm . A'm, B'11i C"'lll , A'm B"m. lf/111 : A"„„ B'm () ',„ , 

A"m B"111 C"m. A"m B''m C'm. A''m B'1n C11
111 , A',,.. B''m C11m 

haromszögck mindcgyike perspcctiv helyzetü; a vetületi küz
}Jont S' vagy S", a collineatio-kör E' F' G' R" F" G" ponto
kon megy at. 

Ket perspectiv helyzetü tetraeder A, B, C, D1. A," 13,,, 
C„, D"" vagy röviden jelölve ( ABCD)1. ( ADCD),,. szint6n ily 
idomra vezet. Ha a vetületi központot S-el, az AB C h{trom
szögek oldalainak metszöpontjait mint elöbb E, li', G-ve1, nz 
AD, BD, CD elek metszöpontjait rendre H, I, K-val jelöljük, 
mely E FG H 1 K pontok a collineatio-sikban fekszenek, akkor 
egyreszt e sik, a tetraeder lapjai es az elek vetitö sikjai, 
masreszt a vetületi központ, a tetraederek szögpontjai es az 
cgynevezetü clek metszöpontjai, vegre a szögpontokat vetitö 
sugarak, a tetraeder elek es az egynevezetü tetraeder lapok 
metszö vonalai, J 5 slkot, illetöleg 15 pontot es 20 egyenest 
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hataroznak meg. Minden ponton 4 egyenes es 6 sik megy at, 
minden sikban 4 egyenes es 6 pont fekszik, minden egyenesen 
3 sik megy at es 3 pont van elhelyezve. Ez idomban a 15 
közül bärmely pont tekinthetö vetületi központnak, mas, altala 
mar meghatarozott 4 par pont, ket perspectiv helyzetü tetra
eder szögpontja, a hatralevö 6 pont, a felvett vetületi központ
hoz tartoz6 collineatio-sikban fekszik. Igy: ha A, tekintetik 
vetületi központnak, akkor Bt Ct D1. Am G PH a ket tetra
eder szögpontja es B,,. C,,, Dm EI]( a collineatio-sik pontjai ; 
ha E a vetületi központ, F' K Ct C„, es G I Bt B.., kepezi a 
tetraederek szögpontjait, S At A„, Dt D„, II pontok az E-hez 
tartoz6 collineatio-sikban fekszenek. 

Harom (ABC)t (ABC),,,, (ABC)" häromszög, melyek 
közlil mindegyik a mäsik kettövel, ugyanazon S vetületi köz
pontot illetöleg perspectiv helyzetü, mint ismeretes 1), harom 
ugyanazon T ponton atmenö collineatio-tengelyt hataroz meg. 
A collineatio-tengelyekben fekvö (At B1, A,.. B,..) = G,„, ; ( A1 
C1, A,„ C„,) = F,,,.; (B1 C,, B,„ C,,.) = E1m stb. es S, T pontok 
tovabbä a häromszögek szögpontjai, valamint a vetitösugarak 
a collineatio-tengelyek es a haromszög oldalai, oly csoporto
sitä.sa 20 pontnak es 15 egyenesnek, hogy minden egyenesen 
4 pont fekszik es minden ponton 3 egyenes megy at. 

Ez idomban a 20 pont közül barmelyik tekinthetö ve
tületi központnak, mas, altala mar meghatarozott 9 pont, ha
l'OID perspectiv helyzetü häromszög szögpontja, tovabbi 9 pont 
harom collineatio-tengelyben lesz elhelyezve, mely ut6bbiak 
egymast a 20-ik pontban metszik. 

Ha T tekintetik vetületi központnak, akkor az E, F, G 
pontok harom perspectiv helyzetü haromszöget kepeznek; az 
egyes collineatio-tengelyek az A, B, C pontokat tartalmazzak, 
m.ely ut6bbiak S ponton mennek at. - T-t az S e 11 e n p o n t
j an a k nevezzük. 

Ha A1 pont vetetik vetületi központnak; akkor a 3 hä
romszög szögpontjai: 

Ä11~GmlFmt 
A„G„,F'„, 

1 ) H. Schröter ~'l'h~orie dl)r Kegelschnitte. « §. 11. 

... r. 

t* 
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az elsö es lllasodik, a masodik es harrnadik, vcgrc az clsö es har
madik häromszöghöz tartoz6 collineatio-tengelyek megfelelöleg: 

BmC'„,E„u 
B„C„E111 
Gin„F,„„ T 

egyenesek, melyek Ein„ pontban talalkoznak. 

.. Il. 

Ha E„ ... vetetik vetüleli központnak, akkor a II. csoport 
függelyes sorai a perspectiv helyzetü Mromszögek szögpont
jait1 az I. csoport függelyes sorai pedig az egyes collineatio
tengelyekben fekvö pontokat kepviselik ; e tengelyek A1-bcn 
Em„-nek ellenpontjaban talalkoznak. 

Ha ez idomot, mint elöbb, egy gömb központjab61 a 
gömbre vetitjük, 15 legnagyobb kört es 40 pontot nyerünk, e 
körök mindegyiken 4 par pont diametral van elhelyezve, min
den diametral pontparon barom kör megy at. Harom tetszöle
ges ugyanazon vetületi központot illetöleg paronkint perspec
tiv helyzetü haromszögnek a sikban, 88 perspectiv helyzetü 
gömbhäromszög felel meg a gömb felületen. 

Az ut6bb targyalt sikidom altalanositasat a terre követ
kezö tetellel kezdhetjük meg : 

»Ha härom tetraeder oly helyzetet foglal el, hogy azok 
szögpontjai negy egymast egy pontban metszö egyenesen van
nak elhelyezve, mely ut6bbiak közül harom nem fekszik egy 
sikban, akkor ket-ket ily tetraeder elei ugyanazon sikban levö 
hat pontban talalkoznak. E sikok egymast egy egyenesben 
metszik, mely a härom tetraeder lapjait ugyanazon negy pont
ban döfi at.(< 

Legyen az elöbbi jelöles szerint ( ABCD)1, (ABCD)rn . 
(ABCD)„ azon harom tetraeder es feküdjenek az 

A1 A„, A„ pontok ri egyenesben 
Bi B„, B„ )) b )) 

C1 C"" c„ )) c )) 

D1 D„, D„ )) d )) 

e$ legyen ez egyenesek metszo pontja S. 
Jelöljük mint elöbb E, F1 G, ~ I, K betükkel a tetrae

derek BC, i!letöleg AC, AB, AD, BD, CD eleinek metszo-
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pontjait, mely EF .... !{ betüket, a tetracderek indcxeitöl 
atvctt ket indexxel latjuk el, pl. ( C,,. Dm, C" D„) = ]{11111-

, uel stb., az 

( ABC)t, (ABC)m. (ABC1n sikok metszöpontjat Od, 
(ABD)1, (ABD),„. (ABD)„ » » Oe. 
(ACD)1, (ACD),,.. (ACD)„ l> » Oh. 
(BCD)1, (BCD),„, (BCD)„ » l> U„ 

betükkel. 

A mint lä.thato, az 

E1mP,,„G11„. E„.,.F,,.„G„„,, E111F„,G.1 cgyencsck metszöpoutja Oa 
G,,,.lft„,L„„ G„.,.H,„„I„,„, G„1H111I„, l> » Uc 
F 1„,Hi„,K1„,, F„„,H,,.,.K,,. •. F„,II„,J{„, l> » Oh 

)) )) 0„ 

es az 

(ABCD)1• (ABCD),„ tctr. t;ollineatio- ikja (EFGHIK),"' 8ik 
(ABCD)„ •. (ABCD)„ » » (EFG HIK),,.„ l> 

(ABCD)„, (ABCD), » » (EFGHIK).1 », 

de e harom sik mindegyikeben benne fekszenek O". Ob. Oe, Oa 
pontok, azert azon harom collineatio-sik e g y egyenesben o-ban 
metszi egym[Lst, mely o egyenes a harom tetraeder lapjtLit 
ugyanazon negy pontban O„ 01i Oe Oa-ben döfi at. 

Ez alakzatban 21 sik, 35 pont es 35 egyenes van ki
tüntetve ; minden sikban 5 egyenes es tiz pont fekszik, minden 
ponton 6 sik es 4 egyenes megy at, vegre minden egyenesen 4 
pont fekszik es 3 sik van athelyezve. 

Ez alakzat bä.rmely pontja tekinthetö vetületi központ
nak, mä.s, altala mar meghatä.rozott 12 pont, harom tetraeder 
szögpontja, melyek paronkint a felvett vetületi központot illetö
leg perspectiv helyzetüek; ezelmek harom collineatio-sikja az 
alakzat egy egyeneseben metszi egymast. 

Ha A, vetetik vetületi központnak, akkor a hä.rom tetra
eder szögpontjai : 

SB, C,D, 
A„, G,,,, Fi.,. If,,,, 
A,, G,„F,„Hi11 

' 

" i 

i 

l 

~ 
II 
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Minthogy 

(SB1, AmG1r„) =Bin. (SC,, A,„F,m) = C,„, (SD1 , A,„H,,„) = Din. 
(B1C1, G,,,,F,,,,)=E1,,.,(B1 D1, G1mI-L,,.)=l1m,(C1 D1, F1mHim)=K1m „ 

stb., es 

(A,,. G1,,. , A„ G1„)=(A,„B,„,A„ B„ )=G,,.„, (G1,,.F,.,, G1„F1„)=0d 
(AmF111., A„ F,„)=(A,„C,„, A„ C„ )=F.„„, (G,„,Ht,,., G,„Hi„)=Oe 
(A„,Hi„,A„ H1„)=(A„.D,„, A„ D„ )=llmn,(F1„.Hi„,,F,„H,„)=Ob, 

az elsö es masodik, elsö es harmadik, vegre masodik es harma
dik tetraeder eleinek metszöpontjai: 

B,„ Cm Dm E111. J,,,. f(1m 
B„ C„ D„ E,„ J,„ K,„ 
G„.,. F,„„ H„„, Oa Oe 01i 

pontok, melyek egymast E,„„ L„„ K,„„ 0„ egyenesben metszik. 

Ha 0 11 a vetületi központ, akkor a perspectiv helyzetü 

tetraederek szögpontjai: 

pontok es az 
pontjai: 

Kz,,. K.,.„ K„1 0& 
J1„, J„.,. Inl Oe 
E111, E„.,. E„, O,, 

elöbbi rendben vett tetraederek 

D.„, D„ D1 Hmn H„, Jft„, 
c„.,, c„ c, F„.,,,-,, F„, F1„. 
Bm B„ B, G1nn G„1 G,„, 

eleinek metszo-

pontok, melyeken atmenö sikok egymast SA, A,„ A„ = a egye

nesben metszik. 
Ha E1,„ vetetik vetületi központnak, akkor a perspectiv 

helyzetü tetraederek szögpotjai: 

B1 B,,. G,..., J,,,, 
C1 C,„ F,,,, J(,„, 
E1„ E,,.„ Od O~ 



PERSPECTIV HELYZETf' AT.AKZATOKROL. 7 

lls az elObbi rendben vett tetraederek ·eleinek metszöpontjai: 

S A1 A„, D1 D,,. Him 
B1n Gnl G,,.n J„1 J,,.„ Oe 
Cn F„1 Fm„ K„1 Km„ Ob 

pontok, melyeken atmenö sikok egymast H," H..,„ A „ D„ egye
nesben metszik. 

Ha ez alakzathoz egy negyedik tetraedert hozunk, is
met szabalyos alakzatra vezettetünk. 

Legyen e vegböl ( ABCD)o egy uj tetraeder, rnelyuek 
A0 , B 0 , C0 . D. szögpontjai rendre az elöbbi alakzatb61 ismert 
a, b, c, d egyenesen fekszenek. - Jelöljük e tetraederek 
eleinek metszöpontjait az elöbbiekevel, mint fönn E FG H J K 
bctükkel, melyeknek kettös indexe a tekintctbc vett tctraede
rek indexe szerint le z meghatarozrn. 

l\Iiut clöbb könnyen bebizonyithat6, hogy letezik cgy l, 
cg · m, egy n egyenes, mely az (ABCD)m. (ABCD)„ , (ABCD) o 

illetöleg (ABCD)„, ( ABCD)o, (ABCD)1 es az ( ABCD)m, 
( ABCD)u, ( ABCD )1 tetraederek lapjait ugy:mazon La, L b, 
Lc, Lu. illetöleg M.., Mb , Mc, M.1. vegre N., , 11\ f..Tc , 11~, pontok
b:m metszi, hol az abcd indexxel ellatott LMN betük mcg
felelöleg a BCD, ACD, ABD, ABC, tetraeder lapoknak met-
ze et jelentik, az l, ?n, n egyenesekkel. 

A2.. lmno egyenesek közül kettö-kettö egy sikban fckszik, 
mely a tetraederek egyik collineatio-sikja. Igy: az (ABC D),, 
(ABCD)11 tetraederek collineatio-sikja (EFGHI.b.)10 fthncgy 
11i, n egyeneseken. 

Innen következik, hogy a felvett tctraederek hat colli
neatio-sikja egymast negy egyenesbcn metszi, melyek ugyanazon 
']' ponton mennek at. 

E vizsgal6das eredmenye a fönnebbi sikidom ftltal(mo
sltasa a terre, mely eredmeny egybefoglalva igy hangzik: 

»Ha negy tetraeder oly helyzetet foglal el, hogy azok 
szögpontja negy egymast egy pontban metszö egyenesen van
nak elhelyezve, mely ut6bbiak közül härom nem fekszik egy 
sikban, akkor ket-ket ily tetraeder elei egy sikban fekvö hat 
pontban talalkoznak; e sikok egymftst negy ugyanazon pon
ton atmenö egycnesben metszik. 
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Ez egyenesek bärmelyike a felvett tetraeder közül az 
egyenes :Htal meghatärozott häromnak lapjait ugyanazon negy 
pontban metszi. Azon negy egyenesen fekvö tizenhat pont, 
negyuj tetraeder szögpontjat kepezi, melyböl az eredeti tetrae
clerek oly m6clon szarmaztathat6k, mint az uj tetraederek az 
ereclet.iekböl. « 

Hogy e tetel utols6 reszet bebizonyithassuk, meg kell 
mutatnunk, hogy azon egyenes, mely pl. (DJfNO)., (LllfNO)b, 
(LMrVO)c tetraederek lapjait ugyanazon negy pontban metszi, 
d egyenes, es azon metszö pontok D, D„ D„ [)0 pontok. 

lVIinthogy 

(LMN)„ = (BCD)„ 
( LMN)b = (ACD). 
(LMN)c = (ABD)a 

i'.•s n. johh oldalon levö sikok közös pontja Do, nzfrt 

(LMN)„, (LllLY)b, (LMN)c sikok egymast D ._ban rnctszi 
(LllfO)„ , (LMO),, , (Lll10)c » » D„ )) » 
(LNO)a, (LNO)b, (LNO)c )) » D ... » » 
(MNO)„ , (MNO)b, (MNO)c )) )) D, )) ». 

melylyel tetelünk utols6 resze is be van bizonyitva. 
Könnyen belathat6 tovabba, hogy mig az (ABCD) tetra

ederek collineatio-sikjai ugyanazon indexxel ellatott EFG HJ K 
pontokon mennek at, adelig az (LilfNO) tetraederek collinea
tio-sikjai a különbözö indexxel ellatott E, vagy F . . K ponto
Jrnt tartalrnazzak. Az egesz alakzat azon szabalyszeriiseget 
mutatja, melyet mar a fennebbieknel lattunk. 

Ez alakzatban ugyanis a kitüntetett pontok szama 70, 
melyeknek mindegyiken 6 sik es 4 egyenes megy at; a si
kok szama 28, minden sikban 6 egyenes es 15 pont fekszik ; 
az egyenesek szama 56, minden egyenesen 3 sik megy at es 5 
pont van elhelyezve, vegre minden sikban 1 ponton at csak 2 
egyenes van atfektetve. 

Az S es ellenpontja T, ez idornban sem bir különös 
helyzettel, mert a 70 pont közül barmelyik tekinthetö vetületi 
központnak, mas, altala mar meghatarozott 16 pont, negy 
perspectiv helyzetü tetraedcr szögpontja, a' tovahbi pontok 
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a tetraederek hat collineatio-sikjaban fekszenek, mely sikok 
a 70 pont egyiken mennek at. 

Ha At vetetik vetületi központnak, akkor a negy tetra
edcr $zögpontjai: 

S B1 C, D, 
Am Gm1Fm1H1111 
A„ G„1 F„1 H111 
Ao Goi Fot Ho1, 

az elsö es masodik, e]sö es harmadik, elsÖ es negyedik, ill{LSO

di Jc es hannadik, masodik es negycclik, vegre harmaclik es negye
dik tetraeder eleinek metszöpontjai rendre: 

Em c,,. D,,. E,,,.,, J,„, ]{,,,, 

B„ C" ])„ E," J,„ K111 
Bo Co Do Rio 110 ~K1u 

Gmn Fmn H..„ o" Oe o" 
Gmo Fmo Ilrrro ]l.Td Ne Nb 
Guo Fno !-!,,. M" ]J.fc J/" 

pontok; de a harom elsö sor pontjain atmenö (BCD),,., (BCD) ", 
( ßCD), sikok közös pontja L,,, azert A1 ellenpoutja La lesz. 

Ha La vetetik vetületi központnak, akkor a negy tetra-
ecler szögpoutjai: 

Emn Euo Eo1n T,tl 

fotu luo f on• Lc 
Kmn Kuo Ko1n L" 
Oa 111„ ~Vn T 

es az clöbbi rendben vett tetracclerek eleiuek metszöpoutjai 

Bm. B,,. Bu G"'" Gno Gom 
C"' c„ Co J1'm1• Fuo ]11nm. 

Emt Ent Eo1 Oa JJJ;1 Mt 
D,n D„ Do Hrnn H.10 Ifo,,. 
Imt J„, Iot Oe .LVfe Ne 
Kmt f(ul Ko1 ob ]JI,, J:{b 

pontok, de (OJLV)d, (OJJY)r, (OJlcV)1, sikok közös pontja A1, 

azert, mint elöre lathat6 volt L" ellenpontja A1 es a szabMy 
lt. T. AK. BRT. AMATI!. TUD. KÜR. 1882. IX K. 11. SZ. l'':·ii· 
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ABCD vagy LMNO pontok ellenpontjainak kepzesere köny

nyen leolvashat6. 
Az E1,„ vetületi központboz tartoz6 tetraederek szög-

pontjai 
B1 B„, G,,., I"'' 
Ci Cm Fm1 Km1 
E„1 Ernn 0,1 o. 
Ea1 Emo J..·yd M. 

es az elöbbi rendben vett tetraederek eleinek metszöpontjai 

s A1 A"' D1 Dm Hi,„ 
B„ G„, Gm11 lnt Imn o,. 
Ba Gai 00111 In1 In„ }t„ 
c„ F",F,,,,, J{,,, /(,,,„ o. 
(~ F.,, Jt~nn K,,, f{o;" ~Y„ 

E110 ~ll1 L.i .il.la L„ 'l' 

mely pontokon atmenö sikok egymast If.11,-ben metszik ; e11-

nek ellenpontja Eim· Az elsö es utols6 sik ugyanis az AD il\. 
J:IL elek vetitösikja, mely sikok H 0 „-et tartalmazzak; a maso
dik sikban G.„ Ion henn foglaltatik, mivel az G„, G„,,. I„1 I„.,. 
pontokou atmegy; H"" pont pedig Go„ L„ egyenesen fekszik, 
azert a rnä otlik es bason16kep a töhbi harom sik ätmegy 
II.11. ponton. 

Az .R,„, pont ellenpontjit megtalaljuk, ba EF'GHIK 
teljes negy oldalban az E-nek atellenes pontjät H-t, az lmno 
complexi6b61 vett es E indexeben elö nem fordu16 indexekkel 
lätjuk el. Igy könnyen felirhat6, hogy G10_nak ellenpontja ](,,.„, 
mivel a teljes negy oldalban G-nek ätellenes pontja K. 
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XIII. K o n k o l y Mi k 16 s. Napfolt.ok megfigyeJese az 6-gyallai csillagvizs-
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20 kr. 

XIX. H u n y ad y Jen ll. Tet~Jek azon determinansokr61, melyek elemei 
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XX. Dr. Fr ö h 1 ich 1 z o r. Az alland6 elektromos aramlasok elmeletehez. 
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Budapest, 1882. Az Athen a e um r. t3.rs. köoyvnyom'däja. 


