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ERTEKEZESEK
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SZABO JOZSEF

O0SZTALYTITKAR.

Néhany determinans-egyenletrol.
Hunyady Jeno, lev. tagtol.
(Eladta a III. osztily iilésén 1882. dprilis 17-én.)

Cayley Arthér, akadémiink mathem. és természettudo-
ményi osztalyinak kiilfoldi levelezd tagja, a Borchardt-féle
»Mathematikai Journil« 83-dik kotetében ?) és a »Quarterly
Journal of pure and applied mathematics« 15-dik kitetében 2)
tizent identikus determindns-egyenletet vezetett le, elsd érte-
kezésében az (abe) sat. symbolumok alatt a kivetkezd deter-
mindnst értvén:

1 a a?

(abe) =| 1 b b2

|
i' sth.,
%1

1ce

holott mésodik értekezésében az (1 2 3) sat. symbolumok alatt
a kovetkez6 determininsok értendék :

|
o o o

BB B sat.
rrye
A jelen sorok legkozelebbi feladata a Clayley-féle deter-

minéins-egyenletek levezetése, mely levezetés folytin egy részt
két hiromszog perspectiv helyzetének foltételét tizenegy egy-

1) Farther investigations on the double J-functions. 230. és 231, 11.
?) Note on a theorem in determinants. 55—57. 11.

M, T. AK. ERT. A MATH. TUD. KOR, 1882, 1X, kK. 10. s82. 1
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mastol killonhozo alakban és ezen alakoknak egymiskozotti
isszefiiggését nyerjiik, més részt pedig az egyenes hat pont-
jara nézve az involutio foltételét hét, alakilag egyméstol kiilon-
bz egyenletben és ez utobbiaknak egyméas kozotti osszefiig-
gését nyerjitk, a mint ez utobbi egyenleteket Hesse més alka-
lombél (Borchardt mathem. Journéljdnak 63-dik kotetében
179—185, 11.) més fiton vezette le. Tovéabbad még a determi-
néins-egyenleteknek egy mésik czyklusit vezetjiik le, mely geo-
metriailag a kipszeleteknek analytikai elméletében értékesit-
tetik. Végre tobb Hessetsl nyert eredményt vezetiink le.

1. A kovetkezd soroknak :

a; ds dg
o by b
R
a’s a’s a's
baibs. Ui
Ci~Ca lta

Ty X g
barmely harom soribol képezett determindinst, mint példaal:

i

a1 g n‘;l ay  ag ag
’I;, b by, a'y a's a'glsth.
¢y ca'egl 2y Wgt X

determininsokat roviden (abe), (aa'z)-sel sth. jeldljiik.
2. Vizsgalataink kiindulépontjat a kivvetkezd determinéns:

| agals— aga’s - aga'y—aya’s a,0's—asa’y |
D= |bob's—Dgl's bab'y—Dyl's OBl =hybly sy
CoC'g—0gC’s cyc’y—0e1C's c1¢'9—cCoc’y

képezi. Ha ugyanis ezen determinénst a kovetkezével so0k-

szorozzuk :

tay ag as'

(o 2)i== 10 @ Ba Y S Gl savirt s S (1)

T] ..‘)2 ;])3
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a sokszorozis eredménye a kivetkezt lesz:

ol o (aa'z) |
(abl’) (a'Bb') (bb'z) |
| (ace’) (a’ce’) (cc'a)

" D(aa'x) -

(abb’) (a'BV) |

(ace’) (a’ce’ \

= (aa'r)

vagy az egyenlo tényezbk elhagyisa utin:

TH | (abb) (a'bb’)

k1 | (ace’) (a’ee’)

Ha toviibba az (1) alatti egyenletet még egymésutin a
kiivetkez determindnsokkal sokszorozzuk :

7)1 "2 [’33’
Gilayrs BB 0 Toid). LT (@D

xry Xg Ag

€ Cg Cg
(ce’x)=|c'y ¢‘a '3

ry P T3l

) Calied % VD)

akkor a sokszorozdsok eredményei a kisvetkezok lesznek :

(baa’) (Vaa®) (na’;r)‘.’
D@bz)=| o o (B'x)
(bee?) (Vee’) (cc’.r)'

g | (bee) (Bee') |
= (bia) | (baa') (V'aa’)

(caa’) (¢'aa’) (aa’x)
(b)) () (bb'ar)

Lo o (ccx)

D (ec’x) =

(oot | (caa) (‘aa’)
j—- ((‘(‘. .L) { (C,;l)l) ((,'/,)]l‘)

1%
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vagy az egyenld tényez6k elhagyésa utin

[ (bee’) (Hee) |

e (baa’) (baa')

v atetawis +48)

(caa’) (c'aa’)

D=\ () (1)

ey e

3. A (2), (3) és (4) alatti egyenletek a kivetkez$ azonos
kettés egyenletre vezetnek : . e

(abb’) (a’cc’)—(ace’) (a'bl’) =
= (bec’) (V'aa’)—(baa’) (V'ce') =
= (caa’) (c'BB)—(cbb) (caa’) . . . . (5)

Ha pedig ezen egyenletben a, b, c-t _v[iltoza.tlanul hagy-
juk, holott a’, %, ¢’-t cyclicusan foleseréljiik, akkor még a ki-
vetkez6 egyenleteink vannak :

(abe’) (B'ca’)—(b'be’) (aca’) =
= (bea’) (c'ab’)—(bab’) (c’ca’) =
= (cal’) (a'be’)—(cbe’) (a'al’) . . . . (6)

~ (aba’) (¢'eb)—(c’ba’) (ach’) =
= (beb’) (a‘ac’)—(a’cl’) (bac’) =
=(cac')~ (’1'[)!’.[')—'(])'(1('/) (('bal’) £1 RN (7)

Ha tovibbid még az (5) alatti egyenlethen egymésutin
bt e-vel, ¢t a-val és a’t b-vel felcseréljiik, akkor még a ki-
vetkez§ egyenleteket nyerjiik :

(abe) (ad'c’)—(ab’c’) (a’bc) =
= (bb'¢’) (caa’)—(baa’) (cb'c’) =
= (Vaa’) ('be)—(bbc) (caa’) . . . . (8)

(cbt’) (a'ca)—(c'ca) (a’bl’) =

= (bea) (b'c’a’)—(be'a’) (b'ca) =

= (cc‘a’) (abb)—(ctd’) (ac'a’) « « « .+ (9)
(aa'd’) (bee')—(ace’) (ba'd’) =

= (a'cc’) (b'ab)—(a’ad) (b'cc’)=

== (cab) (c'a’d’)—(ca’d’) (c'ab) . . . . (10)
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Ha végre az (5)—(10) alatti egyenletekben a kovetkezd
jeloléseket vezetjiik be:

(abe)(a’b'e’y = A
(aba')(cb'c’) =B
(abb)(ca’e’) = C
(abe')(ca’'d’) = D
(aca’)(b'¢') = E
(act’)(ba'c"y = F
(acc)(ba't') = G
(aah)(bee') = H
(aa’c)(beb’) =TI
(al’¢’)(bea’) = J

akkor ezek a kivetkezd egyenletekbe mennek at:

G—C= H-B= ‘I—E
D+E= J+C= 1«‘_}1} (11)
B—F=—I—D=—G—J
A—J=—E+B=H~T

: B Q=A—F——C—T z (12)

S H—G=—C+B=A—D 3

melyek a Cayley-t6l adott tizendt egyenletet magukban foglal-
jak, csak még megjegyzends, hogy a (12) alatti rendszer azon
egyenletei, melyek A-t nem foglaljik magukban, a (11) alatti
rendszer harom elsd egyenletének ismétlései.
4. Megint az (1) alatti egyenletbdl kiindilva, azt egy-
masutén a kovetkezd determindnsokkal :
(abe) =|a; ag ag
: BRR) Bt o LA B 2 (I

Ci C2 C3

(a'bc) = |a" a’s a’s : :
U SRR A

€1 C2 Cg

(ab'c) =|ay ag ag )
biZ bt a= ) M St e AR

¢y €3 Cg
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(abe') = |ay as ay
Dy g w07, F il sy el (VI

/ 4 /
0 Cp €3 |

b (a'b'e') = |ay ay’ ay’ ‘
R AR By R s -

cll 021 63’

(llblc,)= ay dg dg
T Y, LB ¢

cI1 c12 cal

by by by (X)

e’ ¢’ ¢y

(a'be’) =I @’ as’ (’3/}

(a'be)=|ay ay’ aa’(

b’ by’ by'

¢ Cg C3

(X1

sokszorozzuk ; a sokszorozis eredményei a kivetkezok lesznek :*
D (abe) =0 (baa’) (caa’)

(abb’) o (ebb’)
(ace’) (bee') o

= (abl’) (bee’) (caa’)+ (acc’) (baa’) (cbb’) . . . . (13)

D (a’be) = | o (baa’) (caa’)
(a’bb’) o (cbb’)
(a’ce’) (bec’) o

= (a'bV’) (bee’) (caa’)+(a’cc’) (baa’) (bb) . . . (14)

D (ab'e) = o (Vaa’) (caa)|
(abb’) o (cbb’)
(ace’) (Vee') 0|

= (:/7///) (//cc’) (caul)+ (flm‘,') (]/(la') (cbl/’) G o R (15)
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D (abe’) = | o (baa’) (c‘aa’) |

(adl') o (c’bb’)!f

| (ace’) (bee) o
= (abb’) (bee’) (c'aa’)+(ace’) (ba:z’) (e'bd?).

D (a't'¢) =0 (baa") (c‘aa’) |

(a’bb) 0 (c'DB) k

(a’cc’) (bee’) o |

= (a’bb’) (V'ee’) (aa’)+(a’ce’) (Baa’) (DY) .

D (ab'e’) = |o (Vaa’) (c’aa’)
!(abb') o (c'bb’)
[(acc’) (Vee) o

= (abb’) (Vec’) (c‘aa’)+(ace’) (Vaa’) (c"bb’)

D (a'be’) = ! o (baa’) (c'aa’)
(a’Bb’) o (D)
| (a’ec’) (hee’) o

= (a’bb’) (bee') (caa’)+(a’cc’) (baa’) ('Db)

D (a’t'e) =|o (Vaa') (caa’)
(a'bb’) o (cbd")
(a'ce’) (Weeh) o}

= (a’b’) (Vee’) (caa’)+(a’ce’) (D'aa’) (cbb’)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

5. Ha az (1) alatti egyenlethen a, as, as; by, bs, by;
sat. az a, b sat. pontoknak homogén viszonykoordinitéit feje-
zik ki, akkor a D determindns eltfinése mértanilag az abe és
a'l'¢’ hiromszogek perspectiv helyzetét fejezi ki; de a (2) —
(4), valamint a (18) — (20) alatti egyenletekben D-t tizenegy,
egyméstol formailag kiilonbozé alakban llitottuk eld, a miért
az abe & a’b’c’ haromszogok perspectiv helyzetét kifejez
egyenletet szintén tizenegy, egymastol formailag kiilonboz
egyenlethen allithatjuk el§; az emlitett egyenletek a kivetkezdk :
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(abb’) (a’ce’)—(ace’) (a'bb')=0 l

(bee’) (baa’)—(baa’) (b'ec’)=0 (21)
(caa’) ('Bb')—(cbb’) (c‘aa)=0o S
(abl?) (bee’) (caa’)+(acc’) (baa’) (cbb)=o \
(abb’) (bee’) (eaa’)+(a’ce’) (baa’) (cbb’)=o /
(abb’) (B'ee’) (caa’)+(ace’) (Vaa’)(chb')=o
= (abl’) (bee') (c'aa’)+(acc’) (baa’) (cbb)=o0 ‘-\ .. (22)

(a'bb") (Wee’) (¢'aa’) + (a’cc’) (Vaa’) (DD )=0
(abb’) (bee’) (c'aa’) +(ace’) (baa’) (c'bb')=0
(a’bb”) (bee) (c'aa’)+(a’ce’) (baa’) (c'bb')=o0
(bb’) (b'ee”) (caa’)+(a’ce’) (V'aa’) (chb)=o ;

Az ezen egyenletek kozott fennallé osszefiiggést a (2)—(4)
¢s (13)—(20) alatti egyenletek fejezik ki.

6. Nem keriilte ki figyelmiinket, hogy a méar tébbszor
idézett (2)—(4) és (13)—(20) alatti egyenletek azon Ossze-
fiiggéseket is magukban foglaljak, mely az egyenes hat pontja
kozotti involutié feltételének hét kiilonbozd alakja kozott
fennall.

Ha ugyanis az (1) alatti egyenletben az a,, as, az, meny-

nyiségeket a®, al, a2, 4ltal, a a’y, a’s, a’; mennyiségeket «’°,
a’l, a’? 4ltal stb. pétoljuk, a hol a o, 1, 2 alatt exponenseket
azaz kitevoket értiink, akkor az (1) alatti egyenlet a kovetke-
z6be megy at:

D= |aa'®—a’a® a®*—a”? a’—a|
b 2—bl® 2*—b2 b'—I)

cc’?—c'c? ¢®—c¢? ¢'—c

= (a—a’) (b—0) (¢—¢') | —aa’ a+ta’ —1
—bb' b+b —1

—cc’ ¢+e¢! —1

= (a—a’) (—V) (c—¢) |1 —(a+a’) aa’
: ' 1 —(b+b) b
" 1 —((’+C’) cc’




NEHANY DETERMINANS-EGYENLETROL, 9
és ha ezen egyenletben az (a—a’) sat. killonbséget aa’. sat. az

‘ 1 —(a+a’) aa
1 —(b+b) b
1 —(c+¢) o

determininst pedig A-val jeldljiik, akkor a fentebbi egyenletet
még igy irhatjuk:

Bie=gal: B te” 0 viv iatr s B Es et wo i (80)

7. Az (abe), (aa'b) sat. symbolumok alatt a fentebb ko-
rillirt helyettesitéseknél fogva most a kovetkez$ determinin-
sokat értjik:

L aa
1 5 8= (a—d) (b—c) (¢c—a)
1 c?| = ab. be. ca.
| A ST

11 a a?|=(a—da’) (a’'—D) (b—a)
1 b | =ad. a'b. ba.

A (2), (3) és (4) alatti egyenletek, melyek a kovetkezok :

D = (abl’) (a’cc’)—(acc’) (a’bb")
D = (hee') (Vaa’)—(baa’) (V'ec’)
D = (caa’) (¢'bb")—(ebb’) (¢‘aa’)

a bennok eléfordulé (abd’) sat. determindnsoknak ah. bb'. b'a.
sat. kifejtése altal a kovetkezi egyenletekre vezetnek :

D=0t c¢. $ab. al’. a'c. a’c’.—ac. ac’. a'b. 'V} .. . (24)
D = c¢'. ad’. {be. be'. Va. ba'.—ba. ba'. be. b’y . . (25)

D= ad'. bb". {ca. ca’. ¢'b. ¢'V'.—ch. cb’. ¢‘a. ¢‘a’.y . . (26)
A (13)—(16) alatti egyenleteknél fogva &ll, hogy még tovibbi :

D= G})T) Habl’) (hee?) (caa’)4-(ace”) (baa’) (cbb’)}
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1
=00 (a’bb’) (bee) (caa’)+(a’ce?) (baa’) (cbb),

dins (T;E {(abb’) (Wee') (caa’)+(acc’) (baa’) (cbb')}

= @ & 3 {(abl) (bee’) (c'aa’)+(ace’) (baa’) (c'bb)}

Ha pedig ezen egyenletekben az (abe) sat. determinén-
sokat kifejtjiik, akkor falaljuk, hogy: ’

D= —aa'. b’ ec'. (ab’. be'. ca’.+a'b. be. c’a) . . (27)
D = — aa’. bV c¢'. (ab. be. c'a’+a'V’. be'.ca) . . (28)
D= —ad’. W' cc'. (ab. b'c'. ca’s+ab'. be. ca) . . (29)
D = —aa’. bW, c¢'. (ab’. be. ¢'a’.+a’bl b ca) . . (30)

Meg kell emliteniink, hogy ha a (17)—(20) alatti egyen-
letekkel hasonléan jarunk el, hogy akkor megint ezen egyen-
letekre joviink. A (23)—(30) alatti egyenletek dsszehasonli-
tasabol, ha aa’.bb'.cc’. tényezdvel osztunk, taliljuk hogy

1
N Sab. ab'. a'c. a’c ‘—a'b. a'l, ac. ac'.}
aa’.
1 § / / ¢ e § / /0 /
=f—”;-,bc.bc.ba.ba.—bc.bc.ba. ba'.{
00 .«
1 § / / LS / ¢ 34 &}
= ——— {ea. ca’. c‘a. ¢’a’—c'a. ¢'a’s cb. cb’.§
ce

— {ab’. be'. ca'+a'b. Ve c'a.l

I

— Sab. be. c’a’.+a'V. be!. ca.

= — dabsb'e' ca's+adl. be. ca'\}

= — Sjab’be. c'a’4-a'b. V¢ ca

Ha ezen egyenletekben a, a’; 4, %' ; ¢, ¢’ alatt egy egye-
nes hat pontjinak tivolsigit egy abban folvett allandoé pont-
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tol értjiik, akkor / -nak eltiinése kifejezi, hogy a kérdéses hat
pont involutiohan van s igy a (31) alatti egyenleteknél fogva
hat pont involuti6 foltételét a kivetkezd egyenletek fejezik ki: *)
ab. a'll. a’c. a’c’—a'b. a’t’. ac. ac’=o
be. be'. Va. Va'—be. Ve ba. ba’=o
ca. ea'. ¢'b. 'bV'—c'a. ca’. cb. eb'=o
ab'be'.ca'+a'bbeca=o ) ..... (32)
abb'e.c’'a’ +a'l' .be' .ca=o
abb'c’ .ca’ +a'bbe.ca’=o
ab’bec'a’ +a'bl' ¢’ ca=o

8. A (13)—(20) alatti egyenletekbsl a determinins
egyenleteknek egy 0j cyclusit vezetjiik le, ha nevezetesen a
(13), (14), (15) és (16) alatti egyenleteket, egymésutin a (17),
(18), (19) és (20) alatti egyenletekkel dssszehasonlitjuk, mi &l-
tal a kivetkezd egyenleteket nyerjiik :

o b 9 §(abl’) (bee') (caa’)H(ace’) (baa’) (cbh’)|=

B ,[1, —(a'bl) (Vee') (caa’)+(a’ce’) (Waa’) (Bb)| . . . (33)
1 '
@ho) a'bl') (bee') (caa’)F(a’ce’) (baa’) (cbb’)|=
= (Tabl’_c—') H(abb’) (b'ee’) (c'aa’)+(ace’) (Vaa’) (D)) . . . (34)

e b' ) H(abb') (Wee’) (caa’)+(ace’) (Vaa’) (caa’)|=

= W (abb') (bee') (¢aa)+(a‘ce’) (baa’) (caa’)} ... (35)

(ai?) §(abb’) (bee') (c'aa’)+(ace’) (baa’) (D)=

& (a,i,c) Wb (Heo’) (can’)+ (a'ec’) (Baa’) (BB} . - . (36)

1) Lasd Hesse mar el6bb idézett »Zur Involution« czimii érteke-
zésén kiviil még »Analytische Geometrie des Raumes« czim munkéjd-
nak harmadik kiaddsiban 107—109. lapokon a (27), (28), (38) és (34)
alatti egyenleteket.
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melyek még igy is irhatok :
(aba’) (ace’) (beb’) (a'b'c’)—(abe) (aa’e’) (ba'h’) (cb'e’) = _
= (abl’) (aca’) (bec’) (a'b'c’)—(abe) (aa'd’) (bb'c’) (ca’e’). (37)
(abl’) (aa'c’) (bea’) (cb'e’)—(aba’) (ab'c’) (bel’) (ca'e’) =
= (acc’) (aa't’) (bea’) (bb'c')—(aca’) (ab’e’) (bee’) (ba't’) . (38)
(acc’) (aa't’) (beb') (ba'c’)—(ach’) (aa’e’) (bee’) (ba'd’) =
= (abl’) (aca’) (ba'c") (cb'c’)—(aba’) (ach’) (bb'c’) (ca’e’) . (39)
(abe) (aca’) (ba'd') (cb'c")—(aba’) (ace’) (bb'c’) (ca'l’) =
= (abc’) (aa’t’) (beb') (ca’c’)—(abb’) (aa’c’) (bee’) (ca’l’). (40)

9). Ha a (37)—(40) alatti egyenletekben «, 3, ¢, «’,
U, ¢t 1, 2, 3, 4, 5, 6-tal potoljuk, akkor (123) sat. alatt a ko-
vetkez$ determindnst értjiik :

Lo Yo' 22
T3 Y3 Z3 |

1 YN -’-’1,

a fontebbi egyenletek pedig a kivetkezokbe mennek at :

(124) (136) (235) (456)—(123) (146) (245) (356)—=
— (125) (134) (236) (456)—(123) (145) (256) (346)....(41)

(125) (146) (234) (356)—(124) (156) (235) (346)=
— (136) (145) (234) (256)—(134) (156) (236) (245)....(42)

(136) (145) (235) (246)—(135) (146) (236) (245)—
— (125) (134) (246) (356)—(124) (135) (256) (346) .... (43)

(126) (134) (245) (356)—(124) (136) (256) (345)—
— (126) (145) (235) (346)—(125) (146) (236) (345) ....(44)

Ha tovabbd a (43) alatti egyenletekben 3, 5, 4, 6-nak
cyclikus feleseréléseit képezzitk, akkor a kovetkez hérom
egyenletet nyerjiik:

— (135) (146) (236) (245)+ (136) (145) (235) (246)—
= —(124) (156) (236) (345)+(126) (145) (234) (356) ... (45)
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(136) (145) (235) (246)—(135) (146) (236) (245) —
— (126) (134) (235) (456)—(123) (146) (256) (345) ... (46)

— (135) (146) (236) (245)+(136) (145) (235) (246)—
— —(123)(156)(245) (346)+-(125) (136) (234) (456) ...(47)

Ha azutin a (43) és a (45)—(47) alatti egyenletekben
3-at 6-tal, 4-et pedig 5-tel feleseréljiik, akkor még a kovetkezd
négy egyenletet nyerjiik :

(136) (145) (235) (246)—(135) (146) (236) (245)—=
— —(124) (156) (235) (346) +(125) (146) (234) (356) ... (48)

—(135) (146) (236) (245)+(136) (145) (235) (246)=
— (125) (134) (236) (456)—(123) (145) (256) (346) ... (49)

(136) (145) (235) (246)—(135) (146) (236) (245)—
— —(123) (156) (246) (345)+(126) (135) (234) (456) ... (50)

— (185)(146) (236) (245)+ (136) (145) (235) (246)=
— (126) (134) (245) (356)—(124) (136) (256) (345) ... (51)

Ha végre az (50) alatti egyenletben egymésutin 4-et
b-tel, 4-et 6-tal és 2-t 6-tal felcseréljilk, akkor még a kovet-
kez6 hiarom egyenletre joviink :

(136) (145) (234) (256)—(134) (156) (236) (245)=
— (126) (134) (235) (456)—(123) (146) (256) (345) ......(52)

— (134) (156) (236) (245)+(136) (145) (234) (256)=
— (124) (135) (236) (456)—(123) (145) (246) (356)..... ... (53)

— (123) (145) (246) (356) -+ (124) (135) (236) (456)=
— (126) (135) (245) (346)—(125) (136) (246) (345) ...... (54)

A (41)—(54) alatti egyenléteket a kovetkezdképen 4l-
lithatjuk 6ssze:

(136) (145) (235) (246)—(135) (146) (236) (245)—
— (126) (135) (234) (456)—(123) (156) (246).(345)—
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— (125) (134) (246) (356)—(124) (135) (256) (346)—
— (125) (136) (234) (456)—(123) (156) (245) (346) —
= (126) (134) (245) (356)—(124) (136) (256) (345 )=
— (126)(145) (234) (356)—(124) (156) (236) (345)—
— (125) (134) (236) (456)—(123) (145) (256) (346)—
— (125) (146) (234) (356)—(124) (156) (235) (346)—
— (126) (134) (235) (456)—(123) (146) (256) (345)—=
— (126) (145) (235) (346)—(125) (146) (236) (345)—=
— (124) (136) (235) (456)—(123) (146) (245) (346)—
= (136) (145) (234) (256)—(134) (156) (236) (245)—=

— (135) (146) (234) (256)—(134) (156) (235) (246) =
— (126) (135) (245) (346)—(125) (136) (246) (345)—
— (124) (135) (236) (456)—(123) (145) (246) (356)=. ... (55)

10. Ha az =;, y,, z; mennyiségeket, mint az ¢ pont homo-
gén koordinétait fogjuk fel, akkor:

(136) (145) (235) (246)—(135) (146) (236) (245)=0,") ... (56)

egyenlet fejezi ki, hogy az 1, .... 6 pontok ugyanazon kiip-
szelet keriiletén fekiisznek, és igy az (55) alatti egyenletekbél
kivetkezik, hogy a (46) alatti egyenlet még tizennégy egyen-
letet von maga utén (az 7. k. a (14) alatti egyenletaz (1)—(13)
és (15) alattiakat vonja maga utén).

Az (55) alatti egyenletek mutatjik, hogy az 7. . a
(1)—(15) alatti egyenleteknek egyikébél, miként kdvetkezik
a tobbi tizennégy.

11. Ha tovabba az (1)—(4) és (13)—(16) alatti egyen-
letekben az ay, as, as; by, be, bs; sat. mennyiségek alatt hat
ugyanazon kipszeleten fekvé pontnak a koordinatdit értjiik,
akkor, mivel a kiipszelet tetszéleges pontjinak xy, xs, a3 koor-
dinatai, mint egy valtozé = paraméter mésodfoki fiiggvényei
kifejezhet6k, az emlitett hat pont paraméter-értékeit a, b, ¢,
a’, b, c-vel jelolvén az ay, ag, as, sat. mennyiségeket a kovet-
kezbképen fejezhetjitk ki:

1) Lasd a szerz6 kovetkez8 czimii értekezését : »A khpszeleten

fekvs hat pont feltételi egyenletének kiilonbozd alakjairOle 8. 1. (14)
alatti egyenletét. [1?}11. a math. tud. korébol 1V, kot. ]
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(ll=Al +B,a+(}'1a2 CL’1=A1+B101 —!r C’lulp‘
512=A2+B2a+02a2 (112=A2+ Bgal—‘}‘ C’2a12
G3=A3+B-;fl+ C3f12 a’3=A3+]33a'+C3a’2

» ])1=A1+Blb+(/'1b2 b'1=111+31[/+ 017112
’)2=A2+ B27)+C’gl)2 7)12=A2+ng/+02]l'2
hy=Ag+ Bgb+C5)* ba=Ag+ B’ + (3’2

C1 =A1 +Blc+cv102 (’-/1=A1+B1C’+C'1C’2
(‘2=A2+Bgc+(/’262 c'2=A2+B2c’+C'2c'2
('3=A3+B34.‘+("362 (’l3-'_—_A3+ B3("+C3CIQ

Ha ezen értékeit az a;, ag, ag ; sat. mennyiségeknek az
(1) alatti egyenletbe helyettesitjiik, akkor ha az

i Al B1 Cl
® A2 Bg 02 == (ABC) . . . . (57)
Ed B e

determinénsban az A;, B;, C;elemek egyiitthatéit e, 3y yi-val
jeloljiik, taldljuk, hogy:

PSS _z(lg (lal;_ A2+Bga+0202 A3+B3ﬂ+03(‘(2
Qoll'y (la,te—lazz alg’_ Ay+ Boa! +Co’® Ag+ Bya'+ Csa’2
_ |Ba Clla a?]  |Ce Agla® 1] |4e By|1  «q

<% B3 03! oA 5 Ca Ag ‘ﬂlg 1 +[A3 B3]‘ 1 a’

= eyaa’(a'—a)+Bi(a2—a'?)+ 11 (a’—a)
- = (a—a') {—ayad’+ Bi(a+a)—nt

hasonléképen talaljuk, hogy:

aga'y—aya'y=(a—a') |—ezaa’+3 o(a+a’)—7ys)
aya's—asa'y=(a—a) {—azaa’+ Ba(a—+a’)—7s)

valamint tovabb4, hogy: ¢

bab's—Dab's=(b—0") {—a,bb’+ B1(b+b)—nl
lgh's—bybly=(b—1") §—atgbl’ + Ba(b+1)—7e!
byl s—Dob'y = (l)—-[)') §—aghl’ + ﬂa(l) i b’)—i"s :
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€36 y—e3¢'s=(c—¢’) i—ayec’+-Fy(c +¢')—
€36 r—e1cy=(c—¢') {—ayee’+ Balc+)—y!
g
)

e1's—eacy=(c—0’) {—agec’+ By(c+¢)
A D determinfns értéke teht a nevezett helyettesitések

mellett a kovetkezs lesz :

o By 7l|—aa’ at-a’ —l/‘
?

D = aa'bb'.cc' |y B3 ys||—bb b4+b —1
a3 B3 yall—ecc’ c4¢ —1

ha megint aa’. alatt a—a'-t sat. értiink. Miutén tovibba

ya
% P11
Oy /7’2 Ve
2
oy [ig 73]

= (4BC)

akkor, ha ‘még a 6. szimban bevezetett jelslést hasenaljuk, a
fentebbi egyenlet a kivetkezébe megy 4t :

D=aa'b¥.cc’. (ABCPA .- . . .- . (58)

Szintén konnyen talaljuk, hogy az ezen szim elején meg-
emlitett helyettesitések mellett a (2)—(4) alatti egyenletek a
kivetkez0kbe mennek 4t :

D = bl ce'.(ABC)? {ab. al/. a’c. a’c’—ac. ac'. a'b. a’b".} . . (59)
D = cc'.aa’.(ABC)? }be.be'. b'a. b'a'—ba. ba'. b'e. b'c'.| .. (60)
D = aa’. bb'.(ABC)? jca. ca’. c’b c'b'.—ch. cb'. c'a.c'a’.} .. (61)

a (13)—(16) egyenletek pedig a kovetkezbkbe :

D = —aa’. 0. ce'.(ABC)? }ab'. be'. ca’. 4+ a’b. Ve c'ad . . . (62)
D = —ad".bl'. c¢'.(ABC)? {ab. V. ¢'a’ 4 a'b’. be'. ca.} . . . (63)
D = — aa'.bb'. c¢'.(ABC)® {ab. b'c’. ca’.+a'l. be. c’a.. . . (64)

= —aa’.bl. cc’.(ABC)? {al. be. c'a’.+a'b. b'e'. cal. . . (65)

Az (58)—(65) alatti egyenletek osszehasonlitasa ismét
a (32) alatti egyenletekre vezet.

A mostani felfogésban a (32) alatti egyenletek azt fejezik
ki, hogy egy és ugyanazon kiipszelet hat pontja, mint a, 5, ¢,
@'y by ¢’ két abe s a’b’c’ perspectiv hiromszognek a csficsai.
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Ha a (32) alatti egyenleteknek ezen interpretitigjat a
7. szdmban adott interpretatiéval Osszehasonlitjuk, akkor, ha
a kiipszeletet és az egyenest egymdssal projectiv vonatkozisha
hozzuk, a kovetkezs Hesset6l!) ereds tételre vezettetiink:
»Ha a kapszelet a, b, ¢, a’, ', ¢/ pontjai az abe és a’l’c’ per-
spectiv hiromszogok cstcsai, akkor ezen hat pontnak meg-
felelé hat pontja az egyenesen hérom involutiéban 4ll6 pont-
pirt képez, és megforditva.«

12. Hesse »Ein Ubertragungsprincip« czimii értekezésé-
ben, mely a Bochardt-féle Journal 66-ik kotetében (15—21.11.)
jelent meg, a sik ~* pontjait ¢s az egyenes >?2 pontpérait olyké-
pen vonatkoztatja egymasra, hogy a sik adott pontjanak az egye-
neshen egy pontpar és megforditva az egyenes adott pontpiarinak
a sikban egy pont felel meg. Az emlitett vonatkozist a sik
pontjai és az egyenes pontpdrai kozott a kovetkezd egyenlet
fejezi ki:

Al 4 Bi4- C=o,

mely egyenletben az A, B, C egyiitthatok a sik .. y, z pont-
janak vonalos fiiggvényei.

Hat pontnak (2, 3, 215 - -+ - - 26, Ya 25), mely ugyan-
azon kapszelet keriiletén fekszik, az egyenesben hat poutpir
felel meg, melyek egy bizonyos megszoritisnak vannak ald-
vetve. Az ilyen hat pontpirt Hesse masodrendii involutidban
all6 hat pontparnak nevezi (az i. h. 19. L). Ezen értekezést a
mésodrendfi involutiéhan 16v6 hat pontpar feltételénel felke-
resésével fejezzitk be.

Az, 1,215 .0 . . #6, Yoy 26 pontoknak megfeleltleg az
A, B,C mennyiségek értékeit Ay, By, Cy; . ... dq B, Ce-tal
Jeloljik, e szerint tehat a kipszelet hat pontjinak az egyenes-
ben a kivetkezi hat pontpar felel meg:

AL B Oo
A2+ Byl Cy=0
1’13).2+B3)~+ C’3=0
A2+ BiA-Cy=o
A2 4-Bsh—4-Cs=0
AE B+ Cy=0

(66)

et i,

1) Schldmilch Zeitschrift fir Math, u, Physik 11. Jhrg. 408. 11
M. T. AK. BERT. A MATH. TUD. KOR. 1882, 1x. k. 10. sz 2
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felteve, hogy ezen egyenletek gyokei rendre a, QoD 0, ¢ ;
d,d’; e, ¢'; f, f'; akkor ezen mennyiségek hatdrozzak meg az
cgyenes hat pontpirat. A (66) alatti egyenletek egyiitthatoi
¢s azok gyokei kozott a kovetkezs egyenletek allanak :

By=—A(a+a’), Ci=Araa’
Be=—A43(b1+V"), Co=Agbd'
By=—A3(c+c’), Cy=Agcc (67)
Bi—m—A(d+d), Comdydd! | 1 ° 7
By=—U44(e+¢), Ci=As.c.e
’)6=_‘46(.f+fl)r qi:A«;:ff’

Ha mér most ki akarjuk fejezni, hogy az 1, . . . 6 pontok
ugyanazon kipszeleten fekszenek, akkor a kovetkezs egyen-
letiink van :

(123) (146) (256) (345)—(456) (235) (134) (126)=01).. .. (68)
mely egyenletben (123) sat. alatt a kivetkez6 determininst:

A8 O
Ay By Clsth,
Ag ]))3 (73§

érthetjiik, miutin az A,, B;, C; mennyiségeket az ¢ pont koor-
dindtainak tekinthetjiik.

Ha tovibbi a (68) alatti egyenlet (123) sat. tényezoiben
a B és (' mennyiségek értékeit a (67) alatti egyenletekbdl
helyettesitjiik, akkor a kézosen el6fordulé A tényezik elha-
gyasa utan a kovetkezd egyenletet nyerjiik :

1) Lésd a szerzl kovetkezd czimii értekezését » A kupszeleten fekvo
hat pont stb.« Akad. ért. a math. tud. kovébol. IV, kot.
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1 —(a+a’) aa’|l —(ata’) an’|

1 —(+b) b.b’{l —(d+4-d) dd|.

I —(cte) ec|l —(f4r) £Ff

L —@4) bl —(e+¢) ec
L —(e+e) el —(d4d) dd|—

L —(f+f) £l —(ete) e

1 —(d+4d') dd'|
— |1 —(e+¢) e
e iy 19 B 1

1 —(a+a’) aa

L —(+0) by
1 —(ct¢) ee|.
1 —(et+e) ee|
1
1
1

—

—(a+a’) aa’

1 (eFe) c} —(b+V) b =0 ...(69)
1 —(d4-d) AU —(f+f) ff]
mely egyenlet kifejezi, hogy az a, a'; .. . .. /> /" pontparak

mésodrendii involutioban vannak; ezen egyenletnek végre

még a (31) alatti egyenletek kisvetkeztében a kivetkezs alakot
adhatjuk :

jab'be'ca' A-a'bb e.c'a. rad' df'. fa' A-d'd.d'f.f'a.}
Abeef  fU Vel ff D jed'de'ce' F-c'd.d'e.ee.) —
— Vde'of fd' . 4-d'e.ef.f'd) yhe'.ce' el b eclee'd.! .
- taced' da' +ad'e.c'dd'a.! (b bf ' fa' .+ a'bbf.f'a . . . (70)

mely egyenlet viligosan mutatja, hogy ha az a, a’; 0, b’ ; ¢, ¢’
poutpirak elsérendfi involutiéban vannak, hogy akkor a hatra-

levb d, d’; e, ¢'; f, f pontpérak szintén elsérendii involutist
képeznek.

2%
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Budapest, 1882, Az Athenaeum r. tirs. kdnyvnyomdaja.

b o



