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ELŐSZÓ.

Midőn e munka első kötetét a nyilvánosságnak átadom, 
első sorban kötelességem a magyar tudományos Akadé
miának hálámat kifejezni ama támogatásáért, mely a ter
jedelmes munkának kiadását lehetővé tette; köszönettel 

*kell még megemlékeznem ^jppán Vilmos'és Tőtössy Béla 
urakról, kik a rajzok elkészítésével— tovább Rados Gusztáv 
és Ignácz urakról, kik az egész könyv revíziójával támo
gattak a kiadás munkájában, valamint végre a Franklin - 
társulat nyomdájáról, mely a munka külső kiállítására nagy 
gondot fordított.

Föntartom magamnak, hogy esetleg az egész munka 
befejezése után visszatérjek azon elvekre, melyek a meg
írásnál vezéreltek. Jelenleg — netaláni félreértések elkerü
lése végett — csak azt kívánom megjegyezni, hogy az elő
forduló idézetek tisztán didaktikai czélnak szolgálnak, azaz 
csak oly munkákra hivatkozom, melyeket az olvasónak 
a könyv tárgyalásainak kiegészítésére ajánlok. Ez irányban 
kiterjeszkedni a tisztán történeti érdekre is, a mire termé
szetesen az idézet egymagában nem elég, már tekintettel a 
terjedelemre sem volt lehetséges.

Budapest, 1887. február.
König Gyula.
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Az analízis a mennyiségek vonatkozásainak és e vo
natkozások törvényeinek leírására szolgáló módszereket 
tárgyalja.

Mennyiség a tárgyak minden — valóságos vagy csak 
lehetséges — tulajdonsága, mely bizonyos megállapítások 
után (mérték-egység s ú. t.) számok segítségével teljesen 
leírható.

Szám minden oly fogalom, melynek tartalma a közön
séges egész számok (a legszorosabb értelemben vett szá
mok) segítségével teljesen megadható.

A közönséges egész számok a számlálás folyamata 
által keletkeznek. Hogy mikép történik a számlálás és 
mikép származik ebből a közönséges egész számok sorá
nak képzete, ennek megvizsgálása még a lélektan föladata. 
A számlálás és a közönséges egész számok sora adják a 
tapasztalati anyagot, melyből az analízis fogalmainak kifej
tése kiindul.

*

E definicziók alapján minden szám mennyiség, de a 
mennyiség az általánosabb fogalom. így pl. idő, hossz, 
terület mennyiségek, melyek bizonyos megállapítások után 
számok által meghatározhatók, de nem számok. A megha
tározás — «mérés» — módjának megállapítása után, az

Kőnig: Analízis. I. 1



illető szám, vagy számok megadják a megfelelő mennyi
séget, a mi e logikailag teljesen különnemű fogalmaknak 
sokszor összezavarását okozta.

Minden mennyiségnek megfelel egy vagy több — azt 
jellemző — szám, ezek ú. n. mérőszámai. E megállapítá
sok után rövidítés-képen megengedhető az ily kifejezés, 
mint «mennyiségek szorzata# a hosszabb mennyiségek 
méröszámainak szorzata helyett. Mennyiség változása szin
tén csak tulajdonságainak, azaz méröszámainak változásá
ból áll. A mennyiségnek magának, azaz nemének változása 
az volna, hogy p. hosszból idő lesz. így tehát «változó 
mennyiség# alatt is rendesen a mennyiség változó mérő
száma értendő, míg a mennyiség neme ugyanaz marad.
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ELSŐ SZAKASZ.

A RACZIONÁLIS SZÁMOK.

I.

A közönséges egész számok. A négy alapművelet.

A számlálás.

1. A számlálás folyamata meghatározott sorrendben adja a 
közönséges (egész) számokot, az egytől kezdve:

1, 2, 3, 4, s ú. t.

Ha a e sorozatban később lép föl, mint b, akkor a nagyobb, 
mint b és megfordítva b kisebb, mint a. Jelekben:

a>b , b<a.

Hogy a és b egyenlő, jelekben: 
a = b, 

egyszerűen annyit mond, hogy a különböző a és b jelek ugyanazt a 
számot jelentik.

A közönséges (egész) számok sorozata határtalan, azaz bár
mennyire folytattuk is e számok képezését, mindig újból ismételhet
jük a számlálás egyes lépését, a mi által új, az utoljára nyert szám
nál nagyobb számhoz jutunk.

A sorozat minden egyes számával együtt adva van a legköze
lebbi nagyobb szám, mely a sorozatban közvetetlenül utána követ
kezik, valamint — ha az adott szám nem egy — a legközelebbi 
kisebb szám, mely azt közvetetlenül megelőzi.



fi A RACZIONÁLIS SZÁMOK.

Az összeadás.

2. Az 1 és a, vagy a és 1 összege az a-hoz legközelebb na
gyobb számot jelenti, melynek jelei:

a + 1 = 1 +ct. (1.)
Általánosságban két szám * összege recursiv módon az

* Ha e fejezetben — röviden — számokról beszélünk, természetesen 
mindenkor közönséges egész számok értendők, hisz más számokat itt még 
nem is ismerünk.

** A zárjelben álló kifejezés mindenkor egy szám egységes jele gya
nánt tekintendő.

(«+!) + (b+l) = {(a + b) +1} + 1 (2.)

szabály által van adva.**  Az a és b számok az összeg tagjai.

Minden oly értelmezése az összegnek, melynél ez többféléké# nyer
hető, elvileg helytelen, nemcsak azért, mert akkor külön bebizonyítandó, 
hogy e különböző utakon ugyanazon összeghez jutunk, hanem leginkább, 
mert akkor az értelmezés%zükséges meghatározások mellett még fölösleges 
részt is tartalmaz.

Ha egyszer az

1 + 1 = 2, 2+1 = 3,...

jeleket bevezettük, az a és b számok összege a (2.) alatt álló szabály értel
mében mindig egy meghatározott módon lesz képezendő. Péld.

6 + 4 — { (5 + 3) + 1 } + 1

5 + 3 = { (4 + 2) +1} +1

4 . + 2 = { (3 + 1) + 1 } + 1 = ' 4 + 1 } + 1 = 5 + 1 = 6, 
tehát

5 + 3 = (6 + 1) + 1 = 7 + 1 = S

6 + 4 = (8+1) +1 = 9 + 1 = 10.

Ha
a + b = b + a, (I.)

akkor az összegnek (2.) alatt álló értelmezése következtében 
egyszersmind:

(«+!)+ (b + 1) = (b + 1) + (a + 1).



AZ ÖSSZEADÁS. 7

Az (I.) által kifejezett törvény tehát általánosságban helyes, 
mert helyes, ha a vagy b az egység, a mint ez az összegnek értel
mezéséből (1.) közvetetlenül foly.

Ha az összeg képezését összeadásnak és az a, b számokat 
összeadandóknak nevezzük, e törvény az összeadásnak commutativ 
elve, mely szerint az összeadandók sorrendje fölcserélhető.

3. Az összeadás második alaptörvényé, az associativ elv benn- 
foglaltatik az

o + (b + c) = _(a + b) 4- c (H).
egyenlőségben, mely szerint összeg hozzáadása a tagok egymásutáni 
hozzáadása által történik.

E törvényt először amaz egyszerűbb esetben bizonyítjuk, 
midőn c = 1, azaz :

a + (b + 1) — (a + b) + 1. (3^)

Arra az esetre, hogy a is egyenlő az egységgel, az

1+ 0+D = (1 + &) + 1
az első alaptörvény alkalmazásából foly. z 

Föltéve, hogy a (3.) egyenlet igaz, az

(a+1) + 0+1) 
mely (2.) szerint:

= { (a + b) + ।} + 1
(3.) szerint ismét

= {a + 0+1)}+1,

és így végre az (I.)-et egyenlőségünk mindkét oldalán alkalmazva: 
(b + 1) + («+ 1) = {0 + 1) + a} + 1.

Ha tehát a (3.)-ban kifejezett törvény helyes az a és b számokra, 
helyes marad a b + 1 és a számokra is. Ha most a helyébe b + 1 -et, 
b helyébe a-t teszünk, e következtetés értelmében helyes marad 
akkor is, ha a és b helyébe a + 1 és b + 1 jutnak. De a (3.) igaz, 
ha a = 1, bármi legyen b és így igaznak van bizonyítva mindazon 
esetekre, midőn a nem nagyobb szám b-nél.

A (3.) helyes továbbá, ha csak b = 1. Ha a is egy, ez a meg
előzőkből foly; ha a nem egy, mindenkor c + 1 alakú összegnek 
vehető és ekkor (2.) szerint valóban:
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(C + D+ (14-1) = {(c 4-1)4^1} +1.

Ismét átmehetünk — mint mindig — a és ó-töl a + 1 és 
6 4-1-re, ha a bármely szám és b az egység, azaz (3.) akkor is igaz, 
ha a nem kisebb szám a b-nél és így a (3.) egyenlet helyesnek bizo
nyult, bár minő számok is a és b.

A második törvény helyes lévén, ha c = 1, általánosságban is 
be lesz bizonyítva, ha kimutatjuk, hogy c 4- 1-re is érvényes, ha c-re 
érvényes volt. De valóban (3.)

«+ {H (c+l)} = a + {(b + c) +1}

— { a + + c)} + 1,

és, minthogy a (II.)-t itt érvényesnek veszszük:

= {(a + b) 4-c} + 1, 
a mi ismét (3.) szerint:

= (a 4- b) 4- (c 4-1);
és evvel az associativ elv teljes bebizonyítása megtörtént.

4. Az összeadás két alaptörvénye értelmében e hat kifejezés:

(a 4- b) 4- c , (b + c) + a , (c + a) +b

(b 4- a) 4- c , (c 4- b) 4- a , (a 4- c) 4~ &

mind egyenlő. Közös értéküket az a, b és c számok összegének 
nevezzük és

a4- b 4- c

-vei jelöljük, mely alakban az összeadandók sorrendje ismét föl- 
cscrélhetö.

Általánosságban n összeadandó: a^, a2, ..., an esetében e 
számok összege, melyet p. az adott elrendezésben

(• • • • (((®i 4- 4~ as) 4- a^ 4-...) 4~ an

által értelmezhetünk, az összeadandók elrendezésétől független. 
Minthogy két és 3 összeadandó esetére a tételt már bebizonyítottuk, 
az n-röl n + 1-re való következtetés megadja teljesen a tételt. Az áv 
a^... all+i számok összege

(dj 4~ Uj 4" • • • 4" dn) 4- Un+l — 
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alakban írható, mely az előbbiek szerint ugyancsak:

Ah 4“ ^2 + • • • + OnJ 4-ní + íin+i
= í a1 4- a^ +... + űh+ij +«»

— hol az új [ ] zárjelben az ai hiányzik. — A zárjelben álló kifeje
zés, mint n szám összege, tetszőlegesen rendezhető, az at is tetsző
leges tagot jelent és így bárhány tag összege a tagok elrendezésétől 
független.

Minthogy minden szám a megelőzőből az egység hozzáadása 
által keletkezik, minden szám csupa egységek összeadása által 
származtatható:

2=14-1, 3 = 1 4-1 4-1 , s. ú. t.

Az eddigiekben a számok egyedül a helyeket jelezték a szám
sor egymásutánjában, tisztán rendszámok (ordinális számok) voltak, 
és — a mi külön hangsúlyozva legyen — úgy itt az összeadásnál, 
mint később a többi műveletnél a művelet helyes értelmezése után 
ez elégséges a műveletben kifejezett számkapcsólat törvényeinek 
megállapítására. A számok amaz alakja, melyben mint egységek 
összege vannak adva, átvezet sarkszám (cardinális szám) értelmezé
sűkhez, melyben az a szám az ily módon benne foglalt egységek 
«szám»-át, mondhatnék számosságát jellemzi.

Utoljára a «szám» szónak más az értelme mint előbb, melyet német
ben az «Anzahl» szó által lehet a «Zahl» itt különben használt értelmétől 
megkülönböztetni.

.4 szorzás.

5. Az 1 és a vagy a és 1 szorzata magát az a számot je
lenti. Jelekben:

1. a = a . 1 = a (1.)
A szorzás jele pont, mely azonban kihagyható, ha az illető kifejezés 

értelmezése nem lesz ez által kétséges; tehát többnyire csak a tizes szám
rendszerben kiírt számok közt lesz kiteendő.

Általánosságban két szám szorzata recursiv módon az

(a 4~ 1) (b +1) = ab + a 4-^4- 1 (2.)
szabály által van adva. Az a és b számok a szorzat tényezői vagy 
szorzói.
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Két szám szorzata ismét az adott értelmezés alapján csak egy meg
határozott módon képezhető, p.

6.4 = 5.3 + 5 + 3 + 1

5.3 = 4.2 + 4 + 2 + 1

4.2 = 3.1 + 3 + 1 + 1 = 3 + 3+14-1 = 8 
és így:

5.3 = 15 , 6.4 = 24.
Ha

= ba, (I.)

akkor a szorzatnak (2.) alatt álló értelmezése következtében egyszer
smind :

(a + 1) (b + 1) = (b +1) (a 4--1)

Az (I.) által kifejezett törvény tehát általánosságban helyes, 
mert helyes, ha a vagy b az egység, a mint ez a szorzat értelmezésé
ből (1.) közvetetlenül foly.

Ha a szorzat képezését szorzásnak nevezzük, e törvény a szor
zás commutativ elve, mely szerint a tényezők sorrendje fölcserélhető.

6. A szorzás második alaptörvénye, a distributiv elv b'ennfog- 
laltatik az

a(b + c) = ab + ac (IL>

egyenlőségben, mely szerint összeg szorzása az egyes tagok szorzása 
és az így nyert szorzatok összeadása által történhetik.

Világos ugyanis, hogy, ha a H. helyes, ez közvetetlenül akár
hány tagból álló összegekre tágítható, mert p.

a (b 4- c 4- d) = a {(ó 4* c) 4* dj

= a (b 4~ c) 4- ad

= ab 4- ac 4- ad.

A (H.) által kifejezett törvényt először amaz egyszerűbb esetre 
bizonyítjuk, midőn c=l, azaz:

a (ó4-1) = ab + a (3.)

Arra az esetre, hogy a is egyenlő egygyel, az
1 1) = b+ 1

közvetetlenül a szorzás értelmezéséből foly.
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Föltéve, hogy a (3.) egyenlet helyes, az

(a+ 1) (6+1) = a6 + « + 6 + 1 

jobboldala így is írható :
— í t (b + 1) + b + 1, <

és így végre (I.) alkalmazásával:

(6+1) (a+1) = (6+1) a+(6+1) 1.

Ha tehát a (3.)-bán kifejezett törvény helyes az a és 6 szá
mokra, helyes marad a 6+1 és a számokra is. Ha most a helyébe 
6 + 1-et, 6 helyébe a-t teszünk, e következtetés értelmében helyes 
marad akkor is, ha a és 6 helyébe a + 1 és 6+1 jutnak. De á (3.) 
igaz, ha a=l, bármi legyen 6 ((1.) szerint) és így igaznak van 
bizonyítva mindazon esetekre, midőn a nem nagyobb szám b-nel.

A (3.) helyes továbbá, ha csak 6=1. Ha a szintén egy, ez az 
előbbiekből foly. Ha a nem 1, akkor d + 1 alakban írható és ekkor 
(2.) szerint:

(d+1) (1 + 1) = d + d + l + l = (d +1) + (d + 1)

Ismét átmehetünk — mint mindig — a és 6-től a + 1 és 
6 + 1-re, ha a bármely szám és 6 az egység, a miből végre az is 
következik, hogy a (3.) helyes, ha a nem kisebb szám a b-nél, és így 
most már a (3.) az a és 6 tetszőleges értékeinél helyesnek bizonyult.

A második törvény helyes lévén, ha c= 1, általánosságban is 
be lesz bizonyítva, ha kimutatjuk, hogy c+ 1-re is érvényes, ha c-re 
érvényes volt. De valóban :

a {6 + (c + 1)} = a {(6 + c) +1}

= a (6 + c) + a
és minthogy a (H.)-t itt érvényesnek veszszük :

= ab + ac + a 
és végre a (3.) szerint

= ab + ű (c + 1), 
a mivel a distributiv elv teljes bebizonyítása megtörtént.

7. A szorzás harmadik alaptörvénye, az associativ elv szerint: 

a (be) = (ab) c. .' (HI-) 



12 A raczionális számok.

Ez (1.) szerint helyes, ha c=l, tehát ismét csak kimutatandó, hogy 
c + 1 -re érvényes marad, ha érvényes volt c-re nézve. De valóban 
(II.) szerint

a{b (c +1)} = a (be+ b) = a (be)-(-ab

és minthogy itt a (IIL)-at érvényesnek veszszük:

= (ab) c + ab

a mi ismét II. szerint valóban:

= (ab) (c+l).

A szorzás alaptörvényei értelmében e hat kifejezés:

(ab) c , (br) a , (ca) b

(ba) c , (eb) a , (ac) b

mind egyenlő. Közös értéküket az a, b és c számok szorzatának 
nevezzük és abc-vel jelöljük, mely alakban a szorzók sorrendje ismét 
fölcserélhető.

Általánosságban n szorzó: av a^,..., a,, esetében e számok 
szorzata, melyet p. az adott elrendezésben

(... ((al aj aj...) a„

által értelmezhetünk, a szorzók elrendezésétől független. Minthogy 
2 és 3 szorzó esetére a tételt már bebizonyítottuk, az n-röl n+l-re 
való következtetés megadja teljesen a tételt. Az a„ a2, ..., an+i szá
mok szorzata

(a{... aj ön+i

alakban írható, mely az előbbiek szerint ugyancsak:

• • • «n] On+1 —

= [«!... ön+1] ai

— hol az új [ ] zárjelben az a{ hiányzik. A zárjelben álló kifejezés, 
mint n szám szorzata, tetszőlegesen rendezhető, az at tetszőleges 
tagot jelent és így bárhany tényező szorzata az elrendezéstől független.

Az a és 6 számoknak előbb nyert

« =1 1 + 1 + (a-szor) , 6=14-14-..., (6-szer)

alakjaiból végre most még az ab szorzatnak két összegalakja folj':

b 4- b 4- b 4- ..., (a-szor) és a 4- a 4- . .. (6-szer.)
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A kivonás.

8. Ha a nagyobb b-nél, mindenkor találni a számsorban 
egy — és esak egy — számot, mely b-hez hozzáadva, a-t adja. Mert 
ha ó-hez hozzáadom a számsor egymásután kővetkező tagjait, egy
másután megkapom az összes ó-nél nagyobb számokat és mind
egyiket — tehát a-t is — csak egyszer.

Az ily módon nyert számot az a és b számok különbségének 
nevezzük és

a—b

által jelöljük. A különbség képezése teszi a kivonás műveletét; a a 
kisebbítendő, b a kivonandó. E megállapítások értelmében az a—b 
jelnek — egyelőre — csak akkor van értelme, ha a>b*

A kivonás értelmezése szerint:

la—b) + b = a (I.)
és ha

a = b 4- x vagyis x = a—b,

c = d + y « y = c—d, 
akkor:

a 4- c = b 4- d 4- x 4- y vagyis x 4- y = la 4- c) — (64- d) 

a mi a különbségek összeadásának törvényét adja:

(0—bi 4~ (c—d) — la 4~ c) — lb 4- d), (H.)

Az a=ó4_^'ből továbbá még foly, ha mindkét oldalon p. a k 
számot hozzáadjuk:

la 4~ ki — lb 4“ ki 4- ®»
és e szerint minden különbség végtelen sok alakban írható :

a—b = {a 4- ki — lb 4- ki (Hl.)

Ha a—b>c—d akkor a különbségek kivonása a következő törvény 
szerint történik:

(a—b) — le—d) = a + d — lb 4- c) (IV.)

mert (H.) szerint:

* Talán nem árt már itt figyelmeztetni, hogy a fogalmak pontos 
kifejtésénél a zérus csak a negatív számokkal egyidőben lesz értelmezendő.
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(íz 4~ d) — (b 4- c) + (c—d) — (a c 4- d) — (b 4- c 4- d) —

a mi (III.) szerint csakugyan: a—b.

A különbségek szorzásának törvénye az

ak = bk + xk
-böl így'írható

k (a—b) = ka — kb , (V.)

és végre két különbség szorzatát nyerjük az

ac = (b+x) (d + y) = bd 4- xd.4- yb 4- xy 

egyenlőségből, mert az előbbiek szerint:

bd + xd + yb = bd 4- (a—b) d 4- (c—d) b

= (a—b) d-{-cb
és

xy = ac — [(a—b) d 4- eb] = ac — [(ad+cb) — bd] =

= ac 4- bd — (ad 4- eb)
végre:

(a—c) (b—d)=ac 4- bd — ad — eb = ac 4- bd — (ad 4- eb), (VI.)

ha a kivonás jelének többször egymásután való előfordulásának 
értelmét következőkép állapítjuk meg:

A — B — C = (A — B) — C = A — (B + C), (VII.) 
hol az utóbbi két kifejezés egyenlő volta (III.)-hói következik. Evvel 
ellentétben, mint szintén (III.)-böl igazolható :

A — (B — C) = A 4- C— B. (VIII.)

Az osztás.

9. Ha a b számot rendre megszorozzuk a közönséges egész 
számok sorával, a

b, Vb, 36,.... xb,...

számok sorozatát nyerjük. E sorozat aequidistáns számokat szolgál
tat, azaz két egymásután következő számnak különbsége e szorzat
ban mindenkor egyenlő b-vel.

Minden szám, mely e sorozatban bennfoglaltatik, a b többszö
röse (multipluma), még pedig xb a b-nek x-szerese.
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Ha a a b többszöröse, mindenkor találni egy — és csak egy — 
számot, mely b-vel szorozva a-t adja. Az ily módon nyert számot az 
a és b hányadosának (quotiensé-nek) nevezzük és

'j vagy a : b

által jelöljük. A hányados képezése teszi az osztás műveletét; a az 
osztandó, vagy számláló, b pedig az osztó vagy nevező. E megállapo
dások értelmében az fjeinek— egyelőre — csak akkor van értelme, 
ha a a b-nek többszöröse.

Minden szám mint hányados írható, ha nevezőnek az 1-et 
veszszük:

Az osztás értelmezése szerint:

• b = a, (I.)b
és ha:

a = bx vagyis x = >

c = dy « y = 
akkor:

ac = bdxy vagyis xy = ,

e szerint a hányadosok szorzásának törvénye:

2L . A. = dl)
b d bd

Az a=bx-bö\ továbbá még foly, ha mindkét oldalon i-val 
szorozunk :

ak = bkx, 
mely szerint minden hányados végtelen sok alakban írható:

a ak
~b~ = ~bk'

A hányadosok összeadásának törvényét megkapjuk, ha 
egyenlőségeket, melyek x és y-t értelmezik, d-vel illetőleg 
szorozzuk:

ad — bdx . 
be — bdy,

(HL)

azon 
b-vel
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és most összeadunk:
ad + bc — bd (x + y), 

azaz:
a । c _  ad -4- be /Tir \
T + ~d ~ M

hol azonban a nyert hányados még esetleg kifejezhető' kisebb számok
ban, a (III.) értelmében, ha ugyanis számláló és nevező ugyanazon 
egy k szám többszöröse.

II.

A pozitiv és negatív egész számok. A zérus.

10. Uj és általánosabb számokhoz az által jutunk, hogy a már 
meglévő számok közül kettőt vagy többet egy számcsoportba, egyesí
tünk és e számcsoportnak azután csak bizonyos tulajdonságait vesz- 
szük tekintetbe a többiek teljes mellőzésével. A számcsoportban vizs
gált tulajdonságok összessége adja az új «szám»-nak teljes fogalmát.

A bevezetendő fogalmak megválasztásában tulajdonképen azon gyakor
lati követelés dönt, hogy az új számok segítségével a tapasztalatok oly 
részletei is számok által teljesen leírhatók legyenek, melyekre nézve ez a 
már rendelkezésünkre álló számok segítségével nem lehetséges. A tudomány 
történeti fejlődése mutatja, hogy e gyakorlati követelés érvényesítése ered
ményeiben összevág amaz általános ismerettani követeléssel, hogy meglévő 
ismereteinket általánosabb kategóriák fölállítása által egyesítsük és osztá
lyozzuk. A szám fogalmának kifejtésére alkalmazva, ez a következő elvhez 
vezet: A szám fogalmának általánosítása oly módon történjék, hogy a 
meglévő számkörben csak részben és föltételesen értelmezett műveletek 
(mint p. a kivonás a köz. eg. számok körében) az új számkörben általáno
san és föltétlenül legyenek értelmezhetők.

Ily módon először is két számból, egy első a és egy második b 
számból képezett csoportot vizsgálunk és e csoportban csak azt 
nézzük, hogy a és b a számsorban mikép van egymáshoz képest 
elhelyezve*  és hogy, ha a és b nem egyenlők, mily nagy a kisebb 

* Az a a b-re nézve a számsorban háromfélekép lehet elhelyezve. 
Az a vagy megelőzi a ö-t, vagy követi a &-t, vagy — mintegy átmenetileg — 
egyenlő lehet 6-vel. Az a és 6 kölcsönös elhelyezését a számsorban tehát 
mindenkor e három alakzat egyike jellemzi:

a<b , a = b, a> b.
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számnak a nagyabból való kivonása által nyert különbség, kz a 
és b által így meghatározott számfogalom összes tartalmát egyelőre 
képviselje az

{« , b}

jel. E szerint mindenek előtt, bármi közönséges egész szám is k, lesz:

{a + k, b + k} = {a , b}, (I.)

a hol az = jel annyit jelent, hogy a két fogalom összes tartalmában 
azonos, mert

aj-i b 4- k, 
a mint

a b,

végre a >, ill. < jel lévén érvényes, lesz:

(a 4- k) — (b 4- k) = a — b, ill. (6 4~ k) — (a 4- k) = b — a.

E szerint az {a , b} számok háromfélék:

először : azok, melyekben az első és második szám egyenlő.
De (I.) szerint:

{a , a} = {b , b} >

bármicsoda is a vagy b. E szerint csak egy ily szám létezik, melyet 
új jellel jelölünk, 0, és zérusnak nevezünk;

másodszor: azon számok, melyeknek jellemző csoportjában az 
első szám nagyobb a másodiknál. Jellemző alakjuk:

{u4-fc, o} >

értelmük ugyanaz marad, bármely közönséges egész számot jelentse 
is a, mert ismét (I.) szerint:

[a+k, a} — b];

harmadszor: azon számok, melyeknek jellemző csoportjában 
az első szám kisebb a másodiknál és melyeknek jellemző alakja:

[a, a+k}.

Értelműk ismét az a-tól független.

Kőnig: Analízis. I. 2
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Az {a+&, a} által jellemzett számokat ezentúl pozitív egész 
számodnak nevezzük, az {a, a+k] által jellemzetteket pedig negatív 
egész számoknak.

Minthogy az a választása e számoknál egészen közömbös, 
világos, hogy minden közönséges egész számnak megfelel egy pozitív 
és épen úgy egy negatív egész szám, valamint viszont minden pozitív, 
illetőleg negatív egész számnak egy közönséges egész szám^ A meg
felelő számok k és (a+k, a,} illetőleg [a, a+k}.

Eddigelé a pozitív és negatív egész számok a közönséges egész 
számokkal szemben lényegesen új számfogalmak; az összeadás, 
s ú. t. műveletei az eddigi értelmezések alapján ezekre nem is 
alkalmazhatók és tetszésünktől függ, hogy mit akarunk e számkör
ben összeadás s ú. t. alatt érteni.

Ha azonban az (a , b] és (c , d} számok összeadását, szorzását 
úgy értelmezzük, hogy pozitív számok esetében a k-, illetőleg Z-nek 
megfelelő

(a+Zc, a) és (b+l, b}

számok összege és szorzata ismét a k+l és /d-nek megfelelő számok, 
akkor a pozitív számok tulajdonságai teljesen azonos kifejezést nyer
nek a közönséges számokéival. Minden a k, l, m .... számokra 
vonatkozó igazság helyes marad az (a+&, a}, [i>4~Z, b], c)... 
számokra is; azaz a pozitív egész számok azonosok lesznek a kö
zönséges egész számokkal; a zérus és a negatív egész számok beveze
tése által pedig az előbb vizsgált számsor tágítása történik. Minthogy 
pedig, ha [a , b] pozitív számot jelent, a megfelelő közönséges egész 
szám, nem más, mint az a,—b különbség, kell, hogy az , ő’( es 
{c , d} tetszőleges egész számok összeadása és szorzása formálisan 
ugyanazon törvény által legyen adva, mint az a — b és c — d 
különbségeké.

E szerint az összeg és szorzat értelmezései az új számkörben:

> b] -h {c , d} = {a+c, b+d] (II.)

(a , 6} . {c , d] = {ac+bd, ad+bc} (III.)

11. A (H.)-Ből mindenek előtt következik, hogy:

{a > b} + [k , k} = {a+k, b+k] = {a , b]
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azaz ha A bármicsoda számot jelent:

M+0 = A

A zérus tehát oly szám, melynek hozzáadásét nem változtatja 
egy számnak sem értékét.

Az (a , b] és {c , d{ számok különbsége alatt itt is — ha 
létezik — azt az (rr , y{ számot értjük melyre nézve:

{a , b} = [c , d] + (x , y} ; (1.)

közvetetlenül látni, hogy:
A — 0 = A,

A — A = 0.

Az egész szamok körében a különbség mindig képezhető és csak 
egy bizonyos számot jelent. Ha k elég nagy közönséges egész szám és 

x — a+k— c, 

y = b+k— d,

akkor (1.) valóban helyes lesz, és ha még ezenkívül:

[a , b} — [c , d] + {w , v), 
akkor:

(c+a:, d+y} = (c+w, ,

a mi csak úgy lehetséges, ha

x — y — u — v vagy y — x = v — u, 

azaz {a; , y} = [u , v], a mi bebizonyítandó volt.

Minden egész szám mint két pozitív szám különbsége irható: 

'a , b} = [a+k, k] — (b+l, l}.

Az eddigiek szerint valóban :

{a , b] + {b+l, 1} = {a+b+l, b+l] = (a+k, k}.

12. A közönséges egész számok minden tulajdonságukban 
megegyeznek a pozitív számokkal. Minden számlálás eredménye

2
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tehát a megfelelő pozitiv szám által is jellemezhető. A közönséges 
egész számok a számsornak most történt tágítása után mint ilyenek 
nem is szerepelnek többé és jeleik 1, 2... a,.. a megfelelő pozitiv 
számok jelzésére használhatók. Minthogy pedig minden szám mint 
két pozitiv szám különbsége irható, az eddig használt számcsoportok 
csak átmeneti jelzéseknek tekintendők és az [a , b] számot a—b 
alakban írhatjuk, hol e különbség pozitiv, negatív számot vagy 
zérust jelenthet és ezen általánosított különbségre nézve minden az 
5. czikkben lehozott törvény érvényben marad. Mert az új jelzésben 
ismét (II.) és (III.) szerint

la— b)+ le — d) = (a+c) — (b+dj,

(a — b) le— d) — ac+bd— lae+bd).

hol most már a, b, c, d bármicsoda pozitiv számokat jelenthetnek. 
Minthogy minden negatív számnak [k, k+a] megfelel egy

pozitiv szám (A;+a, k] úgy, hogy:

[i+a, k] 4- [k, i+a} = 0,

végre még a negatív számokra is igen egyszerű jelzést nyerünk :

[k, = 0 — a ,

melyben még szokásos az elől álló 0-t elhagyni.
A —a-nak megfelelő pozitiv számot, mint O+a-t képzelhet

jük, melyet azután szintén rövidebben +a-nak, vagy egész egy
szerűen a-nak írunk.

A +A és —A jelek alatt ezentúl mindig 0+M, ill. 0 — M-t 
értünk. így tehát:

+ (+M) = M , + (— ^) = —M — (+M) = - A ,

— (— A) = +M , +0 = — 0 = 0.

így végre két szám (legyen ez pozitiv, 0, vagy negatív), összeadása, 
kivonása, szorzása a következő szabályok szerint lesz eszközlendő.

M+0 = M; A — 0 = A; 0 — A = — A; O.M = O,

és a harmadik képlet részletezve :

0 — (+a) = —a ; 0— (—aj — +a.
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Végre általánosan:

(+«)+(+&) = +(a+b), + 0)—(+i) = +(a—b) = — (b—a),
^a) + (-b) = +(a-b) = — (b—a), (+l«)-(-ó) = +(a+b),
~(a) + (+b) — —(a—b) = + (b—a), — (a)—(+b) = — (a+b),
—(«)+(—b) = —(íz+6), —(n)—(—b) = —(a—b) = A-(b—ci).

(+«) ( + b) = + (ab), 
(+a) (—b) = — (ab), 
(—a) (+b) = — (ab), 
(—a) (—b) = + (ab).

a mely képletekben, ha a, b pozitív számokat vagy 0-t jelentenek, 
az elemekben előforduló szabályok szigorú megállapítását nyertük.

A közönséges egész számokra vonatkozólag az I. szakaszban 
kifejezett általános törvények érvényben maradnak tetszőleges egész 
számokra is, a mi mostani tárgyalásaink alapján közvetetlenül 
igazolható.

Péld. Az 5. czikk (I.) képletének megfelelőleg.

}a, b} {c, dj — ^c, dj {a, b} = ac + bd, ad 4- be} s ú. t.

13. Az oly szorzatot, melynek tényezői egyenlők, hatvány-nak 
nevezzük, még pedig, ha az egyenlő tényezők száma n, n-edik hat
ványnak. A második és harmadik hatvány helyett a négyzet és köb 
elnevezések is használtatnak. Ha az egyenlő tényezők értéke a, az 
n-edik hatvány rövidebb jele: a™, hol a az alap, n a kitevő.

Az an jelnek — egyelőre — csak akkor van értelme, ha n 
pozitív egész szám; mert tényezők számának megolvasása csak 
ilyenre vezethet.

A hatványok szorzatértelméből közvetetlenül foly az egyenlő 
alapból képezett hatványok szorzási törvénye:

am an = am+n, (I.)

a következő, különben közvetetlenül is igazolható képletek:
an‘ a”2 .. ank = a«i+ns + ..+"*,

(a,n)n = dmn

már az (I.)-nek egyszerű folyományai.
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A 0-nak minden hatványa 0; az 1-nek minden hatványa 1.
Páros hatvány az, melynek kitevője páros szám, azaz a 

2 többszöröse; páratlan hatvány az, melynek kitevője páratlan szám, 
azaz nem többszöröse a 2-nek.

A — 1 -nek minden páratlan hatványa — 1, minden páros 
hatványa -pl.

Az a-val együtt a" is mindig különböző a 0, 1 és — 1 számok
tól. Pozitív számokra vonatkozólag világos, hogy az egynél nagyobb 
számok szorzata mindig nagyobb az egynél; ha pedig az alap negatív, 
akkor (I.) szerint:

(— a)“ — (— 1)" a“

a mi ismét csak akkor lehet 0, illetőleg -p1 vagy — 1, ha a = 0, 
ill. 1.

Egységnek nevezünk minden oly számot, melynek valamely 
hatványa egyenlő egygyel. Az egész számok sorában tehát két egység 
fordul elő, 1 és — 1. Az elsőt pozitív egységnek, a másodikat negatív 
egységnek mondjuk.

14. Bármely a számból a pozitiv vagy negatív egység akár
hányszor ismételt hozzáadása által folyton új számot képezhetünk; 
e folyamatot ismét számlálásnak nevezve, az egész számok sorá
ban két irányban számlálhatunk tovább, pozitiv irányban a +1, 
negatív irányban a — 1 hozzáadása által.

A tetszőleges a számból kiindulva, e kettős irányban történő 
számlálás soha sem akad meg oly módon, mint a közönséges számok 
sorában az 1-nél és e mellett minden szám egyszer — és csak egy
szer — lép föl. Mert minden egész szám egy, és csak egyfélekép 
írható a-\-x alakban.

Az egész számokat a számlálás folyamata által meghatározott 
sorrendben nyerjük:

...., a 2, a — 1, a, a -p 1, űt-p2,....

Az egész számok e sorozata mindkét irányban határtalan.
Az a szám kisebb vagy nagyobb mint b, a mint a-ból kiin

dulva, pozitiv vagy negatív irányban tovább számlálva, nyerjük a 
b-t. Ez úgy is fejezhető ki, hogy

a < b , a = b , vagy a > b,
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a mint az a — b különbség negatív, zérus, vagy pozitív, azaz :

a — b <0 , a — b = 0 , vagy a — b > 0.
Az oly két számot, melynek összege 0, ellentett számoknak ne

vezzük. Az ellentett számok csak «elöjel»-ben különböznek, azaz 
«-nak megfelel mint ellentett szám —a és megfordítva.

Az a szám absolut értéke alatt értjük aO — a és a — 0 különb
ségek közül azt, melynek értéke pozitív. Az a szám absolut értékét 

l«l
-val jelöljük. így tehát, ha a pozitív, | a | = a, és ha a negatív, 
l«l = —a-

A zérusra nézve pedig legyen 101 = 0.
Ha az I. fejezetnek az osztásra vonatkozó czikkében az ott 

előforduló jelek alatt nem közönséges egész számokat, hanem bár
minő egész számokat értünk és még megállapítjuk, hogy az osztó v. 
nevező (b, d) nem lehet 0, az összes ottani tárgyalások változatlanul 
érvényesek maradnak.

A zérusra e tárgyalások nem terjeszthetők ki, mert a 0-nak 
minden többszöröse ismét csak 0.

Az osztás művelete tehát még az egész számok körében sem 
végezhető föltétlenül; erre ismét új számnem, a törtszámok beveze
tése szükséges.

in.

Az egész számok oszthatósága.

.íz osztók.
15. Ha a, b, c három egész szám és a = be, akkor a a b több

szöröse és b az a osztója. Az oszthatóságnak két alaptétele:

Ha k az l nek és l az m-nek osztója, akkor k az m-nek is osztója.
T. i. I = ka és m = ZAből közvetetlenül foly m = k (ab).
Ha k az l-nek és k' az l'-nek osztója, akkor kk' osztója az 

ll'-nek.
Ha ugyanis l — ka és l' = k'a', akkor ll' = (kk1) (aa').
Ha d osztója k-nak és l-nek, akkor egyszersmind osztója 

kx+ly-nak is, bárminő egész számok legyenek is x és y.
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Mert k = da és l = db.-tói ismét foly, hogy: 

kx+ly = d (ax+by), 

hol a-val és b-vel együtt ax+by is egész szám.
Az a = bc-böl mindig:

a = (—b) (—c) és —a = b (—c)

tehát: A b-vel együtt —b is mindig osztója az a-nak.
Az a-nak bármely osztója egyszersmind —a-nak is osztója. 

Vagyis az a és —a osztóinak sorozata ugyanaz.
Minden szám osztja a 0-t, mert 0 = k . 0, bárminő szám is k.
Ha valamely számnak minden osztóját keressük, elég ennek 

pozitiv osztóit meghatározni, mert a negatív osztók ezekből az elő
jel megváltoztatása által képezhetők. Ha a vizsgált szám negatív, 
a megfelelő pozitív számot vehetjük helyette. így tehát csak a pozitív 
számok pozitiv osztóit kell keresnünk.

Az oszthatósági viszonyok vizsgálatában tehát a közönséges 
(vagy pozitiv) egész számokra szorítkozhatunk. Megfelelőleg az oszt
hatóság tárgyalásánál — ha nem is mondjuk ki külön — minden 
előforduló szám ilyennek tekintendő.

Az osztó alapértelmezése szerint az a osztója nem lehet nagyobb 
a-nál. Az a összes osztóit megkapjuk tehát, ha az

1, 2, 3,... a— 1, a

sorozatból a megfelelő számokat kikeressük, a mi mindig meg
határozott számú kísérlet segítségével történhetik.

Az egység és a vizsgált szám maga mindig bennfoglaltatik az 
osztók sorozatában; de az 1 . a nem adja az a-t valódi szorzat alakjá
ban ; minden más d osztó segítségével a számot dd' alakban írhatjuk.

Az a minden osztóját, mely nem 1 vág}' a, valódi osztónak 
nevezzük.

Az oly számot, melynek nincs valódi osztója, törzsszámnak 
nevezzük; ilyen p. 2, 3, 5.

Minden szám, melynek van valódi osztója, összetett szám ; p. 
62 = 2. 31.

Ha d és d' az n két oly osztója, melyeknek szorzata dd' = n, 
akkor ezeket konjugált osztóknak nevezzük.
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Ha
l,dv d^ .. dj, .. n 

az n osztóinak teljes sorozata, akkor
n n n n .
T’ 27’ ’ "dT*

* Az elemi számtan elnevezései szerint u-t 6-vel osztjuk; qt a hánya
dos egész számú része, r, pedig a maradék.

ismét az osztók teljes sorozata. E számok mind osztók és mind 
különbözők, minthogy pedig számuk is megegyezik az összes osztóké
val, sziikségkép ezeknek teljes sorozatát adják.

Közös osztók.

16. Az a és b közös osztóit, azaz azon számokat, melyek «-t 
és b-t is osztják, meghatározhatjuk vagy direkt kísérletek útján, 
vagy recursiv módon.

Ha a a b többszöröse, akkor a b minden osztója osztja az a-t 
is, és evvel a kérdés el van intézve. Ha a a b többszörösei között 
nem fordul elő, akkor e többszörösek képezésében végre az a-nál 
nagyobbat nyerünk. — Legyen például még bqt < a és először 
6 G/t + l) >a. Akkor okvetetlenül: *

a = bq{+r}

hol 7' valamely szám e sorozatból:

1, 2, 3, ... 6 — 1 
vagyis

0 < 7*!  < b.

Az a és b számok közös osztóinak sorozata azonos a b és rt 
számok közös osztóinak sorozatárai, mert a II. alaptétel értelmében 
a és b minden közös osztója rt = a —6^-bán is bennfoglaltatik és 
megfordítva rt és b minden közös osztója a-nak is osztója.

Ha a < b, akkor qt = 0 és = b, azaz az a és b számok 
helyébe lépnek a b és a számok.

De föltételezhetjük, hogy a > b, és ekkor az a, b közös 
osztóinak meghatározása kisebb számpár vizsgálatára van vissza
vezetve, t. i. a b, r számpárban b < a, és < b.
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Ha ezt az eljárást többször ismételjük : 

a = >

& ~ ri^i~^r9 > 

ri = Ms+ís >

akkor < Tj , r3 < r2 ,..., és az a, b számok közös osztói ugyan
azok, mint a b és , r1 és r* , és r3,... számoké. A vizsgálandó 
számpár e kisebbítése mindaddig folytatható, míg az r számok közt 
nem találunk zérust. Minthogy pedig mái- fj < b, és az r-ek folyton 
kisebbednek, ez legfölebb b osztás után minden esetre megtörténik. 
Ha általánosságban p. rm+i = 0, akkor az utolsó egyenletek:

Tm—2 — Tm—i qm fm >

rm—l — Tm Qm+1 •

és így végre az a és b közös osztói azonosak az rm osztóival. T. i. 
azonosak az előbbiek szerint az rm-i és rm közös osztóival, de itt- 
rm osztója lévén r,H_i-nek, az eredmény az ép adott egyszerűbb 
módon is fogalmazható.

Azt a számot, melynek osztói egyszersmind az a és b összes 
közös osztói, az a és b számok legnagyobb közös osztójának mondjuk.

A legnagyobb közös osztó értelmezése itt — mint a későbbiekből 
majd kitűnik — legjellemzőbb tulajdonságára lett alapítva; e mellett az, 
hogy a pozitiv közös osztók sorozatában valóban a legnagyobb, csak mellékes.

A legnagyobb közös osztó lehet egy is; ekkor azt mondjuk, 
hogy a és b relatív törzsszámok, vagy hogy a-nak és b-nek nincs 
közös osztója (t. i. közös valódi osztója).

Megfelelöleg, az a és b-röl azt mondva, hogy van közös osztó
juk, ez mindig annyit jelent, hogy van közös valódi osztójuk, azaz 
hogy legnagyobb közös osztójuk az 1-töl különböző szám.

Ha három számnak, a15 és ű3-nak keressük közös osztóit, 
és az űt2-nek már meghatároztuk legnagyobb közös osztóját, Dj-t, 
akkor a^, a^ és a^ közös osztói azonosak a és a3 közös osztóival. 
A és <z3 legnagyobb közös osztója, 1)^, tehát egyszersmind az
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és a3 legnagyobb közös osztója, t. i. ismét az a szám, melynek 
összes osztói egyszersmind az ax, a^ és a3 összes közös osztói.

Hasonlókép nyerjük akárhány szám legnagyobb közös osztóját.
Ha az at a2.. an számok legnagyobb közös osztója D, akkor:

= ai D , = aí D,... a„ = D,

és az ai, aí... a'n relatív törzsszámok; mert ha e számoknak volna 
közös valódi osztójuk p. d, akkor az at.. an számoknak közös osztója 
volna dD, és D nem lehetne a legnagyobb közös osztó.

Minden szám, mely és a2-nek is többszöröse, az ar és kö
zös többszöröse. Ha at=aí D és D, akkor minden ily közös 
többes ka{ D alakú, de hogy ez D által osztható legyen, kell, 
hogy ka'i osztható legyen aí által. Minthogy azonban, D alatt a leg
nagyobb közös osztót értve, aí és aí relatív törzsszámok, ez csak úgy 
lehetséges, ha &-nak osztója aí, azaz k — la^.

Minden közös többszörös tehát laí aí D = l alakú, azaz 
többszöröse az -í^-nek, az ú. n. legkisebb közös többszörösnek.

Több szám ar a^, a3... legkisebb közös többszörösét most már 
úgy képezzük, hogy először és a2-ét számítjuk, M^et, azután 
Mi és a3-ét, s ú. t.

Ha iq és a* relatív törzsszámok, legkisebb közös többszörösük 
nem más mint szorzatuk .

Hasonlóképen ha ax a*... an relatív törzsszámok, úgy hogy 
bármely két szám e sorozatból relatív törzsszám, akkor legkisebb 
többszörösük ismét nem más mint szorzatuk: ax a^... an.

17. Arra az esetre, midőn a és b relatív törzsszám, az előbb 
kifejtett egyenlőségek rendszerében rm — 1, és e rendszer maga:

a = bql + rí ,

,

rí = Tí+i qí+2 + ri^ ,

rm—í — r m—i qm-j-i.

Ha ezen egyenlőségeknek mindkét oldalát egy tetszőleges
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A számmal megszorozzuk, lesz: 

aA = bqr A+^A, 

bA = r^ A+^A,

ri A = r,+i qi+z A-t-r^A,

rm—i A — rm—i qm A A A, 

mely sorozatból fontos következtetést vonunk. Az oszthatóság alap
tételei szerint ugyanis az aA és b közös osztói bennfoglaltatnak a b 
és Tj A közös osztói sorozatában, a b és i\ A közös osztói ismét az 

A és r2 A közös osztói sorozatában és így tovább következtetve, 
végre az rm_% A és rm—i A közös osztói az A osztói sorozatában. 
A nyert eredményt — mint közvetetlenül látni, következőkép is 
fogalmazható.

Ha a és b relatív törzsszámok, akkor — bármely szám is A — 
az aA és b minden közös osztója egyszersmind közös osztója A-nak 
és b-nek.

E tételnek két fontos részletezése a kővetkező:

I) Ha a és b relatív törzsszámok és aA-nak osztója b, akkor b 
magának A-nak is osztója. Ekkor ugyanis aA és b-nek közös 
osztója lévén b, ez osztja az előbbi tétel értelmében b-t és A-t.

II) Ha a és b, valamint A és b relatív törzsszámok, akkor a A 
és b szintén relatív törzsszámok. A bevezetett föltétel alapján A és 
b-nek egyedüli közös osztója az egység és így a A és b-nek sem lehet 
más közös osztója.

Ez utóbbi tétel ismét más irányban általánosítható :

Legyen av a2,... aIH és b},b2, ...bu a. számok két oly sorozata, 
hogy bármely a és b összeállítása két relatív törzsszámot ad, akkor 
az at a2 .. am és b, b2.. b» szorzatok szintén relatív törzsszámok.

Minthogy a1 és b{, és bj relatív törzsszámok, öj a2 és b^ 
is ilyenek, a3 és b, szintén ilyenek, tehát ugyanez áll at a2 a3 és 
bj-re, és úgy tovább végre ai a2.. am és bj-re. — Hasonlókép 
relatív törzsszámok at a2.. am és b2,...., tehát a} a2... am és 
bj b2,... , végre at a2.. am és bj b2.. bn.
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Ha végre az u-k és ó-k mind egyenlők, az utolsó tételből a kö
vetkező lesz:

Ha a és b relativ törzsszamok, am és bn is relativ törzsszámok.
Ha most már a és b bárminő pozitív vagy negatív egész 

számok, az a és b legnagyobb közös osztója ugyanaz, mint az |«| és 
| b | számoké; így p. a és b relativ törzsszámok, ba | a | és | b | ilyenek. 
Minthogy tehát az oszthatósági viszonyok csak az illető számok 
absolut értékeitől függnek, az imént levezetett tételek érvényesek 
maradnak, ha az a és b jelek alatt bárminő pozitív vagy negatív 
egész számot értünk.

A zérusnak természetesen kivételes szerep jut; mert minden 
számmal osztható.

Elsőfokú határozatlan egyenlet.

18. Az elsőfokú és két ismeretlent tartalmazó határozatlan 
eyyenlet alatt az

Ax— By = M (1.)

alakot értjük, melyben A, B, M adott (póz. vagy neg.) egész szá
mok, míg x, y szintén mint egész számok úgy határozandók meg, 
hogy az (l.)-ből egyenlőség legyen. Az így nyert értékekről azt 
mondjuk, hogy az egyenletet «kielégítik,» az egyenletnek megfelel
nek. Ezen értékek meghatározása teszi az egyenlet megoldását.

Minthogy az A és B legnagyobb közös osztója egyszersmind 
Ax+By vagyis 3/ nek osztója, a megoldás lehetetlen, ha A és B leg
nagyobb közös osztója nem foglaltatik szintén mint osztó az M-ben.

Az ellenkező esetben, ha e legnagyobb közös osztó D és :

A = A'D, B = B'D , M = MD

az (l.)-ből a következőt is nyerni:

A'x — B'y = M', (2.)

mely az eredeti egyenlettel azonos föladatot ád, mert minden x, y 
értékrendszer, mely megoldása az (l.)-nek, kielégíti a (2.)-t is és 
megfordítva.

Föltéve most már, hogy A és B relativ törzsszámok, bebizo
nyítjuk, hogy ha x0, y0 egy megoldás,:
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x = x0 + B t, y — y0 + A t (3.)

— bárminő szám legyen is t — szintén megoldás, még pedig úgy, 
hogy az (1) minden megoldása a. (3)-ból származtatható t specziá- 
lizálása által.

Hogy x0 és ?/0-nal a (3.) is megoldás, azt a direkt helyettesítés 
mutatja; hogy minden megoldás ily alakú, szintén könnyen belát
ható. Legyen ugyanis x, y az (1.) bárminő megoldása; akkor

Ax — By = M , Ax0 — By0 = M, 
tehát:

A (x—x0) = B (y—y0).
Ha e kifejezések közös értékét T-vel jelöljük, T osztható H-val és 
B-vA, tehát AB-nA is és így:

T = ABt,
hol t, úgy mint T, egész szám; tehát valóban

x — x0 = Bt, y — y^ = At.
A megoldások száma tehát határtalan; minden egész szám

nak megfelel egy bizonyos megoldás; különböző egész számoknak 
különböző megoldás.

A föladat teljes tárgyalására ezután elég, egy megoldást találni. 
Ha

« = M|,h = |Bl
eleg az

ax — by = 1 (4.)
egyenlet egy megoldását keresni.

Legyen ez p. a, továbbá

A = eta , B = ejb
hol e,, a pozitiv vagy negatív egységet jelentik. Akkor

ái — by = 1, 
és:

eta . Me^— ej>. Me# = M

azaz Me^, Me^y az (1.) megoldása.

* Az ellenkező esetben felcseréljük x és y szerepét; a és b nem 
lehet egyenlő, mert akkor közös osztójuk volna.
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19. Ezen egyenlet megoldása szoros kapcsolatban áll ama 
számtani eljárással, mely az a, b számok legnagyobb közös osztójá
nak meghatározására szolgált. Föltéve ugyanis, hogy a a nagyobb 
szám és ismét:

a = &7i+ri> 
akkor az

ax— by =1 (1.)
egyenletből lesz:

b (qlx — y) + rtx = 1 .
Ha tehát a

bx'— r1y' = 1 (2.)

egy megoldását találtuk, akkor az (l.)-re nézve:

x = —y' ,y = — ^y'+x')

A (2.)-ben az a, b számpár helyett ismét a kisebb b, szám
pár áll, a mi a föladat redukcziójának, egyszerűsítésének tekin
tendő. Ha ezt az eljárást többször ismételjük és tekintetbe veszszük, 
hogy a és b relatív törzsszámok lévén, végre egy rk = 1 maradék
hoz jutunk, az egyenletek, melyekre egymásután visszavezetjük a 
föladatot:

ax — by — 1 ,
bx' — r^y' = 1,

— r^y" = 1 , 
....................... ...

Tk-i x^k~^ — Tk-i y^-^ = 1, (3.)
t>_i x[k} —y{k> = 1, 

mely egyenletek megoldásai közt a következő kapcsolat áll fönn:

x = — y' ; y = — (7i y' +x") >
x' = — y" ; y' = — ^y" +x”)>
x" = — y'" ; y" = — ^y"' +x"') > (4-

^4—l) = --- y(k). y(k—l) _ — (qk y^^^k)} .

Az x,kl és y{k) egész számú értékei, melyek az utolsó rk—i x(k} —y{k} = 1 
egyenletnek megfelelnek közvetetlenül fölirhatók; t. i. ha t tetszőle
ges egész szám.

'x{k) = t , y{k) = qk+i. t — 1,

mert ha rk = 1 , akkor Tk-i = 1 .^+i+0 = qk+i-
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Minthogy csak egy megoldást keresünk, t zérusnak vehető 
és ekkor:

— Q , y(k) _ ---  j

Ha a (4.) alatti egyenletekben az x-ek értékét mindenütt az 
(/-ok által fejezzük ki, végre a következő összefüggéseket nyerjük:

y =y" — qi y'.

y' =y"' — qiy">

y" = yn—q3y'"> <5-)

= y*) — q^ y(k-V ,
= + qk

= — 1.

Az í/-ok számítása tehát a következő könnyen érthető schema sze
rint történik:

qk , qk-i ,
y(k-l) _ y(k-l) _ y(k) --- qk_1 y(k-D)

... q^ íi •
• •• y' = y"'—qiy" y = y"—qiy'-

Ha p. az adott egyenlet 17 x — 13 y = 1 , akkor

17 = 13.1+4, 13 = 4.3+1,| 4=1.4+0 , (Á = 2), 
tehát:

• 3 , 1 ,
— 1 , 3 , — 4 , 

azaz :
x — — 3 , y — — 4;

és ebből p. a 17 x—13 y — — 2 általános megoldása:

x = 6 + 13 t , y = 8 + 17t.

Euler aLgorithmusa.

20. Ha a megelőző czikk (5.) alatti egyenletrendszerében a 
következő relácziók alapján

y = (--- í)*+17] , (/’’ = (---  Ijfc+í+ÍTjW
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az y-ok helyébe behozzuk az rj-kat, e rendszer lesz:

v =
ri = 7" + fj", 

= <hri" +

^(k—a) — qk_t ^{k—D 7(k) ,

7^-^ = qk ,

= 1 .

A qt, q^,.. qk adott számok lévén, ezen vonatkozások alapján 
az $-k egymásután kiszámíthatók és így a q-k elegendő adatokat 
szolgáltatnak az y-k meghatározására. Ezt az összefüggést röviden a 
kővetkező symbolum által jelölhetjük:

$ = Cq^q^-- qk].
Ha az első egyenletet elhagyjuk, akkor y épen úgy függ q^... ^-tól, 
azaz írhatjuk, hogy:

?! = íq*--- qk], 
és ép úgy általánosságban:

= [qi+i , qi+t ■ • • qk].
Rendszerünk egy tetszőleges egyenlete:

= qm+i + 7j»+^
az új jelölésben:

qm+i, qm+z, qm+z—qú — qm+i [qm+& qm+3—qk] + .qm+a—qk], (1.) 

mely képlet az új symbolikus számalak értelmezését és recursiv 
számítási módját adja, ha még hozzá teszszük, hogy

[qk] = 1.
Ebből:

[qk-1, qk] — jqk-1 qk+i ,8 ú. t.

Világos — más oldalról —, hogy mindenkor lehet két számot 
a-t és b-t úgy meghatározni, hogy az

Kőnig: Analizif. I. 3
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a = bq^+r^ 
b = nq^+r^

r, = rj+i qj+i -H'í+2

n-2 =

1 = 1. qk+t

rendszerben qt q^... qk, qk+t tetszőlegesen választott számok. Ekkor 
visszafelé menve, meg lesz határozva ?>_i, rk^ir,.. és végre b, 
valamint a, melyek egyszersmind a megelőzök értelmében, mindig 
relatív törzsszámok lesznek. A legnagyobb közös osztó elméletéből 
az is világos, hogy minden relatív törzsszámpár ily egyenletrend
szerből nyerhető.

Ha ezen egyenletrendszerhez még hozzá csatoljuk ezt: = 1, 
akkor ép oly alakú mint az rpkra vonatkozó, csak hogy qk után még 
qk+i is föllép, azaz a és b az előbb bevezetett symbolmn alapján így 
is irható:

a = 3i> Í2--- 3fc+il.
b = q^--, qk, qk+i].

De az előbbi fejtegetések értelmében:

— ay'— by = 1, 
vagyis:

— b^ = (— 1)A+1,

a mi a tárgyalás alatt lévő alakzatra a következő alapvető tulajdon
ságot adja:

[3o fa-qk, qk+i] [q.2,-qk] — lqi-qk,qk^-t] lqi-qk]—(—^k+l (2.) 

mely levezetésénél fogva helyes, akárhány és akárminő számok 
is a q-k.

A vizsgált számalak most lehozott sajátságából az is követ
kezik, hogy értéke nem változik, ha a q-kat megfordított sorrendben 
írjuk, azaz:

, q^-- qk-i qx] = [qk, qk-i,.• • qt, gj• (3.)

E tétel helyes, ha k = 2; ekkor ugyanis:
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[5n = L5a> ill = 5i 5a+1
és helyes marad fc+l-re, ha helyes volt k-r&. Mert (2.) szerint: 

[5*+i> qk,...q2 qj [qk-•. qf — [qk-.. q^ [qk+i.. • 5aJ = (—l)^1; 

de itt, ha épen a tételt érvényesnek veszszük, midőn a q-k száma fc+1 
-nél kisebb:

[q2 • • • qk] = lqk ...q^,

lqk. ■ • íi] Lqk+i. • • 5a] = lq* • • • qk+A [51 • • • qk], *
és így ami bebizonyítandó volt:

[51 • • • 5^+1] = t5k+i > • ■ • 511 •
Végre még a következő az utolsó 5-któl kiinduló, második 

recursiv képletet nyerjük:

L5i 5a • • • W = Í5i • • 3*-i] 4* + [5i • • • > í4-)
mely a

lqk,... 5J = 5, [5fc_i... 5,1 + [5^-2... 5iJ

képletből keletkezik, ha minden zárjelben a 5-k sorrendjét meg
fordítjuk.

Ezen Euler által kifejtett algorithmus, mint majd később 
látjuk, szoros kapcsolatban áll a láncztörtek elméletével; most még 
segítségével a határozatlan egyenletekre vonatkozó eredményeket is 
rövidebben fogalmazhatjuk:

Ha a és b relatív törzsszámok, melyeknél a legnagyobb közös 
osztó számítása a k-adik osztásnál adja maradék gyanánt az egységet 
és az ezen osztásnál föllépő hányadosok q^ q^.. qk, akkor az

ax — by = 1 

egyenletnek egyik megoldása:

x = (— l)^1 [5®, • • • qk] ,y = (— i)k+l [51; 5a • • • 5aj •

^4 számok előállítása törzsszámokból.

21. Visszatérve az oszthatósági viszonyok elemzésére, — a 
történt megállapítások értelmében — ismét pozitiv egész számokra 
szorítkozunk.

3*
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a = bq1+ri 
b = T^+r.

Ti = r,+i qi-^-\-Ti+a

rk-i = r^q^-^X

rk-i — 1. qk+i

rendszerben qt q^... q^, qk+l tetszőlegesen választott számok. Ekkor 
visszafelé menve, meg lesz határozva rk—i, Q_2,.. n.. és végre b, 
valamint a, melyek egyszersmind a megelőzök értelmében, mindig 
relatív törzsszámok lesznek. A legnagyobb közös osztó elméletéből 
az is világos, hogy minden relatív törzsszámpár ily egyenletrend
szerből nyerhető.

Ha ezen egyenletrendszerhez még hozzá csatoljuk ezt: rk = 1, 
akkor ép oly alakú mint az r^-kra vonatkozó, csak hogy qk után még 
qk+i is föllép, azaz a és b az előbb bevezetett symbolum alapján így 
is irható:

a = 131» 32- - - qk, qk+ü,
b = [32, 3s”» qk, qk+if

De az előbbi fejtegetések értelmében:

— ay'— by = 1, 
vagyis:

a^' — brj = (— l)i+1,

a mi a tárgyalás alatt lévő alakzatra a következő alapvető tulajdon
ságot adja:

q^-qk, qk+ú [qi,-qk] — Lqi-qk,qM] qi-qk] =(—1)*+1 (2.) 

mely levezetésénél fogva helyes, akárhány és akárminő számok 
is a q-k.

A vizsgált számalak most lehozott sajátságából az is követ
kezik, hogy értéke nem változik, ha a q-kat megfordított sorrendben 
írjuk, azaz:

[3i, 32• • • qk-i q^ = {.qk, qk-i,■■■ qi, 3J• <3-)

E tétel helyes, ha k = 2; ekkor ugyanis:
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Vh> 5^ = [5a > qj = qi q^+i
és helyes marad k+l-re, ha helyes volt k-ra. Mert (2.) szerint: 

[qk+i, qk,...q2qi] [qk- • • fel — [qk-.• qü [5^1... 5^ = (—l)i+1; 

de itt, ha épen a tételt érvényesnek veszszük, midőn a q-k száma 1 
-nél kisebb:

[&... qk] = [qk..- q^,

[qk. ■ ■ [qk+i.. • q& = fa ■ ■ ■ qk+A fa • • • q^, *
és így ami bebizonyítandó volt:

fa... qk+íi = fa+i,... q^.
Végre még a következő az utolsó g-któl kiinduló, második 

recursiv képletet nyerjük:

[71 52 • • • qú = [íi ■ • qk-í] qk + [51 • • • ?a-2j , . (4.)
mely a

fa,... íJ = qk fa-t • • ■ q^ + fa-i . • ■ 51]

képletből keletkezik, ha minden zárjelben a q-k sorrendjét meg
fordítjuk.

Ezen Euler által kifejtett algorithmus, mint majd később 
látjuk, szoros kapcsolatban áll a láncztörtek elméletével; most még 
segítségével a határozatlan egyenletekre vonatkozó eredményeket is 
rövidebben fogalmazhatjuk:

Ha a és b relatív törzsszámok, melyeknél a legnagyobb közös 
osztó számítása a k-adik osztásnál adja maradék gyanánt az egységet 
és az ezen osztásnál föllépő hányadosok q^ q*.. qk, akkor az

ax — by = 1 

egyenletnek egyik megoldása:

x = (—1)*+1 [52, • • • q^, y = (— i)fc+1 [5i, 52 • • • q^ ■

.4 számolt előállítása törzs számokból.

21. Visszatérve az oszthatósági viszonyok elemzésére, — a 
történt megállapítások értelmében — ismét pozitív egész számokra 
szorítkozunk.

3*
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A pozitív egész számok sorából kiválaszthatjuk kísérleti úton 
a törzsszámok sorozatát:

2, 3, 5, 7, 11,....

egyszerűen úgy, hogy az egymásután kővetkező számokat megvizs
gáljuk arra nézve, hogy van-e valódi osztójuk vagy sem.

A törzsszámok sorozata határtalan, azaz bárminő törzsszám 
is P, mindig létezik egy P-nél nagyobb törzsszám. Legyen ugyanis 
p, q.. P a törzsszámok teljes sorozata P-ig; akkor e számok szor
zata az egység hozzáadása után oly számot ad, mely a P-ig előforduló 
törzsszámok egyikével sem osztható; e szám tehát vagy maga törzs
szám, vagy legalább egy P-nél nagyobb törzsszámmal osztható.

A törzsszámok általános törvénye, azaz oly szabály, mely 
P-ből mindig a közvetetleniil reá következő törzsszámot adná, nem 
ismeretes.

Minden összetett szám mint törzsszámok szorzata irható. Ha n 
ily szám, akkor ennek legkisebb valódi osztója pt mindenesetre 
törzsszám; mert különben e valódi osztónak minden valódi osztója 
ismét osztaná az n-et és px nem volna a legkisebb valódi osztó. 
Tehát:

n = Pi n>>

az n' most vagy törzsszám, vagy pedig a használt következtetés 
ismétlésével:

n' = p^n",
hol p2 ismét törzsszám és apt-nél nem kisebb. Minthogy az rí, n"... 
számok e következtetések ismétlésénél folyton kisebbednek, végre 
mindig törzsszámhoz kell jutnunk, mert ha ez már előbb nem tör
tént, a második tényező végre kettő lenne.

így tehát az
n = Pi Pv Pk-i Pk

alakot nyerjük, melyben n meg van adva, mint k törzsszám szorzata. 
A szorzat keletkezésénél fogva:

Pi Pz < Pa < • • • < pk-

Az természetesen előfordulhat, hogy több egymásután követ
kező p egyenlő.

Minden összetett szám csak egqfélekép irható, mint törzsszá
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mok szorzata. Ha ugyanis ?/-nek még egy második szorzatalakja is 
létezik:

n = q, qt...qi-i qi,

akkor e szorzatban a törzstényezöket szintén nagyságuk szerint ren
dezve gondolhatjuk. De ekkor szükségkép:

Pi = qi-
Ha ugyanis e számok egyike, például pl kisebb ^pnél, akkor n máso
dik alakjában csupa a p^nél nagyobb, tehát pt-töl különböző törzs
számok szorzata állna. De e törzsszámok mindegyike, tehát szorzatuk 
n szintén relatív törzsszám a pj-hez, a mi lehetetlen, mert hisz az n 
első alakjánál fogva pt osztója az n-nek.

Most már ugyanezt a következtetést ismételhetjük az

n' - p^Ps-Pk = q^s--qi
számon, melyből ismét:

• Pt — q^-

A következtetések e sorozatából végre még:

k l;

mert ha e számok egyike, például k kisebb az /-nél, akkor, miután 
bebizonyítottuk, hogy

Pk = qx, 
azt nyernők, hogy

1 = qk+1... q,

a mi ellentmondást foglal magában, mert a q-k az egységnél nagyobb 
egész számokat jelentenek.

Ha az n szorzatalakjában az egyenlő tényezőket a hatvány 
jelének segítségével összefoglaljuk, az összetett szám általános alakja :

n = p^ pp... p*r.

A törzsszámok tehát bizonyos tekintetben az elemek, melyek
ből minden egész szám össze van téve (szorzás által).

22. Ha d az n osztója, ez nem tartalmazhat (szorzat-alakjában) 
oly P törzsszámot, mely az n alakjában nem fordúl elő; mert P a 
d-nek, tehát az w-nek is osztója volna, a mi lehetetlen. — A d nem 
is tartalmazhatja a pt .. pr törzsszámokat nagyobb kitevővel, mint 
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a minővel n-ben előfordulnak. Ha például osztható volna 
akkor az n számára is

n = p^+a m 
következnék és ebből

~ = P2a ■ • P“r = p«m 
pp

a mi ismét lehetetlen.

Ha n = p*' p^ .. p\, akkor a következő szorzat:

(1+A + ...PJ-) (l+p2 + .. +p^....^+pr + .- +p>) (A)

tagjaiban az n összes osztóit, mindegyikét csak egyszer és így tehát 
végértékében az összes osztóknak (1 és n beleértésével) összegét adja.

Közvetetlenül világos, hogy a szorzat minden egyes tagja az 
n osztója. Bármelyik osztó is

(l=Paa Pbb--Pee >

ezt egyszer és csak egyszer nyerjük, ha a pa, pb- ■ • p< -t tartalmazó 
szorzókból a P*a > Plb—Pp tagot veszszük, a többiekböl pedig az' 
egységet.

Ha n egy egyetlen törzsszám hatványa, p*, akkor összes osztói: 

l,p,...pá,

számuk pedig «+l. Ha az n osztóinak számát S(n), osztóinak ősz- 
szegét 2(»)-nel jelöljük, a nyert tétel alapján :

P^-.. P*r) = S(p^j . . . S^n), (1.)

-W' P> ■■■P^ = • • • ^P/j, _ (2.)

Ha az n-ben foglalt törzsszámokat több osztályba sorozzuk

pa^Pa.,,..
pb, ,pb,,..

P«i , pe2
úgy hogy minden törzsszám egy és csak egy osztályban fordul elő 
és az első, második,.., utolsó osztályba tartozó törzszámokat — mind-
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egyiket az n-ben előforduló hatványon — külön-külön szorozzuk; 
akkor Pi, P2... P-vel jelölve e szorzatokat, lesz :

n = P{ P2..P..,

mely szorzatban ismét bármelyik két tényező relatív törzsszám.
Ha most

l, $.-■ Pi

a Pi osztóinak teljes sorozata, akkor az

d+Sj1’ + .. + P) (l+8j-' + .- + P.2)...(\+^"+..+Pö (B) 

szorzat tagjaiban ismét az n összes osztóit, mindegyikét csak egyszer 
és így végértékében az összes osztóknak összegét adja.

Ez egyszerűen az előbb adott analóg tétel folyománya, mert a 
(B) szorzatnak például f-edik tényezője nem egyéb, mint a történt 
beosztás értelmében az z-edik osztályba tartozó törzsszámoknak meg
felelő, (A)-bán előforduló tényezők szorzata.

E szerint az (1.) és (á.) alatt álló képletek általánosított alakja:

St^P^-Pj = S(P1)S(Pi)...S(P.j , (3.)

A (p P.,... P) = '(Pj 1XPJ... S(P.j . (4.)

Számok, melyeknek egy adott n számmal közös osztójuk 
nincsen.

23. Az a és b, —a és b, b és —a, végre —a és —b szám- 
pároknak közös osztója ugyanaz lévén, azon számok meghatározásá
ban, melyeknek nincs az adott n-nel közös osztójuk, elég lesz n-et 
pozitív egész számnak venni, mert —n-ré nézve ugyanazokat a 
számokat nyerjük. Elég lesz továbbá, ha a megfelelő pozitív egész 
számokat keressük, mert a többieket ezekből az előjel változtatása 
által nyerhetjük.

Föladatunk tehát az lesz, hogy a pozitív egész számok sorából 
kikeressük azokat, melyeknek egy bizonyos pozitív egész számmal 
nincs közös osztójuk; de ez is még tovább egyszerűsíthető. Bármely 
a föltételeknek megfelelő a szám

a — kn+r

alakban irható, hol r < n és nem 0, mert ha a az n többese, akkor 
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természetesen a és n nem relatív törzsszám. De ekkor a és n-nek 
legnagyobb közös osztója ugyanaz mint n és r-é. Tehát a és n csak 
akkor relatív törzsszámok, ha r és n ilyenek. Ha tehát

H r^... n

az 1, 2,.. n sorozat azon tagjai, melyeknek nincs n-nel közös 
osztójuk, akkor minden ily pozitiv egész szám bennfoglaltatik az

r^nt, r^nt,.. n+nt

alakokban, hol t tetszőleges egész szám. (Könnyű látni, hogy a 
megfelelő negatív számokat is megkapjuk, ha í-nek negatív egész 
számú értéket adunk). E szerint a következő kérdésre kell meg
felelnünk :

Hány szám létezik az 1, 2.. n — 1, n sorozatban, melynek 
nincs n-nel közös osztója ?

E számok számát, mely n-nel együtt természetesen meg van 
adva, ^(n)-nel szokás jelölni. Adott n-nél természetesen ^(n)-t egye
nesen megolvasás által nyerhetjük. P.

^(2) = 1 , «>(3) = 2, ^(4) = 2, ^(35) = 24.

A c>(l) evvel még nincs értelmezve; de a következőkben ké
nyelmes lesz, ha ezen jelnek is adunk értelmet, még pedig legyen :

F(l) = 1-
A e> jel segítségével még valamivel általánosabb probléma is 

megoldható. T. i.
Az 1, 2... n sorozatban, ama számoknak, melyeknek legna

gyobb, n-nrl közös osztójuk d, száma " ). T. i. e sorozatban d-vel 
osztható:

d,^d,..kd,..Ad; a

hogy pedig kd és n = ~ d-nek legnagyobb közös osztója d legyen, 
arra szükséges és elegendő, hogy k és -’L relatív törzsszámok legye
nek. A fölírt számok közül tehát valóban '' )-nél lesz meg a kö
vetelt tulajdonság.

Bizonyos egyszerűbb esetekben a c(n) általános meghatározása 
igen könnyű. Ha először is n törzsszám, minden az n-nél kisebb 
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szám relatív törzsszám az n-hez. Tehát

^pj = p — 1- (1.)
Ha n továbbá egy egyetlen törzsszám hatványa, p*, akkor 

minden szám, melynek van p-vel közös osztója, p-veX osztható és 
így tehát az t, 2 ... p* sorozatból kihagyandó :

p, Qp,.. , p,

azaz mindössze — szám. E szerint:
P

~ ^P~^-

24. A <p(n) meghatározását tetszőleges n-nél a kővetkező 
tételre alapítjuk, mely a e-jelnek egy alapvető tulajdonságát adja:

Legyen l,dl..di..n az n osztóinak teljes sorozata akkor:

?(1) + &(di) + .. + <r(di) + •• + — n. (3.)

Az 1 , 2 ,.. n számokat osztályozhatjuk ugyanis a szerint, a 
mint legnagyobb közös osztójuk n-nel 1, dt,.. dt.. n. Mert eme 
legnagyobb közös osztó mindenesetre n-nek osztója. Ezen osztályozás 
tehát kimeríti az n számot és mindegyiküket egy bizonyos osztályba 
sorozza. De oly szám, melynek legnagyobb közös osztója w-nel d,, 
e sorozatban vau és így:

Á?) + + • • + = n;

de az itt a y jel alatt álló számok ismét az n osztóinak teljes soroza
tát adják (15. ez.) és így az utoljára nyert egyenlet azonos a (3.)-mai.

Ha most már n = I\ , hol P{ és P^ relatív törzsszámok,

c(n) = ^Pj (4.)

E tétel először is helyes, ha P, és P^ törzsszámok. Tudjuk ugyanis, 
hogy, ha p és q törzsszámok:

p = 1 +«dp),

q = l+e(p, 
tehát:

pq = l+cp(p) + v(q) + c(p). e(q)
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Másoldalról a pq összes osztói l,p,q és pq lévén a (3.) 
szerint:

pq = 1 +<p(p) + <f(q) + <p(pq).

Es így valóban:
‘PpP = ^(p) <p(q). (5.)

Föltéve most már, hogy P1, ill. P2 több r, illetőleg s különböző 
vagy egyenlő törzsszám szorzata, bebizonyítjuk, hogy a tétel reájuk 
nézve helyes, ha helyes az oly Qj és Q2 relatív törzsszámokra, 
melyekre nézve a törzstényezők száma r', s' úgy származtatható 
r és s-ből, hogy az egyik számot kisebbítjük, a másikat pedig vagy 
meghagyjuk, vagy szintén kisebbítjük.

Ily módon eljárva, a tétel p. helyes lesz; ha r = 1, s = 2, 
vagy r = 2, s = 1, mert helyes, ha r = 1, s = I. — Továbbá 
érvényes ha r = 2, s = 2, s ú. t., végre minden r és s-re.

Legyen tehát a Pt és P2 osztóinak teljes sorozata:

1, oi... dí... P, és 1 , dj'P, 
akkor (3.) szerint:

— pU) + ^(dí) + • • • + ^(dj) -f-. • • + <pPi) 
Pí “ ^(0 + ^(di ) + ... + 0(dj )+...+ c(Pi)

és tekintetbe véve, hogy e(l) = 1 , ebből:

A^a = ^(D+^jdí) +c>(dí') +...+<p(d/) 0(d)')+..•+ <í(Pi)?(P2) J 

de kivéve a Px, P^ osztópárt a dí, dj' osztókban a törzstényezök 
száma mindig megfelel az előbb fölállított föltételnek és így

0(dí) = <p(d'i dj'),.
míg a dí dj' szorzatok a 19. czikk értelmében a Pi P^ öszes osztóit 
adják. E szerint

Pi P^ = <í(l) + ^(dj) +... + <p(Pi) p^Pi) > 
továbbá

Pj P^ = <c(l) + p(dt) + ... + ©(Pj Pi),

hol 1, dj, diPi P., a P{ P^ összes osztóinak sorozata és P, P^ 
most fölírt két alakja csak az utolsó tagban különbözik; de ekkor 
ezeknek is egyenlőknek kell lenniök és tehát:

■ ^(Pj Pi) = c(Px) <p(Pi).
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Ha most már n — pl pl .. p*r , akkor

P\ — Pl > Pa — Pl' • • Pr 
tehető és
^(Pt' Pl' ■ ■ pn“) = <p(pl) ^Pl2 • • pl ) = (Pl ~ 0 ^(pl " Prr)*

Az utóbbi c? alakban e fölbontást ismételhetjük és ezt mindaddig 
folytatva, míg a jel alatt csak plmarad meg, végre a p(n) általá
nos meghatározása a következő képlet által történik:

^p}' pl • • • pl) = (Pl — 1) (P-2 — 1) • • • (pr— 1), (5-)

a mi még, hasonlóan mint az osztók száma és összegénél, úgy is 
írható:

<P(Pi' Pl ■■■Pl) = ?(Pi') ^(Pl) ■ ■ • ^(Pl) ■

IV.

A törtszámok.

A törtszámok értelmezése és az alapműveletek.

25. Az egész számok körében az osztás föladata — azaz oly 
szám meghatározása, mely 6-vel szorozva, «-t adja — csak akkor 
lehetséges, ha b az a osztója, minden más esetben kivihetetlen. Ama 
követelés, hogy az osztás eredményét tetszőleges a és b számokra 
vonatkozhatólag értelmezhessük, tehát ismét csak új számok beveze
tése által teljesíthető. Ugyané számokra vezet ama gyakorlati szük
ség, hogy a «mérés# eredményeit számok által jellemezhessük.

Az a és b számokból tehát ismét új számfogalmat alkotunk, 
az értelmezéseket úgy választva, hogy, ha a a b többszöröse, az új 
szám az P- hányadossal mindep tulajdonságában megegyezzék.

Az a és 6-ből ily módon meghatározandó számfogalom összes 
tartalmát egyelőre ismét e jel:

képviselje, melyben megkülönböztetendő az első és második szám. 
Czélunknak megfelelőleg az [a, 6} tulajdonságai mindenesetre úgy 
állapítandók meg, hogy bármicsoda a zérustól különböző egész szám 
is k és l, mindig legyen :
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{ak, bk] = [al,bl{ (1.)

valamint megfordítva a [p, q] és [r,s] számok csak akkor legyenek 
egyenlők, ha találhatunk oly a, b, és O-tól különböző k, l számo
kat, hogy

p = ak, q = bk,

r = al , s = bl. — (2.)

A k — 0 eset befogadása után két lehetőséggel állunk szemben. Vagy 
fönntartani kívánjuk az ujonan értelmezett = jelre, hogy ha A = B és 
A = C, akkor egyszersmind B = C és akkor az összes számok
egyenlők lennének {O, Oj -sál; tehát nem adhatják az egész számok sorának 
általánosítását. Vagy föladjuk az egyenlőség elvét, de ekkor vizsgálatunk 
nem tekinthető többé a számtan általánosításának, mert formális alaptör
vényeinek érvényesége megszűnik. Ez az első példa amaz az analízisben 
gyakran föllépő tüneményre, hogy egyes számértékek valóban kivételesek, 
úgy hogy e kivétel újabb általánosítás által meg nem szüntethető.

Az, hogy A = B és A — C-ből ne következzék B = C első pillanatra 
— úgy látszik — nem csak a számtan körén belül, hanem egyáltalában 
lehetetlen. A látszólagos logikai absurdum megszűnik, ha meggondoljuk, 
hogy az egyenlő szó és jele itt nem azonosságot jelent, hanem egyszerűen 
azt, hogy B az A-ból bizonyos módon származtatható. Czélszerű az = jelet 
csak akkor használni, ha az előbb idézett u. n. egyenlőség elve fönnáll, itt 
tehát a tárgyalás ilynemű fogalmazásánál, mely azonban előbbi megjegyzé
sünk értelmében nem tartozik a mathematikába, az egyenlő szót és jelét 
mással kellene fölcserélni.

Az egyenlő számok képviselőjének mindig azt vehetni, mely
ben az értelmező számpár számainak absolut értékei lehető kicsi
nyek : ha tehát a-nak és b-nek van közös osztója és a = a'd, b = b'd 
az {«,b[-töl áttérhetünk [a’,b']-re. Ha d-nek a legnagyobb közös 
osztót veszszük, két relativ törzsszámból álló számpárra jutunk, 
melyet tovább kisebbíteni nem lehet. Mert ha (2.)-benp és q relativ 
törzsszámok k okvetetlenül +1 vagy —1 és így ha [p, q] = [r, s] , 
mindenesetre

Szintúgy belátni, hogy ha p és q, r és s relativ törzsszámok, 
csak úgy lehet
, " M = f,s},
ha

p = r,q = s vagy p = — r, q = — s
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Mert ekkor úgy k, mint / csak +1 vagy —1 lehet, a miből az 
állított tétel világos.

így tehát [p, q} — {—p, —q}. Ellenben [p, q] és [p, —q], [p, q] 
és {— p, q] csak akkor lesznek egyenlők, ha akár p, akár q zérus. 
Ha t. i. az értelmező számok egyike 0, akkor:

ja, 0} = {—a, 0} , (0, a) = {0,—a)

Minthogy azonban továbbá {a, 0) = [b, 0} és (0, a] = (0, b} 
ha sem a, sem b nem 0, zérust tartalmazó számpárokból csak három 
különböző szám keletkezik:

(1,0) , -0,0), '0,1)

Ily módon az [a, b} számoknál az a, b számpárnak csak követ
kező tulajdonságait tekintjük, minden egyéb sajátsága mellőzésével:

Előszói-, ha az a,b számok közt zérus is van, vájjon csak az 
első, vagy csak a második helyen, vagy végre mindkét helyen 
áll-e zérus ?

Másodszor, ha az a, b számok közt nincs zérus, vájjon melyek 
az a, ó-ből keletkező relatív törzsszámok, ha a, b legnagyobb közös 
osztójával osztunk. Minthogy pedig [a, b] helyett {—a, —b] is írható, 
az a, b előjelei nem is jönnek tekintetbe, hanem csak az vájjon «-nak 
és ő-nek ugyanaz-e az előjele vagy különböző. A második esetben 
tehát az [a,b] tulajdonságai adva vannak (1.) az és relatív 
törzsszámok által, ha D az |a| és |b| legnagyobb osztója és (2.) az ab 
előjele által, mely természetesen pozitiv vagy negativ, amint a és b 
előjele megegyező vagy különböző.

E szerint az új számnem összes számait megkapjuk — (0,0} 
és )l,0)-on kívül — ha b helyére minden pozitiv számot teszünk és 
a helyébe azután minden ehhez relatív törzsszámot pozitiv és nega
tiv előjellel.

Ebből is látni, hogy az új számok sokasága egészen más, mint 
az egész számoké. Minthogy a &-hez relatív törzsszámok sorozata 
határtalan, a b helyébe pedig bármely egész szám tehető a külön
böző [a, b] oly határtalan sorozatot képeznek, melynek minden 
egyes tagja ismét a számok határtalan sorozatából áll.

Ha az egész számok sokaságát — mint szokásos — végtelen 
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nagynak nevezzük, az [a, b] számok sokasága az egész számok soka
ságához képest kétszeresen végtelen nagy.

E számok közt az [a, 1} számok sokasága ugyanaz mint a 
közönséges egész számoké, azaz az {a, 1) számnak megfelel min
denkor egy szám, az a, és a-nak ismét egy bizonyos szám, [a, 1}. 
T. i. az által, hogy a második helyen 1 áll (különben —1 ugyanezt 
a szolgálatot tenné) elértük, hogy [a, 1' és («', 1) csak akkor lehet 
egyenlő, ha a = a'.

26. Eddigelé az {a, b] számok az egész számokkal szemben 
lényegesen új számfogalmak; az összeadás s ú. t. műveletei az eddigi 
értelmezések alapján ezekre nem is alkalmazhatók és tetszésünktől 
függ', hogy mit akarunk e számkörben összeadás, s ú. t. alatt érteni.

Ha azonban az [a, b] és [c, d\ számok összeadását, szorzását 
úgy értelmezzük, hogy azon esetben, ha ezeknek az előbbi megálla
pítás értelmében megfelelnek ak és Z egész számok, az [a, b} és. [c, d} 
összegének illetőleg szorzatának ismét megfelelnek a k+l és ki szá
mok, akkor azon számoknak, melyek [a, 1} alakra hozhatók, tu
lajdonságai az egész számokéival teljesen azonos kifejezést nyernek. 
Minden a k, l, m,... számokra vonatkozó igazság helyes marad az 
{k, 1J , f, 1} , [m,1)... számokra is azaz az (a, 1[ vagy az ezek 
összességével identikus (a,—1) számok azonosak lesznek az egész 
számokkal, azon [a, b] számok pedig, melyeknek legegyszerűbb alak
jában b nem 1, vagy —1, az eddig vizsgált számsor általánosítását 
eszközlik.

Természetesen a műveletek úgy értelmezendők, hogy egyenlő 
számok egyenlő eredményhez vezessenek. Erre nézve még megjegy
zendő, hogy azok és csak azok az (a, b) számok, melyekben a a b 
többese, írhatók úgy, hogy a második szám 1 legyen. Ekkor pedig az

-nek megfelelő egész szám ", Kell tehát, hogy az (a, b] és [c, d] 
számok összeadása és szorzása formálisan ugyanazon törvények 
által legyen adva, mint az és 4- hányadosoké.

b a
Azaz a vizsgált számokra nézve az összeadás és szorzás értel

mezése :
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[a,b] + [c,d] = {ad + bc,bd], (I.)

[a,b] [c,d] = [ac,bd], (II.)

hol természetesen az eredmény nem változik, ha az [a, b] , [c,d] 
jelek helyett a velük aequivalens [ak , bk], , y' s ú- jelek
bármelyikét használjuk, hol k bármely a O-tól különböző egész szám, 
t pedig az a és b valamely közös osztója.

27. Az (a, fej számokat, ha b nem zérus, raczionális számok
nak nevezzük. Az (1,0} és (0, Oj-t, melyeknek nem sokára teljes 
kizárása szükségesnek mutatkozik, egyelőre mint kivételes alakokat 
vizsgáljuk.

Már az összeadás! képlet bizonyítja ezen alakok kivételes vol
tát. Mert ha A bármely raczionális szám:

{1,0} +/Í = '1,0},

{0,0} +M = {0,0}.

Azaz (1,0} és (0,0} nem változnak bármely raczionális szám 
hozzáadása által.

Ellenben a raczionális számokra nézve érvényes marad az 
összeg azon alap tulajdonsága, hogy A+B és A-[-C csak akkor 
egyenlők, ha B = C- Föltéve ugyanis, hogy:

[a, b] + [x,y] = [a, b] + [u, r}, 
ebből következik:

[ay + bx, by] = [av + bu, bv], 
és minthogy sem y sem v nem 0, továbbá:

[avy + bvx, bvy) = [ary + buy, bvy]

tehát minthogy b sem 0, végre

vx — uy.

Ha e szorzatok közös értékét T-vel jelöljük, végre valóban:

\x>y} — {- > — {uBvl] = [u, v] ,

ha t. i. u nem 0, mert v nem lehet O. Ha u = 0, akkor rr-nek is 0-nak 
kell lennie. Tehát ismét:
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^>y} = [u,v] = {0,1}.

E szerint a kivonás föladatának a raczionáiis számok körében 
mindig egy és csak egy megoldás felel meg. Az

[a,b] + [x,y] = [c,d} 
identitás lesz, ha:

[x,y] = {c,d}— [a,b] = [be — ad, bd}, (III.)

és az előbbi tétel értelmében más törtszám a föladatnak nem felel
het meg.

Ellenben a kivételes alakokra nézve:

{1,0} — {1,0} = A, {1,0} —A = {1,0} síi. t.

a hol A tetszőleges raczionáiis szám.
Hasonlókép állanak a dolgok a szorzás és osztásra nézve. Ha 

A a ' 0,1} -töl különböző raczionáiis szám:

{1,0} J = {1,0}, 
míg

{1,0} {0,1} = {0,0},

{0,0} A ={o,o}.

Ellenben a raczionáiis számokra érvényes marad a szorzat 
azon alaptulajdonsága, hogy ha A nem felel meg a 0-nak, AB és AC 
csak akkor egyenlők, ha B = C. Föltéve ugyanis, hogy:

[a,b} [x,y[ = [a,b] [u, ®}, 
ebből következik:

[ax, by] = [au,bv[, 

[avx,bvy] = [auy, bvy], 
és minthogy a nem 0, továbbá :

vx = uy, 
tehát ép úgy mint előbb:

[x,y] = {«,«}.
E szerint az osztás föladatának a raczionáiis számok körében, 

ha az osztó nem 0, mindig egy és csak egy megoldás felel meg. Az 

[a,b] [x,y] = [c,d]
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identitás lesz, ha:

{x,y} = } ’ -y = {be, ad}, IV.
1 {a,d} 1 1

hol {be, ad} ismét raczionális szám és nem kivételes alak, mert sem 
a sem d a föltételek értelmében nem lehet 0 és az előbbi tétel értel
mében más raczionális szám a föladatnak nem felelhet meg.

Az osztás kivihetetlen marad a {0,1} osztóval akkor is, ha a 
kivételes {1,0} és (0,0} alakokat behozzuk. Mert

(0,1} {1,0} = {0,0}, {0,1} {0,0} = {0,0}.

Tehát egyáltalában bármely {«,?/} számmal szorozva (0,1} mindig 
csak {0, a} számokat ad.

A raczionális számok körében az alapműveletek, kivéve az osz
tás amaz esetét, midőn az osztó (0,1}, meghatározott egyértelmű 
műveletek, azaz mindenkor egy és csak egy meghatározott számhoz 
vezetnek. E műveleteknek egész számokra vonatkozólag megállapí
tott általános törvényei változatlanul érvényesek maradnak, ha az e 
törvények kijelentésében előforduló tetszőleges egész számok helyébe 
tetszőleges raczionális számokat teszünk, a mint ez a műveletek új 
értelmezéséből (I—IV) és az illető képletek direkt igazolásából foly-

Az {1,0} és (0,0) kivételes alakok bevezetése az osztásra 
vonatkozó megszorítást nem szünteti meg, hanem ellenkezőleg a 
műveleti törvények e formális általánosítását — mint már láttuk — 
megzavarja. így két egyenlő szám különbsége nem volna mindig 0, 
hanem az (1,0} esetében bármely raczionális szám lehetne.

Nem lehetne többé, bármi számokat értve x, y, Z alatt az 
x-\-y = ar+z-böl következtetni, hogy y = z. S ú. t. E két alak 
bevezetése tehát semmiféle előnynyel nem jár, hanem ellenkezőleg 
új kivételeket hoz be azon általános törvényeknél, melyeknek meg
tartása volt a számfogalom általánosításánál követendő eljárás mód
szertani alapelve.

Az (1,0} és {0,1} tehát új számok értelmezésére nem alkal
masak és ezentúl teljesen kizárandók lesznek.

E kizárás után a {p, q{ és {r, s{ számok egyenlőségének föltétele 
egyszerűen :

ps = qr.
Kőnig: Analízis. I. 4
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A 25. czikk(2.) alatti képletéből ez mint szükséges föltétel foly, 
de most elegendő is; mert ha p és q legnagyobb közös osztója k, r 
és s-é pedig l, tehát p — ak, q = bk, továbbá r = cl, s = dl, 
akkor kell, hogy ad = be legyen; de itt a és b, c és d relatív törzs
számok, tehát a-nak c-vel és c-nek a-val oszthatónak kell lennie 
vagyis a — c és épenúgy b = d vagy végre:

M = {r,«}

28. Az egész számok és az 1J raczionális számok minden 
tulajdonságukban megegyeznek. Minden amazokra vonatkozó ered
mény tehát a megfelelő raczionális szám által is jellemezhető. E két 
számnem a számtan körében azonos és így az [a, Íj szám jelzésére 
egyszerűen az a jel és az egész szám neve használható. Azon raczio
nális számokat, melyeknek legegyszerűbb alakja nem [a, 1), tört- 
számoknak nevezzük. A raczionális számok tehát vagy egész, vagy 
törtszámok. Minthogy pedig

szerint minden raczionális szám mint két egész szám hányadosa 
irható, az eddig használt számcsoportok csak átmeneti jelzésnek 
tekintendők és az [a,b] számot ezentúl " alakban írjuk, hol a a 
számláló, b a nevező, a mivel a törtszámok közönséges jelzését 
bevezettük. Ezen általánosítottt hányadosra a 9. czikkben lehozott 
törvények érvényesek maradnak. Mert (I.) és (II.) szerint:

a c ___ ad + be
~b + ~d ~~ bd ’

a c ___ ac
b ‘ d bd ’

Mz T jelnek nincs (számtani) értelme, ha b = 0; azaz a 0-sal 
nem lehet osztani.

A használt kifejezés teljesen megfelel a törtszámok alkalmazásánál 
előforduló tényleges viszonyoknak. Ha p. az A és B egyenes vonalakban 
foglalt hosszegységek száma a és b és egy második mérésnél a B vonalat 
veszszük hosszegységnek, akkor az A-ban foglalt új hosszegységek száma . 
De ha 6 = 0, akkor B nem használható mint hosszegység (mert nincs
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kiterjedése, tehát nem is vonal) és így az A valóban semmit sem mondó, 
értelem nélküli alak.

Tisztán számtanilag is ~ az a szám, mely b-vel szorozva a-t 
adja; de ha b = 0, akkor ily szám nem létezik és a raczionális 
számsor tágítása által nem is nyerhető a számtani alapelvek meg
sértése nélkül. A 0 e kirekesztése az osztásnál elkerülhetetlen. Mert 
ha volna egy a szám, úgy hogy:

0 . a — a, 
és a szorzás törvényei változatlanok maradnának, akkor 

0. (a + b) = a.

Tehát vagy többértelmű művelet volna az osztás, mert ~ lehet a és 
« + b vagy pedig volna:

a + b = a,

és ekkor két egyenlő szám különbsége bármicsoda szám lehetne, 
azaz a kivonás nem volna egyértelmű művelet.

Ha és —A ismét 0 -j- A és 0 — A helyett áll, akkor
—a a
T ~ ~ ^b’

és így elégséges oly törtjeleket használni, hol számláló és nevező 
pozitiv egész szám.

Ha p és q pozitiv, a -A-t pozitiv, a — A--t negatívnak mond
juk, mely elnevezés arra az esetre, midőn p a q többszöröse, a meg
felelő egész számoknál tett megállapításokkal megegyezik, tehát 
amaz elnevezés általánosítása.

Az “ és---- -- , melyek közül, ha a nem 0, az egyik pozitiv, 
a másik negatív és melyeknek összege 0, ismét ellentett számok.

Az “ szám absolut értéke alatt értjük ismét az A — 0 és 
0 — A különbségek közül azt, melynek értéke pozitiv. E szerint:

HhW-
valamint továbbá:

4*
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A raczionális számok ismét összehasonlíthatók nagyságukra 
nézve. Az H-ról azt mondjuk, hogy nagyobb vagy kisebb, mint B,

A>B,A<B

a mint az A — B pozitiv vagy negativ. Ha A — B sem pozitiv, sem 
negativ, hanem 0, akkor A — B.

E szerint minden pozitiv szám nagyobb mint 0, minden 
negativ szám kisebb mint 0.

Valamely szám, p. u az A és B közt fekszik, ha A<u<B.
Az A-t valódi törtnek nevezzük, ha | A | < 1; áttörtnek, ha 

A | > 1. E szerint A- valódi vagy áltört, a mint

|a|<|h| vagy |a|>|t|.

Ha tehát nem | a | = | b |, a mikor “ = ± 1 , az és számok 
közül az egyik valódi, a másik áltört.

Ha A és B szorzata 1, mint p. ? és -~-é, az A és B számok 
recziprok számoknak neveztetnek. Mint recziprok számok csak +1 
és —1 felelnek meg önmaguknak.

Minden áltört vagy egész szám, vagy egész szám és valódi tört 
összege. Ha az -A áltört pozitiv, akkor a lehet többszöröse a ö-nek 
és akkor A. egész szám; a másik esetben

a = bq + r
irható, hol q, r egész számok továbbá r < b, tehát végre:

a , r
T = + V

Ebből a — A esete is világos.
Minden raczionális szám, mely nem egész szám, két egymás 

után kővetkező egész szám között fekszik. Az előbbi jelzések meg
tartásával A a q és q 4- 1 közt fekszik, — A pedig —q és —q —1 
közt. Az A-ben foglalt legnagyobb egész számot -)-vel jelöljük, 
úgy hogy ismét az előbbi jelekkel:

= 3 > ^(~f) = — (3 + 1)

Az jel értelmet úgy is fejezhetjük ki, hogy <S(A) ozon Égész
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szám, melyre nézve A—S(A) pozitiv és az egységnél kisebb. Az <S 
definicziója egész számú H-ra is kiteljeszkedik; ekkor <S(A) = A.

29. Meghatározott számmal levő raczionális számok, melyek 
közt egyenlők is lehetnek:

1\, r2,...rn-i, rn

mindenkor nagyságuk szerint rendezhetők, azaz oly egymásutánjuk 
állapítható meg, hogy bármelyikük a megelőzőknél vagy sohasem 
kisebb vagy sohasem nagyobb. Erre nézve képezzük bármelyik r, és 
minden más rk különbségét és ?>-t az ri elé vagy utána (a második 
esetben megfordítva) teszszük, a mint ri — rk pozitiv vagy negatív. 
Az r,-vel egyenlő tagok közvetlenül n-hez csatolandók és sorrend
jük természetesen közömbös. Most az n elé és utána jövő számokat 
ugyanezen elv szerint rendezzük; s ú. t. Ez által vagy soha nem, 
kisebbedő számok sorozatát:

rl r3 rn >

vagy soha nem nagyobbodó számok sorozatát:

rt >ri> r3>...> rn
nyeljük. Ha az r-ek közt nincsenek egyenlők, ezek nagyobbodó, ill. 
kisebbedő számok sorozatai.

Két raczionális szám közt mindig csak meghatározott számú 
egész szám fekszik.

Ha Tj és r* bármely raczionális szám, mindig vannak határ
talan számmal raczionális számok, melyek i\ és r^ közt feküsznek.

P. ha n bármicsoda pozitiv egész szám:

v-p, 
n-t-1

n ily szám lesz. Ezeken a számokon is látni, hogy számuk határtalan; de 
egész direkt módon is képezhető az r, és r2 közt fekvő számok határtalan 
sorozata:

mely valóban határtalanul folytatható.

A tárgyak égy bizonyos sokasága megszámlálható (abzahlbar), 
ha ezek úgy vonatkoztathatók a pozitiv egész számok sorára, hogy 
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minden egyes tárgyhoz (a sokaság minden eleméhez) egy és csak 
egy meghatározott szám tartozzék, különböző' tárgyakhoz (elemekhez) 
pedig különböző' számok.

Első pillanatra talán feltűnő, de mégis igen egyszerűen bizo
nyítható, hogy:

A raczionális számok sokasága megszámlálható sokaság.
Vegyük először az egynél nem nagyobb pozitiv számokat, már 

úgy írva, hogy a számláló és nevező relatív törzsszám. Rendezzük 
ezeket először nevezőjük szerint, úgy hogy a kisebb nevezőjű meg
előzze azt, a melynek nevezője nagyobb. Az ugyanazon nevezővel 
ellátottakat írjuk pedig egyszerűen nagyobbodó sorrendben. így a 
következő sorozatot kapjuk:

i 1 A A A í i i 1 4 A A
1 ’ 2 ’ 3 ’ 3 ’ 4 1 4 1 5 ’ 5 1 5 1 5 ’ 6 ’ 6 ’ 7 ”

Világos, hogy így egyet és minden pozitiv valódi törtet föl- 
irunk, még pedig úgy, hogy minden ilyennek megfelel egy bizonyos 
sorszám.

Ha most e sor elé újuk a 0-t és e sor egy-egy tagja, r helyébe 
a következő négyet teszszük:

az összes raczionális számok ily sorozatát nyerjük; és minden 
raczionális szám az által jellemezhető, hogy sorszámát (egy pozitiv 
egész számot) megadjuk.

Hatványok tetszőleges egész számú kitevővel.

30. Eddigelé mint hatvány kitevője csak pozitiv egész szám 
volt használható. Ha a zérusnak, illetőleg a —k negativ egész 
számnak, mint kitevőnek jelentését következőkép értelmezzük:

«°= 1,

az am és a” hatványok hányadosa, mely eddig a mint



KÖZÖNSÉGES LÁNCZTÖRTEK.

bárom különböző alakban lett volna írandó :

am~n , 1 , —,* 9 afl—w

mindig ugyanazon módon lesz kifejezhető:

— = am~n. a«

A hatványjelzés ezen általánosítása nemcsak jogosult, hiszen 
a bevezetett jelek újak, hanem czélszerű is, mert az általánosított 
hatványalakra nézve az előbb megállapított műveleti törvények 
érvényesek maradnak. Azaz:

am an = am+n,

(am)n = amn,

bármicsoda egész számok legyenek is m és n; ha m vagy n, vagy 
mindkettő nem pozitív szám, az illető hatványalak értékének 
behelyettesítése által a képletek közvetetlenűl igazolhatók.

Közönséges láncztörtek.

31. Ha ~ pozitív és nem egész szám, a és b relatív törzs
számok és q0= ’ akkor:

a = bq0 + r0

± _ a .Is. 
b ~ b

hol r0 és b ismét relatív törzsszámok és r0 < b. Ha r0 és ó-re a leg
nagyobb közös osztó kikeresésére szolgáló eljárást alkalmazzuk, lesz :

b = roqi + r}

r0 = H & + rt

rk-i = Vk-i qk+l 

rk-i = qk+i.
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Az első egyenletből:

b , riro + r0
vagy:

Z9. - 
b ~

1
r,

91 + ~ n>
A többiekből hasonlókép:

n 1

9, + ?

5-1
rk-i

1
rk 

qk + v~

rk_ = 1
rk-l 1k+\

A nyert értékeket visszafelé behelyetesítve, lesz:

a 1
b - 9o +------— j

9i +
9a +

1

9k + — 
ÍA+l

Ez az úgynevezet közönséges láncztört, ellentétben az általános 
láncztört alakjával, melyben az egyes részlet-törtek számlálói nem 
egyenlők egygyel és a nevezők nem egész számok, hanem mind
ketten tetszőleges számok. A q-k a láncztört egymás után következő 
hányadosai; czélszerü ^-t «zérusodik» hányadosnak nevezni, azután 
q^ az első, s ú. t. Térkimélés végett e láncztörtet néha röviden így 
jelöljük:

hol a -j- fölé tett pont azt jelenti, hogy az utána következő alak 
nem a törthez, hanem ennek nevezőjéhez csatolandó. Ezen leginkább
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az általános láncztörtnél használandó jelzést közönséges láncztört- 
nél a következő még egyszerűbbel cseréljük föl:

(3o> qk+i),

melynek értelmezése a következő recursiv képletekben foglaltatik:

= (»,, 'h-, «>+,—)

32. Ama megfordított föladat, a közönséges láncztört alakjá
ból vagyis a hányadosokból visszakövetkeztetni az eredeti törtre, 
Euler algorithmusa segítségével közvetetlenül megoldható. A meg
előző czikk elején fölírt egyenletek ugyanis teljesen megegyeznek a 
20-ik czikkben állókkal, csakhogy a q és r számok sorozata q0 és 
r0-al kezdődik q{ és helyett, de ez csak az elnevezések változása 
és így

> 7i > • ■ • > Qk ’ Ik <-i] .
6 — [?i > 92 • • • 3*+i]

A láncztörtböl a ^m-hoz hozzáadandó rész elhagyása által 
keletkező alakzatot, mely k = 0 és 1 legegyszerűbb esetek kivételé
vel ismét láncztört, a láncztört m-edik közeledő törtjének nevezzük 
és vT—-val jelöljük. De ép úgy mint előbb 

Km

= (?0> 21 > • • •

-bői következik
Sm _ ,
Nm [ 71 • • • 1m]

még pedig úgy, hogy az előbb végzett tárgyalások értelmében külön : 

— [qo>---qmi >hm — L2i • • • qml >

és e számértékek már relatív törzsszámok.
Az első közeledő törtek:

ó'g _ 7o _ 9o9i + 1
M 91 ’

és általánosságban a 20. czikk (4.) képlete értelmében:
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Sm _  ^m '\h—I 4" ^m—i /< \
$m i + Nm—Í

É képlet alapján valamely láncztört a következő, könnyen érthető 
schema szerint számítható. Ha p. az adott láncztört: (1, 2,4,5, 3,1), lesznek 
a közeledő törtek:

qk = 2>_ L_
- 1 1 13 68 217 285

Nk ~ 1 ’ 2 ’ 9 ’ 47 ’ 150 ’ 197

285 hol - a láncztört értéke.

A 20. czikk (2) képlete a mostani jelölések szerint, ha Sm,

(2.a)
Nm, Sm—i és Nm—i-re alkalmazzuk, átmegy a következőbe: 

Sm Nm-1 — Sm-1 Nm = (—l)m+1, 
a mi még a következő alakban is írható:

&m   Sm—1   (—l)»i—1
Nm Nm—1 Nm—1 Nm

A közeledő törtek keletkezésénél fogva világos, hogy 

So> S^ S2... ésN0, N1}N2...

növekedő pozitív egész számok sorozatai, tehát 
1 1 1

N.a,’a a/'"
folyton kisebbedö számok.

Ennek következtében:

Sm   Srn—2 _ (—l)m-l . (—1)>«-^
Am Am—2 Nm—1 Nm Nm—1 Nm—1

. / 1 1

(2.b)

' Nm—2 Nm— 1 Nm—1 Nm'

pozitív vagy negatív, a mint m páros vagy páratlan, azaz ugyancsak 
m páros vagy páratlan jellege szerint ?i"' nagyobb vagy kisebb, mint 
Sm—2 — . ’.. .E szerint Nm-1

$4 (A)
Áo ’ N2 > Ni’"'

növekedő számok sorozata, ellenben
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(BiNi ’ Ns > N6 ’ • • ■ V ’

kisebbedö számok sorozata.
Általánosságban az m-edik közeledő tört így is írható :

Sm So / Sj So \ / S^ Sj \ । . / Sm—1 Sm—2\ . (Sm  Sm—1\
+ Nm—^''^m Nn-d

vagyis :
_ ^0 । 1_____ 1 । _____ । ( nm—2________ 1_____

Nm~ No^NoNy 7 Nm-lNm-Z

hol a jobb oldalon a tagok előjele a másodiktól kezdve váltakozik.
Ugyanígy kifejezhető a láncztört maga, mely nem más mint

Nk^l ~ Nk+i Nk

hol a zárjelben álló tagok előjele váltakozó, a tagok absolut értéke 
pedig mindig kisebbedik. E szerint minden negatív tag a megelőző 
pozitívval egyesítve pozitivot ád és maga az egész zárjelben álló 
összeg pozitiv, így tehát a láncztört értéke, nagyobb a páros- 
rendű közeledő törtekénél és kisebb a páratlan rendüekénél. Végre 
ugyancsak az utolsó kifejezés azt is mutatja, hogy :

I Sk+l   Sm I 
| Nk+1 Nm |

azaz az m-edik közeledő tört és a láncztört különbségének absolut 
értéke annál kisebb, minél nagyobb m.

T. i. e különbségek absolut értékei m és m + 1 -re :

j =_1___________ + _ £_____________ ..
Nm+l Nm Nm+% Nm+1 Nm+3 Nm+^

Jm+1 = Nm+iNm+i Nm+aNm+i + ’ ‘ ’
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azaz:

— 4n+t = Nm+i — 2 + 2 n„i+2 — • • •

- T&ssnss;

de Nm+z — 2Nm mindenesetre pozitív; mert

Mn+2 = + Nm,

és qm+i legalább is 1, míg Nm+i >Nm; tehát Jm— 4«+i valóban 
pozitív.

A közeledd tört elnevezését indokolja végre a kővetkező 
fontos tétel.

A láncztört értékét bármely tört csak akkor közelítheti meg 
jobban, mint , ha nevezője nagyobb mint Nm- Ha az ily tört 
p. és a láncztört értéke röviden L, akkor mindenesetre:

Sm A r Sm—1
Nm ’B ’ Nm—1

a számoknak vagy soha nem kisebbedö, vagy soha nem nagyobbodó 
sorozatát képezik és így az

Sm Sm—1 , -A Sm—1
Nm ~ Nm^i 68 B ~ N,^j

egyenlő előjelű különbségek; még pedig az elsőnek absolut értéke 
nagyobb a másodikénál, tehát minthogy mindkét kifejezés előjele, 
ugyanaz mint (—l)m-1-é:

____1____ ■> ( iv«—i i BSm—i
Hn-iNn>[ 1J BNm-i

hol az előzmények szerint (—1)"‘—1 —BSm—i) okvetetlenül
pozitív egész szám, tehát BNm-rgyel szorozva, nagyobb egy 
pozitív egész számnál es így B > Nm.

E következtetés csak akkor nem helyes, ha a jobb oldalon 
álló kifejezés 0, de ekkor

A _  Sm—1
B - Nm-1

nem más mint az m—1-edik közeledő tört, melyre nézve a tétel 
szintén helyes.



ÁLTALÁNOS LÁNCZTÖRTEK. 61

Általános láncztörtek.

33. Az általános láncztört alakja:

PO , Pl 
qo

32 +

Pk

3ft— ̂k+i

mely ismét rövidebben írva:

PO _1_ Pl -L Pl J_ - ,
• ft Pl " ' Qk+1 '

hol megelőzi a tulajdonképeni láncztörtet és megfelelöleg a rövi
dített jelölésnél az első + jel fölött nincsen pont.

A láncztört m-edik közeledő törtje alatt itt is a következő kife
jezést értjük

®= -?o i i ; 2^2 ; i pm t
Am go 31 ?2 r ’

hol Sm és Nm a kiszámításnál keletkező tört nevezőjét jelentik, 
esetleges rövidítés nélkül, míg:

_ Po
Ao go

Ekkor:
_ Po 3i + gon

Ai go 3i

_ ^i 32 + n
A1 ?2 + A0í>2 ’

Általánosságban is:

Srn^ _ Sm—i qm + Sm—2pm 
Nm.____ Am—1 qm -f- Nm—íPm ’ (La)

mert e képlet érvényben marad wi-j-l-re nézve, ha m-re helyes volt.
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ugyanisazáltal keletkezik, hogy ^„helyébe
-et teszünk. Tehát:

o Sm—1 (qm + + Sm-ipm
Om+1 _ ' qm+17
Nm+1 ~ Nm_t / + ím+l\ + Nm_ípm

v qm+1'

_  (óm—1 qm-\- Sm-ipm) qm+1 4~ 8m—iPm+l _
(Nm—1 qm+ Nm—%pm) qm+1 + Nm—ipm+1

_  Sm qm+1 + Sm—ipm+1
Nm qm+1 + Nm—1 pm+1

a mi bebizonyítandó volt. Megjegyzendő, hogy ez a kezdetben tett 
megállapítás értelmében csak rövidebb írásmód e helyett:

Sm = Sm—1 qm + Sm—2 Pm ,

Sm — Nm—1 qm 4“ Nm-^Pm- (IdO
Ebből:

Sm Nm—1 Nm Sm—1 — — (Sm—1 Nm—12 Nm—1 Sm—2) Pm

Minthogy pedig:
St No N1SQ = g^Px,

lesz továbbá:
S^Ni — N^ = — q* p^

S^N^ N3S% — q~ P1P2P3

és ép úgy átalánosságban:
SmNm-1 — NmSm-i = (— l)™-1 q* PiP2. • -pm, (2.a)

vagy
 óm—£ — . . xm_! 2 P1P2 • - -Pm _ p| . 

Nm___Nm-1~ (____} ÍO Nm-iNm

Az m-edik közeledő tört tehát így is írható:

■s'» _ sn I / si_ S'‘ lu I s- , / Sm—1 Sm—iX^/ Sm___óm—1\

4- ( lAm—2 2’1-1 I / 1^—1 Pf'Pm ) (3 \. 1} Xm-2Xm-l ' ( M Nm-lNnJ W

Sm A() 'Aj Nq' '1V2 Aj' 'Ám—1 Ám—2' 'Arm Sm—r

vagyis

— ^0 , 2/ Pi ___ PiVi , Í1P2P3_  ,
Srm q0 NiNi N2N8 ' • •
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34. Ha a p és q számok mindannyian pozitivok, az (l.b) 
képletek értelmében Sm és Nm minden m-re nézve szintén pozitív 
lesz. Minthogy pedig:

PiPa - • -Pm _ _______ PiPa- • -Pm_______
Am—1 Am Nm—1 (Am—1 Qm + Nm—ipm)

és ezen esetben az Nm-i qm kihagyása a nevezőt kisebbíti, a törtet 
tehát nagyobbítja, végre:

PlPl---Pm < pl ■ • • pm-l .
Nm—1 Nm Nm—tNn—1

Azonban: 

és így

Sm   Sm-G _ , 2^2/Pl • • • pm—l pa • • -Pm
Nm Nm—1 Nm—iNm—1 Nm—iNm

növekedő, illetőleg kisebbedő számok sorozatai.
Végre még a (4.) következőkép is fejezhető ki, hogy:

I Sm Sm—1 I 
|Am —AmZll’

két egymásután kővetkező közeledő tört különbségének absolut értéke 
annál kisebb, minél nagyobb a közeledő törtek rendszáma, m.

V.

Az algebrai egyenletek megoldásának föladata.

Az algebrai egyenletek problémája.

35. Egész számok összeadása, kivonása vagy szorzása mindig 
ismét egész számhoz vezet. Ezért e három műveletet és minden 
belőlük összeállított művelet-sorozatot egész műveletnek nevezzük.

Eaczionális számok összeadása, kivonása, szorzása és osztása, 
(az osztásnál természetesen a 0 mint osztó nem fordulván elő) min
dig ismét raczionális számhoz vezet. Ezért a négy alapműveletet és 
minden belőlük összeállított művelet-sorozatot raczionális művelet
nek nevezzük, melynek tehát specziális esete az egész művelet.
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Minden raczionális művelet épen úgy megfordítható, mint a 
négy alapművelet. Azaz ha bizonyos a, b, c,... számokból valamely 
meghatározott művelet által a K számot nyerjük, megfordítva fel
vehetjük K-t a probléma adatai közé és kereshetjük p. a megfelelő 
értékét, a mikor tehát az adott számértékek: b, c... és K. E föladat 
nem más mint az algebrai egyenletek megoldásának problémája.

Ha az ismeretlen és még meghatározandó számértéket szokásos 
módon .r-szel jelöljük, a probléma a következő analitikai fogalma
zást nyeri:

+ “i®"-1 + ... + an_i x + an _ 
boxn +b1xn~1+ ... + bn_lX + bn

Minden az x és bizonyos számértékekből a négy alapművelet 
által keletkező kifejezés ugyanis a baloldalon álló alakra hozható, 
melyet az x-re nézve raczionális kifejezésnek nevezünk.

Ha x oly számérték, melynek behelyettesítésénél a baloldal 
értéke valóban K, a nevező e behelyettesítés után nem lehet 0, mert 
különben a számítás az osztásnál megakad és nem juthatunk A-hoz; 
szabad tehát a nevezővel szorozni és ekkor ugyanazon .r-re nézve:

A^ + Atxn~l + . . . + An—1X + An = 0, (1.)

mely alakot az u. n. rendezés által nyerjük. A baloldalt itt az x-re 
nezve — azz legnagyobb hatvány kitevője szerint — n-edfokú 
egész kifejezésnek mondjuk; maga az (1.) n-edfokú algebrai egyenlet, 
melyben x, az ismeretlen úgy határozandó meg, hogy (1.) identitás 
legyen. Az .r-nek ily módon meghatározott értékei az egyenlet gyökei, 
maga az x meghatározása az egyenlet megoldása.

Az algebrai egyenletek megoldásának problémája tehát nem 
más, mint a raczionális műveletek megfordításának föladata.

A raczionális számok körében a megfejtendő kérdés tehát a 
következő: Melyek azon raczionális számok, melyek x helyébe téve, 
az x egy bizonyos n-edfokú egész kifejezését zérussá teszik l

Az algebrai egyenletek raczionális gyökei.
36. Adva lévén az

+ Atxn~1 + ... + An—iX + An = 0 
egyenlet, végre meg föltehetjük, hogy az összes A együtthatók egész
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' számok, mert ha az H-k közt törtszámok is vannak, szorozhatunk a 
nevezők legkisebb közös többesével, a mi által a föladat nem válto
zik. Ha most már van egy raczionális szám , mely az egyenlet 
gyöke, akkor e raczionális számra nézve természetesen föltehetjük, 
hogy már legegyszerűbben van fölírva, azaz jnnek és ^-nek nincs 
közös osztója. Ekkor:

+ A + • • • + | = 0,

és minthogy q nem 0, ha g”-nel szorzunk:

Aopn + A^^q + ... + An-ípqn-1 + Anqn = 0 , 
és ebből:

pn = — q (AiP^1 + ... + An qn~l),

A„ qn = —p (A^p1^1 + ... + An^ q^1),

azaz, minthogy itt csupán csak egész számok fordulnak elő, Aopn 
osztható q által és A„ q" ismét p által; vagy végre minthogy p és q 
relatív törzsszámok, osztható q által, An pedig p által.

Ha tehát egy adott egyenletnek (egész számú együtthatókkal) 
van raczionális gyöke, e gyök számlálója osztja az utolsó együttha
tót, nevezője pedig a legmagasabb együtthatót.

Ha tehát Ao és An pozitiv osztói:

1 , t ... ti... Aq dl. 1, dt... dj... An,

akkor csak a + y- számok lehetnek az egyenlet raczionális gyökei. 
De e számok meghatározott számmal vannak, mindegyiknek behe
lyettesítése által meggyőződünk, vájjon gyöke- e az egyenletnek vagy 
sem és így tehát meghatározott kisérletsor az egyenlet összes raczio
nális gyökeit adja.

Látszólagos kivétel csak akkor van, ha An = 0.*  De ha mind
járt általánosabban fölteszszük, hogy

* Annak, hogy = 0 természetesen nincs értelme. Ekkor ugyanis 
a legmagasabb együttható .4,, vagy ha ez is eltűnik, A2 s ú. t. és az egyenlet 
nem is n-ed, hanem alacsonyabb fokú.

Kőnig: Analízis. I.

An — An—i = . . • = An—k+1 0 ,

O
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akkor most az egyenlet baloldala:

mely mint szorzat csak úgy lesz 0, hogy vagy xk és tehát x is 0, 
vagy pedig x az

A^"~k + • • • + An-k = 0 
alacsonyabbfokú egyenletnek gyöke.

A nyert tételnek egy fontos részletezése a következő:
Oly egyenletnek, melynek legmagasabb együtthatója az egység, 

többi együtthatója pedig egész szám, raczionális gyöke csak egész 
szám lehet, de törtszám soha.

Ekkor ugyanis q, a raczionális gyök nevezője, az 1-nek tartozik 
osztója lenni; tehát q — 1 vagy —1.

így p. az x“4-5x—(i—0 csak egy raczionális gyöke van: 1; amint 
ez a lehetséges értékek:

± 1, ± 2 , ± 3, ±6 
megvizsgálása mutatja.

A 3z3 4- 5x — 2 = 0 egyenletnek nincs raczionális gyöke. Itt a meg
vizsgálandó számok: +l,+2,+^, + ^.

Végre, hogy a 3-adfokú egyenleteknél lehetséges esetek mindegyike 
föl legyen sorolva, a következő egyenletnek:

12x2 — x — 3 = 0

három raczionális gyöke van: —3, — J , és i.

37. A raczionális gyökök előfordulta algebrai egyenleteknél 
azonban mindig csak kivételes esetnek tekintendő. Foglaljuk össze 
mindig egy sorozatba azon n-edfokú egyenleteket, melyekben min
den együttható, kivéve p. J„_i-et, ugyanaz. Az egy ily sorozatba tar
tozó egyenletek sokasága megegyezik az egész számok sokaságával. 
Mindezen egyenleteknek, minthogy bennük AÍ0 és A n ugyanaz, csak 
néhány meghatározott raczionális szám felelhet meg mint gyök, p.

r1,ri...ri...rk.
De ha e számok valamelyike, p. n gyök, akkor kell, hogy:

Aorj + A^i -f- ' + ... + An—ír, -f- An — 0
legyen, azaz, ha A„ és tehát n sem 0:

. Aor” 4- * 4- •• • + An—a rj 4- An .
An—1 =--------------------------------------------------------- > 
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minden r4~nék megfelel tehát az An—i meghatározott értéke, mely 
azonban ezért még nem egész szám.

Az egyenletek minden ily határtalan sorozatában tehát leg
fölebb fc-nak van raczionális gyöke, a többieknek pedig, melyek ha
tártalan számmal vannak, raczionális gyök nem felelhet meg.

Különös fontosságuk van az xn — R alakú egyenleteknek. 
Ebben az esetben az egyenlet gyökeit az R n-edik gyökeinek 
nevezzük.

Ha R egész szám, az egyenlet raczionális gyöke csak egész 
szám lehet. Ha p. a ily gyök és törzstényezökre bontott alakja 
a = p^' ...pp-, akkor

R = p™' p^t . . . p™r ,

azaz minden /í-ben előforduló törzsszám kitevője n-nel osztható. 
Az ily számokat teljes n-edik hatványoknak nevezzük. így p. ha p 
törzsszám, az xn — p egyenletnek soha sincs raczionális gyöke. Ha 
R, törtszám, p. , hol P és Q relatív törzsszám és A- az xn = R 
egyenlet gyöke, hol a és b-nek szintén nincs közös osztója, akkor 
szükségkép:

an= P 
bn “ Q ’

még pedig mivel an és bn is relatív törzsszám,
an = R, bn = Q,

azaz az R számlálója és nevezője is teljes n-edik hatvány. Ebben az 
esetben magát a törtet is úgy nevezzük és tehát: Az xn = R egyen
letnek nincs raczionális gyöke, ha csak R nem teljes n-edik hatvány.

Átmenet az irraczionális és complex számokhoz.

38. Az algebrai egyenlet megoldása mint számtani művelet 
megegyezik az eddig tárgyalt megfordított műveletekkel, a kivonás
sal és osztással annyiban, hogy abban a számkörben, melyben erede
tileg értelmezzük, nem mindig lehetséges, és ez által a számfogalom 
általánosítására utal. Egy másik tekintetben azonban lényegesen 
különbözik, hogy t. i. míg a kivonás és osztás, ha az illető számkör-

5* 
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ben egyáltalában lehetséges volt, mindig csak egy meghatározott 
számértékhez vezetett, itt, mint a 36. czikk példái mutatják, esetleg 
több számérték is megfelelhet.

Az alapműveletek egyértelműsége (Eindeutigkeit) tehát itt meg
szűnik és helyébe esetleges többértelműség lép. Ennek viszonyai 
azonban természetesen csak akkor lesznek elemezhetők, mikor a 
számfogalom czélszerű általánosítása által sikerült az algebrai egyen
letek megoldásának műveletére is általános érvényű törvényeket 
fölállítani.

Arra nézve, hogy a számfogalom ezen általánosítása mikép 
történjék, alapvető jelentőségű dolog, hogy az algebrai egyenlet 
megoldásánál akkor is, midőn ez raczionális számokban lehetetlen, 
két teljesen különböző esettel van dolgunk.

Az első esetben ugyanis még lehetséges a föladat megközelítő' 
megoldása raczionális számok által. Ez alatt a következőt értjük: 
Legyen rövidség kedvéért az egyenlet többtagúja f(x); ha nincs is 
oly raczionális szám, melyre nézve f(r) = 0, még lehetséges oly r 
raczionális számot meghatározni, hogy

hol ö egy tetszőlegesen választott, bármily kis szám érték, p. 
vagy kJh™, • így történik p. az elemekben az x2 = 2 egyenlet meg
oldása az által, hogy a 2-ből négyzetgyököt vonunk.

A második esetben a raczionális számok a föladatnak még 
megközelítő megoldását sem adhatják. így p. a;2+2, minthogy min
den raczionális szám négyzete pozitív, ha x helyébe bárminő raczio
nális számot teszünk, mindig nagyobb mint 2; az a;2+2= 0 egyenlet 
raczionális számok által megközelítőleg sem oldható meg, azaz ha p. 
csak ő = nincs oly raczionális szám, melyre nézve |x2+2|< .

E két eset egész külön tárgyalást kíván; az első az irraczio
nális számok, a második pedig a complex számok értelmezésé
hez vezet, mely utóbbiak a raczionális és irraczionális számok 
összességével, a valós számokkal szemben ismét általánosabb szám
fogalmak.

A complex szám a legáltalánosabb számfogalom, melyre az 
analízis rendszerének kifejtésénél szükségünk van.

Az algebrai egyenlet megoldásának követelése azonban még 
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nem vezet a legáltalánosabb valós ill. complex szám alakhoz. Mint
hogy azonban ezen utóbbinak tárgyalása bizonyos tekintetben még 
egyszerűbb, mint a specziálisé, czélszerü lesz még, a föladatunkban 
foglalt és a kővetkezőkben elemzendő általános szempontot kifejteni, 
mely egyszersmind a valós és complex szám vizsgálatát egymástól 
elkülöníti.

39. Mindenekelőtt a következő — az egyenletek részletes elmé
letében is fontos — tételt bizonyítjuk.

Bármely egyenletnél:

A^" + + ... + An-ix + A„ = 0

az u helyettesítésének eredménye absolut értékére nézve: 

nagyobb a pozitiv a-nál, ha 

hol M az At, A^... A„ együtthatók absolut értékei közt a legnagyob
bat jelenti.

Ekkor ugyanis mindenesetre; minthogy a legkedvezőtlenebb 
esetben csupa levonás történik:

| Jow"H-241w"-1

mert
hl-i

rn— hl" -1 i»

de végre 

szintén pozitiv, ha |«| a föltételnek megfelelöleg választatott; |„|_i 
már nagyobb mint 1, ha | u | > 1; ha pedig

, M+a
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akkor
M0||m|-(M0| + M)>«

szintén pozitiv; tehát | Aoun + ... + An | valóban az a pozitiv szám
nál is nagyobb.

40. Minden tárgyalandó egyenletben ezentúl a legmagasabb 
együtthatót pozitívnak veszszük, ami, ha esetleg— 1-gyel szorzunk, 
mindig elérhető. A megelőző czikkben bebizonyított tétel alapján 
azon egyenletek, melyeknek raczionális gyökei vannak és azok, me
lyeknek megközelítő megoldása lehetséges, egy közös sajátság által 
jellemezhetők, mely világosság kedvéért először az elsőfokú egyen
leten legyen föltüntetve.

Az elsőfokú egyenlet Ao x + A^ = 0, melynek egyetlen gyöke 
— , a raczionális számokat két osztályba választja szét. Az első ősz-
tályba tartozzék minden r szám, melyre nézve p40r+-4J és |.<40r' +-4J 
is nagyobb egy bizonyos különben szabadon választott pozitiv a 
értéknél, ha r' >r; a második osztályba mindazok, melyekre nézve
ez nem áll. Közvetetlenül látni, hogy az első osztályba tartozó raczio
nális számok, ha — -p az egyenlet gyöke az 
raczionális számok, a másodikba pedig a~/^i

•‘*0 
számok tartoznak.

—A-L-nál nagyobb al°
és az ennél kisebb

Általánosságban az

^0^"+ •41a:n-l+ ... + An = 0 

egyenlet alapján szintén osztályozzuk a raczionális számokat; vala
mely r szám az első osztályba tartozzék, ha

\Aor'^+Aír'n-1+... + An\

egy bizonyos, különben szabadon választott pozitiv a számnál 
nagyobb, mihelyt r' > r; minden más esetben r a második osztályba, 
tartozzék.

Világos, hogy r-rel együtt r', ha nagyobb mint r, szintén első 
osztályú szám; az első osztályú számok tehát mind nagyobbak a 
másodosztályuaknál. Első osztályú szám az előbb bebizonyított 
tétel szerint mindig létezik; minden szám ilyen, mely 1 ia-nál 
nagyobb; ellenben meglehet, hogy kisebb a-nál bizonyos egyenletre 
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nézve másodosztályú szám nincsen; p. ily egyenlet a:2+2 = 0, mert 
akárminö az r, mindig r2+2 nagyobb mint 2. Bizonyos egyenletek 
tehát az a bármely pozitiv értékénél a raczionális számok sokaságát 
két részre osztják, mások nem.

Kimutatjuk, hogy minden egyenlet, melynek raczionális vagy 
megközelítő megoldása lehetséges, a raczionális számok sokaságát 
két részre osztja, bárminő is a pozitív a szám.

Az elsőkre nézve ez világos, mert ha r a gyök, akkor r helyet
tesítése 0-t ad és nem pozitiv számot; tehát r és minden r-nél kisebb 
szám másodosztályú szám, bárhogyan választottuk is az a pozitiv 
számot

Ha megközelítő megoldás lehetséges, úgy van egy r szám, 
melyre nézve

+^^ + ... + ^„1 =
hol e < d, és ő tetszőlegesen, akármily kis pozitiv számnak vehető 
és most az r helyettesítése, az « nál kisebbet ad, hacsak d-t az a-nál 
kisebbnek vettük; p. |«-nak.

Ellenben az oly egyenleteknél, melyeknek nem lehet megközelítő 
megoldását adni raczionális számokban, az a elég kis értékeinél, 
minden raczionális szám első osztályú. Ha t. i. akármily kis a-ra 
nézve lehetne egy számot, r-et meghatározni, hogy

| Aor" + + ... + An | < a,
akkor ez annyit jelentene, hogy ellentétben föltevésünkkel egyenle
tünknek raczionális számok segítségével lehet megközelítő megoldá
sát adni.

41. A raczionális számok sokaságát tehát két osztályba lehet 
szétválasztani, úgy hogy az első osztály bármely száma nagyobb a 
második osztály bármely számánál. Ez legegyszerűbben egy raczio
nális szám r által történik, úgy hogy az első osztályba minden r-nél 
nagyobb szám tartozik, a második osztályba r és minden r-nél kisebb 
szám. De a raczionális számok e szétválasztása úgy is történhetik, 
hogy ily határoló szám nem létezik.

P. az a:2 — 2 = 0 egyenlet segítségével, ha a = 1. Ekkor 
a másodosztályú raczionális számok közt nem lehet többé — úgy 
mint előbb — egy legnagyobbat kijelölni.
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Tegyük föl, hogy r ilyen; mindenesetre r > i; mert A másod
osztályú; továbbá r2— 2 nem lehet 1, mert 3 nem teljes négyzet, 
tehát:

l<r2 — 2 <1.

Most már, ha p. r2 — 2 = 1 — A, hol 0 < A < A > lehet egy x 4
pozitív p számot meghatározni úgy, hogy:

/>2 + 2 Vp <)., 
p. ha

1 X
(> ~ 2 r' '

Ekkor valóban: 

.3 3 1 - 1
4 2 ’

és itt:

1 - 1 x 1
V = ¥ ’ 4 A < 27 ’

és így valóban:
f>*+^ <^A

(r+/>)2 — 2 = r2— 2 + p* + 2/>r< 1 — A + -g- A < 1, 

tehát bárhogy vettük fel r-et, r + p is másodosztályú szám.
E szerint a raczionális számok szétválaszthatok két osztályba 

úgy, hogy minden az első osztályba foglalt szám nagyobb bármely 
a második osztályba tartozó számnál, a nélkül azonban, hogy lehetne 
azért egy r raczionális számot mint oly határt kijelölni, hogy min
den r-nél nagyobb szám az első osztályba tartozik. Hogy e szétvá
lasztás a megelőzőkben egyenlet segítségével történt, az mellékes; 
döntő, hogy ily osztályozás egyáltalában lehetséges. A raczionális 
számok sokaságának e tulajdonsága rezet a valós számok általános 
értelmezéséhez.



MÁSODIK SZAKASZ.

IRRACZIONÁLIS SZÁMOK ÉS HATÁRÉRTÉKEK.

I.

Az irraczionális számok bevezetése.*

* Heine «Die Elemente dér Functionenlehre# czímű értekezésében 
(Crelle, Journal, 74. kötet) találni először közzétéve WEiEESTRASS-nak elő
adásaiban adott alapvető tárgyalásait, valamint a (haliéi) CANTOR-tól szár
mazó, «szabályos# számsorozatok fontos segédeszközét.

Általános értelmezések.

42. Bármely raczionáiis szám r «érték#-ével együtt adva van 
egyszersmind helyzete bármely más raczionáiis számra, jR-re vonat
kozólag, azaz eldönthető, hogy az r R által jellemzett három lehe
tőség közt melyik áll fönn. De megfordítva, ha adva van r-nek hely
zete minden más R-re nézve, akkor természetesen egyszersmind 
adva van az r számértéke

Mikor az utóbbi módon definiálunk raczionáiis számot, tekin
tetbe kell vennünk — nehogy az értelmezés maga ellenmondásokat 
tartalmazzon — hogy az r<R, vagy r>R állítás nem csupán az r 
és R közt állapít meg bizonyos viszonyt, hanem teljesen kifejtve a 
következőket jelenti:

1 .a) Harci?, akkor egyszersmind kisebb, mint minden az 
B-nél nagyobb szám.

1 A) Ha r>R, akkor egyszersmind nagyobb, mint minden az 
.R-nél kisebb szám.

2 .) Ha r<R, vagy r>R (de nem r = R), mindig vannak oly 
számok is, melyek r és R közt feküsznek, azaz e számok egyikénél 
kisebbek, a másiknál pedig nagyobbak.

Ha most már van oly eljárásunk, melynek segítségével bár
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mely szám helyzetét r-re nézve meglehet határozni, úgy ez fölosztja 
a raczionális számok sokaságát két részre, az r-nél nagyobb és az 
r-nél kisebb számok osztályára. Emez osztályozásnál legfölebb egy 
szám maradhat ki, különben az értelmezés még hiányos; mert ha a 
megállapítás p. rx és r2-re nézve hiányzik, akkor hiányzik minden

és r2 közt fekvő számra nézve is. Ha tudnék, hogy r>R és 
p. R>rz , akkor az is ismeretes, hogy r>r2. — Ha az értelmezések 
tehát az előbb kifejtett föltételnek eleget tesznek, akkor az r raczio
nális szám nem lehet más, mint amaz egyedüli szám, melyre nézve 
az értelmezés hiányzik.

így p. a következő megállapítás «Az r szám nagyobb vagy kisebb, 
mint R, a mint %R— 3 pozitiv vagy nem» ellenmondást tartalmaz. Mert 
ha R = ^ , a helyettesítés 0-t ad és így r> 1, ; de ekkor kellene 2.) szerint 
r és ’ közt számoknak lenniök, melyek szintén kisebbek r-nél; de ez nem 
“33 

lehetséges, mert bármely j-nél nagyobb szám + « alakban írható hol « 
pozitiv és minden ily számra «)—3 = 2« pozitiv, tehát minden ily
szám már nagyobb mint r. Hogy az értelmezést kijavítsuk, a 27?— 3 = 0 
esetét ki kell vennünk az r-nél kisebb számok köréből. De ép úgy nem 
tehetjük e számot az r-nél nagyobb számok közé. Az értelmezés csak a 
következő alakban lehetséges; «Az r szám nagyobb vagy kisebb, mint R,~ 
a mint HR— 3 pozitiv vagy negatív.# Most már nem tartalmaz ellenmon
dást, és — a mint kell — egy számra nem ád viszonyt, e szám j és 
így r = | -

Az ily értelmezés, ha adatai teljesek és mind megférnek egy
mással, — mint tüstént látni, a raczionális számokat két osztályba 
sorozza, az r-nél nagyobb és az r-nél kisebb számok osztályába és 
csak egy szám létezik, az r maga, mely egyik osztályba se tartozik.

De ily értelmézés ügy is lehetséges, hogy adatai ellenmondást 
nem tartalmaznak, de egy szám sem marad ki az osztályozásból, 
azaz adataink nem vezetnek egy raczionális r számhoz.

így lesz ez minden osztályozásnál, melyet a megelőző fejezet értel
mében és oly egyenlet segítségével végezünk, melynek raczionális gyöke 
nincs, de még megközelítőleg megoldható.

Igen egyszerű példa a következő: «Legyen r kisebb vagy nagyobb 
mint R, a mint II2 — 2 pozitiv vagy negatív, ha R pozitiv vagy 0; r nagyobb 
mint R, ha R negatív.# E definiczio nem tartalmaz ellenmondást. Ha 
ugyanis 7?2 —2 pozitiv, (R + a)2—2 szintén pozitiv (a alatt pozitiv számot 
értve). Ép úgy, ha R pozitiv és R—a is pozitiv még, akkor A2 —2 nega
tív értékeinél:
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(R — a)2—2 = R2 — 2 — «(^R — «)
is negatív, mert R2 — 2 negatív, a és ÍR — a pozitiv. De itt egy szám sem 
marad ki az osztályozásból, mert oly raczionális szám, melyre nézve r2 — 2 
nem pozitiv, vagy negatív, egyáltalában nincs.

Az ily osztályozása a raczionális számoknak egy új és általáno
sabb szám, a valós szám fogalmához vezet, melyet következőkép 
értelmezhetünk.

A valós szám adva van azáltal, hogy helyzetét minden raczio
nális számra vonatkozólag megadjuk. Ez annyit jelent, hogy ha p. 
A az ily valós szám jele, e számfogalom tulajdonságainak összessége 
abból áll, hogy bármely raczionális számra nézve meg van mondva, 
hogy A >r, vagy A <r. (Ha A=r, akkor a valós szám raczionális.)

A valós számok ezen értelmezése szerint két valós szám A es 
B egyenlő, ha minden raczionális szám, mely A-nál nagyobb vagy 
kisebb, egyszersmind nagyobb vagy kisebb a B-nél. Ekkor ugyanis 
tulajdonságaik összességében megegyeznek.

Az oly valós számot, mely nem raczionális szám, irraczionális 
számnak nevezzük.

így p. az előbb tárgyalt példa a |/ 2 pozitiv értékének nevezett szám 
pontos értelmezését adja.

Nem szóról bővebb magyarázatra, hogy a valós számok bevezetése 
által eleget teszünk ama gyakorlati követelésnek, hogy minden hossznak 
legyen ú. n. mérőszáma, olymódon, hogy a hosszak nagysági viszonya 
mindenkor kifejezést találjon a megfelelő mérőszámok nagysági viszonyá
ban. — A tiszta analízis körén belül a valós számok az egyenletek megol
dásának műveletét teszik általánosságban kivihetővé, azon esetre, ha az 
egyenlet raczionális számokban megközelitöleg megoldható. (A másik eset 
majdan a complex számokra vezet.)

Szabályos számsorozatok.

43. Minden valós szám értelmezése, vagy — a mi evvel össze
esik — a raczionális számok megfelelő osztályozása eredetileg min
den egyes raczionális számra vonatkozólag tartalmaz egy-egy adatot. 
Ezen adatok azonban nem függetlenek egymástól és így első fölada
tunk, ezekből a szükséges és elegendő adatokat kikeresni.

A valós számoknak legjellemzőbb és — mint majd bebizo
nyítjuk — egyszersmind általános értelmezése az ú. n. szabályos 
számsorozatok segítségével történik.
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Legyen
^15 #2 , • • • , • • • &n+k, • • •

a raczionális számoknak sorozata, melynek származási törvénye 
adva van, azaz melyben ha a tagok egészen an-ig adva vannak, an+1 
mindig bizonyos meglévő utasítás alapján képezhető. Világos, hogy 
az n, k számok — a tagok mutatói — mint számlálás eredményei, 
mindig pozitiv egész számok.

Az a-k sorozata szabályos számsorozatot alkot, ha, bármicsoda 
pozitiv szám is d, mindig lehet egy 6-hez tartozó pozitiv egész számot, 
v-t meghatározni, úgy hogy — fln+»|<d, hacsak n>v, bár
minő nem negatív egész szám is k.

Ily szabályos számsorozatok p.
1 1 1 1

’ 1 ’ 3 ’ 4 > ’ • ’ ’ V ’'"

± Á J_ 1
melyeknek származási törvénye az «általános tag», „ , ill. által 

van megadva, melyből minden tagot nyerünk, ha n helyébe egymás

után a közönséges egész számok sorát teszszük. Hogy e sorozatok
szabályosak, kitűnik abból, hogy az elsőre nézve | „ — n 1/-| =i3i()í^/.g

minthogy 1 , mindig kisebb mint 
, az illető föltétel ki van elégítve.

1
n

. Ha tehát 1 < 6 , azaz 
7?

1 , "í K i > 
y, lesz: |a„ —a^^d.

Minden ú. n. végtelen tizedes tört ily . zabályos számsorozat 
rövidített alakjának tekinthető, melyből annyi tagot tudunk kiírni, 
a hány számjel ismeretes a tizedes törtből. így p. 1’41421 . ..-bői a 
következő sorozat lesz

1’4, 1’41, 1-414, 1-4142, 1’41421,...
melyet akármennyire folytathatunk a tizedes törtei együtt, (mint p. 
a négyzetgyök meghatározására szolgáló elemi eljárásnál.) Hogy 
minden végtelen tizedes töi-t szabályos számsorozatot ad, onnét követ
kezik, hogy most an alatt értve azt a véges tizedes törtet, melyet

1 1
A másodiknál

még < 1 . Tehát itt is, ha n >

1 _ 1
— qn qn+k < > és annál inkább 
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az első n deczimális hely megtartása által nyerünk, |«H — an+ft| 
oly tizedes tört, melyben az első n helyen csupa 0 áll és azután 
még 1c hely van, akárminő számokkal betöltve; tehát

| an — Cln+k | < ,

és ez ismét kisebb lesz mint d, ha csak n > 4-, mert -4— < 1 .
d 10" «

Ha v és d összetartozó értékek, azaz |av — a^+k | < d, /ügyet
lenül a k-tól, akkor minden a„ után következő’ tagja a sorozatnak 
a? — d és a-, + d közt fekszik. Ha ugyanis volna:

av+k = a^— d-—s vagy a^+k = öv + d + s, 

hol s zérus vagy pozitív szám, akkor | av — a^+k | = d + s lenne és 
ez a föltevéssel ellentétben nem < d.

44. A szabályos számsorozatok értelmezése még a következő, 
alaki tekintetben általánosabb módon is fogalmazható :

Az a-k sorozata szabályos számsorozatot alkot, ha bármicsoda 
pozitív szám is e, mindig lehet egy s-hez tartozó pozitív egész számot 
^-t meghatározni, úgy hogy |an+í — «n+fc|<s> ha csak n >v, bár
minő nem negatív számok is.k és l.

Ha | an — an+k | < d a k minden értékénél, hacsak n>v, akkor

| Un+l a,i+k | < -O

mert mind a két szám an— d és an + d közt fekszik; ha tehát a 
tetszőlegesen választható d jeléül az e-nal együtt szintén tetszőleges 
i e-et veszszük, a föltétel új alakját nyerjük.

Valamely számsorozat vizsgálatánál előnyösebb lesz a föltétel 
eredeti alakja; elméleti tárgyalásoknál ellenben a második alak 
mint általánosabb fog jobb szolgálatot tenni. (Ha l = 0, az első 
alakot nyerjük belőle.)

Ha valamely szabályos számsorozatban minden pozitív szám
hoz, d-hoz, lehet egy egész számú n-et kijelölni, úgy, hogy:

|«n+í:|<d

' bármicsoda nem negatív egész szám is k, akkor a sorozat számairól 
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azt mondjuk, hogy minden határon túl kisebbednek, azaz bál-micsoda 
(kis) szám is d, a sorozat tagjainak absolut értékei egy bizonyos 
helytől kezdve ennél is kisebbek.

Minden szabályos sorozatban, melynek tagjai nem kisebbednek 
minden határon túl, a tagok előjele egy bizonyos an-től kezdve 
ugyanaz marad.

Ha an+k és an+i ellenkező előjelűek, akkor
|a»i+k—ön+íl = |fin+fc| +|«n+í|

csak úgy lehet e-nál kisebb, ha |aM+k| és |an+l| külön-külön kiseb
bek s-nál. Ha tehát már an úgy választatott, hogy | an+k — ün+i | < e 
és bármely an+k után következik egy ellenkező előjelű an+i, akkor 
kell, hogy, bárminő nem negatív egész szám is k, mindig |aB+fc|<s 
legyen, tehát a sorozat számai minden határon túl kisebbednek.

Közvetetlenül világos ebből, hogy:
Ha valamely szabályos számsorozatban, bármily nagy is n, 

az an után még mindig találkoznak különböző előjelű számok, a 
számsorozat tagjainak absolut értéke minden határon túl kisebbedik.

Továbbá:
Minden szabályos számsorozatban, ha tagjainak absolut értéke 

nem kisebbedik minden határon túl, az összes tagok egy bizonyos av-n 
túl két pozitív vagy két negatív szám között feküsznek.

Ha v és 6 összetartozó számok, akkor az | a^+i— a?+k | < d-ból 
— ép úgy mint előbb — az is következik, hogy a^+i az a-,+k — ő és 

közt fekszik, bárminő nem negatív egész számok is k és l. 
Hogy e két kifejezés mindig ellenkező előjelű legyen, csak úgy lehet
séges, ha szorzatuk a^ k — d2 mindig negatív, vagyis minden i-ra:

| a^k | < ö.

de ekkor a sorozat tagjainak absolut értéke minden határon túl ki
sebbedik.

Végre még jegyezzük meg, hogy, ha alt ai}...an... szabályos 
számsorozat és r bármely raczionális szám, akkor

at — r, a* — r, ..., an — r,... 
r — üi, r — ait... ,r — an>...

szintén szabályos számsorozatok, a mi közvetetlenül abból foly, hogy: 

|an — r—(an+k—r)| = |r — an — (r — «n+i)| = |an+k —an|.
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45. Valamely számsorozat szabályos voltát a legegyszerűbb 
esetekben a kővetkező ismertető jelek mutatják.

Ha az aA, a^, ... an.. ■ sorozatban egy bizonyos n-töl kezdve 
mindig an+i an, de e mellett bármely an után következő a„+k 
kisebb egy bizonyos H számnál, a számsorozat szabályos. ellen
kező föltevés ugyanis azt mondja, hogy egy bizonyos pozitiv d-ra 
nézve |űm+^— a„ |, vagyis most an+k— an nem marad mindig kisebb 
mint d, akármily nagynak veszszük is n-t. Tehát van egy an,, 
úgy hogy:

Un, > ön + d ;

de ekkor an, után van ismét egy an2, melyre nézve:

an. > ani + d,

Ilymódon akárhány an, , an2)... anr számot határozhatunk meg, 
úgy hogy végre még:

Ön, > Un^ + d.

Az egyenlőtlenségek összecsatolása által lesz:

anr > ön + rd.

De a d adott pozitiv szám, r tetszőleges pozitiv egész szám és ha ezt 
úgy veszszük, hogy:

akkor anr > H, a mi a föltevéssel ellenkezik. A tétel úgy is fejez
hető ki, hogy:

Soha nem kisebbedő számok sorozata vagy szabályos, vagy 
pedig számai bármely adott számnál is nagyobbak lesznek.

Ebből foly továbbá:
Ha az aA, a%,...aH... sorozatban egy bizonyos n-töl kezdve 

mindig an+t^an, de e mellett bármely ak után következő an+k 
nagyobb egy bizonyos G számnál, a számsorozat szabályos. Ekkor 
ugyanis

G — öj , G — ad ,..., G — an, • ••

az előbbi tétel értelmében szabályos sorozat; mert G—an+i>G—an 
és G— an+k kisebb, mint 0. De a megelőző czikk végén adott tétel 
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szerint ekkor azon sorozat is szabályos, melynek általános tagja:

G— (G— Cin) = ttn-

A tétel még a kővetkező alakban is fogalmazható :
Soha nem nagyobbodó számok sorozata vagy szabályos, vagy 

pedig számai bármely adott számnál is kisebbek lesznek.
Ez természetesen úgy értendő, hogy bármely adott negativ 

számnál is kisebbek lesznek, azaz a számok absolut értékei, ha a 
számsorozat nem szabályos, ép úgy, mint előbb bármely számnál na
gyobbak lesznek.

A valós számok és a szabályos számsorozatok kapcsolata.

46. Az , a^,... an... szabályos számsorozat a következő 
módon határoz meg egy bizonyos, a «hozzá tartozón A valós 
számot:

Az A szám nagyobb vagy kisebb valamely r raczionális szám
nál, ha az

Ui — r, 0% — r,... an — r,...

sorozat minden tagja egy — különben tetszőleges — n-edik tagtól 
kezdve pozitiv vagy negativ és|an— r| egy meghatározott pozitiv 
számnál nagyobb marad.

Az A ezen értelmezésénél azonban még bebizonyítandó, hogy 
előbbi tárgyalásaink értelmében (42. czikk) teljes és nem foglal ma
gában ellenmondásokat.

Könnyű látni, hogy ha A > r és r > r', egyszersmind A > r'; 
mert ha egy bizonyos n-töl kezdve a« — r pozitiv, an— r+ (r— r') 
szintén pozitiv és nagyobb mint a„ — r. Epén ngy világos, hogy ha 
A < r és r <r', egyszersmind A < r'.

Az értelmezés legfölebb egy raczionális számra nem alkal
mazható, t. i. midőn, bármicsoda pozitiv szám is d,

| an+k — r | < d
egy bizonyos, különben tetszőleges n-re nézve. De ez az eset leg
fölebb egy raczionális számnál fordulhat elő. Ha ugyanis egyszer
smind volna:

| an+k f | < d,
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hol r az r'-töl különböző szám és így különbségük szintén egy bizo
nyos meghatározott raczionális szám, akkor lenne

|(a«+* — r) — (an+k — r')| < 9A,

de ha a tetszőleges d-t például - , ' ’-nek veszszük, e szerint 

|r — r' | < | r — r' | volna, a mi absurdum.
Legfölcbb egy r szám van tehát, melyre nézve n választása 

által jan+k—r| < d tehető ; ha ily szám létezik, A nem más mint e 
raczionális érték. (Lásd az egyenlőség definiczióját 42. végén). Mert 
minden más r' szám kisebb vagy nagyobb az M-nál, a mint kisebb 
vagy nagyobb az r-nél. Ha ugyanis r' > r, akkor

an+k — i'1 — an+k — r + r — r'
negatív lesz, mert |aB+k— r | a tetszőleges d-nál kisebbé tehető, és 
így ha pozitív is, az összegnek előjelét, mely r— /-el negatív, nem 
változtathatja meg. Hasonlókép a másik esetben.

Ha ily r szám nincsen, az a-sorozat a raczionális számok 
sorában elő nem forduló, tehát irraczionális számot értelmez.

47. Két szabályos számsorozat:

> 0% , • • • > Un > • • • 
b\ , b^ ,. . . , bn , • • •

akkor és csak akkor értelmezi ugyanazt az A számot, ha bármicsoda 
pozitív szám is d, lehet egy n-et kijelölni, úgy, hogy:

| U n+k — bn+k | <~ o, 
bárminő nem negatív egész szám is k. Mert hap. an+k— r egy bizo
nyos n-től kezdve mindig egyenlő előjelű és |an+k — r\> G, akkor 

bn+k — r = a„+k — r + (bn+k — an+k),

és ha csak n-et oly nagynak veszszük, hogy|«n+fc— bn+k l<£G, 
a bn+k — r ugyanoly előjelű lesz, mint an+k— r és | bn+k — rl 
nagyobb lesz mint ^G. Tehát az r szám, hacsak maga nem felel 
meg az a-sorozatnak, ugyanoly módon lesz elhelyezve az a és b 
sorozatok által értelmezett valós számokra vonatkozólag.

Csak az az eset marad fönn, mikor nem lesz egy bizonyos
Kőnig: Analízis. I. 6 
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n-re nézve !«»+a- — ’'| > G, a mi minthogy szabályos számsorozat
tal van dolgunk, csak akkor történhetik, ha az n valamely értékére 
nézve:

|«n+ft — r| < J,
vagyis az a-sorozatnak megfelelő valós szám r. De ekkor a ó-soro
zatnak is r felel meg. Mert:

l^n+k — í‘| = — On+k■ + (dn+k— r)|
és így:

|^n+/t — í’| < |ftn+fc— ün+k | + |a»+*' — <’|

De n úgy választható, hogy

| bn+k dn+k | < ^0 , | dn+k k | < □ o , 

és ekkor tehát az n kellő megállapításánál egyszersmind:

I bn+k— r|<d.
Megfordítva, ha minden raczionális számra nézve, legfölebb 

egynek kivételével, egy bizonyos n-töl kezdve an^—r és bn^— r 
egyenlő előjelű, akkor nem lehetséges, hogy több mint egy r az 
an+k és bn+k közt feküdjék, de ha an+k— bn+k=ó akkor p. 
bn+k+id, bn+k + j d két ily szám volna; kell tehát, hogy az n kellő 
választása által

| dn+k bn+k | < 0 

valóban mindig elérhető legyen.
Legyen ői, .. őn... oly számsorozat, melyre nézve az n 

kellő választása után |dw+i|<d, hol d tetszőlegesen választott pozi
tív szám, a k pedig nem negatív egész szám. Akkor a nyert eredmény 
így is fogalmazható:

Ha az A szám értelmezésére szolgáló valamelyik számsorozat 
, ai}... an..akkor az összes A értelmezésére szolgáló sorozatok:

a^ + ói, a* + d%,..., a,, + őn,...

ha t. i. a b-k bárminő az előbbi megállapításnak megfelelőleg válasz
tott számok. Ebből foly még:

Hogy ha az A szám értelmezésére szolgáló

at a^... an ...
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sorozatból egy tetszőleges határtalan sorozatot:

ar,, ar,... ürn,...

kiválasztunk, hol t. i. rt r^... rn nagyobbodó pozitiv egész számok 
sorozata, akkor ez utóbbi számsorozat ugyancsak az A számot értel
mezi. Egyszerűen mert aTn nem más mint egy an+k hol k pozitiv 
egész szám. Es így, valóban egy bizonyos n-töl kezdve | an—arJ<d, 
bármicsoda pozitiv szám is 6.

Egy raczionális szám, r legegyszerűbben azon számsorozat 
által lesz értelmezhető, melynek minden tagja r, és így az összes r 
értelmezésére szolgáló számsorozatok:

r + dj, r + , ..., r + dn,...

Ha r = 0, még különösen kiemelendő eredmény gyanánt 
nyerjük, hogy minden az előbbi megállapításoknak megfelelő

dj , dg ,..., on ...
sorozat a 0-t értelmezi.

48. Minden valós szám szabályos számsorozat által értelmez
hető; azaz bármikép történjék is az A valós szám értelmezése, min
dig képezhetünk oly szabályos sorozatot, melynek használata az 
eredeti értelmezés adatait teljesen pótolja, és melynek segítségével 
bármely racionális számra nézve meghatározhatjuk A helyzetét.

Mindenek előtt kikeresünk két egész számot, g-t és h-t, me
lyekre nézve g < A < h; az egész számok sorában 7-töl A-ig legyen 

az utolsó, mely nem nagyobb i-nál; úgy hogy

Ko < A , Ji0 -f-1 > A.

Azután egy tetszőleges 1-nél nagyobb egész számot X-et vá
lasztva, a

Ka A" Aj, A-f- 1 A„ A+ 2 (Aj, 4- 1) A
A ’ A ’ A ’ •' • A

számok sorából kiválasztjuk ismét az utolsót, mely nem nagyobb 
M-nál, legyen ez , úgy hogy:

A

6*
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Ismételjük ezt az eljárást a következő számokon :

K.X K.X + 1 K, X+ 2 (K. + 1)A
X3 ’ X3 ’ X3 X3

ezek között megállapítjuk a y2 számot úgy, hogy:

Ezen eljárást akárhányszor ismételjük, úgy hogy általánosság
ban egy Kn egész számot nyerünk melyre nézve

K„ + 1

Ez által két számsorozatot nyerünk:

Ka,

-^o + 1 ,

Ki
X

K, 
X3

Kn± 1 
Xn

Ki+ 1 
X

Ki + 1
A?

(1.)

(2.)

melyek a 45. czikk értelmében szabályosak, mert az első sorozat 
számai soha nem kisebbednek és mindig kisebbek K0+1-nél, a 
második sorozat számai soha nem nagyobbodnak és mindig nagyob
bak K0-nál. De a két sorozat ugyanazt a számot értelmezi, mert

Kn + 1  Kn
“a” .y"

vagyis kisebb lesz a tetszőlegesen választott d-nál, ha p. egysze- 
rüen n > <, mert v- < —. Legyen e szám K.ö Xn n k

Ha ugyanis egy bizonyos n-töl kezdve — r pozitiv és egy 
bizonyos 7 számnál nagyobb, azaz r < K, akkor r < és így egy- 

K I 1szersmind r < A; ha megfordítva —n^n------ r negativ és egy bizo
nyos h számnál kisebb, azaz r > K, akkor r > és jgy egy
szersmind r > A. A K szám tehát nem más, mint A, és így a tet
szőlegesen értelmezett valós szám A egyszersmind adva van az (1.) 
vagy (2.) sorozat által.

Midőn az A maga is raczionális szám, R, akkor:
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és Így
Kn
Xn

es Kn 4- 1 
~~A”~ B

kisebb mint Xn (vagy legfölebb evvel egyenlő), tehát a tetszőleges 
d-nál kisebb, ha n > ~ •o

Az (1.) sorozat az irraczionális számnak különösen fontos értel
mezési alakja. Az áttérés -töl a reá következő tagra -re az
által történik, hogy a

KnX Kn + 1 Kn X-[-X

számok sorából kikeressük azt, mely még nem nagyobb A-nál; az 
utolsó ez soha nem lehet, mert ez már nagyobb volt A-nál.
E szerint

Kn+i Kn __ ®n+l

hol ®n+i csak ezen egész számok egyike lehet: 0,1,2,... X— I. 
Ha ezt n = 1, 2,.. .-re alkalmazzuk, sorozatunk tagjai lesznek:

Xo, Ko + , Ko + ...

és általánosságban

— = Ka+ E1 + + ... + (®i=0, 1,2,... A—1)
Xn 0T x T T ^,-1 V í

Ha A = 10, ez nem más, mint azon alak, melyet röviden 
végtelen tizedes törtnek szokás nevezni és melyet már az elemekben 
az iiTaczionális számok ábrázolására használnak. Ha 10 helyett tet
szőleges egész számot használunk, p. A-et, ezen alapra vonatko
zólag a deczimális törteknek analógjait lehet képezni; és ezeknek 
általános alakja épen az, a melyet most nyertünk.

Különösen fontos még az X = 2 esete, a binar számrendszeré, 
mely azért lesz' különösen egyszerű, mert minden íK csak 0 vagy 
1 lehet.



8fi IRRACZIONÁLIS SZÁMOK ÉS HATÁRÉRTÉKEK.

E szerint e kijelentés A = 1'41421..., annyit jelent, hogy:

1 < A < 2, 1-4 < A < 1-5 , 1-41 < A < 1-42 , 1-414 < A < 1-415 ,

1-4142 < A < 1-4143, s ú. t.

II.

A valós számok alaptulajdonságai. Határértékek.

Alapműveletek valós számokon.

49. Midőn valamely valós szám A adva van a hozzátartozó

a i, a#, • • • cin • • • 
számsorozat által, ezen értelmezés teljesen független a számsorozat 
akárhány első tagjának értékétől. Mert ha p. az első r szám helyébe 
az egészen tetszőleges b^, bj,... br számokat teszszük, a többit pedig 
meghagyunk, akkor az új sorozat:

b\, b^, •. ., br , ílr-t-l i • • • , dn ,.. .

ugyanazt a számot adja, mert ha csak n>r a megfelelő tagok- 
különbsége 0, tehát egy tetszőlegesen választott pozitív számnál 
kisebb. (47. ez).

Az A szám értéke tehát a sorozatnak csak tetszőlegesen későn 
következő tagjaitól függ vagyis az an értékeitől, ha n már nagyobb 
egy tetszőleges számnál. Az at, at... an • .. számsorozathoz tartozó 
számot ennek megfelelöleg lim. a„-nel jelöljük, hol — ha szüksé
ges — még kijelentjük külön, hogy n azon szám, mely a számsoro
zat tagjait adja, ha helyébe egymásután a pozitív egész számok 
sorát teszszük. E szerint azt, hogy A az a*... an ... sorozat által 
értelmezett szám ezentúl így írjuk:

A = lim. an (n = 1 , á,.. .k ,k + 1 ...)
vagy röviden csak A — lim. an . Az n re vonatkozó külön kijelentés 
csak később lesz fontos, midőn majd a lim. jelnek általánosítása 
történik. Ezt majd úgy mondjuk, hogy A az «,t-nek limese, határér
téke, mely kifejezés-mód jogosult volta mostani tárgyalásainkból 
majd önként kiviláglik.

A lim. an jel használata természetesen föltételezi, hogy ez 
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valami valós számot jelent; különben a jelnek az eddigiek alapján 
nincs értelme. Erre természetesen szükséges és elegendő, hogy az 
an által megadott számsorozat szabályos legyen. Ezt ezentúl röviden 
úgy mondjuk, hogy On-nek van határértéke és csak akkor használ
ható egyszersmind a lim. an jel.

Úgy mint edd'g, a Ő, s, valamint a ő, y görög betűket tetsző
legesen választható pozitív raczionáiis számok jelzésére akarjuk hasz
nálni, hol mindenkor a fontos az, hogy ezek tetszőlegesen kicsiny 
számok is lehetnek. Ugyané betűk, mutatókkal ellátva, pedig min
denkor oly számsorozat tagjait jelentsék, melyeknek ha csak e 
mutatót elég nagynak veszszük, absolut értékei tetszőlegesen kis 
számnál, tehát d-nál is kisebbek lesznek; úgy hogy p.

| őn+k|<d

egy bizonyos n-re és tetszőleges nem negatív egész k-rn nézve, bár
minő kis pozitív szám is ő. Mostani jelzésünkben :

lim. őn - 0,

mert a dj, ő%,... őn,... számsorozat .ekkor a O-ra vezet.
Hogy az aA a^... an... számsorozatnak van határértéke, e 

szerint úgy is fejezhető ki, hogy lim. (an+k — an) = 0 •
Ekkor a következő egyszerű tételeket nyerjük, melyeket foly

tonos alkalmazásuk miatt jó itt összeállítani.
Ha lim. an=A, egy tetszőleges valós számmal és lim. őn=0, 

akkor;
lim. (a, + dn) = lim. an — A (1.)

lim. (an őn) = 0. (2.)

Az első egyenlet nem más, mint a 47. czikkben tárgyalt tétel új 
fogalmazása. Egy specziális esete legyen még külön kiemelve, mely 
szerint:

lim. (d„ + e„) = 0. 
és ebből ismét:

lim. (an + őn + en) = lim. an s ú. t. (3.)

A második egyenlet bebizonyítására megjegyezzük, hogy an 
egy szabályos számsorozat általános tagja; tehát egy bizonyos íl-töl 
kezdve | an+k | < H, hol H egy bizonyos meghatározott pozitív szám.
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Ugyancsak egy bizonyos n-töl kezdve |dn+k|<d. Ha tehát az n-et 
oly nagynak veszszük, hogy mind a két egyenlőtlenség fönnálljon és 
a d választása úgy történt, hogy p. d< , akkor egyszersmind;

| (In d„ | < S ,

a mi a (2.) egyenlettel teljesen egyértelmű. Ennek is specziális esete : 

lim. (dnen) = 0.
Ha lim. an = A, egy a O-tól különböző különben tetszőleges 

valós szám és lim. dn = 0, akkor:

lim. = 0.
\ an /

Ekkor ugyanis egyszersmind egy bizonyos n-töl kezdve | «n+k| > G , 
hol G egy bizonyos meghatározott pozitív szám, valamint | őn+k | < d. 
Ha tehát n-et oly nagynak veszszük, hogy mind a két egyenlőtlen
ség fönnálljon. és a d választása úgy történik, hogy p. d < Ge akkor 
egyszersmind । és

I .---- I < an I 
a mi tételünk kifejezése.

50. Valós számok összegét és szorzatát az eddigiek csak arra 
az esetre értelmezik, midőn mind a két összeadandó vagy szorzó 
raczionális. Az általános értelmezés szabad választása tehát csak 
azon föltételnek van alávetve, hogy raczionális számok esetére az 
eddigi eredményeket adja. Az ellenkező esetben a bevezetendő mű
veletek nem volnának az összeadás, illetőleg szorzás általánosításai. 
E szerint ha lim. an és lim. bH két valós szám, összegük és szorza
tuk adva legyen a következők által:

lim. an + lim. bn = lim. (an + bn) (I.)

lim. un lim. bn = lim. (a„ bn) (II.)

Először is bebizonyítandó, hogy a jobboldalon (valós) számok 
jelei állanak, azaz hogy an + bn és an bn-wk. van határértéke. A föl
tétel szerint van oly n, melyre nézve

— I^n-I-A' ®n|<~d , |bn+fr
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ha tehát d-t és e-t kisebbnek veszszük p. $-nál akkor :

| (dn+k + bn+k) — (dn + bn) | < | dn+k — dn | + | bn+k — bnj<^ 

a mi an + bn-re nézve a határérték létezését bizonyítja.

ügyanily módon látni, miután

dn+k bn+k dn bn = (dn+k dn) (bn+k bn) 4" dn (bn+k bn) 4"

A~bn (dn+k — dn), 
hogy:

lim. (an+k blt+k — dn bn) = 0,

mert a megelőző czikk tételeinek értelmében lim. (an+k — dn) = 0, 
lim. (bn+k — b7l) = 0; ez pedig annyit mond, hogy an bn-nek is van 
határéidéke.

Kimutatandó még másodsorban, hogy az A és B összegének, 
illetőleg szorzatának, értelmezése független az A és B jellemzésének 
alaki különbségeitől. Ha A = lim. an és B = lim. bn, az összeg 
és szorzat értékének nem szabad változnia, ha ezek helyett az A és 
B bármely alakját azaz lim. (an 4~ dn) és lim. (b„ 4~ s«)-t használ
juk. Ezekre nézve az I. és II. szerint lesz:

lim. (an 4- d„) 4- lim. (bn 4r £») = Hm. (an 4- bn 4- d„ 4- sn)

= lim. (dn 4- bn) 
és:

Hm. (an 4- d„) lim. (bn 4~ sn) = Hm. (a„ bn 4- dn en 4- bn ön +dH sn) 

= lim. (an bn).

Végre harmadszor, ha A és B raczionális számok, tehát 
dn — H 4" dn , bn = 4- Sn akkor valóban:

^4-^ = Hm. (r^dn) 4- lim. (?24-£«) = Hm. (r14-r24-dn4-£n) =
= lim. (r, 4-?2) = r, +r^,

= lim. (r^dn) Hm. (r24-sn) =

= lim. (rt r2 4* ri sn 4~ ^n 4~ dn en) =
= Hm. (r, rt) = .
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51. Az A—B különbség, vagyis azon szám, mely B-hez 
hozzáadva, A-t adja, most szintén általánosságban képezhető. Lesz:

lim. an — lim. bH = lim. (an — bn).

Hogy először is lim. (an— bn) számot jelent, azaz hogy an— 6n-nek 
van határértéke, ismét abból következik, hogy mindenesetre lehet 
egy n-et meghatározni úgy, hogy:

| dn+k Qn|<~ 0 > |bn+k bn|<S,

és ha most d-t és s-t kisebbnek veszszük | jy-nál, akkor ismét:

| (dn+k bn+k) (dn bn) | < | dn+k dn\ 4* | bn+k bn | < jy .

Hogy lim. (an — bn) és lim. b„ összege valóban lim. an, az 
összeadás értelmezéséből világos.

A kivonás a valós számok körében is egyértelmű művelet, azaz 
mindig egy és csak egy számhoz vezet. Mert ha p. volna

lim. an + lim. xn = lim. bn
lim. aM + lim. yn = lim. b„

akkor ebből következnék, hogy :

lim. an + lim. xn = lim. an 4* lim. yn , 
azaz:

lim. (an + xn) = lim. (a„ + yn), 

a mi csak úgy lehetséges, ha egy bizonyos n-re nézve:

| (an+k + xn+k) — (dn+k + yn+k) | = | Xn+k — yn+k | < Ö, 

de ekkor lim. xn = lim. yn.

52. A j hányados, vagyis azon szám képezése, mely .4-val 
szorozva B-t adja, most szintén általánosságban végezhető, kivéve, 
ha A = 0. Ebben az esetben minden szám, 0-sal szorozva, 0-t ad 
[49. ez. (2.) és 50. ez. (H.)] és így ez az eset itt épen úgy kizárandó 
mint előbb. Ha tehát A nem 0, lesz:

liin. bn _ j-m bn
lim. an ’ an
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Hogy először is -nek van határértéke, ismét abból követ
kezik, hogy egy bizonyos n-re nézve:

| dn+k — dn | <' 0 > | bn+k | £ >

és azonkívül most, minthogy lim. an nem 0, még : 

| dn+k | > G , 
hol G egy meghatározott pozitiv (raczionális) szám. 

Ennek következtében

• I bn+k bn I _  \an bn+k — bn an+k] | an bn+k — bn an+k | .
| an+k an | |«» + /c ||«n| G‘

de ezenkívül:
| Un+k\<H,\bn+k\<H' 

és így:

| dn bn+k bn íln+fc| = | dn(bn+k bn) bn(dn+k Un) | <~ O.

Ha most már d-t és e-t úgy választjuk, hogy

Hs + H'Ő<G^

(p. e < , o < 7 ,), akkor valóban :

I bn+k  bn I 
| an+k On |

Hogy azután lim. és hm. an szorzata valóban lim. bn, a 
szorzás értelmezéséből világos.

Az osztás végre a valós számok körében is, természetesen 
ha az osztó nem 0, egyértelmű művelet, azaz mindig egy és csak egy 
számhoz vezet. Mert ha p. volna :

lim. an lim. xn = lim. bn, 

lim. an lim. yn = lim. bn, 

akkor ebből következnék:

azaz :
lim. an lim. xn = lim. an lim. yn 

lim. (anxn) = lim. (an yn), 
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a mi csak úgy lehetséges, hogy egy bizonyos w-re
| Un+k ^n+k Qn+k yn+k | < 0 ,

| (ln+k | |^n+i ?/n+k| ° >

és minthogy | an+k | > Gr ,
I I ö| ^n+k yn+k | < q >

vagyis ha d-t G^-nak veszszük, kisebb a tetszőleges ^-nál, azaz 
lim. xn = lim. yn.

53. Minden valós szám (a 0 kivételével) vagy pozitív vagy 
negatív, a mint O-nál nagyobb vagy kisebb. A mint lim. an pozitiv 
vagy negatív, egy bizonyos n-töl kezdve an+k is mindig pozitiv vagy 
negatív. (46. ez.)

Az A szám ismét nagyobb B-nél, egyenlő B-vel, vagy kisebb 
a B-nél:

A>B, A = B , A<B ,

a mint az A — B különbség pozitiv, 0, vagy negatív.
Azon esetre, midőn B raczionális szám, e definiczió a régivel 

megegyezik és így ennek jogos áltálánosítása. Ekkor ugyanis a B 
oly számsorozat által értelmezhető, melynek minden tagja egyenlő 
r-rel és ebből látni, hogy az illető föltételek ugyanazok, mint előbb.

Az A = B állítások részletes értelme most is ugyanaz marad, 
mint raczionális számoknál. (4á. ez.)

Ha A = lim. an, akkor a szorzási tétel értelmében 
—A = lim. (—an). Az A absolut értéke, |M| alatt ismét az A —0 
és 0 — A különbségek közül azt értjük, a mely pozitiv és most is

M + B|<MI+|B|
t. i. ha nem egyenlő evvel, akkor ez 11A | — | B11.

Ha A = lim. an, akkor, ha am egy bizonyos meghatározott 
tagia a számsorozatnak

-4 — am = lim. (an — ,

minthogy pedig n oly nagynak vehető, hogy |a„+fc— an| egy tet
szőlegesen választott d-nál kisebb, lehet az m-ot oly nagynak 
venni, hogy A — am+k bármily szabadon választott kis értéknél 
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is kisebb. Ha csak elég messze haladunk az an raczionális számok 
sorában, ezek tetszőlegesen megközelíthetik az A számot azonban a 
nélkül, hogy e számmal egyenlők lehetnének, ha A irraczionális. 
Az A = lim. an ily módon valóban ez an számoknak (a raczioná
lis számok sorában nem mindig elérhető) határa. A megközelítés 
pontossága a d szám által van adva.

Az A , B számok megközelítései am, bn úgy vehetők, hogy az 
A + B , A — B , AB és (ha B nem 0) -g- tetszőleges pontos meg
közelítésben adva legyenek am + bn , am-—bn, ambn , által.

Ha ugyanis m-et és n-A oly nagynak veszszük, hogy

| A am | < ^ o , | B bn | < & o
egyszersmind

| A ± B — (am ± bn) | < d.
Továbbá:

AB — Hm bn = (A am) (B brí) -|- űm(B bn) H- bn(A Um) , 

hol még egy bizonyos m, illetőleg n-töl kezdve:

\am\<H,\bn\<H'.

és végre H és H' az 1 -nél nagyobbnak vehetők.
Ha tehát y < 1, és am, bn-i úgy választjuk, hogy:

I — am | < , | B — bn | < ,

akkor | AB — am bn | < y.
Végre ha lim. bn nemO, ugyancsak az osztásnál (52.cz.) 

végzett számítások értelmében m-et és n-t úgy is lehet választani, 
h°gy |4—

Numerikus számításoknál az irraczionális számok helyébe a 
megközelítő (raczionális) értékeket teszszük és ez által az eredmény 
helyett is ennek megközelítését nyerjük. E megközelítés pontossága 
tetszőlegesen fokozható, úgy hogy a tapasztalati adatokat (melyek
nél minden mérés szintén csak megközelítő eredményt ad) teljesen 
kifejezheti.
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Határértékek általános értelmezése.

54. A határértékeknek utoljára kifejtett tulajdonságai alapján 
a határértékek értelmezése átvihető azon általánosabb esetre is, 
midőn az alapul szolgáló számsorozat tagjai: a^ a%,... an... többé 
nem raczionális, hanem tetszőleges valós számok.

Az , a*... an... tetszőleges valós számok sorozatának vagy 
az an kifejezésnek határértéke alatt, midőn n a pozitív egész számok 
során keresztül minden határon túl növekszik, az oly A számot ért
jük, melyre nézve, bármicsoda pozitív szám is ő, lehet egy (póz. eg.) 
n-ct úgy meghatározni, hogy

|«n+fc—AI<0, (1.)
bármicsoda nem negativ egész szám is k.

A föltétel arra, hogy ily határérték létezzék, kifejezhető függet
lenül a határ értékétől. Ekkor ugyanis kell, hogy lehessen egy n-fA 
úgy meghatározni, hogy:

| an+k — an+i | < -g, (2.)

hol ismét tetszőleges pozitiv szám, k és l pedig tetszőleges nem' 
negativ egész számok.

Ha ugyanis n-A úgy határozzuk meg, hogy | an+k — A | < 
akkor egyszersmind |«n+j — Aj<lg, és a kettőből az előbb fölírt 
egyenlőtlenség is következik. Ennek csak látszólag specziális esete:

| an+k an | < £ ,

mert ebből ismét az előbbi alakra térhetünk át.
Az , a^,... an... számsorozatot, mely most nem áll raczio

nális, hanem tetszőleges valós számokból, ismét szabályosnak nevez
zük, ha a (2.) által kifejezett föltételnek eleget tesz; és így csak 
szabályos számsorozatoknak van határértékük.

Megfordítva minden szabályos számsorozatnak van meghatá
rozott határértéke, azaz van egy — és csak egy — A szám, mely
nek jele ismét lim. «n, és mely az (1.) által adott sajátságot 
mutatja.

Legyen ugyanis d2... dn, • • • a raczionális számok egy 
folyton kisebbedő sorozata, melyre nézve lim. őn = 0.
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Akkor a megelőző czikk értelmében lehet minden «„-hez egy 
an raczionális számot meghatározni úgy, hogy

| an an | < on •
Hasonlóképen következik, hogy:

| an+k On+k | < ön+k < .

E szerint továbbá:
| (an+k a A (an+k an) | 'Aa n 

és az an szabályos számsorozat lévén, elég nagy n-nél: 

| "n+k — an | < e .

Ha tehát az n-ék. sorában annyira megyünk, hogy dn < és 
hogy az utolsó egyenlőtlenség e = j ^-ra is ki legyen elégítve, egy
szersmind :

| an+k an | < $ ,

azaz .. an ,... szabályos számsorozat és A nem más mint az 
an határértéke, azaz:

A — lim. an = lim. an.

Tudniillik lehet most az n-et oly nagynak venni, hogy: 

hÓí+k — I < , I an — an I < &, I a„ — A | < 

és ekkor egyszersmind
| an+k — A | < y.

Több mint egy szám soha nem felelhet meg, mert ha egyszerre 

|«n+k—H|<d és |«n+k — B| <d, 
akkor egyszersmind volna:

\A — B\<2Ö, 

a mi lehetetlen ha A és B különböző és a tetszőleges d-t például az 
| A — B | felénél kisebbnek veszszük.

Minden tetszőleges valós számokból álló számsorozat:

«i, ,... an ,...
tehát így is írható:

ai + > a^ . an + sn, • • ■ 
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hol az a-k raczionális számok, az e-ok pedig minden határon túl 
kisebbednek. Azaz ismét lehet egy n-et meghatározni úgy, hogy 
| £n+s | < ö- Közvetetlenül világos az előbbiekből, hogy ismét:

lim. en = 0,

lim. an = lim. (an + £») = 1™. «n •
A tetszőleges számok határértékeire vonatkozó műveleti sza

bályok változatlanok maradnak. Most is:

lim. an + lim. dn — Hm. (an + /?„);
ha ugyanis

Un = dn 4“ Zn , dn — bn 4" $n > 
akkor

lim. an4~lim. ffn=lim. (an+sn)+lim. (úH+'?n)=lim. «„+lim. bn=

=lim.(aB+bn)=lim.(an+fen+en+^n)-=lim.(an+/?„).

Hasonlóképen:
lim. an lim. dn = lim. an dn

Mert ismét:

lim. a„ lim. dn = lim. an lim. bn = lim. (an bn) =
= lim. (ö'nfen + enfen + ^nfln + e«'9B) = lÍm. Undn-

Ezekből pedig a megfordított műveletekre vonatkozólag is foly
nak a megfelelő tételek. Most ugyanis a kivonás és osztás külön tár
gyalást nem igényel; mert valós számokra vonatkozólag a művele
tek egyértelműsége már meg van állapítva. Az osztásnál, ha lim. dn 
az osztó, természetesen lim. dn — 0 ismét kivételt alkot.

55. Ha valamely
• ^2 • • • • • •

számsorozat olyan, hogy bármicsoda (nagy) pozitív szám is lehet 
egy n-et meghatározni, melyre nézve

| Mn+k I > M

a k minden nem negatív egész értékénél, a sorozat nem lehet sza
bályos, mert a sorozat tagjai nem maradnak két meghatározott érték 
Gr és H között. Ha t. i. ezek bárminők, mindig lehet ro-t |G| és 
\H | -nál nagyobbnak venni és elég nagy n-nél tehát Mn nem fekszik 
Gr és H között.
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Hogy a számsorozatok e tulajdonságát röviden kifejezhessük, 
azt mondjuk, hogy ekkor <on határértéke végtelen nagy és ezt 
így írjuk

lim. cin — oo.
Itt csak a szó átvitt értelmében van szó határértékről és az 

előbbi esetet, midőn a számsorozat szabályos, ettől úgy különböztet
jük meg, hogy ekkor véges és meghatározott határértékről beszélünk. 
A oo jel, mint ilyen, szintén meghatározott, de nem véges, a mi egy
szerűen tagadó értelmű, hogy t. i. nem jelent számot. A oo jel csak 
mint egy bizonyos nem szabályos számsorozat jellemző tulajdonsága 
szerepel és nem számérték, azaz nem tartozik a definiált valós szá
mok körébe.

Az alapműveletek formális törvényei nem is terjeszthetők ki 
erre. Könnyű látni, hogy ha lim. — oo, és lim. an véges akkor :

lim. (an + mn) = oo, lim. 0,
Wn /

és ha lim. an nem 0:

lim. («n (On) = 00 ,

mert | an | két véges határ G és H közt fekszik, ellenben | Mn | egy 
tetszőleges nagy számnál nagyobbá, tehát . 1 . egy tetszőleges kis

, I I
számnál is kisebbé tehető.

Ellenben, ha lim. = 0 és lim. wn = 00, akkor lim.(emwn)-re 
nézve általános megállapítás nem lehetséges, hanem az ena/H szám
sorozat akármilyen lehet.

Az «n kifejezésnek tehát vagy nincs határértéke és ekkor a 
lim. an határozatlan, azaz e jelnek nincs értelme, vagy van határ
értéke és ekkor lim. an véges és meghatározott számot, vagy 00-t 
jelent.

56. A határértékek alakjában adott számokra vonatkozó mű
veleti törvények megfordítva írva:

lim. («„ ± ^n) = lim. an ± lim. 3n,

lim. (anlin) = lim- an lim. £n, (II.)

lim. (^-) = í™' , ha lim. nem 0,
xpn Z hm. ‘ ’

Kanig: Analízis. I. 7
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mint oly szabályok értelmezhetők, melyek összeg, szorzat vagy 
hányados határértékét adják, ha az összeadandók, s ú. t. határértéke 
adva van.

Az (I.) és (II.) képletek segítségével így már sok határérték 
lesz kiszámítható, különösen ha tekintetbe veszszük, hogy lim. «n 
kiszámításé, előtt bármicsoda identikus módon átalakítható. így: 

hm. n — oo,.
és ebből

lim. (—) = 0, 

valamint, ha r bárminő pozitív egész szám;

O = V = °-

Továbbá:

/ 4- Ar_ 4" • • • *+■ Aji 4- \
im‘ XB/ÍW’1 + ... Ain- / =

\ B + B x - + ... + -4t 4- Ba 1 /' r 1 n \ n1—^ nr

hol azután a számláló és nevező oly összeg, melyre nézve minden 
tag határértéke, kivéve az elsőét, 0 és így a keresett határérték : ,
ha Br nem 0. Ez utóbbi esetben ha tehát s pozitív egész szám és 
<r, hasonló módon:

/ Arnr + A^n' -1 4- • •• 4- Api 4- Ao \ 
hm. I--------------- ——---------------------------- — ) = oo .

\ Br_sn 4- • ■ ■ B^n + Bo /

Ha | A| az egységnél nagyobb, akkor lim. A" = oo. T. i. a 
sorozat két egymásután következő tagjának absolut értékei minden
kor egy meghatározott pozitív számnál | A | — 1-nél nagyobb különb
séget adnak: t. i.

| A” | — | A”-11 = \A |" — | AI"-1 = | A (| A | — 1).

E szerint: m» >i^r + m—1,
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és: ma>am—i.
|^|8>3M|-£

\A\k>k\A\-^-/)

ha tehát k-t elég nagy póz. egész számnak veszszük, | Ak | minden 
határon túl növekszik, azaz lim. A'1 = oo .

Közvetetlenül világos, hogy lim. (1“) = 1.
Iám. (—1)" határozatlan, azaz (—l)"-nek nincs határértéke; 

a megfelelő számsorozat ugyanis, melynek tagjai fölváltva 4-1 
és —1, nem szabályos és tagjainak absolut értéke nem is növekszik 
minden határon túl.

Ha | a | az egységnél kisebb, akkor lim. an = 0. Ekkor ugyanis 
4|>1

lim. (an) = lim. —, = 0.
' a '

Határértékeket kiszámítani, annyit tesz, mint a megfelelő 
számoknak legegyszerűbb jeleit keresni. Minthogy eddig csak a 
raczionáiis számokra vonatkozólag vannak ily jeleink, a «kiszámítás# 
most még csak akkor történhetik, ha az illető határérték raczio- 
nális szám.

Az irraczionális számok egyes fontos osztályai számára — mi
nők p. a gyökvonásnál, a körmérésnél s ú. t. föllépő számok — 
külön jeleket vezetünk be.

57. A számot mindig az illető határérték definiálja, ha ez t. i. 
véges és meghatározott. Általánosságban egy adott kifejezés határ
értékére nézve csak is ezt lehet kimutatni. Hogy ez mikép történik, 
arra itt — egyelőre — csak néhány egyszerű példa álljon; először a

lim. {(1------)”! és lim. f(l 4- —Y)

határértékeket tárgyaljuk. Közvetetlenül látni, hogy:

(u 4- b)k > ak 4- ka^1 b,

ha a 0 és a + b pozitív, k pedig az egységnél nagyobb egész 
7*
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szám. Mert a tétel helyes marad (k + t)-re, ha helyes volt k-ra 
nézve. Ekkor ugyanis a + 6-vel szorozva:

(a + 6)fc+1 > (a& + kak~1 6) (a + b)

> ak+1 + (k + 1) akb 4- ka^b2 > ak+í + (k + 1) akb;

míg ha k — ^, világos, hogy (a+b)2 = a^+^ab+b2 > a2+^ab. 
Ha e tételt

(i_____ l_)",+i= 6 _±+____ i____r+i
' ín+n ' m (m 4-1 y

-re alkalmazzuk, úgy hogy:

a = 1 —- , b = —, m = 1,2,... m ’ m (m 4-1) 
akkor

h _i. 1 r+1 - _ir
' m ”1 m(m 4- ly ' m' ' wA m' ’ 

és ebből:
(1-------- < (i.)

Azaz (1 — ~)M1, ha m = 1, 2,... n,... folytonosan nagyob
bodó számok sorozata; minthogy azonban e számok egyszersmind 
mint valódi törtek pozitív egész hatványai az egynél soha nem 
lehetnek nagyobbak,

a 45. czikkben adott tétel szerint véges és meghatározott szám.
Hasonlóképen, ha:

. , 1 , 1
U m ’ ’

1 4. _1  = 14-2______ í----  
' w4-l ~ m

akkor nyerjük, hogy:

/, . 1 vn+l /. , 1 \m4-l 1Z. . 1 V«
’

és o+^r>(>+a (2.)
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tehát az (1+^/)” számsorozat számai is folyton nagyobbodnak; 
de úgy, hogy a 4-nél mindig kisebbek.

Az előbbiek szerint ugyanis, ha csak m > 2, akkor

Ha tehát valamely m-re nézve 

akkor egyszersmind 

de ez lehetetlen, mert valódi tört pozitiv egész hatványa nem lehet 
1 -nél nagyobb. Tehát :j

lim. (1 + 1) 
' n'

szintén véges és meghatározott szám. Ha e számnak — melynek 
tulajdonságait később részletesen jellemezzük — rövid jele gyanánt 
az e betűt használjuk, még bebizonyítható, hogy:

lim. (1 - 1)’= 1 • 
' n' e (3.)

Az (1.) és (2,)-ből egyszersmind: 

(1 __i__r+1
\ (m-f-l)’/ 0-A)

és e számok ismét 1 alatt maradnak, tehát

hm. (1------5)
a m*'

mindenesetre véges és meghatározott szám, még pedig < 1. De 
kisebb mint egy nem lehet; mert ha

azon m-re nézve is, melyet úgy határozunk meg, hogy kisebb a 
tetszőlegesen választott d-nál, akkor
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de ekkor lim. (1 —= 0 volna, míg a 47. ez. szerint:

lim. (1-A)"'=lim. (1 ■
\ w2/ x n / 4

Tehát:
lim.(l-A)“=l. (4.)

és így valóban

Az algebrai eggenletek valós gyökei.

58. Minden oly algebrai egyenletnek, mely a raczionális szá
mok körében megközelítőleg megoldható, van egy valós gyöke, azaz 
ha az egyenlet  /(íc) = 0, van egy oly valós szám a, melyre nézve 
/(a) valóban egyenlő zérussal.

*

* A itt egyszerű rövidítés Aox'n + A^n—1 + .. . -p helyett; 
tételünk, valamint bebizonyítása, ugyanaz marad, ha az A-k alatt nein 
egész számokat, hanem bárminő valós számokat értünk.

Hogy egyenletünk a raczionális számok körében megközelítő
leg megoldható, annyit jelent, hogy bármicsoda pozitív szám is ö, 
mindig lehet egy raczionális számot, r-et úgy meghatározni, hogy 
|/(r) |<d. Világos, hogy ekkor egyszersmind f(r) is kisebb, mint 
ö; t. i. f(f) vagy negatív és ekkor mindig <ő, vagy pozitív és ekkor 
L/V)|=».

Föltehetjük, hogy az egyenlet legmagasabb együtthatója, Ao 
pozitív és ekkor bebizonyítjuk a kővetkező tételt:

Ha az f(x) = 0 egyenlet legmagasabb együtthatója pozitív, ha 
továbbá, bármicsoda pozitív szám is ó, van egy raczionális szám r, 
melyre nézve f(r) < ó, akkor mindig létezik egy valós szám z, mely 
az egyenlet gyöke, azaz melyre nézve f($) = 0.

A tétel e fogalmazása látszólag általánosabb, mint az előbbi. 
Hogy minden megközelítőleg megoldható egyenlet a most jellemzett 
osztályba tartozik, a megelőzők szerint világos; hogy azonban meg
fordítva minden ily egyenlet megközelítőleg megoldható, külön lesz 
még bebizonyítandó.
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Két eset fordulhat elő; az r kellő választása által /(r) vagy 
negatív is lesz; vagy pedig, ámbár minden d-nál kisebbé tehető, 
mégis mindig pozitív marad; hogy valamely r-re nézve /(r) zérus, 
az annyit jelentene, hogy az egyenletnek van valós, még pedig 
raczionális gyöke. A két esetet külön tárgyaljuk.

a) Ha az r bizonyos értékénél /(r) negatív is lesz, akkor az 
f(x) kifejezés segítségével meghatározhatunk egy f számot azon 
megállapítás értelmében, hogy R nagyobb legyen mint f, ha f(x) 
pozitív, midőn R-et vagy az /t-nél nagyobb számot teszünk x 
helyébe; R ellenkezőleg kisebb mint f, ha R vagy az jR-nél kisebb 
szám helyettesítése /(x)-et negatívvá teszi. Az osztályozás minden 
raczionális számra alkalmazható, ha az egyenletnek nincs raczio
nális gyöke, mert ekkor f(R) soha sem 0. (Ha van raczionális gyök, 
a tétel nem szorul bebizonyításra).

E szám $ az egyenlet gyöke, mert ha

f = lim. xn

akkor lehet oly st e2... en pozitív számok sorát meghatározni, hogy 
lim. en = 0 és

Xn -w í < Xn “h , 
és így

.t (,Xn + Cn) 
mindig pozitív, tehát „

lim./(x„) = lim. f(xn + ín) 0.

Más oldalról xn — en és £ közt mindenesetre van egy raczionális 
szám, melyet xn— ^„-nel jelölhetni, (hol ^B<era) és a melyre nézve 
f(xn — r/n) negatív. Mert ha /(x) pozitív minden xn — sH és a közt 
fekvő raczionális számra, a f definicziójával jutnánk ellentétbe és 
kellene hogy legyen: xn — en > f. E szerint:

lim. f(Xn) = lim. f{xn — Tfjn) 0,

a mi egyszerre csak ügy lehetséges, ha:

lim. {A^n + + • • • + Am) = Ao (lim. Xn)m +

+AÍ! (lim. Xn)"1-1 + • • • + Am —

Aofm + Atr-1 +... + Am = 0.
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b) Ha f(x) másodszor minden raczionális szám behelyettesí
tésénél pozitív eredményt ad, de bárminő pozitív szám is d, van egy 
rszám, melyre nézve/(r)<d, akkor, ha dj . dn akisebbedőpozi
tív számok oly sorozata, melyre nézve lim. Sn = 0, az f(x)— dn = 0 
egyenletnek van egy valós gyöke, melyet $„-nel jelölünk, mert ha r 
az a szám, melyre nézve —dn negatív lesz, tehát
az egyenlet az a) alatt tárgyalt esethez tartozik. Az egyenletnek több 
valós gyöke is lehet; de $n legyen azon szám, melyet az a) alatti 
módon határozunk meg. De ugyanerre a fn számra

= On < dn—1

és így lim./($„,)=0. Másodoldalról lim. $n meghatározott szám. T. i.
£n+l< fn,

mert a megállapítások szerint bármicsoda pozitív szám is a, mindig 
/ n + «) — dB pozitív és nem 0, tehát ha $n+i $n, /(f „+1) — d„ 
pozitív vagy 0 és így dn+i a zérustól különböző, pozitív
szám volna.

A íj f B... sorozat tehát folyton kisebbedő számokból
áll; de e kisebbedés nem mehet minden határon túl, ha t. i. volna:

.1* I 4 1 Af+1 |c»+*|< + । új

akkor a 39. ez. értelmében |/($n+J:)| nagyobb volna, 1-uél és 
t^n+k)—dn+k nem lehetne 0. A í„ tehát —1— ppy-nál na
gyobb azon M-töl kezdve, melyre nézve először dw kisebb az egynél, 
így tehát lim. meghatározott szám és ha ezt f-vel jelöljük:

/(lim. í„) = = 0.
Ez ugyanis a

lim. (/(£„)— d„) = 0
-ból következik, mert:

lim. = Hm. (/(£„)) = /(lim. £n) = /(£).

59. Tételünknek egy — gyakran alkalmazott — specziáhs 
esete, a következő:

Ha az
A^"‘ + A^-1 + ... + Am = 0 
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egyenletben az A^ és Am előjele ellenkező, az egyenletnek mindig 
van pozitív valós gyöke.

Ekkor ugyanis — szükség esetén — 1 -gyei szorozva, elérhetni, 
hogy Ao pozitiv és Am negatív; ekkor pedig x helyébe 0-t téve, 
/(^-böl Am, tehát negatív érték lesz, és az egyenlet az a) alatt tár
gyalt osztályhoz tartozik.

Hogy a gyök pozitiv, abból foly, hogy az adott megállapítások 
értelmében f > 0, épen mert /(0) negatív.

Végre még könnyű belátni, hogy minden egyenlet, melynek 
van valós gyöke, a raczionális számok körében megközelítőleg meg
oldható. Mert a gyök f kifejezhető lim. xn alakban, hol minden xn 
raczionális szám és minthogy lim. f(x„) = /(lim. xn) = 0, min
dig lesz:

|/(xn)|<d , 

bármicsoda pozitiv szám is d, ha csak n-et elég nagynak veszsziik.

III.

A gyökkivonás. — A hatvány általánosítása.

Pozitív számok pozitiv gyökei.

60. Minden oly számot (m alatt pozitiv egész számot értve), 
mely m-edik hatványra emelve, az A-t adja, az A m-edik gyöké
nek nevezzük. (Négyzetgyök, köbgyök). Már a legegyszerűbb eset, 
melyben p.

2a = 4, (—2)2 = 4

mutatja, hogy több mint egy ily szám is lehetséges. E számok közös 
jele 'j/A. Az j/A meghatározása a gyökkivonás művelete által tör
ténik. Egyértelmű és a valós számok körében mindig kivihető mű
velethez jutunk, ha a föladatot a következő megszorítással tár
gyaljuk :

Meghatározandó az oly pozitiv szám a, melynek m-edik hat
ványa egyenlő a pozitiv H-val.

Közvetetlenül látni, hogy két pozitiv szám nem felelhet meg a 
föladatnak; mert ha ilyen a és b és p. a>b, akkor egyszersmind 
am > bm és így nem lehetséges, hogy a”1 = bm = A.
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Hogy egy ily szám mindig létezik, abból világos, hogy a meg
felelő számok egyszerűen az xm — A = 0 egyenletnek gyökei, melyek 
közt-a megelőző tárgyalások értelmében mindig van egy pozitiv szám. 
Most e szám meghatározását e fejtegetésektől függetlenül végezzük, 
még pedig, bárminő pozitiv szám legyen is A.

Legyen X bármicsoda az egységnél nagyobb, az egyszerűség 
kedvéért egész szám. Akkor

nagyobbodó pozitiv számok sora. Legyen e sorozatban az utolsó,
mely nem nagyobb H-nál, úgy hogy

Ha n helyett ép úgy n + 1 -et teszünk, ismét:

Minthogy az X" nevezővel képezett számok az Xn+1 nevezőjűek 
sorában is bennfoglaltatnak 

/ KnX\m 
\Xn+V

alakban, mindenesetre

(KnV11 /An+i + lp (Kn+i \*
= \ / = \ jy71 / *

E szerint: 

soha nem kisebbedé számoknak sorozata, és ép úgy

An-H y«

soha nem nagyobbodó számoknak sorozata, még pedig úgy, hogy az 
első számsorozat tagjai nem lehetnek nagyobbak (Ko+lj'^-nél, a 
második sorozatban állók pedig nem lehetnek kisebbek Kodnál.



pozitív számok pozitív gyökei. 107

Ebből azután következik hogy

r Kl
0 ’ X ’ X2 xn>‘"

szintén soha nem kisebbedő számok sorozata, melyek egyszersmind 
kisebbek Á’o+ l-nél és hasonlókép

- _i_l - /'h~H0 • 9 9 • • • 9

soha nem nagyobbodó számok sorozata, melyek egyszersmind na
gyobbak K0-nál. Egyszerűen azért, mert ha a és b pozitív számok 
a = b, a mint am = b"1, ha m pozitív egész szám.

E szerint lim. —és lim. meghatározott pozitív valós 
számok, még pedig

t Kn t Xn~A hm. — = hm. —

mert *H , ha n-et elég nagynak veszszük, bárminő pozitív d-nál is 

kisebb lesz.
De ekkor, minthogy az m-edik hatvány képezése a lim.-jel alatt 

is történhetik:
lim. = lim.

meghatározott valós szám, még pedig A. A határértékek egyenlő
sége miatt, ha csak n-et elég nagynak veszszük :

de ekkor a pozitív A pozitív m-edik gyöke, ha .4-t ily módon fejez
zük ki mint határértéket, lesz:

lim. = lim. 
X” Xn
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Ama föladat, oly pozitív számot a:-et meghatározni, melynek 
(m alatt pozitív egész számot értve) m-dik hatványa, egyenlő A- 
val, külön tárgyalást nem igényel, mert ha

v—m — — AA. -- ,

akkor megfordítva
— * X - A ’

de ezen egyenletnek ismét csak egy pozitív gyök felelhet meg, és így 
a pozitív A pozitív — m-dik gyöke nem más mint az A~1 = ~ 
pozitív m-edik gyöke.

A valós számok sorában oly szám, melynek négyzete (vagy 
bármi páros hatványa) negatív számmal egyenlő, nincsen, mert min
den számnak négyzete vagy 0, vagy pozitív.

Ha a-nak négyzete A, akkor (— «)2 is A. A négyzetgyök kivo
násának föladata, ha A pozitív (nem 0), kétféleképen oldható meg; 
t. i. negatív megoldás is csak egy lehetséges; ha t. i. (— a)2 = 
(— b)2 — A; akkor egyszersmind a2 = b2 = A , tehát a = b. Nem 
fölösleges még egyszer hangsúlyozni, hogy |/ A kétértelmű jel, és - 
hogy a sokszor használt + 1^3-ban a + egészen fölösleges, mert 
y A magában is csak annyit mond, hogy «azon számok egyike, me
lyeknek négyzete A».

Tört-kitevők.

61. Míg az y' jelet a többértelmű gyökkivonás számára tart
juk fönn, a most megállapított pozitív alapra vonatkozó egyértelmű 
műveletet a következőképen jelezzük.

Azt a pozitív számot, melynek q-adik ha tványa egyenlő a pozitív 
p

A-nak p-cdik hatványával, A « -nak Írjuk. Az ily módon bevezetett 
tört-kitevőkre nézve mindenek előtt áll, hogy az

p p
A'i = Bn , és A — B 

egyenletek közül mindegyik a másiknak következménye. Mindegyik
ből ugyanis hatványozás által lesz A‘‘— B'1, de minthogy pozitív 
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számból csak egy módon lehet bárminő gyököt meghatározni, ebből 
viszont mind a két egyenletet nyerjük.

A jelzés jogosult voltára azonban még szükséges, hogy A^ való
ban csak a hányadostól, nem pedig külön-külön a p és q számok
tól függjön. Valóban lesz, a mint erre szükséges és elegendő :

P* p

* Ez a jellemző különbség a tört kitevő és a gyökjel közt. így p.

An*  = A 'i , 

mert mindkét szám gfc-adik hatványa Ap,c .
Ha még meggondoljuk, hogy A első gyöke az A maga, azt is 

látni, hogy a jelzés összhangzatban van az előbb használt hatvány 
p

alakokkal, és ha egész szám, A« ezen egész számú hatványt je
lenti. Ha végre negatív tört a kitevő,

Az általánosított hatványjelzés czélszerű volta, abból tűnik ki, 
hogy a hatványozás műveleti szabályai változatlanok maradnak, azaz 
most is:

i r £,2. A* + qr
A'/ Aa = A'i s= A 'i‘ > 

és:

Qíf = aS
mely számok egyenlők, mert gs-edik hatványaik egyenlők. E hat
ványok képezésénél ugyanis tekintetbe veendő azon specziális eset, 
hogy*

üf)' - (A’ r •

mert mindkét szám ^-adik hatványa = APr.
Az 1-nek minden tört hatványa ismét 1.
Ha t pozitív raczionális szám, A és A1 egyszerre nagyobb vagy 

kisebb az egynél. Mert az egységnél nagyobb (ill. kisebb) számból 
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minden a szó szorosabb értelmében vett hatványozásnál és a pozitív 
gyök meghatározásánál is ismét az egységnél nagyobb (ill. kisebb) 
számot nyerünk.

Negatív kitevőnél a recziprok értékre térünk át. Ekkor tehát 
A^ nagyobb vagy kisebb, mint egy, amint A kisebb vagy nagyobb 
az 1-nél.

62. Ha A > 1, és ti ct^ akkor egyszersmind Af> cA^. Mert: 

mint A pozitív hatványa az 1-nél nagyobb, tehát a számláló nagyobb 
a nevezőnél. Ép úgy látni, hogy:

Ha A < 1 és ít < t2, akkor A*' > A^.
Ha a pozitív t kitevőt elég kicsinynek veszszük, mindig

1^—1 |<d

tehető, hol d tetszőleges pozitív szám.
Ha először is A > 1, A' is nagyobb mint egy. Ha p. a t érté

két — alakban veszszük föl, hol m póz. egész szám
i

A m <1 + d
(és tehát A* is ha t < , hacsak

A < (1 + d)m
a mire elég, ha (57. ez.).

A < 1 + md
vagy végre

A-l . x g m > vagyis t < •

Ha másodszor A < 1, A* is kisebb mint 1. Ebben az esetben 
tehát

vagy pedig

i
1 — d < A m , (1 — d)m< A

a mire ha már d < 1, ismét elég ha 
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vagy végre
m > G -1 ’vagy *" (1-^(1=^) ■

Ezt az eredményt még következőkép is lehet kifejezni:
Ha lim. Sn = 0, akkor lim. (As«) = 1.

Irraeziovúlis kitevők.
63. Bármely irraczionális szám x mint raczionális számok ha

tára, x = lim. xn lévén kifejezhető, az irraczionális kitevőjű hat
vány általános értelmezése (az alapot mindig pozitívnak vévej a 
következőképen adható.

Az értelmezés jogosult, ha először lim. (Ax«) valóban mindig 
véges és meghatározott szám, ha másodszor raczionális határ eseté
ben nem ad az eddigiektől különböző eredményt és harmadszor a 
hatványok formális műveleti szabályai most is változatlanok ma
radnak.

Minden valós számot oly módon lehet határérték alakjában 
kifejezni, (48.cz.) hogy x1,x2... xn,... soha nem kisebbedő szá
mok, melyek egyszersmind mindannyian egy bizonyos H számnál 
kisebbek. De ekkor.

A*' , Ax>,... Ax»,...

soha nem kisebbedő vagy soha nem nagyobbodó számok sorozata, 
melyek az első esetben mindig kisebbek, a második esetben pedig 
mindig nagyobbak Mw-nál. Tehát lim. véges és meghatározott 
szám. De az x minden más értelmezése ily alakú, lim. (xn -j- en), hol 
lim. sn = 0, tehát akkor is :

lim. (^-rn + E«) = lim. (Arn) lim. = lim. Axn.

Ha x raczionális szám, p. r, akkor x = lim. (r + en) és ekkor

Ax = lim. (M'+e») = lim. Ar lim. Az« = Ar.

A mi végre a hatványok műveleti törvényeit illeti, legyen

x = lim. xn,y = lim. yn;
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akkor
AT Au = lim. (H-r«) lim. (A^*) = lim. (Arn +Un)

_ (xn+yn) — ^x+y

és még:
(AX)V = ("lim. A^nym-Vn = lim. ((lim. Acnyjn^ =

= lim. /lim. Arn’Jn\ = lim. (AX'J'‘) = Arv .
y \ x / V

Könnyen kimutatható, hogy az előbb raczionális t-kre bebizo
nyított tételek tetszőleges valós számokra is érvényesek, jelesen is
mét : Ha

h<ti>
akkor:

A'1 < A'2 vagy A1' > A*2, 
a mint:

A > 1 vagy A < 1.

Pozitív számok valós lóg árit Izmusai.

64. Ha a és b pozitív számok, mindig létezik egy és csak egy 
valós szám x, melyre nézve:

ax = b.

E szám a 6-nek a-logarithmusa és jele ("lóg. b).

Az «log. b zárjelbe foglalása itt fölöslegesnek látszik ; ez csak azért 
történik, hogy a jelzést később ne kelljen megváltoztatni; midőn a com
plex számok bevezetése után a logarithmus képezése minden számra kivi
hető lesz, de végtelen sok értelmű műveletben. Ekkor a zárjel a most kiszámí
tandó valós érték jelölésére szolgál, míg «log. b az összes értékeket jelenti, 
ép úgy mint y a .

A *"log. b-t egyszerűen lóg. 6-nek szokás Írni; ezek a BRlGGS-féle vagy 
közönséges logarithmusok.

Hogy ismét több mint egy ily szám nem lehetséges a valós 
számok sorában, onnét világos, hogy ha ezek p. f j és f2, akkor 
az' és az2 is különböző.

Az egyetlen megfelelő $ szám mindig meghatározható a követ
kező módon: Az r raczionális szám kisebb vagy nagyobb a $-nél, 
a mint ar — b előjele (-H=vr) előjelével megegyezik vagy sem.

Q(~/



POZITÍV SZÁMOK VALÓS LOGARITHMUSAL 113

Minthogy ugyanis, ha rt <r>, egyszersmind*

* Az a—1 szorzó használatával egyszerűen egyesítjük az «> 1 és a< 1 
eseteket.

Kőnig: Anniiéin. I.

(ar> — b) (a — 1) < (ar- — b) (a — 1),

látni, hogy a f szám értelmezése minden az ily definiczióhoz kötött 
mellékföltételnek is eleget tesz. Ha van oly r, melyre nézve ar — b sem 
pozitív, sem negatív, hanem 0, akkor $ = r, és a logarithmus meg
határozása raczionális számhoz vezet. Minden más esetben f nem 
lehet raczionális szám, de tikkor is

("lóg. b) = $.

A bebizonyítás teljesen úgy történik itt az ax = b transcendens 
egyenletnél, mint előbb az algebrai egyenleteknél. (58. ez. a.). Ha 
$ = lim. xn, akkor lehet az , e2... ... pozitív számok sorozatát 
meghatározni, úgy hogy lim. sn = 0 és

Xn — En < f < Xn 4" Sn >
így tehát

axn+en — b

előjele mindig az ellenkező, mint (dZ—^-é. Tehát

lim. (axn — b) > 0, vagy <g 0 (1.)

a mint a — 1 pozitív vagy negatív. — Más oldalról xn — en és £ közt 
mindig van egy raczionális szám, melyet xn — ^„-nal jelölhetni 
(<«< Sn), és a melyre nézve b előjele megegyezik (X—a)
előjelével. Különben épen xn — en nem volna kisebb a f-nél. Tehát:

lim. (axn~rm—b)<Ovagy^O (2.)

a mint a — 1 pozitiv vagy negatív. De

lim. (a^n+'n—b) = lim. (axn~—b) — — b,

és az (1) és (2) csak úgy állhat fönn együtt, ha

a? — b = 0.

8
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65. A logarithmusnál is fönnáll az eddigi határmtiveleti sza
bályokkal analóg tétel, mely szerint:

lim. ("lóg. z?l) = ("lóg. (lim. xn)),

hol azonban a logarithmus értelmezéséhez képest kell, hogy az 
x^, x%... xn... számsorozat tagjai (egy bizonyostól kezdve) mind 
pozitiv számok legyenek.

A tétel bebizonyítására elég megjegyezni, hogy:

alim. ( “lóg. ,rn) _ a("log. ) — lim. x„

a mi valóban annyit mond, hogy ("lóg. (lim. zn)) = lim. ("lóg. xn).
Ha lim. xn = 0, a levezetett képlet jobb oldala elveszti értel

mét, mert "lóg. 0. nem véges és meghatározott szám.
Ebben az esetben, mint könnyű látni, a kővetkező meghatá

rozás lép helyébe:
Ha lim.dn — 0, akkor lim. ("lóg.on) = oo. Hasonlóképen:
Ha lim. con = oo , akkor lim. ("lóg. a>n) = 00 •
Ha lim. yn — y pozitiv, és lim. xn = x, akkor:

lim. (xn ("lóg. yn)) = x"\og.y; lim. ("lóg. y*«) = ("log. yr),

és ha ezen egyenlő számokat az a-hoz mint kitevőket illesztjük :

lim. yx* = yx

IV.

A kör- és szögmérési számok.
*

középértékek.

66. Ha a és b két pozitiv szám, akkor (ab)^ az a és b geo
metriai, e számok számtani közepe. Ha föltételezzük, hogy a 
nagyobb, mint b, akkor egyszersmind:

A. ÖAA
a < (ab)l < <b,

a mi közvetlenül, helyesnek bizonyül, ha a négyzetek nagyságát 
hasonlítjuk össze. Ezekre nézve ugyanis:
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„ , a2+b2 . ab«2 < ab < -j- + -^ < Ö2 ;4 2 ’

mert e számok egymásból keletkeznek a
. (a—b)2 , 3b2—a2—2a6 b2—a2+í2l>(b—a)a(b—a), ■ . - es------ ,-------= ---------- 3-----  ’ 4 4--------------------- 4

pozitív számok hozzáadása által. Továbbá azt is látni, hogy 

a<{ab^< ^^b- <b.

Ha az a és b geometriai közepét at-el és az at és b számtani 
közepét bj-el jelöljük, azután az at és b^böl ugyanígy képezzük 
ű2-t és ó2-t, ezekből ismét a3 és ő3-t és úgy tovább akkor ily módon 
a számoknak kettős sorozatát nyerjük:

íz, a^, z/g > • • • an... 1 b, b, b<2, •. • bn• • •

melyek közül az elsőnek számai folyton nagyobbodnak, de b-nél ki
sebbek maradnak, mig a második sorozat számai folyton kisebbed
nek, de íz-nál nagyobbak maradnak.

így tehát lim. an és lim. bn véges, meghatározott számok, me
lyekről még bebizonyíthatjuk, hogy egymással egyenlők. Az előb
biek szerint:

, b-íalM b—a
őz a^ — g ’

Ép úgy:

Tehát még:
, b—a

a^ < 2^ 1 
és általánosságban:

1 b—a
Dn

azaz az íz választása által bn—an bármely d-nál kisebbé tehető. 
És így végre lim. an = lim. bn.

Az a és b számok tehát ezen eljárás alapján egy bizonyos 
meghatározott számhoz vezetnek, melyet L (a,b)-vei jelölünk.

8*
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65. A logarithmusnál is fönnáll az eddigi határműveleti sza
bályokkal analóg tétel, mely szerint:

lim. ("lóg. xn) = ("lóg. (lim. xn)),

hol azonban a logarithmus értelmezéséhez képest kell, hogy az 
xx, x% ... xn... számsorozat tagjai (egy bizonyostól kezdve) mind 
pozitív számok legyenek.

A tétel bebizonyítására elég megjegyezni, hogy:

a1™- (“lo«- — lim. a(“lo8- *») = lim. xn

a mi valóban annyit mond, hogy ("lóg. (lim. xn)) = lim. ("lóg. xn).
Ha lim. xn = 0, a levezetett képlet jobb oldala elveszti értel

mét, mert "lóg. 0. nem véges és meghatározott szám.
Ebben az esetben, mint könnyű látni, a kővetkező meghatá

rozás lép helyébe:
Ha lim. ön = 0, akkor lim. ("lóg. dn) = oo. Hasonlóképen : 
Ha lim. (on = oo , akkor lim. (“lóg. a>n) = oo.
Ha lim. yn = y pozitív, és lim. xn = x, akkor:

lim. (xn ("lóg. yf ) = x "lóg. y; lim. ("lóg. yxn) = ("lóg. yx),

és ha ezen egyenlő számokat az «-hoz mint kitevőket illesztjük:

lim. yxn = yx

IV.

A kör- és szögmérési számok.
*

„4 középértékek.

66. Ha a és b két pozitív szám, akkor (abf az a és b geo
metriai, e számok számtani közepe. Ha föltételezzük, hogy a 
nagyobb, mint b, akkor egyszersmind:

a < (abf < < b,

a mi közvetlenül, helyesnek bizonyul, ha a négyzetek nagyságát 
hasonlítjuk össze. Ezekre nézve ugyanis:
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^<ab<a-^ + ^-<b^;

mert e számok egymásból keletkeznek a
,, . (a-b)* , W-a'-Üab b'-aT+Wb-a)a(b—a), —H- es------ 3------ =---------- ----------v 7 * 4 4 4

pozitiv számok hozzáadása által. Továbbá azt is látni, hogy

a<(ab^<^^-<b.

Ha az a és b geometriai közepét ttpel és az at és b számtani 
közepét bt-el jelöljük, azután az és ój-böl ugyanígy képezzük 
u2-t és ó2-t, ezekből ismét d3 és ó3-t és úgy tovább akkor ily módon 
a számoknak kettős sorozatát nyerjük:

d} d^ j U2 , • • • dn . .» J b,^, b^ ) • • ‘ bn • • •

melyek közül az elsőnek számai folyton nagyobbodnak, de 6-nél ki
sebbek maradnak, míg a második sorozat számai folytón kisebbed
nek, de a-nál nagyobbak maradnak.

így tehát lim. dn és lim. bn véges, meghatározott számok, me
lyekről még bebizonyíthatjuk, hogy egymással egyenlők. Az előb
biek szerint:

, b—(ab)i b—a
bi—^ =--- j—<-3- .

Ép úgy:

Tehát még:
7 b—a0$ í?2 < ga >

és általánosságban:
7 b—a
On — «n<

azaz az n választása által bn — dn bármely d-nál kisebbé tehető.
Es így végre lim. an = lim. bn.

Az a és b számok tehát ezen eljárás alapján egy bizonyos 
meghatározott számhoz vezetnek, melyet L jelölünk.

8*
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Ludolft szám.

67. Legyen a valamely körbe beirt és körülírt szabályos 
n-szög területének mérő száma: ln és Cn, hol hosszegységuek a kör 
sugarát, és természetesen területegységnek az e sugárból képezett 
négyzetet veszszük. Akkor az egyenes vonalak által határolt ido
mokra vonatkozó területmérési szabályok értelmében, — a mint azt 
közvetetlenül a geometriai szemlélet is mutatja, — e sorozatokban :

I3 > > In >•• •

C^C^... Cn>...
az elsőnek számai folyton nagyobbodnak, de kisebbek maradnak 
bármely CM-nél, a másodiknak számai folyton kisebbek lesznek, de 
nagyobbak maradnak /„-nél.

E szerint lim. In és lim. Cn meghatározott számok, melyek 
még egymással egyenlők.

Minden az I és C sorozatból tetszőlegesen kiválasztott határ
talan sorozat ugyanazon értékhez vezet, mint a teljes sorozat. Csak 
a által kifejezett oldalszámmal biró polygonokra vonatkozó 
számokat tartjuk meg és e sorozatok :

h, hk,.-- hnk

Ck, Ca• • Cink,... 
A planimetria tételei szerint:

la 'Ik Ck'

— = -í—+ —) Ca ^la^Ck'

azaz a fölirt számok recziprok értékei úgy keletkeznek egymásból, 
mint az előbbi czikkben a, bt az a,b-böl s ú. t.

Tehát:
lim. — = hm. —• 

&nk ank

és így a nevezőben álló kifejezések határértékei is egyenlők, és végre

lim. ln = lim. Cn



A LUDOLFI SZÁM. 117

E számot, az u. n. Ludolfi számot, ;r-vel szokásos jelölni, és 
így, minthogy p. I4 = 2, C4 = 4, lesz

zr = 3,14159...

A kör területének * méröszáma alatt azon közös határértéket 
értjük, melyhez a beirt és körülirt szabályos sokszögek területeinek 
méröszámai az oldalszám növekedésével mindinkább közelednek. 
Ez tehát, ha a kör sugara a hosszegység, nem más mint n, és ha 
a sugár méröszáma nem egy, hanem r, — különböző sugarú körök 
hasonlósága következtében — általánosságban r2-.

* A görle vonalak által határolt idomok területe alatt értendő meny- 
nyiséget később majd egész általánosságban értelmezzük ; a mikor a mos
tani megállapítások is általánosabb szempontból új megvilágítást nyernek. 
Itt a fősúly azon fekszik, hogy a re tisztán arithmetikai értelmezést nyert, 
mely azonban tartalmánál fogva egyszersmind föltünteti e számnak szere
pét a körmérésnél.

68. A kör kerületének méröszáma alatt azon közös határérté
ket értjük, melyhez a beirt és körülirt szabályos sokszögek kerüle
teinek méröszámai az oldalszám növekedésével mindinkább köze
lednek. Minthogy e kerület méröszámát a területéből mindig az 
által nyerjük, hogy, ha r a kör sugara, | r-rel osztunk, a kör kerü
letének méröszáma 2nr.

A forgás alatt valamely egyenes vonal oly helyváltozását ért
jük, melynél e vonal egy bizonyos pontja helyét változatlanul meg
tartja. A forgás a síkban történik, ha az egyenes vonal mindig 
ugyanazon egy síkban marad. A síkforgás nagysága jellemezhető a 
forgási szög által, mely a síknak az egyenes vonal kezdet- és vég
helyzete közt fekvő része. A szög méröszámát az elemi geometria 
többnyire úgy fejezi ki, hogy a sík negyedrészét 90 fokra osztja, és 
a szög nagyságának mérésénél az l°-nyi szöget használja egység
nek. Világos, hogy ezen eljárásnál a 90 mint egészen önkényesen 
választott szám befolyást gyakorol a méröszám értékére. Ez a 
szám (90) bármely más számmal felcserélhető volna, a mint meg is 
kisérlették, helyette a sok tekintetben kényelmesebb 100-at hasz
nálni.
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Más módon állapítjuk meg a szögek mérőszámait, ha nagysá
gát egy megfelelő körív hossza által jellemezzük. De ekkor a kör 
szabadon választható sugara ép oly önkényes elem, mint előbb a 
sík negyedrészének beosztási száma.

Absolut mérőszámát nyerjük a szögnek, ha nem a megfelelő 
körívet, hanem a körív viszonyát a kör sugarához választjuk jellemző 
adatnak, mely a szöget teljesen megadja, még pedig a nélkül, hogy 
e meghatározásba valamely fölösleges számadat belépne.

Midőn a sin. x, cos. x,... s ú. t. alakokat az analizisba beve
zetjük, ez csak ügy történhetik, hogy ezek az x számból bizonyos 
módon kiszámítható számokat jelentenek. E szerint az x itt nem 
jelenthet soha fokokat, vagy hosszat, hanem mindig a szög absolut 
mérőszámát adja. Hogy a sinus vagy cosinus mindig meghatározott 
szám, azt a geometriai tapasztalat mutatja, hol e számok, mint egy 
adott szög segítségével megszerkeszthető vonalak viszonyai jelent
keznek. A geometriában azután valóban csak a tapasztalat, a szem
lélet mutatja, hogy e számok változatos tulajdonságai mind egy
mással megegyeztethetök.

Áttérünk ettől a goniometriai számok számtani értelmezésé
hez, ha e tapasztalati adatokból kiválasztjuk azokat, melyek egy 
bizonyos rc-hez a sin. x, cos. x számértékét, mindig és mindig csak 
egyfélekép adják meg. Ha e számtani értelmezésből azután még 
a sinus és cosinus alaptulajdonságait kifejtjük, a sin. x és cos. x- 
alakok az analízis körén belül ép oly az a-en végzendő műveletek 
jelei lesznek, mint p. x2 vagy xk Az előbbiekben foglalt geometriai 
megjegyzések csak elöleges tájékoztatásul szolgálnak, de az analízis 
rendszere minden geometriai vonatkoztatás nélkül lesz kifejtendő.

A szögmérést számok értelmezése.

69. Megállapítjuk először, hogy:

cos. “ = 0, sin. ~ = 1 (1.)

legyen, hol a ^-vel jelölt szám mint L számtani értelmezést 
nyert; és ezután a bői folytatott felezés által keletkező szá
mokra : 
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4 ’ 8
zr n n

gW—1 9 ^n. 9 9^+1

nézve a kővetkező recursiv képletek adják meg a sin. x, cos. x jelek 
értelmét:

/ T \ i / 7T \/ 14-COS.— 1 / 1 — COS. ' V
ff 2 . 2

C08, f \ 2 / ’ Sln‘ 4 \ 2 / ’

/ 1-l-cos. —V / 1 — COB.-SV
ff 4 • 57 4 /o) \cos. - = \ —2----- / , sm. y ------2----- / ’

/ 1-4-COS___— \i / 1—cos.—— \i
7T I Qn—1 I2 . 7T I 0W—1 I"cos. — = I______ -___/ , sin. — = l---------------- / , 

a mely képletekből közvetetleniil látni, hogy:

ff ff ff ff
COS. -r < COS. , < COS. -g- < . . . < COS. — < . . .

2 4 8 2n

ff .ff .ff ffsm. -g- > sm. -r > sm. ő> ... > sm. — >...2 4 8 g”

de e mellett, bármilyen pozitív egész szám is n,

7T . 7Tcos. — < 1, sin. - > 0. gn ’ gn

mert ha az első egyenlőtlenség bármely n-re érvényes, érvényes marad 
n + l-re is, a mint ezt cos. g^y értelmezése mutatja, ekkor pedig a 
sin. valóban mindig pozitív.

Az értelmezett számok tehát mindannyian pozitív valódi tör
tek, (ha ti nem 0).

Az eddigiekből az is foly, hogy cos. és sin. -nek véges 
meghatározott határértéke van. Ha ezt már tudjuk, a határérték 
kiszámítása nagyon egyszerű. T. i.

cos.^MÍ1 +c°s- ^í)
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és ha mindkét oldalon áttérünk a határra, minthogy

lim. (cos.g) = lim. (cos.^-)

lesz, ha e határértéket $-vel jelöljük:

vagyis:
-i =2(f-i)(e + |) = o,

a mi csak úgy lehetséges, ha f vagy 1, vagy — |, de a második érték 
lehetetlen, mert nagyobbodó pozitiv számok határértéke, ha van 
ilyen, mindenesetre pozitiv, és így:

lim. ( cos. g) = 1 ,
és ebből: (3.)

lim. ( sin. g) = 0.

70. Az értelmezést kiterjesztjük a minden pozitiv többesére 
a következő képletek által:

cos. (k+1) g = cos. k g cos. g - sin. k ~ sin. g , 

sin. (*+1) g = sin. k ~ cos. g + cos. k g sin. g,
(4.)

melyeknek alapján cos. g, sin. g a (2.)-böl adva lévén, egymásután 
cos. 2 és sin. 2g , cos. 3 g és sin. 3 g , s ú. t. kiszámíthatók.

Minthogy azonban, mikor így a g többszöröseinek sinusát 
és cosinusát számítjuk, újból megkapjuk a ■ • • többszö
röseiét is, külön bebizonyítandó, hogy a mennyire cos. k , 
sin. k a már előbb Idszámított értékek sorába tartozik, az új ered
mény a régivel megegyezik.

Ha n—1, e nehézség nem áll fönn, mert akkor a y többszö
röseire vonatkozó számokat először kapjuk. Föltehetjük tehát, hogy 
a (4.) nem ád ellenmondást egy bizonyos n-ig, és bebizonyítandó 
csak az, hogy n+l-re nézve is az eredmények, a mennyiben nem 
újak, a régiekkel megegyeznek.
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Erre nézve mindenek előtt megjegyezzük, hogy a (4.) képletek 
a kővetkező általánosabb alakban irhatok:

cos. (&+/) ~ = cos. k £ cos. I ~ — sin. k ~ sin. I ~, 

sin. (k+D = sin. k ~ cos. I ~ + cos. k £ sin. Z ~,
15.)

a mi mindenesetre a (4.)-gyel identikus, ha 1=1; föltéve, hogy, egy 
bizonyos Z-ig az eredmény ugyanaz, mint (4.)-böl, e megegyezés 
Z4-1 -re is fönnmarad. Mert:

cos. k cos. (Z4-1) ^ — sin. k ~ sin. (Z4-1) ~- =

= COS. k £ ( C0S- 1 COS. In ~ 8Ín-1 £ 8Ü1- S

— sin. k g/ sin. Z cos. g 4- cos. Z g sin. g)

= (cos. k g cos. Z ~ — sin. k ~ sin. Z JJ cos. * - 

- (cos. k sin. I ~ 4- sin. k cos. Z £) sin. g =

= cos. (fc4-0 cos. — sin. (k+k) sin. = cos. (k+l+1)^,

Egész hasonló átalakítás végezhető a második egyenletnél, és így a 
(4.)-böl mindenesetre az (5.) alatti egyenletek is folynak és meg
fordítva.

Tehát cos. , sin. ?■ az (5.)-ból is kiszámítható és az ered
mény ugyanaz, akárhogy bontjuk föl a pozitív egész r-et két nem 
negatív egész szám összegére.

Az eredmények csak akkor foglaltatnak az előbb számított 
értékek sorában ha r páros szám. A mi először az r=2 esetét illeti, 
a (4.)-böl:

cos. 2 2- = cos.2 - sin.2 

sin. 2 J = 2 sin. £ cos. £
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de a (2.)-böl:
_ l + cos.^- . 1-cos.^i

= 2 sm- 2n = “ “2----
és így valóban:

, ff • 9 n ffcos.2^ —sin.2^ = cos.

míg épen ily módon :

X n -Á 1 —C0S,2n=T \
2sin. 2ncos.2„=2^ - -g-------I (- 2 J

/1 ff \4/. „ ff \4 | 1 ~ C0S- 2n-2 I
= (J-cos2^-^-------2-------) = si

Föltéve most már, hogy eredményeink helyesek bármely páros 
számra, p. 2s-re nézve, helyesek maradnak 2s + 2, a reá következő 
páros számra is. Mert most (4.) vagy (5.) szerint föltevéseink mellett:

cos. (ás+2) J = cos. 2s cos. 2 — sin. 2s ~ sin. 2 ~

n ff . ff . ff= cos. s . cos. — sin. s x—? sm. =—r, 2n—1 2*1—1 2«—1 2«—1

a mi megegyezik cos (8+1) ^4 előbb nyert értékével. Hasonló szá
mítást végezhetünk a sinusra nézve.

így tehát a sinus és cosinus művelet értelme meg van álla
pítva a minden pozitív egész számú többszörösére.

71. Ha a (4.) egyenletek közül az elsőt sin. , a másodikat 
cos. szorozzuk és kivonunk; lesz

sin. (k+1) J cos. — cos. (k+1) * sin. * = sin. k (cos.2 + sin.2

a mi a (2.)-böl véve cos. és sin. értékeit, továbbá = sin. k • 
Hasonlókép:

cos (k + 1) cos. + sin. (k+1) sin. = cos. k

vagyis k helyébe l — 1 -et írva:
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cos. (Z — 1) £ = cos. I g cos. g + sin. I sin.

sin. {I — 1) g = sin. I g cos. ~ — cos. I sin. ~
(6.)

Ezen egyenletek adott számok közti relácziót fejeznek ki, ha 
Z> 1. Ha 1^1 kiterjesztik a sin. és cos. műveletek értelmezését 0-ra 
és a negatív többszöröseire. Tehát e megállapítás szerint:

cos. 0=1, sin. 0 = 0, (7.a)
és általánosságban,

cos. (— kQ = eoB.k^>

sin. ( - k = — sin. k _ (7.b)

mely képletek helyesek, ha k = 0, vagy 1, és ismét érvényeselmek 
bizonyíthatók k + 1 -re, ha k-ra helyesek voltak. Mert (6.) és (7.) 
szerint.:
cos. (— k — 1) g = cos. (— k Q cos. g + sin. (— k Q sin. g =

= cos. (k + 1) ~> 8 ú. t.

Végre a (4.) képletek most helyesek maradnak, bármicsoda 
egész szám is k, a mint azt a (6.) és (7.) tekintetbevételénél köz- 
vetetlenül látni. Ép úgy az (5.) alatt állók, melyek pozitiv Z-re 
ép úgy vezethetők le (4.)-ből, mint előbb, negatív l esetére pedig a 
cos. (— k — Z) , sin. (— k — l) képezése által igazolhatók.

Ezután még bármicsoda egész szám is k, lesz:

cos.2fc^ + sin.2Á:g = 1 (8.)

a mi (7.a) és (2.) szerint helyes, ha k — 0 és 1 és minden más Zí-ra 
teljes indukczió által igazolható. Mert (4.) szerint:

cos.2 (4+1) + sin.2 (k+1) ~ =

(cos.2fc^ + sin.2 k Q (cos.2 +sin.2^) = cos.2^ + sin.2 k 
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azaz a kérdéses kifejezés értéke nem változik, ha egész szorzóját 
egygyel nagyobbnak vagy kisebbnek veszszük, tehát valóban k min
den egész számú értékénél 1.

72. A kiterjesztést oly számokra, melyek nem többesei vala
mely ^-nek, a következő tétel készíti elő.

Bármicsoda pozitív egész szám is n, mindig:

1 > cos. ~ >cos. 2^>... >cos. k ~ . >cos. 2"-1 ^(=0) 

0 < sin. J < sin. 2 ^<...< sin. k . < sin. 1 ^(= 1)
(9.)

Ha n = 2, a cos. és sin.-jel alatt csak । és áll, és a tétel 
már a (2.) egyenletekben foglaltatik. Általános bebizonyításánál 
ismét n-röl n + 1-re megyünk át. Az első két Szám, mely a cos. és 
sin.-jel alatt áll, és ü^j-, melyekre, szintén (2.) szerint, a tétel 
mindig helyes.

Az (n + l)-re vonatkozó sorozatok a (9.)-ből az által kelet
keznek, hogy

cos. k ~ és cos. (k +1) ~ , ill. sin. k és sin. (k +1) 

közé beigtatjuk még a

cos. (2Á +1) ill. sin. ^k + 1)

számot. De ha tekintetbe veszszük, hogy (4.) szerint:

cos.A; * = cos^g^

cos. (2^+1) = cos.A^ cos. — sin.*^ sin. ,

cos. dk 4- 1) = cos.k~ cos. * —sin. k sin.

tüstént látni, hogy valóban:

cos. k ~ > cos. (2A-+1) > cos. (k+1) > 
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mert az összeg első része mindig kisebb, a levonandó mindig na
gyobb lesz.

Hasonlókép a második sorozatra nézve (6.) és (5.)-böl:

sin.(A+l)^ ^sin^+l)^

sin. (2fc+1) = sin. (*+1) ~ cos. -cos. (k+1) ~ sin.,

Hin- k =8in- J cos- § — cos- (W) J sin- J ;

és ebből úgy mint előbb :

sin. k < sin. (2&+1) < sin. (k+1) •

73. Ha most már x bármicsoda valós szám, a 48. ez. eljárása 
szerint, megközelíthető két számsorozat által

Áj k^ _ _ . kn
2 ’ 2® ’’' ' ’ 2”

úgy hogy
2 9 & ’ 9 9

x = lim. kn ~ = lim. (kn + 1) J ,

még pedig oly módon, hogy az első számsorozat tagjai mindig na
gyobbodnak, és kn ^n = x, a másodiknak tagjai pedig kisebbednek 
és (kn + 1) gn > X.

Akkor legyen:

sin. x = lim. sin. kn = lim. sin. (^ + 1) “ ,

cos. x = lim. cos. kn = lim. cos. (^„-|-1) ,
(10.)

hol természetesen ismét bebizonyítandó, hogy e határértékek véges 
és meghatározott' számok, valamint az is, hogy az egy sorban állók 
valóban egyenlők.
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Ezt először azon esetre végezzük, midőn

Hogy ekkor lim. sin. kn 7 véges és meghatározott szám, a 
4-5. ez. értelmében abból következik, hogy:

sm.kn^fún.kn+1~<

ezen utóbbi állítás pedig helyes, mert sin. 2fcn 7^ és sin. kn+i~^i 

a (9.) alakjára és a 2"+1 nevezővel képezett sorozatban bennfoglaltatik.
Ép úgy látni, hogy lim. cos. kn 7 véges és meghatározott 

szám, mert,
eos. fcn^cos. fcw+1 >0.

és ekkor végre
lim. sin. (kn +1) — = lim. sin. kn lim. cos. k„ '* + ' 11 1 7 gn 27

+ lim. cos. kn ~ lim. sin. = lim. sin. kn ~ .

valamint hasonlóképen a cosinusra nézve.
Ha x nem fekszik 0 és '/ közt, akkor egész általánosságban:

r ~ < x< (r+1) —, 
2 — 2

hol r valami egész szám és így:

x = r — + x' 
2

hol x' eleget tesz az előbb x számára megállapított föltételeknek. 
Ekkor írható

* = lim- ( r 7 + kn = lim. ( r ~ + (kn +1) 7) ’
és látni, hogy

sin. x = lim. sin. ( r ~ + kn 7) = lim. sin. ( r ~ + (kn + 1) 7) > \ 2 2'” V 2 2"-'

COS. X = lim. cos. ( r | = lim. cos. ( r 7 + (kn + D J) 
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véges és meghatározott szám, ha csak tekintetbe, veszszük, hogy 
ry szintén a egészszámú többese, és így a lim.-jel alatt ismét 
lehet az (5.) képletek segítségével átalakítani.

74. Ha:
0<a<b^%,

akkor egyszersmind:
0 <1 sin. a < sin. b <1 1 ,

1 Sí cos. a > cos. b 2í 0,

hol az egymás alatt álló alsó vagy felső jelek mindenütt egyidejűleg 
helyesek.

A tétel egyszerűen abból foly, hogy ha a és b, mint fölvettük, 
különböző számok, és p.

a = lim. (kn+1) , b = lim. ln , 2” 2"

akkor lehet egy n-et kijelölni, melytől fogva fe+1) kisebb, 
pedig nagyobb egy tetszőleges a és b közt fekvő számnál, mely szin
tén m ~r alakúnak vehető. De ekkor ezen n-től kezdve

sin. (kn+1) < sin. m < sin. ln ~ ,

cos. (kn+1) > cos. m ~ > cos. ln ,

még pedig úgy hogy a

sin. m~ — sin. (kn+1) , sin. In ~ — sin. m 8 ú. t.

különbségek folyton nagyobbodnak. Tehát

lim. sin. (Zfn + 1) “<sin. lim- sin- ln Q” G)1 Wn

lim. cos. (kn +1) ~ > cos. m — > lim. cos. ln ~ •

a mi nem más mint a kijelentett tétel.
Ebből továbbá következik, hogy ha lim. dn — 0, akkor egy

szersmind :
lim. sin. = 0, lim. cos. dn = 1 , 
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mert ha csak az n-et elég nagynak veszszük, ekkor | őn | < , bár
mily nagy pozitiv egész szám is k. De ekkor :

0 < | sin. <>n | < sin. ' j.

1 >|cos. Jn|>cos. y.

azaz a (3.) miatt n növekedésével sin. őn tetszőlegesen megközelíti 
a 0-t, | cos. őn | vagy minthogy a 0 közelében a cosinus mindig pozi
tiv, maga cos. ón is tetszőlegesen megközelíti az 1-et, és ez nem más, 
mint a kimondott tétel.

75. A sinus és cosinus műveletek amaz általános tulajdon
ságai, melyeket az (5.), (7.b) és (8.) képletek kifejeznek, fönnállanak 
akkor is, ha e jelek alatt nem egész többszörösei állanak. Azaz 
bárminő valós számok is x és y, mindig :

cos. (x + y) = cos. x cos. y — sin. x sin. y , (11.)

sin. (x + y) — sin. x cos. y + cos. x sin. y,

sin. (—x) = — sin.®, cos. (—®) = cos.®, (12.)

sin.2 x + cos.2 x = 1. (13.)

A bebizonyítás mindezen képleteknél ugyanazon az úton halad és 
így elég lesz, azt p. az utolsóra részletezni.

Ha x az adott módon határérték alakjában van kifejezve; 
akkor:

sin.2® -j- cos.2® = (lim. sin. k„ ^)2+ (cos. kn =

= lim. (sin.2 kn + cos.2 kn = lim. 1 = 1.

Ebből végre látni, hogy .sin. x és cos. x értelmezése teljesen füg
getlen attól, hogy x mi módon van határérték alakjában adva.

Mert ha p. a megállapított módon x = lim. xn, akkor legálta
lánosabb értelmezése

® = lim. {Xn +
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és ekkor

lim. sin. (Zn+Jn) = lim. (sin. xn cos. <in + cos. xn sin. dn) =

= lim. sin. xn = sima;,

lim. cos. (a;n+dB) = lim. (cos. xn cos. dn — sin. xnsin. ön) =

= lim. cos. xn — cos. x.

76. Tekintettel gyakori alkalmazásukra álljanak még itt az 
(1.) és (11.) összefoglalásából keletkező képletek :

cos. (a: + ) — — sin- a:, 

cos. (X + ^) —---cos. X, 

cos. (a; + 3 *) = sin. x, 

cos. (x + 2^) = cos. x,

sin. (x + ^ ) = cos. x, 

sin. (x + tt) = — sin. x, 

sin. (a; + 3 y) = — cos. x, 

sin. (x + 2tt) = sin. x,

melyeknek specziális esetei:

cos. (ik + 1) ~ = 0, cos. kn = (— l)fc

sin. (ik + 1) = (— 1 )k, sin. kn = 0.
(15.)

bármicsoda egész szám is k.
A tg. x és eot. x nem új műveletjelek, hanem értelmezésük 

egyszerűen:

A (ll.)-ben foglalt egyenleteket egymással osztva:

tg. (x + y) = tg- + tg. 1/
1 — tg. x tg. y

valamint még:

, , , , cot. a; cot. « — 1cot. (X + w) = --- —cot. X + cot. .tJ
(16.)

tg. ( x + 'J) = — cot. x, tg. (x + n) = tg. x,

cot. (a: + = —tg.x, cot. (x + n) = cot.a;, 

Kőnig: Analizü. I. 9
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mert ha csak az n-et elég nagynak veszszük, ekkor |dn|<^, bár
mily nagy pozitiv egész szám is k. De ekkor :

0 < | sin. dn | < sin.

1 > | cos. dn | > cos.

azaz a (3.) miatt n növekedésével sin. dn tetszőlegesen megközelíti 
a 0-t, | cos. dn 1 vagy minthogy a 0 közelében a cosinus mindig pozi
tiv, maga cos. dn is tetszőlegesen megközelíti az 1-et, és ez nem más, 
mint a kimondott tétel.

75. A sinus és cosinus műveletek amaz általános tulajdon
ságai, melyeket az (5.), (7.b) és (8.) képletek kifejeznek, fönnállanak 
akkor is, ha e jelek alatt nem egész többszörösei állanak. Azaz 
bárminő valós számok is x és y, mindig :

cos. (x + y) = cos. x cos. y — sin. x sin. y , (11.)

sin. (x + y) = sin. x cos. y + cos. x sin. y,

sin. (—x) = — sin. a:, cos. (—x) = cos. x, (12.)

sin.2 x + cos.2 x = 1. (13.)

A bebizonyítás mindezen képleteknél ugyanazon az úton halad és 
így elég lesz, azt p. az utolsóra részletezni.

Ha x az adott módon határérték alakjában van kifejezve; 
akkor:

sin.2 x -j- cos.2 x = (lim. sin. k„ (lim. cos. kn =

= lim. /sin.2 k„ + cos.2 kn — lim. 1 = 1.

Ebből végre látni, hogy sin. x és cos. x értelmezése, teljesen füg
getlen attól, hogy x mi módon van határérték alakjában adva.

Mert ha p. a megállapított módon x = lim. xn, akkor legálta
lánosabb értelmezése

X = lim. (xn + dn)
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és ekkor

lim. sin. («„+<?«) = lim. (sin. xn cos. o„ + cos. sin. J„) =

— lim. sin. xn — sima:, 

lim. cos. (Xn+Jn) = lim. (cos. xn cos. — sin. xn sin. d„) —

= lim. cos. xn = cos. x.

76. Tekintettel gyakori alkalmazásukra álljanak még itt az 
(1.) és (11.) összefoglalásából keletkező képletek :

cos. (a: + ^ ) = — sin. x, 

COS. (X + tt) = — COS. X, 

cos. (x + 3 — sin. x,

cos. (x + 2ít) = cos. x,

sin. (x + q ) = cos. x, 

sin. (x + tt) = — sin. x, 

sin. (x + 3 y) = — cos. x, 

sin. (x + 2ff) = sin. x,

melyeknek specziális esetei:

cos. (2A- + 1) v = cos. kn = (— l)fc
n (l5-) 

sin. (2& + 1) 0 = (— I )\ sin. k~ = 0.

bármicsoda egész szám is k.
A tg. x és cot. x nem új műveletjelek, hanem értelmezésük 

egyszerűen:
tg.x =

sin.
cos. .r

COS. .v cot. X = .sin. x

A (11 .)-ben foglalt egyenleteket egymással osztva:

valamint még:

tg. (x + y) = tg- + tg- //
1 —tg. ,rtg. y

, , cot. .1! cot. II — 1cot. (x + y) = — 7 A > 1 cot. .i; + cot. um
(16.)

tg. ( X + = — cot. X , tg. (a: + ff) = tg. X , 

cot. ( x + “ ) = —tg. x, cot. (x + k) = cot. x,

König: Atudizis. I. 9
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végre :
tg. kn = 0, eot. fik + 1) y = 0.

A tg. x illetőleg cot. x alaknak, mint számtani művele
tek jelének, ha cos. x, illetőleg sin. x zérus nincs értelme; ekkor 
ugyanis az előirt műveletek sorában bennfoglaltatnék a zérussal való 
osztás.

Ebben az esetben a megfelelő határértékre vonatkozólag kimond
hatjuk, hogy ha lim. cos. xn = 0, akkor lim. tg. xn — és ha 
lim. sin. xn = 0, akkor lim. cot. x„ = oo. Az az eset ugyanis, hogy 
lim. sin. xn és lim. cos. xn egyszerre 0, nem fordulhat elő, mert 
négyzeteik összege egyenlő az egységgel.

.4 körmérést számok.

77. Oly valós szám, melynek sinusa vagy cosinusa kisebb a 
—Ónéi vagy nagyobb egynél, nem létezik; a mennyiben a megelő
zök szerint minden valós szám sinusa és cosinusa — 1 és -f- 1 közt 
fekszik, e határok beleértésével.

Ellenben, ha
—láwíl 

mindig van egy és csak egy oly szám ^i, melyre nézve cos. x = u, és

bármicsoda egész szám is l.
Hogy e föltételeknek megfelelő több, mint egy szám nin

csen, könnyen kimutatható. Ha ugyanis cos. = cos. £j, akkor 
O és vágj’ In és (l 4- |)jt, vagy (/ + l)r és (/ 4- 1)^ közt fekszik 
(a határok beleértésével), különben ama számok már az előjelben 
különböznének; ha pedig most már és zi nem egyenlők, akkor 
a 74. czikk elején adott tétel értelmében cos. és cos. sem 
lehetnek egyenlők.

Az egyetlen megfelelő számot meghatározzuk a kővetkező 
módon. Bármely k„ alakú szám, mely In és (7 4-1)r közt fekszik 
kisebb vagy nagyobb a ~i-nél, a mint (—1)' cos. kn^t nagyobb vagy 
kisebb a 1/ u-nál.
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és

továbbá

7T z 7T ••Ha valamely kn alakú számra nézve cos. kn — u> a föl
adat már meg van oldva; tehát ez az eset többé nem lesz tekintetbe 
veendö.Ha most már minden n-re nézve ^„-t úgy határozzuk meg,hogy 

+ 9^, 

akkor mindenek előtt
$1= lim. kn ~ = lim. (kn+1) ;

cos. kn ~, cos. & , cos. (kn+1) ,Q'« 0'*'

lim. cos. k„ cos.cz, lim. cos. (fcn+1)

vagy nem nagyobbodó vagy nem kisebbedö számok, a mint / páros 
vagy páratlan; de a két határérték egyenlő lévén ez csak úgy nem 
ad ellenmondást, ha

lim. cos. ktl = cos. ( lim. kn — cos. ~i= u. \ Qn/
Mindazon számoknak, melyeknek cosinusa w-val egyenlő, kö

zösjele : arccos. u (olv. arcus cosinus w) úgy, hogy cos. (arccos. u)=u. 
Az arccos. mint műveleti jel végtelen sok értelmű, mert a számok 
határtalan sora, jelzésünkben

, . . ■ , f—2 , í—1 , f । , , . . .
megfelel a föladatnak. Ezek közül $0, mely 0 és r közt fekszik 
(a határok beleértésével) elég az összes többi érték kifejezésére, 
melyek a

f o + -l^ > — ío + ^l^ 
alakokban bennfoglaltatnak, ha l tetszőleges egész számot jelent. 
A kiirt értékek ekkor 2/^ és (2/4-1 illetőleg (2/— 1)^ és ^In közt 
feküsznek.

Csak akkor, midőn u = ± 1, lesz f0 = 0, és ekkor a megfelelő 
értékek száma, ámbár még mindig határtalan, «fél annyira» sülyed, 
a mennyiben most mindig csak 2tt távolságban találni ilyent, t. i. 
a 2Z- alakú számokat.

A f0-t gyakran az arc. cos. u föértékének nevezzük és 
(arccos. w)-val jelöljük, hol a különben fölösleges zárjel kifejezi a 
választandó érték korlátozását.

9*
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A sin. x =■ u egyenlet megoldása nem új föladat, mert ez 
így is irható:

cos. (a: + g ) = — u

tehát a keresett értékek:
x = arceos. (— u) — ,

a mi «ugyanannyi# érték, mint előbb. Ha (arc. cos. (—m) ) = f0, 
akkor

— fo 2

— és + * közt fekszik, és minthogy — f0---- T = —57 — 7o> 

végre
% + Uh, n- — + 2h

az összes értékek sorozata, melyek közül a kiírtak
(21 — |)jt és (21 + 'Air, ill. (21 + |).t és (21 + |)ff 

közt feküsznek.
Csak akkor, midőn

?o + ^l~ = ~ — r/0 +
vagyis midőn (az megszorítása miatt) = i , és így u = ± 1, 
olvad össze felére a megoldások száma, melyeknek alakja ekkor 
" + 2h vagy — ~ + 2h.

7T 7C .A-----Q- és d- közt fekvő értékét ismét Jőértéknek nevezzük 
és (arcsin. u)-val jelöljük; míg ama számoknak, melynek sinusa 
egyenlő u-val, közös jele arcsin. u, és így sin. (arcsin. u) = u.

Oly x meghatározása, melyre nézve

cos. x = u, sin. x — v

csak akkor lehetséges, ha a2 + v2 = 1. Ha e föltétel ki van elégítve, 
X mindig úgy választható, hogy

2h • x < 2(1 + 1 )tt

legyen. A cos. x = u egyenletnek két megoldása felel meg e föl
tételnek :

Co + ^h, — $0 + 2 (í + 1)",

s e számok mindegyikére nézve a sinus absolut értéke = | ® |, de
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sin. (f0+2/jr) és sin. (— + 2(Z+1)k-) ellenkező előjelű és így csak
egyik lesz v, míg a másik — v.

A tg. x — u egyenlet megoldása vagy önállóan tárgyalható 
ugyanazon módon, mint a megelőzőké, vagy tekintettel a tg. jel 
értelmezésére, így is írható: * = u. De ekkor kell, hogy x min

* Az arcsin-.r, s ú. t. jelek a régibb arc. (sin = a;) írásmódból kelet
keztek, mely egyszerű rövidítése a következő kijelentésnek: «azon arcus 
(ív), melynek sinusa egyenlő a;-szel».

denesetre oly számérték legyen, melyre nézve, ha cos. x értékét 
egyelőre /z-vel jelöljük:

cos. x = g, sin. x = g.u

tehát mindenekelőtt: g2 +gl u*  = 1, a miből g két értékét nyerjük: 

gx = (1 -f- w2)~ 1, g^ = — gx = — (1 + u2)_t

A tg. x = u egyenletnek megfelelő értékek sorozata tehát 
nem más mint a

cos. x = gx, sin. x = gxu

cos. x = gx, sin. x = — gxu 

egyenlet rendszereknek külön-külön megfelelő értékek összessége; 
de ha az első rendszernek megfelelő érték x0, akkor x0 + jr meg
felel a másodiknak; és így az értékek mind x0 + ln alakban irha
tok, hol l tetszőleges egész szám.

Ezek közt mindig van egy, mely — és * közt fekszik, az 
úgynevezett főérték, melyet (arctg. w)-val jelölünk, míg a megfelelő 
számok közös jele: arctg. u és így tg. (arctg. u) = u.

A cot. x — u egyenlet végre azonos a tg. x = -val és így 
nem kíván új tárgyalást.*



HARMADIK SZAKASZ.

A COMPLEX SZÁMOK.

I.

A complex számok értelmezése és alaptulajdonságaik.

A másodfokú egyenlet valós gyökei.
78. A másodfokú egyenlet:

ax2 + bx + c — 0,
melyben a, b, c tetszőleges valós számok, de a nem 0, (különben az 
egyenlet nem volna másodfokú), megoldása előtt «-val szorozható 
és ekkor

/ , b^ae(«* + J = Ic

aiakban irható. Minthogy x-szel együtt aa;+ íj valós, és ennek 

négyzete 0 vagy pozitív, a másodfokú egyenletnek csak akkor lehet 
valós gyöke, ha b2 — A-ac nem negatív.

Ekkor pedig:
. - b +

X — --- ’2a
a mi a l b2—iac kétértelműségének megfelelöleg két gyököt ad, ki
véve midőn b2 — = 0, a mikor csak egy szám felel meg az
egyenletnek, t. i. . Ha b2 — bac pozitív, a másodfokú egyen
let két gyöke szétválasztott alakban :

-b+tb'-lae^ -b-^-iac/
Xi “ 2a ~ > xi~
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79. A másodfokú egyenlet általános alakjában a-val osztunk: 

x2 + — x + ' = 0, a a

és ~ helyett a kővetkező kapcsolat alapján a p,q számokat hoz
zuk be:

a h2p =------ >1 a

hol | u | egészen szabadon választható (Okivételével), az u előjelét 
pedig úgy állapítjuk meg, hogy

pozitív legyen. Ekkor a másodfokú egyenlet:
a:2 — jpx _p — qiu — q }

és gyökei egyszerűen akkor valósak, ha u nem negatív. Ekkor a két 
gyök u . A miből még látni, hogy egészen mindegy, hogy q 

számára a | „(p3---- melyik értékét veszszük, mert a kétér

telműség a lót által is már teljesen ki lesz fejezve.

A másodfokú egyenlet tehát mint a p-j-q^u számpár képvi
selője tekinthető; e számpár számait:

p +qu^ és p — qu*
konjugált számoknak nevezhetjük és « kezdettől fogva adott szám 
lévén, (p/J^ és (p, g)á-vel jelölhetjük.

A complex számok bevezetésénél alapvető jelentőségű azon 
megjegyzés, hogy konjugált számokra vonatkozó műveleti szabályok 
teljesen egyforma módon adhatók meg. Tudni illik a

(p,q) + (r,s) — (p+r, q+s) 
(p,q) (r,s) = (pr+qsu, ps+qr)

egyenlően helyesek, akár a V M pozitív, akár pedig negatív értékével 
dolgozunk, azaz a zárjelhez akár az 1, akár a 2 mutatót csatoljuk.
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A complex számok bevezetése.

80. Ama követelés, hogy a másodfokéi egyenlet kivétel nélkül 
megoldható legyen, ismét csak a számfogalom általánosítása alap
ján teljesíthető.

Két valós számból, p- és </-ból ismét új — általánosabb — 
számot képezhetünk, melynek értelmezésébe azonban most a p és q 
számok minden tulajdonságát bele foglaljuk, valamint a p és q ily 
összekapcsolásánál azt is megkülönböztetjük, vájjon a p és q számok 
közül melyik az első, melyik a második ?

Ha tehát a p és q, illetőleg r és s összekapcsolásából származó 
számokat, az ú. n. complex számokat egyelőre {p,q} és [r, sj-s<l 
jelöljük, első sorban az értlemezés következménye, hogy a [p,q\ és 
}r,Sj számok csak akkor egyenlők, ha p = r és q — s.

Ebből mindenekelőtt látni, hogy a complex számok sokasága 
egészen más mint a valós számoké. Már azon számok, melyekben az 
első szám p, sokaságukra nézve megegyeznek a valós számokkal, 
mert a második helyre bármely valós szám juthat. De ezenkívül p 
helyébe is minden valós számot tehetünk. Ha tehát most a valós szá
mok sokaságát röviden végtelen nagynak mondjuk, a complex szá
mok sokasága a valós számokéhoz képest kétszeresen végtelen nagy.

Ama complex számok sokasága, melyekben a második szám 
mindig ugyanaz, p. 0, teljesen megfelel a valós számok sokaságának, 
azaz a \p, 0} complex szám megadja a p valós számot és viszont.

Eddigelé a [p, q] complex számok a valós számokkal szemben 
lényegesen új fogalmak; az összeadás s ú. t. műveletei az eddigi 
értelmezések alapján ezekre nem is alkalmazhatók és tetszésünktől 
függ, hogy mit akarunk e számkörben összeadásnak s ú. t. mondani

Ha azonban a [p, q] és (r, s) számok összeadását és szorzását 
úgy értelmezzük, hogy azon esetben, ha bennök a második szám 0, 
és így az előbbi megállapítás értelmében megfelelnek nekik a p es r 
valós számok, e számok összegének, illetőleg szorzatának ismét meg
felelnek a p -f- r és pr valós számok, akkor azon complex számok
nak, melyeknek alakja [p, 0), tulajdonságai a. valós számokéval tel
jesen azonos kifejezést nyernek.

Minden a p, q, r,... valós számokra vonatkozó igazság helyes 
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marad a {p, 0), [q, 0), {r, 0},... alakú számokra is, azaz a [p,0] 
számok azonosak lesznek a valós számokkal, míg ama [p,q} szá
mok, melyekben q nem zérus, az eddig vizsgált számkör általánosí
tását eszközük.

Ezen első föltételnek megfelelöleg azonban a [p, q] és [r, s) 
összege vagy szorzata még akárhány félekép értelmezhető. Hogy az 
új számok a másodfokú egyenlet általános megoldását eszközöljék, 
ez ismét az összeg és szorzat értelmezésének helyes választása által 
lesz elérhető. Az erre vezető utat megadják a megelőző czikk utolsó 
tárgyalásai. Ott is ily [p, q} számokkal volt dolgunk, melyekben az 
összeg és szorzat valóban eleget tesz az első föltételnek. Ezek meg is 
adják a másodfokú egyenlet megoldását, ha ennek utoljára használt 
alakjában u pozitív, azaz a gyökök valósak. Előre is belátni, hogy 
negatív u esetében czélunknak megfelelő számokat nyerünk. Ez 
még annyiban egyszerűsíthető, hogy w-t —1-nek veszszük, a mennyi
ben tudjuk, hogy u absolut értéke a 0 kizárása után szabadon volt 
választható.

E szerint a complex számok összegét és szorzatát a következő
kép értelmezzük:

{p, + ÍO *} = \P + r> 4 + sb <L)

{p,q} . {r,s} = {pr — qs, ps + qr] (II.)

Az értelmezés czélszerüségét, melyet eddig elöleges meggondo
lás csak valószínűvé tett, e számok részletes tulajdonságainak vizs
gálata majd teljes világosságra hozza.

81. Mindenekelőtt a complex számokat lehető kevés független 
elemből iparkodunk előállítani, a mi egyszersmind a [p, q] jelzést 
egyszerűsíti. Minthogy

{p,q} = xP^} + M,

de [p, 0} jeléül egyszerűen p-t használjuk, csak a {0, q] számala
kok részére kellene új jelt bevezetni; de ismét (II.) szerint:

(0,?} = {q,0} {0,1},

és így az összeadási és szorzási műveletjelek használata mellett elég, 
ha egy új szám, a {0,1} részére új jelt használunk. Legyen röviden 
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e jel i, tehát:
< = M

ekkor végre a [p, q] számot mint összeget

P + í * 
alakban írhatjuk.

* Vagy tisztán képzetes, ha t. i. a mi különben nem ajánlható, a 
complex számokat nevezzük képzeteseknek.

A complex számok körében is föntartjuk az egység amaz értel
mezését, mely szerint egység minden szám, melynek valamely hat
ványa egyenlő 1 -gyei. De:

? = '0,1} {0,1} = {—1,0} = — 1 .

és így ? = 1.
Tehát az i szám egység, az úgynevezett képzetes (imaginar) 

egység és vele együtt —i = (0, —1} is.
Minden [O,q]—qi szám képzetes*  szám és így minden 

complex számot mint valós és képzetes szám összegét lehet fölfogni.
Két képzetes szám [0, q] —q i és ’O, $} =si csak akkor egyenlő, 

ha q és s azaz a képzetes egység valós szorzói egyenlők.
Es végre két complex szám p + qi és r + s i csak akkor egyenlő, 

ha a valós és képzetes részek külön-kiilön egyenlők.
Hogy az új számok körében negatív számból valóban lehet 

négyzetgyököt vonni, vagyis az

.r2 = —A

egyenletet megoldani, közvetetlenül világos. Legyen A egyik négy
zetgyöke a, azaz

!«.o}2='xo}
akkor

{0, a}8 = {—a2,0} = {—J,0} = - A

tehát a p —A jel itt újból két értelmű, egyszerűen :

—A = i^A.

Az i maga is végre a valós számok körében használt műveletjelek 
segítségével kifejezhető; mert ha A helyébe 1 -et teszünk :
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/—I = í/1 = ± i,

úgy hogy i nem más mint a kétértelmű —1 egyik értéke.
E szerint az i magasabb hatványaira nézve:

ía = —1, i3 = —i, í4 = 1 , s ú. t.

*
alapműveletek.

82. E fejtegetések értelmében a p-\-qi és r+si összegének és 
szorzatának értelmezése úgy is fogalmazható, hogy az i-t —1-nek 
olvasva, tekintet nélkül arra, hogy az illető alaknak nincs értelme 
a valós számok körében, a közönséges algebrai szabályok szerint 
járunk el. Mert (I.) és (IL)-ben [p,q] helyébe p + qi-t írva, ezek 
végre lesznek :

(p + qi) + (r + si) = (p + r) + (q + s)i, (I.)

(p + qi) (r + sí) = pr — qs + (ps + qr)i, (II.)
/ 2

a mi az épen adott szabálynak megfelel, ha y —1 helyett ismét 
—1-et teszünk.

A mi most már a megfordított műveleteket illeti, a kivonást 
illetőleg közvetetlenül látni, hogy:

(p + ?í)— (r + si) = p — r + (q — s)i. (III.)
Az osztás a complex számok körében szintén egyértelmű mű

velet, ismét mint előbb amaz eset kivételével, midőn az osztó 
zérus. (Az előbbi megállapítások szerint csak úgy lehet r + si = 0, 
ha külön-külön r — 0, s = 0.)

A
P+&
r+si

hányados nem más mint az oly x + yi complex szám, melyre 
nézve:

P + qi = (r + si) (x + yi), 
vagyis

p + qi — rx — sy + (sx + ry)i;

de ekkor a valós és képzetes részek külön-külön egyenlők tartoz
nak lenni és így:
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p = rx — sy, 

q — sx + ry. 
Ebből végre

rp + = (’-2 + s^x,
sp — rq — — (r2 + s^y,

és így, ha csak nem * r = 0, s = 0, x és y* megvan határozva és 
velők együtt:

p+qt _ rp+*q । rq-»p ,• ,TV \
r+» — U-’J

Az I—IV. képletekből foly, hogy az alapműveleteknek minden 
a valós számok körében érvényes törvénye a complex számok köré
ben is helyes marad, a mi egyszerűen minden egyes képleten 
igazolható.

83. Ide csatoljuk még — ámbár ez a gyökkivonás általános 
elméletének csak specziális esete ■—• a complex számok négyzetgyöké
nek kiszámítását, vagyis a

z2 — a + bi

egyenlet megoldását complex számokban. Hogy z = x + yi az 
egyenletnek megfeleljen, kell, hogy legyen:

(x -f- yi}2 = x2 — y2 + ^xyi = a + bi, 
vagyis a valós és képzetes részek egyenlőségét külön kiírva:

x2 — y2 = a, Ixy = b.

Minthogy a valós számok esetére a föladatot már megoldottuk, 
feltehetjük most, hogy b nem 0 és ekkor a második egyenlet 
mutatja, hogy sem x, sem y nem lehet 0. De ekkor ugyanebből:

és ezt az első egyenletbe behelyettesítve, ír2-tel szorozva és rendezve
I? x4 — ax2 — = 0;4*

ebből a:a-et, mint másodfokú egyenletből meghatározhatjuk:

* Ha r és s zérus, akkor .r és y együtthatója eltűnik és e számok 
nem határozhatók meg; bármi is r-|-,yi, szorzata 0-sal itt is mindig 0.
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de az így nyert két érték közül csak az használható, melyben a 
gyökjelt pozitívnak veszszük, mert az

d2 < d2 + b'2

kapcsolat alapján egyszersmind

| a | < (a2 + b2)^

és így a— (a2 + b2)* mindenesetre negatív. De az x valós értékeit 
keressük és így ezek a következő egyenletnek tartoznak eleget tenni:

„2_  <i+(al+Z»s)i
X 2~----

a hol ugyancsak az előbbiek szerint a jobb oldal mindig pozitív és 
így x két értéke:

. ^a+(a3+6s)4 _  . ía+ta^+b^i M
$ — y 2 2 y •

Az x minden értékéhez a ^xy = b egyenlet alapján egy bizo
nyos meghatározott y tartozik:

_ । b / 2 \4
y— x a »

a mi még, ha számlálóban és nevezőben az

(-“+(a2+1^ y

értékkel szorzunk, átmegy ebbe:

_  । ti (—a+(a~+b*)^ H । yi
y — a i ■ 2 / ’

és így végre:
। • । l ■ । 1/a+í^+^li V । ■ í —a+ia^+b^i \i\x + yt= ya + bi= ± ) + 1 (— F í’

tehát a /« + bi itt is kétértékű, úgy hogy a két érték —1-gyel 
való szorzás által egymásba megy át.

A complex számok körében a másodfokú egyenlet

ax^ + bx + c = 0 
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még azou legáltalánosabb esetben is megoldható ha a, b, c bármi
csoda complex számok. Ugyanezen műveletek mint előbb most is 
mutatják, hogy

—ó-pV ó2—-tac x =------ —-------- >

a mi ismét kétértelmű kifejezés, úgy hogy a másodfokú egyenletnek 
mindig két különböző gyöke van, kivéve midőn b2— iac = O, 
a mikor később kifejtendő szempontból azt mondjuk, hogy a két 
gyök egyenlő. A gyök értéke ekkor — .

Complex számok absolut értéke.

84. Az a + bi és a — bi complex számokat conjugált szá
moknak nevezzük. Conjugált számok összege és szorzata valós, az 
utóbbi mindig pozitiv:

(a + bi) + (a — bi) = 2a; (a + bi) (a — bi) = a2 + b2.

Az a + bi complex szám absolut értéke alatt az a2 + b2 pozi
tiv előjelű négyzetgyökét értjük:

|a + b?| = (a2 + b'2^

E jelzés és elnevezés az előbb történt megállapításokkal meg
egyezik, mert ha a + bi valós, azaz b — 0, a absolut értéke most 
is azt jelenti, mit előbb.

Az absolut érték értelmezésének ily általánosítását indokolja 
még az a körülmény, hogy az absolut értékek alaptulajdonsága most 
is érvényes marad. T. i.

Az összeg absolut értéke soha sem lehet naggobb a tagok abso
lut értékeinek összegénél. Azaz, ha Wj, u2... u„ bárminő complex 
számok:

I + • •. + un | ál | | + | Wo | + • • • +1 wj • (1 •)

Ha először az összeadandók száma kettő, és részletesebben:

Mi — ai + bp , a2 = a2 + bp, 
akkor valóban:

(<«i + + (bj + b^ [a] + b])* + (a| + ,
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mert a négyzetekre nézve is:

(«i + aj* + + b^^a* + b* + al + bf +
vagyis:

a2 a2 + h b2 < (a* + b^ (ál + b^ , 

a mit ismét avval igazolunk, hogy négyzetre emelünk:

a\ al + a2 bt b., + bjb% ^afal + a*b% + af b* + b*bl-

Ez t. i. így is irható:
0<; (a, b2—a^b^2 , 

a mi közvetetlenül világos.
Két összeadandóról igen könnyű átmenni háromra és ú. t.

T. i. most már
|wt + w2 + a3|^lwi + Mal + Hal

^Iwil+KI + hsL .
tehát így folytatva a dolgot, a tétel helyesnek bizonyul n-tagú 
összegre nézve, ha n — 1 -tagúnál érvényes volt.

Két tagú összegnél a tételnek még kővetkező kiegészítése is 
adható:

+ — l«J-
Ha ugyanis v — wt — u.2, akkor

l«ilá M+KI, 
és így

kl^kl —KI-
Ha most w2 helyébe —u2-t teszünk, végre:

lui+wJ slMil~Hal
A tétel természetesen csak akkor ad valóban alsó határt, ha 

az összeg első tagjának azt veszszük, melynek absolut értéke nagyobb; 
különben csak azt mondja, hogy egy pozitív szám nagyobb egy 
negatívnál. Tekintettel erre a tételt így fejezzük ki:

l«i +Mala|l«i| — l«ál|- (2-)
85. Szorzatok absolut értékére vonatkozólag mindig: \

|wi«-2| = |wiIHJ; j - 
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azaz a szorzat absolut értéke egyenlő a szorzók absolut értékeinek 
szorzatával, mert a (3.)-ból közvetetlenül foly:

1^ = |wjIK||w3|,

és hasonlóképen bárhány szorzóra nézve.
A bebizonyítás egyszerűen a jelzett alakok részletes kiírása 

által történik. Ha ugyanis

«i = Pi + 'hí, u2 = Pi + >

“i = Pi pt — qi qt + (Pi q2 + Pi q^i;

akkor (3.) egyenesen azt mondja, hogy:

((Pipi—qt qt^ (pi qt + p^Y = (fi + q^ (pl + q^

a mi közvetetlenül világossá lesz, ha a jobb oldalon a | hatvány 
alatt szerzünk és azután a zárjelen belül a műveleteket végrehajtjuk.

Az u absolut értékét az u=p + ^i-ból mint szorzót kiemelve, 
a complex számot fontos szorzatalakban nyerjük:

hol az első szorzó, az absolut érték, pozitiv, míg a második szorzó
nak ama jellemző sajátsága van, hogy absolut értéke az egység. T. i.

mert | u |2 = p* q!.
Ha u absolut éi-téke egy, akkor bármicsoda egész szám is n, 

az un absolut értéke szintén egy.
Ha | u | > 1, akkor

|u|, |u2|,..., | u"| = |w|n,...

minden határon túl nagyobbodó sorozatot alkotnak, azaz lim.|u"|— oo.
Hasonlóképen ha | u | < 1, lim. | u" | = 0.
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Complex határértékek.

86. A határértékek általános értelmezése (54. ez.) most szó
ról szóra alkalmazható complex számokra is.

Legyen «t ... «n... a complex számok határtalan sorozata, 
melynek általános törvénye ismeretes, azaz melynek bárhány tag
ját bizonyos szabály szerint tudjuk képezni. Ekkor természetesen 
an részletes alakja is ismeretes, p.

an — pn 4~ an í •

Az «i, «2... an... tetszőleges complex számok sorozatának 
vagy az an = pn + an i kifejezés határértéke alatt, midőn n a pozi
tív egész számok során keresztül minden határon túl növekszik, az 
oly A számot értjük, melyre nézte, bármicsoda pozitív szám is ő, 
lehet egy (póz. eg.) n-et úgy meghatározni, hogy

lan+/c — AI < ő, 

bármicsoda nem negatív egész szám is k.
Hogy ily határérték p. A = R + Sí egyáltalában létezzék, 

kell tehát, hogy legyen, (ha a és A részletes alakját az adott fölté
telbe behelyettesítjük):

(pn+k — R}2 + (an+k — S’)2 < iA, 

de ez csak úgy lehetséges, ha külön-külön:

(pn+k — Ry < d2 , (ffn+k — Sf < d2

mert különben e pozitív számok összege annál kevésbé kisebb d2-nél. 
De ebből ismét:

[pn+fc — R I < d, | an+k — 8’1 < d
azaz kell, hogy lim. pn és lim. an véges meghatározott számok 
legyenek. Megfordítva,- ha e föltételek ki vannak elégítve, akkor az 
n kellő választásánál

(pn+k — R)* + (pn+k — S)2 < 2d'3 , 
és így

— A\ <2M,

a mi az eredeti föltétellel összeesik, mert 2* d csak úgy tetszőleges 
pozitív szám, mint d maga.

Kőnig: Analízis. I. 10



146 A COMPLEX SZÁMOK. .

Az eredményt következőképen foglalhatjuk össze :
Az an — pn + fni kifejezésnek akkor és csak akkor van véges 

és meghatározott határértéke, azaz lim. (/?„ + a„i) csak akkor jelent 
számot, ha a pn és an valós kifejezéseknek meg van e tulajdonságuk, 
és ekkor egyszerűen:

lim. a„ = lim. (pn + <rn i) = lim. pn + i lim. an , 

a mivel minden számítás az előbbi esetre van visszavezetve.
Ha oly törvényt követ, hogy egy bizonyos n-re és minden 

nem negatív egész k-ra nézve :

I yn+k | <«, 

bármicsoda pozitív szám is d, akkor ha részletes alakja:

yn — O n 4~ snl , 
egyszersmind:

,2 I 2 , ,2"n+k + < 0

és így | őn+k | < Ó, I s,l+k | < d. Azaz :
Ha yn absolut értéke, ha csak n-et elég nagynak veszszük, egy 

tetszőlegesen választott pozitív d-nál kisebbé tehető, akkor lim. yn=0.
Ebből közvetetlenűl következik, hogy, ha j u j < 1 , akkor 

lim. («") =0, mert un absolut értéke |«|", a mi n növekedésével 
minden határon túl fogy.

Ha az wj u<n... complex számok sorozatának az a tulaj
donsága van, hogy ha csak n-et elég nagynak veszszük, tagjainak 
absolut értéke egy tetszőlegesen választott w pozitív számnál is 
nagyobb, akkor ezt ismét, úgy mint aj valós értékeinél, röviden így 
fejezzük ki:

lim. a>n = oo,

és azt mondjuk, hogy az Mn határértéke végtelen nagy.
Minden más esetben az a„ kifejezésről azt mondjuk, hogy 

nincs határértéke; és ekkor a lim. an jelnek — ha t. i. sem számot, 
sem oo-t nem jelent — nincs értelme.

Az összegek, szorzatok és hányadosok határértékeinek kiszá
mítására adott szabályok, az 56. ez. II. alatt adott képletei most is 
változatlanul érvényesek maradnak.
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Ugyanis, lia p. «„ = pn + an í > <>n — Pn + ffnb és lim. , 
nem 0, azaz lim. és lim. a„ nem mindkettő 0, akkor:

lim. an . •
, = lim. 

«n

/ Pn Pn + ^n an

V Pn*  + <2

* Az analízis rendszeres kifejtésében geometriai tárgyalásokat nem hasz
nálhat, mert ezeknek utolsó alapjai — akár axiómáknak, akár föltevések
nek vegyük őket — mindenkor oly külső szemlélettel állnak kapcsolatban, 
melytől teljesen független minden számtani igazság. Ez természetesen nem 
zárja ki, hogy a számok abstrakt vonatkozásait geometriai viszonyokon 
érzékítsük, valamint azt sem, hogy az analízis geometriai (valamint egyéb 
természettudományi) alkalmazásai által a kifejtett módszereknek tudomá
nyos értékét és jelentőségét föltüntessük.

Pn an - Pn an A 
Pn2 + ffn2 /

és ez valóban ugyanaz mint:

lim. an lim. pn 4- i lim. aH
lim. a'n lim. p’n 4- ilim. <z'(

lim. pn lim. p'n 4- lim. an lim.
lim. p'^ 4- lim. a'^

. lim. p' lim. <z;i — lim. p lim. <zM
lim. p'^ 4- lim. a'^

Hasonlókép az összeg és szorzat egyszerűbb képleteinél.

II.

A valós és complex számok geometriai ábrázolása.*

A valós számok és az egyenes vonal.

87. Egy adott egyenes vonalon fölveszünk két tetszőleges pon
tot O-t és A-t, az első legyen a kezdőpont, a második az egységpont. 
Ha az 0 és E végpontok által meghatározott vonaldarabot hossz
egységnek veszszük, ennek segítségével minden más P pontnak, 
mely az 0 ugyanazon oldalán fekszik, mint E, távolsága O-tól, 
vagyis az OP vonaldarab hossza megmérhető és e hossz mérőszáma 
egy bizonyos pozitiv valós szám lesz. (A valós számok általános 
értelmezése ép úgy történt, hogy e mérés mindenkor kivihető legyen).

10*
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Vonaldarabok hosszának mérésénél oly módon csatolunk minden 
hosszhoz egy-egy jellemző számot, hogy a hosszabb vonaldarabhoz nagyobb 
szám tartozzék és megfordítva. Adva lévén a hosszegység, a planimetria 
egyszerű szerkesztései megadják mindazon vonaldarabokat, melyeknek hossza 
raczionális mérőszám által van adva. Ha most már az OP mérőszámát 
nagyobbnak vagy kisebbnek mondjuk egy bizonyos raczionális számnál, a 
mint az OP maga hosszabb vagy rövidebb, mint az e raczionális mérő- 
számnak megfelelő vonal, az OP mérőszáma tényleg mint valós szám lesz 
értelmezve. Ez pedig pozitív, mert ha csak OE-t elég sok részre osztjuk, e 
részek egyike végre rövidebb lesz OP-nél. Itt a geometriai viszonyoknak 
leírása történik és igy elfogadjuk, mint a szemlélet egyik eredményét, hogy 
az OE hossz folytonos felezése által pontokhoz juthatunk, melyek a P-nél 
közelebb feküsznek O-hoz.

Különböző pontokat választva, P-t és P-t, az OP és OP 
mérőszámai különbözők lesznek, egyszerűen azért mert n-et elég 
nagynak véve OE n-ed része a PP hossznál kisebbé tehető és ekkor 
van ismét egy oly k egész szám, hogy a * méröszámnak megfelelő 
OK hossz K végpontja P és P közé esik és így OP és OP mérő- 
számai közül az egyik kisebb lesz *-nél,  a másik pedig ugyané 
számnál nagyobb.

* H°gy mennyire igazak a geometria axiómái, vagy mennyire helye
sek e tudomány föltevései, azt itt nem elemezzük; e helyen egyszerűen 
fölhasználjuk az analízis módszereit a geometriai, mint tapasztalati viszo
nyoknak pontos leírására.

Megfordítva minden (pozitív) mérőszámhoz az egyenes vonal
nak egy és csak egy — az E-vel az O-nak ugyanazon oldalán 
fekvő— pontja tartozik ; e tetei nem lehet bebizonyítás tárgya, mert 
egyszerűen az egyenesnek, mint pontsornak, a geometriai szemléle
ten alapuló felfogását jellemzi.*

Ha a mérőszám raczionális, a planimetria legegyszerűbb szerkesztései 
megadják a hozzá tartozó pontot. Ha a mérőszám nem raczionális, akkor 
a raczionális számok sorozata által tetszőlegesen megközelíthető, azaz ama 
szám a raczionális a,i és + en közt fekszik, hol |en|, hacsak n-et elég 
nagynak veszszük, tetszőleges kicsinynyé tehető. A keresett pont tehát 
egy vonaldarabka belsejében tartozik feküdni, melynek hossza tetszőleges 
kicsinynek választható. Az irraczionális mérőszám — ily módon fejezzük 
ki e meghatározást — első sorban ú. n. vonalelemet határoz meg. Hogy oly 
egyenesdarabon, melynek végpontjai úgy változnak, hogy minden határon túl 
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egymáshoz közelednek, mindig van oly pont, melj'hez úgy az egyik, mint 
a másik végpont minden határon túl közeledik, az ú. n. folytonos vol
tának részletes kifejezése. Az egyenes e tulajdonságát nem adja sem a 
tapasztalat, sem a bebizonyitás; az természetfölfogásunknak egy szükséges 
következménye, melyben minden változás időbeli változással lesz összekap
csolva és melyben az időelem — minden határon túl kisebbedő időtartam — 
és időpont — múlt és jövő határa — reánk nézve elválaszthatatlanul 
összeforr.

Teljesen azonos megállapításokat hozunk be az egyenes ama 
pontjaira nézve, melyek O-nak az P-vel ellentétes oldalán feküsznek. 
Ha e pontok mérőszámai gyanánt a negatív számokat veszszük és 
végül az 0-nak megfelelő mérőszám gyanánt a zérust, akkor az 
egyenes vonalnak minden pontjának megfelel egy bizonyos valós 
szám és megfordítva minden valós számnak a vonalnak egy bizonyos 
pontja. Az egyenes vonal pontjainak és a valós számoknak e kölcsö
nös vonatkoztatása kölcsönösen egyértelmű; ha a P pontnak megfe
lel a p szám, akkor a p számnak ismét megfelel a P pont.

Egy pont helyzet-változása*  az egyenesen úgy történik, hogy a 
neki megfelelő valós szám nagyobb vagy kisebb lesz; e szerint azt 
mondjuk, hogy a pont pozitiv, illetőleg negatív irányban halad 
tovább. Ha a PQ vonaldarabot vagy távolságot mint ily helyválto
zást fogjuk föl, ez megkülönböztetendő a QP-töl, mert ott a pont 
első helyzete volt P, a második Oi itt megfordítva az első helyet Q, 
a második P.

* Hogy mikép változtatja különben helyzetét a pont, azaz hogy 
mikép jut P-ből Q-ba, itt egyáltalában még nem jő tekintetbe.

A QP vonaldarabot vagy távolságot hosszára és irányára nézve 
jellemzi a

P — 7 
szám, ha a P és Q-nak megfelelő számok p és q. Itt |p — a tulaj- 
donképeni hosszat adja, a p— q előjele pedig az irányt, Világos, 
hogy ekkor PQ-nek megfelel g — p.

A merevnek képzelt vonaldarab eltolásánál, mikor sem a hossz, sem 
az irány nem változik, a p — q is változatlan marad, mert e helyzet-változ
tatásnál p és q ugyanavval az a számmal növekszik vágj' kisebbedik.
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A complex számok és a sík.

88. A síkban fölveszünk két egyenesvonalt, mely egymást 
derékszög alatt metszi. Metszöpontjuk le
gyen 0. A határtalan egyeneseket röviden 
OX, ill. OF-nal jelöljük. Minden egyenesen 

p adva van az egységpont, E és E', természe
tesen ügy, hogy az OE és OE' hosszak 
egyenlők. E pontok egyszersmind megadják

At X az illető egyenesen a pozitív haladási irányt.
Bármely P pontja a síknak, az által, 

hogy az 0 Y és OX-szel párhuzamos egyene
seket vonunk P-n keresztül, melyek az OX ill. OY vonalat JPben, 
illetőleg X-ben metszik, meghatározza az OM és ON vonaldarabo
kat és egyszersmind ezeknek méröszámait ppet és p^A; valamint 
megfordítva e számok pt és — hol a sorrend szerint az első az 
OX-en, a második az OF-on fekvő vonaldarabot jellemzi — meg
adják OM és ON-t, valamint ezek által a P-t is, mint ama derék
szögű parallelogramm negyedik szögpontját, melynél a másik három 
szögpont 0, M és N.

A pt és p3 valós számok a Ppont koordinátái ama Descaktes- 
féle derékszögű koordinátarendszerben, melyben OX az abscissák és 
OY az ordináták tengelye. Megfelelőleg pt a P pont abscissája, p2 
ordinátája. Ugyanígy nevezzük az OM és ON vonaldarabokat, 
melyeknek nemcsak hossza, hanem iránya is tekintetbe jő. (A mennyi
ség és mérőszám e közös elnevezésére vonatkozólag lásd a bevezető 
sorokban foglalt megjegyezést). A P pont rövid jele ekkor : (pt, p2).

A p1 és p2 valós számok — ugyanily sorrendben — meghatá
rozzák a pi -j- Pa i complex számot, valamint e complex szám ismét 
a pi és p2 valós számokat.

A sík minden pontjának e megállapítások után megfelel egy 
bizonyos complex szám és megfordítva minden complex számnak a 
sík egy bizonyos pontja. E vonatkoztatás ismét kölcsönösen egyér
telmű ; ha a Ppontnak megfelel a pt -j- p2 i szám, akkor megfordítva 
pi + Pa í-nek megfelel a P pont.
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Az OX vonal pontjainak megfelelnek a valós számok; az OY vonal 
pontjainak a képzetes számok így tehát E, E' és (1-nak az 1, i, és 0.

A p{ + p^i szám a P-vel együtt jellemzi az OP vonaldarabot 
úgy hosszára, mint irányára nézve és ha e vonaldarabnak csak e 
tulajdonságait veszsziik szemügyre, pj + p^i az OP mérőszáma lesz. 

89. Bármely a síkban adott vonaldarab 
PQ megegyezik egy O-tól kiinduló OR vonal- 
darabbal hosszra és irányra nézve, ha t. i. az p
O, P, és Q szögpontok által meghatározott \ 
parallelogramm negyedik, P-nek által ellené- \ ... -<®
ben fekvő szögpontja R. Ekkor ugyanis a
PQ és Ott vonaldarabok párhuzamosak és --------- A -
egyenlő hosszúak. Ha a merev PQ-t maga 
magával párhuzamosan eltoljuk, míg P az -■ i*bro-
O-ba esik, a P pont koordinátái pt, illetőleg 
p2-vel kisebbednek, (mert mindegyik 0 lesz). De ugyanily változás 
történik a Q pont koordinátáival és ezek lesznek, ha a Q-nak meg
felelő szám q{ + q^ i volt:

íi— Pi> R— Pi-
E szerint az OR méröszáma vagy az P-nek megfelelő méröszám 
dp—pp + (?2 — pói- Vagy rövidebben:

Ha a Pés Q-nak megfelelő számok p—Pi+Pii és q=qi+qii, 
akkor a PQ vonaldarab hosszra és irányra nézve adva van a q — p 
színit által.

A QP-t természetesen épen úgy jellemzi p — q. A PQ vagy 
0 P-nek tisztán hosszát pedig |p — q\ adja. Mert az analitikai geo
metria elemei szerint e távolság:

(Pl — <Zi)! + ^Pi—^ 
négyzetgyökének pozitív értéke.

E fejtegetések más fogalmazásban a complex számok össze
adásának és kivonásának geometriai ábrázolását adják. Közvetetle- 
nül következik ugyanis:

Ha a p és r számoknak megfelelő pontok P és R, akkor a 
p + r összegnek megfelel a Q pont, melyet mint az 0, P és R szög- 
pontokkal bíró parallelogrammnak negyedik, 0-val szemben fekvő 
szögpontját nyerjük.
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Ha a p és q számoknak megfelelő pontok P és Q, akkor a 
q—p különbségnek megfelel az B pont, melyet mint az 0, P és Q 
szögpontokkal bíró parallellogrammnak negyedik, P-vel szemben 
fekvő negyedik szögpontját nyerjük.

Igen gyakran — különösen a mechanika szerkesztő részei
ben — hosszuk és irányukra nézve adott vonaldarabok (erők) össze
adása és kivonása alatt ama vonaldarab meghatározását értjük, 
melynek (complex) méröszáma, az eredetileg adott vonaldarabok 
méröszámainak összege vagy különbsége.

E szerint (1. a 2. ábrát): OP + OB — OPf PQ = OQ. 
Az ebből levonható szabály egyszerűen az, hogy a hozzáadandó 
vonaldarabot oly helyzetbe hozzuk, melynél kezdőpontja az első sor
ban adott vonaldarab végpontjával összeesik. Ekkor helyzete telje
sen meg van adva, mert iránya ismeretes. Az így keletkező tört vo
nal kezdő és végpontjának összekötése adja a keresett összeget.

Minthogy ABJt-BA=Q, az AB levonása és BA hozzáadása 
ugyanazon eredményhez vezet és így p. OQ — OP = OQ + PO — 
= OQ + QB=OB.

Ha Pj, Pj... Pk egy tetszőleges polygou egymásután követ
kező szögpontjai, akkor

P(Pj -j-Pj ' 3 + ... -\-Pk-iPk = P^Pk, 

hol AB mindig az A és B pontokat Összekötő vonaldarabot jelenti 
hosszára és irányára nézve.

90. Ha A és B a sík két pontja és a, b az ezeknek megfelelő 
számok, akkor minden az AB vonaldarabban fekvő pontnak meg
felelő szám alakja a + dfb— a), hol Ő valami 0 és 1 közt fekvő 
pozitív szám és megfordítva d alatt ily számot értve, minden 
a + d(b — a) alakú számnak egy az AB vonalon A és B közt 
fekvő pont felel meg.

Ha a = al+ap és b = b^bj, tehát az A és B pont koor
dinátái avaj illetőleg b1,bi akkor ama P pont koordinátái, mely az 
AB vonaldarabban fekszik és melyre nézve például AP: PB=1: z, 
az analitikai geometria elemei szerint lesznek:

14-Á 14-Á
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melyek még így is írhatók:

«i + Yp- (Íj — at), a2 + —y (b* — aj

és így a P-nek megfelelő szám valóban a + t7(b — a) alakú, mert 
1egynél kisebb pozitív szám, a 2 szükségképen pozitív lévén. (AP 

és PB-nek ugyanis iránya az AB egyenesen egyenlő, épen mert P 
az A és B közt fekszik).

Megfordítva az a + t)(b— a) szám azt a pontot adja, mely
nek koordinátái:

+ — aj , a.2 + 'Bb — aj.
Ha z-t az

egyenletből meghatározzuk, lesz 

és így, minthogy 0 < £ < 1, z mindig pozitív. A P pont koordi
nátái tehát

' 1'1+3"! 1'2+'a«2
i+z ’ i+x ’

és ez nem más, mint azon az AB vonaldarabon, A és B közt fekvő 
pont, melyre nézve AP: PB = 1 : z.

A complex számok trigonometrikus alakja.

91. Minden complex szám, p = p{ + pj> mint már láttuk, 
szorzatalakban:

írható. A második tényező szintén meghatározott műveletek által 
egy számból állítható elé. A

Picos. y = -- 1

sin. y = Pi
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egyenletek ugyanis, minthogy a jobboldalon álló kifejezések négyze
teinek összege nem más mint egy, mindig megoldhatók es ha pél
dául a

0 < w < 2- 

föltételnek megfelelő megoldás «, minden

« + 
alakú érték, hol k tetszőleges egész szám, szintén amaz egyenletek 
megoldása.

Minden complex szám pi + p^i tehát

r(cos.<í> + i sin.®)

alakban is Írható, hol az r és ® számok még a következő föltéte
leknek alávethetök:

r > 0, Yk-® < -(A; + 1 )?r •
Itt r nem más mint az ú. n. absolut érték, mely a geometriai 

ábrázolásban az OP vonal hosszát adja, tekintet nélkül az irányra; 
cos. ® +isin. ® pedig az úgy nevezett iránytényező, mely a benne 
foglalt <p argumentum által megadja az OP irányát, még pedig azon 

láma által, melyet ez az OX vonallal bezár. 
E szög úgy lesz mérendő, hogy OX és 0 Y de
rékszöget zárjon be, tehát az OX az OY felé 
forog, vagy — a mint ezt szokás kifejezni — 
az óramutatóéval ellenkező irány veendő pozi
tívnak.

Ha a p szám vagy P pont meghatározá
sára szolgáló pi, p^ számadatokat fölcseréljük 
az r, ® számadatokkal, ez geometriailag any-

nyit tesz, hogy a DESCARTES-féle derékszögű koordinátáktól átme
gyünk polár-koordinátákhoz. Ez az átmenet adva van egyrészt a

Pi = r cos. ®, p^ = r sin. ® (1.)
egyenletek által, másrészt ezeknek r és ® szerinti megoldása által.

Az (1.) egyenletek négyzetre emelése és összeadása visszave
zet a már ismeretes

^(Pl + Pf^ 

eredményhez; a mi pedig a c? definitiv előállítását illeti, a értékei 

szög absolut

3. ábra.
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mindenesetre az
(arc. tg. g) + kr

értékek közt foglaltatnak, de úgy, hogy a /j-nak vagy csak páros 
vagy csak páratlan számnak szabad lennie, a mint t. i.

(arc. tg. gj vágj' (arc. tg. g) + *

helyes érték. Ezt azonban könnyű eldönteni. T. i. a zárjelbe zárt 
érték előbbi megállapításaink szerint — -£• és közt fekszik; és 
így az első helyes, ha p «az első vagy negyedik quadránsban# fek
szik, azaz ha p{ pozitiv előjelű, az ellenkező esetben a második alak 
választandó.

Hogy ezt képletben kifejezhessük vezessük be a

a sgn. a =

jelzést. (Signum a). Valós számoknál tehát sgn. a vagy +1 vagy 
— 1, a mint a pozitiv vagy negatív. Akkor a választandó érték 
mindig kifejezhető

Pi\ , 1-sgnpi _(arc. tg. —) +----- g----- n

által és így végre az (1.) egyenletekből:

lg. '’)+' -«> . + M,.

A dolog alapvető jelentősége miatt még egyszer hangsúlyozzuk, 
hogy midőn a Pt+p^í számot «trigonometrikus# alakban írjuk: 
r (cos. <p + i sin. c?), az argumentum végtelen sok értéke választ
ható. Ha egyéb megállapítás vagy a számítás folytatólagos menete 
ezt megengedi, akkor legyen mindig a értéke a 2?r-nél kisebb pozi
tiv szám vagy 0. Ha a complex számból valós lesz, az argumentum 
0 vagy ~, a mint t. i. a szám pozitiv vagy negatív.

92. Két complex szám szorzata a trigonometrikus alakban új 
és igen egyszerű szabály szerint képezhető. Ha t. i. e számok:

ul = fj (cos. <px + i sin. cq), = r2 (cos. + i sin. ^2), 
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akkor
wxw2 = rfa cos. cos. e2 — sin. ©j sin. c2 +

+ i (sin. cos. + sin. e2 + cos.

= r2 (cos. + ^2 + i sin. + e2)

A szorzat tehát ismét hasonló alakban van adva, melyben az abso- 
lut érték a szorzók absolut értékeinek szorzata és az argumentum 
a szorzók argumentumainak összege.

Ha ép úgy mint előbb az OP és OQ vonalok összeadásáról, 
most OP és OQ «szorzásáról» beszélünk, ez alatt ama geometriai 
szerkesztést értjük, melynél először meghagyva OP irányát, hosszát 
az 1: r arányban nagyobbítjuk, és azután az így keletkező vonal
darabot 0 körül » szöggel forgatjuk. (Itt r és e az OQ-nak meg
felelő r (cos. 0 + i sin. c?) complex számból van adva. A forgás pozi
tiv iránya pedig ismét az, melyben a pozitiv OX először a pozitiv 
OY irányba megy át, vagyis a rajzban az óramutató irányával ellen
kező). Ez ismét a szorzási művelet geometriai ábrázolását adja.

A complex számoknak osztása a trigonometrikus alakban a

’ű (cos. 4- i sin. rx / ---------  . . . --------- x- ————= — cos. e,— + 'i sin. e.—'2 (cos. ^2 -I-tsin. c>2) r2 • 1 ‘ * ■ 1 '

képlet szerint történik; mert

(cos. y2 + i sin. <r2) (cos. (— p2) + i sin. (— e2)) = 1.

Akárhány szorzó szorzata hasonló szabály szerint képezhető. 
Ha e szorzók

Uk = rk (cos. <pk + i sin. e-k), (k = 1, 2 ,..., n) 

akkor egymásután u^, ztpyí.j-at képezve s. ú. t., lesz végre:

Ul ... Un = T® ... Tn (cos. (p^ <p^ H- C'n"Ft sin. Cj “F C2 4-...^n).

Ha e képletben végre a szorzókat mind egyenlőknek veszszük :

ri — O — • • • = rn, <ri = = ... = <pn,

(ha t. i. minden ^-t először 2kz hozzáadása által a 0 és 2^- határok 
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közé hozzuk) akkor az úgynevezett MoiVRE-/éZe képletet nyerjük, 
mely a complex számoknak egész kitevőjű hatványát adja a trigono
metrikus alakban, t. i.

r (cos. v i sin. e))n — r~n(cos. nio^i sin. ng>).

A képlet levezetésénél fogva csak pozitiv egész n-re érvényes, 
mert n mint szorzók száma lépett föl. Közvetetlenül meggyőződhe
tünk arról, hogy negatív egész kitevőnél is érvényes. Mert:

r (cos. -f- i sin. o) 1= r~n --------- .(cos. 4-i sm. no)

= r~n (cos. (—n<p)-\-i sin. (—ne>)).

Ha pedig n — 0, mindkét oldalon az 1 áll; a Moivre-féle képlet 
tehát minden egész n-re érvényes.

93. A megelőzők alapján mindig lehet oly számot meghatá
rozni, melynek n-edik hatványa egyenlő egy adott

A = r (cos. w + i sin. tp)

szám m-edik hatványával, (m és n alatt pozitiv egész számokat 
(értve). T. i. közvetetlenül látni, hogy

m
r (cos. —- + i sin. —-) (a.)' n n '

ily szám, mert n-edik hatványa valóban: rm (cos. mc^i sm.m<p)—Am.
De e szám képezése nem független a választásától. P. a leg

egyszerűbb esetben, ha m = 1, n = 2 a <r-t fölcserélve w + 2n-vel,

A (cos. | + i sin. | 0)
helyett ezt nyerjük :

rl(cos.(|c’-j-r)+ísin. (|^+7r))=r1(coB.4<p-Hsin.|p>) (cos.^-|-tsin.7r)

= — A (cos. | <p-\-i sin. | tp).

Ez kapcsolatban van avval, hogy a \ Am többértelmű jel által adott 

számcsoportból nem' bírunk tetszőleges A esetében egyet kiválasztani úgy, 
m

hogy ez An -el jelölve a hatványozás törvényeit pontosan követné. Ha p.
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m
An -et úgy állapítjuk meg, hogy az (a.) alatt álló érték legyen és benne o 
a 27T-nél kisebb pozitív szám vagy 0, akkor p. A = cos. — 4-t sin. — 
esetében:

(A2)^ — (cos. n 4- i sin. 7T)$ = cos. E 4- i sin. -S 
£

nem volna A~ — A , hanem ]/ A2 másik értéke : —A.

A hatvány egyértékü értelmezése, ha az A alap nem pozitiv, 
még egész másnemű megállapításokat követel, melyekre később visz- 
szatérünk, de a régibb kézikönyvek azon állítása, hogy a MoivRE-féle 
tétel tört kitevőkre is helyes, minden értelmet nélkülöz, mert nincs 

m
is megmondva, hogy nem pozitiv A esetében A" micsoda számot je
lent. Az illető fejtegetésben csak annyi igaz, hogy — mint e czikk 
elején kifejtettük — az j' Am egyik értéke mindig az (a) kifejezés által 
van adva.

III.

A gyökkivonás általános elmélete.

Az n-edik gyök- értékei.

94. A complex számok körében a gyökkivonás föladata min
den számra nézve megoldható és kivételt nem szenvedő általános 
törvényekhez vezet. Első sorban a pozitív egység n-ik gyökeit vizs
gáljuk.

Ama számok, melyeknek n-edik hatványa 1, és melyeknek 
csoportját | 1-gyei jelöljük, az

xn = 1
egyenlet megoldásai, és megfordítva minden gyöke ezen egyenletnek 
a követelt sajátságot mutatja. Ha

x ■— r (cos. +i sin. y>),
a föladat oly pozitiv r, és oly 2--nél kisebb, és nem negatív <p meg
határozását követeli, melyre nézve

rn (cos. n<p + i sin. ?i^) = 1, 
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vagyis, ha a valós és képzetes részeket, melyek külön-külön egyen
lők tartoznak lenni, külön Írjuk :

Tn COS. M0 — 1

rn sin. ne = 0.

Ebből mindenekelőtt, ha négyzetre emelünk és összeadunk:

r2" = 1, 

vagyis minthogy r pozitív:

r = 1.

Ezután a <p meghatározására lesz :

cos. n<p = 1, nv = 0, 

mely egyenletek általános megoldása :
' <2kn

nv — 2k~, 0 — -- ,

hol k tetszőleges egész szám. Hogy azonban 0 0 < 2- legyen,
fc-nak csak a következő értékeket szabad adnunk:

0, 1, 2,... 71 — 2, n — 1.

E szerint az xn = 1 egyenlet gyökei, vagyis az egység n-edik gyöké
nek értékei:

« = cos. 4- 7 sin. > (k = 0, 1,..., n — 1) « n n

n számból álló értékesoport.
Közvetetlenül látni, hogy ar, bármi egész szám is l, az egység 

n-edik gyöke, de nem új érték, hanem a fölsoroltak közt található. 
T. i. I mindig az n két egymásután következő többszöröse között 
fekszik, úgy hogy:

qn < (q + l)n 
vagyis

l — qn + k (k = 0, 1 ,... n—1).
E szerint pedig:

“l = cos. (2^ + + i sin. (^q- + ) = ak.
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Az j 1 értékcsoportjából a valós számokat nyerjük a k oly 
választásánál, melyre nézve sin. = 0. Ilyen mindenekelőtt k=0, 
melynek megfelel a0 = 1, az n kitevő minden értékénél.

Minthogy —— < 2jt , a sinus még csak akkor lehet 0, ha 
- = 1, vagyis ha k = ~ ; de k-nak egész számnak kell lennie; 
tehát csak midőn a kitevő páros szám, találunk még egy valós 
gyököt:

«n — cos. n + i sin. n = — 1.
2

A többi — complex — gyök száma páros: t. i. páratlan n-nél 
n— 1, páros n-nél n—2. Közvetetlenül látni, hogy kettő-kettő min
dig conjugált érték. T. i.

2(n—Ajr . . i(n—k]nan-k = cos. - +1 sin. r n' =

az ak conjugált értéke.
Csak ha n — k = k, azaz ha k = ” , és n páros szám, vagy 

ha k = 0, esik össze a két conjugált érték, a mi visszavezet a valós 
értékekhez.

Az x3—1=0 egyenlet így is Írható:

2

t. i. az ,r2 4- 4- 1 = 0 egyenlet gyökei, a miből egyszersmind:

„ „ in 1 -in 34 cos. = — -, sin. — =
3 2 3 2

95. Az í A értékcsoportját, vagyis az

xn = A
egyenlet gyökeit a megelőzők segítségével könnyen képezhetjük. Ha 

A = r (cos. w + i sin.

az A részletes alakja, akkor egy megfelelő értéket mindjárt föl-

(* — 1) (.r2 + x + 1) = 0 ;

és minthogy szorzat csak lígy lehet zérus, ha egyik tényezője zérus, közve
tetlenül látni, hogy az egység complex köbgyökei:
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írhatunk. Ez: 
-/ ■ • V\Co = rm (cos.---- sm. — I u ' m------------ni'

Ebből a többi keresett érték könnyen levezethető. Ha t. i. x bár
mely szám, melynek n-ik hatványa A, akkor minthogy szintén 
ÍJ = A, mindig:

és így y az egység bármely n-edik gyöke lehet. Tehát végre az xn= A 
egyenlet megoldásai, vagy az YA értékei:

Cq > f0“1>• • • £0an-2> Co“n—1 >

melyek még í0 és ak értékeinek részletes alakját tekintetbe véve, kö
vetkezőképen is irhatok:

1 / . ip+Zkn t /7 „ .r" (cos. -— —-----H z sin. —) (k = 0, 1,... n—1).

Megjegyzendő, hogy A nem határozta meg teljesen a ^-t, ha
nem ez még ama mellékföltételnek megfelelőleg választható, hogy

2Z^ g ip < 2(Z+l)zr

legyen; í0 tehát az Y A bármelyik értékét jelentheti, melyből azután, 
az egységgyökökkel szorozva, a többieket nyerjük.

A többiek között <p az A = r (cos. ip + i sin. <p) alakjában 
úgy is választható, hogy :

—71 = V < x-

Az e választásnak megfelelő í0 értékében, minthogy n 2, a valós 
rész mindig pozitiv. Az ily módon meghatározott f0 értékét ismét 
az Y A főért ékének nevezzük és (YH)-val jelöljük. Pozitiv A eseté- 

ben ez nem más, mint A n . (L. a 93. czikk jegyzetét).

Kőnig: Analízis. I. 11
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Az j, 1 értékcsoportjából a valós számokat nyerjük a k oly 
. QkTC választásánál, melyre nézve sm. = 0. Ilyen mindenekelőtt k=0, 

melynek megfelel «0 = 1, az n kitevő minden értékénél.
á/íTTMinthogy < 2^, a sinus még csak akkor lehet 0, ha 

— — 1, vagyis ha k = y ; de fc-nak egész számnak kell lennie; 
tehát csak midőn a kitevő páros szám, találunk még egy valós 
gyököt:

an = cos. tt + i sin. w = — 1. 
2

A többi — complex — gyök száma páros: t. i. páratlan n-nél 
n — 1, páros n-nél n — 2. Közvetetlenűl látni, hogy kettő-kettő min
dig conjugált érték. T. i.

2(»—k)n ... Un—kft an—k = cos.------ -—1-i sm. —----- — =n n
'ikn ■ . 2to= cos. --------- i sin. n---- n

az ak conjugált értéke.
Csak ha n — k — k, azaz ha k — , és n páros szám, vagy

ha k = 0, esik össze a két conjugált érték, a mi visszavezet a valós 
értékekhez.

Az a;8 — 1 — 0 egyenlet így is Írható :

(« — 1) (.r2 + ® + 1) = 0;

és minthogy szorzat csak úgy lehet zérus, ha egyik tényezője zérus, közve- 
tetlenül látni, hogy az egység complex köbgyökei:

— 1 + 1 1 3
2

t. i. az ,r2 -|- .c + 1 = 0 egyenlet gyökei, a miből egyszersmind:

95. Az I A értékcsoportját, vagyis az 

a" =■ A
egyenlet gyökeit a megelőzők segítségével könnyen képezhetjük. Ha 

A = r (cos. c -j- i sin. ^>)

az A részletes alakja, akkor egy megfelelő értéket mindjárt föl-
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Írhatunk. Ez:
ín = r'" (COS.---- I- l sm. — ) • u ' m---------- m'

Ebből a többi keresett érték könnyen levezethető. Ha t. i. x bár
mely szám, melynek n-ik hatványa A, akkor minthogy szintén 

= A, mindig:

és így az egység bármely n-edik gyöke lehet. Tehát végre az xn= A i o
egyenlet megoldásai, vagy az Y A értékei:

f o j f o “i > • • • £o an-i, f0 “n-i >

melyek még f0 és ak értékeinek részletes alakját tekintetbe véve, kö
vetkezőképen is irhatok : ,

1 / tp^lkn , . . tp+iknx /7 . ..rn (cos. -s—------h i sm. — —) (« = 0, 1,... n—1).

Megjegyzendő, hogy A nem határozta meg teljesen a ^-t, ha
nem ez még ama mellékfeltételnek megfelelőleg választható, hogy

2őr <p < 2(Z+l)7r

legyen; tehát az Y A bármelyik értékét jelentheti, melyből azután, 
az egységgyökökkel szorozva, a többieket nyerjük.

A többiek között <p az A = r (cos. a> + i sin. alakjában 
úgy is választható, hogy :

— < ír-

Az e választásnak megfelelő f 0 értékében, minthogy n > 2, a valós 
rész mindig pozitív. Az ily módon meghatározott $0 értékét ismét 
az |/Ú4 főértékének nevezzük és (|G4)-val jelöljük. Pozitív A eseté- 
ben ez nem más, mintH” . (L. a 93. czikk jegyzetét).

Kőnig: Analízis. I. 11
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Az egység gyökeinek tulajdonságai.

96. Ha au az egység valamelyik n-edik gyöke, t. i.

11;- 
n= cos. , ■ . -2kn 4- i sin.-----jn

és d a legkisebb pozitiv egész szám, melyre nézve = 1, akkor 
azt mondjuk, hogy ak a d kitevőhez tartozik.

Adott egységgyöknél könnyen meghatározhatjuk azt a kite
vőt, melyhez tartozik. Hogy t. i.

ar = cos.--------b í sin.----- = 1* n ' n

legyen, arra kell, hogy -nek egész számú értéke legyen. Vagyis 
továbbá, ha k és n legnagyobb közös osztója 6, tehát:

k = k'^ő, n — n'ö,

is egész szám, de itt k' és n' már relatív törzsszám, és így végre 
kell, hogy d osztható legyen n'-nel; a legkisebb pozitiv egész szám, 
mely e föltételnek eleget tesz, n' maga, és így tehát:

Ha k és n legnagyobb közös osztója ó, akkor az ” kitevő
höz tartozik.

Minthogy az összes n-edik egységgyököket nyerjük, ha k föl
vesz minden egész számú értéket O-tól n — 1-ig, vagy —; a mi ugyan
azt az eredményt adja — egytől n;ig, látni, hogy n-nek bármely 
osztója legyen is d, mindig van oly egységgyök, mely a d kitevőhez 
tartozik, még pedig számra nézve ” ), mert a fölsorolt egész szá
mok közt ennyi van, melynek legnagyobb, n-nel közös osztója d.

E szerint az egység n-edik gyökei közt <p (n) van, mely magá
hoz az n kitevőhez tartozik. Ezeket primitív egységgyököknek ne
vezzük.

97. Ha a az egység n-edik gyöke, közvetetlenül látni, hogy
ennek minden hatványa is ilyen. Mert

(ar)n = (an)r = 1.
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Ha a a d kitevőhöz tartozik, akkor

1 , «, a2,..., a^1

csupa különböző n-edik egységgyök. Hogy e számok mindannyian 
ilyenek, az előbbiekből világos. Ha a 0, 1,... d — 1 sorozatban 
most már r és s, hol s > r, két oly egész szám, melyre nézve

a’ = aT,

akkor a*~r = 1 volna. De s—r nem lehet nagyobb d—1-nél és igy 
a d-nél kisebb kitevőjű hatványa «-nak 1 volna, a mi a föltevéssel 
ellenkezik.

Ha jelesen a primitív gyök, akkor e sorozat:

1 , a, «2,... a«~®, a”"1

n különböző n-edik egységgyököt, tehát az összes n-edik egységgyö
köket adja.

Minthogy pedig, ha a nem 1 :

1 + « + «2 + ... + a”-1 = = 011 1 1—a

az n-edik egységgyökök összege 0, a mit röviden így írunk:
*=n-i
2 ak = 0.

k=o

Hasonlóképen lesz, ha a ismét primitív gyök, és r nem több
szöröse az n-nek:

1 + ar + a*r + ... + a'"-11' = = 0 ,
vagyis:

k=n—1 
2 ^=0; 

k =o

míg, ha r az n többszöröse, amaz összeg minden tagja 1, és így 
ebben az esetben:

k=^n—1
2 ark=n.

k=0

98. Ha ni és n legnagyobb közös osztója d, az

am = 1 és a" = 1

egyenlet közös gyökei, vagyis ama számok, melyek mindkét egyenlet
ír
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gyökei, meg vannak adva, mint az
ad = 1 

egyenlet gyökei.
Ekkor t. i. lehet két egész számot r-et és s-et meghatározni 

úgy, hogy
mr -\-ns — d

legyen. Es ha a valóban ama két egyenlet mindegyikének gyöke, 
akkor egyszersmind:

(amY (anY = ad = 1.

Hogy megfordítva az ad = 1 egyenlet minden gyöke egyszersmind 
kielégíti ama két egyenletet, az közvetetlenül világos.

IV.

Algebrai és transcendens számok.

Az algebrai számok összessége.

99. Algebrai számnak nevezünk minden oly számot, mely egész 
számú együtthatókkal képezett n-edfokú algebrai egyenletnek gyöke.

Az algebrai számok összessége megszámlálható.
Mindenekelőtt világos, hogy minden algebrai szám, mint vég

telen sok algebrai egyenlet gyöke szerepelhet. Ha ugyanis amaz 
algebrai szám az f(x) = 0 egyenlet gyöke és g(x) = 0 bármicsoda 
algebrai egyenlet, az

f(x) g(x) = 0

egyenlet szintén olyan, mely amaz algebrai számot mint gyököt tar
talmazza; mert a szorzat eltűnik, ha egyik tényezője 0.

Minthogy az algebrai egyenlet fokszáma nem síilyedhet 1 alá, 
amaz egyenletek közt, melyeknek gyöke a vizsgált szám, minden- 
denesetre vannak olyanok, melyeknek foka a lehető legalacsonyabb. 
Ha még továbbá követeljük, hogy ezen lehető alacsony fokú egyen
letnek összes együtthatói ne tartalmazzanak közös osztót, és hogy 
továbbá, a legmagasabb együttható pozitív legyen, akkor mindig egy 
és csak ily egyenlet létezik. Ha t. i. ugyanaz a szám eleget tenne az
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A^ 4- A^x^ 1 + ... 4~ A/—i x 4* Am = 0

1 . 4 BDe ily közös osztó nincs, kell tehát, hogy yy és egyenlő 
legyen 1-gyel. (—1 esete nem fordulhat elő, mert Ao és Bo pozitív, 
és a legnagyobb közös osztót D-t is pozitívnak veszszük). Tehát:

A0=B0 = D 
és ebből

Aí=Bí (i = 1,2... 0

azaz a két különbözőnek fölvett egyenlet teljesen azonos.

100. Bármely algebrai egyenletben a gyökök száma soha sem 
lehet nagyobb az egyenlet fokánál. Ezen állítás közelebbi meghatá
rozása, mely szerint az (egyenlő vagy különböző) gyökök száma 
mindig egyenlő a fokszámmal, az egész függvények részletes elmé
letében lép föl.

B^ 4~ Blxl~i 4" • • • 4~ Bm—i x 4~ Bm — 0

egyenleteknek, akkor föltevéseink szerint sem Ao sem Bo nem 
lehet 0, mert különben ama szám már egy >—1-edfokú egyenlet
nek is gyöke volna. De ha most az első egyenletben Bo, a második 
egyenletben H0-al szorzunk, e szám még eleget tenne a

(B0At — AqB^x^- 1-\-(B0Am—i — A0Bm~i)x+B0Am— A^Bm =0

v—1-edfokú egyenletnek, a mi föltevéseinkkel ellenkezik. Ez az 
utolsó alak nem is szolgálhat tehát gyökök meghatározására, a mi 
csak úgy lehetséges, ha minden együttható zérus, azaz:

B.A^A^Bi, (t = 1,2,... 0.

Ha tehát Ao és Bo legnagyobb közös osztója D, akkor

J.-

és minthogy y” és relatív törzsszámok, Ai osztható -vei és 
hasonlókép B, osztható -vei, azaz az első egyenlet minden együtt
hatója osztható jy-vel, a második egyenlet minden együtthatója 
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bizonyos sorszám, n és megfordítva. De e föltevésből is az következik 
majd, hogy — vele ellentétben — két tetszőlegesen választott valós 
szám « és /S közt, mindig van oly valós szám, mely ama sorozatban 
nem fordúl elő. A föltevés tehát lehetetlen.

Ha p. « < 3, keressük ki az u- sorozatban az első számokat 
a és ?'-t, melyek « és /? közt feküsznek. Ha ismét a < /?', akkor 
megállapítjuk az első számokat az u sorozatban, melyek a' és p' 
közt feküsznek. Ezek legyenek a" és hol ismét a" < [i". 
És ü. t.

E folyamat esetleg megakadhat a j)-edik ismétlésnél, úgy 
hogy u(p} és közt az u sorozatnak vagy csak egy száma (w) fog
laltatik, vagy egy sem. De aW és m, valamint m és ^P} vagy a máso
dik esetben a'P' és közt, mindenesetre vannak valós számok, 
melyek tehát nem volnának az u- sorozatban föllelhetők. Tehát 
az előbb leirt folyamatnak vég nélkül ismételhetőnek kell lennie. 
Ekkor az

« , a,__ ..

3 , ?... (W,...

mindig folytatható számsorozatokat nyerjük, még pedig az elsőnek 
számai, a képezési törvény értelmében, mindig nagyobbodnak, de 
/?-nál kisebbek maradnak; a második sorozatban foglalt számok 
ellenben folyton kisebbednek, de úgy, hogy e mellett mindig «-nál 
nagyobbak maradnak. Minden egyes számsorozatnak van tehát határ
értéke. Legyen

A = lim. «„ , B = lim. .
De ekkor ismét sem A, sem B nem foglaltathatik az u- soro

zatban. Az ellenkező esetben p. A a sorozatnak egy bizonyos, mond
juk ^-adik tagja volna, azaz uq; de uq semmiesetre sem fekszik 

és p'W közt. Mert az a, ? számok képezésénél, ha előbb nem 
mindenesetre a g-adik ismétlésnél fölhasználjuk uqA is és így 
uq az

a .... aW

számok egyike és valóban nem fekszik és közt. Ellenben A 
mindenesetre a’í* és ^9’ közt fekszik, és így nem lehet semmiféle 
uq szám. Tehát valóban van mindig az w-sorozaton kívül új valós 
szám, vagy mint a tételt még fogalmazhatjuk :
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A valós számoknak bármely megszámlálható sokasága soha 
sem meríti ki a valós számok összességét; hanem bármelyik a... fi 
számközben vannak oly valós számok, melyek nem tagjai ama meg
számlálható sokaságnak.

Minthogy a complex számok összessége a valós számok ösz- 
szességét, mint részt magában foglalja, világos hogy ép ily tétel a 
complex számok összességére is érvényes. Mert ha ez megszámlálható 
volna, a nem valós számok kihagyása után is ilyen maradna, a mi 
az előbbiek szerint nem lehetséges.

Minden oly szám, mely nem algebrai, transcendens szám. Az 
előbbiekből az is következik, hogy transcendens számok csakugyan 
léteznék, még pedig már a valós számok sorában. Mert az ellenkező 
esetben minden valós szám algebrai volna, és így a valós számok 
összessége megszámlálható sokaság volna, a mi az előbbiek szerint 
nem helyes.

Általános módszereink, annak megítélésére, vájjon egy adott 
szám algebrai-e vagy transcendens, nincsenek. Hogy az eddigiekben 
e és --vei jelölt számok nem algebrai számok, csak legújabban bizo
nyították be az elsőre nézve Hebmite,*  a másodikra nézve Lin- 
DEMANN.**

* «Sur la fonction exponentielle.» Comptes rendus, T. LXXVII. 1873.
** «Uber die Zabl 7T.»Matheniatische Annáién, Bd. XX, 1882.
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VEGTELEN MUVELETSOROZÁTOK.

I.

Végtelen sorok általános elmélete.

Végtelen sor. — Összetartás.

103. Legyen adva a számok egy bizonyos sorozata:

/íj j tíg j Zíg f • • • f ♦ • • •
mely valami megadott általános törvény értelmében határtalanul 
folytatható és melyben n az un tagnak mutatója vagy indexe. 
Ekkor az

Uj + + • • • + un + — (1.)

végtelen sor alakja jelenti az e sorban foglalt n első tag összegének 
határértékét, (ha. n a pozitív egész számok során keresztül minden 
határon túl növekszik), vagyis a kővetkező számértéket:

lim. (Wj + + • • • + Wn). (2.).
E sor rövidített** jele: ^un; az zt-edik tag, un az ú. n. ált a- 

0
* A tárgy szigorú elméletének alapját adták.

Cauchy, Cours d'analyse algébrique, Paris, 1821.
Ábel, Recherches sur la série binomiale, Crelle, Journal, 1. köt. 

(Oeuvres eomplétes, Törne I.)
** Általánosságban (k és l egész számok) 

i 
2n 
k

jelenti mindama számok összegét, melyeket un-böl nyerünk, ha n helyébe 
minden egész számot teszünk 7r-tól /-ig, e határok beleértésével. Az összege- 
zósi index, itt n, ha kétség nem forog fenn, ki is hagyható, a mint ez már 
a szövegben történt.
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lános tag. Világos, hogy e jelnek, valamint az (E> álatt álló részle
tesebben kiirt alaknak, csak akkor van_értelme, ha ama határérték 
véges és meghatározott, a mely esetben magát a sort összetör tónak, 
konvergensnek mondjuk.

Minden más esetben a sort, mely ekkor nem jelent számot, 
széttartónak vagy divergensnek nevezzük.

A széttartás esetei közt külön fölemlítendő a szorosabb érte
lemben vett széttartó soroké, midőn t. i. az első n tag összegének 
határértéke végtelen, ilyen p. az

1 + 1 + 1 + -.
esete, a hol az első n tag összege egyenlő n-nel és lim. n = ^; 
továbbá:

az ingadozó vagy oscilláló soroké, a hol ama határérték nem 
meghatározott szám, de az első n tag összegének absolut értéke — 
bárhogyan válaszszák is az n-et — mindig véges határ alatt marad. 
Ilyen p. a

—1 + 1—1 + 1—! + ... + (—1)”+...

mely sorban un = (—l)n; és az első n tag összege — a mint n 
páratlan vagy páros vagy —1 vagy 0.

Néha kényelmesebb jelzést nyerünk, ha a sor tagjainak szám
lálását egy »zérusodik» taggal kezdjük, vagyis a sort így írjuk:

u0 + Wi + + ... + un + • •.

rövidebben : un. Világos, hogy ez tisztán csak az elnevezés változ
tatása. így p. az úgynevezett vegtelen geometriai haladvány :

1 + q + f + • ■ • + qn~l +qn + ... (3.)

a mint qn~1 vagy qn-et veszszük általános tagnak,

2 q"-1 vagy 2 qn 1 o
-nak irható.

Valamely sor összetartásának vizsgálata, mely egyszersmind a 
felett dönt, vájjon az illető soralaknak van-e számértelme, a (2.) alatt 
álló határérték vizsgálatával azonos. így p. a (3.) alatt álló végtelen 
geometriai haladvány akkor és csak akkor összetartó, ha:

l?l< 1 ■
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Ebben az esetben ugyanis az első n tag összege, hacsak nem

i + (4.)

és minthogy lim. qv = 0, ha | q | < 1 , ebben az esetben

\ + q+q2 + ...+q" + ...

összetartó és értéke: •
Ha ellenben | q | > 1 , akkor lim. qn = oo és a sor szorosabb 

értelemben széttartó.
Szintúgy, ha q = 1, a mikor a sorból az ép előbb példa gya

nánt fölirt alakot nyerünk.
■> 1 Ha végre |í|= 1, de nem q—i, akkor ^"-nek és így (4.)-nek
sincs meghatározott határértéke, tehát a sor széttartó.

Általánosságban valamely sor n első tagjának összeadása, vala
mint az összeg határértékének vizsgálata nem oly egyszerű, mint a 
most tárgyalt példánál. A tárgy nagy fontossága mellett szükséges 
tehát az összetartási föltételek részletes kifejtése, az összetartás 
— kényelmesebben kezelhető — ismertető jeleinek megállapítása.

Az összetartás általános ismertető jele.

104. Ha a vizsgálandó sor:

4*... + un + ...,

és az első n tag összegét röviden Sn-nel jelöljük, úgy hogy:

Sj — Wj, = Uj 4" ,... Sn — 4* • • • 4“ Un ,

akkor a sor összetartása fölött dönt a lim. Sn határérték, mely ismét 
véges és meghatározott, ha az

> ^2, • • •, *S«,...
számsorozat szabályos. Ekkor lim. S„ , melyet még röviden <S-sel— 
mutató nélkül — jelölünk, a végtelen sor értéke vagy összege. 
összetartás föltétele tehát a következő: Bármicsoda pozitív szám is 
ő, kell, hogy egy hozzá tartozó, pozitív egész A7-et meghatározhas-
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sunk úgy, hogy a k tetszőleges pozitív egész számú értékénél: 

| 'Sn+k — Sn | < S,
ha csak n > N. Ugyanezt rövidebben így is Írhatjuk:

lim. (Sn+k — Sn) = 0, n-o°
hol a lim. jelnél az n-et, melyre a határátmenet vonatkozik, külön 
kiírjuk, mert a következőkben a k-ra, vonatkozólag is történik majd 
határátmenet.

Az Sn és Sn+k jelentésénél fogva:

Sn+k — Sn = Un+1 + • • • + Un+k , 
nem más, mint a végtelen sor tagjainak sorozata az n + 1 -ediktöl 
az n + &-adikig. Ha e tagok összegét röviden Brt,fc-val jelöljük, végre 
az összetartási föltételt, mely — mint az eddigiekből látni — szük
séges és elegendő, következőkép fogalmazhatjuk:

Az ut + + ... + Un + ... végtelen sor akkor és csak akkor
összetartó, ha a k tetszőleges pozitív egész számú értéke mellett 
lim. Rn,k = 0 .

Ha az adott sorból az első n tagot, hol n meghatározott pozi
tív egész szám, elhagyjuk és az ez által keletkező ú. n. maradék, 
clZclZ ctZ

Un+1 + Wn+2 + • • • + Un+k + • • •

sor értékének megítélésére szolgáló számsorozatot képezzük, ez nem 
más, mint:

Rn,l > Rn,i j • • • >Rn,k > • • •

mely az S sorozattal együtt szabályos, mert:

Rn,k = Sn+k — (U] + U^ + . . . + U,é), 
és a levonandó meghatározott véges szám. Legyen 

lim. Rntk = Rn , k
a hol Rn nem más, mint az eredeti sorral egyidőben összetartó 
maradéksor, akkor végre az összetartás általános föltételének a 
következő egyszerű alak adható :

Az U} + .. • + un + ... végtelen sor akkor és csak akkor
összetartó, ha lim. Rn = 0.
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Ennek bebizonyítására ki kell mutatnunk, hogy a föltétel első 
alakjából mindig következik a második és a másodikból megfordítva 
ismét az első.

Csakugyan az, hogy lim. Bn,k = 0 annyit mond, hogy

| í*H,k| < O,

ha n > N, a k bármely pozitiv egész számú értékénél. Ha tehát az 
n-et elég nagynak veszszük, az Bn-et definiáló számsorozat minden 
tagjának absolut értéke kisebb mint d, tehát egyszersmind |Bn|<d, 
azaz:

lim. Bn = 0.

Megfordítva, ha lim. Bn = 0, és tehát, bármicsoda pozitiv 
egész szám az l, egyszersmind lim. Bn+i = 0, akkor az értelme
zés alapján:

Bn = lim. Bn,k, Bn+i = lim. Bn+i,k, k k
tehát

Bn Bn+l — lim.jjRn.fc Hn+Uc) — hm. = j

és így, ha most n-re vonatkozólag térünk át a határra, csakugyan :

lim. Bn,i = lim. Bn — lim. B„+i = 0 

bármicsoda pozitiv egész szám is l.
Az összetartási föltétel most nyert alakjai közül a második 

inkább elméleti értékű, az első pedig az, melyet egyes sorok vizsgá
latánál alkalmazunk. Amannál ugyanis a hm. jel alatt máris vég
telen sor (Bn) értéke szerepel, melynek elemzése az eredeti föladat
tal legalább is egyenlőrangú nehézségeket támaszt.

105. Az összetartásnak egy igen egyszerű, szükséges de nem 
elegendő föltétele a megelőzőkből közvetetleniil leolvasható. Vala
mely sor összetartására mindenesetre szükséges, hogy az általános 
tag határértéke, lim. un zérus legyen.

T. i. un nem egyéb mint Bn—1,1; a föltétel tehát az előbb 
adottak sorában bennfoglaltatik.

Hogy e föltétel azonban nem elegendő, arra már aránylag igen 
egyszerű soralakok szolgálhatnak például. így az úgynevezett har
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monikus sor: 
111 1 + -+^ + --

széttartó daczára annak, hogy az általános tag határértéke, lim.” =0.
Ennél ugyanis:

p _  1 । 1 । ।__ 1— W+1 rt- m+2 -t- • • • -t- 2„ ,

R 1 —1rtn,n > 71 . g ’

azaz R„<n az n minden értékénél nagyobb |-nél, a mi az előbb leve
zetett összetartási föltétellel ellenkezik.

106. Ha
Pl> Pi >•••>Pn>•••

folyton kisebbedé), pozitív számok sorozata, melyekre nézve hm.p„=(), 
akkora (—l)m+1pn általános taggal képezett sor:

Pl—Pi + P3 — Pt + --- + (—+ (—Vn+?Pn+l + ...

mindig összetartó. Ekkor ugyanis:

Rn,k = (—1)“+2 lpn+l—pn+2 +p«+a— • • • + (— i^pn+k),

és így:

| Kn.lcH (Pn+l — Pn+i) ~\-(Pn+3 — Pn+l) + —+ (pn+fc—1 —Pn+k)

—Pn+l —{Pn+i —Pn+s) • • • (Pn+k—2 pn+k— 1) Pn+k>

vagy pedig:

| Rn,k | = (pn+l —Pn+i) + (pn+3 — Pn+Í) + • • • + Pn+k

= Pn+l — (Pn+2 —Pn+s) • • • (Pn+k—1 Pn+k)>

a mint k páros vagy páratlan. De mindkét esetben a zárjelben álló 
számértékek az eredeti megállapítások értelmében pozitivok és így 
mindenesetre

Pn+l Pn+1 < < Pn+1>

de minthogy hm. pn+i = lim.pn+2 = 0, még pedig függetlenül a k 
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értékétől, mindig
lim. = 0.

n

a mi bebizonyítandó volt.

így p. a váltakozó előjelekkel vett harmonikus sor:

'-4+4-4+-+i-»”+,|+- 

összetartó.

A vizsgált sor értékét S-sel jelölve, közvetetlenül látni, hogy

Sík < S, Sik+i >

mert lim. Sík és lim. S^k+i = S és S2, St,...., Sík ■ folyton 
nagyobbodó, St, S3,..., S^k+i • folyton kisebbedő számok so
rozata.

így az előbb például fölhozott sor értéke ‘ és 1, vagy pontosabbban 
és között fekszik, s ú. t.

Íz 6

107. Ha
^0 í > ^2 ’ • • • } • • •

a számoknak határtalan sorozata, melyre nézve lim. an = 0, akkor 
az a sor, melynek általános tagja: (an— a«+i) t. i.

(«o— aj) + («i — «í) + • • • + («n — «n+l) + • • •

összetartó és értéke aw
Ebben az esetben egyszerűen Sn-et képezhetjük; lesz

Sn — üg íln+1
és így csakugyan:

lim. Sn = S= a0.

Ily számsorozat p.

1 £ 1 1 1
2 ’ 3 ’ n ' n-f-l ’ ’

hol most an = ——r és így:n-f-1
1 1 _ 1

«« an+i (n+l)(n+2) ’
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tehát e sor:

1 1 _ 1 1 1 1 
Zl(w+l)(n+2) — Zntn+l) — 1-2 + 2.3 + 3.4 +"‘+ (« + l) (n+2) +' ’* 

összetartó és értéke vagy összege 1.

Hasonlókép nyerni az

1 
’k+l 2*4-1 n*4-l

számsorozatból, hol k egy bizonyos meghatározott szám, a következő 
eredményt:

_____k______ __ k ______k____ ________k
V ^4-I^M^+U ~ k+l (*+l)(2*+l) + (2*4-l)(3*4-l) + " ’

= 1.

108. Ha valamely összetartó sorban akárhány egymásután 
kővetkező tag helyébe, mint egyetlen tagot ezeknek összegét teszszük és 
ezt a sor akárhány helyén ismételjük, az ez által keletkező sor ismét 
összetartó és értéke is ugyanaz, mint az eredeti soré.

Az így átalakított sornak megfelelő határérték ekkor ugyanis 
oly számsorozat által lesz értelmezve, mely az eredetileg adott sor
nak megfelelő sorozatból egyes tagok kihagyása által keletkezik, de 
ekkor, mint tudjuk, a határérték nem változik.

így keletkezik p. a váltakozó előjellel vett harmonikus sorból 
két-két egymásután következő tag egyesítése által, a következő, szin
tén összetartó és az idézett sorral egyenlő soralak:

1.2 + 3.4 5.6 + • • • + (2«—l)(2n) + • • •

Ha un és vn két összetartó sói', melyeknek értéke S, ille- OO *•
tó'leg S', akkor

^(aitn + bvn)
0

szintén összetartó sor és értéke aS + bS'.
Ha ugyanis az ama sorok értékét definiáló számsorozatok álta

lános tagja Sn, ill. Sn, akkor közvetetlenül látni, hogy ez az új sor
nál : aSn + bS',,, melynek határértéke csakugyan aS + bS'.

Kőnig: Analízis. I. 12
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E tétel így is Írható:
a 5 un 4- b J vn — J(aw„ 4- bvn), 

0 0 0

és ennek specziális esete, ha b = 0, a kővetkező:

a 3 Un = 2 >
0 0

mely szerint valamely végtelen sor szorzása az a számértékkel úgy 
történik, hogy a sor minden tagját a-val szorozzuk.

Tételünk egy másik specziális esete két összetartó végtelen sor 
összeadását vagy kivonását adja:

2 Un i 2 Un = ± Un).
0 0 0

Ha még tekintetbe veszszük, hogy valamely összetartó végtelen 
sor ilyen marad és értékét sem változtatja, ha akárhány helyen 
véges számmal zérusokat igtatunk tagjai közé, mint új tagokat, a 
3 un és > vn sorok összeadása úgy is történhetik, hogy fölváltva 

az első és második sorból veszünk

ki, k^,... km,... illetőleg , /%... lm 

tagot és ezekből alakítunk új végtelen sort.
Kiemelendő, hogy az w és r-tagok külön-külön, mint az indo

kolásból kitűnik, egyelőre csakis az eredeti sorrendben követhetik 
egymást; ellenben tetszésünktől függ, hogy az egyik sor micsoda 
tagjai közé rakjuk a második sor tagjait a sorrend változtatása 
nélkül.

Ha a %un összetartó végtelen sorban, melynek értékeS, az 
első k tag

Uo, Uk-1

helyébe tetszőleges más számokat:

^0 ’ ^'1 3 • • • 
rakunk, az ez által keletkező új sor :

_ Vo 4- Vi + . . . + Vk—1 4- 2 U>1
k 
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szintén összetartó és értéke:

S + v0 + . + Vk—i — (u0 4- Ut + • • • + Uk—i).

Az új sor értékét ugyanis oly számsorozat értelmezi, melynek 
általános tagja:

A—1 A—1
Sn + 2 1 — 2 uk—1,0 0

és ennek határértéke az előbb fölirt kifejezés.

Föltétien és föltételes összetartás.
109. Az összetartó végtelen soroknak eddig tárgyalt tulajdon

ságai megegyeznek a véges összegek tulajdonságaival. Az összeadás 
alaptörvényei azonban nem terjeszthetők ki mindig arra az esetre, 
midőn az összeadandók száma minden határon túl növekszik. Ezt 
először egy egyszerű példán mutatjuk. A következő sor:

Í-Í+4-I+4—4+---+I-I+--
melynek általános törvénye a páros és páratlan helyszámú tagokra 
külön-kiilön: *

* Czélszerű lesz, e helyen fölemlíteni, hogy az un jelzés csak annyit 
mond, hogy bizonyos utasítás alapján adott n-M a hozzá tartozó Un kiszá
mítása végezhető. Hogy Un az n segítségével kész képletben adva legyen, 
azt egyáltalában nem követeljük, annálkevésbé tehát, hogy ez az eddig tár
gyalt művelet elek segítségével történhessék. Különben a jelen esetben ez — 
ámbár fölöslegesen bonyodalmas módon — a következőképen eszközölhető :

14-(—DM+1 2 l+(—l)m 2
"2 m+1 2 m

1 1
W2n—1 — n ’ — n

összetartó és értéke 0, mert Sin = 0, S^n+i =^468 így lim.Sn=0.
A következő sor pedig :

+ |— i +••• ,7=1 + •■• W

szintén összetartó és értéke nagyobb mint |. Ha t. i. a 2. és 3., 5. 

12*
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és 6.,... általánosságban a 3n—1 és 3n-edik tagot egyesítjük, a mi 
által az előbbiek szerint értéke nem változik, lesz :

+_!._ 1 +
2'3 4 - ' 2n—1 2n ‘ '

mely sor értékét már megvizsgáltuk.
Már pedig az (1.) és a (2.) is az

sorok minden tagjának fölhasználásával keletkezik, úgy hogy (1 .)-ben 
minden pozitív tag után írunk egy negatív tagot, (2.)-ben pedig csak 
két pozitív tag után jön egy negatív tag.

Az (1.) és (2.) sorok tehát csak a tagok elrendezésében külön
böznek és mégis különböző értékük van ; e soroknak többé nincsen 
összeg-jellegük; az összegnek ugyanis alaptulajdonsága, hogy az 
összeadandók sorrendjétől független.

110. Két végtelen sor ^un és ^vn általánosságban ugyan

azon tagokból áll, ha az első sor bármely tagja Uk előfordul megha
tározott mutatóval a ^ v„ sor tagjai közt és megfordítva a második 
sor bármely tagja, Vi, szintén meghatározott mutatóval a 2 un sor 1
tagjai közt. A két sor ekkor csak a tagok elrendezésében külön
bözik.

Az oly sort, mely a tagok bármely elrendezésénél összetartó 
és ugyanazt az értéket adja, föltétlenül összetartanak nevezzük, míg 
az oly sor, melynek akár az összetartása, akár értéke a tagok bizo
nyos elrendezéséhez van kötve,föltételesen összetartó sor.*  (Az elne
vezés onnét származik, hogy az utóbbi esetben a tagok úgy is lesz
nek rendezhetők, hogy a sor széttartson).

* A föltételes összetartás tüneményét először Le.ihcne-Dirichlet 
észlelte. (Abhandl. dér Berliner Akad. 1837)
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A
2 Un — Ux + . + Un + . . .1

végtelen sor föltétlenül összetartó, ha a sor tagjainak absolut értékei
ből képezett sor:

21 un I = | Mi I +1 I + • • • +1 un | + • • • 1
összetartó.

A > un sor az adott föltétel mellett mindig összetartó; mert:1
Bn,k = «n+l + Un+2 + • • • + Un+k 

és így
| Bn,k I SÍ | Un+11 + I Un+i | + . . . + Hn+i |

CO
de a jobboldalon álló kifejezés nem más, mint (a 2|íín|-re vonatko- n
zólag képezett) B^k, mely a föltétel szerint n nagyobbodásával, a 0 
határhoz közeledik, tehát egyszersmind:

lim. Bn,k — 0, n
és összetartó, o

Legyen most már a > un sor tagjainak valamely más elren- o
dezésében:

2 vn = vt + v% + v3 + ... vn + ...
és

A í 9 • • • 9^n 9 • • •

a tagok száma, mely a vn sorból veendő, hogy a un sornak
1 , 2,... n

első tagja azokban már bennfoglaltassék. Legyen továbbá ismét a 
un sor k első tagjának összege Sk és hasonlókép a vn sor l első 

tagjának összege Sí.
Akkor a

, &ía y • • S/n • • •

számsorozat szabályos és a megfelelő határérték ugyanaz mint ay

’S j , ,. .. Sn j • • • 
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számsorozaté, melyről a ^ un összetartása miatt, tudjuk,hogy szabá-1 
lyos. Mert Sín — Sn az

^n+1 í ^n+2 , • • • Ujn

tagok néhányainak összege, hol jn egy bizonyos az n-hez tartozó 
pozitív egész szám és így

I— ®n| < | Wn+11 + I Wn+í| + ••• + ! M/J J

vagyis minthogy a jobboldal nem más, mint Rn, j _n és ez a föl
tétel szerint az n nagyobbítása által minden határon túl kiseb
bíthető :

lim. Si = lim. Sn.
De ekkor végre

Sí, Sí,... <Sn —

is szabályos számsorozat és

lim. Sn = lim. Sín = lim. Sn .

T. i. ha m oly nagy, hogy Sm már az w-sor első n tagját tartal
mazza, akkor

Sm 
az

W«+l , Un+i >•• • >Un+r

tagok néhányainak összege, hol r ismét bizonyos az m-hez tartozó 
szám és így

| Sm+r — Sm | < Rn,r >

azaz az Sm sorozatnak van meghatározott határértéke. De ez ekkor 
nem lehet más, mint az Síu sorozaté, mely az Sm számok sorából 
kiemelt számok sorozata (L. a 47. czikk végén).

E tétel szerint oly sor, melynek tagjai egy bizonyos m-ediktöl 
kezdve mind pozitivok, ha egyáltalában összetartó, mindig föltétle
nül összetartó; mert az első m tag az összetartás! viszonyokra egy
általában nincs befolyással és ezeken túl az eredeti sor és a tagok 
absolut értékeiből képezett sor ugyanaz.

Minthogy továbbá ezen esetben Sm+i, Sm+2, • • • folyton na
gyobbodó számok sorozata, melyek vagy véges határhoz közelednek. 
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vagy pedig bármely pozitív számnál is nagyobbak lesznek, végre 
kimondhatjuk, hogy: r

Oly sor, melynek tagjai egy bizonyos m-ediktől kezdve mind 
pozitivok, vagy föltétlenül összetartó, vagy pedig — szorosabb érte-. 
lemben — széttartó sor.

111. Valamely sor föltétlen összetartását e tételek alapján 
igen gyakran megadja a sorok összehasonlításának elve:

Legyen > an egy pozitív tagból álló és összetartó sor; ha ekkor 
a J un sor tagjai olyanok, hogy egy bizonyos m-edik tagtól kezdve: 

1
I I —

akkor a %un sor is föltétlenül összetartó. Minthogy ugyanis: 
1

Rn,k = Un+1 + . . . + Un+k

és ebből továbbá, ha csak n > m,

| Rn,k | < | | + • • • + | ^n+k |

«n+l +.. . + ün+k,

végre pedig a >' an összetartása miatt az n növesztésével az utolsó 
kifejezés minden határon túl kisebbíthető, a > un, mint a > |ózrJ so
rokra vonatkozólag képezett lim. Bn,k csakugyan 0.n

E tétel alapján összetartónak ismerjük föl a következő fontos 
soralakot:

1 + + ■ • • + + • • •

valamint általánosabban a következő sorokat:

4J(n+l)P-

hol a a 2-nél nem kisebb pozitív szám. Mert — a mint láttuk (107. 
czikk.) — összetartó a következő sor:

n(w-t-l) ’
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minthogy pedig fi > 2, tehát:

1 , 1 < 1

(n+l)!x = n(«4-l)

egyszersmind összetartó:
^_L_, 

(n+l)!1

és így a föntebb fölírt sor is, mely ettől csak az egy, mint kezdő tag 
hozzácsatolása által különbözik.

112. A föltételes összetartás oly soroknál, melyek egy bizonyos 
tagtól kezdve valós és egyenlő előjelű tagokból állanak, nem lephet 
föl. Ha a sor tagjai pozitivok maradnak, ez az előbbi eredmény, 
ha pedig a tagok negatívok, a sort, az által, hogy—1-gyei szoroz
tunk, az ilyenből levezetettnek tekinthetjük, a mi közvetetlenül mu
tatja állításunk igazságát.

Valós tagokból álló végtelen soroknál tehát föltételes összetar
tás csak akkor léphet föl, ha bármeddig folytatva is a tagok képezé- 
sét, azok között mindig vannak pozitiv és negativ számok.

Legyen >, un ily kevert előjelű sor és ebben 1
; í/q , • • • , Cl fi

— bí, — bi,...,—bn,...

a különirt pozitiv, ill. negativ tagok sorozata, úgy hogy az a-k és 6-k 
mind pozitiv számok.

Ekkor négy esetet lehet megkülönböztetnünk:
a) A 2«« és ^bn sorok mindegyike összetartó, még pedig, 

1 1
mivel pozitiv tagokból állanak, föltétlenül összetartó. Ekkor a 
2 an — 2 kn különbség úgy képezhető, hogy az egyes sorokban a 
tagokat akárhogy rendezzük és a 2 bn sor tagjait akárhol illesztjük 

1
a ccn tagjai közé. Ama különbség értéke ez által nem változik, de 
ez más kifejezésben annyit mond, hogy ekkor a 2 8or föltétle
nül összetartó.

b) A ^an és ^bn sorok közül az egyik összetartó, a másik 
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széttartó. Ekkor az
Sn = + Wj + • • • + Un

képezésénél n-et oly nagynak vehetjük, hogy a széttartó sor tagjai
ból már m lépjen föl az összegben és az m-et ismét oly nagynak, 
hogy a széttartó sor tagjainak összege egy tetszőlegesen választott 
N-nél nagyobb legyen. Ha pedig az összetartó sor összege C, akkor 
az n e választásánál

|SM|>X-C,
és így lim. Sn — oo, azaz a > un sor széttartó, a szó szorosabb értel
mében.

c) A 2»n és ^bn sorok széttartók, még pedig úgy, hogy 11
lim. an és lim. bn nem mindkettő zérus. Ekkor, bármennyire me
gyünk Sn képezésében, mindig föllépnek számok, melyek egy bizo
nyos pozitív számnál nagyobb értékváltozást idéznek elő, tehát > ún 
mindenesetre széttartó vagy ingadozó.

d) A un és Jj bn sorok széttartók, de úgy hogy lim. an és 
lim. bn zérus. Ekkor ^un sor mindig föltételesen összetartó, még 

pedig úgy, hogy a tagok kellő elrendezése után a sor összege egy egé
szen szabadon választott C szám.*

* E tétel BiEMANN-tól származik. «Über die Darstellbarkeit einer Func- 
tion dureb trigonometrische jReihen.x (1854.) «Gesammelte Werke.» pag. 221.

A > un tagjainak elrendezését, melynél a sor értéke C lesz, 
következőkép érjük el. Vegyünk először a > an sorból annyi tagot, 1
hogy az összeg már nagyobb mint C, de ügy hogy az utolsó még fölvett 
tag nélkül még C-nél kisebb volna; azután (negatív előjellel) annyi 
tagot a >, bn sorból, míg az összeg ismét kisebb C-nél, de úgy, hogy 1
ha egy taggal kevesebbet vettünk volna, az összeg még nagyobb lenne 
C-nél; azután ismét annyi a-tagot, míg az összeg ismét épen nagyobb 
lesz C-nél és úgy tovább. Akkor Sn eltérése C-töl soha sem lesz 
nagyobb mint ama tag absolut értéke, melynél az Sn összegben utol
jára történik az előjel változása. Minthogy pedig e tagok absolut 
értéke minden határon túl kisebbedik, Sn — C is minden határon 



186 VÉGTELEN MÜVELETSOKOZATOK.

túl kisebhedik és
lim. Sn = C.

A sor tagjai úgy is rendezhetők, hogy un széttartó legyen. 
Bármily nagy is n, mindig lehet (minthogy ^a„ széttartó sor) 

1 

egy k pozitív egész számot meghatározni, hogy

Un+1 + dn+i + — + dn+k

nagyobb legyen C-nél. Ha tehát az a tagokból mindig annyit veszünk, 
hogy összegük nagyobb C-nél és ezek után teszünk mindig egy b 
tagot, akkor, minthogy lim. bn = 0, e tagsorozat az Sn-et mindig 

cegy bizonyos véges számmal nagyobbítja, mely p. $ -nél nagyobb 
lesz, ha n elég nagy. És ekkor természetesen lim. Sn =

így p. a 109. czikkben adott sor a következő elrendezésben:

4----------- - ------------ 1------------—--------h + ---------- — +
2”~1 4-1 4-2 2" n -''

széttartó lesz, mert az egymást követő pozitív tagok összege mindig 
nagyobb f-nél. T. i.

—----------- 1- — ------------- !-...+ — > 2“-1. — .
2«->4-i T 2"—14-2 1 ' 2n 2”

113. A 110. czikkben adott tétel e tárgyalások alapján most 
következőkép egészíthető ki: A ^un végtelen sor akkor és csak 

akkor föltétlenül összetartó, ha a sor tagjainak absolut értékeiből 
képezett sor, | Un | összetartó. 

1

Ha a sor tagjai valósak, ez a megelőző czikkben foglalt ered
ményeknek egyszerű következménye. T. i. Jg|wn| mindig 2(an+bn) 
alakban írható és ez csak az a) esetben összetartó, ez egyszersmind 
az egyetlen, melyben föltétien összetartással van dolgunk.

Ha a sor tagjai egész általánosan complex számok és p.

Un = Sn + itn ,
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akkor 
n n n n
3 Un = 2 («n + ítn) = 2 *n + * 2 tn11 11

és így, ha az > sn és > tn-re vonatkozólag képezett összegeket S' és 1 1
S"-sel jelöljük:

Sn = Sn + ÍSn

Hogy tehát > un összetartó legyen, azaz hogy Sw-nek véges 1
és meghatározott határértéke legyen, kell, hogy lim. Sn és lim. Sn 
véges és meghatározott számokat jelentsenek és ekkor:

lim. Sn = lim. Sn + i lim. S'n ■

A (sn + itn) complex tagokból álló sor tehát akkor és csak 
akkor összetartó, ha a ^sn és ^tn valós sorok külön-külön össze- 

1 1
tartók; valamint csak akkor föltétlenül összetartó, ha az utóbbi 
sorok is ilyenek. A > un sorozat tagjainak sorrendjét változtatva 
tudniillik a >, sn és > tn sorok tagjainak sorrendje is változik; és 

1 1 00
a mint ily módon e valós sorok értéke változik, vagy sem, a > un-é is 1
változik vagy változatlan marad.

Ha a complex számok trigonometrikus alakját használjuk és p.

Un — Tn (cos. <pn + i SÍn. <pn) ,

úgy hogy | un | = rn, akkor a megfelelő valós sorok:

2 rn cos. <pn és 2 rn sin. pn, 1 1

melyek csakugyan föltétlenül összetartok, vagy sem, amint ^rn 

összetartó vagy széttartó.
Ha t. i. > rn összetartó, akkor minthogy: 1

Cn | COS. <pn | < rn , 

r„|sin. <pn\^rn, 
és továbbá:

|r„cos. p„| = rn|cos. , |rn sin. pn| = rn |sin. ^n|,
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a > rn cos. és > rn sin. ctl sorok is föltétlenül összetartok lesz- 1 1
nek. (111. ez.)

Megfordítva, ha e sorok föltétlenül összetartok, velük együtt 
összetartok:

2 r„ | cos. en | és 2 r„ | sin. e-n |,1 1 
továbbá pedig, minthogy:

rn | COS. | | COS. C,, | rn | COS. | ,

rn | sin. <pn 11 sin. | rn | sin. |,

összetartok a kővetkező pozitív tagú sorok:

_2r„|cos. ^n|2 = cos? és 2 sin? 1 1 1

valamint végre a két sor összege, mely nem egyéb mint:

21'n (cos? <pn + sin? <pn) — rn . 1 1

114. Ezek után a sorok összehasonlításának elve még a követ
kező második tétellel bővíthető:

Legyen ^an egy pozitív tagokból álló és széttartó sor; ha 
ekkora ^un sor tagjai olyanok, hogy egy bizonyos m-edik tagtól 
kezdve:

| Un | > ön

akkora ^un sor nem lehet föltétlenül összetartó. Ama specziális 

esetben midőn a un sor tagjai is pozitivok, e sor tehát szintén szét
tartó lesz.

Ekkor ugyanis a >' | u„ | sorra vonatkozólag képezett Rn,k kife
jezés :

I Wn+1| + . . . + | Wn+i I ;> dn+1 + • ■ • + an+k

és így e kifejezés bármily nagynak vegyük is n-et, a k bizonyos érté
keinél, egy véges számnál nagyobb marad. Azaz >, | un | nem lehet 
összetartó, és így un sem lehet föltétlenül összetartó.
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Ebből következik, hogy midőn a az 1-nél nem nagyobb valós 
szám, a

yr-=y. 1ZJ n* ZJ (n+ljH-

sorok mindig széttartók. Mert széttartó a

sor és ha /^ < 1,
i 2 

nV- n '
Hozzá csatolva ezt az előbb (111. ez.) nyert eredményhez aQO 1 z

> - összetartó, ha a > Q, széttartó, ha u < 1. A még hiányzó ese- 
tét, hol fi 1 és 2 közt fekszik, a következő czikkben tárgyaljuk.

115. Ha ^un föltételesen összetartó sor, a 108. czikk elején 0
adott eljárás segítségével, egymásután következő tagok összevonása 
által oly sor képezhető, mely föltétlenül összetartó és melynek értéke 
ugyanaz.

Legyen ugyanis > an — különben tetszőlegesen választott — o
pozitív tagokból álló és összetartó sor. A > un összetartása követkéz- 0
tében mindenkor lehet egy w számot úgy meghatározni, hogy a k 
bármely értékénél

| Rn,k | < Ui, 
ha n^^i.

Ha tehát:

Lo = u0 ú- ■ • • ú- = Uv,+1 + ... + Uy.,,...
. . . , Um = Uy +1 -}”... U', , . . .

e sor:
Uo + Ui + U2 +... + um + • • •

02
értékére nézve megegyezik 23 wn-nel és föltétlenül összetartó mert: 0

| Um | = | , vm+1 - vJ < am.

A sorok ilynemű átalakítására vonatkozó és gyakran alkalma
zandó megjegyzés a következő :
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Ha a 2 Um összetartó sorból az által, hogy Um helyébe a vele 0
egyenlő

Uvm+i + ... + u^
cc

összeget rakjuk, a 2 wn sort képezzük, ez nem lesz mindig összetartó;0
de ha összetartó, akkor:

2 Un = 2 Um ■ 0 0
Az állítás első részének igazolására elég egy példát fölhozni. 

Igv az
. , 1 , 1 , 1 .
1 + T + T + 16 + • • •

összetartó sor ily átalakítása az

1 — i «2-i 
«s n2

képlet segítségével a következő:

széttartó (ingadozó) sorhoz vezet. Állításunk második részének bizo
nyítására legyen:

Uo + . . . + Un—1 = Sn ; Uo + . + Un—i = Sn

akkor az Sr, S^... Sn számsorozat tagjai az sl, s2... s„ számsoro
zatban előforduló számok határtalan sorozata, minthogy pedig lim. s„ 
a föltétel szerint véges és meghatározott, egyszersmind:

lim. Sn = lim. sn •

Ha azonban az Ués u számok mind pozitivok, akkor a 2 n
mindig összetartó, ha 2 Um összetartó, azaz, ha pozitiv tagokból n
álló összetartó sorban az egyes tagokat fölbontjuk bárhány pozitiv 
részre, az új sornak mindig ugyanaz az értéke, mint az eredetileg 
adott sornak.

Ekkor ugyanis az s,... sn ■■ ■ sorozat oly módon alakul az 
S^.. Sn -sorozatból, hogy p. Sk és közé jut Sí, Si+t .. Si+í ; 
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azaz az s sorozat is csupán nagyobbodó számokból áll, de minthogy 
minden s után következik megint egy S, az s-ek is egy bizonyos véges 
határ alatt maradnak. Tehát lim. sn véges és meghatározott szám; 

oo oo
azaz > un összetartó, tehát értéke >, Um. 0

Ezen az alapon megvizsgálhatjuk a

= 1 + -L_ + _1_ + _L+ .
1 ' — 31+a — 4.1+s —

sort, ha a > 0, mely a megelőző tétel szerint összetartására és érté
kére nézve megegyezik a következő sorral:

2a ((a^ji+a + (2x+i)í+° +•••“*“ (aX+í-iji+a)'

hol az egyes tagok már összeg alakban vannak megadva és ha az 
összeg helyett ennek tagjait veszszük sortagoknak, az előbb fölirt sort 
nyerjük. De itt:

1______________1 1 2X _ 1

' '* (gX-H__

(a tagok száma ugyanis

(2X+i__1)__ (gX__ 1) — gX+i__ 2X — gx;

és minden tag kisebb az elsőnél), ez a sor pedig

mint geometriai haladvány, melyben a hányados A < 1, csakugyan 
cg i 2

összetartó, tehát végre > ~i + , is.
Összefoglalva ezt az előbb nyert eredményekkel, e sor:

összetartó, ha « > 1, széttartó, ha ti 1.
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116. Legyen
^0 ’ » ^2 ' ' ' n > • • •

pozitív, soha nem nagyobbodó számok sorozata, ágy hogy an-i — an 
pozitív vagy zérus. Ha továbbá ismét

= «o + Mi + • • • + u»—i
akkor a

n—1
an — 3 ai ui — a0 Uo + a^ Uí + . . . + Un—1 Un—10

kifejezés még így is irható:

u„ = (®0 — ®l)sl + (al — U2)s2 + . . .(ön—2 — Un—1) sn—l + «n—1 Sn-

Ha tehát az Sj, s1}... sn absolut értékei egy bizonyos H 
számnál kisebbek, végre:

| an | < a^ H.
00

Ha most továbbá fölteszszük, hogy 2 un összetartó sor, akkor0
2 On Un = a0U0 + at Ut + . . . + ü„ Un + . . . u

szintén összetartó sor lesz. Mert ha az e sorra vonatkozó maradéko
kat ,0-val jelöljük:

pn,k = a„un -f- an+i un+i -j- ... + an+k—i un+k—i, 
akkor

l/’n.k | < Un h, 
hol h csak az

Rn,0 > Rn,i , . . . Rn,k

számok absolut értékeinél nagyobbnak veendő. De az n-et elég nagy
nak véve, | R^k | függetlenül a &-tól, egy tetszőleges d-nál is kisebbé 
tehető ; míg a„ < a0; tehát:

azaz: lim. pn,k — 0.
E tétel fontos specziális esete az, midőn an = a" és a az egy

nél kisebb pozitív szám. Az ezen esetre vonatkozó eredményt azon
ban még általánosabban így is fejezhetjük ki:

Ha az n minden oly értékénél, mely egy bizonyos k számnál 
nagyobb, |w„| kisebb egy meghatározott számnál G-nél és |a|<l.
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akkor %unan szintén, még pedig föltétlenül összetartó sor. 
1

Tudva ugyanis, hogy ^|u"| és tehát ^G|an| is összetartó, 

hogy továbbá egy bizonyos i-adik tagtól

|w„aB|< G|a”|,

állításunk csakugyan helyesnek bizonyul. (111. ez.)

117. Egyszerűség kedvéért ezentúl fölteszszük, hogy a pozitív, 
és 1-nél kisebb, a mi különben csak mellékes megszorítás, de czél- 
jainkra elegendő.

OO co
Legyen >, un összetartó; ekkor > un an föltétlenül összetartó, ff 0

és a megfelelő maradéksor

pn = un an + un+i a^1 + ...

absolut értéke egy tetszőlegesen választott d-nál is kisebb lesz, ha n 
egy bizonyos N-nél nagyobb. Általánosságban a sor más-más lesz, 
a mint a értékét máskép választjuk és megfelelöleg N is más. Alap
vető tulajdonsága e soroknak, hogy lehet egy N-et meghatározni 
úgy, hogy

|pn|<d,

ha n > N, bármicsoda az 1 -nél nem nagyobb pozitív számér
ték is a.

A megfelelő > un sorra nézve, mely egyszersmind az a = 1 n
esetet képviseli, lehet mindenesetre egy N-et úgy meghatározni, 
hogy a k minden pozitív egész értékénél

| Rn,k | < o,
ha n>N; a 116. czikk tárgyalásai alapján ugyanekkor:

|pn,k| < aná^á,

és végre, minthogy pn = lim./?n>fc, állításunk értelmében:
|/>n| < d.

Az n ily választásánál természetesen egyszersmind: | Rn | < d.
Kőnig: Analízis. I. 13
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Ebből végre a következő alkalmazásai által igen fontos tételt 
nyerjük.

A és ^unan összetartó sorok különbségének absolut 
U 0 *

értéke egy tetszőleges e-nál is kisebbé tehető, az által, hogy a pozitív, 
és 1-nél kisebb értékét az egyhez elég közel veszszük.

Ha N-et úgy választjuk, hogy |2?n| és |/>n| kisebb |e-nál, ha 
n > N, akkor a

2 ün 2 ün an — f 2 ün  2 u") 4" i? y — »y
0 0 X 0 0

kifejezésben még csak a úgy határozandó meg, hogy

legyen; akkor csakugyan:

N N

o o22 n (i + | Rn\ + |''y| < £.

Az a e meghatározása következőkép eszközölhető. A kérdéses
kifejezésre nézve

v
o <(1—aN) |»« |,0

mert ha a pozitiv és 1-nél kisebb, mindig:

Hogy pedig
1— a < 1— a2 < 1—a8 <...

N e (1-^)2|«„|<-|-

legyen arra a úgy választandó, hogy:

a>( 1-------y—K
\ 32KI0

a mi e elég kis értékeinél mindig megegyeztethető ama másik köve
teléssel, mely szerint a < 1.
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II.

Végtelen sorok szorzása és többszörös sorok.

Segédtételek.

118. Ha an f öltétlenül összetartó sor és lim. fn—^> akkor: 0
lim.(a0?ra.+a1^n_i+...+a/t^n—fc+«fc+lí^n—fc—l^i+aní^o) =0.

A limes jel alatt álló kifejezés absolut értéke mindenesetre 
nem nagyobb, mint:

I ao fi fa1 fi—1 + ••• ak fn—k | + | ak+i fi—k—1 + — + «n—1 f +«n f 1 ’

Ha e kifejezések közül az elsőt A, a másodikat B-vel jelöljük, 
továbbá lesz:

B < | ak+l 11 dn—k—A | • +| «n-l 11 711 + I an 11 7ol •

Minthogy pedig lim. @n — 0, van egy pozitív H szám, úgy hogy 
minden t-nél | f | < H, tehát:

4? < {| a.k+i | + . •. +| an—11 + | an|) fii

De > | an | összetartó; lehet tehát egy K számot meghatározni, úgy 0
hogy, ha csak k>K,

I ak+i | • + | an | <d,

hol ó tetszőlegesen választott pozitív szám és ekkor:

B < Hé.
. A mi pedig A-t illeti:

-4 < I «ol I 7n | + | «i 1|A-1 | + • • • + | ak 11 ^n—k |!

miután k-t a X-nál nagyobb számnak vettük, lehet most ismét, 
minthogy lim. ft = 0, egy N számot találni úgy hogy | f—k+i | < é', 
az i minden nem negatív egész értékénél, ha csak n > k +N. Az n 
ily választása után:

{laol + • •• +|a*|) d',
13*
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vagy végre, ha | a« | véges értéke röviden s, o
A< só'

De ekkor:

| «o Pn + «i Pn—i + • • • + an_i pt + an ,?0| < Hd +so ;

vagy végre ha a tetszőlegesen választható d-t és d'-t úgy választjuk

, e M s 
ó — 2H ’ 0 “ ”2? ’

hol £ ismét tetszőleges, e kifejezés absolut értéke elég nagy n-nél 
kisebb lesz £-nél, és határértéke 0, a mi bebizonyítandó volt.

119. Ha 2 Pn összetartó sor és a0, aí...an... soha nem na- 0
gyobbodó pozitív számok sorozata, melyekre nézve lim. an=0, akkor 
ismét:

lim. (a0^„ + «i Pn—i + ... + an éQ = 0.

Ha ismét a lim. jele alatt álló kifejezést két részre, A és B-re 
bontjuk föl, akkor B-re közvetetlenül alkalmazhatók a 116. ez. ele
jén álló meggondolások, hol most

$0 = Pn—k—1, Sj = pn—k—i -f- ,. ..,

melyeknek absolut értékei, minthogy > pn összetartó és ezek nem 0
mások, mint az eredetileg By-yel jelölt kifejezések, egy bizonyos vé
ges határ, H alatt maradnak. Ha tehát K-t úgy választjuk, hogy 
ai < ó, ha i> K, akkor:

Be Hó.

A mi pedig H-t illeti, a már idézett tétel szerint:

A < «0 G 
ha G a

I I > I pn + pn—11,. . ., | pn + pn—1 + • • • + Pn—k |

számoknál nagyobb. Ha azonban n—k-t egy bizonyos A’-nél na
gyobbnak veszszük, azaz:

n> K + N, 
e kifejezés:

Pn—k+i + pn—k+i + • ■ • + Pn
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(ismét a > összetartó sorra vonatkozólag képezett Rn-k+i > k—i) 0
kisebb lesz egy tetszőlegesen választott d'-nél az i minden nem ne
gativ egész értékénél, azaz

A < a0 d',

a miből, úgy mint előbb, következik, hogy a vizsgált határérték 0.*

* E tételeket inkább csak a gyakran használandó módszer jobb föl
tüntetése végett bocsátjuk előre; számuk nagyban szaporítható, de czélsze- 
rűbb, az egyes helyeken az itt adott eljárást külön-külön alkalmazni.

** Tételünket Cauchy bizonyította be először, de csak arra az esetre, 
midőn mindkét sor feltétlenül összetartó. («Cours d’analyse algébrique.» 
Paris 1821.) A föntebb adott általánosabb fogalmazásban Merteks-íőI szár
mazik. (Journal f. d. r. u. a. Math. 79. köt. 1875.)

A Cauchy -Mertens-féle tétel.

120. Ha J un és két összetartó végtelen sor, melyeknek <1 o
értéke U, ill. V, akkor e számok szorzása a soralakokon is végez
hető, p. úgy, hogy az w-sor minden tagját V — ^„-nel szorozzuk. 
Az eredmény — részletesen kiírva — a következő:

«0 (®0 + V1 + • • • 4" vm + • • •) +

+ W1 (^0 + + • • • + Vm + . ..) +

+..........................................................

+ Un (Tq + l’! + . . . + + • • •) +

+..........................................................

tehát ismét végtelen sor, melyben azonban minden tag értéke ismét 
végtelen sor alakjában van adva.

Két végtelen sor szorzata azonban oly közönséges végtelen 
sor alakjában is adható, melynek n-edik tagját az adott sorok első 
n tagján végzett (véges számú) összeadás és szorzás által nyerjük. 
Első sorban a következő tételt**  tárgyaljuk:

Ha J un és vn két összetartó sor, melyek közül leyalább eqy 
o o '
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föltétlenül összetartó, akkor a tn sor, melynek általános törvénye: o

tn — Wo Vn + Wj Vn—i + . . . + Wn—1 Vj + Wn ®o >

szintén összetartó és:

2 tn — 2 Wn^ 2

Ha a i-sor első tagjait részletesen kiírjuk:

"o í:o + («o t'i + «i Vq) + (u0 r2 + M1 '1 + m2 vo) + ■ • •
a véges összegek szorzatával rokon alakja közvetetlenül föltűnik. Azonban 
a szorzás részletes tárgyalásából majd kitűnik, hogy a véges összegekre vo
natkozó műveleti szabályok itt sem vihetők át megszorítás nélkül a végte
len összegek, vagyis sorok esetére.

Ha ismét:
= w0 + Wj -f-... -f- un

Sn — Vq + Vj + . . . + Vn
akkor az Sn Sn szorzat tagjai a kővetkező táblázatba foglalhatók :

w0 ro + Mo vi + • • ■ + Mo vn +
+ w( r0 + Vj + ... + ut vn + 
+...........................................
+ Un^o + Wn^'i + • • • + UnVn.

Ha megfelelöleg a 22 tn sorra vonatkozólag: 0
Sn = Wo Vo -j- (Uo tlj + Uj Vo) + ... + (Wo Vn + Ut Vn—1 +. .. + Wn t’o) , 

akkor közvetetlenül látni, hogy ez összeg egyes tagjai azok, melyek 
az előbb fölirt táblázatban — könnyen érthető kifejezéssel élve — az 
un r0,.., wot?n diagonálisban, és e fölött, tőle balra foglalnak helyet. 
E szerint még:

Sn =Sn Sn — (un (Vj +• . •+ Vn) + Un—1 (Vj +• • • +fn)+. • • +

+w2 (fn—1 + Vn) + ®n)

Legyen most például — a mi különben közömbös — > un a 0 
föltétlenül összetartó sor és Dn a jobboldalon levonandó kifejezés, 
akkor csakugyan bebizonyíthatjuk, hogy:
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lim. Dn = 0.

Ebből azután következik, ha az előbb fölírt alakzatban átme
gyünk a határra, hogy:

lim. Sü = lim. Sn lim. Sn, 

a mi nem más, mint a bebizonyítandó tétel. 
Mindenekelőtt megjegyezzük, hogy az

Rn, k = Vn + fn+1 + • • • Vn+k

kifejezésben a > vn összetartása miatt van mindig egy a tetszőle- 0
gesen választott d'-hoz tartozó N' szám úgy hogy, a k minden nem 
negatív egész értékénél:

hacsak n > N'.
Ha n^N' az R^ k alakok k nagyobbodásával a véges és meg

határozott I?n-hez közelednek, tehát absolut értékükre nézve szintén 
egy bizonyos szám alatt maradnak; azaz végre van egy H' szám, 
úgy hogy i és j minden értékénél:

\Rij\<H'.

Ugyanez áll szóról-szóra a ^|wn| sorra nézve, azaz, ha 
0

Ri, k = | Ui | + | Ui+i | + . . . -f- | Uf+k | ,

akkor van egy H szám, melyre nézve az i és k minden értékénél

De van azonkívül még egy a tetszőlegesen választott d-hoz tar
tozó, N szám, úgy hogy

Rn, k O > 
ha n<N.

Most már:

IDn |Un (®1 + • • • + Vn) + • • . + Un—k (l’fc+l + • • • + Vn) | +

+ | Un-k—1 (^+2+ ■ • • + Vn) +■. •+ (Vn_ 1 + Vn) + »1D| |- (1)
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Továbbá:

I Un-k-l (Vk+t + • • • +<’n)+— + UtVn | | Wn—k—1| | Rk+i,n-k-i1 +

+|Wn—k—?| | R'k+3, n—k—31 +• • • + | M111 ^n, o| •

Ha tehát k-t az N'-nél nagyobbnak veszszük, a mi elég nagy 
n-nél lehetséges, akkor a jobboldalon álló szorzatok második ténye
zője kisebb d'-nál és az egész vizsgált kifejezés:

= (I ui I + • • • +1 un—k—1 |)d'

Ho'.

Az első (l.)-ben előforduló kifejezés:

|Wn(®l + ••• +Vn) +••• + Un—k(Vk+i + ••• +®n)| |w«| K + — + —

+ • • • + | Un— k 11 fk+t + • • • + Un | g (| Un—k | + • • • + | U„ 11 H 

és ha most k előbb megállapított értéke mellett n-et úgy választ
juk, hogy

n — k >N 
akkor végre e kifejezés:

g H'6.

Ha most e egy tetszőleges pozitív szám és

O —— 3 () < -----  ,

akkor végre elég nagy n-nél:

\D„\^H'd + Hd'

azaz lim. Dn = 0.

,4bel tétele.

121. Ha e sorok:

3 un > 2 Un , 3 In = 2 (Mo Un + Wi Un— 1 + • • • 4" Un Vo) 
0_ 000

MAGYAf 
lUMkAHvo:
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mindannyian összetartok, akkor mindig:

J^tn — (2 Mn) ( 2 ®n)- 0 0 0
E tétel * értelmében a szorzási eljárás mindig alkalmazható — 

akár föltétlenül, akár föltétesen — összetartó sorokra, ha a se
gítségével nyert sor összetartó. Bebizonyítása után az előbbi 
eredmények — evvel kapcsolatosan — következőkép lesznek kife- 
jezhetők:

* Lásd Ábel előbb idézett értekezését.

A 2 ín sai- mindig összetartó, ha a 2 un, 2 vn soroknak lég- o ' o o
alább egyike föltétlenül összetartó.

Ha a három soralak mindegyike véges és meghatározott szá
mot jelent, akkor mindenesetre

(2 UA ( 2 ^n) — 2 í« = J 0 0 0
szintén ily szám. Bebizonyítandó, hogy ez zérus.

Ha | a | < 1, , a > unan, valamint a többi megfelelőleg ké- 0
pezett sor föltétlenül összetartó, és tehát az előbb levezetett tétel 
értelmében

( 2 Unan) ( 2 «»«”) — 2 ín«” = 0 0 0 0
az a minden —1 és +1 közt fekvő valós értékénél.

A > unan és > vnan szorzásánál ugyanis a szorzat gyanánt 0 0
föllépő sor általános tagja:

U0Vnan + an~l + ... + Unan . »0 = ín«n.
E szerint az a jellemzett értékeinél mindig:

J = ( 2 «n) ( 3 M J ( 2 ®n«B) — ( 2 ín — 2 ín«”) = 
0 0 0 0 0 0

= i f( 2«n— Jwn«")(>n + >»«")+( >n+ >n«») ( >n~ 
x [_ 0 0 0 0 0 0 0 0

( 2 ín 2 tnan). n■ t

A
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Az a-t mint pozitiv és 1 -nél kisebb számot úgy lehet választani, 
(117. ez.) hogy

| 2 un 2 Wn®n b | 2 | > | 2 fn — 2 tna" I0 0 0 0 0 0
mindannyian kisebbek legyenek egy tetszőlegesen választott e pozi

tiv számnál. Ha a ^un és véges és meghatározott értékeit 0 0
U ill. K-vel jelöljük, akkor még :

|>„a"|<|U| + e<2|[/|, 0
|>„a«|<in + e<2|7|,0

és igy végre:
Pl<e(i(|q + in) + i)

Ha pedig J nem zérus és e-t úgy választjuk, hogy:

; Ml___
t(M+M)+i’

a mi mindenesetre meg van engedve, akkor a | J | < | J | ellenmon
dáshoz jutunk. Kell tehát valóban, hogy legyen :

J = 0.

122. Ha ^un és mindketten föltétesen összetartó sorok, 
Oi 00

a > tn sor valóban összetartó és széttartó is lehet, azaz általános- 0
ságban a szorzási eljárásra nézve a megelőző czikkben foglalt ered
ményeknél többet nem is lehet megállapítani. Mindkét esetre egy- 
egy példát hozunk föl.

a) Legyen:

2 — 2 — 2 ( Ln ———j =

1 24 .3J 4* ’
mely a 106. czikk tétele szerint összetartó. Ekkor:

tn= + + +' ■-+ dv) ’
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Ezen összeg n + 1 tagból áll, az összeg tagjainak általános alakja:

U(n + 2-A-))4' (k = 1,... n+ 1)

Azonban: *

* Ha x, és y két valós szám, mely azon föltételhez van kötve, hogy:

+ y = d > 
akkor:

d2

és így:

k(n + 2 — k) < G^)2’

9
|in|^ (n + D^2 ^1,

ha t. i. a (—1)" elhagyása után minden tagban a nevezőt a nála 
nem kisebb —-vei fölcseréljük és ez által az illető tag értékét ki
sebbítjük.

E szerint lim. tn nem 0; és a > tn sor széttartó.0
b) Legyen:

2 «» = 2 ®n = J (—1)" =

= 1----- -  + —------ + •••>2 ~ 3 4 “•••’

ismét összetartó sor. Ekkor:

tn = (—1)*  + ^ + 3^Zij +• • •+ ^Tj) ’

alakban irható, és ekkor csakugyan:
Az x. y bármely megfelelő értékpárja ugyanis ~ -f- d és — d z z

A fönt előforduló esetben A —■ n + 2, míg k és w + 2 — k ez ösz- 
szeg fölbontása két részre és így csakugyan

4
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Összefoglalva ezen összegben az első és utolsó, 2-ik és utolsó előtti 
tagot, s ú. t. (ezek mindig egyenlők) kimerítjük az összes tago
kat, ha n páratlan (azaz a tagok száma n+1 páros), vagy marad 
egy középső tag, és így az elöjelt is mellőzve, lesz páratlan n-nél:

+_____ L_
4- 1 ' 2m ~‘' n 4- 1 n 4-3

páros n-nél:
| , | _  Q í 1 । 1 । । 1
।tn • ' 1^ + 1 + 2» +n n + í) ' /_n . \a '

’2 2 \ 2 + 1/

Itt a zárjelben álló összeg mindkét esetben következőkép 
írható.

1 n + l + 2 n +■••+ k n + ^—k^
4- 1------------- 1_______ |_ 4- J_______ ?____

hol v, a mint n páros, vagy páratlan vagy - + 1 , a mit egyszerre 
így lehet kifejezzünk:

Ha röviden a Tn-nek az első és második sorban álló részét 
An,k és Bn,fc-val jelöljük, mindenekelőtt

n 1 v-A- 1 V — h 
^n.k < w + 2-v ’

mely kifejezés B^-ból úgy származik, ha minden tagban az első és 
második tényező helyett a náluk nem kisebb jp_-j és - + !>~ v vá
mokat teszszük; de > — k < n + 2 — v, és így (természetesen k < v)

< k+1'

Az összeg első részére vonatkozólag hasonló módon lesz:

Ha tehát
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és

-—s, n > t—— > n+2—k 2------------------- te

a mi mellett e kis értékeinél egyszersmind

n <1k, 
akkor végre:

In = -4-n,k 4“ Bnj( < e
és így lim. Tn = 0, és evvel együtt

lim. tn — 0.

A > tn sornak azonban oly specziális alkata van, melynél az 0
összetartásnak ezen általánosságban csak szükséges föltétele egy
szersmind elegendő is. Sorunk összetartása a kővetkező általános 
tétel közvetetten következménye.

123. Ha a0, an... soha nem nagyobbodó pozitív szá
mok sorozata, melyekre nézve lim. an = 0, és így tehát

2«n = 3(—l)n«n 0 0
, GO 00

legalább föltétesen összetartó sor, ha továbbá ^vn = —l)non0 0
szintén összetartó, * akkor a:

* A ón-ek, ép xígy mint a rn-ek az összetartási föltételnek meg
felelnek, de különben tetszőlegesen választhatók. Hogy vn helyett (—l)»6n-et 
Írunk, csak azért történik, hogy a képletek egyszerűbb alakot nyerjenek.

** Pringsheim, Mathematische Annáién, XXI. kötet, p. 326.

^itn= 35 (—1)” (a0 4” ai bn—i 4- • • • 4- ön—i bi 4- an b^) 
0 0

sor összetartásának szükséges és elegendő föltétele: **

lim. tn = lim. (a0bn + at bn-i + ... + anb0) = 0.

A következő jelzések bevezetése után :

Um = Uim 4“ W2m+1 = Öjni Ö2m+1
Vm = 4" ®2m+l — b%m — b^m+i
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a kővetkező sorok

2 Um = (öq---öl) + (flj----Og) + • • • 0
2 Un — (b0 — bj + (b^ — b3) + ...

összetartok lesznek, mert a > un, > vn - böl keletkeznek két-két 0 o
egymásután kővetkező tag összefoglalása által, még pedig > um folté- 

0
tétlenül összetartó, mert csupán pozitív tagokból áll. Tehát

( 2 un) ( 2 ®n) — ( 2 Um) ( 2 m) = 
0 0 0 0

= 2(^0^»»+^i Un—1 + - ..-j-Um—1> 1 + UmFo), 
0

hol az utolsó sor szintén összetartó. Ha e sor általános tagját Tm-mel 
jelöljük: 

in m
2 Un = 2 [(«0 al) (b^m bim+i) + (űj—ü3) (b^m-z—b^m—1) H- —4" 

0 0

(«2m—2 Ö2m—1) Uj—b3) + (a^m—«2zn4 1) (b0—=

— 2 tn + (^1 b^m+1 + a3 bsm—t + • - - + «2m—1 b'3 + a^m+i bi) 
0

= —(Üo bim+z + b^m +...+fl2m ^2 + O2m+2 í>o)-0

Ha tehát:

lim. -j = lim. (űo bzm+z + (ti bim + • • • + «2m+í bn) = 0, 
lim. T2 = lim. (öl bim+l + «3Í2m—1 + • • • + «2m+l bi) = 0,

akkor csakugyan
2»i4-1 2m-|-2 m

lim. 2 in = lim- 2 in = hm. 2 Tm , m o m o ni o

azaz a kijelentett tételnek megfelelöleg:

2 U = (2 ^n) ( 2 ^n)> 0 0 o

Ami pedig a még kiszámítandó határértéket illeti:
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Tj T2 3,; (a2t blm—Zk+Z (tZk+l &2m—2*4-1) = 
w

— 2fr ! (a%k---a»+l) 02m—2*4-2 + &2in—2*4-1) + 0
+ (dik + «2k+l) (?>2m—2*4-2— ^2m—2*4-1)/ ! 

de
m

lim. ^k {(«».---«2*4-l) 02m—2*4-2 + ^2m—2*4-1)} = 0 Ü
a 118. ez. értelmében, mert ha

dk = a^k— dik+i > ^k — b^k+i + b%k+2 ,

akkor csakugyan >' an föltétlenül összetartó és lim. = 0. 0
Hasonlóképen

m
lim. \(a<ik + «2A'+1) (b^m—2*+2 &2m—2*4-1)} = 00

a 119. czikk értelmében, mert ha most

O-k = dik + «2fc+l > fik — bzk+t — bik+i

akkor a0, at... soha nem nagyobbodó pozitív számok sorozata,

melyekre nézve lim. an = 0, míg >, 3n = > Vn összetartó sor. 0 0
Tehát:

lim. (tj — -2) = 0,

és ha tekintetbe veszszük, hogy + r2 = hm+n, akkor a tételben 
kimondott föltétel értelmében:

lim. (tj + r2) = 0,

végre ezekből csakugyan:

lim. = lim. r2 = 0, 

a mi még bebizonyítandó volt.

Többszörös sorok.

124. Legyen adva a számok határtalan sorozata oly általános 
törvény segítségével, mely az



208 VÉGTELEN MÜVELETSOROZATOK.

Hj, n2,... Kp

mutatók minden nem negatív egész számokból álló értékrendszeré
hez megadja a hozzá tartozó számot. Ennek jele legyen:

Wn,, u2,... n •

Ha e számok sorozatából kiveszszük mindazokat, melyekben

Wj < V2 , . • . , Kp < Vp,

keletkezik az úgy nevezett ^-szeres összeg:

V V2
2"! 3"' ^n, n2...n0-

Hap=l, a számsor alakja megegyezik az eddig tárgyalttal, 
és a mint láttuk, — bizonyos esetekben — a számsorozat mint 
ilyen, vagy pontosabban beszélve, az ennek számait értelmező álta
lános törvény — meghatároz egy bizonyos számértéket, a > un vég- 0
télén sor összegét, ha ez t. i. föltétlenül összetartó. A föltétes össze
tartás esetében ez többé nem áll, hanem csak akkor jutunk egy 
bizonyos érték megalapításához, ha a számsorozat tagjainak 'egy
másutánját, mint a meghatározását új elemét bevezetjük.

A most adott számsorozatból hasonló módon képezünk p-sze- 
resen végtelen sort, melynek először is jele :

2’’ 2 "i Wí(1 n8... n .
0 0 o

vagy rövidebben:

"i «n, na... n„- 0
Ama határtalan számsorozatnak, vagy mint most mondjuk, 

a p-szeresen végtelen sornak van összege — és ez összeg akkor S — 
ha lehet egy véges, meghatározott számot S-et meghatározni, melynek 
a következő tulajdonságai vannak: Az e alatt egy tetszőleges (ki
csiny ) pozitív számot értve, lehet a számsorozatból meghatározott 
számmal lévő tagokat úgy kijelölni, hogy e tagok összege 1' lévén:

és hogy továbbá, ha e tagok összegéhez még akárhány tagot hozzá
csatolunk, az új összegre, mely p. 1' legyen, szintén álljon, hogy:
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|r-s|<e.

Ha van ily szám S, a végtelen sort föltétlenül összetartanak 
mondjuk.

Hogy több, mint egy ily szám nem lehetséges, könnyen belát
ható. Legyen Sj és két ily szám, és 2j, 2'2 a tagoknak két oly 
összege, hogy

|—i “S | < s, | 22 S21 < e,

akkor képezzük mindazon tagok összegét, melyek 2\ vagy 2’2-ben 
előfordulnak. Legyen ez 2', akkor a definicziók értelmében, mint
hogy 2' úgy 2j, mint 2a-ből a tagok szaporítása által keletkezik :

|2-5J<£
és ebből:

2s.

E szerint a két szám különbségének absolut értéke egy tetszőle
gesen választható pozitív számnál is kisebb volna, azaz: St = 8%.

125. Hogy a p-szeresen végtelen sor fölt été s összetartásáról, 
vagyis azon összegek határértékéről beszélhessünk, melyekhez a 
tagok egymásutánjának megállapítása után jutunk, ha a tagszámot 
szakadatlanúl növesztjük, szükséges az uni )l....„ által jellemzett 
számsorozat rendezési viszonyait megállapítani.

Mindenekelőtt könnyű belátni, hogy a most vizsgált számso
rozat tagjait lehet egyszerűen határtalan számsorozatban is kiírni. 
Ez más fogalmazásban annyit jelent, hogy ama sokaság, melynek 
egy-egy eleme az nl,n^...np mutatóknak egy-egy nem negatív 
egész számokból álló értékrendszere, megszámlálható sokaság; tehát 
az un,ni.., n számsorozat és a 0, 1, 2,... n,... határtalan sorozat 
úgy vonatkoztathatók egymásra, hogy az egyik sorozat egy bizo
nyos — meghatározott mutató rendszer által jellemzett — tagjának 
megfelel a másik sorozat egy bizonyos, meghatározott mutató által 
jellemzett tagja és viszont; még pedig úgy, hogy ha Wj-nek 
megfelel wn, ismét «„-nek megfeleli/,,,^...,, . Különösen két ily 
vonatkoztatás, illetőleg az untszámsorozat két elrendezése 
szokott használtatni.

Kőnig: Analízis. I. n
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a) Két tag közül írjuk előre azt, melyben a mutatók összege 
kisebb. Tehát w7nima... az elé vagy utána kerül, a
mint

vii + m, + ... mp < + ... + np;

ama tagok pedig, melyekben a mutatók összege egyenlő, úgy ren
dezzük, hogy azt a tagot írjuk előre, melyben, ha p. a fc-adik mu
tató az első, mely nem egyenlő a két tagban, mk < nk-

A kétszeresen végtelen számsorozatnál, például, melynek tag
jait részletesen legjobban következő módon jellemezzük:

Ezen elrendezés a következő:

?Z00 ’ «01 ’ " 10 > ^04 ’ ^11 ’ ^20 ’ • • • ^Oh , Witn—1 , U^ h—2 , • • U7»0 > • • •

a mit úgy lehet leírni, hogy ama táblázatban, melynek alakja egy 
négyzet vagy parallelogramm két oldalának szakadatlan nagyobbo
dásából keletkezik, a négyzetek egymásután következő diagoná- 
lisaiban fekvő (a táblázatban vonások által összekötött) tagokat írjuk 
egymásután, az egyes diagonálisokban fekvő tagokat pedig felülről 
lefelé.

Hogy e berendezésnél minden w-nak egy bizonyos helyszám 
felel meg, és hogy e helyszám megfordítva megadja az illető u-t, az 
közvetetlenül világos.

b) A második elrendezés a következő. Ha a^,... ap a mu
tatókhoz tartozó bizonyos meghatározott számok, és az —a1;

— a^,...mp — ap, ill. , n* — np — ap számok lég- 
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nagyobbika M, illetőleg N az u„h m>...mp az wn, «,...np elé vagy 
utána kerül, a mint M < N, vagy M> N.

Azon tagok sorából pedig, melyekben M = N, Írjuk utolsók
nak azokat, melyekben wij = «] 4- M, eléjök azokat, melyekben 

+ M, s ú. t. ezen osztályokat ugyanazon szabályok szerint 
rendezve, de az ill. . mutatót már most teljesen mellőzve.

így p. ha = 1, a2 = 0, a kétszeresen végtelen számsorozat 
elrendezése következő módon jellemezhető:

W<>1 W02 • • . Wo,«i—1

M10 Uii • • • Wl,n(—1

«20 U%n1

«30 «31 m32 ■ Wan,—1

1 Unti

hol az egymásután következő osztályok vonások által vannak elkü
lönítve, és az egyes osztályokban, melyek a parallelogramm két 
oldalának felelnek meg, a tagok sorrendje meg van adva, ha azokat 
fölülről lefelé, és ha wni,ni—i-hez értünk, ismét balfelé olvassuk.

E berendezések leírása, mint mindjárt megjegyezhetjük, azt is 
mutatja, hogy bármely egyszerűen végtelen számsorozat tagjait 
^-szeresen végtelen sorozatba is lehet elhelyezni. így lesz az 
u1, u^... un.. • sorozatból a b) alatt tárgyalt módon az a1=ai — 0 
esetnek megfelelöleg a következő kétszeresen végtelen sorozat:

w0 u^ u9 ... un* . . .
^3 ^2 ^5 ^10 • • * • • •
Uq Uj Uq . . . Un*+% . . .

................... • • •

Szintúgy könnyű belátni, hogy azon megállapítás, mely sze
rint a mutatók mindén nem negatív egész számú értéket nyerhet
nek, csak egyszerűségénél fogva kényelmes megállapítás. Mellőzve

14*
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azon változtatást, melyben a mutató nem a 0, 1 , hanem a
k, fc + l,... értékeket veszi föl, a hol egyszerűen vn+k = u„, és 
hasonló egyszerű átalakításokat, a két irányban végtelen sorok is 
könnyen az eddigi alakra hozhatók. Ha az n minden egész számú 
értékéhez tartozik az wn egy meghatározott értéke, ha továbbá e 
számsorozatot r0, r2, ... vn következőkép definiáljuk:

t o —— ÍÍq , i । —— Uj } —— H -1 , —— í 4 = —2 , • • •

^Sn—1 = Un , = W—w 9 • • •
+ °° , 00

akkor a >, un és > r„ sorok ugyanazon tagokból állanak, ámbár — 30 Ü
különböző elrendezésben.

4- OO
A > által adott elrendezésnél: --OO

. . . , U-a , U-i , U0 , Ui , Ili .

még a sorrend külön értelmezendő; ekkor egy bizonyos z^-tól jobb 
és balfelé haladva két összeget képezünk, mely azután egyesítendő. 
E szerint:

4"50 oo
2 = Wq d- 3 d- W—n •

— » i i

126. Bármely számsorozat összes elrendezéseit egy közönsé
ges w0, Wj... un számsorozat elrendezéseiből nyerhetjük, mert 
először ilyenre mehetünk át, és a további átalakításoknál ebből 
indulhatunk ki.

A megelőző fejezetben már tanulmányoztuk azokat az átala
kításokat, melyeknél a tagok egymásutánja változást szenved, de 
az egyszerű soralak változatlan marad. A megelőző czikk azt mu
tatja, hogy ezenkívül még az egyszerű számsorozat helyébe &-szo- 
ros sorozat léphet, hol k tetszőleges; ha t. i. a tagok egymásután
jának fölcserélése után az adott eljárások segítségével az egyszerű 
sorozatból ^-szoros sorozatot készítünk.

Mindezen tárgyalt és tárgyalandó átalakítások közös vonása, 
hogy a két sorozat ugyanazon tagokból áll, azaz, hogy minden tag, 
melyet az égjük elrendezésben a mutatók meghatározott értékrend
szere jellemez, a másik elrendezésben, mint a mutatók valamely 
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más meghatározott értékrendszerének megfelelő tag szintén elő
fordul.

A véges összegek analógiája azonban a sorozatoknak még más 
és általánosabb berendezéseihez vezet. Az összegnek azon képezése 
mellett, melynél egy első taghoz egymásután hozzácsatoljuk a 2-ik, 
3-ik tagot s ú. t. és melyet eddig egyedül használtunk a sorok
nál, általánosabban úgy is járhatunk el, hogy az összeg tagjait 
először több osztályba sorozzuk, először az egy osztályba tartozó 
tagok összegét képezzük és azután ezen osztályösszegeket megha
tározott sorrendben ismét összeadjuk. Az egyes osztályösszegek 
képezése természetesen ismét ily módon történhetik. Ily berendezés 
határtalan számsorozatnál ismét új végösszegekhez vezet. Az eljárás 
módja a következő lesz :

Megállapítunk egy általános törvényt, mely szerint minden 
egy bizonyos meghatározott osztályba, Cfc, tartozik. Az 

osztályok sorozata:

Co, C^... Ci,... ck>...

lehet véges vagy ismét határtalan. Minden osztályban az összeadás 
módja meglévén adva, az egyes osztály összegek legyenek:

5q ’ > • • • Sí, •.. Sk,•..

Akkor végre a ^í6i1ns...n sor összege az illető elrendezésben e 0 ‘
véges vagy végtelen sor:

50 + 5, + ... + Sk + • • •

Az egyes osztályokba tartozó tagok száma lehet véges vagy 
ismét határtalan. Az utóbbi esetben adva lehet közvetetlenül a tagok 
egymásutánja, és az osztályösszeg alatt akkor értjük az illető vég
telen sor értékét; vagy pedig az illető C, osztályra vonatkozólag 
ismételhetjük az előbbi eljárást, és fölbontjuk ezt véges vagy határ
talan számú alosztályra:

Cn, Cn,.,. Cis,...

Ezekre nézve ismét úgyanez áll, míg végre ezen eljárás /c-adrangú 
alosztályok képezésével véget ér, melyeknek belsejében az összes 
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tagok egymásutánja meg van adva, mit úgy is lehet kifejezni, hogy 
a k + 1-edrangú alosztályok egy-egy tagból állanak.

Ha valahol az egyik képezendő sor az adott elrendezésben 
nem összetartó, akkor ott természetesen az egész eljárás megszakad, 
mert az illető összeg nem véges, meghatározott szám, és maga az 
eredetileg adott sor az illető elrendezésben széttartó, azaz nem vezet 
meghatározott végösszeghez.

Itt azután a szó szoros értelmében ^-szeresen végtelen soro
kat nyerünk, a mikor kétszeresen végtelen sor az oly (közönséges) 
végtelen sor, melynek minden egyes tagja szintén ilyen; háromszo
rosan végtelen a kétszeresen végtelen sor alakjában adott tagokból 
alakuló közönséges végtelen sor, vagy közönséges végtelen sor alakú 
tagokból alakuló kétszeresen végtelen sor s ú. t.

Egyik legegyszerűbb ily fölbontása a 2'wnjn2 sornak, ha a Ci 
osztályba azon tagokat sorozzuk, melyekben az első mutató i, az 
egy-egy osztályba tartozó tagokat pedig a második mutató nagysága 
szerint rendezzük. Ez az osztályozás képét találja az előbb fölirt 
táblázatban; az egy sorban álló tagok egy-egy osztályt alkotnak, 
e tagok összeadása után — ha összegük a fölirt sorrendben véges — 
az egymás alatt álló sorok az utoljára képezendő végtelen sor egyes 
tagjait képviselik, mely utóbbi sor azután az illető elrendezésben 
A összege.— Ép úgy lehet először oszloponként osztályozni, 
vagyis az egyenlő második mutatóval biró, a táblázatban egymás 
alatt álló tagokat először összefoglalni s ú. t.

A lehetséges berendezések nagy változatosságából kiemeljük 
még azt, melynél az osztályok száma határtalan, és a Co> C^C^,... 
Gk,- • ■ osztályban foglalt tagok száma

r0, Ti, rk,...,

minden határon túl növekedő egész számok sorozata által van adva.
így ha például a 125. czikkben a) és b) alatt álló alakzatok 

értelmében ezen egyes osztályok a diagonálisokban, vagy a paralle- 
logramm két oldalában fekvő tagok. Ekkor az első esetben:

a) Cq: UqqJ C]: Uqj, Ujo? : n^, , u^',...; Gn: w<)„, —।,... u„,oJ • • •

a második esetben:

b)G0: Gi'Umn —i:
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Ezek az elrendezések nem ugyanazok, mint az ott adottak, az itt 
végleg kiszámítandó:

+ Sj + #2 + . •.

sor ugyanis lehet összetartó, míg Sj-nek az illető tagokra való föl
bontása által, mi az ott tárgyalt elrendezést adja, ama sor széttar
tóvá válhat.

127. Hogy a különböző elrendezési viszonyok e részletes 
leírása nem fölösleges, onnét tűnik ki, hogy ugyanazon határtalan 
számsorozat valóban különböző elrendezésekben különböző «ösz- 
szeg»-ekhez vezet. Ezt ismét először egyes példákon mutatjuk.

Legyen p.

(—l)«i+n» (—l)n' (—!)"■ . A . _
Un n„ = ----* r~ T = ----- ~T  ----~í - Oh > = 0, 1, 2,...)

Ha itt először mindazon tagok összegét képezzük, melyekben az 
első mutató ugyanaz, i, még pedig a második mutató növekedése 
által adott sorrendben, ez lesz :

y (—1/ = . (-1)’ K . á

(«2+i)4 (í+L4 (Z+i)i ’

hat.i. a tényező gyanánt fellépő összetartó sor értékét /<-val jelöljük. 
Ha pedig az így nyert összegeket ismét összeadjuk az első mutató 
növekedése által adott sorrendben, lesz :

tehát e berendezésnél véges és meghatározott értéket nyerünk.
Ha pedig az egy-egy diagonálisban álló tagokat foglaljuk ösz- 

sze (1. az .előbb adott a) schemát), akkor a Cn osztályba tartozó 
tagok összege:

^(n+1)4 + (2»)* + (3(«—1))1 (n+1)4^

és %tn, a mint a 122. czikkben a) alatt láttuk, széttartó sor. 
o

Epén megfordítva állanak a dolgok ama kétszeresen végtelen 
sorozatnál, melyre nézve:
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_ M 1 ) 1 «n,n3 —

U(),n
1

«a+í

= 1,2,3...\
^ = 0,1,2...'

(n2 = 0,1,2,...)

Ha itt először mindazon tagok összegét képezzük, melyekben az első 
mutató ugyanaz, lesz :

1
na 4-1

tehát széttartó sor, és az illető sorrendnél nem jutunk véges, meg
határozott értékhez. (Szintúgy ha először az ugyanazon második 
mutatóval ellátott tagokat egyesítjük, a mikor összetartó sort nye- 
rünk, de a másodízben végzendő összegezés széttartó sorhoz vezet).

Ha pedig az egy-egy diagonálisban álló tagokat foglaljuk 
össze, akkor a Cn osztályba tartozó tagok összeadásánál t0 — — 1, 
míg ha n = 1, 2,..., akkor:

tehát

1 »4-l "l” 2 n ' «4-l 1

de az itt álló kifejezés határértéke (1. 122. ez. b)) zérus és így > tn n
összetartó sor, melynek értéke 0.

128. Visszatérve már most a 124.czikk értelmezéseihez, min
denekelőtt kiemelendő, hogy az

(«!,..., «P=0, 1 ,...) és Mn (n = 0, 1,...)

által adott számsorozatok közt — a mi az általuk jellemzett számo
kat illeti — nincsen különbség. Egész általánosságban lehetett tör
vényeket megállapítani, melyeknek értelmében az nlni... np egy 
meghatározott értékrendszere megadja az n egy meghatározott érté
két, és ez az utóbbi ismét az nt... np értékrendszert szolgáltatja. 
Tehát lehet mindig a p-szeres számsorozatból egy közönséges szám
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sorozatot alkotni, úgy hogy annak bármely mutató-rendszerből meg
határozott tagja, mint az utóbbinak meghatározott mutató segítsé
gével jellemzett tagja is szerepel és megfordítva. Ezek után : Ha az

un,.np (Hj,... np = 0, 1,...) és un (n — 0,1 ...)

által jellemzett számsorozatok ugyanazon tagokból állanak, akkor 
arra, hogy az u„ számsorozatnak legyen összege, vagyis, hogy a

... un n sor föltétlenül összetartó legyen, szükséges és ele- 
gendő, hogy a un sor föltétlenül összetartó legyén*

* E tétel egyszersmind mutatja, hogy a föltétien összetartás régi és 
új értelmezése valóban azonos, csakhogy itt az illető számsorozatnak azon 
berendezései is tekintetbe jönnek, melyeknél az többszörösen végtelen soro
zat alakjában van adva.

Ha ugyanis a > un széttartó, akkor nincs oly szám S, hogy 
n <>

I un — 5 | < e, ha csak n .> N, a milyennek pedig kellene lennie, 0
ha ama számsorozatnak összege S volna, és az n-et oly nagynak 

n
vennők, hogy >1 már mindazokat a tagokat tartalmazná, melyek 

0 n
a 2'összeget (124. czikk) adják; ekkor ^u„ az ott J’-val jelölt n
•összegnek vehető, de 12” — S | nem volna mindig s-nál kisebb.

Ha a >, un föltétesen összetartó, vegyük azt a sorrendet, mely- 0
ben a valós részekből képezett sor összegének absolut értéke és annál 
inkább | > un | is >| S | -j- P, hol P valamely meghatározott pozitív 

0 OO
szám. Akkor > un = S' és S' — S bizonyos meghatározott véges0
szám; de ekkor ismét lehet egy n-et meghatározni, úgy, hogy ha 
n > N,

\^un-S'\<s. 
0

Ha pedig egyszersmind az n-et oly nagynak veszszük, hogy 
ama 2' összeg minden tagját tartalmazza, akkor egyszersmind 
kellene, hogy

0
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legyen; de ekkor volna | S — S' | < 2e, a mi lehetetlen, mert e tet
szőleges, és | S — S' | meghatározott véges szám.

Ha végre > un föltétlenül összetartó, és e sor összegét nevez-0
zük S-nek, akkor csakugyan lehet egy N-et kijelölni, úgy, hogy ha 
n > N,

0 -

legyen, és ugyanekkor még :

Iw«+i| + • • • 1 un+k|< g ’

n
tehát akár hány tagot adjunk még a > un összeghez, az ez által 

0
képezett 2” összegre nézve, valamint 2-re nézve is lesz

|2«n —S| < e, |2* —S| < e,

azaz ekkor a számsorozatnak van összege és ez = 2 •
<»

129. Ha a uni.,.n sor föltétlenül összetartó, akkor0 Ü ‘
a megfelelő számsorozatból az előbb leírt, berendezések bármelyikével 
képezett és bárhányszorosan végtelen sornak összege ugyanaz lesz, 
tehát az előbbi jelzést használva %un-

0
Ha először is egyszerűen végtelen sorban rendezünk, ez vilá

gos, mert egy ilyen >, «„, és ez föltétlenül összetartó; a többi 
0

egyszerűen végtelen sor pedig ebből keletkezik, ha a tagok sorrend
jét változtatjuk.

Vegyük mozt az ehhez legközelebb álló esetet, midőn a szám
sorozat tagjait beosztjuk az osztályok véges vagy határtalan soro
zatába :

c0, ckl...
és minden osztályban megállapítjuk a tagok egymásutánját. így 
keletkeznek az egyes osztályokból az
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egyszerűen végtelen sorok, és ezekből végre az

so + Sí + • ■ • + Sk + • • ■

kétszeresen végtelen sor, mint végösszeg.
CO

Legyen ismét > un a tagok Összességéből képezett végtelen 0
sor, mely föltétlenül összetartó. Akkor először belátható, hogy az 
So, S\... Sk • -val jelzett sorok egyenként föltétlenül összetartó 
sorok, mert mindegyikük a > ura-böl kiemelt tagok sorozata.0

Másodszor föltétlenül összetartó most ez a sor is :

So + + • • ■ + Sk + .. ■

Ha ugyanis a J | un | -bői az Srvel analóg módon képezett 
0

sort Sf-vel jelöljük, akkor

1^1 ^Si,

ha továbbá — a mi mindig lehetséges — egy N-et úgy határozunk 
meg, hogy

| Um | ,n+1

ha n > N, és végre a k-t oly nagynak veszszük, (k > K) hogy a 
n
SS um összeg minden tagja már az So, S,,... Sk sorok képezésénél 0

fölhasználva legyen, akkor csakugyan :

I S&4-11 +1 Sk^ | + ... +1 Sk+i | SVh + ... + Sk+i

~ 21 I < £ }n+i
00 rrvagyis >' Sn föltétlenül összetartó. 0

A fölvett jelek ugyanily értelmezésénél
/l

+ ,()’l + ■ • • + & — um Ü

az wn+i + Wn+2 + ... sorból keletkezik tagok kihagyása által;
00

absolut értéke tehát kisebb, mint | ?í„j-é és annál inkább kisebb
n+i

mint s. Az n növekedésével a & is mindig nagyobb egész szám lesz; 
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ha tehát n > AT és k > K, akkor

| 3 — 2 «m I < «
I 0 U |

és végre:

2Sn= S«n,0 0
a mi bebizonyítandó volt.

Világos most már a tétel kővetkező toldaléka, egyelőre szin
tén csak egyszerűen vagy kétszeresen végtelen sor alakjára vonat
kozólag.

Pozitív tagokból álló sor föltétlenül összetartó, hacsak egy 
tetszőleges elrendezésben céges és meghatározott összeghez vezet.

Mértékkor un és | w„ I ugyanaz, és így vagy ^|«n|föl- 
tétlenül összetartó és ekkor minden elrendezés ugyanezt az összeget 

11 
adja; vagy összege fl-nel minden határon túl növekszik és 

ekkor, ha ismét un minden tagját az So, S,. Sk sorok képe- 0 
zésénél fölhasználtuk,

2 Sk > 2 un, 0 0
tehát > S„ is széttartó. 0

A végleges általánosítás nagyon egyszerű. Mert ha minden 
Sí helyébe ismét kétszeresen végtelen sor lép, bármely berende
zés újból csak az S, összeghez vezet és a végeredmény ugyanaz, 
mint előbb. Szintúgy tehát, ha csak a 3-ik,... p-edik alosztályok 
foglalandók össze egyszerű sorokban. Tehát tételeink általánosan 
helyesek.

Közvetlenül belátható még, hogy: a 2niun, ...np sor 
akkor és csak akkor föltétlenül összetartó, ha ^"i|| 

bármely tetszőlegesen választott elrendezésben véges értékhez vezet.

130. Valamely p-szeresen végtelen sor egy bizonyos elrende
zésnél töltételesen összetartó, ha az összeg képezésének e megállapí
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tott módja mellett véges és meghatározott értékhez vezet, mely 
azonban nem minden elrendezésnél ugyanaz. Az előbbiek szerint 
ez nem történhetik soha pozitív tagokból álló sornál; továbbá akkor 
sem, ha lim. un nem zérus. Hogy lim. un = 0, az t. i. p-szeresen 
végtelen számsorozatnál úgy fejezhető ki, hogy, bárminő pozitív szám 
is e, csak véges számmal legyenek az nt... np mutatók oly rend
szerei, melyekre nézve

| Un, n, ... np | >

Ha egy bizonyos E-re nézve ez nem áll, akkor már az egyik 
utolsó alosztályból alakuló végtelen sorban akár mennyire megyünk, 
mindig vannak tagok, melyeknek absolut értéke nagyobb jE-nél, és 
már e sor széttartó; azaz ama sorozat, akárminő berendezést válasz
tottunk, soha sem vezet véges és meghatározott összeghez.

Hogy tehát valamely számsorozat föltétesen összetartó sorrá 
rendezhető legyen, arra szükséges és elegendő, hogy | u„ | széttartó 
és lim. un= 0 legyen, és ha un= vn-pwni, régre a ^wn sorok 

0 0
tagjai kevert előjelűek legyenek.

E föltételek az előbbiek szerint szükségesek; hogy elegendők, 
azt tudjuk az egyszerűen végtelen sorok elméletében tárgyalt elren- 

_ dezésekböl.
Pozitív tagokbót álló sor tehát ismét csak föltétlenül lehet 

összetartó.
A 2n<un n sor föltétlenül széttartó, ha semmi féle 0 0

elrendezésben nem vezet véges és meghatározott összeghez, és ez. 
mindig megtörténik, ha ' |w„,...» I nem összetartó és vn-0 0 11
nek vagy nincs határértéke vagy ez nem 0.

Ama sor végre egy bizonyos elrendezésben széttartó, ha e mel
lett nem vezet véges és meghatározott értékhez, de más elrendezé
seknél ily értéket nyerünk.

131. Minthogy a föltétlenül összetartó sorok vizsgálata a meg
előzők szerint mindig egyszerűen végtelen sorokéra van visszave
zetve, az utóbbiak tárgyalásánál nyert tételek amazokra is közvetet
lenül átvihetők. így p.
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Ha S";, " 2"'Vn,...n, föltétlenül összetartó, és a mutatók 0 0 11
minden értékrendszerénél (vagy ily rendszerek véges számmal való 
kizárása után) mindig

Hn,.= lv«r -«p I

akkora £np... 2”iún n sor is föltétlenül összetartó. (I 0 íl
Továbbá a végtelen geometriai haladványra vonatkozó tétel 

általánosítása:
Hogy a

2"? ■ ■ ■ «?*o i) 1 r
sor föltétlenül összetartó legyen, arra a szükséges és elegendő föl
tételek :

l«i I < t I «al < 1 ,|«y»| < 1.

Ha az , «2... ap absolut értékeit a^, a^... «p-vel jelöljük, 
megvizsgálandó a kővetkező sor:

S"' ai' 
0 0 '

mely csupán pozitív tagokból áll és így tehát föltétlenül összetartó, 
ha bármely elrendezésben véges és meghatározott összeghez vezet. 

Foglaljuk össze a vizgálandó számsorozat tagjait osztályokba 
ügy, hogy a Ck osztály mindazon tagokat tartalmazza, melyekben 
legalább egy mutató egyenlő /c-val, a többi pedig ennél nem nagyobb. 
Ekkor

$o + Sj + •. • + Sk = ■ ■ ■ 3"' a?* «22 • • •0 0
= («?■) («28) • • • ( 

’ 0 0 u *
és ha k minden határon túl növekszik, ennél a berendezésnél, és 
így minden másnál is, a sor összege :

’ 1 1 . 
o 1—«1 1—1—ap

Tudva már most, hogy a fölirt sor föltétlenül összetartó, össze
gét ugyanily berendezésben képezhetjük és ekkor egész hasonló 
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módon:
5"" • ■ • •

Ha az wni n>.. ,n (nt..., np = 0, 1 , . . .) számsorozat minden 
tagjának absolut értéke egy bizonyos meghatározott G pozitív szám
nál kisebb, ha továbbá | at | < 1, | a21 < 1,..., | «p | < 1, akkor a

2nP ... un, ^...n ««> ap ap 
0 0 i r

sor föltétlenül összetartó.
Mert föltétlenül összetartó:

J1V-- 2"' Gap ap ap, 

és a mutatók minden értékrendszerére nézve:

I unx ni... np ap ap ... ap | < Gap ap... ap.

Az Eisenstein-féle sorok. *

132. Az analízisben jelentékeny szerepe van a következő, 
p-szeres sornak:

hol az Hí, n*,..., np fölvehetnek minden egész számú értékrend
szert az n^ = 0, «2 = 0,... np = 0 kivételével. E sor föltétlenül ösz- 
szetartó lesz, ha 2« > p.

Foglaljuk össze ismét egy Gr osztályba mindazon tagokat, 
melyekben legalább egy mutató absolut értéke k, a többié pedig en
nél nem nagyobb. Lássuk mindenek előtt, hogy Gk hány tagot 
foglal magában.

A Gk tagjait alosztályokba sorozzuk, a mint 1, 2...i...p 
mutató absolut értéke egyenlő &-val és megfelelőleg p—1, p—2, 
..., p—i... mutatóé, vagy végre egyé sem kisebb ^-nál. Ha p. i

Cbelle, Journal, 35. köt., 153. old. 
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mutató absolut értéke k, akkor e mutatók értéke csak + k és —k 
lehet; a többieké 0, ±1, ±2, ..., ± (k—1), összesen %k—1 érték. 
Ezáltal ha meg van állapítva, hogy mely mutatók értéke legyen 
ík, mindössze

2Z (2&- í/-'

tagot nyerünk ; de az i mutató a p közül többfélekép választható. 
Legyen a lehetséges választások száma*  Híj’, mely szám közelebb 
meghatározására nincs szükségünk; elég lesz megjegyezni, hogy 
i szám írandó föl, melyek közt egyik sem nagyobb p-nél, tehát min
denesetre A{p <pi<pP.

* Ez különben nem egyéb, mint a p elemből képezhető í-tagú kom
bi náczí ók száma.

Tehát a Ck osztály azon tagjainak száma, melyben i mutató 
absolut értéke k, a többié pedig kisebb:

2' 4> (ük- i/-'.

Ebből végre a Ck osztály összes tagjai:

vk = 1 )p-‘ + Ü^&k — l)p-2 + ... +
+ 2í4í(2fc-l)p-'' + ... + 2M(p).

Mind e tagok két könnyen megállapítható határ között feküsznek ; 
t. i. a nevező legkisebb, ha az egyik mutató ±&, a többi zérus, leg
nagyobb, ha minden egyes mutató ±&. E szerint, ha w(fc) valamely 
a Ck osztályba tartozó tag

-----> ----------

Ha tehát ismét Sk a Ck osztály tagjainak összege:

1
*2“ k' kix

és ebből látni, hogy > Sk e sorral: 1
00

k2a

egyidőben lesz összetartó vagy széttartó.
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Ha a értékét részletesen kiírjuk és (2&—1)P~^gyel szám
lálóban és nevezőben osztunk, e sor lesz:

k^k—rf-P

A számláló itt k növekedésével a határhoz közeledik és így ez 
a sor ismét egyidőben összetartó vagy széttartó a következővel:

____L___= X kL p____ 1__ .
4 4 kik— \)1~p V-P+i ’

és minthogy ismét itt

lim. A = lim. (2---- r)P~‘ =ip~l,

e sor végre ugyanakkor összetartó vagy széttartó, a mikor a

J^a^p+i ’ 
1

azaz (115. czikk), midőn 2a >p.

133. Legyen rövid jelzésben

(xt, «2) = aHíCj + 2a12a:1«2 + a^xf,

hol an, a12, bizonyos meghatározott valós számok és alt nem 0. 
Ekkor ugyanezen alak még így is írható:

1 *
(p (x^ = -^Xi + a12a:2)a + <ín“22 ^x^- 

an an

Ha tehát au > 0, és >0, 0 az xx és x^ minden
valós értékénél pozitív lesz, kivéve, ha xt = 0 és x^ — 0, a mikor 

= 0. Megfordítva, hogy p mindig pozitív legyen, kivéve, midőn xt és 
z2=0, arra szükséges is, hogy an>0 legyen, mert midőn x^=0 és xt 
tetszőleges, <p = a^Xt, valamint hogy legyen atla22 — > 0, a mit
abból látni, hogy ha p. x, = 1, és x = — ,<12, akkor<ín

Kőnig: Atuilizű. I. 15
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2
_ “n“22~~“i2

“n

a hol a nevező pozitív; hogy c> is pozitív legyen, kell tehát, hogy a 
számláló is ilyen legyen.

Hogy tehát p (xit x%) = aH^ + + a^xf, hol an nem 0,
«pozitiv alak» legyen, azaz az xt és x% minden valós értékénél, 
kivéve midőn x{ és x2 zérus, pozitív legyen (az a együtthatók valós 
számok lévén), arra szükséges és elegendő föltételek:

an > 0, an a# — a^ > 0.

Ha ip pozitív alak, a^ is pozitív, mert különben an a^ zérus 
vagy negatív, és ekkor a^ a^ — sem pozitív.

Ha an = 0, <p soha sem lehet pozitív alak, kivéve ha an is 0,

<p = xi^alix1 + anxf)

és ha p. x* = — 1, és xt = akkor w = — 1.

Ha au = a12 = 0, akkor ip = x'j, és föltételünk >0; de 

ekkor <p nem is tartalmazza ^-et.

Ha f t és f2 két oly valós érték, melyre nézve

tehát | fi | < 1 és | f21 1, akkor

(fi> < | ön | + | ÍJ22I + 2| an|.

Ha továbbá <p (xit xf) pozitív alak a O-tól különböző au együtt
hatóval, a mikor a^ is > 0, és G az

2 2
1 “11 “22 — “12 1 “11 “22 — “12
2 au ’ 2

számok kisebbikét jelenti, akkor, ha ismét f* + = 1, mindig

tp (fi, f2) G.
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Ugyanis 
i 2

e (xb xj = («n + a12 x^ + =
“n au

= — (ű22 ^2 + «« a>i)2 + “u —-12 Xi • 
“22 a12

Ha tehát p (Xi, xf) < G, akkor egyszersmind

au

“11 “22 — “12 2 p
Aa <~-» LT •

“22 1

de ebből tekintetbe véve G értékét 

és így tehát xf +%l < 1. Az adott f p f2 értékeknél tehát (fp f2)
E szerint ha <p (x^ xj pozitiv alak, melyben au nem 0, az ösz- 

szos <p (f( értékek, melyeket fölvesz, ha ff + f | = 1, két pozitiv
(a O-tól is különböző> határ, G és H közt feküsznek.

Ebből aztán önként következik, hogy az xY és x^ minden valós 
értékénél (x{ = 0t x2 = 0 kivételével)

í5 («J,.r2) “11 'rl + 2“12 a;2 + “22 “2
„,2 . ...2 = 3 i .,.2,7/| -f- J g -f- -< 2

szintén G és H közt fekszik ; egyszerűen azért, mert

(a-f +

négyzeteinek összege 1 és ama kifejezés nem egyéb mint ^(fp f2).

134. E tárgyalások alapján kimondhatjuk, hogy e sor

"a ^»i------ 2-----T------------------------8 ’

" “ii + 2“i2 »i«2 + “22 ni

hol az összeadás kiterjed ni és n^ minden egész számú értékrendszerére 
az ni — 0,n^ = 0 kivételével, hol továbbá au és a.u a^ — «u pozitiv 
számok, aie és a^ valósak, föltétlenül összetartó.

15*
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E sor tagjai mind pozitivok, és minthogy «i, ni minden 
értékére

cin ni ni H- H22 n%> G (ni -j- nt),

a sor tagjai rendre kisebbek egy már összetartónak ismert sor tag
jainál, t. i.

1 1 1
0 T a ~ a a *

rtll 4" 2«12 Hí 7*2 4~ rt22 <T n] 4" Hj

A tétel még bővíthető : Ugyanazon föltételek mellett föltétlenül 
összetartó a következő sor is:

._______________ 1 ____________
all ni + -rt12 W1 "i + "22 l'i + ^1 + ^2 ni + C

a bi, bi és c minden valós értékénél.
Az ni és ni minden értékrendszerénél,melyben ni vágyni na

gyobb az N-nél

/<1 »i + Ili + c

«1 + «2
| cd^l + IM + H)

és ha ezt az értéket, mely N kellő választása által még tetszőleges 
kicsinynyé is tehető, d-val jelöljük, akkor végre ama véges számmal 
levő tagok kivételével, melyekben ni és ni nem nagyobb 2V-nél

______________ 1

®llHj + 2®12 nl "2 + ,(22 m2 + ^'1 111 +^'2 (i2 + ''

1
0 » 0

«n wj 4- ZÍ112 Hl n2 -I- «22 H Hl 4“ />2 w2 4" 
a T a"

«nMl + Z“12 »1 »2 + «22 «

1 1< —í-- 5 --—
H j 4- G — O

a miből, ha p. d-t ^G-nek veszszük, tételünk közvetetlenűl foly.
Példaképen tárgyaljuk a következő fontos soralakot: 

1
((O H j + (O «2 + « )2’
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hol ismét Mi, Ma minden egész számú értékrendszert fölvesz az 
nt = 0, m2 = 0 kivételével és

w =? a 4- b i, <»' = a' + b'i, s = x + yi, 

ab' — a'b nem zérus, z pedig tetszőleges complex szám.
A sor föltétien összetartását az absolut értékek során vizs

gáljuk, de

|a>Mi + «/m2 + 2|2 = («Mi + «'m2 + z)2 + (bih + b'n^ + y)2 
= (ú2 b2) Mi -j- ^aa' -f- bb )miM2 -)- (a'~ú~b'2 )n^ -|-

+ (2ax + 2by)ni + (2a'x + 2b'y)ni + x2 +yi; 
de itt

a2 + b2 > 0
(«2 + b2) (a'2 + b'2) — (aa' + bb')2 = (ab' — a'b)2 >0,

így a megelőző tételek közvetetlenül alkalmazhatók és a vizsgált sor 
föltétlenül összetartó.

Mint ama sorban foglalt tagok sorozata, most még föltétlenül 
összetartó ez is:

2" (am + z)1

mely csak azon tagokat tartalmazza, hol Mi = 0, és minthogy <w' 
megfelelöleg adva gondolható, egészen tetszőleges szám. E sor 
összetartása a használt módszerek segítségével önállóan is igazolható.

Hl.

Pozitív tagú sorok részletes vizsgálata.

A pozitív tagú sorok legegyszerűbb esetei.

135. A föltétien összetartás vizsgálata mindig csak az absolut 
értékek sorának, tehát pozitív tagú sornak részletes vizsgálatát köve
teli. Ezekkel foglalkozva, legyen, hogy a tételek érvényességének 
e megszorítása már a jelekben is kifejezést találjon :
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2 +A +^2 + • • .0
a pozitiv számokból alakuló sorok általános jele.

1

A sor'^ffi ha egy bizonyos

pozitiv p számnál, mely maga is mint egy, mihelyt n na
gyobb egy bizonyos meghatározott N számnál.

Ekkor ugyanis: 

az első esetben : a második esetben :

An<pn, An>pn,

hacsak n >N és így a sor maradékára nézve :

Bn<pnA+p +p* + ...), Rn>pnA+p +p* + ...),

tehát, a mint p kisebb vagy nagyobb, mint 1 és

lim. pn = 0, lim./>" = oo,

1 +/’+/>2+—=7~~7j ’ 1+p+,o2+.- minden határon túl növekszik, 
végre:

lim. Rn — 0, lim. Rn = oo,

a mi bebizonyítandó volt. a

Különösen egyszerű lesz a tétel, ha -nek véges és megha
tározott határértéke van.

A

Ha lim. An = G, a 2 An összetartó vagy széttartó, a mint 0
G kisebb vagy nagyobb az 1 -nél; a G = J esete kétes marad.

Ha ugyanis G az 1 -töl különbözik és H a G és 1 közt fekszik, 
tehát: 

az első esetben: a második esetben:

G<zH<l, G>H>\,

akkor van egy AT szám, lígy hogy, ha n > N, mindig : 
i i

A"n<H<\, An>H>\,
1 

épen mivel lim. An—G.
Tehát a sor kielégíti az előbb kifejtett föltételeket.
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136. A JA. »r

nyos pozitív p számnál, mely maya is mint egy, mihelyt n 
nagyobb egy bizonyos meghatározott N számnál.

Ekkor ugyanis

.ín+1 
An <P>

az első esetben:

An+k
An+k—1

a második esetben:

An+k
An+k—1

hacsak n>N és ugyanekkor az egyenlőtlenségek szorzása által:

W* nk
An p An ‘

így tehát a sor maradékára nézve, mely most

A. = A.f i+
y An An J

alakban írható, ha ugyancsak n>N, 

Rn < A«(1 +/> +/>2 + •••)•

De most:
lim. An = 0 ;

mert
ANtk< ANpk,

Rn >An( 1 +/> +// +•••)•

lim. An = 00;

>ANpk,

hol An egy bizonyos meghatározott pozitív szám és

lim.// = 0. lim. / =oo.
k k

Továbbá:

1 A-p+g2jr—— í—p > 1 +/>+// + • • • minden határon túl növekszik, 

tehát:
lim. Rn = 0, lim. Rn = oo,

a mi bebizonyítandó volt.
Különösen egyszerű lesz a tétel, ha - -nek véges és megha

tározott határértéke van.
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Ha lim. = G, a A„ sor összetartó vagy széttartó, a 
mint G kisebb vagy nagyobb az i-nél; a G =1 esete kétes marad.

Ha ugyanis G az 1-töl különbözik és H a G és 1 közt fekszik, 
tehát:

hz első esetben: h második esetben :

G<H<1 \<H<G,

akkor van egy N szám, úgy hogy, ha n >N, mindig:

An An

épen, mivel lim. - = G.
An

Tehát a sor kielégíti az előbb kifejtett föltételeket, 
így p. összetartó:

5 -i । d zP .p
ZJ 1.2 ...(»—!)» 1 T 1.2 1.2.3 ' •

az A minden (póz.) értékénél, mert

llm‘ ~ lim' (1.2...n(n+l): 1.2 .. .(n—1)J = llm' = °*

Hasonlókép összetartó

2 npn^1 = 1 + 2/> + 3o3 4- 4os + ..., 0
ha p pozitív valódi tört. Mert ekkor:

lim. ^±1 = lim. = =p<L
An npn—1 r n *

137. Gyakori alkalmazása miatt külön kiemeljük a következő, 
különben a megelőző számításokban teljesen bennfoglalt eredményt:

1
Ha lim. An vagy lim. í"-1 az \-nü kisebb, akkor mindig 

lim. An = 0.
Ha p. p pozitív valódi tört és a bárminő valós szám, akkor:

lim. = 0.
n?
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mert:
lim.

pn+t

A levezetett két összetartási föltétel lényegben azon alapszik, 
hogy a vizsgálandó sort összehasonlítjuk egy bizonyos geometriai 
haladványnyal. A határérték megítélésére rendesen a második alak 
sokkal kényelmesebb; evvel szemben azonban az a hátránya van 
ennek, hogy csak a tagok bizonyos elrendezésénél használható.

1

A lim. A" a tagok egymásutánjától független; mert ennél csak az 
vizsgálandó, hogy minők a viszonyok elég nagy n-nél.

Ellenben a második alak használatánál két egymásután követ
kező tag hányadosa képezendő és ez a tagok elrendezésétől függ. így 
p. a geometriai haladvány egyszerű esetében, (hol g< 1):

1 +/' +^ + ... +p*"~' +pin + • • •
' ”+1 — g ; de ha itt az első és második,..., 2n—1 és 2»-edik tagot 
An

mindig fölcseréljük, lesz

// +1 + />8 + fő + .. .p-n + p^-1 + />2"+2 + ...

akkor “'"A1 egymásután és fő, tehát fölváltva kisebb, nagyobb 

mint egy.
Minthogy azonban pozitív tagú soroknál a tagok sorrendje 

közömbös, egyszer mindenkorra megállapíthatjuk, hogy a sor tagjai 
nagyságuk szerint legyenek rendezve, úgy, hogy:

Aq ^At AA^ ~ -. An ^An+1 . ...

Világos, hogy csak ennél a sorrendnél alkalmazhatjuk a máso
dik összetartási föltételt, mellőzve természetesen az egynéhány kezdő 
tagban mutatkozó eltérést. Mert ha bármennyire haladva a sorban 
lesz oly n, melynél nem A„ 2: A„+í , akkor —~±1 sem lehet kisebbAn 
az egynél.

í 38. Uj és a most nyert eredményeknél általánosabb érvényű 
összetartási föltételeket nyerünk, ha a geometriai haladványok 
helyett a



234 VÉGTELEN MÜVELETSOROZATOK.

1

n*

alakú sorokat használjuk az összehasonlításra, a mely sorok, mint 
előbb láttuk, összetartok, ha /z>l, széttartók, ha /z^l.

-4 £An sor összetartó, ha létezik egy bizonyos, az egynél 
0

nagyobb p szám, melyre nézve An nv mindig kisebb egy véges meg
határozott pozitív H számnál, hacsak n >N; ellenben széttartó, ha 
Ann nagyobb marad egy véges meghatározott, a O-tól különböző 6r 
számnál, hacsak n>N.

Ekkor ugyanis

az el hő esetben : a második esetben :

ha n >N; a sor maradékára nézve:

Un > G

tehát a zárjelben álló sor az első esetben összetartó, a másodikban 
széttartó lévén:

lim. Rn = 0, lim. Bn = oo,

a mi bebizonyítandó volt:
Különösen egyszerű a tétel, ha van egy p szám, melynél 

lim. An nv véges és meghatározott szám.
Ha lim. An nv a O-tól különböző véges és meghatározott szám, 00

a 2 An sor összetartó vagy széttartó, a mint p > 1 vagy pedig <; 1.
Legyen Hm. An nv—E, akkor, ha n nagyobb egy bizonyos

N-nél,
G < An nv < H

a hol G és H az A választása által az £-hez tetszőleges közel hoz
hatók, tehát szintén a O-tól különböző, még pedig pozitív véges szá
mok ; tehát ugyancsak ha n >N, a két esetben :
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AnnP-<H, illetőleg An nv->G 

és annálinkább, minthogy 1 

An n> G,

a mi az előbb nyert föltételekkel azonos.
A most kifejtett összetartási föltétel a 135. czikkben kifejtet

tet mint speeziális esetet magában foglalja; mert ha

akkor
</><!•

An < pn , An n >pn n,

és tekintettel a p értékére (137. czikk):

lim. pn tW = 0, 

tehát egyszersmind:

lim. An nv- =0.

lim./>“n =oo,

lim. Ann— oo.

139. Ugyancsak a sorokkal való összehasonlítás oly 

összetartási föltételt is szolgáltat, melyben ' szerepel.

J J összetartó »+l/An+l\“ kisebb „széttartó > 'la n ' An ' nayyobb mmt e9V> a I1' 

nek valamely az egynél ekénél, minden n-re nézve,
mely >N.

A föltételek értelmében:

An+i < 
An

An+i 
An "(w+1)^ ' (n+lJH-

An+i (w-W An+i (n+l)^

tehát:
An+l («+2)^ ' An+1 (n+2)!1

An+2 An+2
An (n,+^ A„ " (n+2)^

és általánosságban:
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An+fc wl4 An^k nH'

An (n+k\V- An (n+k)V-

E szerint egy n-edik tagtól kezdve, hol n >N:

An+k < A n nv-, An+k >A„ nH - - , ~ , (n -+-/<•) í
és így az AT-edik tagtól kezdve a sor tagjai kisebbek, ill. nagyobbak az

An n? ~~~ összetartó 4x5?----- ^—széttartó
V (nW1 (n+kf 

sor tagjainál, a mi bebizonyítandó volt.

Ha —yti egy bizonyos, az egységtől különböző számnál kisebb, 
illetőleg nagyobb, a föltételek mindig ki vannak elégítve és így a 
136. czikk összetartási föltétele a mostaninak specziális esete.

A 135. és 138., valamint a 136. és 139. czikkben levezetett 
tételek csak kezdő tagjai az összetartási föltételek oly határtalan 
sorozatainak, melyekben minden újból levezetett föltétel a megelő
zőket, mint specziális eseteket magában foglalja, tehát a soroknak 
mindig tágabb osztályaira vonatkozik, a nélkül azonban, hogy — bár
mennyire haladjunk is — még csak ama sorokra nézve, melyeknél 1
lim. A" =1, mindig definitiv eredményhez vezető föltételekhez jut
nánk. ।

Az ' y1 hányadost tartalmazó föltételeket, melyek a másik 
sorozattal szemben nem adnak újat, és alakilag is kevésbé álta
lánosak, ámbár esetleg kényelmesebben kezelhetők, a további, po
zitív tagú sorokra vonatkozó és inkább elméleti értékű tárgyalások
nál egészen mellőzzük.

A logarithmikus összetartást föltételek.

140. Mindenekelőtt néhány a következőkben gyakran előfor
duló határérték kiszámításával foglalkozunk. A 137. czikk elején 
adott tétel értelmében, ha u az \-ncl nagyobb és a tetszőleges valós 
szá m:

lim. ( 4 : t) = 0.
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és ebből:

lim.'— = oo, lim. — =0. (1.)
na P

Jelöljük a következőkben valamely a szám (valós) /z-logarith- 
musát (!*log.«) helyett röviden lg. a-val, midőn a logarithmus-rend- 
szer alapszámát, «-t az 1 -nél nagyobbnak veszszük.

Legyen most már
, iln = kn ,

hol tehát ku k^,.. .kn ... folyton növekedő pozitív számok sorozata 
és lim. kn = oo. Akkor

n = lg. kn ■
Tehát:

r (lg./ín)’ n hm. - -<— = 0.

Legyen ln a legnagyobb &„-ben foglalt egész szám, akkor:

hol 

és

Ebből:

ín ' ' kn \ 1 lg. In )
végre pedig:

. (lg./n)’lim. _Z_ = 0.
<n

Tekintetbe véve, hogy:

kn+i = l^kn , 
tüstént látni, miszerint

ln+1 < /I (Ín + 1) , 

és annál inkább minden ln és ln+i közt fekvő egész számra, Xn-re 
nézve:

Mn — in (1 + Pn)>

0^f>n < y- > lim. ln = lim./?n = 0,

(lg-/í«)’ _ (Ig-őQ’ A lg-(l+ln)\’ 1
kn In \ lg. In / 1 +Pn

_ rí 4- z, vCk-M* (. . ig-li+AOV’
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vagyis:

Tehát, ha Xj Xg... X„... oly számok sorozata, hogy általános
ságban X„ az ln és ln+t közt fekszik, ugyanazon következtetéseket 
használva mint előbb:

lim. <teli = iim. (tettel = .
> n I n (l

= lim.^lim.^±^=0, 
<n a

és így végre :
lim. _ítei = o , 

n
mert minden egész szám előfordul az ln vagy X„ sorozatokban.

Ha r tetszőleges pozitív szám, és az utoljára nyert alakzatban 
r-adik hatványra emelünk és végül <7- helyett, mely a-val együtt 
tetszőleges valós szám, ismét a-t írunk, lesz :

lim. = 0 , (r > 0). (2.)

Tételünknek igen egyszerű általánosítása, melyre vonatkozó
lag a számításokat nem szükséges ismételni, a következő:

Ha . (on... a pozitív számoknak minden határon túl
növekedő sorozata, akkor:

lim. Jte"1’ = 0, (t>0). (3.)

141. Valamely pozitív a szám logarithmusának ismét képez
hetjük logarithmusát és úgy tovább; e müveletsorozat rövid jelzé
sére legyen:

lg.2 a = lg. (lg. a)
lg.3 a = lg. (lg. (lg. a))

Ig.m a = lg. (... (lg. (lg. a))...)
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Hogy lg.n, a az eddigiek szerint képezhető legyen (a logarith
mus általános elméletében majd, hogy lg.m a valós szám legyen) 
kell, hogy lg.m,-i a pozitív legyen, tehát ismét lg.)K_2 a pozitív legyen, 
és úgy tovább. E föltételek könnyen kifejthetök.

Hogy lg.« pozitív legyen, arra kell, hogy legyen a > 1.
Hogy lg.2 a pozitív legyen, kell, hogy legyen lg. a > 1 , vagyis 

a > /z.
Hogy lg.3 a pozitív legyen, kell, hogy legyen

lg.2 a > 1, lg. a > g, a >

És általánosságban tehát, ha a következő jelzéseket hasz
náljuk,

(1^ = 1, (l^ — fi, //2 = 11' , (1^ — // ,. . . (lm = (!' w—1 * 

lg.ma a valós számok sorában található, vagyis lg.m-i a pozitív, ha
d > (Lm—1

hol y a logarithmus-rendszernék \ nél nagyobb alapszáma.
Ha (On minden határon túl növekedő, pozitív szamokból 

álló sorozatnak általános tagja, akkor

lim. lg.m = 00

Ha m = 1, ez a 65. czikk végén álló tétel; de ha m—1-re 
helyes, akkor m-re is érvényes marad a tétel, mert

lg.m Mn = lg- (lg-m-1 Mn) ,

és lg.)H-i %-nek megvannak az w-k számára megállapított tulajdon
ságai, t. i. határtalanul növekedő számok, melyek pozitivok lesznek, 
mihelyt .

Ezekután, a (3.) alatti képletben helyett lg.m-i ®n-et téve, 
ismét lesz:

(líf. Ct) ) $
lim. " = 0, (a tetszői, valós szám, ->0) (4.)

továbbá: (lg.r<v )B
lim.------—5- (5.)

(hol R és S pozitív számok), 0 vagy oo, a mint r > s, vagy r < s. Ez
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t. i. az első esetben így is írható:

lim.
/ (lg r (lg.,.-! dg-^ t

hol minden egyes tényező határértéke 0; a második esetben egészen 
hasonló módon járhatunk el.

Valamint végre, ha az R-ek és S-ék pozitiv számok, általá
nosan :

lim & 1 (6 )

Aa0,a,...„m

lim. v , . = lim.—-
n

egyenlő 0 vagy oo, a mint az

(o„)s (lg,,+1 . (lg.s+í

0 vagy oc, a mintr^s, vagy r<s. Az első esetben már e ha
tárérték

lim ‘ (^5)* _

(^7®/ Og'r+1%/1 ^S-r+km,^
= hm. s • s "" s~

t1^ "n)^1 (ig-x "n)^1 l1® s ^n)k+1

is 0; annál inkább a (6.) alatt álló. A második eset ebből önként 
világos, ha a recziprok kifejezés határértékét veszszük.

Az r — s esete természetesen nem lesz külön vizsgálandó, 
mert lg.H a>n csak a számlálóban áll, kiesik, vagy csak a nevezőben 
áll, a mint R = 8.

E szerint, ha röviden :

(lg- «)"' HgW-
,(n=r,r+l,...)(r>«m), 

(lg-mn) m
hol a0, a^...am tetszőleges nem negatív számok, melyek azonban 
nem mindannyian egyenlők zérussal, akkor:

de úgy, hogy:
lim. = 0,

1
~b° (lg. n)a'~b' (lg-2 nf2 b‘- • • (lg-mn)a"* b'"
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> • • • bm

különbségek sorában az első el nem tűnő pozitív vagy negatív, végre 
azon határérték 1, ha e különbségek mind egyenlők zérussal

Ha a (3)-ban a helyébe 1-et teszünk, ez még következőkép is 
irható:

lim. = o, (r>0)

vagy ha e számértékeket mint kitevőket a /z-hez, illesztjük:

lim. = 1 ,

és ebből ha mn — n, r = 1 ,

lim. (nn) = 1 ;

(7.)

(8.)

ha továbbá mn = lg. , T — 1

lim. ((lg. n)'8'n) — 1.

Minthogy pedig low" határértéke 0, továbbá még (a 70. ez. 

alapján)
V lim-V

lim. ((lg. n)lg ") = lim. ((lg. n)”) = 1,

és ép ügy
lim. ((lg.mn)w) = 1. (9.)

és végre még ebből: *

* E tárgyalások azt is mutatják, hogy a 135. és 138. czikkben tár
gyalt összetartás! föltételeknél föllépett kétes esetek valóban előfordúlnak; 
így ha An a most adott alakok bármelyike, a 135. ez. szerint vizsgálandó 
határérték mindig egy. Ha továbbá :

1
n (lg. nf 1 (lg. 2 n)a‘... (lg.m n)a* ’

akkor lim. sohasem a O-tól különböző véges szám, hanem 0, ha 
/z < 1, és oc, ha M 1.

Kunig: Analizis. I. 16
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i
lim. fl4" = 1.

142. Ha an és An két pozitív számokból álló számsorozat 
általános tagja, melyekre nézve lim.an és Hm. fln végtelen, de 
rin a 0 tói különböző' véges és meghatározott szám, akkor: 
(ín

lim.^“? = l.
Jg (in

Tudniillik, ha lim. j- = g, akkor lim. lg. = lg. g és így:

lg. an — lg. ín = lg. = lg. g + dn, 

hol lim. ón — 0, tehát:

lg- «»__ । _ lg-'/ + ón 
lg. /?„____ ~ lg. (ín ’

de lim. (Ai-nel együtt lim. lg. in is és így, ha áttérünk a határra, 
a jelzett tételt nyerjük.

Általánosabban ugyaniig föltételek mellett:

,. lg.m an hm.
Ig-m/ÍH

Föltéve hogy a tétel m—1-re helyes (a mint azt m = l-re nézve 
valóban bebizonyítottuk), e sorozatok lg.m—i an és lg.m—i fin az an 
és jn-vo vonatkozó föltételeket kielégítik, t. i. pozitív és minden 
határon túl növekedő számok és — épen az m—1-re vonatkozó föl
tevés alapján —

, ■ lg'»i—1 an ,hm. , -------o - =1, 
lg-m—1 pn

a tétel tehát m-ve érvényes, ha ni—1-re helyes volt, a mivel általá
nos bebizonyítása is megtörtént.

143. Legyen ón és en két számsorozat általános tagja, me
lyeknek mindegyikére:

lim. ón = 0, lim. sn = 0.

Ha lim. — meghatározott (de nem szükségkép véges) érték, a 
következő rövid kifejezésmódot vezetjük be.
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Ha lim. — 0, a d-sorozat számai gyorsabban kisebbednek, 
mint az e-sorozat számai.

Ha lim. — — oo a d-sorozat számai lassabban kisebbednek, 
mint az s sorozat számai.

Ha végre lim. a O-tól különböző véges szám, akkor a d és 
s-sorozat számai egyenlő mértékben kisebbednek.

A 2 1 alakokban oly végtelen sorokkal találkoztunk, melyek 
i n?

összetartok, ha ,«>1, ámbár tagjai bármely összetartó geometriai 
haladvány tagjainál lassabban kisebbednek. Ha ez t. i. 3$ --1-, ak

kor a 140. ez. (1.) képlete szerint

/ 1 1 \ .
hm. I —: — I = lim. — — oo.W n'n / WP

A kővetkező soralakok, (a logarithmusok alapszáma * az 1 -nél 
nagyobb pozitív szám)

* A tárgyalás folytonossága úgy hozta magával, hogy a logarithmu
sok alapszáma eddig szintén u-vel jelöltetett; külön kiemeljük, hogy ez 
csak azon egy megszorításnak van alávetve, hogy az 1-nél nagyobb legyen, 
de a most /t-vel jelölt értékkel nincsen semmiféle kapcsolatban.

... 1....
a (lg. n)^

ismét összetartok, ha «>1, széttartók, ha 1, ámbár tagjai lassab
ban kisebbednek a ' összetartó sorok bármelyikének tagjainál, 

i n?
utolsó megjegyzést közvetetlenül igazoljuk avval, hogy

r / 1 1 A r «!X—1hm. I : )= hm.--------= oo
\ w (lg. n)lx n? / (lg. n)?

a 140. ez. (2.) képlete alapján, mert a >1 és így /í—1 pozitív.
Ami a sor összetartására vonatkozó állítást illeti, mindenek

előtt megjegyezzük, hogy pozitív tagú sorral lévén dolgunk, szabad 
az összetartás vizsgálata előtt akárhány tagot akárhány helyen e 
tagok összege által helyettesíteni. Egyesítsük egy összegbe mindazon 
tagokat, melyben

16*
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11 — Oá 2" -{- 1 ... 2^+ i__ 1

úgy hogy a vizsgálandó sor általános tagja:

fj. _ *______ ।__________ í__________ । _i____________í.
2x(lg. )P- (2^+1 )(lg.(2^ +l))t" ’

de ez kisebb, mint azon összeg, melyet nyerünk ha minden tag 
helyébe az elsőt írjuk. A tagok száma d" lévén, lesz

Cx<
tehát Cx kisebb, a

1____ __ 1 _1__  
lg.(2*)P- “F (lg. 2)1" 

-J—L= 1
(ig.2)P- (ig. 2)H- 4

sor általános tagjánál, mely sor pedig összetartó, mert «>1.
Evvel tételünknek az összetartásra vonatkozó része be van bizo

nyítva. A tételben foglalt másik állítást illetőleg, a Cx-t kisebbítjük, 
ha minden tag helyébe ezt Írjuk:

1_______
2^+1(lg.{2^+1) )F 

tehát:
C ‘ 1 = 1 1_____ L_

2 (lg.(2x+1) > 2 (2 + 1)1" (lg. 2)!^

tehát Cx nagyobb a

V 1 1 1 1
4 2(lg. 2)1" (2-^ ~ 2(lg. 2)1" 4 (2+1A

sor általános tagjánál, mely sor pedig széttartó, ha 1.
Az adott alakú sorok vizsgálata tehát megtörtént a u minden 

értékére nézve.

144-A 2 ’2 f csak kezdö egy a S0‘ 
rok egész osztályaiból álló határtalan sorozatnak, melyben minden 
egyes sorosztály a fölirt soroknál észlelt tulajdonságokat mutatja. 
E sorosztályok általános alakja :

1
n lg. »lg.2 n... lg.m-i n (Ig.m n)l"
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hol v oly nagynak veendő, hogy a sor tagok mind pozitivok legyenek 
és m tetszőleges pozitív egész szám. E sorok összetartok ismét, ha 
/i>1, széttartók, ha 1.

A bebizonyításnál föltételezzük, hogy a tételt m—1-re már 
helyesnek ismerjük és ekkor kimutatjuk, hogy m-re is helyes. Mint
hogy pedig az előbb tárgyalt soralak nem más, mint az m =1 esete, 
evvel valóban tételünk általános bebizonyítása is megtörtént.

Ha a sortagokat ismét úgy mint előbb összevonjuk, a vizsgá
landó sor általános tagja, melytől eltérő alakja csak az első tagnak 
lehet, lesz:

q._ ________________ 1_________________ i_ ।
2^1g.2\ lg.2 2A.. . lg.m—1 2\lg.m2A )l*

-L ___ 1 ___ ____ _ ,
l)...(lg.m(2X+1-l)X 

de itt is:
(j. <________ ____ 1_________  ,

lg. 2X lg.22A ... lg.ro—12\lg.m2^ j!1

a mi még, tekintetbe véve hogy lg. 2A = 21g. 2 így is irható:

Cx < J______________________*____________________ 
;lg. (2(7) lg.2 (2^)... lg.m—2 (2^)(lg-m-l(2^))l‘

hol a rövidebb irás kedvéért a lg.2 pozitív számot ú-val jelöltük. De: 

2-lg-2 lg.2 2 . ..lg.m-2 2 (lg.m—12),x hm.-------------------------- -------------— = 1,
X 2- lg-(2£) lg-2 (2#)- • ■ lg-m—2(20) (Ig-m—

mert a 142. czikkben adott tétel értelmében, minden a számláló és 
nevező 1,2,... A:-adik tényezőből képezett hányadosnak határértéke 
külön is egy. Ez az eredmény úgy is fejezhető ki, hogy:

1  1____________
2 lg-2- • • lg-m-2 2 (ig-m-i A Ig-íW • • lg-m-2 (2(?)(lg.m_1(2^>'< 

j 1
A 2- lg-2- • • lg-m-2 2 (lg-m-1 2)|X 

hol g^ és h-^ a 2-t elég nagynak véve az egyhez tetszőlegesen közel 
hozható; tehát ha csak 2 egy bizonyos meghatározott számnál na
gyobb, g-K és hy helyébe a 2-tól független értékeket is lehet tenni, 
p. | és 2-t.
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Minthogy pedig a tételt m—1-ré érvényesnek veszsziik, sorunk, 
tagjai egy bizonyos 2-tól kezdve, ha ,«>1, kisebbek egy összetar- 
tónak ismert sor általános tagjánál, tehát a sor maga is összetartó.

A p 1 eset megvizsgálásánál kiindulunk abból, hogy, mint 
könnyű látni, megint:

2 lg. 2^+1 lg.2 2*+1... lg.m_i (lg.,,; 2k+* ’

a mi ismét a lg. 2^+1 = (2 -j-1) lg. 2 tekintetbe vételével így is 
irható:

> 1______________________________ 1 _________________________ ,
2 lg. 2 (2+l)lg.(2+l)i? lg.2(2+l)^... lg.m-2(2+l)fl(Íg.m-i(2+*)^

a miből az előbb fölirt határérték és az ebből nyert egyenlőtlenség 
alapján, ha 2 helyett 2 -4-1 -et írunk, következik, hogy :

C\ > —---------------------------------------------------- -_____ _____ .
4 lg. 2 (2 +1) lg.(2 +1) lg.2(2 +1). .. lg.m—2(2 +1) (lg.m-1 (2 +1

De itt p< 1, m helyett pedig a jobboldalon m —1 áll és így sorunk 
általános tagja ismét nagyobb egy már széttartónak ismert sor meg
felelő tagjánál; tehát sorunk maga is széttartó.

A most vizsgált sorokat használva az összehasonlításra, keletke
zik az összetartási föltételek ama határtalan sorozata (t. i. az m minden 
póz. egész számú értékének megfelelőleg egy), melyről a 139. czikk 
végén tettünk említést. Ezen összetartási föltételek általánosságban 
következőkép fogalmazhatók, cc

A 2 An sor összetartó, ha létezik egy bizonyos az 1-nél nagyobb 
o

ti szám, melyre nézve

An.n lg. nlg.2n.. .(lg.m

mindig kisebb egy véges meghatározott pozitív H számnál, hacsak 
n>N; ellenben széttartó, ha e kifejezés, u helyébe 1-et téve mihelyt 
n>N, nagyobb marad egy véges meghatározott, a O-tól különböző G 
számnál.

A bebizonyítás szóról szóra megegyezik a 138. czikkben hasz
nálttal, csakhogy n^ helyébe most n lg. n.. .(Igmíi)^ lép, úgy hogy 
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ennek ismétlését itt egészen mellőzhetjük. Tételünk átmegy az ott 
tárgyaltba, ha m = 0 tétetik és lg.on alatt n-t akarjuk érteni.

Végre ismét fölemlítjük külön a tételnek e legegyszerűbb ese
tét: Ha

lim. (An n lg. n lg.2 n .. .(lgm raji1)

a O-tól különböző', véges és meghatározott szám, a ^An sor össze- 
0

tartó vagy széttartó, a mint «>1 vagy pedig 1.
Bebizonyítása ismét szóról-szóra átvehető a 138. czikkböl.

145. Az összetartást föltételeknek most nyert határtalan sorozata 
arra látszik mutatni, hogy talán ezek mindannyian egyesíthetők egy 
oly sor 2 fn fölállításával, melynek a következő sajátsága volna. 0
Minden sor, melynek tagjai a C-sor tagjainál gyorsabban kisebbed
nek, összetartó, minden oly sor azonban, melynek tagjai a C-sor tag
jainál lassabban kisebbednek, széttartó volna. Ily határt képező sor 
azonban nem létezhetik. Maga e határsor vagy széttartó vagy 
összetartó volna; a két eset lehetetlenségét két külön tétel mu
tatja, melyek közül az első még Ábel *-tól,  a második du Bois- 
Reymond **-tól  származik.

* «Note sur le nlémoire etc.» Oeuvres complétes, tome I.
** «Neue Theorie dér Convergenz und Divergenz.» Crelle, Journal, 

Bd, 76.

Legyen (pozitív tagokból álló) széttartó sor; akkor min- 0
dig van oly sor, melynek tagjai gyorsabban kisebbednek és mely szin
tén széttartó.

A tételt bebizonyítjuk azáltal, hogy valóban fölállítjuk azt a 
sort, mely az említett sajátságokat mutatja. Ha ismét

Sn = c^ + Cg +--- Cn,
Rn,k — Cn+1 + Cn+2 + • • • + Cn+k,

Rn — Cn+i + Cn+% + .. ., 
ce Q-

akkor 3 csakugyan ily sor lesz. Tagjai gyorsabban kisebbednek, 

mint a Cn sor tagjai, mert a sor széttartása miatt lim. Sn = oo 
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és így
lim. : C„) — lim. 4- = 0. 

'ön ' +n

Ha az új sorra vonatkozólag az Sn, Rn,k, Rn-nek megfelelő 
alakokat sn, Tn,k, ?n-nel jelöljük, akkor:

_ , _  Cn+l । Cn+t , । Cn+k .
Sn+l Sn+i ’ ’ ’ Sn+k ’

minthogy pedig S„+i, Sn+s,... folyton növekedő pozitiv számok 
sorozata,

„ _ Cn+l 4- Cn+2 + ...+- Cn+k
rn, k >---------- q—7--------------- ,on+k

és akármilyen nagy is n, mindig

A sor széttartása miatt mindig lehet egy fc-t meghatározni,* úgy 
hogy Rn,k>Sn, tehát Sn+k>^Sn, és így -4^ <4 és végre: 

ön -f-K *
’n, k > i » 

00 j
azaz 2^- valóban széttartó.T ön

A második tétel a következő: Ha ^C’n (pozitiv tagokból álló) 
0

összetartó sor, akkor mindig van oly sor is, melynek tagjai lassabban 
kisebbednek és mely szintén összetartó.

Ily sor p. mindig a következő :

2 RÍ ’
____ i ‘n—1

* Pozitiv tagokból álló széttartó sornál mindig :

lim. Bn — 00 í
ha ugyanis egy bizonyos meghatározott v-töl kezdve Rn < tn, akkor

Sn < + co,

és a sor, mely mint pozitiv tagokból álló nem lehet ingadozó, összetartó 
volna. Tehát akármily nagy is n, Rn, k a k választása által Sn-nél nagyobbá 
tehető.
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hol az eddigi jelzéseket megtartjuk. Ekkor mindenek előtt:

lim. ~.n : Cn = lim. -,1 - =«, 
4-1 4-1

mert az adott sor összetartása miatt lim. Rn_i = 0. Ez állításunk 
első részét igazolja.

A mi pedig a fölirt sor összetartását illeti: 

^n,k —
Cn+1 , Cn+i € n+k
„l pl ~ ‘ U
an 2tn+l ^n+k—1

Rn — Rn+1 । Rn+1 — Rn+1 ,
pl hn pl

4-1

hn+k—1 hn+k

■n+k—1

Rn — Rn+1 
pf" pl
Rn d" Rn+1

0 Rn+i — Rn+1 
R^ +R* 
■“n+l ' “n+2

Rn+k—1 Rn+k

Rn+k-l + Rn+k

vagy végre a jobboldalon álló hányadosok szembeszökő átalakítása 
után:

rn,k<^ +1^,-1^ + •■ ■

és így végre csakugyan:
lim. rn, k — 0.n
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IV.

Végtelen szorzatok.*

* Lásd Weierstrass, «Über die Theorie dér analytischen Facultatén» 
(Crelle, Journal, 51. kötet).

, i
** Általánosságban Jfn jelenti mindazon számok szorzatát, melye- 

k
két kn-ből nyerünk, ha n helyébe minden egész számot teszünk /r-tól l-ig, 
e határértékek beleértésével. A szorzási mutató, n, ha kétség nem forog 
fenn, ismét kihagyható, a mint ez például már a szövegben történt.

Értelmezések.

146. Legyen adva a számok egy bizonyos sorozata:

^0 ’ ^1 > ^2 ’ • • • ’ j ^n+1 > • • •

mely bizonyos megadott törvény értelmében határtalanul folytat
ható. Ekkor a

kg ki kj . . . kn , . . .

végtelen szorzat alakja jelenti az e sorozat n első tényezőjéből 
képezett szorzat határértékét (ha n a pozitiv egész számok során 
keresztül minden határon túl növekszik) vagyis a kővetkező szám
értéket :

lim. (kj k2... k„).

E szorzat rövidített**  jele: fi ln. Világos hogy e jelnek csak 
akkor van értelme, ha a határérték véges és meghatározott szám.

n—i
Ha lim. n ).n a O-tól különböző véges és meghatározott szám, 

a II kn végtelen szorzatot összetartanak mondjuk, minden más eset
ben széttartónak.

A széttartás esetei közt külön fölemlítendő, azon szorzatoké, 
melyekre nézve ama határérték 0 vagy végtelen, mint a szorosabb 
értelemben vett széttartó soroké, továbbá azon szorzatok esete, me
lyekre nézve ama határérték nem meghatározott szám, de min
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dig két véges határ között marad, a mely esetben a szorzat ismét 
ingadozó.

Kezdettől fogva kizárjuk azt az esetet, midőn a szorzat egyik 
tagja, Xk — 0, a mennyiben akkor közvetetlenül látni, hogy minden 
több mint k tényezővel képezett szorzat, tehát a határérték is 0.*  
így p. e végtelen szorzatok:

* Hogy az összetartást itt azon esetekre szorítjuk, midőn a határ
érték a O-tól különböző, tulajdonképen csak az elnevezés dolga, tehát min
denesetre meg van engedve. A terminológia ily választása a tételek kife
jezését lényegesen egyszerűsíti. Már e helyen arra utalhatunk, hogy ekkor a 

szorzatok egyidőben lesznek összetartok vagy széttartók, t. i. ha az elsőnek 
megfelelő határérték P, a másodiké ~, és megfordítva.

fib
széttartók, mert a megfelelő határértékek 0 és oo. T. i.

lim. ][ (1------ = lim. (i” 4' “—") = ~ — 0
V m+1' '2 3 4 n ' n

és:
lim. j7(l +^) = lim. (-l.|.±...^) = lim.(n+l)=^

Ellenben összetartó a következő végtelen szorzat:

4^0 (w+2)a)

Ekkor ugyanis:

n = (l - I) (l -■•■(>- „M

1 3 2 4 n—1 n+1
2 2 3 3 n n

_ 1 .2...(«—!) . 3.4...(»+!) _ n+1
2.3 ...n 2.3... n Qn 
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a miből áttérve a határra :

A 1—(n+2)a = T

Az összetartás általános ismertető jele.

147. Ha a vizsgálandó végtelen szorzatban az első n tag szor
zatát röviden Pn-nel jelölöm:

Pn = Xo Xj. . . Xn—1,
tehát:

Pi — xo, P^ — Xo Xj, P3 — Xo X] , 

akkor a végtelen szorzat összetartása fölött dönt a lim. Pn határér
ték, melynek azonban nem csak véges és meghatározottnak, hanem 
O-tól különbözőnek kell lennie. Ezt úgy fejezhetjük ki, hogy az ösz- 
szetartásra szükséges és elegendő, hogy lim. Pn és lim. p- véges és 
meghatározott legyen.

Ha e föltétel ki van elégítve, akkor természetesen e határérté
kek egyike sem lesz 0. A két esetet egyesíthetjük és kimondhatjuk, 
hogy az összetartásra szükséges és elegendő föltétel:

=1 

bármicsoda nem negatív egész szám a k.
Minthogy ugyanis lim. Pn+k = Hm. Pn, a föltételek első alak

jából, szorzás által közvetetlenűl következik a második.
A föltétel második alakjából első sorban következtethetjük, 

hogy | Pn | minden n-re nézve két véges határ között fekszik. Meg
határozván egy v számot úgy, hogy már

P+k 1 --
-rT------- 1 <O>L XJ

a hol d szabadon választható, lesz: 

és ebből:
O >

(l-d)|Pv|<|Pv+*|<(l+d)|Pv|, 



SZORZATOK ÖSSZETARTÁSÁNAK ÁLTALÁNOS ISMERTETŐ JELE. 253

azaz minden Pt után következő P,+k absolut értéke két a O-tól 
különböző határ, G és H közt fekszik. Ha tehát n > v, akkor,

lp„+*-p„l<dlp„l,
és ha a | Pn | véges fölső határa H, alsó határa G, 

ffk-Pn\<oH,

azaz lim. Pn véges és meghatározott szám, még pedig nem 0, mert 
| Pn | > G, ha, n > N; tehát lim. is ilyen.

Ha k helyébe 1 -et teszünk, az összetartásnak szükséges, de 
nem elegendő föltételét nyerjük; még pedig, minthogy ,
ez a következő:

lim. Xn = 1.

Ha kn —1 helyett wn-et írunk, akkor :

kn = 1 +

és a végtelen szorzatnak ezután használandó alakját nyerjük, hol 
ismét kezdettől fogva kizárjuk azt, hogy valamely u zérus legyen:

// (1 +Wn) = (1 + Mo) U +M1) • • • (0 +Mn) ..., 

melyre nézve az összetartás szükséges és elegendő föltétele: 
n-fk

lim. n (1 + wm) = 1 ; n n
az előbb levezetett csak szükséges föltétel: lim. un = 0.

148. A /I (1 + wn) végtelen szorzat összetartása igen egy- 
cc

szerű kapcsolatban áll a un soréval; az első, erre vonatkozólag 0
tárgyalandó tétel a következő:

Ha an csupán pozitív tagokból álló összetartó sói', a 
„ " o»
íj (1 + ara) és fi G —an) végtelen szorzatok is összetartok lesznek.

Minthogy lim. an = 0, csak meghatározott számmal lesznek 
oly sortagok, melyeknek absolut értéke nem kisebb az egynél. 
Ha ezek közül az utolsó ak—i, lesz:
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H (1 + (In) — n (1 + (In) II (1 + dk+n) j 0 0 0
és a jobboldalon álló végtelen szorzat az eredetivel egy időben össze
tartó vagy széttartó. Más szóval, a tárgyalásnál az általánosság meg
szorítása nélkül föltehetjük, hogy az összes a számok az egységnél , 
kisebbek. Sőt ép úgy a k-t oly nagynak is vehetjük, hogy a sor ösz- 
szege az első k tag kihagyása után p. 1-nél kisebb legyen; így tehát 
ismét az általánosság megszorítása nélkül föltehetjük, hogy:

_ 1(In < -a ■ u *
Ha pedig c0, q, c2,... egyenlő előjelű valós számok, melyek

nek absolut értéke egynél kisebb, akkor

(1 +co) (1+^) = 1+Cq+^+CqCi > l+c04-Ci,
(1+Cq) (1+c1) 0 +öí) > (1+Co+Ci) n d-Cj) > 1+Co+Cl+C2 >
(1 +Cq) U +cl) (1 +cs) (1 +C3) > U + <‘0+C1 + C2) (1 +C3) >

>1 +C0+C1+Cí+C3, 
és ép úgy egész általánosságban:

HO + Cn) > 1 + 35 Cn . 0 0
E szerint:

n — > 1— >0 0
" 1

vagyis minthogy , végre minden n-nél:0 -

n(1 dm) > ~a >0 -
minthogy pedig

(1 —fl0), (1 —«0)(l —— a0)(l —at)(1 —

egymásból az által keletkeznek, hogy az 1 -nél kisebb pozitív szám- 
n

mai szorzunk, a n (1 — am) számsorozat tagjai folyton kisebbed

nek, de 1-nél nagyobbak maradnak, tehát II (1 —an) valóban vé
ges és meghatározott, a O-tól különböző szám.

A /lO 4- an) helyett a recziprok értekekből képezett végtelen 
szorzatot vizsgáljuk, mely az előbbiek szerint avval egyidőben össze
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tartó; de
1 __ । dn

1+an \-\-ani
minthogy pedig 

an
Í+^<a”’

a J f+k összetartó 5 vele együtt a // (1 - = n j szor

zat és végre // (1 + an) is.

Arra az esetre, ha a 2 an széttartó, az eredmény a következő: 
M 0

Ha an csupán pozitív tagokból álló és széttartó végtelen 
„ " oo

sor a II (1 +«n) és //( l—an) végtelen szorzatok is széttartók, még 
pedig: *

lim. n (1 + a™) = oo , lim. n (1 — am) = 0. 0 O
Ekkor ugyanis

//(1+ífm) > 1 4- ^am, “ 0
azaz a sor első n tagjával együtt minden határon túl növekszik, 

co • (inA 2 uK-nel egvütt 2 . is széttartó, tehát
o 0 1—Un

lim. J/(l + ) = ~ ;
o ' 1 —am7

de 1 4* - az 1 — an recziprók értéke és így:

lim. fi (1 — am) = 0.

149. Ha ^un föltétlenül összetartó sor, a nH+un) végtelen 

szorzat is mindig összetartó.
E szorzatra vonatkozólag:

~ (1 + Un) (14- «n+l) ... (1 4- 
de itt

| (14~ w«) • • • (14- Wn+i—i) | < (14~ | w«|) • • • (14~ | Wn+fc—1| )•

Minthogy azonban a // (14-|wn|) szorzat összetartó, a jobboldalon 
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álló kifejezés, ha n-et egy helyesen meghatározott N-nél nagyobb
nak veszszük, kisebb lesz, mint 1 + d, hol d tetszőlegesen választ
ható.

Szintúgy ha ismét már | un | < 1,

|(1 + Un) . . . (1 + wn+k-i) | > (1 —| un |)... (1 — | «„+*+! |)

és ez nagyobbá tehető egy 1—o számnál, hol o tetszőlegesen vá
lasztható. Azaz ha n elég nagy, p. N,

vagy más kifejezésben
lim. 1^1 = lim. = 1

a miből, ismét úgy mint a 14-7. czikk elején következik, hogy | Pn | az 
n minden értékénél két véges és a O-tól különböző határ, G és H 
közt fekszik, hol G nem zérus.

Minthogy pedig Pn+k = (1 +«») Pn , és úgy tovább, közvetet
lenül fölirhatjuk a következő egyenleteket:

Pn+l Pn = Un Pn

Pn+i Pn+i — Wn+1 Pn+l

Pn+k Pn+k—1 — Un+k—1 Pn+k—1
ezekből

Pn+k — Pn = Un Pn + Un+1 Pn+l + — + Wn+k—1 Pn+k—1

tehát
Pn + k — J»| < | Un | | 7| + | l/n+11 |Pn+l1 + • • • + | Wn+k—1| | Pn+k—1| 

< H (| Un| + | Un+11 + . . . + | Un+k—1|)
CO

de I Un | összetartó lévén, a második tényező az n választása által 0
a A-tói függetlenül tetszőlegesen kisebbíthető, tehát:

lim. (Pn+k — Pn) = 0,

azaz lim. Pn véges és meghatározott érték, még pedig nem 0, mert 
|Pn| > G.
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Föltétlen és föltételes összetartás.

150. Két végtelen szorzat, fí(\ + un) és ^(l + vn) ugyan

azon tényezőkből áll, vagyis csak a tényezők sorrendjében külön
bözik, ha minden meghatározott mutatóval ellátott itk előfordúl 
szintén meghatározott mutatóval, mint vi, a v számok sorában, és 
megfordítva minden meghatározott mutatóval ellátott Vi szintén 
meghatározott mutatóval, mint Uk az u számok sorában.

Két végtelen szorzatnak, mely csak a tényezők elrendezésében 
különbözik, értéke különböző lehet.

Legyen p. un= (— akkor:

W^^)=-o+o(*-4)( í+^

• • • (1 + 1) (1 + u-+‘) (1 ^2)

mely ugyanazon tényezőkből áll, mindig y-nál nagyobb értéket ád.
Ha először is a tényezők számát 3-mal oszthatónak veszszük, 

4az első 3 tényező szorzata -y, a reá következők pedig hármasával 
csoportosítva, mindig az 1 -nél nagyobbak. T. i.

(, _i_ -A ) A 4- 1 ) 6____ O _ (^+2)(4*+4) (2*4-1)
4*4-1/V ' 2*^2/ — (4*4-1)(4*4-3) (2*4-2)

_ 16*34-32*2 4-20 *4-4
“ 16*3"+32*’4-19*4-3

Kőnig: Analízis. L 17

• • • 0 + ^^4 ) 0 • • •

 $ 1 4 3 2w 2>n—1 
'___"2 3 4 2w—1 2m

tehát:
2m- 2 im—i

és így ama végtelen szorzat értéke az egység. Ellenben 
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hol a számláló csakugyan nagyobb a nevezőnél. Ha a tényezők 
száma nem osztható 3-mal, még hozzálép mint szzorzó

1 + wy (i + -4^1) (i +

az egységnél nagyobb szám, tehát szintén -nál nagyobb ered
ményt nyerünk. A szorzat különben összetartó, mert ha k elég nagy, 
ezen szorzók hozzálépése az eredményt tetszőleges kis számmal vál
toztatja ; a föntebbi hármas csoportosításában pedig:

tA/16A34-32 A’i4-20 A’4-4\ _ Zr+1 A
V W34-32A-s4-19A-+3/ ~ V 1“ 16A3 4-32 fc* 4-19 *4-3/

a végtelen sorzat összetartó; a

-ó A-4-1_____
16A^4-32A-24-19 A'4-3

sor t. i. szintén összetartó, mert minden fc-ra az egytől kezdve

IGA34-32 /?4-19 Á+6 “

és 2 m.a szintén összetartó.. o/f

1
k 2
4-194-3

K

151. Az oly végtelen szorzatot, mely a tényezők bármely 
elrendezésénél összetartó és mindig ugyanazt az értékét adja, föl
tétlenül összetartanak nevezzük; míg oly végtelen szorzat, melynek 
akár összetartása, akár csak értéke a tényezők elrendezésétől függ, 
föltételesen összetartó.

OC

A II (1 +wn) végtelen szorzat akkor és csak akkor föltétlenül 
összetartó, ha a f un sor föltétlenül összetartó. Minthogy már tud- 0
juk, hogy ekkor a végtelen szorzat összetartó, csak az lesz bebizo
nyítandó, hogy 1.) ebben az esetben föltétlenül összetartó, és 2.) hogy 
a végtelen szorzat soha sem lehet föltétlenül összetartó, ha a meg
felelő sor nem ilyen.

Mindkét állítást először valós w-k esetében igazoljuk.
Legyenek a végtelen szorzatnak első és második elrendezésé

nél az 1, 2 ... n tényezőből képezett szorzatok:
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-^1? 2 • • • -l n • • •)
Pn-.-,

akkor mindenesetre (136. ez.) lim. Pn és lim. P'n véges és megha
tározott, a O-tól különböző számok. Legyen

í j , lg,. .. Ín . ..

a tényezők száma, mely a második elrendezésnél veendő, ügy hogy 
az első elrendezésnek

1, 2,... n

első tényezője már a szorzatban benfoglaltassék. Akkor

P^P,...^...

számsorozat, mint szabályos számsorozatban álló számok sorozata, 
ismét szabályos és ugyanazon határértékhez vezet, mint

P1; P*,... Pn...
Mert:

Pin—Pn — (1 Ü“W0) (1 H-Wj) .. . (1+lln—1) ((1 +Wvi). • • (1 —1/
hol wVj... uv az n-sorozatban 11^—1 után álló tagok. Továbbá: 
(1—|«v, |)—( 1— |W*J) (l+wvj—íl +|w»i|)—(l +1 lOj.|)
és annnál inkább, ha az wV1 • • • sorozat helyett az összes un és uVk közt 
álló számokat fölhasználjuk:

n (1 — l^rnl) (1 +Wvi) • • • (1 +Wvj.) n + |wm|) • u n

Minthogy azonban az előbbiek szerint a két határ n növekedésével 
az egységhez közeledik, lesz

lim. (1+Wv1)...(l+Wvj= 1.
És ebből:

lim. (Pin —Pn) =0 
tehát végre:

lim. Pn = lim. L-'tn = lim. P'n,

00

azaz a külön böző elrendezések, ha ^un föltétlenül összetartó, ugyan- 0
azon értékhez vezetnek.

17*
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Ha most már a > un sor nem föltétlenül összetartó, de a mint 0
ez a végtelen szorzat összetartására szükséges, lim. un = 0, akkor a 
sor tagjai, bármennyire haladjunk, szükségkép kevert elöjelűeknek 
lesznek föltételezendök; az ellenkező esetben a sor széttartó, és a 
szorzat határértéke oo vagy 0, a mint a tagok végül pozitív vagy 
negatív előjelűek maradnak.

Legyenek most már a pozitív és negatív tagokból külön képe- OO 00
zett sorok > an és > bn mindketten széttartók; akkor a 0 0

m in
//(!-Hn) és 7/(1—bn) C 0

szorzatoknak határértéke oo, ill. 0. Ekkor bármily nagy is az m mu
tató, lehet egy k számot meghatározni úgy, hogy a

m+fc m+k
n n (i— bn)
in m

szorzatok közt az első nagyobb legyen egy tetszőlegesen választott w 
számnál, a második pedig kisebb egy szintén tetszőlegesen válasz
tott o számnál.

Ekkor ismét a 77(1 +tzn) szorzat elrendezését úgy lehet meg
állapítani, hogy határértéke egy tetszőlegesen választott C szám 
legyen. Szóról-szóra ismételjük erre vonatkozólag a 109. czikkben 
d) alatt mondottokat, egyszerűen sor és tag helyébe mindenütt a 
szorzat és tényező szókat téve. 

__ 00 06
Ha csak a >, an vagy csak a >, b„ széttartó, a szorzat határ- 

0 0 értéke oo, illetőleg 0.

152. Ha most már az w-k általánosságban complex számok : 

un = tn + iwn 
és

1 + vn + iwn = rn (cos. <pn -f- i sin. gn), 
akkor

n n n n
!/ (1 +«m) = 77 rm (cos. 2 <f>m + i sin. 2 ®m) “ 0 0 ti ' 
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és a szorzat föltétien összetartására szükséges, hogy a fjrm szorzat 
és a > sor föltétlenül összetartó legyen. Igaz ugyan, hogy a > <pm 0 0
kizárólag a többeseivel változhatna; de üy változás nem idéz
hető elő a tagok sorrendjének fölcserélése által. Ha ugyanis > <pm 0
föltételésen összetartó, akkor a rendezés által fölvehet minden valós 

QO
értéket és 77 (!+«„,) nem volna föltétlenül összetartó.

n
A mi először az absolut értékek szorzatát illeti, a [I rm helyett 

n 0
kényelmesebben a vele egyidöben összetartó* //r^-et vizsgáljuk, ez 
részletesen kiírva: •

ÖO 00 00
ha pedig > un, és így tehát > vn és wn is föltétlenül összetartok, 

„ " 0 0
a 2i *s ^en yégre az absolut értékekből képezett

en szorzat is.

Az absolut értékek szorzatának föltétien vagy föltételes össze
tartása fölött tehát a

1(2^ + ^ + ^)

sor ugyan-e tulajdonsága dönt.

Az utóbbi sor azonban csak akkor lehet föltétlenül összetartó, 
oc oc
>’ vn és > (r* -f- u~) külön-külön ilyenek. 0 0

* Ha t. i. Ilim véges és meghatározott (O-tól különböző) határhoz 
0 n n n

közeledik, akkor ugyanez történik // rm . H rm = II 4-tel is, ha megfor- „ 0 0 0 m „
lítva ilynemű kifejezésünk van: [I r2, és határértéke A2, akkor II rm értékei 

0 n «
ragy + A vagy — A-hoz közelednek; de 77 >m pozitív, és igy ezen értékek

ígyike p: — A mindenkor kizárandó, tehát csakugyan lim. II rm = A.0
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Complex w-k esetében tehát// (l+wn) még lehetne föltétle
nül összetartó, ha az absolut értékek szorzata ilyen; de épen ebben 
az esetben a > <pn sor soha sem lehet föltétlenül összetartó, ha csak 

0
nem >1 wn föltétlenül összetartó. Ebből azonban ekkor követke-

0 K oo , 00
zik, hogy vn, tehát végre un is föltétlenül összetartó. A > wn 

0 . 0 'I
sorral együtt t. i. is föltétlenül összetartó ; tehát ép ilyen:

2 (2r„ + + <) - J w*  = ^vn^+vn)

* Ha «j, a2.. . ak pozitív számok, melyeknek összege is kisebb egy 
bizonyos e számnál, mely e ismét még oly kicsiny, hogy cos. s > 1 — fj, 
hol 7) tetszőlegesen választott (kis) pozitív szám, akkor

sin. (aj + a2) > (1 — rj) (sin. aj 4- sin. a2)

és itt a2 helyébe a2 4- a8-at téve

sin. («j + a2 + a3) > (1 — 9) sin. ax + (1 — sy)2 (sin. «2 4- sin. a3)

CG 
evvel együtt végre vn is.

Általánosságban (^„-nek mindig + és — közt fekvő értékét 
véve) a határok egyikének kizárásával:

• n 1 "hSin. <pn = - - 5-7 , COS. <Pn — -- ------öví ’
[(14-rn)a + «'nj [(l + rn)s+ «>J

és így minthogy lim. sin. ww=0, lim. cos. ipn— 1, lesz lim. pn=0, és

sin. |e„| > (1 — o\) |w„|, 
hol lim. dn = 0.

00

Ha most már összetartó, akkor, hacsak n-et egy bizo- 0
nyos jV-nél nagyobbnak veszszük, mindig:

n+k
< e

M-l
hol e oly kicsinynek van választva, hogy cos. e > 1 — y, az íj tet
szőlegesen választott (kis) pozitív szám lévén. Más oldalról: *
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/n-^-k \
sin. ( 2km|) > G— sin. |c>n+1| + (1 - zz2) sin. |e>„+21 + ... + 

xn+i /
+ (1 — $)* sin. I^n+fcl

>IS(Wí|^n+íL 
1

ha t. i. n egyszersmind oly nagy, hogy on < |, és még:

(
n+k \ i k
2km|) > y(l— 2'|Wn+í| .
n+i / “ i

Föltéve, hogy >, |wn| széttartó, bármely n-nél lehet egy KA meg- 
0

határozni, úgy hogy p.
k
2’ I ^n+i | > 1 > i

hacsak k > K, valamint azután az ^-t oly kicsinynek vehetjük, hogy 
egyszersmind:

(1 — > y és Zy < gj ■

Ekkor:
/n+K \ ]

sin.^2k/«l)> C

co
de ez ellenmondásban áll avval, hogy 351 | összetartó; az n ugyanis0
már úgy választatott, hogy

n+K
2 lyml < e,

n+1

és általánosságban:

sin. (aj + «2 4- ... a,) > (1 — sin. + (1— J?)2 sin. a2 + ...
... (1 — (sin. ar_j + sin. ar) 

és annál inkább

sin. (aj -f- a2 4- ... + ar.) > (1 — sin. 4- (1 — sin. a2 4-... 4-

4- (1 — sin. ar_t 4- (1 — sin. a,.
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4

VÉGTELEN MŰVELETSOROZATOK.

Tehát a cn és evvel együtt a n +un) nem lehet föltétle
nül összetartó, ha > wn nem szintén ilyen sor. 

0

Ha ellenben 2|wn| összetartó, minthogy 
0

sin. |eM| < |»n|,

egy bizonyos N úgy választható, hogy
n+k n+k
2 sin. |c’;|< 2 |w»| < n+i n+i

ha csak n > N, de minthogy elég nagy n-nél egyszersmind | ^n| tet
szőleges kicsiny, továbbá: *

I
n+k n+k

sin. 2 1W I < 5 sin- | c?; | < s, n+i n+i

és így tehát először is elég nagy n-nél:

hol d tetszőlegesen kicsiny, és r egész szám, de ez az r szám a k 
választásától egészen független. Ha ugyanis

akkor
||yn+k+i| — (s —r)r| < 2o\

* Ha fa... fai bármicsoda valós számok, a 

sin. (fa 4- ^2) = sin. cos. fa 4- sin. ^2 cos.

képletből következik, hogy:

|sin. (fa + &) | | sin. /9J-I- | sin. ^2|.

Ha itt /?2 helyébe /?2 + /9g-at Írunk:

|sin. (fa 4-^4.^ | |sin. ^| +|sin. (d2 4- ^»| ^|sin. |4-|sin. /92| 4- 
+ I sin-^s\,

és ép úgy általánosságban :
|sin. ^/?i|< J|sin. (íí|

1
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De
1

cos. yn = —------------’ lim- C0S- Vn = 1 ’

lim. |y„| tehát a 2- többese, minthogy azonban y„-nek mindig 
íz és —tz közt fekvő értékét vettük, végre lim. a>n = 0; a mi csak 
úgy lehetséges, ha r = s. Ekkor végre r = 0, mert csak ez az érték 
felelhet meg, ha p. k = 2.

n+k cc
Ekképen | y,-1 < d; és a | y/1 sor összetartó; ha tehát 

»+l ° " • 7 í
lim. un = lm. {vn+wnz) = 0 és ^wn föltétlenül összetartó, a 0
végtelen szorzat argumentuma véges és meghatározott határértékhez 
közeledik.

A HÓ +Un) végtelen szorzat tehát akkor és csak akkor föl
tétlenül összetartó, ha a un sor föltétlenül összetartó.0

153. A megelőző tárgyalások alapján kimondhatjuk még a 
következő tételt.

Legyenek > vn és > iP föltétlenül összetartó sorok, ellenben 
n 0 n .

2wn oly széttartó sor, melynek tagjai egy bizonyostól kezdve egyenlő 0
előjelűek; legyen továbbá :

II0 + Um) — II (1 + vm + Wm Í) — Pn — Pn + P>1 Í! 0 0

akkor lim. |P„| véges és meghatározott, a O-tól különböző érték; 
ellenben Pú és PÚ, ámbár absolut értékük mindig kisebb egy bizo
nyos véges számnál, nem közelednek meghatározott értékhez, hanem 
véges határok közt ingadoznak.

A.z állítás első része világos onnét, hogy a bevezetett föltevé- 
CC

sek mellett > (2vn + v* + uf] valóban föltétlenül összetartó; azt is o n /
közvetetlenül látni, hogy:

P^ + Pfi = \P,f2
tehát:

Pn^Pn^Pn^Pn^
azaz végre:
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Ha tehát H oly véges szám, mely a | P„ | számsorozat minden 
tagjánál nagyobb — és ilyen csakugyan létezik, akkor e szerint | P'n 
és | P'n | is kisebb marad H-nál.

Az eddig használt jelzések megtartásával végre
n

Pn — | Pn | COS. 2 ,0 
n

P'n = | P„ | sin. 2 ?n ■ 0

Minthogy azonban itt a wn számok végre előjelüket megtart-
ják, ugyanazon n-töl kezdve a sin. en és végre a en számok előjele 

00 I I 00is állandó lesz. Tehát nemcsak a 2|ynh hanem már 2?n is szét- 0 ' 0
tartó. Ha tehát n bárminő pozitív egész szám, akkor lehet egy /í-t

úgy választani, hogy 2 pm például -nél nagyobb legyen; mint-

hogy azonban lim. en = 0, a k választása egyszersmind úgy tör
ténhetik, hogy ugyan az érték -nál kisebb legyen; erre csak az 
szükséges, hogy amaz n-töl kezdve már|en+;| < ; mert ekkor a nö-
kedés állandó irányban és minden egyes w hozzáadásánál ? -nél 
kevesebbel történik. De így bármily nagy n-nél:

n n+k
sin. 2 és sin. 2 V m 0 o

két különböző szám és így P'n értékei, minthogy | Pn | ezalatt meg
határozott értékhez közeledik, csakugyan ingadoznak. Azt is látni, 
hogy a |Pn| számsorozatot folytatva, mindig újból találkozunk oly 
értékekkel, melyek a | P„ | -hez, és olyanokkal, melyek a 0-hoz tet
szőleges közel állanak, a mennyiben a tagszám szaporításával

n 7T
2 <fn a Q -nek majd páros majd páratlan többszöröseihez tetszőle
gesen közel jut.

A P'n és P,'t közt fennálló kapcsolatnál fogva ugyanily ingado
zása lesz P„-nek is. Az oly n-nél ugyanis, melynél | Pú | igen közel 
jut 0-hoz, | Pú | igen közel lesz | Pn | -hez és megfordítva.
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A Gauss- Weierstrass-féle összetartási föltételek*

* A mennyiben valós számokra szorítkozunk, Gauss értekezésében: 
«Disquisitiones circa seriem infinitam etc.» (Werke, Bd. III); egész álta
lánosságban Weierstbass idézett dolgozatában.

154. Legyen a0, a^, ... an ■ oly szabályos számsorozat, 
mely különben tetszőleges, de melynek számai között 0 nem for
dul elő. A számsorozatnak megfelelő határérték, lim. an legyen 
röviden a. Akkor a következőkben azon sorokat vizsgáljuk, melyek
nek általános tagja: 

n
Un — /I >

és amely sorok származási törvénye

><n+l 
un ” “"+1.

által is adható, ama megszorítással, hogy lim. an véges és meghatá
rozott érték. Ekkor u0 még szabadon választható, de világos, hogy az 
w0 különböző megállapítása csak annyiban változtat a soron, hogy 
minden tagja ugyanazon számmal lesz szorozva, ami az összetartási 
viszonyokon nem változtat.

Azon esetek, midőn | a | nem 1, a megelőzőkben már teljesen 
tárgyaltattak (132. ez.). Ha t. i. |«|> 1, akkora ^|un|sornem 
csak széttartó, de méglim. | un | = oo. Minthogy tehát lim. un nem 0, 

co 
a >, un sor széttartó lesz. 

0
Ha |a|< 1, akkor még a ^|w«| sor is összetartó; mert

I I 1 | ..lim. 1 , ' = I a I < 1 ; tehát >, un föltétlenül összetartó.I»n| 11 o
Legyen tehát végre | a | = 1. Akkor, ha

Un = ~ Un = a” Un(JLn
tétetik, lesz:

Um.^±l- = Hm. =
Un ' an+^ an'

tehát a vizsgálat a következő soréra van visszavezetve:
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Un 0

hol lim. = 1, és |a| = 1; a nagy U betű helyett ismét kis
u-t irtunk, de föltételezve, hogy —+L — j . eisQ 80rban a 2un, az-

QO . 0
után a ^Un an sorral foglalkozunk. A vizsgálat természetesen kap- 0
csolatban áll a 132. és 135. czikkben levezetett specziális tételekkel.

155. A vizsgálat a kővetkező föltevések alatt történik, melyek 
az alapvető függvények soralakjának tárgyalásánál elégségesek :

Létezik egy pozitív egész szám p, úgy hogy

—n-------1 = (1 }
un-i n?

hol lim. dn = 0; még pedig oly módon, hogy létezik ismét egy pozi
tív egész szám, v, úgy hogy:

\ C~]-Sn Op —

hol ismét lim. en = 0.
Minthogy p és v legalább is egyenlő egygyel,e föltevések alapján 

oc
2 mindenkor föltétlenül összetartó sor, a mint ez a sor részletes i n~
alakjából:

C 4- £ n

hol p + v 2> 2 tüstént kiviláglik.
Tekintettel arra, hogy az w-k itt általánosságban complex 

számok, legyen még részletesen kiirva:

a = g + hi; dn = fín + yni,

hol természetesen lim. dn — 0, lim. yn — 0.

Az (l.)-böl:
/, , a+on\

Un = Un-l + —ÍT"/
de ép úgy
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vagy végre:

Un

lim. u„ f 1 -I- Jn
E szerint

v í \ W9 /

ha u > 1, véges és meghatározott, a O-tól különböző érték, mert 
2 + ekkor föltétlenül összetartó sor.
i

Egy első eredmény, melyet ennek alapján kimondhatunk, a 
következő:

Ha u az 1-nél nagyobb, akkor a ^unan,hol |«|=1, sem föl- 
» „

tétlenül, sem föltételesen nem lehet összetartó, tehát >, | un | is szét-
0

tartó, még pedig egyszerűen azért, mivel lim. un nem 0.

156. Áttérve azon esetre, midőn g = 1, először ismét ki vá
lasztandók azon esetek, midőn lim. | | és így lim. un sem 0.

Az a és ón részletes értékei tekintetbe vételével:

1 u„ | = | ult I ÍJ (I + 2

ha g > 0, e szorzók mindegyike nagyobb az 1 -nél, mihelyt | &n | < g; 
és így lim. | |, mely nem más, mint az ti0-szoros végtelen szorzat,
vagy a O-tól különböző, véges érték, vagy oo-

Ha tehát a=1, és a-nak va lós része, g>0, a J un an és J | un | 
0 0

sorok ismét széttartók, oly módon, hogy lim. un nem 0.
Ha p= 1, és a-nak valós része, g=0, akkor az |un| szorzatalakja 

ismét mutatja, hogy lim. un nem zérus. T. i. lim. |m„| a O-tól külön
böző véges és meghatározott érték, a mint ez a megfelelő végtelen 
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soroknak föltétlen összetartásából következik. A 153-ik czikk értel
mében azt is tudjuk, hogy ekkor w„-nek nincs véges és meghatáro
zott határértéke, hanem un véges határok közt ingadozik.

Ha végre g — 1, és g < 0, akkor lim. un — 0. Ha behozzuk az 

m

kifejezést, hol m > 21 | és tehát Hn-nek egy tényezője sem 0, akkor

( I i । q g+itn । (g + (h + fyO2

। । q । (g+ihi)1 4~ (h 4~ ^n)2 
' n ”1* n2

1 i | .7* +A2 
n a2

hol az első tényező minden egyes szorzójával együtt a O-tól külön
böző szám : a második tényező pedig még:

। ^g i/n 4- Un* 4- 4" \
n ' ri* | •। 2^ )=(1+Vn)

n n2 /

alakban is irható, hol >, és >, —-nel együtt > vn is föltétlenül x 0 n 0 W 0
összetartó, tehát 77(1 + vn) a zérustól különböző szám; azaz lim.
( ) és végre lim. —is a O-tól különböző.

Van tehát két pozitív szám G és H, úgy hogy :

G An<\un\<H An.

Tehát ha lim. An = 0, akkor lim. | un | is zérus. Ha An helyett 
Hn-et vizsgáljuk, lesz :

m

= +^(2 + ^+--)!;
m L n V n gn /J
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“ IIde ép úgy mint > — e sor is 0

21^ —) i/n '

föltétlenül széttartó, de tagjai negatív előjelűek; tehát a végtelen szor
zat zérus felé közeledik: azaz lim. A„, vele együtt lim. An és végre 
tehát lim. un is zérus.

157. Áttérve már most a > un an föltétien összetartására, vagyis 
oc 0

a > | un | sor összetartására, mindenekelőtt világos, hogy 
0

lim.
An

00 00
a O-tól különböző, meghatározott érték lévén | un | és > An egy- 0 0
időben összetartok vagy széttartók; a vizsgálat tehát az utóbbi, egy
szerűbb soron történhetik.

A sor összetartásáról természetesen csak akkor lehet szó, ha 
a =1 és g < 0; mert csak ekkor lesz lim. un = 0.

A > An sor helyébe ismét meg egyszerűbbet tehetünk. Most: 

legyen továbbá;

a.= /Z(i+D-
m

akkor ismét:
2 B / J.2

An m \ /

“ A2> —- is föltétlenül összetartó, a O-tól különböző 
n . A

Tehát lim. - a O-tól különböző meghatározott

és ez, minthogy 

határértéket ád.
ce

szám és igy An, a > An és végre > | un|-nel egyidöben összetartó 0,0 0
vagy széttartó.
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A 2 A'n 80r megvizsgálásánál is: III

An An—1 = tl An—1, 
és ebből:

nAn — (n—1) An—i = (^ + 1) Hn_i.

Hasonlóképen:

(n—1) An-i — (n—2) ^„_2 = (g + 1) Ah-t,

(m + 1) Am+i — mAm = (g + 1) Am, 

és ezek összeadása által

(g + 1) (-^4m+ • • • — 7? An mAm.

Ha először is g nem = — 1, akkor:

2An = “j- (lim. nA'n — mAm).

(m meghatározott véges szám) és így a sor összetartása a lim. (üHn) 
alaktól függ. De nAn mint szorzat Írható:

nAn = mAm . ----- «áL__
mAm (n—1)A«—i

azaz:

lim. (nAn) = mAm J[ =mAm fi0 + ~j) 0 +
m+i —JJ ^~Ln—l m+i

= 1I(\ +£-')•
m+i

a miből újból látni, hogy, ha g pozitív, lim.??Hn=oo,és tehát ^An 
széttartó.

OO OO
A',, és vele >,| un | széttartó, ha g> — 1; ha ellenben

g<—1, a An, ^An, valamint ^|un| összetartó, mert a szór-m
zat ekkor O-hoz közeledik, ' negatív tagokból álló, széttartó 
sor lévén ; tehát:
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lim. nA'n = 0

és így ^A„= — —-yrnAm.

A hátralevő g = — 1 esetet 'illetőié'!, ekkor

... At±.= ™=L,
-* l ' n ' m m+1 n nm

tehát:

^An= (m—1) (----- H . -f- • • • H-----)’
Z_ ' \ m m.+ l n 'm

ebből pedig:
n

lim. 2 An= °°> 
m

azaz a 2 A„ sor széttartó, 
m

A J|M„| sor a bevezetett föltevések mellett csak akkor össze- 
0

tartó, ha a — 1 és g< — 1.

158. Az eddigi tárgyalások a

J Un an 
(I

sorra vonatkozólag, hol | a | = 1, megadták a föltétien összetartás ese
teit. E sor azonban még föltételesen összetartó is lehet, mikor t. i. cc

széttartó. Minthogy most is lim.íín =O mindenesetre az erre 0 cc
szükséges föltétel, és e mellett ^|«n| csak akkor széttartó, ha 0

— lég<0,
oo •

a 35 un an csak ezen utóbbi föltevés mellett lesz még tovább vizsgá- 0
landó. Visszatérve un eredeti alakjára:

ezt ismét összehasonlítjuk a következővel:

Kőnig: Analízis. I. 18
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«.= fl(í+^p

ekkor:

A 3 , sor a 2 " sorral együtt föltétlenül összeír n+y+hi £ n 8J
tartó, tehát 

véges és meghatározott, a O-tól különböző szám. Ha még rövidség 
kedvéért:

T=u0P,
akkor:

lim. tn = T,

a O-tól különböző érték.
Továbbá, ha tekintetbe veszszük, hogy

> * C + Sn
°n = v , »iv

hol > pozitiv egész szám, lesz:

tn __ __  i ।____ fen
t"— i n + U + Ai (n </ j- hi)

hol lim. Kn ~ c, és 1 4- v 2, vagyis 1 + v = 2 + a, hol a nem ne
gatív egész szám. E szerint

. __ . __ Kn tn—l __ Vn
n n-1 — — w2+0

hol lim. vn = cT. Ha n helyébe egymásután m + 1, m -f- 2, . . . n-et 
teszünk, lesz:
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t t _ Vm+1 
m+1 tm ’

t t _ fm+2

és összeadva:

t t — VnIn í«-l — ’

1

Minthogy lim. vn véges és meghatározott érték, van egy V po
zitív szám, melynél kisebb minden ®í-nek absolut értéke, és így:

|ín — I 2

vágj7 végre, ha n-et minden határon túl növesztjük

a mi ismét :*
i'--ri<r2X’ m+1

* Lesz ugyanis :

$ _L_ = $11Z w2+» Zj n»

< - S A-= Ka n

< (K— 1)’ 2 Tikija

< 1 >:(....1— M=——
(A—1)° ZJ v n—1 n ’ (A-l)1+°

vágj7 ismét AT helyébe wi+l-et téve:

18*
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és ebből:
tm = T+ V ni

hol absolut értéke az 1-nél kisebb, vagy végre

hol cm az m minden értékénél véges, t. i. | cm | < V.

159. Meg lévén állapítva, hogy mikép közelítik meg a tm szá
mok a T határt, visszatérhetünk az adott sor vizsgálatára. Lesz 
ugyanis :

Un — tn dn — 1 dn H ~ •

Ha tehát röviden:

sn = un am + . . . + un a"
Sn = «m «"' + ... + dn an

>11 1Sn = ~ Cm d»t d"‘ -j- Cm+1 dm+1 a"‘+i 4" • . . + Cn dn an, 
akkor:

Sn — T Sn -f- Sn 

« «—i
és > un an = > Uí a' + lim. sn lévén, sorunk összetartása az Sn és 0 0
Sn kifejezésektől függ.

Ezek közül lim. Sn mindig véges és meghatározott érték, 
mert a 

00 1
~~ Cn dn un

sor föltétlenül összetartó. Minthogy | cn | < V, és | a | = 1, elég ki
mutatni a

sor föltétien összetartását. De e sorra nézve két egymásután követ
kező tag hányadosa:
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n n2

és itt g— 1 <— 1, mert g negatív, tehát a tárgyalás alatt levő sor 
csakugyan föltétlenül összetartó az előbb (157. ez.) adott tételek 
értelmében.

/ CO
És így végre látni, hogy a > un a'1 sor akkor és csak akkor ősz- 0

szetartó, ha
a"in

összetartó, azaz ha lim. Sn véges és meghatározott érték. Ennek 
megítélése végett képezzük (1—a) Sn-et. Ez :

(l-a)% = am am+ (am+1-am) am+' +... + (an-an^an-a„ a^1, 

vagy az «-k értékeinek tekintetbe vételével:

(1—a) Sn = am am + (g + hi) (-^r an am+' + am+1 am+^+...

...+^an-i a^ — ana^1,

de itt a zárjelben álló összeg határértéke ugyancsak a 157. czikk 
értelmében véges és meghatározott, mig lim. «n=0, tehát a ^anan 

m
sor valóban összetartó. Kivételt képez még az a = 1 esete, mert 
ekkor az 1—a szorzó zérus, és így nem következik az előbbiekből, 
hogy lim. Sn véges és meghatározott érték.

De ebben a kivételes esetben:

Sn = dm + dm+i + •••+««, 
és:

g+Aídn dn—i — an—l

vagyis:
nan— («—1) «n-i = (g+hi+V)an-i.

Hasonlóképen:
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A 2 dn sor megvizsgálásánál is:III

An—1 = n ^n—b
és ebből:

nAn — (n—1) An-i = (g+\) -4n-i.

Hasonlóképen:

(n—1) An-i — (n—2) An-t — (g + 1) An-i,

(m + 1) A(m+i — mAm = (g + 1) Am, 

és ezek összeadása által

(g 4~ 1) • • • 4-*4n+i) = nAn mAm-

Ha először is g nem = — 1, akkor:

3X = (lim. nAn — mAm).

(ni meghatározott véges szám) és így a sor összetartása a lim. (nAn) 
alaktól függ. De nAn mint szorzat irható:

nAn = mAm . . . -----
mAm (n—1) An—1

azaz:

lim. (nAn) = mAm // — =mAm f[(l + -^) (1 +
m+i —1) ^n— 1 m+i

m+1

a miből újból látni, hogy, ha g pozitív, lim.nHn=oo, és tehát ^,An 
széttartó.

A„ és vele ^|«„| széttartó, ha g>—1; ha ellenben 
cc cc 0 00

g<—1, a ^An, 2 An, valamint ^|un| összetartó, mert a szór-
1,1 m 03 1

zat ekkor O-hoz közeledik, j negatív tagokból álló, széttartó 
sor lévén; tehát:
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lim. nA„ = 0

és Így = mA^.

A hátralevő g = — 1 esetet illetőleg, ekkor

X=j7(l- 1 )= « ... »~±=.™=L,
' n ' m m + 1 n nm

tehát:
^An= [m—1) ^- + ^ + ••• +^)’ 

m

ebből pedig: 
n 

lim. 3 °°>
m

azaz a An sor széttartó, 
m

A sor a bevezetett föltevések mellett csak akkor össze- 0
tartó, ha u = 1 és g< — 1.

158. Az eddigi tárgyalások a

un an 0
sorra vonatkozólag, hol | a | = 1, megadták a föltétien összetartás ese
teit. E sor azonban még föltételesen összetartó is lehet, mikor t. i. 

00

^|«n| széttartó. Minthogy most is lim.wn=0 mindenesetre az erre 0 oo 

szükséges föltétel, és e mellett > | un | csak akkor széttartó, ha0
Pál, — lá#<0,

00 • •

a un an csak ezen utóbbi föltevés mellett lesz még tovább vizsgá- 0
landó. Visszatérve wn eredeti alakjára:

ezt ismét összehasonlítjuk a következővel:

König: Analízis. I. 18
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ekkor: 

oo ex 2
A 2 " , sor a 3 " sorral együtt föltétlenül összelő n+d+hi n

tartó, tehát 

véges és meghatározott, a O-tól különböző szám. Ha még rövidség 
kedvéért:

T=u0P,
akkor:

lim. tn = T,

a O-tól különböző érték.
Továbbá, ha tekintetbe veszszük, hogy 

hol v pozitív egész szám, lesz:

tn _ j i _________ __  i_i_____ c_+£n
tn—i n + g 4- hi nv (n+g 4- hi)

hol lim. Kn -= c, és 1 4-v^2, vagyis 1 4-v = 2 +a, hol a nem ne
gatív egész szám. E szerint

. . __ KnJn—1   Vn
" "~1 ~ M2+* ~ ni+°

hol lim. vn = cT. Ha n helyébe egymásután m 4- 1, m + 2, . . . n-et 
teszünk, lesz:



A GAUSS-WEIERSTRASS-FÉLE ÖSSZETARTÁSI FÖLTÉTELEK. 275

f __ f __ Vm+1 _
U+l tm- (tti + 1)2+l ’

* t _. Vm+ttm+í- {m+^+a ’

fn —tn-1— w2+<J ’
és összeadva:

n y.

J»4 1
Minthogy lim. vn véges és meghatározott érték, van egy V po

zitív szám, melynél kisebb minden r,-nek absolut értéke, és így:

|tn — b«|< F 2 
m-n r

vagy végre, ha n-et minden határon túl növesztjük

m+1
a mi ismét :*

* Lesz ugyanis :

X 1 _ X1 1 J. 
n^+0 n n’3

-= K3 n

1 X1 !_
(A—lf (n-^T)n

<_L_ í---------L) = —!—
(A— If v»—1 n ’

vágj' ismét AT helyébe m+1 -et téve:

N L_ < 1 1
Zj „2+» = »;l+a " m m+ 1

18*



276 VÉGTELEN MŰVELETSOROZATOK.

és ebből:
t^T+V1^

hol fm absolut értéke az 1-nél kisebb, vagy végre

t — 74- — ,bn - J 4- m ’

hol cm az m minden értékénél véges, t. i. | Cm | < V.

159. Meg lévén állapítva, hogy mikép közelítik meg a tm szá
mok a T határt, visszatérhetünk az adott sor vizsgálatára. Lesz 
ugyanis :

. ~ rri । Cn dn 
Qn — tn Qn — J- Qn 4“ ~

Ha tehát röviden:

s„ = un am + . . . + un a"
Sn = amam + . . . + anan

Sn = Cm űm a"' 4" j Cm+1 a>n+t 1 4" . . . 4~ Cn (ln an, 

akkor:
Sn = T Sn + Sn 

00 «—1

és u„ an = > Ui a' + lim. sn lévén, sorunk összetartása az Sn és 
0 0

Sn kifejezésektől függ.
Ezek közül lim. S',', mindig véges és meghatározott érték, 

mert a
2 vCn an an 

1

sor föltétlenül összetartó. Minthogy | cn | < V, és |«| = 1, elég ki
mutatni a

sor föltétien összetartását. De e sorra nézve két egymásután követ
kező tag hányadosa:
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1 1
n ün' n—\

g — 1 + hi 0 + hi
n n2

és itt g— 1 <— 1, mert g negatív, tehát a tárgyalás alatt levő sor 
csakugyan föltétlenül összetartó az előbb (157. ez.) adott tételek 
értelmében.

Es így végre látni, hogy a unan sor akkor és csak akkor ősz- 0
szetartó, ha

%an a" 
m

összetartó, azaz ha lim. S„ véges és meghatározott érték. Ennek 
megítélése végett képezzük (1—a) Sn-et. Ez :

(l-a)^ = am am+ (am+1-am) a^1 +... + (an-an-i)an-an a^1, 

vagy az a-k értékeinek tekintetbe vételével:

(1 -a) Sn = am am + (g + hi) M-r am «m+1 a™+2+...

... + ^an^ a^ — ana^1,

de itt a zárjelben álló összeg határértéke ugyancsak a 157. czikk

értelmében véges és meghatározott, mig lim. an=0, tehát a 2 M" m
sor valóban összetartó. Kivételt képez még az a = 1 esete, mert 
ekkor az 1 —a szorzó zérus, és így nem következik az előbbiekből, 
hogy lim. Sn véges és meghatározott érték.

De ebben a kivételes esetben:

Sn = dm + ®m+l -j- . . . an,
és:

„ 9+hi
dn dn—i — n dn—l

vagyis:
nan— (n— 1) un_i = (g+hi+l)an-i.

Hasonlóképen:
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A 2 sor megvizsgálásánál is: III
An-An-^-^A^, 

és ebből:
nA„ — (n—1) An-i = (g + 1) Aln—i.

Hasonlóképen:

(n—1) A„-i — (n—2) Ah-t = (g + 1) A'n-t,

(m + 1) Am+i — mAm = Qj + 1) Am, 

és ezek összeadása által

(g A 1) • • • d-^n+i) = mAm-

Ha először is g nem = — 1, akkor:

%A„ = TTT (]im- nAn — mAm)- 
m ;f t 1

(m meghatározott véges szám) és így a sor összetartása a lim. (nAn) 
alaktól függ. De nAÚ mint szorzat irható:

nAn = mAm . nAn, -
m Am (n— 1) An—1

azaz:

lim. = (*+v)

m-H
00

a miből újból látni, hogy, ha g pozitiv, lim.n*4n = oo,és tehát > An 
széttartó.

00 00 *

An és vele 2|wn| széttartó, ha g>—1; ha ellenben

g<—1, a ^An, ^An, valamint ^|un| összetartó, mert a szór- m .
zat ekkor O-hoz közeledik, > negativ tagokból álló, széttartó 
sor lévén; tehát:
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lim. nAn = 0

és így %An=-^mAm.

A hátralevő g = — 1 esetet illetőleg, ekkor

n(l_—) = —;-~r >** \ n ' m m+1 n nin
tehát:

^An= {m—1) (-^ + ^4+ ••• +^-)’ 
m.

ebből pedig:
n

lim. 2 ^n = °°> 
m

azaz a Aj, sor széttartó.
m

A J |u,(| sor a bevezetett föltevések mellett csak akkor össze-
0

tartó, ha g= 1 és g< — 1.

158. Az eddigi tárgyalások a

J un an 
0

sorra vonatkozólag, hol |«| = 1, megadták a föltétien összetartás ese
teit. E sor azonban még föltételesen összetartó is lehet, mikor t. i. OO
^| íín| széttartó. Minthogy most is lim.un=0 mindenesetre az erre 
0 '

szükséges föltétel, és e mellett |un| csak akkor széttartó, ha 0

co •

a un an csak ezen utóbbi föltevés mellett lesz még tovább vizsgá-0
landó. Visszatérve un eredeti alakjára:

un = uon(\^^^n-),

ezt ismét összehasonlítjuk a következővel:

König: Analízis. I. 18
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ekkor:

A 2 " / • sor a 2 " sorral együtt föltétlenül össze-

tartó, tehát

^=7/0+^^)
véges és meghatározott, a O-tól különböző szám. Ha még rövidség 
kedvéért:

T=u0P, 
akkor:

lim. tn — T,

a O-tól különböző érték.
Továbbá, ha tekintetbe veszszük, hogy 

hol i/ pozitív egész szám, lesz:

tn _  j । in______  । । c -|- £n
tn—1 *• + ,? + ki ny _|_ hí j

_ । ।____ 1 c + £n _ 1 i
n •+v । । <1 4-> n1+v

'' n

hol lim. == c, és 1 4-v^2, vagyis 1 + v = 2 + a, hol a nem ne
gatív egész szám. E szerint 

, /ín tn—1
tn — In—1 — —

Vn 
^+a

hol lim. vH = cT. Ha n helyébe egymásután m-j- 1, m + 2, . . . n-et 
teszünk, lesz:
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t . _ Vm+1_
m+1 (w + l)2+a ’

4 * __ Vm+i

* Lesz ugyanis : 

_1 _ _ j. 1 
Z Z n na 

= n

< (A—1)° (m—im

<—!—-------- L) =--------—
(ff—11’ v n—1 n ’ (ff-l)H-’

vágj’ ismét A" helyébe wi^-l-et téve :

X 1 - 1 1
Zi = MÍ+11 Wí

“ (m+2)2+’ ’

/ __ / __ Vn_In — ln-1-

és összeadva:

»H 1

Minthogy lim. vn véges és meghatározott érték, van egy V po
zitív szám, melynél kisebb minden ®,-nek absolut értéke, és így:

|tn ím|<T 2 '

vagy végre, ha n-et minden határon túl növesztjük

h.-ti<k2
W*+l  

a mi ismét :*

18*
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és ebből:
tm = T+ V ni

hol ym absolut értéke az 1-nél kisebb, vagy végre

^ = T+^'.

hol cm az m minden értékénél véges, t. i. I cm I < V.

159. Meg lévén állapítva, hogy mikép közelítik meg a tm szá
mok a T határt, visszatérhetünk az adott sor vizsgálatára. Lesz 
ugyanis :

, rn i Cn dn
Un — tn Un — J- Un 4" ~ *

Ha tehát röviden:

Sn = Un am + . . . + Un an
Sn = am am + . . . + an an

Sn = ~ Cm am am + cm+i am+i am+i + ... + -^-cnanan, 

akkor:
sn = T Sn + Sn

és > u„ a" = >. Ui a' + lim. sn lévén, sorunk összetartása az Sn és 
0 0

Sn kifejezésektől függ.
Ezek közül lim. S,', mindig véges és meghatározott érték, 

mert a
2 Cn a" “n 

1

sor föltétlenül összetartó. Minthogy |c’n|< V> és|a|= 1, elég ki
mutatni a

1

sor föltétien összetartását. De e sorra nézve két egymásután követ
kező tag hányadosa:
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= 1 g — 1 + hi 
n

g + hi 
n*

és itt g— 1 <— 1, mert g negatív, tehát a tárgyalás alatt levő sor 
csakugyan föltétlenül összetartó az előbb (157. ez.) adott tételek 
értelmében.

/ cc
És így végre látni, hogy a un an sor akkor és csak akkor ősz-I)

szetartó, ha
%an a" 
m

összetartó, azaz ha lim. Sn véges és meghatározott érték. Ennek 
megítélése végett képezzük (1—a) Sn-et. Ez :

(1— a)Sn = am am+ (am+i—am) am+i +... + (an~an-i)a"—an an+1, 

vagy az a-k értékeinek tekintetbe vételével:

(1 -a) Sn = am am + (g + hi) M-j am ~ «m+2+• • •

...+^an-i a^-ana^,

de itt a zárjelben álló összeg határértéke ugyancsak a 157. czikk 
értelmében véges és meghatározott, mig lim. an=0, tehát a ^an an 

m
sor valóban összetartó. Kivételt képez még az a = 1 esete, mert 
ekkor az 1 —a szorzó zérus, és így nem következik az előbbiekből, 
hogy’ lim. Sn véges és meghatározott érték.

De ebben a kivételes esetben :

Sn = dm + dm+i + •••+«»,
és:

g+hi
an dn—1 — —an-1

vagyis:
nan— (n—1) an^ = (g+hi+l)an-i.

Hasonlóképen:
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(n—1) an-i — (n—2) an_2 = (g+hi+V) an-t,

(wi+l)am+i — ma„ = (g+hi+l)am.

És összeadás által:

(g+hi+1) (am+am+i+ . . . +an) = nan — mam.

Ha csak nem egy időben g+1=0, h = 0, lim. Sn akkor és 
csak akkor véges meghatározott érték, ha lim. nan ilyen.

De
__ ____ __ (m+l)am+l (m+^am+i nan iui-n —Ultim • • • —- —---------wi am (ni 4-1) am 4-1 (n— 1) an—1

-«*<(*+^4 0+"^) =
w. f(r+(1 ^+«j) = n (1 +^+'+> 

hol lim. Cn = jy+Zit+l, véges érték. E szerint:

lim.|«aTC| = «Kl7/(l+2^ + »i
hol, ha Cn = Cn + Cni, még

Tn = Kn + (g +1 )2 + 4 (g +1) C' + ~ t* + h2 + ±h c"+^

E szerint a lim. |nan| végtelen szorzatalakja mutatja, hogy 
e kifejezés végtelen, ha g + 1 > 0, zérus, ha <71 < 0; ha 
g + 1 = 0, de h nem 0, a 153. ez. szerint |nan|-nek van ugyan vé
ges meghatározott határértéke, de nan maga véges határok közt 
ingadozik. Ha végre g + 1 = 0 és h = 0, akkor

«.= TZ(i-C)-ni

az a-sor csupán pozitív tagokból áll, és nem más mint a 157. 
czikk végén álló Hó, tehát ugyancsak az ottani tárgyalások értelmé
ben az a-sor széttartó.

Ha tehát a = 1, vagyis a > w„ sorral van dolgunk, az ered
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mény az, hogy e sor csak akkor összetartó,ha g < — 1; ha g — — 1, 
és h nem 0 a sor ingadozó, minden más esetben (a szó szorosabb 
értelmében) széttartó.

Czélszerü lesz a nyert eredményeket teljesen összeállítani:
Legyen uw uv . . . un, ... a számok oly sorozata, hogy:

Un _  । . ct + Qn
Un-1

hol a pozitiv egész szám, és
, c + Sn
On =----~ ’n'

hol v ismét pozitiv egész szám, és lim. en = 0legyen végre a valós 
és képzetes részére bontva :

a = g + hi,

és a oly szám, melynek absolut értéke az egység. Akkor e sor:

A Un a11 = u0 a -f- a ’ -|- . . . + Unan + . . .
0

föltétlenül összetartó, azaz ^\un\ is összetartó, ha a = 1, és 
0

.7<—h
az adott sorrendben összetartó, azaz a nélkül, hogy ^|wn| is 

0 
összetartó volna, ha a = f g <0, és a nem egy,

ingadozó, ha p= 1, g = — 1, h nem zérus és a — i, 
széttartó minden más esetben.

V.

Végtelen láncztörtek.

Érteim ezé se te.
159. Legyen adva két számsorozat:

Pw Pv Pv • • • i Pn, Pn+h • • • 
7o> 71’ i* • ■ • ! Ín, in+U • • • 

melyek közül mindegyik bizonyos megadott általános törvény értel
mében határtalanul folytatható. Ekkor a
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+ f + + (1.)
?o 71 7 2 Qn

végtelen láncztört alakja jelenti a következő kifejezés:

^n _ Po i Pl i 7*2 i . _ . i Pn 
^n qo 7i 7a qn

határértékét, ha n a pozitív egész számok során át minden határon 
túl növekszik.

Világos, hogy a végtelen láncztört neve alatt szereplő alaknak 
csak akkor van értelme, ha

lim. = lim. (—
Nn ' q0

véges és meghatározott szám, a mely esetben magát a végtelen láncz- 
törtet összetartónak mondjuk*

Minden más esetben a végtelen láncztört széttartó.

A láncztörtben — ismét az n-edik részlettört.Qn
Tekintettel a 33. czikk fejtegetésére a végtelen láncztört össze

tartásának vizsgálata közvetetlenül visszavezethető megfelelő végte
len sorokéra. Láttuk ugyanis, hogy :

®n   Po a- „2 / Pi_____ P1P2 iPiPíPs___ t
Nn qo V1A2 V2 Ag

+ (-l)n—2 7U • • ■ Pn—1
Nn—i Nn—1

és így lim. 4^ véges és meghatározott érték vagy sem, azaz a vég- 
fin

télén láncztört összetartó, vagy széttartó, a mint összetartó vagy szé -
tartó e végtelen sor:

____ _  2
* Ha a p, q számok között 0 is foglaltatik, akkor

Po i Pl _i_ . . . _L PPL 
Qo ~ Qi ~ Qn

alatt azon szám értendő, melyet nyerünk, ha a jelzett műveletek végrehaj
tása után helyettesítjük a p, q számok specziális értékét. Világos, hogy a 
láncztört összetartására az első szükséges föltétel az lesz, hogy az N, N^. ■. 
számsorozatban egy bizonyos helyen túl 0 többé ne forduljon elő.
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Pozitív számokból képezett végtelen lánoztörtek.

160. Ha a láncztörtnek képezésére használandó p és q számok 
mindannyian pozitivok, a nyert összetartás! föltétel még tovább egy
szerűsíthető. Ekkor ugyanis a láncztörtekre vonatkozó régibb tár
gyalásaink értelmében (34-. czikk), a (2.) sor tagjai — az előjel mel
lőzésével — folyton kisebbednek; e mellett a sortagok előjele 
folyton váltakozik; és így a sor összetartó, (106. ez.), ha

lim. = 0. (3.)i'n—1 JSn

Az itt a lim. jel alatt álló kifejezés még következőkép is 
irható:

pl # Pi Ap _ ps Aj . . . pn—1 Nn—3 . pn Nn—i
ApAj Aj Ag An—1 An

vagy, minthogy a 33. czikk (1. b.) képlete értelmében:

A”1-2 „ — 1 _ a /A \Am “ 1 Nm

ama határérték

hm. = JL- 7/(1- qA
^n—1 Nn Ao Ai “ ' Nm “ '

Ha p és q pozitív számok, az Ar-ek is ilyenek, és így N~L qm 

szintén pozitív, de a (4.) szerint egynél kisebb. E szerint a vizsgá
landó határérték mindig véges és meghatározott, vagy 0, vagy a 
O-tól különböző szám. Es így végre :

A pozitív számokkal képezett

^+v + ^ + --- + F+---7o ?1 Qn

végtelen láncztört összetartó vagy széttartó, a mint a (pozitív tagok
ból álló )

sor széttartó vagy összetartó.
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161. Ha az adott láncztörtben a részlettörtek számlálói — 
a p számok pj-töl kezdve  — mind egyenlők egygyel, a 33. czikk 
(1. b.) képlete szerint:

*

* Ha egynéhány részlettörtben p. az r-edikig a számlálók egytől 
különbözők, ez nem változtat a tárgyaláson.

Nm — Nm—i qm + Nm—i
és ebből:

Nm > 2>
tehát

Nw N*  .... Nik,. . .
N., N3, N„..., Na+ll. . .

növekedő számokból álló sorozatok, és így:

lim. N^k, lim. .Vat+i

vagy pozitív véges szám, vagy végtelen.
A jelen esetben a (3.) alatt álló összetartási föltétel igen egy

szerű alakot nyer:
lim. = 0, (6.)

An—1 An

és így a láncztört összetartására, minthogy Nn—i és Nn mutatói közt 
az egyik páros, a másik páratlan, szükséges és elegendő föltétel, hogy 
a lim. Na és-lim. Na+i határkifejezések közt legalább egy végtelen 
legyen, a másik ekkor vagy véges pozitív szám, vagy szintén végtelen 
és így a (6.) alatt álló föltétel ki van elégítve.

A lim. Na, lim. A72t+i határértékek közül azonban — mint 
még bebizonyítjuk — akkor és csak akkor lesz legalább az egyik

CC
végtelen, ha a > qn sor széttartó, úgy hogy a mostani esetre a kö- 

1
vetkező egyszerű tételt nyerjük:

A következő alakú végtelen láncztört ;
— + — + — + — + ••• + — 4—

9o 91 92 ?8 ' ?n '

hol a q-k pozitív számok, összetartó vagy széttartó, a mint a 
00

qm sor széttartó vág összetartó.
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Ha ugyanis a N-ek kapcsolatát kifejező képletben m1 helyébe 
egymásután m—2, m—4,... k+2-t teszünk, hol k az m-mel együtt 
páros vagy páratlan szám lesz :

Nm ~ 4“
Nm—s =Nm—3^m—i + Nm—t,

Nk+i = Nk+i qk+i + Nk, 

akkor összeadás által lesz :

Mn — Mc — Nfc+i qk+2 + Nk+3 qk+i 4 • • • 4“ Mn—1 qm-

CO oo oo

Ha a > qn sor helyett a > és >’ q^n—i sorokat veszszük, I I 1
melyekre nézve

^qn — q^n 4- ^q^n— b 
1 1 1

00 

közvetlenül látni, hogy > qn akkor es csak akkor összetartó, ha a 
oo oo ®

> q^n és q^n—i sorok mindegyike összetartó. Legyen most már m 
i i

(és vele k) páros vagy páratlan, a mint e sorok közül az első vagy 
második széttartó; e széttartó sor maradéka:

qk+s 4- qk+i + • ■ • 4- qm 4- • ■ ■, 

ha most már lim. Nin-i véges érték, akkor Nk+&+i az r minden 
egész számú értékénél egy bizonyos G számnál nagyobb marad és

Nm > Nk 4“ G (qk+i 4- qk+l + • • • 4" qm)
<x

azaz lim. Nm = Ha tehát a qn sor széttartó, lim. Nm—i vagy 
i

lim. Nm végtelen lesz, 
co

Legyen másodszor a qn sor összetartó. Az első Nmekre 
nézve a

-^o= qo>
■^i= q^qi >

(?i q^i 4-1) > 

képletekből látni, hogy
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A\<(1 +ío)(l+?1)...(l+í„);
de ekkor:

Nn+l = n Qn+1 + Nn—i >
tehát:

-^n+l < (1 + ?q) U +71) • • • (1 +7»)ín+l + (1 +ío) ■ • • U +?«—1)

<(1 + ío) (1 +7i) • • • (1 +7n) 7«+i

+ (l+ío) • • • (1 + 7»—0 (1 + í»)» 
és így tehát általánosan is

A n+1 < (1 + 7o) ■ • ■ (1 + ín) (1 + ín+lb

05 00
Minthogy azonban a IS 7„ sor összetartása miatt II (1 + qn) 

0 0
véges és meghatározott pozitiv érték, például P, és H egy bizonyos 
pozitiv, a P-nél nagyobb szám, lehetséges lesz egy n-et meghatá
rozni, úgy hogy a k minden pozitiv, egész számú értékénél:

A n+k < H.

és így hm. Nm és lim. Nm—i véges szám, a mi — mint a kijelentett 
tétel második része — még bebizonyítandó volt.

163. Ha a nevezők mindannyian egész számok, a

, 1 ; 1 : 1 ;
q° + T + l^ + ^+'"

végtelen láncztört mindig összetartó; £,qn ekkor mindig széttartó.
0

Ez az úgynevezett közönséges végtelen láncztört alakja, mely különös 
fontosságot nyer a kővetkező tétel által:

Minden pozitiv szám egy és csak egyfélekép fejezhető ki közön
séges láncztört alakjában ; még pedig a láncztört véges vagy végtelen, 
a mint a kifejezendő szám raczionális vagy irraczionális.

A mi először a «kifejtés» lehetőségét illeti, legyen A a kifej
tendő szám és

q0 = S (A),

azaz q0 a legnagyobb egész szám, mely még nem nagyobb ^4-nál. 
Ekkor

■^ = ?o + +
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1
Ahol íj < 1 ; vagy ha tétetik, ismét At> 1. Legyen ekkor 

hol már nem lehet 0, és ismét

-4i=7i+í.2,

hol A^ > 1; továbbá, ha q3 = <S (A^)
^2 — 72 + ^ ,3 — ^’

hol A3> 1, és úgy tovább.
Előfordulhat, hogy az egyik t, például tn+1 = 0: ekkor azo

nosan :
, , 1 ; 1 ? ; 1 .A — 7o H------- H ------ H • ■ • H------ >

Í1 ?2 ín

az ellenkező esetben az egész számok határtalan sorozatát nyerjük:

7o> 71-• • •> 7^ • • •

melyek közül csak q0 lehet 0; míg minden későbbi 7^1. Az előb
biek szerint a

। 1 ; 1 ; ; 1 :ű d---------- ----------- 1- • • • d-----------H • • •
íi Í2 qn 1

végtelen láncztört mindenesetre összetartó; értéke pedig — mint 
könnyen kimutatható — nem más, mint A. Legyen ismét:

= + 72 + "- + íír

a q-k keletkezéséből közvetetlenül világos, hogy

, , 1 i 1 L _L 1 1A = ^ + T1+W+" ' + ~^+q^+^l

vagy az , -^-.A használata mellett:
6J Nn-1 Nn-1

।   Sn—1 (qn 4~ fa+1) 4- Sn—2
~ Nn-l (qn 4- ín+1) + Nn-i

míg:
Sn _  Sn—1 qn 4- ^n-1
Nn Nn—1 qn 4- Nn—2
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E szerint

Sn _  (Nn—1 Qn 4- Nn—i} Sn—1 — GSh—1 qn + ffn—2) Nn—1 .
Nn (Nn—1 qn + Nn—i) (A’n—1 (qn + tn+1) + Nn—2^ ’

_ _ (—1)” tn+1
Nn (Á’n + An—1 tn+1)

Minthogy pedig ín+i < 1 és lim. Nn = oo! ebből csakugyan 
következik, hogy:

lim. -Sí- = A.
An

Hogy az A átalakítása közönséges láncztörtté csak egyfélekép 
történhetik, abból következik, hogy ha p.

= M

mindenekelőtt világos, hogy 
jelentésénél:

Ai = ’’i +

r0 = 6(A) = q0;

~ + ~r + ■ ’ • '2 *8

tehát az A1 előbbi

és így r, = 6' (A) = qu és így tovább. Tehát az r0, r^ r# . . .egész 
számok rendre megegyeznek a q0, qv q.,,... számokkal és az A fölté
telezett kifejtése, nem más mint az eredeti szabálynak megfelelő alak. 
Ebből azonban az is világos, hogy a láncztört véges vagy végtelen, 
a mint A raczionális vagy irraczionális. Ha t. i. A raczionális, kell, 
hogy a kifejtés, mely csak egyfélekép történhetik, megegyezzék ama 
véges közönséges láncztörttel, melynek alakjában (31. ez.) minden 
raczionális szám kifejezhető. Ha pedig A irraczionális, a megfelelő 
láncztört nem lehet véges, mert ennek értéke mindig raczioná
lis szám.

Tetszőleges számokból képezett végtelen lánoztörtek.

164. Az általános esetben a nyert összetartási föltételnek 
(159. ez. [2]) oly átalakítása, melynél ez gyakorlatilag is könnyen 
kezelhető volna, még csak igen kevés esetben sikerült. Itt a legfon
tosabb alakok fölsorolására szorítkozunk.

Ha a részlettörtekben, mihelyt n i, minden számláló negatív 
és a hozzá tartozó nevező pozitív és
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?í>|pí|+ 
a végtelen láncztört

Po i 7*1 i 7*2 j . . . j Pn : .
Qo 71 ?2 In

mindig összetartó.
Világos, hogy a vizsgálat a

Pi í 7^+1 r ; Pn 
------------ ----------------j-------------------------------- -- . . .

Qi Qi+1 Qn

láncztörtre szorítkozhatik.
Legyen most némileg változott jelzéssel:

Sn _ pi í . . . i Pn_
Nn qi ' ' <111

Akkor:

Aj = qi, 

^i+i = qi qi+i + pi+i ;

minthogy pedig qt>\, qi+í >|p,+i|, csakugyan Aj+í>0; to
vábbá még:

A i+i—A í > 0, 
ez ugyanis:

q, (qi+i — 1) —pi+i > qi+i —pi+i — 1 > 0 ; 

általánosságban pedig:

A m — A „i—। — A „i—í qm 4~ Am—zPm A ,n-t =

— (qm + pm — 0 A m—i — pm (ATm—l m—i) ;

de ha Nm_i > Aj„_2) akkor minthogy — pm is pozitív, valamint az 
eredeti föltevés szerint qm + pm — 1 is, akkor egyszersmind:

A m > A m_i ;

így tehát Aj, Aj+i, . . . , Nm,. . . növekedő pozitív számok sorozata.
A mi pedig az Sí, Sí+i , . . . számokat illeti, lesz:

Si^p, 
St+i — pi qi+i,
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tehát Sj < 0, Sí+i < 0, és

Sj+1 < Öí

mertpi(^i+i—l)-ben az első tényező negatív, a második pozitív. 
Általánosságban pedig:

Sm—1 — Sm—1 Qm 4“ Sm—%Pm Sm—1
= 4" pm 1) Sm—1 Pm^m—1—Sm—%)', 

de ha Sm—i < a, és Sm-i negatív, akkor Sm — Sm—i szintén 
negatív és tehát:

Sm < Sm—1 j

így tehát S,, Sí+i, Si+e, . . . kisebbedéi negatív számok sorozata. 
E szerint:

& $+1 Sm
Ni M+i ^" Nm'"

De végre még mindig nagyobb — 1 -nél, a sorozat első 
z . S' v‘tagjánál ez világos, mert és |píl<2i; de továbbá

?<>|/>i|4- 1, #+i>lpi+il 
tehát: 

§í+i __pi
azaz:

De ép úgy lesz:
Pi+t j Pí+t >__ j 
qi+1 qi+i ’

tehát:
Si+% _ pi • pi+i • pi+% _ pi__
Ni+% — qi qi+l qi+% ~ qi — 1 + a’ 

hol a pozitív szám ; tehát végre :

&+* Pi __  1
Ni+i qi—
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Világos, hogy e következtetések sorozata határtalanul folytat

ható és ezek szerint > • • • . folyton kisebbedö szá-Ní Ni+i Nm J
mok sorozata, melyek azonban — 1-nél mindig nagyobbak marad

nak. így tehát lim. ‘v véges és meghatározott érték, azaz a vizsgált 

láncztört összetartó.

165. A következő végtelen láncztört 

mindig egyidöben összetartó vagy széttartó a

3(-Dn+14- i in

sorral. A r-k tetszőleges mennyiségek, melyek közt azonban, hogy 
a tétel alkalmazható legyen, a 0-nak nem szabad előfordulnia.

A tétel be lesz bizonyítva, ha kimutatjuk, hogy a láncztört és 
a sói' megfelelő megközelítő értékei:

Sn= i In

mindig azonosak. Valóban:

s2 = i___ __ A____L.
Ni , n? ®1 

®i + —1— 
1'2— ti

De ha

azonosan egyenlő, ezen azonosság helyes marad, ha vn helyébe 
0

vn H---------- teszünk. Ekkor -böl y'1 lesz és így *
rn+l — i'n An+1

König: Analízis. I. 19
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^7 = 4-------r + • ■ • + (-1)”4-1—=
A+l tj i2 r®

Vn 4“---------------t'n+1 — vn

= 4—4“ + • • •+ (-^t- + ti <2 in vn+1
tehát állításunk általánosságban helyes.

Ha adva van egy tetszőleges összetartó sor:
n 4 12(-l)n+l±,

és a megfelelő

végtelen láncztörtet képezzük, ez nemcsak összetartó, hanem értéke 
ugyanaz, mint a soré; úgy hogy az utolsó tétel egyszersmind mód
szert szolgáltat, melynek segítségével bármely sor alakjában adott 
számértéket láncztört alakjában lehet kifejezni, vagyis — a mint ezt 
szokás mondani — sort láncztörtté lehet átalakítani.

így lesz például, ha a

vn = 2 n—1,

t'n — Vn—1

(2n — 3)’
“2~~

megállapításokat használjuk:

>-7+4-—
"t+t+t+t

l"-1 —------- 1 2n—1

• (2n-3)s ;
2

A láncztört a Lord Brouncker által adott híres alakzat, mely — 
mint ezt majd később látjuk — a sorral együtt -’p értékét adja.

166. Az utoljára tárgyalt tétel különben csak megfordítása 
amaz eljárásnak, melynél a láncztörtet átalakítjuk sorrá, szintén 
úgy, hogy a megfelelő közelítő értékek egyenlők. Ha a sortagok álta-
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lános törvénye áttekinthető, e módon szintén eldönthetjük a láncz- 
tört összetartását.

Ha p. az adott láncztört:

JL±A_lAj.JL+...

akkor (156. ez. p0 = 0, qG = 1)

No = 1,^ = 2,
Nt = 2.2. + 2. 1 = 1.2.3, 
X3 = 3.1.2. 3+ 3. 2 = 1.2.3.4;

Ha pedig Nm-i =1.2... (m—1) m, Nm = 1. 2 . .. m(m+ 1), 
akkor:

Nm+i = (m+1) Nm + (m+1) Nm-i = 1.2... (m+2).

E szerint a láncztörtnek megfelelő soralakban:

Pi... pn _  1. 2. 3 ... n __ 1
Nn—1 Nn 2. 3 ... n, 2. 3 .. . (íi-pl) 1. 2. 3. . . (w-f-l) J

és így a láncztörtnek megfelelő sor alak: 

melyet összetartónak ismerünk, és melynek és-y közt fekvő ér

téke a láncztörtével azonos. Később ki lesz mutatva, hogy e közös 
érték nem más, mint ' . (57. ez.)

19*



MACrY. AKADÉMIA;
KÖNYVTÁRA j

FÜGGELÉK AZ ÁLTALÁNOS SZÁMTANHOZ.
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* Az algebrai alaktan, vagy formális algebra, melynek elemeit tár
gyalja e szakasz, nem tartozik szorosan véve az analízis rendszerébe, de 
ennek nélkülözhetetlen segédeszköze. A mathematika e fejezetét részletesen 
tárgyalja a következő, kitűnő kézikönyv :

BaííTzer, Theorie und Anwendung dér Determinanten (5. Auflage).

DETERMINÁNSOK ES LINEÁR ALAKOK.

I.

Kapcsolásiam tételek.

Permutácziók.

167. Midőn a tárgyak egy bizonyos sokaságát megszámláljuk, 
akkor ily módon a tárgyak közt megkülönböztetünk egy elsőt, 
másodikat,..., n-ediket és egyszersmind megállapítjuk a tárgyaknak 
egy bizonyos elrendezését, azaz egymásutánját. Ha a tárgyaknak — 
melyeket a kapcsolástanban elemeknek szokás nevezni — jelei gya
nánt a megszámlálásnál velük kapcsolatba hozott sorszámokat hasz
náljuk, ezen elrendezés képe, az elemek száma n lévén :

1, 2, 3,..., (n—1), n.
Ha a tárgyaknak ezen számokkal való jelölése zavart okozna, más

nemű jelöléseket is lehet használni, például: a, b, c,... ,i,j, k vagy a^, a^, ... 
. .. an—1 , cin.

A számlálás ismétlésénél elsőnek vehetjük azt az elemet, mely
nek sorszáma előbb p. volt, általánosságban fc-adiknak azt, mely
nek sorszáma előbb ik volt; ily módon az elemeknek új elrendezését 
nyerjük, melynek képe:
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• • • é y/
Z2, I3, • • • ) —lj hó

hol íj, ij... í?l a sorrend mellőzésével .megegyezik az 1,2.. •(«—1),« 
sorozattal.

Minden ily elrendezés, mely n elemből az összes elemek föl
használásával képezhető, ezen elemeknek permutáczió^át alkotja.

A permutácziók száma a legegyszerűbb esetekben közvetetle- 
nül megszámlálható. Ha az n elemből képezhető permutácziók szá
mát röviden PB-nel jelöljük, lesz:

P^l, P2=2,P3 = 6.

Ugyanis két elemnél a lehetséges elrendezések: 1, 2 és 2, 1; 
három elemnél:

1, 2,3; 1,3,2; 2,1,3; 2,3,1; 3,1,2; 3,2,1.
Általánosságban könnyű látni, hogy :

Pn = n Pn-i ;

mert azon permutácziók száma, melyekben az első helyen egy bizo
nyos elem áll, adva van a többi (n—1) elem permutáczióinak száma 
által, mely PB_i. Minthogy pedig az első helyen az elemek bár
melyike állhat, az összes permutácziók száma: n Pn-i ■

Az n elemből képezhető permutácziók száma még:

Pn — 1.2... (n—1) n.
Valóban látni, hogy e képlet helyesen adja meg Pj, P2, P3 értékét, 
ha pedig PB-i = 1 .2...(n—2) (n—1), akkor a Pn= nPn-i re- 
láczió mutatja, hogy e meghatározási mód P«-re nézve is helyes 
marad.

Az első n egész szám szorzatát n factoriális&aák nevezzük és 
számára rövidebb jelzést használunk:

n ! = 1.2... (n— 1) n,

(olv. n factoriálisa, vagy n fölkiáltó jellel.)

168. Valamely permutáczióban:

A • • • ik • • • Íl • • • ín
két elem, ik és ii helyesen van elrendezve, vagy inverziót képez, a mint 

ik < ii vagy ik > ii-
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(Ha az elemek jelei nem az első megszámlálásnál — melylyel 
itt az összehasonlítás történik — nyert sorszámok, akkor természete
sen ik, ii helyébe e sorszámok jönnek.)

Ha az adott permutáczióban i{, i3,... z„_i-et egymásután ösz- 
szehasonlítjuk a reá kővetkező elemekkel, megkapjuk a permutáczió
ban előforduló összes inverziók számát. A mint ez páros, vagy pá
ratlan, magát a permutácziót is páros vagy páratlannak nevezzük.

A permutáczió páros vagy páratlan voltát könnyű analitikai 
módon jellemezni. E szorzat ugyanis :

P = 17 (is— ir) (r = 1, 2,.. .n—1; s = r+1, r+2,.., n),

és ez a definicziók értelmében annyi negatív szorzót tartalmaz, a 
hány inverziót tartalmaz a permutáczió; ez tehát páros vagy párat
lan, a mint P pozitív vagy negatív.

Két permutáczió közül, mely csak annyiban különbözik egy
mástól, hogy két elem, ik és ii helyet cserélt, mindig az egyik páros, 
a másik páratlan.

E tétel még következőkép is fogalmazható : Ha valamely per
mutáczióban két tetszőleges elem egymással helyet cserél, az inver
ziók száma, ezáltal páratlan számmal változik.

A két permutáczió

■ • • ik • •. ii • • • és ... ii ... ik ...

által jellemezhető, hol felteszszük, hogy a ki nem irt helyeken 
mindkét esetben ugyanazon elemek állanak.

A tétel bebizonjutására a P szorzatot vizsgáljuk, melynek 
állításunk értelmében a jelzett változtatásnál kell, hogy előjele az 
ellenkezőbe menjen át. A P-nek csak azon szorzói változnak, melyek 
ik-t vagy ij-et tartalmazzák. Ezek pedig :

(ik — h) , (ik — i^ , ..., (ik — ik-1) , 
(ú — h) , (ii — ij , ..., (il — ik-t), 

(ik+1—ik), (ik+S—ik), • • •, (il-i—ik), (il—ik), (il+1 —ik), • • •, (in—ik), 
(Íl—Ík+1) , (il—ik+i), • • ., (il— Íl-l),
(Íl+1--- il) , (ÍW—il),-.., (Ín—Ú)-

Ha most ik-t és ii-et egymással fölcseréljük, akkor az első és 
második sorban álló szorzók egyszerűen helyet cserélnek; evvel 
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tehát nem változik a szorzat értéke. A 3-ik sorból az (ii—ik) előtt 
álló tényezők átmennek a negyedik sorban álló tényezőkbe, de meg
változtatott előjellel, ezek pedig megfordítva átmennek a 3-ik sor 
épen említett szorzóiba, szintén megváltoztatott előjellel. A szorzat
hoz ekkor a (—1) páros hatványa hozzálép, mint új tényező; 
azaz ekkor sem változik a szorzat. Az ii — ik irtán álló szorzók a 
3-ik sorban és az ötödik sorban állók egyszerűen helyet cserélnek, 
ha ik és ii helyet változtat. Marad tehát végre ii — ik, mely átmegy 
ik — Q-ba, azaz P átmegy —P-be, a mi bebizonyítandó volt.

Az n elemből képezhető páros és páratlan permutácziók száma 
egyenlő; azaz mindegyik szám | n!

írjuk föl az összes különböző p^tian permutácziókat; cserél
jük föl egymással mindegyikben ugyanazt a két elemet, 4-t és ii-ei; 
akkor csupán p^“slau permutácziókat nyerünk, melyek mindannyian 
különbözők is, mert különben az eredetiek közt is lettek volna 
egyenlők. Tehát legalább is annyi p‘^a^an permutáczió van, a hány 

páratlan1 e két állítás csak úgy egyeztethető össze, hogy a páros 
és páratlan permutácziók egyenlő számmal vannak; minthogy pe
dig együttes számuk n!, minden osztályban | n ! permutáczió lesz.

169. Ha a permutálandó elemek közt egyenlők vannak, és 
azon permutácziókat is egyenlőknek veszszük, melyek egyenlő 
elemek helycseréjénél egymásba mennek át, a permutácziók száma 
alább száll. Ha például a elem egyenlő, akkor egy bizonyos permu- 
táczióból, ha ezeket az elemeket permutáljuk, a többit pedig meg
hagyjuk helyén, a! permutáczió lesz, mely azonban egyenlő. 
És igy a még különböző permutácziók száma dH.

Ha ezenkívül ismét b elem egymásközt egyenlő, az permu
táczió közt épen úgy ismét b! lesz egyenlő, és a különböző per- 
mutácziók száma leszáll - , j ,-reL Általánosságban :

Ha az n elem közül a, azután b, azután c és úgy tovább min
dig egyenlő, a permutácziók száma :

ni
a! b!cl...
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Mellékesen kiemelhetjük ama számelméleti eredményt, hogy ha 

e törtalak, mint permutácziók száma, mindig egész számot jelent.

Variácziók.

170. Ha az elrendezéseknél nem használjuk föl az összes ren
delkezésünkre álló n elemet, hanem ezek közül csak k-t, akkor az 
n elemnek ú. n. k-tagú variáczióit kapjuk. Az n elem permutácziói 
tehát nem mások, mint ezen elemek w-tagú variácziói.

A permutácziókból megkapjuk a fc-tagú variácziókat, ha belő
lük az utolsó n—k elemet kihagyjuk, még pedig e variácziók összessé
gét, mert a permutácziókban is az első k helyen bármicsoda elemek 
állhatnak tetszőleges sorrendben. De mindegyik variáczió így több
ször jelentkezik; ha az adott permutáczióban meghagyva az első k 
elemet, a többi n—k-t permutáljuk, mindig ugyanazon variáczióhoz 
vezető permutácziót nyerünk; ellenben oly permutácziók, melyek
nél az első k hely nincs egyenlően betöltve, különböző variácziókhoz 
vezetnek. E szerint az n elemből képezhetők-tagú variácziók száma-:

(n^k} t = n (n—1)... In— k+2) (n—k+1).

Ha n különböző elem áll rendelkezésünkre, de ezen elemek 
mindegyike akárhányszor használható, akkor a k elemből kepezett 
elrendezések az n elemből ismétléssel képezhető k-tagú variácziók. 
Ezeknek száma :

n .

Ekkor ugyanis az első, második,... fc-adik helyre, a többitől 
függetlenül, az n elem bármelyike helyezhető.

Konebinácziók.

171. Az n elemből — akár ismétléssel, akár e nélkül — ké
pezett variácziók vagy csak az elrendezés által, vagy pedig az által 
különböznek, hogy nem ugyanazon elemekből állanak. Az n elem
ből képezett k-tagú kombinácziók azon csoportok, melyek az n elem 
közül kiválasztott k elemből képezhetők, de úgy, hogy két csoport 
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csak akkor tekintendő különbözőnek, ha nem ugyanazon elemekből 
áll, míg a sorrend egyáltalában nem jő tekintetbe.

E kombinácziók ismét vagy ismétléssel vagy a nélkül képezhe
tők, a mint t. i. az n különböző elem mindegyike vagy akárhány
szor vagy csak egyszer fordulhat elő az illető kombináczióban. Az 
ismétlés nélküli Ástagú kombinácziók száma az ugyanannyi elemből 
képezhető &-tagú variácziók számából e szerint tüstént levezethető, 
ha tekintetbe veszszük, hogy ezek közül mindig k ! (az egy variáczió- 
ból permutálás által levezethető variácziók száma) van, mely csak 
az elemek sorrendjében különbözik, tehát mindig ugyanazt a kom- 
binácziót adja.

E szerint az n elemből képezhető ismétlés nélküli kombinácziók 
száma :

n (n—1). •. (n—/r+2) (n—Á+l)
~ 1.2... (A—1) A. ’

melyet szokás röviden (”)-val jelölni. Az n és k t. i. teljesen jellem
zik az alakot ; számlálóban és nevezőben k egymás után következő 
egész szám áll, a számlálóban n-töl lefelé, a nevezőben 1-től fölfelé.

Ha n és k pozitív egész számok, ha továbbá n^k, akkor az 
tört alak, mint kombinácziók száma, mindig egész számot jelent.

172. Az QQ számalakoknak, melyek később fejtegetendő fon
tos szerepük miatt binomális együtthatóknak is neveztetnek, néhány 
folyton alkalmazandó tulajdonsága a következő.

Minden /c-tagú kombinácziónak megfelel egy n—/c-tagú kom- 
bináczió, mely t. i. mindazon elemekből áll, melyek a /c-tagu kom
bináczióban nem fordulnak elő. Világos, hogy különböző k-tagá 
kombináczióknak különböző n—k-tagú kombinácziók felelnek tueg. 
Azaz az n elemből képezhető fc-tagú és n—/(-tagú kombinácziók 
száma egyenlő :

©=e*>. w

a mi különben a részletesen kiirt számalakokon közvetetlenül is 
igazolható.

Az n elem A-tagú kombinácziói vagy nem tartalmaznak egy 
bizonyos elemet, p. 1-et vagy tartalmazzák ezt. Amazok száma nem 
más mint az n—1 elemből képezhető &-tagú kombinácziók száma:
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az 1-et tartalmazó kombinácziók számát pedig megkapjuk, 
ha tekintetbe veszszük, hogy ezek még n—1 elem közül 1c—1-et 
tartalmaznak; a két osztály együtt az összes fc-tagú kombinácziókat 
adja, tehát :

Az n elem i-tagú kombinácziói a k, &+1, k+%,... n elemek
nek legalább egyikét tartalmazzák, mert a hátralévő elemek száma 
csak k—1, és ezek nem alkothatnak fc-tagú kombinácziót.

Ha valamely kombináczióban előfordul az r elem, de r-J-l, 
?'4-2,nem foglaltatik benne, akkor azt mondjuk, hogy r a 
legmagasabb, az illető kombináczióban előforduló elem.

Eszerint az n elem fc-tagú kombináczióit osztályozhatjuk a 
szerint, a mint a legmagasabb, bennök előforduló elem k, fc+h ■ • •>

, n. — Azon kombinácziók száma pedig, melyekben a legmaga
sabb ejem r, miután a többi k—1 elem r—1 elem sorából választható 
(^_1) Az osztályok együtt megadják az összes &-tagú kombiná
cziókat, és így :

© = (ti) + GAH• ■ • +0ÍJ+ • ■ ■ +CÖ) • (á).
Világos, hogy az I—Hl. képletekben a tárgyalás értelmében 

n és k pozitív egész számok, még pedig n^k.

173. Az n elemből ismétléssel képezhető k-tagú kombinácziók 
száma:

A képlet helyes volta világos, ha k = 1; ekkor az 1 -tagú kom
binácziók száma = n; és valóban mint 1-tagú kombináczió sze
repel minden elem egymagában; tehát ezeknek száma n. — Fölté
telezve, hogy a képlet helyes a k—1-tagú kombinácziókra nézve, 
kimutatjuk, hogy a k tagúakra is helyes marad, a mivel azután 
általánosan helyesnek bizonyult.

Osztályozzuk ismét az összes fc-tagú kombinácziókat, a mint a 
legmagasabb bennük előforduló elem, 1, 2,...n. T. i. most még 1 
is lehet a kombináczió legmagasabb eleme, ha ez ugyanis csupa 
1-ékből áll.
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Azon fc-tagú kombinácziók számát, melyekben a legmagasabb 
elem r, megadja azon meggondolás, hogy ezekben az r-en kívül 
még k— 1 elem áll, melyek ismétléssel az 1, 2,... r—1, r sorozatból 
választandók. Tehát számuk az r elemből ismétléssel képezhető 
k—1-tagú kombinácziók száma, vagyis, minthogy erre az esetre 
képletünket érvényesnek veszszük : (' Az egyes osztályokban 
foglalt kombinácziók összes száma megadja az összes Á'-tagú kombi
nácziók számát és így ez, ha r helyébe minden számot teszünk 1 -tői 
n-ig, nem más mint:

o+(A1)+-+m2)+...+m5
Ezen összeg azonban a megelőző czikk (III.) képlete szerint össze
vonható, és ekkor lesz: 

a mi bebizonyítandó volt.

II.

A determinánsok elméletének elemei.

.4 determinánsok bevezetése.

174. Ha xx, Xa,..., xn határozatlan számok és A, B, C,... 
meghatározott számok, akkor az x{, x%,. ■., xn határozatlanok 
m-edfokú algebrai alakja alatt értjük az oly összeget, melynek min
den tagja

Cx^ x'^ .. .X^n

alakú, hol még az a1, a%,... ,an oly nem negatív egész számok, 
melyeknek összege :

«i + + • • • + an = m.

Ha m = 1, ill. 2, az alakot még lineár, ill. quadratikus vagy 
négyzetes alaknak is szokás nevezni.

Az egy határozatlant tartalmazó alak: Cx™; ha a határozatla
nok száma 2, 3,..., az alakot binar, temar,... alaknak mondjuk.
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Az algebrai alakok elmélete e kifejezéseknek oly tulajdonsá
gaival foglalkozik, melyek a határozatlanoknak tulajdonítható spe- 
cziális értékrendszerektől függetlenek. Az egyenletrendszerek meg
oldása ezen elméletnek egyik alkalmazása.

Az elsőfokú vagy lineár alak általánosságban* :

* Az A — B jelzés azt jelenti, hogy A és B-nek nemcsak számértéke, 
de algebrai alakja is azonos. Többnyire akkor használjuk, ha A a B rövi
dített jele. —

MAKIM

Wt.T'hl

w = «,xt + a2x2 +... + am xm;

ha több lineár alakkal egyidöben van dolgunk, czélszerü az összes 
együtthatókat ugyanazon betűvel jelölni, melyhez két mutatót csa
tolunk. Az első mutató adja az illető algebrai alak sorszámát; a 
második pedig azon határozatlanét, melynek együtthatójával van 
dolgunk; úgy hogy ag az í-edik lineár alakban az Xj együtthatója- 
Ha Ui, w2,... az ily lineár alakok, akkor ezek részletesen:

j=m
Ui = au Xi + aaXi + ■■ ■ + «im xm = ^ajjXj

(i = 1, 2,...)

Ama követelés, az xí} x2... xm határozatlanokat úgy megha
tározni, hogy az ut, u^,... lineár alakok átmenjenek az adott 
ki, kj... számértékekbe, az elsőfokú egyenletrendszerhez vezet:

Ui == ki, u2 — k2,... j

az Xj, x2... xm kellő meghatározása teszi az egyenletrendszer meg
oldását.

A legfontosabb eset, melyre a többi visszavezethető, az midőn 
a most ismeretleneknek nevezett határozatlanok száma, és a lineár 
alakok, vagyis egyenletek száma egyenlő. Ebben az esetben, melylyel 
itt kizárólag foglalkozunk, ha e szám n, az egyenletrendszer alakja:

Ui — ki, u, — k^, •.. Ui —— ki,. •. Un — kn.• (1 .a)

vagy részletesen kiírva:
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Wj— Xj + ■ • • + + • • • + aln — kj,

W2= Ű21 Xt + . . . 4*  ^2; Xj -j- ... -j- ű^n xn — k2,

* A determináns-jelzés ezen első bevezetésénél meg legyen jegyezve, 
hogy a választott alak az illető algebrai kifejezésbe belépő összes elemeket 
(az egyes számértékeket) adja, úgy, hogy az egyes elem helye egyszersmind 
megállapítja, hogy ama kifejezés összerakásánál miképen lesz fölhasználandó.

Ui= au xt + ... + Ujj Xj + .. . + ain xn - ki,

Un= aniXj + . .. 4- UnjXj + . . . 4- «nn %n = kn ,

17 5. A legegyszerűbb esetek, midőn n = 2 vagy 3, a mathe- 
matika elemeiből ismeretes egyszerű számítások segítségével tár
gyalhatok. Röviden összeállítjuk az ide vonatkozó eredményeket, 
hogy ez által tájékozhassuk magunkat az általános ^setben köve
tendő módszerek iránt.

Ha n = 2, az egyenletrendszer :
^12^2 — kj , 

^21*̂1  H- —- k^ .

Ha itt az első és második egyenletben és — a12-vel, illetőleg— u21 
és un-el szorzunk és azután összeadunk, lesz:

(^ii ^22 ^12 ^21) = k\ k2 j 

(ttu aa2j) x2 = kj a2j -j- k2 a^j.

Itt az an a22 — a12 aSI számértéke, melyet az egyenletrendszer deter
minánsának nevezünk és

D= 0141
u.2|

-vei * jelölünk, dönt az egyenletrendszer jellege fölött.
Ha D nem 0, akkor az és x2 egy bizonyos, meghatározott 

véges értékrendszerét nyerjük, mely, mint a helyettesítés mutatja, 
csakugyan megfelel az egyenletrendszernek. Ez a közönséges eset, 
midőn az egyenletrendszernek csak egy megoldása van.

Ha D = 0 és a jobboldalon álló kifejezések egyike nem 0, 
ellenmondáshoz jutunk és az egyenletrendszernek nincs megoldása. 
Ha D = 0 és a jobboldalon álló kifejezések is eltűnnek, akkor, mint
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könnyű látni, z
«ii _ «i2 _ _ r
«21 ®22 ^2

és ha e számok közös értéke í, az első egyenlet:

Hgl 1 Xi "h 1^22 *^2 ”■ ^2

alakban írható, tehát mindig ki van elégítve, ha o21 xA + a^x^kj. 
Azaz itt az egyik ismeretlen egészen szabadon választható és Végte
len sok megoldás létezik; az egyenletrendszer határozatlan.

A D = 0 tehát kivételes esetet jelez, midőn az egyenletrendszer 
vagy ellenmondást tartalmaz, vagy pedig határozatlan.

176. Ha n = 3, az egyenletrendszer:

^11 + ®12 $2 “I- ^13 $3 = >

^21 I ^22 ^2 I ^23 ^3 — ^ 2 J

a31 $1 4" ^32*^2 + ö33®3 = ^3 •

Ha az első, második és harmadik egyenletet rendre megszoroz
zuk a következő sorok egyikében álló három tényezővel:

(®22 ö33~ fl23 ű321 > (a32ö13 a33ö12) > (<^12 °23 ö13ö22)

(a23 a31 °21 fl33) » (ö33 all aSl a13t > (a13 a21----Ö11 .

(^21 ö32 ^22 ^31) ’ (^31 ^12 a32 ^11) ’ (®11 °22 ^12 a21)

és összeadunk, akkor eltűnnek az xi és x.A, az x% és xt, végre pedig 
az Xj és x^ együtthatói, a mint ezt az egyszerű számítások végrehaj
tása mutatja és a következő egyenleteket nyerjük:

D Xi — Ky,
Dxt = Kj,
D x3<= K3, 

hol ismét

^11^22ö33 ^11^23^32 d* 12^23^31 12^21^33 13^21^32 ^13®ffi^31>

az egyenletrendszernek úgynevezett determinánsa, melyet még így 
is jelölünk:
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D =
all a12 ö13 

^21 ^22 ^23 

^31 ^32 ö33

A Klt K^, K3 részletesen kifejthető értékeit itt mellőzzük.
Ha D vem 0, ismét a közönséges esettel van dolgunk, melyben 

az egyenletrendszernek egy, és csak egy megoldása van. A kifejtett 
egyenletekből ugyanis következik, hogy szükségkép

Aj AgD ,^ = ^, x3 K*
D ’

mely értékek, mint megoldások, közvetetten helyettesítés által igazol
hatók.

Ha 1) = 0, kivételes eset lép föl; ekkor általánosságban, ha 
t. i. K1, K2, K3 nem mindannyian zérusok, az egyenletrendszer 
ellenmondást tartalmaz, mert ebből a 0 = ^, 0 — K2, 0 = K3 
lehetetlen relácziók következnek. Ha , K3 is eltűnik, a részle
tes tárgyalás mutatja, hogy az egyenletrendszer határozatlan; ekkor 
egy vagy két egyenlettel együtt a többi is mindig ki van elégítve, 
azaz egy vagy két ismeretlen egészen szabadon választható. E fejte
getéseket, melyek nem sokára egész általánosságban lesznek ismét- 
lendők, most mellőzzük. Czélunk itt csak az volt, hogy n = 2 és 3 
esetére a D alakkal megismerkedvén, ennek általános értelmezését 
ez által előkészítsük.

A determinánsok alaptulajdonságai.

177. Az eddig tárgyalt specziális esetek alapján, az n-edfokú 
determináns,  melynek jele:*

* A determinánsok alapgondolata már LEiBNiTZ-nál található; újból 
föltalálta e számítási módot Obamer («Analyse des lignes courbesu 1740.); 
a jelen jelzési mód' CAüCHY-tól származik. Alapvető értékezések: Cauchy, 
Journal de l’école polytechnique, Cah. 17 és Jacobi, Crelle’s Journal 22. köt.

Ujj , . . . , aij , . . . U\n

D = cin, • • •, aij,... ain

«nl,. .., anj, • . . ünn

következőkép értelmezhető.
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Az n-edfokú determináns n2 számból, ú. n. elemeiből összera
kott egész kifejezés. A bevezetett jelzésnél ezen elemek n sorba és ugyan
annyi oszlopba (colonne) vannak elhelyezve, az egymás mellett álló 
elemek egy-egy sort, az egymás alatt állók egy-egy oszlopot képeznek. 
Ezen elrendezés mellett a determináns nem egyéb, mint az összes 
különböző

£ ar„M ...artst... Orntn

alakú szorzatok összege, hol

rír*...rt...rn és sisi...st...sn

az 1, 2 ... n számok egy-egy permutácziója és e vagy 4-1, vagy —1, 
a mint e két permutáczió egyenlő jellegű (páros Hl. páratlan), vagy 
különböző  jellegű.

A mint az a szorzók sorrendjét fölcseréljük, ugyanazon tagja 
a determinánsnak n ! különböző módon lesz fölirható ; de ez termé
szetesen a determinánsban csak egyszer szerepel. Hogy e különböző 
írásmód az előjel meghatározásánál nem vezet különböző eredmé
nyekhez, könnyen belátható. Hogy t. i. p. art«t az első helyre jöjjön, 
fölcseréljük ezt ar)S1-el; de ekkor az r-ek és s-ek permutácziójában 
két-két elem helyet cserélt, ez által mindegyik permutáczió jellege 
megváltozott; és így a két permutáczió most is — úgy mint előbb — 
egyenlő vagy különböző jellegű lesz. A hátralévő szorzók közt bár
melyiket lehet hasonló módon a második helyre juttatni s ú. t.

Minden szorzót p. úgy lehet írni, hogy az első mutatók permu
tácziója 1, 2,... n legyen. A szorzat minden sorból egy és csak egy 
elemet tartalmaz; hasonlókép minden oszlopból is egy és csak egy 
elem fordul elő a szorzatban.

Az n-edfokú általános determináns-alak tagjainak száma 
tehát n ! Mert az első mutatók egy bizonyos permutácziójával össze
állítható a második mutatók bármely permutácziója és ez által az 
összes különböző szorzatokat nyerjük.

Az egyes tagok elöjelszabálya még következőkép is fogalmaz
ható : Legyen az

rtr2.. ,rt.. ,rn és ' Sj . .St... sn 

permutácziókban az inverziók száma Jv illetőleg akkor a deter
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mináns tátijainak alakja:

( 1) 1+ ' ®r1s1 • • • artst • • • arnsn •

Ha ugyanis -f és J% egyidőben páros vagy páratlan, akkor J1 + 
páros; ha ellenben az Jl és J., számok közül az egyik páros a másik 
páratlan, az összeg páratlan és így csakugyan (—1)J>+J* az előbbi 
definicziónak megfelelöleg lesz + 1 vagy — 1.

Az n = 2 vagy 3 esetében ezen utasítások szerint az előbb rész
letesen fölirt alakokat nyerjük.

Oly általános tárgyalásoknál, hol a determináns elemeinek 
szám értékenem szerepel, igen czélszerü lesz a következő, Kronecker- 
től származó jelzés :

mely egész röviden csak a determináns elemét adja a két vonás közt. 
Az alp a^—, Unn elemek a determináns fődiagonálisát alkotják.
A determinánsnak e tagja: atia^...ann a kezdő tag vagy 

főttig.

17 8. A determinánsoknak most adott értelmezéséből közve- 
tetlenül következik néhány alaptulajdonságuk.

Két determinánsnak, ag és. bg -nek, értéke ugyanaz, ha az '! 
egyiknek sorai megegyeznek a másiknak oszlopaival és ciszont, azaz 
ha minden i ésj-re ag — bfr.

Ekkor ugyanis a determinánsoknak kifejtett alakjai tagonként 
egyenlők. A két determináns t. i. tartalmazza az

sara, ■ ■ ■ artst • • • ^rnxH, ill- £ b^r, ,•••, bKfrt.. . ÓxnrB

tagokat, melyek egyenlők, mert ar,s, = K,r,, s ú. t. és még e és e 
is ugyanaz, t. i. +1 vagy — 1, a mint az r}... rn és s{... sn per- 
mutácziókban foglalt inverziók számának összege, JY -j- J, páros 
vagy páratlan.

Két determinánsnak, mely egymásból az által keletkezik, hogy ~j 
két sor vagy oszlop egészben egymással helyet cserél, csak az előjelben ds 
különböző értéke rbn^

Ha a két determináns ag és , a megállapítás annyit jelent, 
hogy a) ag = bij, kivéve midőn i = r vagy s, hol r és s két tetsző-

Kőnig: Analízis. I. 20
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leges szám az 1,... n sorozatból; ekkor pedig arj = by, a„j = brj ; 
vagy pedig b) aij=bij, kivéve midőn j=r, vagy s és ekkor ah—bis, 
Óig = bir .

Ismét a determinánsoknak megfelelő tagjai az a) esetben:

e ai^... arjr... ay>... (injn és s b^ ... brjr... b„jt... bnjn, 
valamint:

— e . arjs... a*jr... anjn és — s b^ ... btjt.. ,.byr... bnjn , 

hol a második sorban álló tagok az első sorban állókból oly módon 
keletkeznek, hogy egyedül a második mutatók sorában fölcseréljük 
jr ésjs-t, tehát valóban ellenkező elöjelt nyernek.

Az a-k és ó-k előbb megállapított vonatkozásaiból azonban 
következik, hogy az első sorban álló a-tag és a második sorban álló 
ó-tag minden tényezőjében megegyezik (ezek közt kettő csak helyet 
cserélt) és csak az előjelben különbözik; hasonlóképen a második 
sorban álló a-tag és az első sorban álló ó-tag. Tehát a |óyj determi
náns minden egyes tagját az előjel változtatásával az jayj determi
náns tagjaiból nyerjük, a mi bebizonyítandó volt.

A b) eset vagy épen úgy tárgyalható, vagy pedig egyszerűen 
az előbbi tétel alkalmazásából foly, mely szerint oszlopok és sorok 
egymással fölcserélhetök.

Ha az \ay determinánsban az r-edik és s-edik sornak (vagy 
oszlopnak} elemei rendre egyenlők, azaz arj = aSj (vagy air=aiS) 
az r és s bizonyos értékénél, akkor a determináns értéke 0.

Most ugyanis a determináns maga magához áll oly viszonyban, 
mint előbb a óy -hez. Ha értéke D, kell tehát, hogy —2)-vel is 
egyenlő legyen. De D = — D csak úgy lehetséges, ha

P = 0.
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Aldeterminánsok.

179. Ha ésjlji...jr az 1,2,...(n—l),n soro
zatból választott különböző számok, akkor

aidi aijt • • • %-jr 
■ • • Cli2ir

i ®Wi airh • • •

az eredeti T) = [«yj determináns elemeiből képezett determináns, 
melynek bármely sorában vagy oszlopában csak oly elemek állanak, 
melyek a D determinánsnak is egy sorában, illetőleg oszlopában 
foglaltak helyet. Keletkezése oly módon írható le legegyszerűbben, 
hogy a D determinánsból kihagyjuk mindazon sorokat és oszlo
pokat, melyeknek sorszáma nem ilt..., ir illetőleg j{.. .jr ■ Az 
ily módon keletkező determináns az előbb fölirttal teljesen meg
egyeztethető, az által, hogy előbb a sorok és azután az oszlopok egy
másutánját kellően változtatjuk és így ettől csak előjelben különbözik.

Minden ,• I alakú determináns a D aldetetermi-

nánsa, még pedig az előforduló sorok és oszlopok száma szerint r-ed- 
foká, vagy a kihagyott sorok és oszlopok száma szerint n—r-edik 
aldetermináns.

Ha ií... ir, ir+i r..in és .. .jr,jr^-i . • -jn a sorrend mellő
zésével megegyeznek az 1, 2 ... n számok sorozatával akkor a

J = it:;* és J' = \ai„i„। l’Joi(<x-r+i.. „)
aldeterminánsok szorzatában vagy minden tag egyenlő a D determi
náns egy tagjával, vagy minden tag egyenlő a D determináns egy 
megváltoztatott előjelű tagjával.

Legyen a J és J' determinánsok egy-egy tetszőleges tagja:

eak,ií...akrir és s akr+1ir+i... aknin, (a.)

hol a sorrend mellőzésével a

k] .. . kr és 1j .. . ír , kr^i ... kn és ... In

11 ■ • • Ir és j1 . . .jr, lr+1 •• - In és jr+1 .. .jn 
20*
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egymással megegyeznek. Ennek csakugyan megfelel a D-ben egy

e" űfc.n.... akr ir akr+l Zr+1.. • akn in 0.)

tag, mely amazoknak szorzata, +1 vagy —1-el szorozva, a mint 
es' = + s" vagy —e". A J determináns fölirt tagjától áttérhetünk 
bármely más tagjához, az által, hogy p. az ... I, mutatókat permu
táljuk. E változtatás úgy eszközölhető, hogy mindig két Z-et cseré
lünk föl egymással és ezt — mondjuk — Zz-szor ismételjük, akkor 
hogy az illető kifejezés megint tagja legyen J-nak, (—l/'-val kell 
szorozni, mert a permutáczió megtartja, vagy megváltoztatja jellegét, 
a mint h páros vagy páratlan. Hogy a D megfelelő tagját nyerjük, 
(b.)-ben ugyanezen változtatásokat kell eszközölnünk a mutatókon és 
tehát ugyanazon (—l)h-val szorozni. Ha most a J' tagjával ugyan
így járunk el, a J és J' két tetszőleges tagjának szorzatát nyerjük, 
mely a D megfelelő tagjával az előjel mellőzésével egyenlő, az elő
jel pedig a két esetben egyenlő vagy különböző, a mint se' = ± s", 
azaz a mint egy ily szorzatnál egyenlő vagy különböző volt.

A D két aldeterminánsát adjungáltnak nevezzük, ha szorzatuk 
minden tagja a Zl-nek egyik tagja. Az előbbiekből világos, hogy 
minden aldeterminánsnak egy es csak egy adjungált aldetermi
náns Jelel meg. Ha t. i. az adott aldetermináns bizonyos sorok 
és oszlopok kihagyása által keletkezett D-ből, adjungált aldeter
mináns csak az lehet, melyben épen csak az előbb kihagyott sorok 
és oszlopok maradtak meg. Ezek közt csak két, a kifejtésnél az elő
jelben különböző alak van, melyek közül azután egy megfelel a föl
tételnek.

Az adjungált aldetermináns képezése, úgy hogy az előjel még 
kétes marad, közvetetlenül végezhető. Egy szorzattag összehasonlí
tása megadja azután az elöjelt. így a

j = l,2, 3,4, 5)

determinánsra vonatkozólag

l #24 a25 ^ 22 ^25 #24
: es — a^ ^34 a35 = 1^32 ö 35 ö34

iö4l a43
^52 «54 «55 « 52 « 55

adjungált aldeterminánsok; mert a kezdő tagok szorzata, mely az 
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első, ill. második alaknál:

öli aM U^O^, ill. ^24 ^35 fl43 ^54
tagja a D-nek.

180. Ha az n-edfokú determinánsnak n—1 sorát és oszlopát 
kihagyjuk, csak egy elem marad hátra, melyet elsőfokú (vagy’ n—1- 
edik) aldeterminánsnak mondhatunk. Adjungált alakja ekkor n— 1- 
edfokú. így p. ugyancsak az előbb fölirt determinánsra vonatkozólag 

és
«n a^ «is
/Gi ^22 ^23 ^25 
ki «43 Ű4Ö 

l«51 "ö2 «54 «5Ö

adjungáltak, a kezdő tagok szorzata —an a^ aai a^ ugyanis 
előfordul D kifejtésében.

Az ag sorának és oszlopának kihagyása által keletkező alde- 
ürmináns, melynél a többi sor és oszlop sorrendje változatlanul meg
hagyatott, legyen Dg; az ag-nek adjungált aldetérminánsa Ag; 
akkor természetesen Ag és Dg legfölebb előjelben különbözik, még 
pedig:

Ag=^f+jDg.

Ha i=l és /=!, a tétel közvetetlenül világos. Ekkor ugyanis 
^11

(Im • • • ।
^11 = I....................... :

I a n2. . . Unf

kezdő tagjának szorzata a D kezdő tagja. Megfelelőleg i +j — 2 és 
= -^n •

Ha ag a determináns tetszőleges eleme, cseréljük föl az í-edik 
sort az i— 1-edikkel; az így nyert determinánsban az i — 1-edik 
sort az i — 2-dikkal s. ú. t., míg végre az i — 1 -edik ily cserénél 
ag az első sorba kerül. Ha most ismét a j-edik oszlopot fölcserél
jük a j— 1 -sővél, az így nyert determinánsban a j—1 -őt a j—2-ikkal, 
és ú. t. míg végre j—1 ily csere után ag az első oszlopba kerül. 
Ebben a determinánsban, melynek értéke (—l)i+J D, az ag az első 
sor- és oszlopban áll. De ezen első sor és oszlop kihagyása által
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keletkező aldetermináns Díj, mert a többbi sor és oszlop helye egy
másra vonatkozólag nem változott. Tehát

ag és Díj

adjungált aldeterminánsok a (—l)'+i D-re nézve, azaz szorzatuk 
ennek tagjait adja. És így végre

ag és = (—Ij'+j Díj

tagjainak szorzata (—1)’+J (—l)'+j D vagyis D tagjait adja.
Tüstént belátható még, hogy az aij Aij szorzat a D mindazon 

tagjait adja, melyek ag-t tartalmazzák ; mert a Dg épen mindazon 
szorzatokból áll, melyek keletkeznek, ha az í-edik sor és J-edik osz
lop kivételével, minden sor és oszlopból egy-egy elemet veszünk.

181. Ezek alapján minden determináns kifejthető bármely 
sor vagy oszlop elemei szerint, azaz a következő összeg alakokban 
irható:

i^ül = au An + • • • + ag Ag + ... + ainAin .
= ag Ag + ... + ag Ag + ... + anjAnj.

T. i. a determináns minden tagja az i-edik sornak Q'-edik oszlopnak) 
egy és csak egy elemét tartalmazza; a tagok osztályozhatók tehát 
a szerint, a mint ez az illető sornak (oszlopnak) első, második,... 
n-edik tagja. De az első osztályba tartozó tagok összege az előbbiek 
szerint au An (illetőleg aij Ag) és ügy tovább, a miből azután a 
determinánsnak előbb fölirt összeg alakja foly.

Az adott eredmény, mint az n — 1 -ed fokú aldeterminánsok 
közt fönnálló reláczió is fogalmazható és mint ilyen, igen egyszerű 
általánosításra alkalmas, mely a következő tételhez vezet: Az

öli ^A1 + Alti + •.. + ag Akj + . . • + Gin Akn )

ag An + ag Au + . • • + ag Au + anj Ani

összegek értéke 0, ha i > k, ill. j >1, ellenben D, ha i — k, 
ill.j=l. <

A tétel második része az előbb nyert eredmény; az első eset
ben pedig ezen összegek az oly determinánsok kifejtései, melyekben 
a fc-adik sor (Z-edik oszlop) elemei helyébe az í-edik sor (j-edik 
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oszlop) elemeit tettük, a melyekben tehát két sor (oszlop) egyenlő. 
E szerint e determinánsok és (2.) alatt álló kifejtett értékük is 0.

E szerint például:

12 3 5
1 10 8

|2 3 I

10 8
3 1

18 1 .11 10 I
I “F2 11 2 3 I

3

= 2 (10—24) — 3 (1—16) + 5 (3-20) = — 68.
10 8
3 1

118 1
10 ! + 8

1 10
2 3

A determinánsok e kifejtett alakjából ismét azoknak néhány 
alaptulajdonsága foly:

Valamely determináns szorzása egy P számmal úgy történik, 
hogy egy tetszőlegesen választott sor vagy oszlop minden elemét 
szorozzuk P-veL

Ha ugyanis az (1.) alatt álló alakban P-vel szorzunk, az ered
mény úgy fogható föl, mint azon determináns kifejtése, melyben a 
külön kiirt elemek helyett azok P-szerese áll.

Ha valamely sor vagy oszlop minden eleme adva van mint 
k tag összege, akkor a determináns előállítható, mint n determináns 
összege, úgy hogy az illető sorban (oszlopban) az elemek helyett 
rendre azoknak csak első, csak második,... végre az utolsó determi
nánsban csak k-adik tagjai állnak, míg a többi sorok (oszlopok) 
változatlanok maradnak*

* Ha az elemek összegalakjában a tagok száma nem mindenütt egyenlő, 
a tétel alkalmazását a 0-nak, mint hozzáadandónak bevezetése által kell 
előkészítenünk.

Ha ugyanis

ag = a^ + a^} + ... + a[P (j = 1, 2,... n), 

akkor (1.) igy is irható:
M -4,1 + ... + Ag + • • • + aP Ain + ... 

+......................................................... +
+ a^ An + ■■■ + a& Aij + ... + a^ Ain, 

a hol minden sorban az előbb leirt determinánsok egyike áll.
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182. E tételek azon a determinánsokkal való számításnál 
folyton alkalmazott szabályhoz vezetnek, mely szerint a deter
minánsok azonos átalakítása történik.

Bármely determináns értéke változatlan marad, ha egy tetsző
leges sor (oszlop) minden elemét egy tetszőleges számértékkel szorozva, 
az így nyert számokat egy másik tetszőlegesen választott sor (oszlop ) 
elemeihez hozzáadjuk ; a mi úgy értendő, hogy ha au, a^.... ajn és 
Oki > a^, ■ ■ ■ dkn például a két sor, az utóbbi sor elemei helyébe 
rendre a következők lépnek:

Oki + , üki + kan > ■ ■ ■ , dkn + kain.
Az ily módon képezett determinánsot ugyanis az előbb adott tétel 
alapján fölbonthatjuk két determináns összegére. Ha a változtatott 
sorból (oszlopból) az első tagokat veszsziik, az eredeti determinánst 
nyerjük: ha a második tagokkal képezzük a determinánst az í-edik 
és /c-adik sorban (oszlopban) álló elemek csak az állandó X szorzó 
hozzálépése által különböznek. így tehát e determináns X-szorosa, 
tehát a determináns maga is 0. A X-val ugyanis szorozhatunk az 
által, hogy az z-edik sor (oszlop) elemeit szorozzuk X-val, de ekkor 
az i-edik és /í-adik sor elemei egyenlők lesznek.

Az utoljára használt következtetés oly gyakran fordul elő, 
hogy czélszerü lesz, annak tartalmát külön tételben kiemelni.

Ha valamely determinánsban két sor (oszlop) azon elemei, 
melyek ugyanazon oszlopban (sorban)állanak egymásba átmennek, 
ha mindig ugyanazon egy számmal szorzunk, a determináns értéke 0.

Közvetetlenül világos még az előbb adott tétel következő álta
lánosítása :

Bármely determináns értéke változatlan marad, ha akár
hány tetszőlegesen választott sor (oszlop) elemeit egy minden sorra 
(oszlopra ) vonatkozólag állandó számértékkel szorozva egy másik 
sornak (oszlopnak) elemeihez hozzáadjuk; azaz — pontosabb kifeje
zésben — ha p. a determinánsban

akí helyébe az aki + X, at,i + X2 ülj + ... + Xp a,^ 
ak2 « « aki + Xj + kj HL 2 + • • • + kp aipi

akn helyébe az akn + Xj a^ n + X^ atan -p ... + kp a^n 

kifejezéseket teszszük.
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Könnyen beláthatok még a kővetkező gyakran alkalmazott 
szabályok:

Oly determináns, melynek egyik sorában, vagy oszlopában 
minden elem zérus, maga is 0.

Oly determináns, melynek egyik sorában (oszlopában) min
den elem, egynek kivételével 0, egygyel alacsonyabb fokú determináns 
alakjában irható; ha t. i. e sor (oszlop) elemei szerint kifejtünk, az 
összegnek csak egy tagja marad meg.

Oly determináns, melyben a négyzetes schema valamely diago- 
nálisának egyik oldalán álló elemek mind eltűnnek, egyenlő a dia- 
gonálisban álló tagoknak kellő előjellel ellátott szorzatával. Ha t. i 
kifejtünk azon sor vagy oszlop elemei szerint, melyben csak egy 
elem különbözik a zérustól, akkor a determináns értéke gyanánt 
ezt az elemet kapjuk, szorozva egy n— 1-ed fokú determinánssal, 
melynek most ugyanily tulajdonságai vannak. Ezen az eljárás tehát 
ismételhető s. ú. t.

183. Az adott tételek segítségével minden determináns sok
félekép átalakítható; erre álljon itt néhány gyakran előforduló példa.

a)

1 x2 ...xn
1 a^ a^ ... din

1 a ni a „2 • • • ann

#11—Xi am ...ain xn

a ni Xt Oni Xq ...ann Xn

ha t. i. az első sort a többi sorból levonjuk, és azután az első oszlop 
elemei szerint kifejtünk.

al a> a3~^Z 
b) bi b^ b3

I C1 C2 C3

I #1 «2 «3 

bi b% b3 
Ci Cq c3

^1 ^2

C1 C2 i

ha a harmadik oszlopban álló elemeket a^z, b3+0, c3+0 alakban 
iijuk, két determináns összegére szétbontunk, végre még a máso
dikat a 3-dik oszlop elemei szerint kifejtve.

0
1 a a8
1 b b*
1 c cf

(b—a) (c—a)
1 b-\-a ।
1 c+a

= (b—a) (c—a) (c—b)

ha az első sort a többiből levonjuk, az első oszlop elemei szerint
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kifejtünk és azután az első ill. második sor elemeiből (b—a)-t és 
(c—a)-t mint közös tényezőt kiemeljük.

.r y z y z
d) ; y z x = (z+y+z) 1 z x

\z x y \ 1 x y \
(x+y+z)

\ z—y X—z 
x-y z—y '

ha az első oszlophoz a többi oszlopot hozzáadjuk, és azután az első 
oszlopból az x+y+z tényezőt kiemeljük; a második determináns
ban pedig az első sort a többiből levonjuk és azután az első oszlop 
elemei szerint kifejtünk.

e)
11111
1—1—1 1
1—1 1—1
1 i—i—i

4 111
0 — 1—1 1
0—1 1—1
0 1—1—1

4 2 1 1
I 0—2—1 1
0 0 1—1
0 0—1—1

4 10 1
0 —2 —2 1
0 0 2—1
0 0 0—1

ha az első determinánsban az első oszlophoz hozzáadjuk a többi 
oszlopot, a másodikban a második oszlophoz a harmadikat, a har
madikban a harmadik oszlopból levonjuk a negyediket; a negyedik
ben végre minden a diagonális egyik oldalán fekvő elem 0, a deter
mináns tehát egyenlő a diagonálisban fekvő tagok szorzatával.

Ha a determináns minden eleme adott szám, a determináns 
végleges kiszámításának föladata legegyszerűbben úgy végezhető, 
hogy előbb bármely azonos átalakítás utján a determináns egyik 
elemét egyenlővé teszszük 1-gyel. Ez mindig megtörténhetik, ha az 
illető elemet, mint közös tényezőt az egész sorból vagy oszlopból 
kiemeljük. Ha a determinánsok elemei egész számok, akkor ezen 
átalakítás a determináns elemeinek e jellegét meg is tarthatja, ha 
t. i. sorok (vagy oszlopok) kivonása vagy összeadása által az előfor
duló egész számok absolut értékét folyton kisebbítjük, a mi által 
végre vagy 0, vagy + 1 -hez jutunk. Az első esetben érintetlenül 
hagyva a 0 sorát (oszlopát), a 0-t tartalmazó oszlop (sor) egy másik 
elemének absolut értékét kisebbítjük, míg végre ez is 0 vagy 1. Ha 
itt is 0-t kapunk, újból ismételjük az eljárást, érintetlenül hagyva 
a két sort, melyben (ugyanazon oszlop-sorszámmal 0 áll). Ha min
dig 0-t nyerünk, végre lesz egy oszlop, melyben vagy minden elem 
0 és így a determináns 0, vagy pedig minden elem, egy kivételével 
0, és így a determináns n—l-ed fokúra átalakítható.
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Ha közben a kisebbített elem értéke +1 vagy—1 lett, az 
utóbbi eset oly módon, hogy két sorban vagy oszlopban —1 -gyei, 
tehát mindössze -j-l-gyel szorzunk, visszavezethető az elsőre.

Ha azután valamely sorban (oszlopban) 1 és ezenkívül 
a, b, c,... állanak, akkor az 1 -et tartalmazó oszlopot (sort) a-val, 
6-vel,... szorozva levonjuk az u-t, b-t,... tartalmazó oszlopból 
(sorból) és ez által oly sort (oszlopot) nyerünk, melyben minden 
elem egy kivételével 0, tehát a determináns ismét átalakítható 
n—i-ed fokúvá.

Ezen eljárás többszörös ismétlése végre az értéket másodfokú 
determinánsból adja, mely mint szorzatok különbsége tüstént kiszá
mítható.

A gyakorlatban az eljárás természetesen sokkal rövidebb, mint 
a műveleteknek ezen általános leírása. P.

2 5 —7 9i - 1 —7 9 0 1 0 0
6 8 —4 —54 1 6 — 4 —4 —54 14 —4 —32 — 18
4 —5 —7 —226Í ~ 4 —13 —7 —226 —— 30 —13 —98 — 109

_ 2 5 4 7! _ 2 9 4 7 —20 9 67 —74

ha t. i. először az első oszlop kétszeresét levonjuk a másodikból; 
a második determinánst pedig úgy alakítjuk át, hogy a második 
oszlop —2, 7, és —9 szeresét adjuk az első, harmadik, negyedik 
oszlophoz.

Folytatólagosan az utolsó determináns:

14 — 32 -18 14 -32 ’8! 14 —32 18j
= — 30 —98 — 109 = 30 -98 109 = 2 —34 73 ,

|-20 67 -74 | —20 67 74 | -20 67 74|

ha először a —1-gyel való szorzást a harmadik oszlop elemein végez
zük, és azután az első sort kettővel szorozva, a másodikból kivonjuk. 
Továbbá: 

7

— 10

—32
—34

67

18 0 206 -493
73 = 2 1 — 34 73
74 0 —273 804

206 —4931
—273 804j — 62070.

ha t. i. az első oszlopból a 2-t kiemeljük, és azután a második sor 
elemeit —7 és 10-el szorozva adjuk az első, illetőleg harmadik sor 
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elemeihez. Ekkor a determináns másodfokúra redukálható, melyet 
végre mint szorzatok különbségét kiszámítjuk.

184. A Laplace után nevezett tétel, melynek prioritása azon
ban Vandermonde-ó, általánosságban valamely determinánsnak alde- 
terminánsai szerint való kifejtését adja.

Legyenek k tetszőlegesen választott sornak sorszámai 
i^... ik, akkor azon fc-adfokú aldeterminánsoknak, melyek e k sort 
tartalmazzák, száma

/-=©•
mert az illető aldeterminánsok képezésére szükségelt k oszlop ennyi
féleképen választható. Ha ez a u aldetermináns

dt, A%,..o^,

és adjungált aldeterminánsaik rendre:

•Jj , ^2 , • • • , d^, 
akkor

D — dj di -|- dg + • • • 4* dpi d<j..

Hogy minden ily szorzat a determináns néhány tagját adja, 
már az előbbiekből ismeretes; tehát még csak kimutatandó, hogy a 
D minden tagja egy és csak egy ily szorzatban fordul elő. Bármely 
tag az mellett álló ji---jk második mutatók által csak
ugyan kijelöli azt az oszlop-kombinácziót, melynek segítségével a 
megfelelő d képezendő; hogy ekkor dd valóban tartalmazza az illető 
tagot, közvetetlenül világos.

Ha e kifejtésben a d determinánsokra a kifejtésnek most jel
lemzett módját újból alkalmazzuk, még pedig úgy, hogyaz4+i, 
ik+i, • •. ik+k' sorszámok által jellemzett k' sorból képezett aldeter- 
minánsokat vesszük, akkor minden d mint tag összege lesz 
előállítva, hol minden tag egy k'- és egy n—k—k'-eA fokú alde
termináns szorzata.

Az n—k—Z;'-ad fokú aldeterminánsokon e kifejtés újból ismé
telhető és így tovább

Legyen általánosságban azon A-adfokú aldeter
mináns, mely az iA ... adik sor és a .. .y^-adik oszlop fölhasz
nálásával keletkezik. Akkor e kifejtés általános eredménye :
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j) _ r^eb—U’+A''"! r^+k'+i
Ul’—JaJ \ jk+lvjk+k'J Ljfc+A^+1

>Ú+*'+A:"’l l~ Ík+...+k^-0 + b—4~l
<—,jk+k'+k"] ”■ [jk+...+k^-^+l,-jn]

hol 4... in az I ,... n elemek egy meghatározott permutácziója; az 
összeadás pedig kiterjed a /j.. ./n elemek mindazon permutáczióira, 
melyek még akkor is különbözők maradnak, ha a y k-nek az egyes 
zárjeleken belül való elrendezését nem veszszük tekintetbe, ügy hogy 
....... w! .az összeg tagjamak szama y,py jt» az e szorzo vegre

4-1 vagy—1, minthogy az aldeterminánsok mostani jelzésénél az 
előjel még kétes marad.

Világos végre, hogy e tétel akkor is érvényes, ha az i ésj mu
tatók szerepét fölcseréljük, azaz a sorok helyett az oszlopokból 
indulunk ki.

III.

Lineár alakok és a szorzási tétel.

^2 első fokú (lineár) egyenletrendszer.

185. Az n egyenletből álló és n ismeretlent tartalmazó első
fokú (lineár) egyenletrendszer általános alakja :

ti} = aH x1 4-... 4- atj Xj 4- • • • 4" — kt,

Ui = «íi X{ 4“ • • • 4" Ujj Xj 4- • • • 4“ din Xn = ki > U-)

Un = «nl 4“ ... 4* anj Xj 4- . . . 4“ «nn — kn •

Az egyenletrendszer determinánsa, D alatt értjük röviden az
együtthatókból összeállított determinánst:

Az egyenletrendszer megoldásában meg kell különböztetnünk a 
rendes esetet, tűikor D nem 0, és a kivételes esetet, mikor D = 0.

Ha először is D nem 0, akkor a determinánsnak

D = aij Aij 4- ... -f- aij Ag + ••• + ««; Anj
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alakját használva:

Dxj — Aij u1 + ... + Aij ui + • • • + Anj un,

Ha ugyanis ul... un részletes alakját használjuk és az a;-ek szerint 
rendezünk, a jobboldalon álló kifejezés nem más, mint:

(Alj an 4- . .. + Aij (Zii + .. . + Anj ani) p +
+...................................................................... +
+ (Hy aij + ... + Aij +... + Anj anj) Xj +
+......................................................................
+ (Alj üin + . . . + Aij ain + • • • + A nj «nn) >

hol a 181. czikk tételei szerint minden együttható, kivéve Xj-ét 0, 
ez pedig D, tehát valóban

= Dxj.

De ,... un értékei adva vannak és így szükségképen:

__ AljA:i +... +AijkiAnjkn 
xj~" ~D '

Ugyancsak az előbb idézett tételek azt is mutatják, hogy az xt... xn 
imént kifejtett értékei valóban kielégítik az egyenletrendszert.

Az Xj értékének számlálója könnyen belátható szabály szerint 
van képezve. Ha ugyanis P-nek J-edik oszlopában az ott álló elemek 
helyébe rendre kx... kn-^ Írunk, és e determinánsot a y'-edik oszlop 
szerint kifejtjük, épen e számlálót nyerjük, melyet a P-böl való e 
származtatása mellett czélszerüen jelölünk Ppvel.

E szerint kimondhatjuk, hogy az elsőfokú egyenletrendszernek, 
ha determinánsa nem 0, egy és csak egy megoldása van, mely az 
ismeretleneknek következő értékrendszeréből áll:

Dl Do Dn /q ,
P ~jj > P — > • • • > Xn — jj ’ (-•)

így p. a következő egyenlet rendszerből:

2x — 3y + z = 4, 
3x + 2i/ —3z = 2, 
x +10// — z =10, 

lesz
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12 —3 1
D= 3 2 —3

1 10 —1

3 —3 1 '
0 - 2 —3
0 10 —1

—2 —3
10 —1

= 96,3

ha ugyanis először a harmadik oszlopot hozzáadjuk az elsőhez. 
Továbbá

2 -3 4 I 2-7 4
D3 = Í3 2 2 =:3 0 2' =7 " = 196

1 10 10 I 010 1 10

és így z = 8. ú. t.

186. Ha az egyenletrendszer determinánsa eltűnik, de a nél
kül, hogy e determinánsnak minden n—l-fokú aldeterminánsa is 
zérus, akkor mindenekelőtt az általánosság megszorítása nélkül föl- 
tehetjük, hogy az n-edik sor és oszlop kihagyása által keletkező 
aldetermináns, Ann a O-tól különböző. Ha t. i. az egyenletek sor
rendjét változtatjuk, ez által a determinánsban csak a sorok sor
rendje változik; hasonlókép, ha az ismeretlenek egymásutánját más
kép állapítjuk meg, ez által a determinánsban csak az oszlopok 
lesznek egymással fölcserélve. Hogy tehát az el nem tűnő aldeter
mináns sorai és oszlopai az l,2...?i—1 sorszámmal jelzettek 
legyenek, az egyenletek és ismeretlenek kellő elrendezése által 
mindig elérhető. Ebben az esetben

Am U, + Ain Hj + . . . + Ann Un = 0.

Ha ugyanis xt... xn szerint rendezünk (mint az előbbi czikkben) 
akkor most minden x együtthatója zérus; az x„-é:

Am am + ... + Ann ann = 1),

mert D = 0, a többi pedig ismét a 181. czikk tételei értelmében.
Ha most uY... un helyébe értékeiket teszszük, kl... kn-ei, lesz:

Dn = Am k1 + A^i k^ -f-... + Ann kn = 0, (3.)

a mi minthogy Ann nem 0, a kn-t meghatározza a többi k segítsé
gével, vagy más kifejezésben, föltétele annak, hogy az egyetlenrend
szernek egyáltalában legyen megoldása. Ha e föltétel nincs kielé
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gítve, akkor az egyenletrendszernek nincs megoldása. Föltéve azt, 
hogy van megoldás, azon ellenmondáshoz jutunk, hogy a O-tól kü
lönböző szám, az utolsó egyenlet baloldala egyenlő zérussal; a föl
tevés tehát lehetetlen.

Ha ellenben a Dn = 0 föltétel ki van elégítve, akkor az egyen
letrendszer «egyszerüen határozatlan», azaz van oly megoldás, mely
ben xn tetszőlegesen választható, és xn megállapítása után xt... xn—1 
meghatározott számok.

Ekkor ugyanis az előbbi egyenletekből:

-41h (Uj—kf) + Aan (u2—k%) + . .. + Ann (Un—kn) — 0.

Ha tehát x^... xn oly számértékek, hogy:

Uj = k^ ,. . ., Un—i — kn—1 ,

akkor, minthogy Ann nem 0, egyszersmind

Un — kn ,

azaz ezen utolsó egyenlet az előbbiek következménye és nem szolgáltat 
új adatot az ismeretlenek meghatározásánál.

Az első n—1 egyenlet pedig valóban olyan, hogy xn értékének 
szabad választása után a többi ismeretlenek értékét egyértelmüleg 
adja, mert ezen egyenletrendszer együtthatóiból képezett deter
mináns

, ,, = dm— ...n—1)

a föltevés szerint O-tól különböző.

187. Ha az egyenletrendszer determinánsa eltűnik, akkor 
általánosságban föltehetjük, hogy az m-\-l-ed fokú aldeterminánsok 
mind eltűnnek, de. az m-ed fokúnk közt tan legalább egy, a O-tól 
különböző.

Világos, hogy ezen föltevés mellett egyszerre áttekintjük az 
összes lehető eseteket. T. i. vagy van az n—1-fokú aldeterminánsok 
közt (és ez az előbb tárgyalt eset) a O-tól különböző, vagy ezek mind
annyian zérusok; akkor áttérünk az n—2 fokunkhoz és ú. t. Ha 
előbb ugyanis nem akadunk el nem tűnő determinánsokra, akkor 
ez mindenesetre megtörténik, ha m = 1 ; vagyis midőn az első fokú 
aldeterminánsokat, az egyenletrendszer együtthatóit vizsgáljuk. Az
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az eset, midőn az összes együtthatók zérussal egyenlők, természe
tesen nem lesz tekintetbe veendő, a mennyiben ez nem is ád egyen
letrendszert.

Föltehetjük továbbá az általánosság megszorítása nélkül, hogy 
az el nem tűnő m-edfokú aldetermin ins a következő:

\aö\ ■ ■1 =
a^ .. . atm
a ml • • • VImm 

— J)(m)

a mi t. i. ismét az egyenletek és ismeretlenek egymásutánjának 
kellő megállapítása által mindig elérhető. Ebben az esetben

a 11... a im Wi

Umi- • • dmm Um
űrt .. . arm Ur 

(r = m+1, m+2,.../,) (4-)

ha ugyanis az utolsó oszlopban kiírjuk az w-k részletes értékeit, akkor 
ezen n-tagu összegalakoknak megfelelöleg a determinánst előállít
hatjuk, mint n determináns összegét. E determinánsokban

űt n . ■ U\m aijXj

• a mm ^mj
Úri • • ^rm arj Xj

ha j m, az utolsó oszlop a j'-edik oszlop aj-szerese, tehát értéke 0; 
ha pedig / > m, akkor az Xj szorzó kiemelése után nem más mint az 
egyenletrendszer determinánsának egy m-\-1 -edfokú aldeterminánsa, 
tehát a föltevés szerint ismét 0.

Az r = m + 1 ,... n eseteknek megfelelöleg a (4.) kifejtése 
által lesz:

Cm+l,l Ut +••• + Cm+i,i Ui +•••+ Cm+i,mUm + Fm'1 Um+i = 0

Cm+l,l Ui + —+ Ui + ..•+ dm+l,m Um + I^^Um^l = 0 (5.)

Cn,l +•••+ &ni Ui +•••+ Cn,m Um F Un =0.

Ha itt Ui... un helyébe k{... kn-et teszszük, melyekkel az w-k az 
adott egyenletrendszer értelmében egyenlők tartoznak lenni, akkor 

Kőnig: Analízis. L 21 
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ismét föltételeket nyerünk arra, hogy az egyenletrendszernek legyen 
megoldása:

Cri ki+^+Cri ki +- + Crmkm +D™kr=O. (r=m+l,...,n) (6.)

Ha eföltételek nincsenek kielégítve, akkor az egyenletrendszernek 
nincs megoldása. Föltéve ugyanis, hogy az (1 ,)-nek megfelelő x érté
kek léteznek, mindig a (6.)-hoz, azaz a mostani esetben ellenmon
dáshoz jutunk.

Ha ellenben a (6.) föltételek ki vannak elégítve, akkor az 
egyenletrendszer «n—m-szeresen határozatlan», azaz van oly meg
oldás, melyben xm+t,...,xn szabadon választható, és az xm+i,...,xn 
megállapítása után x1>..., xm meghatározott számok.

Ha ugyanis az (5.) és (6.) megfelelő egyenleteit egymásból ki
vonjuk, lesz:

Crl («1—kJ + Cri (Wj—kf +...+ Crm (Um—km) + D'"n (Ur—kr) = 0, 
(r = w + 1,... ,n).

Ha tehát xt ,...xn oly számértékek, melyek az

— k^ ,..., Um — k,n 

egyenleteket kielégítik, akkor ugyanezen számértékekre nézve, 
minthogy Dm> nem 0, mindig egyszersmind :

^m+l — km^-i , . . . , Un ~ kn , 

azaz ezen utóbbi egyenletek az előbbieknek következményei és nem 
szolgáltatnak új adatot az ismeretlenek meghatározásánál.

Az első m egyenlet pedig valóban olyan, hogy xm+t,... xn érté
kének szabad választása után a többi ismeretlent egyértelműleg 
adja, mert az ezen egyenletrendszer együtthatóiból képezett deter
mináns (hol most csak x} ... xm szerepelnek, mint ismeretlenek), 
nem más, mint

= nn
— 1,... m)

188. Homogén elsőfokú egyenletrendszerrel van dolgunk, ha 

k1 = 0,... kn = 0;
ha tehát az egyenletrendszer alakja:

Ui = 0, w2 = 0,..., un = 0.
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Ha ebben I) nem 0, csak egy megoldás van és világos, hogy 
ez nem más, mint:

Xt — 0,X^ = 0,...Xn = 0.

Ha D=0, még pedig részletezve, úgy, hogy az m+^-edfokú 
aldeterminánsok még mind eltűnnek, az m-edfoknak közt ellenben 
van legalább egy, mely nem 0, akkor a homogén egyenletrendszer 
mindig n—m-szeresen határozatlan.

Ekkor ugyanis, miután minden k zérus, a (6.) alatt álló föl
tételek mindenkor azonosan vannak kielégítve.

Az nm+i = 0,... ,un=0 fölös egyenletek kihagyása után az 
egyenletek

au Xt 4" anXi 4" ... 4“ üím^m — Ctd,m+1 Xm+i • • • dinXn 

(i = 1,... m)

alakban irhatok, a miből látni, hogy az általános megoldásnak a 
következő alak adható:

Xj — Cijn+i Xm+1 4" • • • 4" Cin Xn, 

(i=l ...m)

azaz m ismeretlen a többi teljesen határozatlan maradó ismeretlen 
lineár alakja gyanánt lesz megadva.

Ha az n—1-edfokú aldeterminánsok közt van egy a O-tól 
különböző, akkor az

X^ — Aii p, X% = -4(2/2,. . . , Xn —Ainp 7d

mindig az egyenletrendszer általános megoldása, hacsak nem az

Ah, Au,. . ., Ain

sorozatnak minden tagja zérus. Hogy ezek az értékek, bárhogy vá- 
laszszuk is a p számot, megfelelnek az egyenletrendszernek, a 
181. czikk tételeiből közvetetlenül világos.

Ha most már p. Ay nem 0, a y választása által oly megoldást 
nyerhetünk a (7.)-ből, melyben Xj értéke tetszőleges. De ezek a 
megoldások az egyenletrendszer összes megoldásai. Ha ugyanis 
Xj ezen értékét az egyenlet-rendszerbe bevezetjük és az í-edik 
egyenletet elhagyjuk, akkor oly rendszert nyerünk, melynek deter

21*
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minánsa nem 0, mely szerint tehát a többi ismeretlennek csak egy 
bizonyos értékrendszere tartozik az Xj szabadon választott értékére. 
De ekkor ez nem lehet más, mint a (7.)-ben foglalt megoldás és ez 
csakugyan általános.

Ebből látni, hogy ha D—Q, az i, k, j, l minden értékénél

Aij Au _ Q 
Akj Aki

Ha ugyanis Ag = 0, és Au nem 0, akkor Akj — 0, mert ekkor

... ,Xj = Agg,... ,xi = Aug,...

az egyenletrendszer általános megoldása; ha Akj nem volna 0, akkor

— Akj a X/ — Aki g , . • •

szintén az általános megoldást adná; de az előbbi alak szerint 
Xj minden megoldásban 0, és ez nem volna lehetséges, ha Akj nem 0.

E szerint, ha a fölirt másodfokú determináns egyik eleme 0, 
akkor vagy az ugyanazon sorban, vagy az ugyanazon oszlopban álló 
második elem is 0, és a tétel helyes.

Még csak azon eset vizsgálandó, midőn a 4 elem egyike 
sem 0; akkor az előbb fölirt alakok mindketten a megfelelő egyen
letrendszer általános megoldását adják; ha u egy bizonyos O-tól 
különböző szám, van e szerint egy szintén O-tól különböző // szám, 
úgy hogy

Agg = Akj fi
Aki fi = Au fi;

a miből az egyenleteket szorozva és a O-tól különböző a//-vel 
osztva, végre a tétel értelmében

Ag Aki = Au A^.

A nyert eredményt még következőkép fogalmazhatjuk:
Ha D-re vonatkozólag Ag az ag-nek adjungált aldetermi- 

nánsa és D—0, akkor az

AI
determinánsnak minden másodfokú aldeterminánsa 0.
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Lineár alakok.
189. Ha az

u = Zj + ai x^ + ... + an xn

lineár alakban minden együttható zérus, akkor azt mondjuk, hogy 
e lineár alak azonosan eltűnik; ekkor ugyanis 0 a határozatlanok 
minden értékrendszerénél. Ennek megfordítása is helyes marad:

Ha valamely lineár alak a határozatlanok bármely érték
rendszerénél zérust ád, akkor a lineár alak minden együtthatója 
külön is zérus.

Ha p. Xi — 1, a többi x pedig 0, akkor u átmegy aj-be, kell 
tehát, hogy — 0 legyen.

Az u„ u2,...um lineár alakokat egymástól függetleneknek 
nevezzük, ha a (f = 0, C2 — 0,... Cm = 0 rendszer kivételével 
nem lehet a Ct, C^... Cm számok oly rendszerét meghatározni, 
melynél

C^ Uí + Cj U2 4" • • • + Cm Um 

azonosan eltűnik.
A fölirt kifejezés azonos eltűnése természetesen annyit jelent, 

hogy a benne előforduló határozatlanoknak minden értékénél eltűnik. 
Ennek megvizsgálásánál a C{ Uí + ... + Cmum kifejezést, mely 
ismét lineár alak, először is az a:-ek szerint rendezzük.

Legyenek részletesen kiírva:

tti = auXi -f- au Xí -f- ...+ ainxn (L)

(i = 1,2,..., m) 
akkor:

Cí + •. . + Cm Um = LíXí A- L., X2A~ • • • Ln ^n,

hol
Lt = C{ űn + C2 a^í + .. . + Cm üml,
• •••••••••••• •
Ln — Cl űin 4- Ci (lin + Cm ümn.

Az Uí - .. um lineár alakok tehát akkor és csak akkor függetle
nek, ha a
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Cl «11 + Ci ŰJl + . . . + Cm ami = 0 
............................................................ (2.) 
Ci üm + Ci ttin + • • • + Cm Umn = 0

elsőfokú egyenletrendszernek, melyben Cl;..., Cm az ismeretlenek, 
nincs más megoldása, mint

Ci = 0, Ci = 0,... Cm = 0.

A lineár alakok soha sem függetlenek, ha m > n, azaz ha a 
lineár alakok száma nagyobb a határozatlanok számánál, föltéve 
természetesen, hogy a lineár alakok valóban tartalmazzák az n hatá
rozatlant, azaz hogy az

aij> Ölj,... amj

sorozat számai közt a j minden értékénél van legalább is egy, a O-tól 
különböző.

Ekkor ugyanis hiányos, homogén egyenletrendszerrel van 
dolgunk, azaz olyannal, melyben az egyenletek száma kisebb az 
ismeretlenek számánál, és az ilyennek mindig van oly megoldása, 
melyben nem minden ismeretlen 0.

Ebből ugyanis az előbb tárgyalt esetre térünk át, ha a meg
lévő egyenleteket többször fölirjuk, a hányszor szükséges, hogy az 
egyenletek száma is n legyen; a mi által homogén egyenletrend
szert nyerünk eltűnő determinánssal, melynek megoldásai a köve
telésnek megfelelnek és természetesen ama hiányos egyenletrend
szert is kielégítik.

Ha ellenben m^n, akkor arra, hogy az iii... um lineár ala
kok függetlenek legyenek, szükséges és elegendő, hogy legalább is 
egy az

| au au . . . ami

• • • ^mm

din

schémából képezhető m-edfokú determinánsok közül ne legyen 0.
A fölirt schémából képezett m-edfokú determináns az olyan, 

mely a táblázatnak tetszőlegesen választott m sorából áll. (Az oszlo
pok száma mindig m.)
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Elegendő e feltétel, mert az el nem tűnő determináns sorainak 
megfelelő m egyenlet a (2.)-bői homogén egyenletrendszer el nem 
tűnő determinánssal, és igy már ezen m egyenletnek, ha a többit 
nem is veszszük tekintetbe, egyedül a CÁ = 0,.. ., Cm = 0 megol
dás felelhet meg.

A föltétel szükséges is, mert ha ezen m-edfokú determinánsok 
mind eltűnnek, csakugyan vannak a (2.)-nek megfelelő értékrend
szerek, melyek nem csupán O-okból állanak.

Vegyük a (2.)-nek m első egyenletét; e rendszer determinánsa 
eltűnik, tehát legalább is egy az egyenletek sorából a többi követ
kezménye és kihagyható, legyen ilyen k, akkor ezek helyébe vegyük 
föl az m+1, m + ^-adik egyenletet; determinánsa ismét eltűnik; 
ismét vannak egyenletek, melyek a többiek következményei. Ezeket 
kihagyva, vegyük föl helyettük az m + k +1..... m + k + Z-edik 
egyenletet. így eljárva végre a (2.) helyett egy hiányos homogén 
egyenletrendszert, vagy legfölebb olyat nyerünk, melyben az egyen
letek és ismeretlenek száma megegyezik, de determinánsa eltűnik. 
Mindkét esetben azonban találunk nem csupán zérusokból álló 
megoldást, mely a tárgyalás értelmében az összes (2.) alatt álló 
egyenleteket kielégíti.

Ezen eredmények a következő tételben foglalhatók össze:

Az m = au Xi + ... + o-inxn lineár alakok, hol i = l,%,.. .m 
akkor és csak akkor függetlenek egymástól, ha az

Ull • • • ain |

[ • • • dmn i

schémából képezhető m-edfokú determinánsok nem mindannyian 
O-sal egyenlők.

Ha m > n, akkor m-edfokú determináns csak úgy képezhető a 
schémából, ha mint ezt épen a tétel egyöntetűsége végett képzelni 
akarjuk, a sorokat, melyekben csak n elem áll, 0-okkal folytatjuk, a 
mikor természetesen minden így nyert determináns 0.

Ha m^n, akkor a schema n oszlopából tetszőleges módon 
választható m, a sorok száma m lévén, ez által csakugyan oly össze
állítást nyerünk, mely determinánst szolgáltat; még pedig ezek az 
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előbbiektől, mint tüstént látni, csak abban különböznek, hogy az 
oszlopok soroknak vannak Írva és megfordítva. Még külön kieme
lendő, hogy:

Ha m—n, a táblázat csak egy determinánst szolgáltat, az n 
határozatlant tartalmazó n lineár alak determinánsát, mely alakok 
függetlenek vagy sem, a mint e determináns zérustól különböző 
vagy sem.

190. Hogy az ut, u^, ...un lineár alakok rendszere pontosan 
k egymástól füg' etlen alakot tartalmazzon, azaz hogy ha ®i, v^—Vk+t 
ezen alakok sorából tetszőlegesen választottak, soha ne létezzék

Cj 4" • • • 4" CkVk = 0

alakú reláczió (a O-tól különböző együtthatókkal), ellenben mindig 
legyen ilyen ^4-1 alak közt:

Cj Uj + . • • + Ck+l Vk+l = 0, 
arra szükséges és elegendő, hogy az

au ... am I

| ^ml • • • ^mn \ |

schémából képezhető k-adfokú determinánsok közt legyen egy a O-tól 
különböző, ellenben a k-fl-edfokú determinánsok mind eltűnjenek.

E tétel, mely az m lineáris alakból álló rendszer viszonyait 
egész pontosan jellemzi, a megelőzőknek direkt folyománya. Hogy 
igazságát belássuk, csak azt kell meggondolni, hogy midőn a 
lineár alakok közül csak k vagy k 4- 1-nek összefüggését vizsgáljuk, 
a fölirt táblázatban is csak a megfelelő k vagy k +1 sor lesz tekin
tetbe veendő.

Ha van egy O-tól különböző fc-adfokú determináns, akkor 
annak föltétele, hogy minden más alak a k független alak által 
kifejezhető legyen, az összes fc + l-edfokú aldeterminánsok eltűnése 
által van adva. Minthogy az m sor és n oszlopból , ill. 
(áX1 )‘íélekép lehet A; 4-1 sort, ill. oszlopot kiválasztani, e föltételek 
száma eredetileg )• E föltételi egyenletek azonban nem
függetlenek-egymástól, hanem lehet ezek közül nehányat, számra 
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nézve, (m—k~)(n—k)-t kiválasztani, úgy hogy, ha ezek ki vannak elé
gítve, a többiek szintén ki lesznek elégítve.

Könnyebb áttekintés végett tegyük föl, hogy

| «n • • • aik ' 

| Ükl . • ■ ükk !

a O-tól különböző fc-adfokú determináns, a mi ismét a lineár alakok, 
és ezekben a határozatlanok egymásutánjának kellő megállapítása 
által mindig elérhető. Megjegyzendő még, hogy ekkor Ui... Uk az 
egymástól független lineár alakok.

Hogy ekkor az Ui... Uk által kifejezhető legyen, kell, 
hogy a

Ct au + a^ + • • • + Ck+i (tk+i, i — 0,

Cj + C, ü^n + • • • + Ck+l ük+l, n = 0, 
egyenleteknek legyen egy nem csupán O-okból álló megoldása.

Az első k +1 egyenletnek van ilyen, még pedig ezeknek álta
lános megoldása (mivel egy Ar-adfokú aldetermináns nem 0):

C’i = n a, C9 = > • • •, C*+i = rk+xg,

hol a tetszőleges és fk+x nem más, mint az előbb fölirt, el nem tűnő 
fc-adfokú determináns. Ebből látni, hogy vagy minden az első k 4-1 
egyenletnek eleget tevő megoldás megfelel valamely későbbi egyen
letnek, vagy egy sem. Hogy az első esettel legyen dolgunk, kell 
hogy az első k egyenletből és az r-edik egyenletből (hol r= k 4-1,..., n) 
összeállított rendszer determinánsa 0 legyen. Akkor ugyanis az 
előbb fölirt megoldások kielégítik mind e rendszereket, vagy más 
szóval, az n egyenletet. Az így nyert föltéti egyenletek száma n—k. 

Hasonlókép vizsgáljuk, vájjon Uk+z kifejezhető-e .. Uk által.
Ekkor az előbbi egyenletek helyébe lép

Ci au 4- ... 4- Ck aki + Ck+t ak+2, i = 0,

Ct Óin 4- • • • + Ck akn + Ck+2 ak+i, n = 0,

a mi ismét n—k foltételi egyenletet ád s. ú. t.
Az összes (/.Xi) (/r”i) föltételi egyenletek száma tehát 
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(m—k) (n—k)-ra redukálható. Es ezek — ha az eredményt mind
járt az u-k és rc-ek sorrendjétől függetlenül fejezzük ki — keletkeznek, 
ha mindazon k +1 -edfokú determinánsokat teszszük O-sá, melyek egy 
bizonyos el nem tűnő k-adfokú determinánst mint aideterminánst 
tartalmaznak, azaz ebből egy sor és egy oszlop hozzátoldása által 
keletkeznek.

Ama specziális esetben, midőn Wj... wm—i egymástól függet
lenek, ama független föltételi egyenletek száma, melyek kifejezik, 
hogy Wj..., um nem független lineár alakok, n—m +1 lesz.

.4 szorzási tétel.

191. Két n-edfokú determinánsból

J =

• • •, ... a\n j
.................................. i 
an ..., ajj ... a, és B =

ön . • •bu . . bin

bki • ■ • bki. ■bkn

bm . ■ • bnl. • bnnani • • • > anj ... ann

a sorok összetétele, kompozicziója által uj determinánst képezün k

Cjj ... Cis ... Cin

Őri • • • C, s • • . Cm

Cnl • • • C,m. . . Cnn

ha a c elemeket a következő szabály szerint állítjuk össze az a és b 
elemekből:

Cm — ari bsi ári b^ -|- ... + arn bsn.

Ezt röviden úgy fejezzük ki, hogy cn keletkezik, ha, az A 
r-edik sorát a B s-edik sorával szorozzuk, azaz a megfelelő elemeket 
szorozzuk, és e szorzatok összegét képezzük.

Az oszlopok összetétele által keletkezik a C, ha

Crs — atr bie + a^r bz, + •.. + anr bns;

ekkor crs, ép ily rövid kifejezésben, az A r-edik oszlopának és a B 
s-edik oszlopának szorzása által keletkezik.
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Az A sorainak és B oszlopainak összetétele által keletkezik 
a C, ha

Örs = Űri Ols 4" Úri && 4* • • • 4~

azaz az A r-edik sorának és B s-edik oszlopának szorzata.
Végre az A oszlopainak és B sorainak összetételéből szárma

zik a C, ha
Crs = Olr bsi 4- a^r be2 4“ • • • 4" űnr btn,

azaz cri az A r-edik oszlopának es B s-edik sorának szorzata.
A komponált determinánsok e képzése alapvető fontosságú 

lesz, mert segítségével két n-edfoku determináns szorzatát ismét 
n-edfokú determináns alakjában lehet előállítani. Lesz ugyanis:

'I «« ' • 'hl) = \ Crs I ,■' d,j = l...n) ' (k,l = 1...n) (r,« = l... n) ’

a négy adott mód bármelyike szerint történjék is a c elemeinek 
összetétele. Különben világos, hogy elég, ha a tételt bebizonyítjuk 
az összetétel első módjánál. Mert a szorzás előtt az A vagy B deter
minánsokban, vagy mindkettőben fölcserélhetjük a sorokat az osz
lopokkal, és ekkor az első mód szerint a c-k többi alakjait nyerjük. 
A tétel tehát helyes a c-k mind a négyféle képezési módjánál, ha az 
elsőnél helyes volt;

A tétel bebizonyítására megjegyezzük mindenekelőtt, hogy a 
két n-edfoku determináns szorzata közvetetlenül előállítható 2n-ed- 
fokú determináns alakjában.

Ha t. i. a következő négy, egy-egy n-edfokú determinánsnak 
megfelelő elemcsoportot,

Clf • öt in 0 . . . 0

űnl • • • ann 0 . . . 0

alf'• am bn • ■• ■ bm

«ni..• • ann bnl . • • ^nn

melyek közül a második csupa O-okból, a harmadik egészen tetsző
leges számokból áll, az a-k és b-k pedig az A és B determináns ele
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mei, az ottani elrendezésben, abban a helyzetben, melyben föl van
nak írva, egy 2n-edfokú determináns elemeinek veszszük, akkor ez 
az a-k minden értékénél az A és B szorzatával egyenlő, azaz:

«ii . • ■ «in 0 ... 0

^11 • • • bln ' ' r i
ani... ann \ I Om ... bnn i

“ni... ann bni. • • bnn i

Vizsgáljuk részletesen a baloldalon álló determináns tagjait. 
Hogy a O-tól különböző tagokhoz jussunk, az első n sor elemeinek 
választásánál ezeket egyszersmind az első n oszlopból kell vennünk, 
mert a többi oszlopban csupa 0 áll. Tehát azután az n 4-1,... 2n-edik 
sor elemeinek választásánál már csak az n 4-1,... 2n-edik oszlop áll 
rendelkezésünkre, a miből azt is látni, hogy a determinánsnak O-tól 
különböző tagjaiban az a-k valóban nem fordulnak elő. Tehát min
den ily tag alakja:

e ahji aisj, • • • ain .ín ^ke h”’ bkn l„

hol ir... in s. ú. t. a sorrend mellőzésével az 1, 2 ... n sorozattal 
megegyezik. Az e előjel az inverziók számából meghatározandó. 
Ennél tekintetbe veendő, hogy a bu az n-f-Padik sorban és n-H-edik 
oszlopban álló elem. Tehát megolvasandó, hogy az

ii i*... in, n+kt, n+ki,... n+kn (Pj
jiji...jn,n+lt,n+li,...n+ln (P2)

permutácziókban hány inverzió áll. Legyen ezek száma és J2. 
De iA it... in a sorrend mellőzésével az 1, 2 ... n sorozattal azonos, 
és hasonlókép nA-kr.. .n-\-kn az n-f-l, n-f-2, ...2n sorozattal. 
Tehát az iA...in elemek az n-\-kt... n^-kn elemekkel nem képez
nek inverziót. Ha tehát az

Z2 ... in es ki ... kn 

permutácziókban az inverziók száma J[ és akkor Pj-ben J'i+Ji- 
Hasonlóképen ha a

ííjf-jn és lA...ln 
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permutácziókban az inverziók száma Ja és Jl, akkor P2-ben 
JÍ+JL és így

De az A és B determinánsok kifejezésének egy-egy általános 
tagja

(—1) ailjl... ainjn és (-1) bkli,... bkn in

és így e determinánsok szorzatának kifejtése valóban ama 2n-edfokú 
determináns tagjait adja, még pedig, mint tüstént látni, mindegyi
ket, és mindegyiket csak egyszer.

192. Az a-k czélszerü választásánál az A és B szorzatát 
kifejező 2n-edfokú determináns azonos átalakítások segítségével a G 
componált determináns alakjára hozható.*

* Gordan közleménye Baltzbr kézikönyvében, 6-ik §. 8-ik ez.

Legyenek ugyanis a fődiágonálisban álló a-k

an — a22 — •. . — dnn = Íj
és a többi a — 0.

Akkor a vizsgálandó determináns:

an . . . ain 0... 0 

«nl • • • dnn 0 • • . 0
— 1 .... 0 b^ . . . bin

0 . . . —1 bn\.. . bnn

Adjuk hozzá
az íi-f-l-edik oszlophoz az 1,2... n-edik oszlopot, Z»n, i12... 6in-nel szorozva, 
az n+2-edik « « « « Z>21, "

az n-f-s-edik « « « « bsi, bii... hsn «

a 2»i-edik « « « « bnt, bn%-•-bnn «
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akkor e determináns lesz:

^11 • • • ®ln ^ii' • •

Unl • • • ann Cnt • • • Vn
—1 ... 0 0 ...0

0... - 1 0 ...0

Cseréljük föl itt az 1 és » +1, 2 és n + 2,... n-edik és 2n-edik 
oszlopot, a mi által (— l)"-nel szorzunk, szorozzunk újból (—l)"-nel 
az által, hogy az « + l... 2n-edik oszlopot —1 -el szorozzuk, akkor 
ismét a determináns eredeti értékét nyerjük. Alakja pedig lesz:

Cu ... Cin ^il > • • • > ^ln

Cnl • • • Cnn ^nl > • • • > ann
0 ...0 1 0

0 ... 0 0 ,..., 1

de a megelőző czikk tárgyalásait újból alkalmazva, ez nem más, mint

Cn .. . Cin | I 1 • • • 0 I 
............... és . . . .

| Cnl • • • Cn ! | 0 ... 1 |

szorzata. Az utóbbi determináns értéke 1 ; és így végre valóban 
AB=C, a mi bebizonyítandó volt.

193. A szorzási tétel alkalmazásának egy különös fontos esete 
a következő:

Legyen ismét Ag az ag adjungált al determinánsa az cvtj-re 
vonatkozólag; akkor

I aö I I I = I aü I” 
vagyis:

i Ag i = | üij j"—*.

Ebben az esetben ugyanis

Örs = ari Ari -f- ar^ Así +. •. a™ Agn;
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tehát a determinánsok kifejtésére vonatkozó tételek értelmében

c„ = O vagy |öy|,

a mint r < s vagy r = s. A C determinánsban tehát csak a födiago- 
nálisb^n álló elemek különböznek a O-tól és ezek mindegyikének 
értéke | díj |, tehát C = | atj \n.

Álljon itt még néhány más példa

2 12 2 2Hl a3, fíl 4- a% 4~
^1 ^2 ^3 = ttl ^1 + a2 ^2 + a8 ^8

C1 Cg Cg t"lpl +a2ca+a8 Cg

+ «2 1'1 4~ «3 Cj 

al 4* ^2 ^1 + ^8 ®1 
jöj «1 + Cg b^ 4- Cg Cj

«1 Ój + «2 ^2 + a3 ^3
A +
öl + ^2 Cg + ^8 Cg

«! «2 + a2 b2 + a8 Cg

^1 a2 4" '4- ^3 Cg

Cl a2 + C2 b2 4- Cg Cg

«1 Cl 4- «2 C2 + ö8 ög 
^1 öl 4- b2 c2 4- tg Cg 

cf 4- c| 4- cl

al a3 4~ a2 ^8 4- «3 c8 

^1 a3 4" ^2 ^8 4” ^8 C8| 
öl «3 + Cg bs 4- cf |

hol az első esetben sornak sorral, a második esetben sornak oszlop
pal való összetétele történt.

Az első szorzási alak úgynevezett szimmetrikus determináns, 
azaz az í-edik sor és /-edik oszlopban álló elem egyenlő a /-edik 
sorban és i-edik oszlopban állóval. Könnyű látni, hogy bármely de
termináns négyzete, ha sort sorral vagy oszlopot oszloppal teszünk 
össze, ily szimmetrikus determinánst ád.

Ha a szorzandó determinánsok nem egyenlő foknak, a kisebb 
fokút könnyű úgy átalakítani, hogy foka a másikéval megegyez
zék. így p.

Pi 3i
P i fl i

Pt P 0
Pi Pi 0 
0 0 1

Pl 3i 0 0
Pl 
0

Pi 
0

0
1

0
0 s. ú. t.

10 0 0 1

és e szerint p.

«i bt
b2

a3 ^3 C3

Pl P
Pl Pl

^lP\+^lP aiPl + ^lPl Cl

1 a2pi + b., + b2 c2
aaPi + ^3 íi uaPi + ^3 Pl C3
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és általánosan az n-ed és 2-odfokú determinánsok szorzására:

an...ain Ó12

Ój] ^22

1

Ai H-^12^12 ^11^21 ®i3...®in

dni^^nn

Végre mé

«nl^ll + «íi2Ü>12 anibii-^-anlbii .. .annt

1 a a* - Sq Sí Sí
1 b b* = st Sí Ss
1 C C* i Sg S3 S4

ha röviden s^a’+ó’+c’.

Lineár átalakítások.

194. Valamely algebrai alak lineáris átalakítását végezzük, 
ha az

xi=bnyi-\-bi»yi-}-.. .-\-binyn> (i—1,2,— ,n) (1.)

képletek segítségével, hol [btj a O-tól különböző az xi,. ..xn határo
zatlanok helyébe behozzuk az új yt,y%... yn határozatlanokat.

Ezen átalakításnál az alaknak minden a határozatlanoknak 
specziális értékeitől független tulajdonsága meg marad őrizve. Ha 
az x-eket az adott képletek segítségével mint az ?/-ok lineár alakjait 
tekintjük, akkor ezek ép úgy fölvehetnek minden tetszőleges érték
rendszert, mint mikor közvetlenül mint határozatlanok szerepelnek. 
Az (1.) ugyanis mint egyenletrendszer tekinthető, mely, minthogy 
determinánsa nem 0, az y-oknak egy bizonyos értékrendszerét adja, 
melynél minden z-nek tetszőlegesen megállapított értéke lesz. Az 
z-ek és ?/-ok e viszonya kölcsönös, mert világos, hogy az y-ok bár
hogy megállapított értékrendszerének megfelel az x-ek egy bizo
nyos értékrendszere.

Ha az
Ui = anXi+ . . . + ainXn (2.)

(i=l,... n)

rendszert, n határozatlannak n lineár alakjából álló rendszert, 
melynek determinánsa \aij\ a O-tól különbözik, az (1.) képletek segít
ségével átalakítjuk, akkor az y határozatlanokat tartalmazó lineár 
alakok rendszere keletkezik:
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. Ci — Cn Ifi + Cü y^ + . . . + Cin yn , (3-)
(4 = 1,2... n) 

melynek determinánsa:
1cv I = I av i bij |,

tehát csak akkor 0, ha | a-ij | — 0.
Ez tüstént belátható, ha vi együtthatóit valóban kiszámítjuk, 

azaz ux,... un-^ xx... xn értékeit behelyettesítjük és yx... yn sze
rint rendezzük. Ekkor valóban

~ + • • • + ain hnj

és így aj az | aij | soraiból és I bij | oszlopaiból összetett determináns.
E szerint a számítás is mutatja, hogy u1... un és vt... vn egy- 

idöben független vagy nem független lineár alakok. Hogy általáno
sabban a vt... v,i alakrendszerben ugyanannyi független alak van, 
mint az m, ... un rendszerben, hogy tovább ha u„ , Ub,~ • ■ függetle
nek egymástól, a megfelelő va , Vb , • ■ ■ alakok is függetlenek egy
mástól, az az összetétel által keletkező determinánsnak következő 
tulajdonságából foly.

195. Ha az \aij\ determináns minden k-ad fokú aldetermi
nánsa 0, és \by\ a O-tól különböző, akkor a \dj\ = |ayj |óí7j determi
nánsának minden k-adfokú aldeterminánsa szintén 0 , valamint 
megfordítva a |cí?j összes k-ad fokú aldeterminánsainak eltűnéséből 
ismét következik, hogy az a^ determinánsnak is eltűnik minden k-ad 
fokú aldeterminánsa.

Ha ugyanis a \bij\ = O-tól különböző, és az

Ui — au Xx -f- . .. -|- ain Xn — kn (4.)

(i = !,...») 
egyenletrendszertől áttérünk az

Uj = bji Ux + bjj + . . . + bjn Un = bji ki +. . . + bjn kn (5.)
(j = 1 , •. •, n)

egyenletrendszerhez, könnyű látni, hogy a (4.) és (5.) egyenlet
rendszerek acquivalensek, azaz minden xx... ,xn értékrendszer, 
mely kielégíti a (4fet, kielégíti az (5.) rendszert is, valamint 
ciszont.

Kőnig: Analízis. I.
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A tétel első része közvetetlenűl világos, mert ha ui=k1 s ú. t. 
az (5.) egyenletekben a jobb és baloldal azonos lesz. Legyen most 
megfordítva xt... xn oly értékrendszer, mely az (5.)-öt kielégíti, 
akkor az értékek, melyeket az w-k fölvesznek, az (5.)-böl kiszá
míthatók. Ha itt az u-kat ismeretleneknek tekintjük, az egyenlet
rendszer determinánsa |6j;j a O-tól különböző, és így csak egy meg
oldás létezik, és ez nem más mint u^k^ s ú. t.; azaz a fölvett 
értékeknél a (4.) egyenletek is ki vannak elégítve.

De ha az (5.) egyenletek baloldalait rendezzük, ezek:

Uj = C;i Xi + C/í % + • • • + Cjn Xn , 
és ebben:

Cji = fyl «li + ^'2 Un + • • • + bjn Uni ,

azaz az (5.) rendszernek determinánsa az aj és \btj\ összetételénél 
keletkező determináns. Ha most egyszerűen a k értékeket mind 
O-sá teszszük, akkor a (4.) és (5.) egyenletrendszerek mindig meg
oldhatók, ha D = 0, és így a rendszerek határozatlanok, még pedig 
egyformán határozatlanok tartoznak lenni, azaz a két determináns
ban ugyanazon szám jelöli, hogy a hányadfokú aldeterminánsok 
azok, melyek még mind eltűnnek.

Igaz, hogy e következtetésnél tételünk csak akkor van be
bizonyítva, ha a |Cyj determináns összetétele egy bizonyos módon 
történt; de világos, hogy a segítségül vett egyenletrendszerekben az 
üij vagy bij elemek elrendezésében fölcserélhetjük a sorokat az osz
lopokkal. Ez által 4 eset keletkezik, melyek mindegyikénél ismétel
hetni a mostani tárgyalást. A tétel tehát a komponált determináns 
mind a négy alakjánál helyes.

196. Ha az

xi = bnyt + ... + bin yn (i = 1 • • • n)

lineár átalakítás képleteiből, mint elsőfokú egyenletrendszerből, az 
?/-okat az x-ek által kifejezzük, az úgynevezett inverz átalakítás 
képleteihez jutunk, melyek

Vj = jr+ • • • + 77 xn,(j =

ha D = és Bij a bij adjungált aldeterminánsa.
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Ezen inverz átalakítás determinánsa az eredeti D determi
náns recziprok értéke. Mert minden sorából kiemelhetjük az 
tényezőt és ekkor lesz:

1 IR..I - 1
Dn ' lj' D '

A két inverz átalakítás egymásután való alkalmazása az

Xi — Xi 
képleteket, vagyis az ú. n. azonos átalakítást adja.

197. Ha az

yi = m ah + • • ■ + rin Xn (z = 1,... n) 
átalakítás együtthatói oly számértékek, hogy

y? + yj + • • • + yi = + x% +... +4, 

akkor az átalakítást orthogonális átalakításnak nevezzük.
Ez úgy értendő, hogy y helyébe mindig az x-ek megfelelő 

lineár alakját téve, és azután yj + • • • y^-i a tagjaiban előforduló 
^-szorzatok szerint rendezve, ez x^-k ... + ^-et adja.

Az orthogonális átalakítás vizsgálata azért fontos mert valós együtt
hatók esetében ha n=2 vagy 3, és az a;-ek, valamint az y-ok derékszögű 
DESCARTES-féle koordinátákat jelentenek a síkban, vagy a térben, úgy hogy 
aj ... Xn, ill- !/i ■ • • Un egy-egy pont koordinátai, e képletek segítségével 
leírjuk egy merev pontrendszer tetszőleges forgását a koordináta rendszer 
kezdőpontja, mint középpont körül, vagy — a mi ugyanaz — e képletek 
adják a koordináta rendszer forgatásának megfelelő koordináta-átalakítást.

Hogy az átalakítás orthogonális legyen, kell hogy az együtt
hatók bizonyos föltételeknek eleget tegyenek. Ezeknek kifejtésére 
valóban kifejezzük y* + ... + ?/®-et az x-ek által. Ekkor xrxs együtt
hatója :

2(71,71,,+ ... + 7^7™)

hol minden ily együtthatót képezünk, ha r-et az s-nél kisebbnek 
veszszük, és xf-é:

7t + 7^ + ... +7t-

Hogy tehát az átalakítás orthogonális legyen, arra szükséges 
és elegendő a következő föltételek sorozata :

22*
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rh + • • • + r2r= 1, (r = i... n)

rir^ +... + rnrr^ = o, ir<s) (L)
mert világos, hogy megfordítva, az átalakítás mindig orthogonális, 
ha e föltételek ki vannak elégítve.

Az orthogonális átalakítás együtthatói tehát nem választha
tók mind szabadon.

Minden orthogonális átalakítás determinánsa +1, vagy —1. 
Tudni illik:

l^üi2 = W >

hol az oszlopok szerinti összetételnél:

Cr* = rirn« + ■■■ + TnrTns,
tehát (1.) szerint 1 vagy 0, a mint r=s, vagy r>s. A |crs| deter
minánsban e szerint minden a födiagonálisban álló elem 1, a többi 
elem pedig 0, és így |crg| = +1, és így |fy| vagy +1, vagy —1.

Ha ismét a r-k orthogonális átalakítás együtthatói és a [^1 
determinánsra vonatkozolag ry adjungált aldeterminánsa Fy, akkor 

fij = £ Tv > 
hol e = I^íjI azaz ± 1.

A kővetkező egyenletrendszernek

firXi + +• • • + TnrXr = £r

(r = l...n)

hol ej = s, a többi ei pedig 0, l egy tetszőleges a /-töl különböző 
szám az 1__n sorozatból, csak egy megoldása van, mert determi
nánsa nem 0. Az aldeterminánsok alaptulajdonságai szerint (181. ez.) 

X^ — E [ lj ) Xj = £ l . . . Xn — E I nj

megoldása a rendszernek; az (1.) egyenletek szerint pedig

•^1 = TV > — fij ,••• %n — T nj
szintén megoldás. Minthogy pedig csak egy megoldás van, a kettő
nek meg kell egyeznie, azaz

£ / y = fy , 
vagy minthogy £ a pozitív vagy negatív egység, £-nal szorozva:

l ö — s fö •



LINEÁR ÁTALAKÍTÁSOK. :H1

Az egy sorban álló elemeknek megfelelő aldeterminánsok közt 
a következő egyenletek állanak fönn:

Tri Bn + m Aa + • • • + Km fm — £ >

rn /«i + ;>2 /112 + • • • + km l'm = 0, (r > §), 

melyek ha a P-k előbb nyert értékeit bevezetjük, átmennek a kö
vetkező egyenletekbe:

,.2 4- -.2 4_ 4- ->-2 — 1
/ rl ' / r2 । • • • । / rn ’ j

Krl T»i + 7V2 + • • • + Km Km — 0,

mely az (l.)-hez analóg, és az orthogonális átalakítás együtthatói 
közt fönnálló identitások második rendszere.

A (2.)-ben foglalt eredményt még következőkép is lehet ki
fejezni :

Bármely orthogonális átalakításnak

y, = rn + r/2^ + • •• + r™xn (a)

(i = 1,... n)

inverz átalakítása a következő alakú:

xj = Ktjyt + r^y* + • • ■ + Knjyn (b)
(i = 1 ,... n)

és ismét orthogonális átalakítás.
A 196. ez. értelmében ugyanis az inverz átalakítás együtthatói:

• . kij
KH= D = r,j’

Az így keletkező átalakítás együtthatói a

Kn ■••Km

Km • • • Knn

táblázatból az által keletkeznek, hogy minden egyes rg elemének 
két mutatóját egymással fölcseréljük. De ez által az (1.) egyenletek 
baloldalai átmennek a (2.) egyenletek baloldalaiba, és így amaz 
egyenletek az új átalakítás együtthatóira is érvényesek maradnak; 
e szerint a (b.) képletek által adott átalakítás szintén orthogonális.





MÁSODIK RÉSZ.

ELEMI FÜGGVÉNYTAN.





Míg a számtan meghatározott számok tulajdonságait vizsgálja, 
addig a függvénytan a számok változásának törvényeivel foglalko
zik, különösen midőn valamely szám, változási módja egy vagy több 
más szám változásától függ.

E tárgyalásoknál két különböző esettel van dolgunk, a mint 
az előforduló számoknak csupán valós vagy complex értékeket is 
tulajdonítunk. Tekintettel arra, hogy az a + bi szám tulajdonságai 
mint az a, b valós számpár tulajdonságai értelmezhetők, a két eset 
között fönnálló különbség tulajdonképen csak ama valós számoknak, 
melyeknek kapcsolatát vizsgáljuk, számában rejlik, és az egész ana
lízis mint valós számok analízise volna előadható. A modern ana
lízis azonban a complex számok segédeszközét — mert ezek csak 
ilyennek tekintendők — mindenütt alkalmazza; segítségével ugyan
is, a mire eddig is számos példával találkoztunk, általános és egysze
rűen áttekinthető törvényekhez emelkedünk ott, hol különben bo
nyodalmas és kivételeknek alávetett viszonyokat kellene leírnunk.

Természetes azonban, hogy e módszertani segédeszköz csak 
egy bizonyos határig lesz alkalmazható és ezentúl vagy a complex 
számok, azaz valós számpárok oly tulajdonságaival kell foglalkoz
nunk, melyek az egyes valós számok vizsgálatánál nem találnak 
analóg esetre, vagy pedig megfordítva a valós számok oly specziális 
viszonyait kell elemeznünk, melyeknek számpárokra való általáno
sítása nem lehetséges.

E szerint a függvénytannak most előadandó és legegyszerűbb 
része azon tárgyalásokat foglalja magában, melyekben az előforduló 
számok akár csak valósak, akár tetszőleges complex számok lehet
nek. E részben tehát minden egyes tételnek, kivéve a hol egyes alkal
mazásoknál az ellenkezőt külön megállapítjuk, kettős értelme lesz, 
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a mint az előforduló számoknak kizárólag valós, vagy pedig com
plex értékeket is tulajdonítunk*

* Ezt úgy lehet kifejeznünk, hogy mindenütt, a hol a «szám» szót 
használjuk, ennek helyébe a «valós szám# vagy «complex szám# kifejezést 
lehet tenni, a mi által két parallel tételt nyerünk, a mi itt egyszer min 
denkorra meg legyen jegyezve.

Később majd tudományunk rendszeres kifejtésében külön kell 
majd foglalkoznunk a valós és complex számok függvényeinek elmé
letével.



ELSŐ SZAKASZ.

A FÜGGVÉNYTAN ALAPFOGALMAI.

I.

Számok és értékrendszerek tartományai.

Számtarto mány o k.

1. Ha a (valós vagy complex) számok összességéből bármily 
módon bizonyos számokat kiválasztunk, e számok együttesen ú. n. 
számtartományt alkotnak. így jutunk p. az egész számok, a raczio- 
nális, az algebrai számok tartományához, valamint a valós vagy com
plex számok tartományához, mely utóbbi minden más tartományt, 
mirVrészt magában foglal.

Minden az illető tartományba tartozó szám e tartománynak 
egy-egy helyét (pontját) alkotja.

Általában, ha az A tartomány minden száma a B tartomány
ban bennfoglaltatik, akkor A a B-nek része.

Minden tartomány, mely a valós számok tartományának része, 
valós tartomány; complex tartomány, ha complex számokat is tar
talmaz.

Az a szám környezetének nevezzük azon x számok összességét, 
melyekre nézve

\x— a|< (i,

hol d egy tetszőlegesen választott, pozitív szám, vagy oo, a mely 
utóbbi esetben az \x— a|<oo egyszerűen annyit jelentsen, hogy 
x — a absolut értéke csak egy tetszőleges nagynak választott pozitív 
számnál tartozik kisebb lenn1, azaz tetszőlegesen választható.
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Midőn az a szám környezetéről beszélünk, akkor többnyire a 
d értéke nincs megadva, hanem csak annyi van föltételezve, hogy a 
d-nak egy pozitív értéke (nem 0), vagy a oo jel e környezetet telje
sen meghatározza.

így mondjuk p., hogy a £ an an sor, ha lim. an = 0, összetartó az 
u

« minden oly értékénél, mely a 0 környezetében fekszik, mert tudjuk (I. r. 
116. ez.), hogy e sor összetartó, ha |a:|< 1. (Az a itt zérus.) De lehetséges, 
hogy a ó-t a sor együtthatóinak ismerete után 1-nél nagyobbnak is vehet
jük. Hasonlókép mondjuk, hogy az környezetében fekvő számoknak abso- 
lut értéke 1-nél kisebb, s ú. t.

Hogy minden számnak, mely az a környezetében fekszik, egy 
bizonyos tulajdonsága van, e szerint annyit jelent, hogy lehet egy 
pozitív o számot meghatározni úgy, hogy e tulajdonság fönnáll az x 
számra nézve, ha |.r — a | <d. Hogy e tulajdonság fönnáll még akkor 
is, ha d = oo, ismét annyit jelent, hogy e tulajdonság minden a:-nél 
megvan.

A 0 környezete e szerint mindazon számokat jelenti, melyek
nek absolut értéke egy bizonyos, különben tetszőlegesen választott 
(tetszőleges kicsiny) pozitív számnál kisebb. Czélszerü, ha hasonló 
módon összefoglalhatjuk mindazon számokat, melyeknek absolut 
értéke egy bizonyos, különben tetszőlegesen választott (tetszőleges 
nagy) számnál nagyobb. E számokról röviden azt mondjuk, hogy 
a oo környezetét alkotják, a mit következőkép írhatunk:

|x — oo |< d,

hol d egy tetszőleges kis számot jelent, ha t. i. az eddigiekben le nem 
foglalt x— oo jelt ekkép értelmezzük : *

1
X — oa= — ;

ezután ama föltétel egyszerűen annyit jelent, hogy

kl>íu>
hol (U ismét tetszőleges (nagy) szám.

Weierstrass, Abhandlungen aus dér Functionenlehre. pag. 1.— Ezen 
alapvető értekezések, melyeknek a mai függvénytan nemcsak annyi nagy
fontosságú eredményt, hanem alapfogalmainak szigorít kifejtését is köszöni, 
ez értelemben legyenek itt egyszer mindenkorra idézve.
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E megállapítások úgy is fogalmazhatók, hogy a számok összes
ségéből álló számtartomány helyeihez még hozzácsatoljuk (adjun- 
gáljuk) mint új helyet a oo-t, melynek azonban nem felel meg szám. 
Míg a többi hely (szám) megadja környezetét, ezen új (kivételes) 
hely csak környezetéből van megadva és szigorúan véve nem is más, 
mint azon számok képzelt — ideális — képviselője, melyeknek abso- 
lut értéke egy tetszőleges nagy pozitiv számnál, <u-nál is nagyobb.

Ezután valamely tartomány helyeihez tartozhatik még esetleg 
a oo is.

2. Minthogy a valós számok összessége egy egyenes, a complex 
számoké pedig egy sík pontjai által ábrázolható, minden számtarto
mány képét készíthetjük a pontok egy bizonyos sokaságában, melyek 
mind egy egyenesen, vagy mind egy síkban feküsznek. E geometriai 
ábrázolás az előforduló viszonyokat igen találóan jellemzi és azért 
fontos, mert az elvont tárgyalásnak úgy menetét, mint eredményét 
könnyebben áttekinthető alakban érzékíti.

R' R J

4. ábra.

így p. az |x — a\<p és \x— föltétel által meghatá
rozott számoknak a valós számok körében megfelelnek az R'R vo
naldarab pontjai, még pedig az első eset
ben az R és R' kivételével, a második 
esetben e pontok hozzá csatolásával, ha 
ugyanis az a-nak megfelelő pont A és 
az R,'A és A R hosszak közös mérő- 
száma p. (4. ábra).

Hasonlóképen megfelelnek a com- 
plex számok körében az | x — a | < p föl
tétel által meghatározott számoknak azon 
pontok, melyek egy bizonyos kör belse
jében feküsznek, ha e kör középpontja az a-nak megfelelő A pont 
és e kör sugarának hossza p. (5. ábra.)

Az | x — a | : p által meghatározott számtartománynak épen 
úgy megfelelnek az e kör belsejében és kerületén fekvő pontok.
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6. ábra.

Az | x — oo | 1, vagy a mi ugyanaz, az | x | 1 fötlétel által
meghatározott számtartománynak megfelelnek a valós, illetőleg 

complex számok körében mindazon pon
tok, melyeknek távolsága az 0 ponttól 
I -nél nem kisebb.

A oo (kivételes) helynek megfelelő 
képét találja az egyenesnek «végtelen 
távol" pontjában, mely szigorúan véve 
szintén nem tekinthető valóban létező
nek. — A complex számok összességé
nek és a sík pontjainak fölfogása e tekin
tetben nem azonos, a számoknál egy oo 

helyet veszünk föl, míg a geometria a síknak végtelen távolban fekvő 
egyeneséről beszél. Az eltérés természetesen csak a bevezetett külön
böző megállapítások következménye és szükségessé teszi majd ké
sőbb azt, hogy a complex számoknak ábrázolására ne a síkot, ha
nem a mi ép oly jogosült, de jellemzőbb, a gömböt használjuk.

3. A valamely számtartományba tartozó helyek száma lehet 
véges és meghatározott, vagy határtalan nagy. Az első esetben egy
szerűen fölsorolhatjuk az összes, benne foglalt helyeket és evvel ter
mészetesen teljesen jellemeztük az illető tartományt. Részletesebb 
vizsgálatot tehát csak azon eset kíván, mikor a tartományban fog
lalt helyek száma határtalan.

Valamely tartomány véges, ha van egy bizonyos pozitív szám G, 
úgy hogy minden benne foglalt helyre nézve | íe | < G ; ekkor a oo 
hely természetesen nem tartozik a tartományba. Minden más eset
ben a tartomány a végtelenbe terjed.

Ha valamely számtartomány végtelen sok helyet tartalmaz, 
akkor mindig van egy a hely, (mely azonban nem foglaltatik mindig 
az illető tartományban) úgy, hogy a-nak tetszőleges kis környezete 
is a tartománynak végtelen sok helyét tartalmazza. Azaz bármicsoda 
pozitív szám is ő, végtelen sok helye van a tartománynak, mely az 
\x— « |<d föltételt kielégíti. Az a hely természetesen lehet a oo is. 
Ha először is, bármicsoda (nagy) pozitív szám is eu, mindig végtelen 
sok szám van a tartományban, melyre nézve | x | > m, azaz előbbi 
jelzésünk értelmében |a: — oo |< ^, akkor a oo-beu megvan az állí
tott sajátság és a tétel helyes. Az ellenkező esetben lehet egy bizo
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nyos pozitiv számot meghatározni, úgy hogy a tartomány ama 
számai, melyekre nézve | x | G{ csak véges számmal vannak; ha 
e néhány szám absolut értéke G', G",... G"11 és péld. G mind
ezeknél nagyobb pozitiv egész szám, akkor a vizsgált tartomány 
minden számára nézve | x | < G.

Ha először is csupán valós számokkal van dolgunk, a tarto
mány számai mind — G és G közt feküsznek; egy tetszőlegesen 
választott, 1 -nél nagyobb pozitiv egész szám, A segítségével tehát 
a tartomány számai különböző osztályokba sorozhatok a szerint, a 
mint a

-G+ ’ -G + " ,...,-G + ^^

sorozatnak egy bizonyos száma az első, mely az illető számnál na
gyobb. Az osztályok száma 2 GX— 1, tehát legalább is egy osztály 
a tartomány végtelen sok számát tartalmazza, melyre nézve tehát:

Többször használt eljárás ismétlésével (1. péld. a 83. lapot) az 
így nyert számokból megint kiválasztjuk azokat, melyekre nézve

X- = x* ’

Kn <x< Kn+1 .
Xn = xn ’

és a számtartománynak ama számai, melyek e föltételeknek meg
felelnek, bármely nagy n-nél végtelen nagy számmal vannak. E mel
lett x~ soha nem kisebbedő, —soha nem nagyobbodó szá
mok sorozatát adja. így tehát:

r Kn r 2£n4-lhm. —- = hm. —— = a 
Xn Xn

véges meghatározott szám, melynek a tételben adott tulajdonsága 
van. Meit ha n-et oly nagynak vészük, hogy:

Kn+l Kn , 
A™ Xn 
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hol J tetszőleges, akkor minden a és közt fekvő szám- 
értékre nézve, minthogy a ugyancsak e két határ közt fekszik,

|.r — a|<J,

de más oldalról számtartományunknak ama határok közt végtelen 
sok száma foglaltatik, tehát az «-nak tetszőleges kis környezetére 
nézve ugyanez áll.

Az áttérés complex számtartományokra most már nagyon egy
szerű. Ha ugyanis a tartományban foglalt számok alakja u + vi, 
akkor lehet először köztük végtelen sok szám, melyben v ugyanaz, 
péld. =/. Az e számokban előforduló valós részekre nézve létezik 
tehát egy e szám, úgy hogy, bármily kicsiny is d, végtelen sok u van 
melyre nézve

| u — <i | < d.

Ha tehát x = e + fi, akkor az e föltételnek megfelelő u-val 
képezett végtelen sok u + fi számra nézve

I (« +/0 — +/0 I < d.

Ha ugyanazon r-vel csak véges számmal vannak u 4- vi szá
mok az illető tartományban, akkor a föllépő u-k száma végtelen nagy; 
különben az egész tartomány számai sem volnának végtelen nagy 
számmal. Van tehát egy/szám, ügy hogy a

k—/l<|d

föltételnek, a d bármily kis értékénél, végtelen sok v tesz még eleget. 
Ha csak azon számokat tekintjük, melyekben r-t ezen értékek közül 
választottuk, akkor a megfelelő w-k száma vagy véges, vagy végtelen. 
Az első esetben egy bizonyos w-nak, legyen ez péld. e végtelen sok 
v felel meg és e végtelen sok számra nézve

| (e + vi) — (e fi) | < I d.

Ha végre az w-k száma végtelen, akkor van egy e szám, úgy 
hogy az

|w—e|<p

által meghatározott w-k száma is még végtelen. Tehát végtelen sok, 
szám van, melyekre nézve
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k—«i<p, a-— f)<y, 
és így tehát

|(w + vi) — (e fi) | < J.

Azaz e A-fi minden egyes esetben a tétel értelmében meghatá
rozott hely.

így péld. az ~ alakú számokból álló tartományra nézve, ha n a O-tól 
különböző egész számot jelent, ily hely a 0; hasonlókép az m-j-ni számtar
tományra nézve, ha m és n tetszőleges egész számok, a oo. Ha , a2 
szabályos számsorozat, az an számtartományra nézve csak egy ily hely van 
és ez nem más, mint A = lim. an.

4. A valamely véges valós tartományban foglalt számok 
határa alatt az oly számot értjük, melynél a tartomány egy száma 
sem ^1’ ho9V " tetszó^s pozitív szám és G e határ,
mindig van a tartományban oly x szám, melyre nézve |íc— G\<d.

Ha a tartományba tartozó számok véges számmal vannak, e 
határ nem más mint az illető számok legnagyobbika, illetőleg leg- 
kisebbike, a mikor épen | G — G | < d. Ha azonban az illető tarto
mány végtelen sok számot foglal magában, akkor e számok közt 
nincs szükségkép legnagyobb vagy legkisebb. Ily tartomány péld. az, 
mely a pozitív valódi törtek összességéből áll. Ezek közt nincs leg
kisebb vagy legnagyobb, mert bármelyik t-nél kisebb a és nagyobb 
a t + i (1 —t), mely számok pedig ismét pozitiv valódi törtek.

Ebben az esetben a fölső, illetőleg alsó határ létezése külön 
kimutatandó.

Ha X egy meghatározott I -nél nagyobb egész szám, akkor 
mindig lehet egy és csak egy Kn egész számot meghatározni, hogy 
az illető tartományban van még a

Kn + 1
Xn xn

föltételnek megfelelő szám, ellenben a ^í-^—nél nem kisebb szám
A n 

már nincsen.
Ha n egymásután következő egész számú értékeinek megfele

lőleg meghatározzuk a Kn számokat, akkor ismét soha nem 
4-1 1kisebbedő, ”w soha nem nagyobbodó számok sorát adja, melyek

Kőnig: Analízis. I. 23
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közül az elsők e mellett ^A+'nél kisebbek, az utóbbiak -^-nél
-A - A

nagyobbak maradnak. Tehát

Kn v Án4-1 zyhm. — = hm. —- = G

véges, meghatározott szám, még pedig az illető tartománynak fölső 
határa.

Mert, ha 7 > G, mindig lehet n-et oly nagynak venni, hogy
An + l _

tehát 7 nem lehet a tartományba tartozó szám. Ellenben y" és 
közt és így tehát G-hez tetszőleges közel mindig van a tarto

mánynak legalább is egy száma.
Az alsó határt vagy teljesen analóg eljárás adja, vagy pedig 

úgy képezhetjük ezt, hogy a tartomány összes számait ellenkező elő
jellel látjuk el és e számok fölső határát veszszük. Legyen ez —H, 
akkor mindig — x < — H, azaz x > H; és van egy — x szám, ügy 
hogy 

azaz van egy x szám úgy, hogy |z—H| tetszőleges kicsiny.
Complex számtartományra vonatkozólag ebből még közvetet- 

lenül foly a következő tétel:
Minden véges tartományra nézve létezik egy pozitív G szám, 

úgy hogy minden a tartományba tartozó x számra nézve:

|$|<j G,
még pedig, ha nincs oly szám, melyre nézve |íc|= G, akkor min
denesetre van olyan, melyre nézve, bármicsoda pozitív szám is d,

G — |a:|<d.
Hogy a tétel helyességét belássuk, nem szükséges más, mint 

az adott számok absolut értékeiből képezett tartományra alkalmazni 
az előbb levezetett eredményt.
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Folytonos számtartományok.
5. Az x = a hely az A tartományon belül fekszik, (a tarto

mány belső helye), ha nemcsak az a. maga, hanem minden ezen a 
környezetéhez tartozó hely is bennfoglaltatik az A tartományban.

Az x = a hely az A tartományon kívül fekszik, (a tartomány 
külső helye), ha sem a, sem az a környezetébe tartozó helyek nem 
foglaltatnak az A tartományban.

Minden más esetben az a hely az A tartomány határhelye, 
akár különben bennfoglaltatik e tartományban, akár nem; közönsé
ges határhelye, ha az a bármily kicsinyre vett környezetében is van
nak oly helyek, melyek az illető tartományon belül feküsznek.

Ha a közönséges határhely, akkor lehet, bármicsoda pozitiv 
szám is őn, oly a tartományon belül fekvő an helyet találni, hogy

| a Un | < ön.

Ha tehát a d-kat úgy választjuk, hogy lim. őn = 0, akkor: 
lim. an = a.

Itt kizárólag oly tartományokat vizsgálunk, melyeknek minden 
helye vagy a tartományon belül fekszik vagy e tartománynak közön
séges határhelye.

Az ily tartomány folytonos, vagy continuumot alkot, ha min
den a tartományhoz tartozó hely a tartományon belül fekszik és ha 
továbbá a és b a tartománynak két tetszőleges, a oo-töl különböző 
helye lévén, lehet a

Cl , c^... cn

szintén a tartományba tartozó helyek oly sorozatát meghatározni, 
hogy az

a + Ő (ej — a), ci + ő (ce — Ci),..., cn + &(b — cn)
által meghatározott helyek a d-nak minden 0 és 1 közt fekvő értéké
nél szintén a tartományhoz tartoznak.*  Az «-tól a b-hez ekkor a tar

* így P^d az l-e—a\ = R által meghatározott tartomány, noha 
complex számok esetében végtelen sok helyet tartalmaz, nem tartozik a 
most értelmezett tartományok sorába, mert egyáltalában belső helyet nem 
tartalmaz. Az ily tartományokra a continuum értelmezése még általánosí
tandó lesz. A folytonos tartomány, a mint azt a szövegben értelmeztük 
ezen általánosítás után «a (valós vagy complex) számok összességével egyenlő 
méretű» folytonos tartomány lesz.

23*
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tományon belül folytonos átmenet lehetséges és természetesen ekkor 
egyszersmind van folytonos átmenet a 6-tÖl az u-hoz. A folytonos 
átmenet ekkor az aci... cn b úton történik.

Az a + Ő (Cj — a) alakú számoknak megfelelnek azon pon
tok, melyek az a és Cj-nek megfelelő A és C{ pontokon keresztül 
vont egyenesen az A és Cj végpontok között feküsznek. E számok 
összességét röviden az ne, számköz-nek, intervalluni-nak nevezzük, 
a geometriai ábrázolásban e számköznek megfelel az ACt vonal
darab. Az aci, Ci Ca,..., cn b számközök összességét az aci Ci... cn b 
jellemzi, melynek geometriai képviselője az MCí... Cn B tört vonal.

A (valós vagy complex) számok összessége a legegyszerűbben 
értelmezett folytonos számtartomány.

A valós, illetőleg complex számokból képezett folytonos tarto
mánynak megfelel az egyenes, vagy a síknak összefüggő része, a 
határpontok kizárásával.

Valamely folytonos tartomány meghatározza mindig közönsé
ges határhelyeit is, azaz azon helyeket, melyeknek tetszőleges kis 
környezetében vannak még a folytonos tartomány helyei.

Ha valamely tartomány egy folytonos tartomány összes helyeit 
és ezeken kívül legfölebb még e folytonos tartományhoz tartoz'ó 
közönséges határhelyeket tartalmaz, a tartományt összefüggő-nék 
nevezzük. Az összefüggő tartományt geometriailag ismét az egyenes, 
vagy a sík összefüggő része ábrázolja, de a melyhez most a határ
pontok részben vagy összességükben hozzátartozhatnak. Magától 
érthető, hogy minden folytonos tartomány' összefüggő is.

így p. az |x—a\<B, |a:—a|>R által meghatározott tarto
mányok folytonosak, az |.r — a\^R, |.r—a\^R által meghatáro
zottak összefüggök.

6. Az oly tartományból, melynek minden helye a tartományon 
belül fekszik, mindig lehet egy folytonos részt kiválasztani. Ha 
ugyanis at egy tetszőleges helye, a tartománynak mindazon helyei, 
melyekből az 04-be folytonos átmenetet lehet eszközölni, az Uj-gyel 
együtt folytonos tartományt alkotnak. Ily helyek mindig vannak, 
mert űj-gyel együtt minden száma;, melyre nézve |.r—aj kisebb egy 
bizonyos meghatározott r-nél, a tartományba tartozik és x bői foly
tonos átmenet lehetséges az öj-be az x úton. Az is világos, hogy 
minden ily módon értelmezett c-vel együtt, a c egész környezete is 
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az értelmezett tartományba tartozik, ez tehát folytonos. Ha az így 
nyert At tartomány nem foglalja magában az eredetileg adott tar
tomány minden helyét, akkor az Hpbe nem tartozó helyek közül 
veszünk ismét egy n2-t és ebből ép úgy jutunk folytonos tartomány
hoz, mint öj-böl. És úgy tovább, azaz:

Minden csupán belső helyekből álló tartomány fölbontható 
folytonos darabokra, a hol azonban a darabok száma esetleg 
határtalan.

A belső helyekből és közönséges határhelyekböl álló tarto
mányt szintúgy felbonthatjuk részekre, ha e fölosztást először csu
pán a belső helyekre vonatkozólag végezzük és a határhelyeket az 
A[, A.,... részekhez csatoljuk, úgy hogy a határhely tetszőleges kis 
környezetében legyenek az Ait A^... helyei. A közönséges határhely 
értelmezéséből világos, hogy mindig van legalább egy ily rész, de 
lehet esetleg több is. Világos, hogy minden ily rész összefüggő; így 
tehát minden a kezdetben bevezetett megszorításnak megfelelő tarto
mány fölbontható összefüggő darabokra, melyeknek száma esetleg
határtalan. E darabok vagy teljesen 
különváltak, ha közös határhelyük 
sincsen, mig ha ilyen van, határ
helyekben összefüggnek.

így p. a valós számok a 0 ki
zárása után két folytonos tarto
mányt alkotnak, melyek közül az 
egyik a pozitív, a másik a negatív 
számokat foglalja magában.

Azon complex számok (u 
tartománya, melyekben uv >0, két 
folytonos darabból áll. A geome
triai ábrázolásban e tartományok (I.) és (II.) határhelyei az OX és 
OY, ill. OX' és OY' pontjainak megfelelnek.

Azon complex számok tartománya, melyekre nézve w>0, 
két a 0 határhelyben összefüggő darabból áll.

7. A ki ki... kn által jellemzett számoknak e jelzésnél egy 
bizonyos, meghatározott egymásutánjuk is adva van. Két szám közül 
az egyik megelőzi vagy követi a másikat, a mint a ki ki+i és kj kj+i 
számközökre nézve, a melyekben bennfoglaltatnak, i <j vagy i >j; 
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ha pedig a számköz, melyben előfordulnak, ugyanaz péld. ki ki+i a 
mint kiA-őitki+i— ki) és ki + üttki+i-— ki) alakjukban #!<'<> 
vagy pedig ú, >

Ugyanabban a számközben ugyanaz a szám nem fordulhat elő 
kétszer; ha pedig különböző számközökben ugyanaz a szám újból 
előfordúl, annyiszor külön egyénnek tekintendő, a hányszor föllép. 
(A geometriai ábrázolásnál, ha a tört vonal maga-magát metszi, az 
illető pont, hol ez történik, többszörös pontnak veendő).

Ha a az A tartomány belsejében fekvő hely, az á pedig nem, 
akkor az aci.. .cvü úton mindig találni egy h helyet, mely az A 
közönséges határhelye, míg a megelőző helyek még mind az A tarto
mányon belül feküsznek; bármikép választottuk is a Cid... cr 
helyeket.

Legyen Ck Ck+i az első számköz amaz aci... c, á úton, melyen 
nem tartozik minden hely az A belsejébe; ha előbb nincs, az utolsó 
cv ü mindenesetre ilyen. Ekkor Ck még mindenesetre az A-n belül 
fekszik, különben már a Ck—i Ck számközben is már van egy hely, 
Ck > mely nem fekszik A belsejében. Most pedig X alatt valamely 
1-nél nagyobb, pozitív egész számot értve, lehet minden pozitív 
egész n-re egy póz. egész ln-et meghatározni, ügy hogy

Ck + d (Ck+l — Ck)
az A-n belül fekszik, míg: 

ellenben, ha

e számok közt legalább egy van, mely nem fekszik A-n belül.
A í." alakú számok az n növekedésével soha nem kisebbed- 

-A n
nek, de 1 -nél kisebbek maradnak; van tehát véges és meghatározott 
határértékük, és a CkCk+i számközhöz tartozó 

hely az A közönséges határhelye, mert tetszőleges kis környezetében 
vannak oly helyek, melyek nem az A tartomány belső helyei és 
másrészt minden az adott úton előtte fekvő hely, az A belső helye.
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E tételnek egy egyszerű következménye, hogy a valós számok 
körében csak a következő folytonos tartományok lehetségesek: a valós 
számok összessége, az a-nál nagyobb vagy az a-nál kisebb számok 
tartománya, vagy végre az a-nál nagyobb, de fl-nál kisebb számok 
tartománya, hol az a tetszőleges szám és 3 > a.

Ha ugyanis a a folytonosnak föltételezett tartomány egyik 
helye és nem tartozik e tartományba minden az a-nál nagyobb 
szám, akkor az előbbiek szerint van az a-nál nagyobb számok közt 
egy első, fi, mely nem tartozik a tartományba, míg minden a és fi 
közt fekvő szám e tartomány egyik helye. Hasonlóképen jutunk az 
a számhoz, ha csak nem tartozik e tartományba minden az a-nál 
kisebb szám.

Complex számtartományok.

8. A complex számok összességéből kiválasztható folytonos 
tartományok közül különös figyelmet érdemel az, melynek geomet
riai ábrázolásban az egy tetszőleges 
háromszögön belül fekvő pontok fe
lelnek meg. Legyen ugyanis 0^0%, 
a3 három oly szám, hogy az

a3 = aj + — af)
8. ábra, 

egyenletből meghatározott Ó nem
valós. Akkor (lásd a 90. czikket) az A3 nem fekszik az A^A^ egyene
sen és At, A^, A3 valóban háromszöget alkotnak. Akkor továbbá az

ej a1 + a2 + e3 a3

számok, hol az s-ok pozitív és 1-nél kisebb számok, melyeknek ösz- 
szege egy, folytonos tartományt alkotnak, melynek minden egyes 
helye (a szó geometriai értelmében) a háromszögön belül fekvő pon
tot jellemez.

A mi először az utóbbi állítást illeti, a háromszög «belső» 
pontjához jutunk, ha az A}A,2 vonaldarabokon fekvő pontok egyikét, 
P-t összekötjük ^(3-mal, akkor minden /13 és P közt fekvő pontja 
az A3P vonaldarabnak a háromszög belső pontja. Egy az Ax A^ 
vonaldarabon fekvő pontnak megfelel minden
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«i + & (üí — aj

alakú szám, ha ú pozitív és 1 -nél kisebb; ha is ily szám, minden 
a háromszögön belül fekvő pontnak megfelel egy

«i + #(«2 —«]) + =7fa3 —at —d(a2 —űt)] =
= U — d)(l — $) at + # (1 —=7) a2 + ^«3

alakú szám, hol az «-k együtthatóinak összege valóban egy és az

S2 = d (1 --- Zy),

£3 —
egyenletek, minthogy 1 — í> és I — $ is pozitív és 1 -nél kisebb, való
ban az e-oknak 1-nél kisebb és pozitív értékeit adják. Valamint 
megfordítva ezen egyenletek megoldása:

rl = e3 >

1—es

is mindig 1 -nél kisebb pozitív számokat szolgáltat; mert ha

s2 1 — £3
akkor annál inkább:

£1 + e2 + s3 > 1.

Hogy az ily módon értelmezett tartomány folytonos, abból 
következik, hogy minden szám egy és csak egyféle módon irható az

x = rtlai + %a2 + %a3

alakban, ha az ^-k tetszőleges valós számok, melyeknek összege 
egy.*  Legyen:

* Ha ugyanis
tv — ti -|- vi, 

és az a-k részletes alakja:
“k = «fc + ap

akkor az ^-k a következő elsőfokú egyenletrendszerből határozandók meg:

aí + =7í ai + % “3 =
=71 «í + ^«2 + ^aj=f,

=71 +Vi +=73 =1’

I (=7i — sí) ai + ^2 — £2) a2 -f- — £3) a31 = dj +d2 i.
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Akkor, ha az o-kat fölbontjuk valós és képzetes részükre, 
ebből:

(ifi — £1) «í + (if2 — Sí) «2 + (if3-----£3) «3 = dj

(ifi — £1) öl + (Jf2 — £2) d'í + (if3-----£3) «3 =

(ifi — £1) + (if2----£2) + (if3 — £3) — 0.

Az egyenletrendszer determinánsa (a jegyzet szerint) nem 0, 
tehát

ifi — sí = A'i di + A'í fa, 
hol A'i, A'í az a'i, aí'-böl összetett véges meghatározott számok.

Ha tehát | dj + d2 i | < d és evvel együtt | dj | < d és | d21 < d, 
ha továbbá valamely az A'i, A'í absolut értékeinél nagyobb számot 
| H-val jelölünk, akkor

ki — sil<Ao.
E szerint abból, hogy

| (ifj — £,) «! + (ífz — £j) +(if3 — £s) «s1 < d,

mindig következik, hogy
£i~ + Ad.

a mi valóban minden complex számra az //-k egy meghatározott valós érték
rendszerét adja, ha csak nem 0 az egyenletrendszer determinánsa :

j a$ I . , , , , .
T, .............. i “2-«l «3-«l

D = “1 "2 = — I...................................•
Jll 1 a2 "1 a3 “ “1

De ha D = 0, akkor az a^, ag-nak megfelelő pontok a föltevés ellenére 
egy egyenesen feküdnének; mert

a3 — al a'^ — aj + i (aj — aj')
a2 —— aj a2 a -p 1 (a2 a^)

képzetes része:
(aj — aj) (aj — a'j) — (ajj — aj) (a2 — aj) 

(ag —aj)2 4- (aj— aj')2

{melynek számlálója nem más, mint D) ekkor szintén eltűnik.
Könnyű látni, hogy, ha az z/-k között van olyan, melynek értéke 0 vagy 

1, míg a többi pozitív valódi tört, a meghatározott számok a háromszögön 
fekvő pontokhoz tartoznak. Ha, tehát végre az 17-k közt van olyan is, mely 
0-nál kisebb, vágj7 1-nél nagyobb, a háromszögön kívül fekvő ponthoz 
jutunk.
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Ha tehát d-t oly kicsinynek vesszük, hogy még:

e; 4- A o < 1 , sj — Aő > 0, 
azaz o kisebb a

1 — sí ei
A ’ A

számok kisebbikénél, akkor az egyenlőtlenség minden megoldása 
ismét pozitív és 1-nél kisebb ^-kat, azaz a tartományhoz tartozó 
helyet ad.

A tartomány két helye között

# = + $3 ö3, !l — M al + ai + *3 a3

a folytonos átmenet egyszerűen az xy úton eszközölhető. Mert e szám
köz minden egyéne

x + » (y—x) = ^( + a (Cí—
Í=1

szintén a tartomány egyik helye; mert ha fi, % és pozitív valódi 
törtek, akkor

rH + » = (1 — (?) + (? $ <!—(? + <?,

tehát kisebb, mint egy és nem 0.
9. Ha a és b két tetszőleges szám, akkor az

a + (u + w) (6 — a)

számok, melyekben u bárminő valós szám és v pozitív, folytonos tar
tományt alkotnak, melyeknek geometriai ábrázolásban az a és b 
által meghatározott egyenestől balra fekvő fél sík pontjai felelnek meg, 
ha t. i. az egyenesen azon haladási irányt veszszük alaprü, melynél 
a-bál b-be jutunk.

Ekkor ugyanis az a + u (b—a) helyről, mely amaz egyenesen 
fekszik az a + (u + w) (b — a) helyhez jutunk az iv (h — a), hozzá
adása által, mely minthogy v (b — a) iránytényezője b — a-éval 
megegyezik, ebből ugyanazon forgás által keletkezik, mint OK az 
OX-böl, mely esetben az e tengelyekre szokásos megállapításoknál 
épen azt mondjuk, hogy az illető pont az egyenestől balra fekszik.

Hogy ama tartomány folytonos, az könnyen belátható. Először 
is a + (u -j- iv) (b — a) belső hely, mert v | b — a | pozitív szám és az

— a — (u + iv) (b — a) | < v | b — a | 
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föltétel segítségével meghatározott számok mind a tartományba tar
toznak. Mindenesetre x az

x = a + t (6 — a) 
alakban irható, hol

. .c—a , . • ,t = , - = u + tv ; b—a
tehát: *

* Mert mindig

I? + | = (p2 + <l2)i > W = | ? | 
és épen úgy 

|p + íi|>|?4

|z—a — (u+iv^b—a) |=|u'—u + i(v'— r)| |b—a | > | v'—tj | b—a |, 

de az utoljára nyert érték, ha v' = —v" nem pozitív, míg v min
denesetre az, nem más, mint

(v + v") | b — a | v | b—a |,

tehát minden rc-re nézve, mely az ama föltétel által megszabott kör
nyezetbe tartozik, v' ismét pozitív.

Másodszor, ha a tartomány két száma:

ct = a + (a, + w,) (b — a), c^ = a + (u2 + w2) (b — a), 

akkor már legegyszerűbben a q számköz minden száma (# pozi
tív és 1 -nél kisebb):

q + C1)=a+(u1 + íCi)(i—a)+^((«2—ttj) + t(t;2—Vj)) 0—a)
. = a + {«i + '9 (w2 — + i (vj + <7 (®2 — ^j)} (b—a)

szintén a tartományba tartozik, mert

®i+ V— «!) = (! — 
szintén pozitív.

Közvetetlenül látni, hogy az a + u (b — d) helyek, hol u valós, 
a tartomány határhelyei; valamint az sem szőrül bővebb magyará
zatra, hogy ha ép úgy a u-t negatív értékekre szorítjuk, az a és b 
által meghatározott egyenestől jobbra fekvő félsík pontjainak meg
felelő tartományhoz jutunk.

A következőkben az AB egyenes által határolt és MB-től 
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balra fekvő félsíkot röviden az «AB félsíknak» nevezzük. Az JB-töl 
jobbra fekvő félsík ekkor természetesen «BA félsíknak» nevezendő.

Azon számtartomány, melynek az AtC A^ szög belsejében fekvő 
pontok összessége felel meg, most már a következőkép értelmezhető.

a) Ha A^ az Aj C félsíkban fekszik, megfeleljenek e tarto
mánynak mindazon pontok, melyek A} C és C A^ félsík belsejében 
feküsznek. .

b) Ha A^ az At C félsíkon kívül (azaz a C At félsíkban) fek
szik, megfeleljenek e tartománynak mindazon pontok, melyek az 
Af félsíkban vagy a C A^ félsíkban feküsznek.

c) Ha az A-fi egyenesen fekszik, határesettel van dolgunk, 
még pedig ha 1. A^ az At C vonalon a C előtt fekszik, a tartomány 
csak az Ax G-n G előtt fekvő helyekből áll, tehát egyáltalában belső 
helye nincs; ha pedig 2. A^ az AfJ egyenesen G után fekszik, a 
tartomány az A} G félsík pontjai által lesz képviselve.

Közvetetleniil belátható, hogy az ilyképen értelmezett tarto
mány a (c, 1) eset kivételével mindig folytonos.

Ha az szög belsejében fekvő pontok közül csak azokat 
hagyjuk meg, melyeknek távolsága C-tól egy bizonyos r-nél kisebb, 
(azaz ha a G és JJ-nek megfelelő számok c és p, | c—p | < r), és végre 
a G Ai} G A^ egyeneseken ily távolságban fekvő pontokat és 
X2-vel jelöljük, megkapjuk a K{ C K* körsectort, melynek — mint 
azt tovább nem részletezzük — ismét folytonos (és véges) szám
tartomány felel meg.

10. Valamely a helynek, a mint az A tartományon belül, 
vagy azon kívül fekszik, legyen karakterisztikája — 1 vagy + 1.

Ha adva van több, számra nézve m tartomány: Ai, A^,..., Am, 
akkor ezeknek összetétele (compositio) által uj tartományt nyerünk, 
melyet

-mel jelölünk és melynek képezési törvénye a következőkben foglal
ható össze.

Ha az a hely karakterisztikái az Ai,..., Am tartományokra 
nézve si} sit..., sm, akkor legyen karakterisztikája az A-ra nézve:

e = £1 Sí ... sm , 
az eredeti karakterisztikák szorzata.
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Ha az a az Ai... Am tartományok közül néhányra nézve 
határhely, ez akkor számítandó az A tartományba, ha minden az 
a egy bizonyos környezetében fekvő hely, mely az Alt..., Am tar
tományok egyikére nézve sem határhely, az A tartományon belül 
fekvő hely.

Az első megállapítás, minthogy az illető helyre nézve nem
csak azt mondja, hogy ^í-hoz tartozik, hanem azt is, hogy A-n 
belül fekszik, mint értelmezés a szükségesnél többet mond; de 
könnyű látni, hogy ha a az Ai... Am tartományoknak belső vagy 
külső helye, azaz nemcsak a-nak, hanem minden x helynek, melyre 
nézve \x—aj egy bizonyos d-nál kisebb, karakterisztikái szintén 
ci... cm, akkor egyszersmind minden ily helyre nézve az A tarto
mányra vonatkozó karakterisztika szintén e, azaz a nem lehet az 
A határhelye, hanem ezen kívül vagy ezen belül fekszik.

így nyerjük péld. az | x — a | < r és | x — a | < R, hol r < R, 
tartományok összetétele által az 

r < | x — a | < R

föltételek által meghatározott tartományt, melynek határhelyei az 
x — a | = r és | x — a | = R föltételek által meghatározott számok.

A complex számok körében értel
mezve e föltételeket, az összeteendö tar
tományokat az egy-egy kör belsejében 
fekvő pontok képviselik. A két kör közép
pontja ugyanaz; az egyik a másik belse
jében fekszik. Az összetétel által kelet
kező tartomány jellemezve van a két kör 
által határolt gyűrű-alakú síkrész pont
jai által. Könnyű látni, hogy az erede 9. ábra.

tileg adott tartomány határhelyei az összetett tartományra nézve is 
ilyenek maradnak.

Ha az A folytonos tartomány nem tartalmazza a C tartomány 
egy határhelyét sem, akkor az A tartomány egészben (azaz minden 
egyes helye) a (7-n belül vagy kívül fekszik.

Az A minden egyes helye a (7-nek vagy külső, vagy belső 
helye, ha p. at most belső, és a^ külső helye volna a (7-nek, akkor 
lehet egy ki... kna^ utat meghatározni, mely egyrészt az /t-nak 
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csak belső helyeit tartalmazza, másrészt a C-nek egy határhelyét 
magában foglalja. De az A helyei közt a-C határhelye egyáltalában 
nincsen, tehát a^ és a^ egyidöben a C-n belül vagy kívül fekvő helyek.

E tételnek a következőkben alkalmazandó specziális esete a 
következő:

Ha az A folytonos tartomány és valamelyik közönséges határ
helye, h környezetében ama számok közül, melyekre nézve |a:— 
a kh és hl számköz összes számai határhelyek és csak ezek, (hol 
k—h | = | h—11 — p), akkor a tartomány .belsejébe tartozó számok
nak megfelelnek a KHL vagy LHK körsectorok egyikének vagy 
mindkettőnek belsejében fekvő pontok. (H, K, L, a h, k, l számok
nak megfelelő pontok.)

Az egyik körsectorban mindenesetre vannak az A belső helyei, 
ha nem mindkettőben; mert h bármily kis környezetében vannak 
A belső helyei; ha tehát az illető körsector belsejének megfelelő 
helyek közül az 4-nak belső helye és a^ nem az, akkor az a^ a^ 
számköz tartalmazná az A egyik közönséges határhelyét; de ez 
lehetetlen, mert a hk és ki számközök egyik helye sem eshet össze 
az a^ számköz helyeivel.

11. A megelőző megállapítások végre ama tartomány anali
tikai értelmezését adják, melynek helyeit az egy bizonyos, maga
magát nem metsző Ai Ai... An Ai sokszög belsejében fekvő pontok 
ábrázolják. Az ily maga-magát nem metsző sokszöget röviden egy
szerű sokszögnek nevezzük.

Legyen ugyanis ai, ai,..., an, ai oly helyek sorozata, hogy az

«i a*, ata^,..., an-i a„ , an «i 
számközök a két egymásután következő számköz közös határhelye 
kivételével semmi közös helyet nem tartalmaznak. ( Az al a^-t ismét 
anai után következőnek tekintjük.) Akkor az átüt.. .an üt egysze
rűen zárt útnak megfelelnek egy bizonyos 4i Ai... An Ai egyszerű 
sokszög kerületének pontjai.

A következőkben rövidség kedvéért a geometriai kifejezés
módot használjuk, mely az előbbi megállapítások után azonban 
közvetetlenül tisztán analitikai értelmezésekre is átfordítható.

Annak eldöntésére, vájjon egy nem az Ai Ai... An sokszög 
kerületén fekvő C pont a sokszögön belül vagy azon kívül fekszik, 
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vonjunk a C-n keresztül egy tetszőleges egyenest, mely csak a sok
szög egyik csúcspontját, tehát egy oldalát se tartalmazza; ily módon 
természetesen a C-n keresztül menő végtelen sok egyenes közül 
legfölebb n lesz kizárva. A C a sokszögön belül vagy kívül fekszik, 
a mint a sokszögnek C előtt vagy C után az egyenesen fekvő pont
jai páratlan vagy páros számmal vannak. (A 0 természetesen páros 
számnak veendő.) Minthogy a sokszögnek legfölebb n pontja fek
szik az egyenesen, és a sokszög kerületén tovább haladva e «met
szési pontok »-nál, az egyenes által meghatározott félsikok egyikéből 
a másikba lépünk, az összes metszési pontok száma mindenesetre 
páros, és az előbb adott két megszámlálási mód ugyanazon ered
ményhez vezet. Szintúgy nem változik ezen eredmény, ha a C-n 
keresztül vont vonal irányát változtatjuk; a C-n keresztül vont két 
egyenesnek C előtt vagy C után fekvő pontjai egy szöget határoz
nak meg, melybe a sokszög ép annyiszor belép, mint a hányszor 
kilép. A sokszögnek a két félegyenessel való metszési pontjai tehát 
páros számmal vannak, és az egy-egy félegyenesen előforduló met
szési pontok száma egyidöben páros vagy páratlan.

Az értelmezés helyes volta csak akkor lesz teljesen igazolva, 
ha a C-vel együtt ennek bizonyos környezete is a sokszögön belül 
vagy kívül fekszik. Ha ugyanis C nem fekszik a sokszög kerületén, 
akkor mindig könnyű szerrel lehet egy pozitív számot, />-t kijelölni, 
úgy hogy a sokszög kerületén fekvő bármely pont távolsága C-től 
/í-nál nagyobb. Ha tehát C távolsága a C-től />-nál kisebb, akkor 
a CC' vonaldarabon nincs a sokszög kerületének pontja és így C a 
C-vel együtt a sokszögön kívül vagy belül fekszik.

Az At A*... AnAt sokszög segítségével értelmezett tartomány 
folytonos. Legyen ugyanis és P^ két pont, mely egyidöben a 
sokszögön kívül vagy belül fekszik. A Px P^ vonaldarabon esetleg 
nincs a sokszög kerületének pontja. Ha ilyen van, akkor ezek közt 
találni egy első és egy utolsó ily pontot. Ha ezek K{ és K^, akkor a 
P\ és K^ P^ vonaldarabok minden pontja Kx és K% kivételével 
P} és P2-vel együtt a sokszögön kívül vagy belül fekszik. De ekkor 
e vonaldaraboknak a K^ illetőleg P2-hez elég közel fekvő K és 
Ki pontok tört vonal segítségével úgy köthetők össze, hogy a 
Áj Lt... Lm Ki úton csupán a sokszögön kívül vagy belül fekvő 
pontok feküsznek. (E törtvonal legegyszerűbben a sokszög oldalaihoz 
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párhuzamos egyenes darabokból állítható össze, a mi analitikailag 
is könnyen fogalmazható.) De ekkor ar Ki Li... Lm Ki Pt úton 
csupán a Pt és P2-vel egyenlő jellegű pontok feküsznek, a mi mutatja, 
hogy nemcsak a sokszögön belül, hanem egyszersmind a sokszögön 
kívül fekvő pontok összessége folytonos tartományt alkot.

12. Minden AiAz...AuAt egyszerű sokszög kerületén lehel egy 
csúcspontot, Hj-t és egy B pontot kijelölni, úgy hogy az A/B vonal
darab minden pontja a végpontok kivételével a sokszög belsejében 
fekszik és, ha n > 3, az Ai és B között bármely irányban haladva a 
sokszög kerületén legalább is három csúcspontot találunk, beleszá
mítva az Aj-t valamint esetleg a B-t is, midőn ez t. i. a. sokszög 
csúcspontja.

Az Hj-en keresztül egy sem An At, sem A, H2-vel össze nem 
eső egyenest lehet fektetni, melynek pontjai az Ai egyik oldalán a 
sokszögön belül, a másik oldalon a sokszögön kívül feküsznek. Ha 
B a sokszögön belül fekszik, az At B meghosszabbítása által végre 
egy G ponthoz jutunk, mely a sokszög kerületén fekszik, míg min
den At és G között fekvő pont a sokszög belsejéhez tartozik.

Ha G már most a sokszög kerületén az A3A4.... An-1 részben 
fekszik (a végpontok beleértésével), tételünk be van bizonyítva.' Ott 
van ugyanis az At C kerületi darabon az egyik irányban haladva 
A^ A^ és A3, a másik irányban At, An és

Az Ai A^ vagy At An vonaldarabokon C természetesen nem 
fekszik. Hátra vannak még tehát csak azon esetek, midőn C az 
ASA3 vagy An-t An vonaldarabokon fekszik. Ezen esetek egészen 
egyenlő módon tárgyalhatok. Legyen p. G az AtA3 vonaldarabon.

Akkor egy az eddigiekben igen gyakran használt következtetési 
mód alkalmazásával, C-ből tova haladva az A3 vonaldarabon 
A3 felé, vagy még az A^ A3 is olyan, hogy minden At és A3 közt 
fekvő pont a sokszöghez tartozik (a mikor a tétel ismét be van 
bizonyítva) vagy pedig találunk C és A3 között egy első C" pontot, 
melyre nézve az AtC" többé nem mutatja az említett tulajdonságot. 
(C" összeeshetik természetesen H3-mal is.) Ekkor végre az Ax C" 
vonaldarab okvetetlenül tartalmazza a sokszög egy csúcspontját, 
mely At és H3-tól különböző; minthogy ugyanis n >3, A} A3 nem 
tartozik a sokszög kerületéhez. Legyen e csúcspont Ai, mely ter
mészetesen H2-től is különbözik.
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Szintúgy, ha az A3A3 vonaldarabon C-töl A^ felé haladunk, 
találunk egy első C pontot, melyre nézve az C vonaldarabnak 
már nincs azon tulajdonsága, hogy minden At és C között fekvő 
pontja a sokszög belsejében fekszik. E vonaldarab akkor ismét tar
talmazza a sokszög egy csúcspontját, mely A^ és ^3-tól különbözik, 
de Aj-vel most összeeshetik. Legyen ez Aj.

Az A, C C" háromszög belseje most egyszersmind csupán a 
sokszög belsejébe tartozó pontokat tartalmaz és az AíAj egyenes 
darab minden esetre megfelel tételünk követelményeinek, mert 
hiszen a sokszög belsejében feküdvén, semmi esetre sem lehet két 
egymásután kővetkező csúcspont összekötő vonala. (Hogy ez A, A3 
legyen, az előbbiek szerint ki van már zárva.)

13. Ha a most bebizonyított tételnek megfelelöleg meghatá
rozzuk az Aj és B pontokat, hol B például az Ak és Ak+i között 
fekszik, vagy Hfc-val összeesik, akkor ez által két új sokszöget 
nyerünk:

A, Ai+i... Ak—i Ak B A, és Ai B.Ak+i Ak+a • • • Ai—i Ai, 
vagy

A, Af+i... Ak—i Ak Af és A, Ak Ak+i • • • Ai—i Ai.

Rövidség kedvéért legyen az eredeti sokszögnek megfelelő tar
tomány //, az új sokszögeknek megfelelő két tartomány pedig H} 
és /4.

Ekkor Ha Ff és If összetételénél keletkezik, még pedig úgy, 
hogy nemcsak a H tartomány minden pontja — az AiB vonalon 
fekvő pontok kivételével — a If vagy IIés csakis egyiküknek bel
sejében fekszik, hanem hogy minden a 77-n kívül fekvő pont egyszer
smind a 1^ és 7/a-n kívül fekszik.

Minthogy a sokszögek mindannyian végest artományok, min
den esetre vannak oly pontok, melyek mind a három sokszögön 
kívül feküsznek; ha K ily pont és K, bármely más a H-n kívül fekvő 
pont, akkor K és összeköthető oly úton, melynek minden pontja 
a 77-n kívül fekszik. Ezen az utón tehát az Ai B-nek egy pontján 
sem megyünk át és így Aj a A-val együtt egyszersmind a 7/j és 772-n 
kívül fekszik.

Ha ellenben / a // tartomány belsejében fekszik, akkor huz
zunk 7-n keresztül oly egyenest, mely nem megy keresztül a H,

Kőnig: Analízis. I. 24
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sokszögek csúcspontjain. Ezen egyenesen az I bármely oldalán a 
H kerületének pontjai páratlan számmal vannak. Ezek közül azon 
metszési pontok száma, mely a kerületnek AiA,+i ...A/tB (ill. 
A, Aí+i ... Ak) darabjában feküsznek egyszersmind a llt — azok, 
melyek a BAk+i... Ai (ill. Ak Ak+i... Ai) részen vannak, a //2 met
széspontjai. Összességben a metszéspontok száma páratlan lévén, vi
lágos, hogy a kerület egyik részén páros, másik részén páratlan szám
mal vannak. De a If és //2 metszéspontjai még az A, B (ill. A, Ak) 
vonaldarabon is lehetnek. Ama fél egyenes vagy metszi e vonaldara
bot vagy nem. De mindkét esetben ama fél egyenesnek az egyik sok
szöggel páros, a másikkal páratlan számú metszéspontja van. Azaz 
1 vagy ff vagy /72 és csak egyikük belsejében fekszik.

E tárgyalásból még külön kiemeljük, hogy és //2-nek közös 
belső pontja egyáltalában nincsen. Hozzátéve még, hogy az A, és 
B választása következtében a és /Z4 csúcspontjainak száma min
denesetre n-nél kisebb, a végeredményt még következőkép fogalmaz
hatjuk :

Minden sokszög fölbontható két kisebb oldalszámú sokszögre, 
úgy hogy minden a sokszög belsejében fekvő pont az új sokszögek 
egyikében és csak egyikében fekszik, vagy pedig e két sokszög közös 
határpontja; míg a fölbontás által keletkező sokszögeknek közös 
belső pontjtik nincsen.

Ha a fölbontás által keletkező sokszögek egyikének vagy mind
kettőnek még több mint három oldala van, a fölbontás újból foly
tatható, míg végre csupán háromszögekkel van dolgunk és így:

Minden sokszög fölbontható háromszögekre, úgy hogy a sok
szög minden belső pontja e háromszögek egyikének és csak egyikének 
belső pontja, vagy pedig két háromszög közös határpontja; míg a 
fölbontás által keletkezett háromszögeknek közös belső pontjuk egy
általában nincs.

Többszörös sokaságok.
14. Adott m szám összeállítása, melyben a számok egymás

utánját is tekintetbe vesszük, (m számból álló) értékrendszert ád. 
(Az m külön kijelentése, minthogy egy-egy vizsgálatban mindig 
ugyanaz, többnyire elmaradhat.) Két ily értékrendszer

(ai, a*,..., Om), (bi,^,..., bm) 
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tehát csak akkor egyenlő, ha at és blt és b^, végre am és bm 
külön egyenlők.

Szemben evvel az m szám oly összeállítását, melynél az m 
szám egymásutánjára nem vagyunk tekintettel, a mi más tárgyalá
soknál szintén előfordul, (m számból álló) értékcsoportnak nevezzük, 
így p. (1, 2, 3) és (2, 1, 3) különböző értékrendszereket, de ugyanazt 
az értékcsoportot jelzik.

Az m számból képezhető értékrendszerek összessége, m-méretű, 
m-szeres kiterjedésű, vagy röviden m-szeres sokaságot alkot. A soka
ság maga valós vagy complex, a mint az értékrendszerek összeállí
tására a valós vagy complex számok összességét használjuk.

Általánosabban a tárgyak — elemek — sokaságát m-szeres 
sokaságnak nevezzük az oly megállapítások bevezetése után, hogy 
(legfölebb a tárgyak megszámlálható sokaságának kivételével) min
den egyes tárgy legalább egy, legfölebb K (m számból álló) érték
rendszert határoz meg, és megfordítva minden (m számból álló) 
értékrendszer (legfölebb az értékrendszerek megszámlálható soka
ságának kivételével) meghatározza ama sokaság legalább egy, legfö
lebb l elemét. Itt k és l meghatározott pozitív egész számok. (Az ér
telmezés oly általánosítását, melynél k vagy l minden határon túl 
növekszik, e helyen nem tárgyaljuk.)

így péld. az egy adott síkban fekvő pontok összessége kétszeres soka
ságot alkot, mert valamely tetszőlegesen választott derékszögű koordináta 
rendszerre vonatkozólag bármely pont koordinátái meghatároznak egy két 
számból álló értékrendszert, valamint viszont minden két számból álló 
értékrendszer — e számokat mint koordinátákat értelmezve — meghatároz 
egy-egy pontot. — Hasonlóképen az egy síkban fekvő egyenesek összessége 
is kétszeres sokaságot alkot. Minden egyenes, ugyancsak derékszögű koor
dináta rendszerre vonatkoztatva

Aj: 4- By — 1

alakú egyenlet által jellemezhető és így megadja az (A, B) értékrendszert, 
valamint ez megfordítva az amaz egyenletnek megfelelő egyenest.

Ugyanígy látni, hogy az egy síkban fekvő körök összessége három
szoros sokaságot alkot. Bármely kör egyenlete :

(m — a)a + (y — ^)a — ff = 0

és megadja az (a,^,R) és (a, A— R) értékrendszereket; míg megfordítva 
péld. az (a, b, c) értékrendszer az (x — a)* + (y — b)* = ca körhöz vezet.

A térbeli pontok vagy síkok összessége 3-szoros, a térbeli egyenesek 
24*
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vagy gömbök összesége 4-szeres sokaságot alkot. — E sokaságok valósak 
vagy complexek, a mint a geometriában szokásos kifejezés szerint valós 
elemekre szorítkozunk, vagy kiterjeszkedünk complex elemekre is.

A ralik (.»!, .»2, ■ ■., .rm—1, %) értékrendszerek, melyek az

föltételnek eleget tesznek, m— 1-szeres valós sokaságot alkotnak. Hogy 
minden ily értékrendszer az 

egyenletek alapján meghatároz egy (aj, Og,..., am—1) értékrendszert, az köz- 
vetetlenül világos; de viszont is az utóbbi egyenletek az eredeti föltétellel 
együtt az a-k értékrendszeréből meghatározzák az .f-ek két értékrendszerét. 
Ha ugyanis ... Xm—1 az utóbbi egyenletekből vett értékeit az adott 
föltételbe behelyettesítjük, lesz

■'m + • • • + + 1) = 1
és ha még röviden

4*  =----------------1__________

* «általánosságban» azaz legfölebb egy megszámlálható sokaság kivé
telével.

aj + . + a^j -p 1

hol tehát | H | < 1, akkor az (aj, «2,... am—1) a következő (a-j ,... xm) 
értékrendszereket adja:

(a^ .1, #2 A ,..., am—i A, A) es (— a^ A , — a^ A ,..., — .4).

Az m számból álló értékrendszerek összességét egyéb m-szeres 
sokaságoktól való megkülönböztetésül határtalan és sík m-szeres 
sokaságnak nevezzük, mely elnevezés onnét származik, hogy 
ha m = 1, 2, 3 valós számok esetében az értékrendszerek, mint egy 
határtalan egyenes, sík, illetőleg a térben fekvő pontok koordinátái 
értelmezhetők. Viszont a geometriai terminológia gyakran jó szol
gálatot tesz akkor is, midőn m > 3, és így az n számból álló érték
rendszerek összeségét n-méretű térnek is szokás nevezni, melynek 
ekkor minden pontját, elemét n koordináta, Xt, x^, .. .xn jellemzi.

Különösen fontos két m-szeres sokaság azon vonatkozása, 
mely kölcsönösen egyértelmű, azaz melyben a két sokaság bármelyi
kében választott tetszőleges elemnek általánosságban * a másik 
sokaságnak egy és csak egy eleme felel meg, még pedig úgy, hogy 
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ha az első sokaság egyik eleméből, e' a másik sokaság egy bizonyos 
elemét, e''-t kapjuk, ama vonatkozás ismét í"-töl visszavezet az 
e'-hez. Ily kölcsönösen egyértelmű vonatkozás állítható föl az 1,2,3 
számból álló értékrendszerek összessége egyrészt és az egyenes, sík, 
tér pontjai közt másrészt.

Az ily kölcsönösen egyértelmű vonatkozásban álló sokaságok 
elmélete azonos, azaz minden az egyikre nézve megállapított tör- 
vény egyedül az illető sokaságnak megfelelő elnevezések változtatásá
val átvihető a másikra. Ezen elv az imént fölhozott példánál eléggé 
ismeretes, t. i. nem más, mint az analitikai geometria módszere.

A határtalan, sík rn-szeres complex sokaság és a határtalan, 
sík 2m-szeres valós sokaság kölcsönösen egyértelmű vonatkozásba 
hozhatók. Ha ugyanis az elsőre nézve

xt = ut + , x^ = + w2,..., xm = um + ivm

akkor mint közvetetlenül látni, minden (xi, x%, ... xm) értékrend
szer meghatároz egy hozzátartozó («i, »i, u^, v%, ..., um, vm) érték
rendszert, mely utóbbiból ismét összeállíthatjuk az elsőt. — A leg
egyszerűbb esetben (m = 1) így a complex számok és a két valós 
számból alkotott értékrendszerek közt fönnálló kapcsolathoz jutunk, 
melynek igen egyszerű képe a mindkét sokaságnak megfelelő geo
metriai ábrázolás a síkban.

E vonatkozás egyik fontos következménye, hogy ezen tül kizá
rólag valós sokaságok vizsgálatára is szorítkozhatunk, a mennyiben 
minden n-szeres complex sokaság mint S n-szeres valós sokaság is 
értelmezhető.

Értékrend  szerekből alkotott tartományok.

15. Ha az m számból képezett értékrendszerek összességéből, 
azaz a határtalan, sík m- szeres sokaságból bármely módon bizonyos 
értékrendszereket kiválasztunk, ezek az illető sokaságban foglalt 
értékrendszerek tartományát alkotják.

Minden az illető tartományba tartozó értékrendszer az illető 
tartománynak egy-egy helyét (pontját) adja.

Ha az A tartomány minden helye bennfoglaltatik a B tarto
mányban, akkor A a B-nek része.

Az (űi, ű2, ...,am) hely környezete alatt értjük mindazon
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(xi, x*, ... xm) helyeket, melyekre nézve

ki — aj2 + k« — «al2 + ••• + km —am|2<d8 U) 
hol d egy tetszőlegesen választott pozitiv szám vagy oo, a mely 
utóbbi esetben a föltétel egyszerűen annyit jelentsen, hogy amaz 
összeg egy tetszőlegesen választott pozitiv számnál kisebb, azaz 
Xt, Xi, .. .xm szabadon választhatók.

A d-nak, melynek csak valósnak kell lennie, pozitiv értékekre 
való megszorítása sok esetben kényelmes; így mindjárt ez által a 
föltétel teljesen megegyezik az előbb (1. ez.) m = 1 esetében adott 
alakkal.

Hogy minden helynek az (ai, a*, ..., am) hely környezetében 
egy bizonyos tulajdonsága van, ismét annyit jelent, hogy lehet egy 
d-t meghatározni, mely vagy pozitiv szám vagy végtelen, úgy hogy 
e tulajdonság fönnáll minden (Xj, xit ...,xm) helyen, melyre nézve

— ai|a + ka —aal2 + ... + km — am|2 < d8.
Az (xi, Xi,.. ^Xm) számára adott föltételből közvetetlenül kö

vetkezik, hogy külön-külön is
k> — «í | < d; (i = 1,2,... m) 

mert, ha csak egy i-re nézve | x, — a, | d, akkor egyszersmind

2 | — « í I2 > d8.
Í=1

Ha megfordítva az (xt, Xt, ..., xm) értékrendszerben foglalt 
számokat az

ki — «í|<£) (i = 1,2,..., m) (B)

föltételeknek vetjük alá, hol ismét pozitiv szám vagy végtelen, 
akkor

k, - i/J8 + .. £8 + £| + .. . +
M

Ha tehát az e-okat úgy választjuk, hogy 2 < d2, akkor a 
f=i

(B) föltétel által meghatározott értékrendszerek mind bennfoglal
tatnak az (A) által adottak között; valamint megfordítva, ha adott 
e-ok mellett a d-t úgy választjuk, hogy d1 bármely s2-nél kisebb, 
akkor az (H) által adott értékrendszerek mind bennfoglaltatnak a 
(B) által adottak közt, mert ekkor (H)-ból következik, hogy:

k, —«/P<d2<4 •
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Midőn tehát annak kijelentéséről van szó, hogy valamely 
tulajdonság fönnáll minden oly helyre nézve, mely («i, a®, ..., am) 
környezetében fekszik, a nélkül, hogy az (xi, x^, ■. .,®m) helyek tar
tományának pontos meghatározása történnék, a környezetnek az 
(A) által adott értelmezése fölcser élhető’ avval, melyet a (B) fölté
telek szolgáltatnak. Az egyik alaknak megfelelőleg meghatározott 
környezet mindig magában tartalmazza ugyanazon helynek a másik 
alaknak megfelelőleg választott környezetét.

A (0, 0... 0), azaz a csupán zérusokból álló értékrendszer 
környezetét e szerint az oly értékrendszerek alkotják, melyekben 
minden egyes szám absolut értéke egy bizonyos különben tetszőle
gesen választott (tetszőlegesen kicsiny) pozitív számnál kisebb.

Czélszerü, ha hasonló módon összefoglalhatjuk mindazon 
értékrendszereket, melyekben legalább egy szám absolut értéke egy 
bizonyos, különben tetszőlegesen választott (tetszőleges nagy) pozi
tív számnál nagyobb. Ezen értékrendszerekről ismét azt mondjuk, 
hogy a oo környezetét alkotják. A oo környezete alatt tehát azon 
helyeket értjük, melyekre nézve

kip+iíM2+•••

hol w ismét tetszőlegesen választott pozitív szám. Erre ugyanis ele
gendő, ha valamely i-re nézve |£í|>ol A oo helyre nézve itt 
ugyanaz áll, a mit a számtartományok esetében erre vonatkozólag 
(az 1. czikk végén) megjegyeztünk.

Minthogy a határtalan, sík m-szeres valós sokaság m = l, á, 3 
esetében egyértelmüleg vonatkoztatható valamely egyenes, sík, ille
tőleg a tér összes pontjainak sokaságára, minden azon sokaságban 
foglalt tartománynak képe a pontok egy bizonyos sokasága, me
lyek mind egy egyenesen, egy síkban, végre ha m—^, megszorítás 
nélkül a térben feküsznek. E geometriai ábrázolás a leírandó viszo
nyoknak ismét igen találó jellemzését adja.

Az (aít ..., am) környezetének, ha az (A) föltétel szabja meg 
e környezetet, mindazon pontok felelnek, melyek a mint m= 1, 2,3, 
bizonyos vonaldarab, kör, gömb belsejében feküsznek, melynek 
középpontja az (a^... am)-nék megfelelő pont.

Ha a környezet éi-telmezését a (B) föltétel adja, akkor ismét 
az («j... am) környezetének megfelelnek mindazon pontok, melyek 
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bizonyos vonaldarab, derékszögű paralellogramm, parallelepiped 
belsejében feküsznek, melynek középpontja (diagonálisainak met
szési pontja) az (a^..., am)-nek megfelelő pont.

16. Valamely — a határtalan, sík m-szeres sokaságban fog
lalt — tartomány véges, ha van egy pozitív szám, G, úgy hogy min
den benne foglalt (xl x%... xm) helyre nézve

ki I'2 + W2 + • • • + k»Ja < G2-
Ekkor a oo hely nem tartozik a tartományba; minden más 

esetben a tartomány a végtelenbe terjed.
Ha valamely tartomány végtelen sok helyet tartalmaz, akkor 

mindig van egy hely, (ap..., am) — mely azonban nem foglaltatik 
mindig a tartományban — úgy hogy (öj ... am) tetszőleges kis kör
nyezete is a tartománynak végtelen sok helyét tartalmazza. E hely 
természetesen lehet a oo is.

Ha először is, bármicsoda (nagy) positiv szám is a>, mindig 
van végtelen sok hely, melyre nézve

kl|2 + --- +kml2>w2
akkor a oo azon hely, melyben az állított sajátság megvan. Az ellen
kező esetben lehet egy G\-t meghatározni, úgy hogy a tartomány 
ama helyei, melyekre nézve

kif + ---+k»r>G?
már csak véges számmal vannak; ha e néhány helyre nézve 

ni

2k'|2 értéke G', G",... négyzete és p. G mindezeknél nagyobb 
2=1
pozitív szám, akkor a tartomány minden helyére nézve:

kil2 + --- + k»l2<Ga, 
azaz tételünk már csak véges tartományok esetére lesz bebizo
nyítandó.

E tételnek bebizonyítása a legegyszerűbb esetre, midőn m=1, 
már megtörtént, (1. 3. ez.); tehát elég lesz kimutatni, hogy m + l-re 
is érvényes marad, ha egy bizonyos m-re érvényes volt.

Ha először a tartományban végtelen sok oly értékrendszer 
van, melyben az m + l-edik szám ugyanaz, p. ==am+b akkor az 
ezen értékrendszerben előforduló (x^ Xj,... a^-ekre nézve, mint
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hogy a tétel m-re nézve helyes, létezik egy oly (Ut ■ ■ ■ am) értékrend- 
szer, hogy az

I $1 ~ «i I2 + • • n + I xm — am |2 < d2

föltételnek végtelen sok értékrendszer felelnek meg. Minthogy pedig 
ekkor «m+i = Om+u egyszersmind

ki — «i |2 + • • • + | xm — am |2 + | xm+i — am+i |2 < d2.

Ha oly értékrendszerek, melyekben az m + l-edik számérték 
ugyanaz, csak véges számmal vannak, akkor mindenesetre az ezen 
értékrendszerekben fellépő xm+1-ek száma végtelen nagy és mint
hogy mindegyikre nézve km+i|< ö, létezik mindenesetre egy am+i 
szám, úgy hogy a

km+l Om+112 k2

föltétel által meghatározott í»OT+i-ek száma végtelen nagy, bármily 
kicsinynek választottuk is d-t. Itt csak azon ^m+i-eket veszszük, a 
melyek e föltételnek megfelelnek, akkor a hozzá tartozó (Xi,..., Xm) 
értékrendszerek száma esetleg véges is lehet, de ekkor ugyanazon 
(.rí,.. ,xm)-hez végtelen sok a föltételnek megfelelő xm+i tarto
zik ; és ha amaz értékrendszer («i,..., aHi), akkor mindenesetre 
(«1?... am, «m+i) a föltételnek megfelelő hely.

Ha végre az k»«+i— «TO+1|2<|d2 föltételnek megfelelő 
a:m+i-ekhez tartozó (Xi, x^,... x„ő értékrendszerek száma is végtelen, 
akkor mindenesetre lehet ezekhez egy («i... am) rendszert meghatá
rozni, úgy hogy

ki — «i |2 + 1^ — a* |2 + ... +1 xm — am |2 < |d2,
és így:
ki — űj |2 + kü — a- I! H- • • • I — am |2 H- I — Hm+l p < d2,

azaz (a(, «2,..., am, ismét a tételnek megfelelő hely.

Értékrendszerekből alkotott folytonos tartományok.

17. Az {ai,..., am} hely az A tartományon belül fekszik, a tar
tomány belső helye, ha nemcsak e hely maga, hanem egy bizonyos 
környezete is az A tartományhoz tartozik.

Az (aj,a ni) hely az A tartományon kívül fekszik, a tartó- 
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mány külső helye, ha sem (ab..., am) sem az ennek egy bizonyos 
környezetéhez tartozó helyek nem tartoznak az A tartományhoz.

Minden más esetben (ab ..am) az A tartomány határhelye, 
akár különben bennfoglaltatik a tartományban, akár nem; közön
séges határhely végre, ha bármily kicsinyre vett környezetében van
nak a tartomány belső helyei.

Ha («b..., am) közönséges határhely, akkor bármicsoda pozitív 
szám is dn, lehet a tartományon belül fekvő helyet (a’”’,... 
találni, melyre nézve

és annál inkább:

|— a’"’ | < őn>. •., | am — a’"’ | < dn .

Ha tehát a dn-eket úgy választjuk, hogy lim. d«=0, akkor 

lim. a’”’ = ai, lim. = az,..., lim. = am, 

a mit úgy lehet kifejezni, hogy a közönséges határhely csupán belső 
helyeken keresztül is tetszőlegesen megközelíthető.

E helyen is csak oly tartományokat vizsgálunk, melyeknek 
minden helye a tartomány belső helye vagy közönséges határhelye.

Valamely tartomány folytonos vagy continuumot alkot, ha 
minden a tartományhoz tartozó hely a tartománynak belső helye, és 
ha továbbá (ab a%,..., am) és (ób b^, bm) a tartomány két tetszőleges 
(csak a oo-től különböző) helye lévén, lehet a

szintén a tartományhoz tartozó helyek oly sorozatát meghatározni, 
hogy az
(«i + # (cm _ } am + (cu) _ am)

W + Ő (c™ -c^),..., c’1’ + b -Wf ...
... (C(n) + g {bi _ ...,c^ + Ő (bm -

értékrendszerekből meghatározott helyek a ü-nak minden 0 és 1 
közt fekvő értékénél szintén a tartományhoz tartoznak. — Akkor az 
(ai,..., a,„)-töl a (bt,..., 6,„)-hez a tartományon belül folytonos átme-



ÉRTÉKRENDSZEREKBŐL ALKOTOTT FOLYTONOS TARTOMÁNYOK. 379 

net lehetséges, és ekkor ugyancsak van folytonos átmenet 0i,..., bm)- 
től (űi,..am)-hez.

Ha az xm) helyett röviden ar-szel jelöljük, a folytonos 
átmenet az ad^d^... cw b úton történik. Ha m=^, 3, és a valós so
kaság többször említett geometriai ábrázolását használjuk, ezen út 
képe egyenes darabokból álló tört vonal, mely egy síkban, illetőleg 
tetszőlegesen a térben fekszik.

Az (öj + & (ej” — af.. .,am + # (c<” — a^) értékrendszerek
nek megfelelnek azon pontok, melyek, ha A és C az («j,..., am) és 
(c<11,,...,c(”)-nek megfelelő pontok az AC vonaldarabban feküsznek. 
Ezen értékrendszerek összességét röviden az (ai,..., a^...
vagy uc*” köznek nevezzük. Ezen viszonyok m=2 és 3 esetére 
közvetetleniil világosak; az elnevezéseket megtartjuk akkor is, ha 
m > 3.

Az m számból képezhető értékrendszerek összessége folytonos 
tartományt alkot.

Folytonos és valós tartománynak, ha m=2 vagy 3, megfelel a 
sík illetőleg tér összefüggő része a határpontok kizárásával.

Ha valamely tartomány egy folytonos tartomány összes helyeit 
tartalmazza és ezenkívül még csak e folytonos tartomány közön
séges határhelyeit részben vagy egészben, a tartományt összefüggő
nek nevezzük.

Ép úgy, mint a 6. czikkben látni továbbá, hogy minden csupán 
belső helyekből álló tartomány fölbontható folytonos darabokra, hol 
azonban a darabok száma esetleg határtalan.

Minden csupán belső helyekből és közönséges határhelyekből 
álló tartomány fölbontható összefüggő darabokra, melyeknek száma 
esetleg határtalan.

18. Ha tekintetbe veszszük, hogy a-most az («i, a^,...,am) 
helyet jelenti, a 6. czikkben kifejtett tétel közvetetlenül érvényben 
marad wi-szeres sokaságoknál is. E tétel következőkép hangzott:

Ha a az A tartomány belső helye, az a pedig nem, akkor az 
ac^c^... cw a úton mindig találni egy h helyet, mely az A közön
séges határhelye, míg a megelőző helyek még mind az A tartomá
nyon belül feküsznek, bármikép választottuk is a c(1).. .cM helyeket.

A bizonyítás majdnem szóról-szóra átvihető. Legyen dk+i> 
az első intervallum amaz úton, melyen nem minden hely az A bel
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sejébe tartozik; ha előbb nincs, az utolsó cw a mindenesetre ilyen. 
Ekkor cW még mindenesetre az A belsejében fekszik; különben 
mára közben volna egy hely, t. i. mely nem belső
helye az M-nak.

Most pedig X alatt valamely 1 -nél nagyobb, pozitív egész szá
mot értve lehet minden pozitív egész n-hez egy pozitív egész &n-et 
meghatározni úgy, hogy

(c* + <9 —C<k>), • • • (c’k) + '9 (c^D—d*>)

az M-n belül fekszik, míg 

ellenben, ha
In

Jn
Xn •

ezen értékrendszerek közt legalább egy van, mely nem fekszik az 
M-n belül.

Az ~ alakú számok az n növekedésével soha nem kisebbed
nek, de /-nél kisebbek maradnak; van tehát véges és meghatározott 
határértékük:

L — lim. —
A" 

és a Ck Cfc+i közhöz tartozó

(ht, ..., hm) = + L (c^1* — c'^,..., c^’ + L — c’k’)) 

az A közönséges határhelye lesz, melynek a tételben kifejezett saját
sága van.

19. Az .. .,am) hely (bármely módon meghatározott) 
környezete folytonos tartományt és m-szeres sokaságot alkot.

E tétel egyenlőképen helyes, a környezet értelmezésének bár
mely alakját használjuk is. Először kimutatjuk, hogy c környezet 
folytonos tartomány.

a) Ha az (öj,..., am) környezete alatt mindazon helyeket ért
jük, melyekre nézve

l^i — |3 +— aap + • •. +|a:m — am|2 = d'2<d2 (ÍJ 

és o" oly szám, hogy még:
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o2 + d" + o"2 < d2 *;

* Hogy <5" amaz egyenlőtlenségnek eleget tegyen, elég ha:

2m<J 4-1 
akkor csakugyan :

d's + 2wrf' <J" + <!"’ < d*’ + Í»<S ó" + d" < d’.

akkor minden H ,... fm) értékrendszer, melyre nézve

(?1 — X,)2 + (f2 — Z2)2 + • • • + (?m — Xm)2< o" :

szintén az a környezetéhez tartozik, mert ekkor:

|— Xi\< d", | Xi — cti | < o

1^—+ a«l + -kí—«,l l^—^l 

és végre:

21?/ — Ui |2 o'2 + o 2 + d" < d2,
i=l

a mi mutatja, hogy a tartomány minden helye csakugyan belső 
hely.

A mi a tartomány helyeinek folytonos összeköttetését illeti, 
kimutatjuk, hogy x és y-nal mindjárt az xy köz is a tartományhoz 
tartozik, vagyis hogy ha

Hl
^\Xi — «í|! = 1^1 —“d2 + k2--«2p + ••• + |«/»—«WÍ|2<d2, (1.) 

i=l
Hl
21 yt — «d2 — I ?/i — «i |a +11/2— «2|a + • • • +1 ifin —am I2 < O2, (2.) 

í=i

és a, — x,; + 4 (yi — Xi), (i = 1,2,... ,m)

hol d a 0 és 1 közt fekszik, akkor egyszersmind 
m
21 Ui — "> I2 = r«l — «11! + | Wi — «2 |a + • • • + | Um — dm |2 < d2. (3.) 

1=1
Az (1.) és (2.) alatt álló egyenlőtlenségek összeadásánál lesz:

12 | a-í — I2 + I//Í — aif a _
Á ~ ~ <0 ’ 
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de ha p és q valós számok, akkor

(p — q)* = p2 4- g2 — 2p 9^0 
és ebből:

4- pq^-l .
Tehát

^-0^ 2^72^13*2^ (4.)
í=l í=l

Ha tehát az (1.), (4.) és (2.) egyenlőtlenségeket rendre meg
szorozzuk (1—d)2, 2d(l—P) és tP, melyek mindannyian pozitív 
számok, lesz:

ih

2 (U — | - di | + d | yi — a,|)a < d2; 
Í=1

de másrészt:

| in—ai |=| (i—d) (xi—at)+»(yi—| á (i—d) ki—a i |+d \m—«í|; 

tehát
ni ni

21 ui — «í I2 á 2 ((1 — 'V I— a/1 + d | ip — a, |)2 < d2, 
i=l i=l '

a mi bebizonyítandó volt.
b) Ha most az (űi,..., am) hely környezete alatt mindazon 

helyeket értjük, melyekre nézve

ki —a, | = eí<e; (i = 1,2,..., m) 

és az számokat az
% < eí — *í

föltételből határozzuk meg, akkor minden (fb $2 ... ?,H) értékrend
szer, melyre nézve

|fi —aií|<% (i= l,2,...wi) 

szintén az a környezetéhez tartozik, mert ekkor

ki — — Xi| + |a;i — «í |< 7, + £/<<{.

Ha x és y e környezet két helye, akkor végre ismét az xy köz 
minden helye már a tartományhoz tartozik. Ha t. i.
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|xí — <7,|<£t-, (i=

\yi— «í|<sí, (i = 1, 2,.. .,m)
és # a 0 és 1 közt fekvő szám lévén,

m = Xí + '9 (yi — xí), 
akkor csakugyan

Ui — cn | = | (1 — #) (Xj — ai) + (V (y, — |
(i — A) | xí—m | + y | yi—ai i < (i—y) sí + y^ = sí-

20. Hogy az (ai,..am) hely környezete m-szeres sokaságnak 
tekinthető', ki lesz mutatva, ha e környezet helyeit és az m számból 
álló értékrendszerek összességét kölcsönösen egyértelmüleg birjuk 
egymásra vonatkoztatni.

Ez — a környezet (B) alakjának megfelelöleg — megtörténik 
a következő egyenletek által:

Ezek alapján megfelel minden (xi,..., x^ rendszernek egy 
(Zi,..., zm) rendszer. De megfordítva minden (Zi,..., Zm) rendszernek 
egy oly (xi,.. „Xm)> mely az a adott környezetéhez tartozik. Tudni
illik amaz egyenletekből:

|«i— ai| 
ei—l^i — aif ’ 

vagyis

a mi csakugyan sj-nél kisebb érték. Az Xj — Oi-t, absolut értékének 
meghatározása után, teljesen megadja ama megjegyzés, hogy az ere
deti vonatkozás alapján Xí — m és z, argumentuma ugyanaz.

A környezet (A) alakjának megfelelöleg e tárgyalás szintén 
mutatja, hogy m-szeres sokasággal van dolgunk, ham=l; mert 
ekkor az (A) és (B) föltételek azonosak lesznek. Föltéve most már, 
hogy tételünk m—1-re helyes, csak az lesz kimutatandó, hogy m-re 
is helyes marad.

Legyen ismét
__  | •Km — Um | 

m d — | Dn — um\
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és («i, Ui,..«m-i) azon értékrendszer, mely az

| |2 4* • • • 4“ | ^m—t ítm—1P < o J — | Xm dm p

ni—1 -szeres sokaság (xirm-i) helyének úgy felel meg, hogy 
megfordítva az u-nak ismét megfelel az x hely.

Akkor nemcsak (xt, Xi,..., xm-lt £Ht)-nek megfelel z)
hanem megfordítva is (ui,.. .,wm_i,zm)-nek (ah... xm); mert z,„-böl 
megkapjuk £m-et, és az xm meghatározása után az m — 1 -szeres 
sokaság föltételezett tulajdonsága szerint Xj, Xi... £ní_i-et.

II.

Változó és függvény.

Változó mennyiségek.

21. Valamely mennyiség méröszáma állandó vagy változó, a 
mint fölteszszük, hogy e mérő szám meghatározása mindig ugyanazt 
az értéket adja, vagy pedig hogy különböző értékekhez vezethet.

Minthogy az ily állandó vagy változó méröszám teljesen meg 
van határozva értéke, azaz egy szám által, ez is megfelel a mennyi
ség definicziójának és ily értelemben állandó vagy változó mennyi
ségekről is beszélünk. Szokásos még e mennyiségeket tiszta meny- 
nyiségeknek nevezni, míg minden más mennyiség ezekkel szemben 
— minthogy teljes jellemzésükhöz az illető tulajdonság neve, (hossz, 
hő, stb.) lesz még hozzáteendő — megnevezett mennyiség.

Az állandó meghatározott számérték; mint ilyent betűvel 
jelöljük, midőn oly következtetéseket akarunk vonni, melyek az 
épen előforduló specziális számtól függetlenek, és csak azt tételezik 
föl, hogy e számérték tárgyalásunkban mindig ugyanaz marad.

A változó jelölésére is betűt használunk. Ekkor e betű jelent
heti a változónak tulajdonítható értékek bármelyikét, de e mellett 
mindig jellemzi azt a mennyiséget, melyhez ama változó méröszám 
tartozik. így jelölhetjük egy mozgó pontnak bizonyos hosszegység
ben kifejezett távolságát egy adott ponttól valamely betűvel, p. 
«-szel; e jelölés használatánál azután azt mondjuk, hogy bizonyos 
föltételek mellett (p. bizonyos időben) £=10.
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Midőn e változót jelentő betű oly állításban fordul elő, mely 
számok vonatkozását adja, e betű a változónak tulajdonítható érté
kek bármelyikét jelentheti. Más értéket e betű nem jelenthet; 
ugyanazon állításon belül mindig ugyanazon értéket jelenti.

Ha p. egy változó, x fölvehet minden valós értéket, akkor erre nézve 
l-^ = (l-|.r|) (1 +|.r|).

Ez igaz, bármicsoda valós szám az x; de ha x helyébe oly számot 
teszünk, melynek képzetes része nem tűnik el, p. i-t, az eredmény többé 
nem helyes. Az említett esetben az állítás a következő volna 2=0. Ép oly 
kevéssé szabad, az egyenlőség egyik oldalán p. x helyébe 1-et, a másikon 
2-t tenni. Ez azonban nem zárja ki, hogy ilyenkor a helyettesítés véletlenül 
helyes eredményt ad; de ama számtani alak nem szolgál emez eredmény 
kifejezésére.

A mennyire lehet, az állandókat az abéczé elejéből, a változókat 
a végéről vett betűkkel jelöljük; de e megállapítás nem tartható fönn 
föltétlenül, a mennyiben a tárgyalás alatt a szempontok, a vizsgá
lathoz kötött föltételek változhatnak, de azért nem volna czélszerű 
az illető mennyiség jelzését közben változtatni.

Azon számok összessége, melyek valamely változó értékei 
gyanánt szerepelhetnek, természetesen számtartományt alkotnak; e 
tartományt a változó tartományának nevezzük.

Az analízis az oly változók viszonyainak elemzésével foglal
kozik, melyeknek tartománya egy vagy több folytonos, vagy legalább 
összefüggő részből áll. A legegyszerűbb ily tartományok a valós, ille
tőleg a complex számok összességéből állanak.

Szemben evvel az oly változók viszonyainak elemzése, melyek
nek tartománya megszámlálható sokaságot alkotó helyek összessé
géből áll — az arithmetikának legáltalánosabb föladata. Az arith- 
metika — e fölfogásban — és az analízis két teljesen különvált 
tudományág; a mennyiben könnyen belátható, hogy oly tartomány, 
melynek összes helyei megszámlálható sokaságot alkotnak, nem 
lehet folytonos vagy összefüggő; sőt egyáltalában belső helye sincs. 
Mert ha csak egy ilyen volna, e helynek egy bizonyos környezete is 
a tartományhoz tartozik. De már e környezet helyei nem adhatnak 
megszámlálható sokaságot; annál kevésbé az összes tartomány 
helyei. E környezet helyei ugyanis és a számok összessége kölcsö
nösen egyértelműleg vonatkoztathatók egymásra és igy e két tarto
mány helyeinek összessége egyidőben megszámlálható vagy sem.

Kőnig: Analízis. I. 2o
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De ez utóbbi tartomány helyeinek sokaságáról tudjuk, hogy nem 
megszámlálható, tehát ez előbbire nézve is ugyanez áll.

Egy független változó függvényei.

22. Valamely egyes változó leirása teljesen megtörtént, ha 
megadtuk tartományát azaz a változó által fölvehető értékek összes
ségét. Alapvető jelentőségű tárgyalásokhoz jutunk azonban, ha azon 
vonatkozásokat vizsgáljuk, melyek két vagy több változó között 
fönnállhatnak.

Két változó, x és y oly vonatkozásban lehet egymáshoz, hogy 
minden az x tartományához tartozó értéknek megfelel az y tarto
mányának egy bizonyos értéke, és hogy — bármely értékét vesszük 
is az //-tartománynak — mindig van legalább egy értéke az x-tarto
mánynak, melynek ez megfelel. Föltéve, hogy e megfelelés módja 
meg van adva, azaz hogy van egy kész eljárás, melynek segítségével 
minden szóba jövő a>hez a hozzá tartozó ?/-t meghatározhatjuk, azt 
mondjuk, hogy az y értéke az x értékéből, vagy rövidebben y az 
rr-ből meghatározható, vagy szokottabb kifejezésmóddal élve, hogy 
y az x-töl függ, y az x függvénye, megkülönböztetésül a tüstént- tár
gyalandó általánosításoktól, y az x egyértékű függvénye.

Szemben az ?/-nal, mely e fölfogásban (más változótól) függő' 
változó, vagy rövidebben függvény, az x, melynek értéktartománya 
közvetetten fölsorolás alapján van adva, az úgynevezett független 
változó.

Hangsúlyozandó azonban, hogy a független és függő változó e meg
különböztetését csak a mi fölfogásunk viszi be az illető számokba, és hogy 
ez a fölfogás módosulásával szintén változik. így p. kapcsolat van ama 
szög mérőszáma (a), melyet az óramutató iránya képez ennek egy bizo
nyos kezdeti állásával és az egy bizonyos pillanattól kezdve lefolyt idő 
(t) mérőszáma közt; de ezt úgy foghatjuk föl, hogy az idő határozza 
meg az óramutató állását, a mikor t a független változó és a a t-nek 
függvénye, vagy hogy megfordítva az óramutató állásából határozzuk meg 
az időt, a mikor a a független változó és t az a függvénye.

Az x-ék összessége, melyekhez //-értékek tartoznak, vagyis a 
független változó tartománya adja a függvény értelmezési tartomá
nyát ; mig az //-ok, azaz azon értékek összességét, melyeket a függ
vény fölvesz, a függvény értékkészletének nevezzük.
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Valamely függvény értelmezése megtörténik azon eljárás 
leírása által, mely által minden az értelmezési tartományba tartozó 
a:-hez megtaláljuk a hozzá tartozó y-t.

A legegyszerűbb ily eljárás az, midőn x-böl és bizonyos adott 
számokból meghatározott számtani műveletek segítségével megha
tározzuk az y-t. így p. az

y = 2$ + 3
meghatározás megállapít egy bizonyos függvényt, melynek értelme
zési tartománya a számok összessége. E meghatározás ugyanis azt 
mondja — a mit majdnem fölösleges hozzátenni, — hogy az x bár
mely értékét 2-vel szorozva, és e szorzathoz 3-at hozzáadva, kelet
kezik az y hozzátartozó értéke.

Elenyésző csekély azon esetek száma, midőn ily x-m és más 
adott számokon végezendő számtani eljárás az x minden értékénél 
lehetséges. Aránylag nagyon egyszerű alakok mint p.

az ellenkezőt mutatják. Ezeknél, ha £=1, a nevező 0 lesz, és az 
osztás nem végezhető. Ha más adat nem áll rendelkezésünkre, a 
függvény értelmezési tartománya az összes számokból áll x= I kivé
telével. E helyen a függvényről még semmit sem tudunk. A függ
vény ama meghatározása szerint minden a;-hez a hozzátartozó y az

(x—l)t/=2a:+3 ill. (x—l)y=(x—1)
egyenletből lesz meghatározandó. De ha x=l, ezen egyenletekből 
lesz: 0=5, ill. 0=0, melyek, akár mintáz egyik esetben kép
telenséghez, akár mint a másik esetben egyenlőséghez jutunk, az y-t 
nem is tartalmazzák, tehát nem is szolgálhatnak ennek meghatáro
zására. A függvény eme meghatározása azonban esetleg kiegészít
hető más adatokból legegyszerűbben, ha külön megállapítjuk, hogy 
?/-nak minő számértéke legyen, ha x=i*

* A 0-sal való osztás kivételes voltának ily kiemelése e helyen még 
kicsinyesnek látszik; de tekintettel a következőkre igen fontos. Itt van az 
a pont, hol — számos régibb kézikönyvben — a difíerencziálszámítás el
hagyja a számtani alapot és állítólagos metafizikai fejtegetésekbe burko- 
lódzva mindent «magától érthető »-nek állít, épen akkor, midőn minden 
érthetetlen lesz. Szemben a már az elemekben föllépő tévedésekkel, előre

25*
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Hasonlókép megszünhetik a függvény számtani értelmezése 
több helyen is, mint p. általánosabban az

2o? + 3a; — 5w =-------------- ------------ --------
•7 (x—aj (x—aj ... (x—«ni

már megjegyezzük, hogy, ha y-ról egyebet nem tudunk, mint hogy 
(x—l)y = (x—1), mm szabad inéi/ föltételeznünk, hogy a függvény ((folyto
nos az o:=l helyen#. Ha ezt föltételezzük, akkor ebből új következtetést is 
vonhatunk, t. i. hogy y, akkor is egyenlő lesz 1-gyel, midőn a—1. Esetleg ott 
a függvény el is vesztheti a folytonosságot. Szóval, itt először utalhatunk 
ama tévedésre, mely specziális függvényeken észlelt tulajdonságokat a 
függvények összességére alkalmazhatóknak gondol. A jüggvények összessége 
pedig oly túlságosan általános fogalom, hogy erre meg semminemű specziális 
meghatározás nem vonatkozhatik.

függvénynél az x — ai, O&.an helyeken.
Ha a függvény számtani értelmezésében határmüveletek is 

foglaltatnak, a függvény értelmezési tartománya általánosságban 
lényegesebb megszorítást szenved.

így p. az y = sin. x, y = a* (hol « pozitív szám) által meg
adott függvények értelmezése, a használt számmíveletekkel együtt 
csupán a valós számokra vonatkozik; az y = sin. yj^j-é a 
valós és tisztán képzetes számokra a 1 és — 1 kivételével; az 
y = (arc. sin. x)-e azon valós számokra, melyeknél [x | 1.

A kővetkező függvényvonatkozásnál:

y = 1 + x + x2 + ... + xn + ...

végtelen sor értéke képezendő és így ezen függvény értelmezési tar
tománya azon a;-ekből áll, melyek ama sort összetartóvá teszik; 
tehát azon complex számokból, melyekre nézve | x | < 1. Ott, a hol a 
függvény értelmezve van, értéke ugyanaz mint az ?/ = függ
vényé, melynek azonban értelmezési tartománya tágabb, t. i. a szá
mok összessége az 1 kivételével.

23. Két változó x és y oly vonatkozásban lehet egymáshoz, 
hogy az x tartományához tartozó értékeknek általánosságban meg
felel az y tartományának m különbözű értéke, m számot tartalmazó 
értékcsoportja és hogy — bármely értékét veszszük is az //-tartomány
nak — mindig van legalább egy helye az ^-tartománynak, mely
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nek ez megfelel. Hogy «általánosságban» minden a;-nek az í/-nak 
m értéke felel meg, ez annyit jelent, hogy az x tartományban szabad 
előfordulnia a helyek egy megszámlálható sokaságának, melyeknek 
az í/-nak kevesebb mint m, de legalább egy értéke felel meg. Föl
téve, hogy e megfelelés módja adva van, y az x m-értékü függvénye, 
míg x-et ismét f üggetlen változónak nevezzük.

A függvény értelmezési tartománya és a függvény értékkész
lete alatt ugyanazt értjük most is, mint előbb.

így a complex számok körében y x k-értékű függvény; értel
mezési tartománya a számok összességéből áll; az m érték minde
nütt különböző, kivéve az x=0 helyen.

A valós számok körében y^x 2fc-értékű függvény, az értelme^ 
zési tartomány a nem negatív valós számokból áll; a két érték min
denütt különböző, kivéve, midőn x=0.

A complex számok körében f (x—a) (x—b) (x—c) /c-értékű 
függvény; a k érték mindenütt különböző, kivéve az x=a, b, c 
helyeken.

A valós számok körében 1 —■ sin4 x ír kétértékű függvény; 
értelmezési tartománya az összes valós számokból áll, mert 
1—sin.4 xrr mindig 0. A függvény két értéke mindenütt külön
böző, kivéve a hol sin, irx=H, azaz a hol x=k-\-^, k tetszőleges 
egész számot jelentvén.

A complex számok körében

hatértékű függvény; értelmezési tartománya a complex számok 
összessége, az x= 2 kivételével, a mely helyen a követelt számítás 
megakad. A függvénynek mindenütt hat különböző értéke van, 
kivéve az x=l helyen, hol csak két értékhez jutunk, t. i. jA —2 és 
az x=3 helyen, hol az értékek száma három, t. i. a |T2 értékcso
portja.

Az ?/-ok értékcsoportja, mely az egyes rr-eknek megfelel, áll
hat végre általánosságban a számok végtelen, de megszámlálható 
sokaságából és ekkor y-t az x végtelen sok értékű függvényének mond
juk, a hol az «általánosságban» megint annyit jelent, hogy az értel
mezési tartományban lehet a helyek egy végtelen, de megszámlál
ható sokasága, hol a függvényértékek száma véges lesz.
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Ily végtelen sok értékű függvényeket adnak a következő meg
állapítások :

y = arcsin. x, y = arccos. x, y = arctg. x, y = arccot. x.

Ha valamely több értékű függvénynél általános törvényt álla
pítunk meg, mely szerint az y értékcsoportját rendezzük és ott, hol a 
csoportba foglalt értékek száma csökken, egyenlő értékek bevezetése 
által kiegészítjük e számot, végre végtelen sok értéknél esetleg egye
bütt is behozunk egyenlő értékeket, — akkor az y-nak mindenütt 
első, második,..., fc-adik,... értékét véve, egyértékű függvényekhez 
jutunk, melyeknek összessége a többértékü függvényt teljesen 
jellemzi.

Az ily módon nyert egyértékű függvények a többértékü függ
vénynek egyes ágai.

így p. a f'x háromértékü függvénynek három ága 

a^xf a^x),

ha(^x) a köbgyök főértékét, a( és aa az egységnek két képzetes 
köbgyökét jelenti. Az x=0 helyen föllépő 0 értékét ekkor háromszor 
hozzuk számításba.

Az arccos. x végtelen sok értékű függvény ágai:

(arccos. x), (arccos. x) + 2jt,..., (arccos. x) + 2/r,...
— (arccos. xf — (arccos. x) + 2r,..., — (arccos. x) + 2k,...

Itt, midőn x=±l,a föllépő értéksorozatnak (0,2;r, 4tt, ... } 

minden értékét kétszer vettük, a mi által az ágak elkülönítése ter
mészetesebb módon volt eszközölhető.

Egyáltalában az egyes értékcsoportok rendezése bárminő mó
don történhetik, és e szerint a többértékü függvény fölbontása egy
értékű függvényágakra is változik. Minden egyes függvénynél föl
adatunk lesz a berendezést úgy eszközölni, hogy a keletkező egy
értékű függvények lehető egyszerű alkatúak legyenek.

24. Az oly változót, melynek tartománya csupán valós szá
mokból áll,röviden valós változónak nevezzük; az ellenkező esetben 
a változó complex változó.

Valós változóknak csak valós függvényeit kell vizsgálnunk, 
azaz oly függvényeket, melyeknek értékei szintén csak valósak; az 
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ellenkező esetben a függvényértékek valós részei és képzetes részei 
(az i szorzó elhagyásával) külön-külön a valós változó valós függ
vényei, melyek együttesen a complex függvényt teljesen jellemzik.

Valamint a számok jelzésére betűket használunk, midőn e szá
mok specziális értékétől független következtetéseket akarunk vonni, 
úgy a függvények jellemzésére is hasonló jelzéseket vezetünk be, 
melyek azután a változónak egy bizonyos, de egyelőre közelebbről 
meg nem állapított függvényét jelölik. Ily jelekül (függvény-karak
terisztika) ismét betűket, első sorban az f betű különböző alakjait 
használjuk, a mely után a független változót zárjelbe téve írjuk, p. 
/(re), F(x), u>(xf Ha itt x helyébe számot teszünk, ez a függvény
nek hozzátartozó értékét jelenti, p./(0), F(d), (1). Ha a függvény 
kész képlet által van adva, azt, hogy x helyébe adott szám teendő, 
így is jelöljük:

' ő+a- 'x=i

Ezek után az ily jelzés értelme is világos. Az a;-bői
előbb kiszámítandó és ez szerepel azután mint a független 
változó értéke, melyhez végre keresendő a függvény értéke.

Itt néha mint p. /(I +a:)-nél — úgy látszik — kétség támad
hatna, vájjon az J függvényjel-e vagy szorzó. De tudjuk az illető 
tárgyalásban, hogy f nem szám, hanem függvény jele, tehát/(I -f-a?) 
nem olvasható szorzatnak.

Egyes betűk, mint / 0 és mások le vannak foglalva bizonyos 
meghatározott függvények jelölésére; a függvények végtelen soka
ságával szemben a meghatározott függvények jelölésére szolgáló 
jelek mindinkább szaporodnak. Többnyire egyes szavakból kelet
kezett rövidítések, mint p. sin. x, tg. x stb.

Ha a független változó és adott számértékek véges vagy vég
telen sorából a négy alapművelet és határátmenetek segítségével 
mindenkor ugyanazon módon kiszámíthatjuk a függvény hozzá tar
tozó értékét vagy értékcsoportját — a mikor tehát a függvényvonat
kozás kész képletek által kifejezhető —; akkor azt mondjuk, hogy 
a függvény analitikai kifejezés által van adva. Tekintettel arra, 
hogy minden határátmenet eredménye végtelen sor alakjában ábrá
zolható, t. i.
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és (U], Ui,..., um-i) azon értékrendszer, mely az

|^l Ui | 4“ • • • H- | Xm—1 U„i—i p < o® | Xm Um |“

in— 1 -szeres sokaság (x^xm~ i) helyének úgy felel meg, hogy 
megfordítva az u-nak ismét megfelel az x hely.

Akkor nemcsak (X\, Xi,..., xm-i, xm)-nek megfelel (Mi,w2,...,w„í_j, z) 
hanem megfordítva is (ub ..., M„t_i,z„t)-nek (^ ... x^; mert z)K-ből 
megkapjuk arWi-et, és az xm meghatározása után az m— 1-szeres 
sokaság föltételezett tulajdonsága szerint X\, xi... Xm—i-et.

II.

Változó és függvény.

Változó mennyiségek.

21. Valamely mennyiség mérőszáma állandó vagy változó, a 
mint fölteszszük, hogy e mérő szám meghatározása mindig ugyanazt 
az értéket adja, vagy pedig hogy különböző értékekhez vezethet.

Minthogy az ily állandó vagy változó méröszám teljesen meg 
van határozva értéke, azaz egy szám által, ez is megfelel a mennyi
ség defmicziójának és ily értelemben állandó vagy változó mennyi
ségekről is beszélünk. Szokásos még e mennyiségeket tiszta meny- 
nyiségeknek nevezni, míg minden más mennyiség ezekkel szemben 
— minthogy teljes jellemzésükhöz az illető tulajdonság neve, (hossz, 
hő, stb.) lesz még hozzáteendő — megnevezett mennyiség.

Az állandó meghatározott számérték; mint ilyent betűvel 
jelöljük, midőn oly következtetéseket akarunk vonni, melyek az 
épen előforduló specziális számtól függetlenek, és csak azt tételezik 
föl, hogy e számérték tárgyalásunkban mindig ugyanaz marad.

A változó jelölésére is betűt használunk. Ekkor e betű jelent
heti a változónak tulajdonítható értékek bármelyikét, de e mellett 
mindig jellemzi azt a mennyiséget, melyhez ama változó méröszám 
tartozik. így jelölhetjük egy mozgó pontnak bizonyos hosszegység
ben kifejezett távolságát egy adott ponttól valamely betűvel, p. 
a;-szel; e jelölés használatánál azután azt mondjuk, hogy bizonyos 
föltételek mellett (p. bizonyos időben) #=10.
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Midőn e változót jelentő betű oly állításban fordul elő, mely 
számok vonatkozását adja, e betű a változónak tulajdonítható érté
kek bármelyikét jelentheti. Más értéket e betű nem jelenthet; 
ugyanazon állításon belül mindig ugyanazon értéket jelenti.

Ha p. egy változó, x fölvehet minden valós értéket, akkor erre nézve 
l-^ = (l-|.a|) (I +|.v|).

Ez igaz, bármicsoda valós szám az x; de ha x helyébe oly számot 
teszünk, melynek képzetes része nem tűnik el, p. i-t, az eredmény többé 
nem helyes. Az említett esetben az állítás a következő volna 2=0. Ép oly 
kevéssé szabad, az egyenlőség egyik oldalán p. x helyébe 1-et, a másikon 
2-t tenni. Ez azonban nem zárja ki, hogy ilyenkor a helyettesítés véletlenül 
helyes eredményt ad; de ama számtani alak nem szolgál emez eredmény 
kifejezésére.

A mennyire lehet, az állandókat az abéczé elejéből, a változókat 
a végéről vett betűkkel jelöljük; de e megállapítás nem tartható fönn 
föltétlenül, a mennyiben a tárgyalás alatt a szempontok, a vizsgá
lathoz kötött föltételek változhatnak, de azért nem volna czélszerű 
az illető mennyiség jelzését közben változtatni.

Azon számok összessége, melyek valamely változó értékei 
gyanánt szerepelhetnek, természetesen számtartományt alkotnak; e 
tartományt a változó tartományának nevezzük.

Az analízis az oly változók viszonyainak elemzésével foglal
kozik, melyeknek tartománya egy vagy több folytonos, vagy legalább 
összefüggő részből áll. A legegyszerűbb ily tartományok a valós, ille
tőleg a complex számok összességéből állanak.

Szemben evvel az oly változók viszonyainak elemzése, melyek
nek tartománya megszámlálható sokaságot alkotó helyek összessé
géből áll — az arithmetikának legáltalánosabb föladata. Az arith- 
metika — e fölfogásban — és az analízis két teljesen különvált 
tudományág; a mennyiben könnyen belátható, hogy oly tartomány, 
melynek összes helyei megszámlálható sokaságot alkotnak, nem 
lehet folytonos vagy összefüggő; sőt egyáltalában belső helye sincs. 
Mert ha csak egy ilyen volna, e helynek egy bizonyos környezete is 
a tartományhoz tartozik. De már e környezet helyei nem adhatnak 
megszámlálható sokaságot; annál kevésbé az összes tartomány 
helyei. E környezet helyei ugyanis és a számok összessége kölcsö
nösen egyértelműleg vonatkoztathatók egymásra és igy e két tarto
mány helyeinek összessége egyidőben megszámlálható vagy sem.

Kőnig: Analízis. I. 25



386 A FÜGGVÉNYTAN ALAPFOGALMAI.

De ez utóbbi tartomány helyeinek sokaságáról tudjuk, hogy nem 
megszámlálható, tehát ez előbbire nézve is ugyanez áll.

Egy független változó függvényei.

22. Valamely egyes változó leírása teljesen megtörtént, ha 
megadtuk tartományát azaz a változó által fölvehető értékek összes
ségét. Alapvető jelentőségű tárgyalásokhoz jutunk azonban, ha azon 
vonatkozásokat vizsgáljuk, melyek két vagy több változó között 
fönnállhatnak.

Két változó, x és y oly vonatkozásban lehet egymáshoz, hogy 
minden az x tartományához tartozó értéknek megfelel az y tarto
mányának egy bizonyos értéke, és hogy — bármely értékét vesszük 
is az ^-tartománynak — mindig van legalább egy értéke az ^-tarto
mánynak, melynek ez megfelel. Föltéve, hogy e megfelelés módja 
meg van adva, azaz hogy van egy kész eljárás, melynek segítségével 
minden szóba jövő a;-hez a hozzá tartozó ?/-t meghatározhatjuk, azt 
mondjuk, hogy az y értéke az x értékéből, vagy rövidebben y az 
x-ből meghatározható, vagy szokottabb kifejezésmóddal élve, hogy 
y az x-tó'lfügg, y az x függvénye, megkülönböztetésül a tüstént-tár
gyalandó általánosításoktól, y az x egyértékü függvénye.

Szemben az t/-nal, mely e fölfogásban (más változótól) függő ' 
változó, vagy rövid ebben függvény, az x, melynek értéktartománya 
közvetetten fölsorolás alapján van adva, az úgynevezett független 
változó.

Hangsúlyozandó azonban, hogy a független és függő változó e meg
különböztetését csak a mi fölfogásunk viszi be az illető számokba, és hogy 
ez a fölfogás módosulásával szintén változik. így p. kapcsolat van ama 
szög mérőszáma (a), melyet az óramutató iránya képez ennek egy bizo
nyos kezdeti állásával és az egy bizonyos pillanattól kezdve lefolyt idő 
(t) mérőszáma közt; de ezt úgy foghatjuk föl, hogy az idő határozza 
meg az óramutató állását, a mikor t a független változó és a a t-nek 
függvénye, vagy hogy megfordítva az óramutató állásából határozzuk meg 
az időt, a mikor « a független változó és t az a függvénye.

Az a>ek összessége, melyekhez ^/-értékek tartoznak, vagyis a 
független változó tartománya adja a függvény értelmezési tartomá
nyát ; mig az t/-ok, azaz azon értékek összességét, melyeket a függ
vény fölvesz, a függvény értékkészletének nevezzük.
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Valamely függvény értelmezése megtörténik azon eljárás 
leírása által, mely által minden az értelmezési tartományba tartozó 
a:-hez megtaláljuk a hozzá tartozó y-i.

A legegyszerűbb ily eljárás az, midőn x-böl és bizonyos adott 
számokból meghatározott számtani műveletek segítségével megha
tározzuk az y-t. így p. az

y = ^x + 3
meghatározás megállapít egy bizonyos függvényt, melynek értelme
zési tartománya a számok összessége. E meghatározás ugyanis azt 
mondja — a mit majdnem fölösleges hozzátenni, — hogy az x bár
mely értékét 2-vel szorozva, és e szorzathoz 3-at hozzáadva, kelet
kezik az y hozzátartozó értéke.

Elenyésző csekély azon esetek száma, midőn ily z-en és más 
adott számokon végezendő számtani eljárás az x minden értékénél 
lehetséges. Aránylag nagyon egyszerű alakok mint p.

2a: + 3 a: — 1
y= vagy y=

az ellenkezőt mutatják. Ezeknél, ha #=1, a nevező 0 lesz, és az 
osztás nem végezhető. Ha más adat nem áll rendelkezésünkre, a 
függvény értelmezési tartománya az összes számokból áll x— \ kivé
telével. E helyen a függvényről még semmit sem tudunk. A függ
vény ama meghatározása szerint minden a;-hez a hozzátartozó y az

(x—l)i/—2a;-f-3 ill. (x—l)y=(x—1)
egyenletből lesz meghatározandó. De ha a;=l, ezen egyenletekből 
lesz: 0=5, ill. 0=0, melyek, akár mint az egyik esetben kép
telenséghez, akár mint a másik esetben egyenlőséghez jutunk, az y-t 
nem is tartalmazzák, tehát nem is szolgálhatnak ennek meghatáro
zására. A függvény eme meghatározása azonban esetleg kiegészít
hető más adatokból legegyszerűbben, ha külön megállapítjuk, hogy 
i/-nak minő számértéke legyen, ha x=l*

* A 0-sal való osztás kivételes voltának ily kiemelése e helyen még 
kicsinyesnek látszik; de tekintettel a következőkre igen fontos. Itt van az 
a pont, hol — számos régibb kézikönyvben — a differencziálszámítás el
hagyja a számtani alapot és állítólagos metafizikai fejtegetésekbe burko- 
lódzva mindent «magától érthető »-nek állít, épen akkor, midőn minden 
érthetetlen lesz. Szemben a már az elemekben föllépő tévedésekkel, előre 

25* 
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Hasonlókép megszünhetik a függvény számtani értelmezése 
több helyen is, mint p. általánosabban az

_  2®* 4-3® — 5
■■ (® — aj (® — a2)... (® — an)

függvénynél az x = aj, a2,..., an helyeken.
Ha a függvény számtani értelmezésében határmüveletek is 

foglaltatnak, a függvény értelmezési tartománya általánosságban 
lényegesebb megszorítást szenved.

így p. az y — sin. x, y = ax (hol a pozitív szám) által meg
adott függvények értelmezése, a használt számmíveletekkel együtt 
csupán a valós számokra vonatkozik; az y = sin. a
valós és tisztán képzetes számokra a J-1 és — 1 kivételével; az 
y = (arc. sin. x)-é azon valós számokra, melyeknél jrc | 1.

A kővetkező függvényvonatkozásnál:

y — I + x + x2 + ... + xn + ...

végtelen sor értéke képezendő és így ezen függvény értelmezési tar
tománya azon 2>ekböl áll, melyek ama sort összetartóvá teszik; 
tehát azon complex számokból, melyekre nézve | x | < 1. Ott, a hol a 
függvény értelmezve van, értéke ugyanaz mint az y = j függ
vényé, melynek azonban értelmezési tartománya tágabb, t. i. a szá
mok összessége az 1 kivételével.

23. Két változó x és y oly vonatkozásban lehet egymáshoz, 
hogy az x tartományához tartozó értékeknek általánosságban meg
felel az y tartományának m különböző értéke, m számot tartalmazó 
értékcsoportja és hogy — bármely értékét veszszük is az //-tartomány
nak — mindig van legalább egy helye az ^-tartománynak, mely

már megjegyezzük, hogy, ha y-ról egyebet nem tudunk, mint hogy 
(®’—l)í/ = (®—1), nem szabad még föltételeznünk, hogy a függvény «folyto- 
nos az ®=1 helyen#. Ha ezt föltételezzük, akkor ebből új következtetést is 
vonhatunk, t. i. hogy y, akkor is egyenlő lesz 1-gyel, midőn .r=l. Esetleg ott 
a függvény el is vesztheti a folytonosságot. Szóval, itt először utalhatunk 
ama tévedésre, mely specziális függvényeken észlelt tulajdonságokat a 
függvények összességére alkalmazhatóknak gondol. A Jiiggcények összessége 
pedig oly túlságosan általános fogalom, hogy erre még semminemű specziális 
meghatározás nem vonatkozhatok.
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nek ez megfelel. Hogy «általánosságban» minden rc-nek az y-nak 
m értéke felel meg, ez annyit jelent, hogy az x tartományban szabad 
előfordulnia a helyek egy megszámlálható sokaságának, melyeknek 
az y-nak kevesebb mint m, de legalább egy értéke felel meg. Föl
téve, hogy e megfelelés módja adva van, y az x m-értékü függvénye, 
míg z-et ismét f üggetlen változónak nevezzük.

A függvény értelmezési tartománya és a függvény értékkész
lete alatt ugyanazt értjük most is, mint előbb.

így a complex számok körében yx fc-értékü függvény; értel
mezési tartománya a számok összességéből áll; az m érték minde
nütt különböző, kivéve az x=0 helyen.

A valós számok körében y x 2«-értékű függvény, az értelme
zési tartomány a nem negatív valós számokból áll; a két érték min
denütt különböző, kivéve, midőn x=0.

A complex számok körében y (x—a) (x—b) (x—c) A'-értékű 
függvény; a k érték mindenütt különböző, kivéve az x=a, b, c 
helyeken.

A valós számok körében —sin^s' kétértékű függvény; 
értelmezési tartománya az összes valós számokból áll, mert 
1—sin.4 xr mindig 0. A függvény két értéke mindenütt külön
böző, kivéve a hol sin. ^x=±l, azaz a hol x=k+%, k tetszőleges 
egész számot jelentvén.

A complex számok körében

hatértékű függvény; értelmezési tartománya a complex számok 
összessége, az x= 2 kivételével, a mely helyen a követelt számítás 
megakad. A függvénynek mindenütt hat különböző értéke van, 
kivéve az x=l helyen, hol csak két értékhez jutunk, t. i. —2 és 
az x—3 helyen, hol az értékek száma három, t. i. a ^2 értékcso
portja.

Az y-ok értékcsoportja, mely az egyes rc-eknek megfelel, áll
hat végre általánosságban a számok végtelen, de megszámlálható 
sokaságából és ekkor y-t az x végtelen sok értékű függvényének mond
juk, a hol az «általánosságban» megint annyit jelent, hogy az értel
mezési tartományban lehet a helyek egy végtelen, de megszámlál
ható sokasága, hol a függvényértékek száma véges lesz.
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és (ui, iti,..um-t) azon értékrendszer, mely az

| üi — «i |2 + • • • + | ü„(—i — am_í |2 < d9 — | xm — am |2

in—1-szeres sokaság (üi,..., x,H, d helyének úgy felel meg, hogy 
megfordítva az u-nak ismét megfelel az ü hely.

Akkor nemcsak (üi, üj,..., üm_i, üm)-nek megfelel z)
hanem megfordítva is («i,..., wm_j, z„t)-nek (üi... üm); mert zm-ből 
megkapjuk ü)H-et, és az xm meghatározása után az m— 1-szeres 
sokaság föltételezett tulajdonsága szerint üi, x^... xm- i-et.

11.

Változó és függvény.

Változó mennyiségek.

21. Valamely mennyiség méröszáma állandó vagy változó, a 
mint fölteszszük, hogy e mérő szám meghatározása mindig ugyanazt 
az értéket adja, vagy pedig hogy különböző értékekhez vezethet.

Minthogy az ily állandó vagy változó méröszám teljesen meg 
van határozva értéke, azaz egy szám által, ez is megfelel a mennyi
ség definicziójának és ily értelemben állandó vagy változó mennyi
ségekről is beszélünk. Szokásos még e mennyiségeket tiszta meny- 
nyiségeknek nevezni, míg minden más mennyiség ezekkel szemben 
— minthogy teljes jellemzésükhöz az illető tulajdonság neve, (hossz, 
hő, stb.) lesz még hozzáteendő — megnevezett mennyiség.

Az állandó meghatározott számérték; mint ilyent betűvel 
jelöljük, midőn oly következtetéseket akarunk vonni, melyek az 
épen előforduló specziális számtól függetlenek, és csak azt tételezik 
föl, hogy e számérték tárgyalásunkban mindig ugyanaz marad.

A változó jelölésére is betűt használunk. Ekkor e betű jelent
heti a változónak tulajdonítható értékek bármelyikét, de e mellett 
mindig jellemzi azt a mennyiséget, melyhez ama változó méröszám 
tartozik. így jelölhetjük egy mozgó pontnak bizonyos hosszegység
ben kifejezett távolságát egy adott ponttól valamely betűvel, p. 
ü-szel; e jelölés használatánál azután azt mondjuk, hogy bizonyos 
föltételek mellett (p. bizonyos időben) ü=10.
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Midőn e változót jelentő bet’ű oly állításban fordul elő, mely 
számok vonatkozását adja, e betű a változónak tulajdonítható érté
kek bármelyikét jelentheti. Más értéket e betű nem jelenthet; 
ugyanazon állításon belül mindig ugyanazon értéket jelenti.

Ha p. egy változó, x fölvehet minden valós értéket, akkor erre nézve 
(i + 1-4-

Ez igaz, bármicsoda valós szám az x; de ha x helyébe oly számot 
teszünk, melynek képzetes része nem tűnik el, p. í-t, az eredmény többé 
nem helyes. Az említett esetben az állítás a következő volna 2=0. Ép oly 
kevéssé szabad, az egyenlőség egyik oldalán p. x helyébe 1-et, a másikon 
2-t tenni. Ez azonban nem zárja ki, hogy ilyenkor a helyettesítés véletlenül 
helyes eredményt ad; de ama számtani alak nem szolgál emez eredmény 
kifejezésére.

A mennyire lehet, az állandókat az abéczé elejéből, a változókat 
a végéről vett betűkkel jelöljük; de e megállapítás nem tartható fönn 
föltétlenül, a mennyiben a tárgyalás alatt a szempontok, a vizsgá
lathoz kötött föltételek változhatnak, de azért nem volna czélszerű 
az illető mennyiség jelzését közben változtatni.

Azon számok összessége, melyek valamely változó értékei 
gyanánt szerepelhetnek, természetesen számtartományt alkotnak; e 
tartományt a változó tartományának nevezzük.

Az analízis az oly változók viszonyainak elemzésével foglal
kozik, melyeknek tartománya egy vagy több folytonos, vagy legalább 
összefüggő részből áll. A legegyszerűbb ily tartományok a valós, ille
tőleg a complex számok összességéből állanak.

Szemben evvel az oly változók viszonyainak elemzése, melyek
nek tartománya megszámlálható sokaságot alkotó helyek összessé
géből áll — az arithmet lkának legáltalánosabb föladata. Az arith- 
metika — e fölfogásban — és az analízis két teljesen különvált 
tudományág; a mennyiben könnyen belátható, hogy oly tartomány, 
melynek összes helyei megszámlálható sokaságot alkotnak, nem 
lehet folytonos vagy összefüggő; sőt egyáltalában belső helye sincs. 
Mert ha csak egy ilyen volna, e helynek egy bizonyos környezete is 
a tartományhoz tartozik. De már e környezet helyei nem adhatnak 
megszámlálható sokaságot; annál kevésbé az összes tartomány 
helyei. E környezet helyei ugyanis és a számok összessége kölcsö
nösen egyértelműleg vonatkoztathatók egymásra és igy e két tarto
mány helyeinek összessége egyidőben megszámlálható vagy sem.

Kőnig: Analízis. I. 25
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és (W|, Uj, ..Um—i) azon értékrendszer, mely az

I *^1 g j I d- • • • d- | i g m—। p < o % —1 x ni dm p

in—1-szeres sokaság x,„ ]) helyének úgy felel meg, hogy
megfordítva az u-nak ismét megfelel az x hely.

Akkor nemcsak^, Xi,..., zm_i, £m)-nek megfelel z)
hanem megfordítva is («i,..., nm-i, zHi)-nek ... xm); mert zm-böl 
megkapjuk xm~et, és az xm meghatározása után az m —1-szeres 
sokaság föltételezett tulajdonsága szerint Xj, x%... .rm_ret.

II.

Változó és függvény.

Változó mennyiségek.

21. Valamely mennyiség méröszáma állandó vagy változó, a 
mint fölteszszíik, hogy e mérő szám meghatározása mindig ugyanazt 
az értéket adja, vagy pedig hogy különböző értékekhez vezethet.

Minthogy az ily állandó vagy változó méröszám teljesen meg 
van határozva értéke, azaz egy szám által, ez is megfelel a mennyi
ség definicziójának és ily értelemben állandó vagy változó mennyi
ségekről is beszélünk. Szokásos még e mennyiségeket tiszta meny- 
nyiségeknek nevezni, míg minden más mennyiség ezekkel szemben 
— minthogy teljes jellemzésükhöz az illető tulajdonság neve, (hossz, 
hő, stb.) lesz még hozzáteendő — megnevezett mennyiség.

Az állandó meghatározott számérték; mint ilyent betűvel 
jelöljük, midőn oly következtetéseket akarunk vonni, melyek az 
épen előforduló specziális számtól függetlenek, és csak azt tételezik 
föl, hogy e számérték tárgyalásunkban mindig ugyanaz marad.

A változó jelölésére is betűt használunk. Ekkor e betű jelent
heti a változónak tulajdonítható értékek bármelyikét, de e mellett 
mindig jellemzi azt a mennyiséget, melyhez ama változó méröszám 
tartozik. így jelölhetjük egy mozgó pontnak bizonyos hosszegység
ben kifejezett távolságát egy adott ponttól valamely betűvel, p. 
tf-ezel; e jelölés használatánál azután azt mondjuk, hogy bizonyos 
föltételek mellett (p. bizonyos időben) x= 10.
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Midőn e változót jelentő betű oly állításban fordul elő, mely 
számok vonatkozását adja, e betű a változónak tulajdonítható érté
kek bármelyikét jelentheti. Más értéket e betű nem jelenthet; 
ugyanazon állításon belül mindig ugyanazon értéket jelenti.

Ha p. egy változó, x fölvehet minden valós értéket, akkor erre nézve 
1 —«■ = (!—|o;D (1 +1^1).

Ez igaz, bármicsoda valós szám az x\ de ha x helyébe oly számot 
teszünk, melynek képzetes része nem tűnik el, p. í-t, az eredmény többé 
nem helyes. Az említett esetben az állítás a következő volna 2=0. Ép oly 
kevéssé szabad, az egyenlőség egyik oldalán p. x helyébe 1-et, a másikon 
2-t tenni. Ez azonban nem zárja ki, hogy ilyenkor a helyettesítés véletlenül 
helyes eredményt ad; de ama számtani alak nem szolgál emez eredmény 
kifejezésére.

A mennyire lehet, az állandókat az abéczé elejéből, a változókat 
a végéről vett betűkkel jelöljük; de e megállapítás nem tartható fönn 
föltétlenül, a mennyiben a tárgyalás alatt a szempontok, a vizsgá
lathoz kötött föltételek változhatnak, de azért nem volna czélszerű 
az illető mennyiség jelzését közben változtatni.

Azon számok összessége, melyek valamely változó értékei 
gyanánt szerepelhetnek, természetesen számtartományt alkotnak; e 
tartományt a változó tartományának nevezzük.

Az analízis az oly változók viszonyainak elemzésével foglal
kozik, melyeknek tartománya egy vagy több folytonos, vagy legalább 
összefüggő részből áll. A legegyszerűbb ily tartományok a valós, ille
tőleg a complex számok összességéből állanak.

Szemben evvel az oly változók viszonyainak elemzése, melyek
nek tartománya megszámlálható sokaságot alkotó helyek összessé
géből áll — az árit hm éti kának legáltalánosabb föladata. Az arith- 
metika — e fölfogásban — és az analízis két teljesen különvált 
tudományág; a mennyiben könnyen belátható, hogy oly tartomány, 
melynek összes helyei megszámlálható sokaságot alkotnak, nem 
lehet folytonos vagy összefüggő; sőt egyáltalában belső helye sincs. 
Mert ha csak egy ilyen volna, e helynek egy bizonyos környezete is 
a tartományhoz tartozik. De már e környezet helyei nem adhatnak 
megszámlálható sokaságot; annál kevésbé az összes tartomány 
helyei. E környezet helyei ugyanis és a számok összessége kölcsö
nösen egyértelműiig vonatkoztathatók egymásra és igy e két tarto
mány helyeinek összessége egyidőben megszámlálható vagy sem.

Kanig: Analízis. I. 20
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De ez utóbbi tartomány helyeinek sokaságáról tudjuk, hogy nem 
megszámlálható, tehát ez előbbire nézve is ugyanez áll.

Egy független változó függvényei.

22. Valamely egyes változó leírása teljesen megtörtént, ha 
megadtuk tartományát azaz a változó által fölvehető értékek összes
ségét. Alapvető jelentőségű tárgyalásokhoz jutunk azonban, ha azon 
vonatkozásokat vizsgáljuk, melyek két vagy több változó között 
fönnállhatnak.

Két változó, x és y oly vonatkozásban lehet egymáshoz, hogy 
minden az x tartományához tartozó értéknek megfelel az y tarto
mányának egy bizonyos értéke, és hogy — bármely értékét vesszük 
is az ^-tartománynak — mindig van legalább egy értéke az ^-tarto
mánynak, melynek ez megfelel. Föltéve, hogy e megfelelés módja 
meg van adva, azaz hogy van egy kész eljárás, melynek segítségével 
minden szóba jövő a:-hez a hozzá tartozó y-t meghatározhatjuk, azt 
mondjuk, hogy az y értéke az x értékéből, vagy rövidebben y az 
x-böl meghatározható, vagy szokottabb kifejezésmóddal élve, hogy 
y az x-tölfügg, y az x függvénye, megkülönböztetésül a tüstént-tár- 
gyalandó általánosításoktól, y az x egyértékű függvénye.

Szemben az y-nal, mely e fölfogásban (más változótól) függő 
változó, vagy rövidebben függvény, az x, melynek értéktartománya 
közvetetten fölsorolás alapján van adva, az úgynevezett független 
változó.

Hangsúlyozandó azonban, hogy a független és függő változó e meg
különböztetését csak a mi fölfogásunk viszi be az illető számokba, és hogy 
ez a fölfogás módosulásával szintén változik. így p. kapcsolat van ama 
szög mérőszáma (a), melyet az óramutató iránya képez ennek egy bizo
nyos kezdeti állásával és az egy bizonyos pillanattól kezdve lefolyt idő 
(t) mérőszáma közt; de ezt úgy foghatjuk föl, hogy az idő határozza 
meg az óramutató állását, a mikor t a független változó és a a t-nek 
függvénye, vagy hogy megfordítva az óramutató állásából határozzuk meg 
az időt, a mikor a a független változó és t az a függvénye.

Az a:-ek összessége, melyekhez ^/-értékek tartoznak, vagyis a 
független változó tartománya adja a függvény értelmezési tartomá
nyát ; mig az t/-ok, azaz azon értékek összességét, melyeket a függ
vény fölvesz, a függvény értékkészletén ek nevezzük.
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Valamely függvény értelmezése megtörténik azon eljárás 
leírása által, mely által minden az értelmezési tartományba tartozó 
xc-hez megtaláljuk a hozzá tartozó y-t.

A legegyszerűbb ily eljárás az, midőn x-böl és bizonyos adott 
számokból meghatározott számtani műveletek segítségével megha
tározzuk az y-t. így p. az

y = Qx + 3
meghatározás megállapít egy bizonyos függvényt, melynek értelme
zési tartománya a számok összessége. E meghatározás ugyanis azt 
mondja — a mit majdnem fölösleges hozzátenni, — hogy az x bár
mely értékét 2-vel szorozva, és e szorzathoz 3-at hozzáadva, kelet
kezik az y hozzátartozó értéke.

Elenyésző csekély azon esetek száma, midőn ily x-m és más 
adott számokon végezendő számtani eljárás az x minden értékénél 
lehetséges. Aránylag nagyon egyszerű alakok mint p.

2a; 4- 3 x — 1
y = va^ y=

az ellenkezőt mutatják. Ezeknél, ha x—1, a nevező 0 lesz, és az 
osztás nem végezhető. Ha más adat nem áll rendelkezésünkre, a 
függvény értelmezési tartománya az összes számokból áll x= I kivé
telével. E helyen a függvényről még semmit sem tudunk. A függ
vény ama meghatározása szerint minden a:-hez a hozzátartozó y az

(x—l)y=2a;4-3 ill. (x—l)y=(x—1)
egyenletből lesz meghatározandó. De ha x—1, ezen egyenletekből 
lesz: 0=5, ill. 0=0, melyek, akár mintáz egyik esetben kép
telenséghez, akár mint a másik esetben egyenlőséghez jutunk, az y-t 
nem is tartalmazzák, tehát nem is szolgálhatnak ennek meghatáro
zására. A függvény eme meghatározása azonban esetleg kiegészít
hető más adatokból legegyszerűbben, ha külön megállapítjuk, hogy 
y-nak minő számértéke legyen, ha x=l.*

* A 0-Bal való osztás kivételes voltának ily kiemelése e helyen még 
kicsinyesnek látszik; de tekintettel a következőkre igen fontos. Itt van az 
a pont, hol — számos régibb kézikönyvben — a differencziálszámítás el
hagyja a számtani alapot és állítólagos metafizikai fejtegetésekbe burko- 
lódzva mindent «magától érthető»-nek állít, épen akkor, midőn minden 
érthetetlen lesz. Szemben a már az elemekben föllépő tévedésekkel, előre 

25*
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Hasonlókép megszünhetik a függvény számtani értelmezése 
több helyen is, mint p. általánosabban az

_  + 3a; — 5
(x—a,) (a;—a^...(x— an)

függvénynél az x = ai, a®,..., an helyeken.
Ha a függvény számtani értelmezésében határmüveletek is 

foglaltatnak, a függvény értelmezési tartománya általánosságban 
lényegesebb megszorítást szenved.

így p. az y = sin. a;, y = ac (hol a pozitív szám) által meg
adott függvények értelmezése, a használt számmíveletekkel együtt 
csupán a valós számokra vonatkozik; az y = sin. y-é a 
valós és tisztán képzetes számokra a 4-1 és — 1 kivételével; az 
y = (arc. sin. x)-é azon valós számokra, melyeknél ja:|^ 1.

A kővetkező függvényvonatkozásnál:

y = 1 4- x 4- x2 4- • • • 4- xn + .. •

végtelen sor értéke képezendő és így ezen függvény értelmezési tar
tománya azon x-ekböl áll, melyek ama sort összetartóvá teszik; 
tehát azon complex számokból, melyekre nézve | x | < 1. Ott, a hol a 
függvény értelmezve van, értéke ugyanaz mint az y = függ
vényé, melynek azonban értelmezési tartománya tágabb, t. i. a szá
mok összessége az 1 kivételével.

23. Két változó x és y oly vonatkozásban lehet egymáshoz, 
hogy az x tartományához tartozó értékeknek általánosságban meg
felel az y tartományának m különbözü értéke, in számot tartalmazó 
értékcsoportja és hogy — bármely értékét veszszük is az //-tartomány
nak — mindig van legalább egy helye az ^-tartománynak, mely

már megjegyezzük, hogy, ha y-ról egyebet nem tudunk, mint hogy 
(a;—l)y = (x—1), nem szabad még föltételeznünk, hogy a függvény ((folyto
nos az x=i helyen#. Ha ezt föltételezzük, akkor ebből új következtetést is 
vonhatunk, t. i. hogy y, akkor is egyenlő lesz 1-gyel, midőn x=l. Esetleg ott 
a függvény el is vesztheti a folytonosságot. Szóval, itt először utalhatunk 
ama tévedésre, mely specziális függvényeken észlelt tulajdonságokat a 
függvények összességére alkalmazhatóknak gondol. A jüggeények összessége 
pedig oly túlságosan általános fogalom, hogy erre még semminemű specziális 
meghatározás nem vanatkozhatik.
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nek ez megfelel. Hogy «általánosságban# minden 2;-nek az ?/-nak 
m értéke felel meg, ez annyit jelent, hogy az x tartományban szabad 
előfordulnia a helyek egy megszámlálható sokaságának, melyeknek 
az ?/-nak kevesebb mint m, de legalább egy értéke felel meg. Föl
téve, hogy e megfelelés módja adva van, y az x m-értékü függvénye, 
míg x-et ismét független változónak nevezzük.

A függvény értelmezési tartománya és a függvény értékkész
lete alatt ugyanazt értjük most is, mint előbb.

így a complex számok körében y x értékű függvény; értel
mezési tartománya a számok összességéből áll; az m érték minde
nütt különböző, kivéve az .r=0 helyen.

A valós számok körében y x 2/í-értékü függvény, az értelme-; 
zési tartomány a nem negatív valós számokból áll; a két érték min
denütt különböző, kivéve, midőn x=0.

A complex számok körében y (x—a) lx—b) (x—c) fc-értékű 
függvény; a & érték mindenütt különböző, kivéve az x=a, b, c 
helyeken.

A valós számok körében 1 — sin4 x w kétértékű függvény; 
értelmezési tartománya az összes valós számokból áll, mert 
1— sin.4 x~ mindig ;> 0. A függvény két értéke mindenütt külön
böző, kivéve a hol sin. ítx=H, azaz a hol x=k-\~l, k tetszőleges 
egész számot jelentvén.

A complex számok körében

I • <   4
hatértékű függvény; értelmezési tartománya a complex számok 
összessége, az x=2 kivételével, a mely helyen a követelt számítás 
megakad. A függvénynek mindenütt hat különböző értéke van, 
kivéve az x — 1 helyen, hol csak két értékhez jutunk, t. i. jA —2 és 
az x=3 helyen, hol az értékek száma három, t. i. a y^2 értékcso
portja.

Az y-ok értékcsoportja, mely az egyes x-eknek megfelel, áll
hat végre általánosságban a számok végtelen, de megszámlálható 
sokaságából és ekkor y-t az x végtelen sok értékű függvényének mond
juk, a hol az «általánosságban# megint annyit jelent, hogy az értel
mezési tartományban lehet a helyek egy végtelen, de megszámlál
ható sokasága, hol a függvényértékek száma véges lesz.
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Ily végtelen sok értékű függvényeket adnak a következő meg
állapítások :

y = arcsin. x, y = arccos. x, y = arctg. x, y = arccot. x.

Ha valamely több értékű függvénynél általános törvényt álla
pítunk meg, mely szerint az y értékcsoportját rendezzük és ott, hol a 
csoportba foglalt értékek száma csökken, egyenlő értékek bevezetése 
által kiegészítjük e számot, végre végtelen sok értéknél esetleg egye
bütt is behozunk egyenlő értékeket, — akkor az jy-nak mindenütt 
első, második,..., fc-adik,... értékét véve, egyértékü függvényekhez 
jutunk, melyeknek összessége a többértékű függvényt teljesen 
jellemzi.

Az ily módon nyert egyértékü függvények a többértékü függ- 
vénynek egyes ágai.

így p. a x háromértékű függvénynek három ága 

(y^), x), a^x),

ha (x) a köbgyök föértékét, a{ és az egységnek két képzetes 
köbgyökét jelenti. Az x=0 helyen föllépő 0 értékét ekkor háromszor 
hozzuk számításba.

Az arccos. x végtelen sok értékű függvény ágai :

(arccos. x), (arccos. x) ± 2sr,..., (arccos. x) + 2/-,...
— (arccos. x), — (arccos. x) ± 2^,..., — (arccos. x) ± 2Zar,...

Itt, midőn a;=±l,a föllépő értéksorozatnak (0, 2-, 4-tt, ... } 
minden értékét kétszer vettük, a mi által az ágak elkülönítése ter
mészetesebb módon volt eszközölhető.

Egyáltalában az egyes értékcsoportok rendezése bárminő mó
don történhetik, és e szerint a többértékű függvény fölbontása egy- 
értékű függvényágakra is változik. Minden egyes függvénynél föl
adatunk lesz a berendezést úgy eszközölni, hogy a keletkező egy- 
értékű függvények lehető egyszerű alkatúak legyenek.

24. Az oly változót, melynek tartománya csupán valós szá
mokból áll, röviden valós váltózónáik nevezzük; az ellenkező esetben 
a változó complex változó.

Valós változóknak csak valós függvényeit kell vizsgálnunk, 
azaz oly függvényeket, melyeknek értékei szintén csak valósak; az 
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ellenkező esetben a függvényértékek valós részei és képzetes részei 
(az i szorzó elhagyásával) külön-kiilön a valós változó valós függ
vényei, melyek együttesen a complex függvényt teljesen jellemzik.

Valamint a számok jelzésére betűket használunk, midőn e szá
mok specziális értékétől független következtetéseket akarunk vonni, 
úgy a függvények jellemzésére is hasonló jelzéseket vezetünk be, 
melyek azután a változónak egy bizonyos, de egyelőre közelebbről 
meg nem állapított függvényét jelölik. Ily jelekül (függvény-karak
terisztika) ismét betűket, első sorban az f betű különböző alakjait 
használjuk, a mely után a független változót zárjelbe téve írjuk, p. 
/(x), Fix), <p (x). Ha itt x helyébe számot teszünk, ez a függvény
nek hozzátartozó értékét jelenti, p./(0), F(a), Ha a függvény 
kész képlet által van adva, azt, hogy x helyébe adott szám teendő, 
így is jelöljük:

/2.r+3'j
' 5+a; 'x=i

Ezek után az ily jelzés /( értelme is világos. Az x-böl 
előbb kiszámítandó 7^7, és ez szerepel azután mint a független 

változó értéke, melyhez végre keresendő a függvény értéke.
Itt néha mint p. /(I +x)-nél — úgy látszik — kétség támad

hatna, vájjon az f függvényjel-e vagy szorzó. De tudjuk az illető 
tárgyalásban, hogy f nem szám, hanem függvény jele, tehát /(I +x) 
nem olvasható szorzatnak.

Egyes betűk, mint r, W és mások le vannak foglalva bizonyos 
meghatározott függvények jelölésére; a függvények végtelen soka
ságával szemben a meghatározott függvények jelölésére szolgáló 
jelek mindinkább szaporodnak. Többnyire egyes szavakból kelet
kezett rövidítések, mint p. sin. x, tg. x stb.

Ha a független változó és adott számértékek véges vagy vég
telen sorából a négy alapművelet és határátmenetek segítségével 
mindenkor ugyanazon módon kiszámíthatjuk a függvény hozzá tar
tozó értékét vagy értékcsoportját — a mikor tehát a függvényvonat
kozás kész képletek által kifejezhető —; akkor azt mondjuk, hogy 
a függvény analitikai kifejezés által van adva. Tekintettel arra, 
hogy minden határátmenet eredménye végtelen sor alakjában ábrá
zolható, t. i.
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lim. an — iio + (fli — «ol + (<?2 — fli) + • • • + (an — i) + • • • 

azt is mondhatjuk, hogy ekkor a függvényt az alapműveletek véges 
vagy végtelen sorozata értelmezi.

Semmikép sem állíthatjuk, hogy minden függvényvonatkozás
nak van analitikai kifejezése. Mellőzve egészen a tapasztalatilag 
adott ily vonatkozásokat, maga a számtan körében is oly megálla
pítások lehetségesek, melyek az alapműveletek alkalmazásától merő
ben különbözők. Ilyen p. már a valós számok körében az <S (x) 
függvény, mely az ,r-ben foglalt legnagyobb egész számot jelenti. 
Vagy f(x), ha megállapítjuk, hogy minden raczionális 2>hez a 0, 
minden irraczionális íc-hez az 1 tartozik mint függvény érték. Vagy 
az x oly függvénye, melynek értéke mindig az x abszolút értékénél 
nagyobb első törzsszám.

E függvények közül az elsőnek ismerjük egyszerű értelmezé
séhez képest elég bonyolódott analitikai kifejezését (trigonometrikus 
sor segítségével); a másik kettőre nézve ilyen nem ismeretes és 
valószínűleg — legalább az analízis mai segédeszközeivel — nem is 
lehetséges.

Hogy ily számtani, de nem az alapműveletek segítségével tör
ténő értelmezésnél az analitikai alak minő, arra itt egyszerű példa 
gyanánt fölemlíthető, hogy a valós számok körében az x absolut 
értékére nézve:

|a:| =

A függvénytan egyik fontos föladata, a függvényeknek bizo
nyos általános tulajdonságai által jellemzett csoportjaira nézve az 
analitikai alakot az értelmezési tartomány lehetőleg kiterjedt részé
ben meghatározni.

Változó rendszerele és többváltozós függvényeié.

25. Egyes változó helyett további általánosításban m változó 
rendszerét vizsgáljuk, melyek egy m számból álló értékrendszer 
segítségével lesznek meghatározandók.

Az értékrendszerek összessége, melyeket a változórendszer föl
vehet, a változórendszer tartományát alkotják.
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Az analízis első sorban az oly változórendszereket tárgyalja, 
melyeknek tartománya egy vagy több folytonos vagy legalább össze
függő részből áll. Foglalkozik továbbá az oly változórendszerekkel, 
melyeknek tartománya az előbb jellemzetteknek kizárólag határ
helyeiből áll vagy végre ni—A:-szoros sokaságot alkot, hol /c=0, 1... 
... m — 1. Ezen utóbbi eset az előbbieket mint részletezéseket magá
ban foglalja.

Ha most minden a változórendszer bizonyos tartományában 
fekvő értékrendszernek megfelel az y változó egy bizonyos értéke, 
akkor y ezen m változónak, Xi, x^,..., xm egyértékü függvénye. A vál
tozórendszer tartománya e függvény értelmezési tartománya, az í/-nak 
tulajdonított értékek összessége a függvény értékkészlete.

A legegyszerűbb függvényértelmezések megint számtani mű
veletek segítségével történnek. így p.

y = At x- + A^ xf + ... + Am x^

oly függvény, melynek értelmezési tartománya az (xi... xm) érték
rendszerek összessége; mig az

2.r. + —5

függvényé az (Xj, xf) értékrendszerek összessége azoknak kivételé
vel, melyekre nézve

3^ — 4a?2 = 0.

Ha az m változó egy-egy értékrendszerének az ?/-nak nem egy, 
hanem általánosságban k (illetőleg végtelen sok) értéke felel meg, 
akkor y az m változónak /í-értékű (illetőleg végtelen sokértékű) 
függvénye.

Az egyváltozós függvényeknél tárgyalt részleteket itt nem 
szükséges ismételni. A jelölés csak annyiban változik, hogy a függ
vénykarakterisztika után a zárjelben az összes változók állnak, p. 
F(Xi, Xi,,..., xm\ Ha e változórendszernek egy értékrendszere áll e 
zárjelben, akkor az értékek ugyanazon sorrendben írandók, mint a 
megfelelő változók.

így p. FA, 0, — 3) jelenti a függvény amaz értékét, mely az 
x^ = l,Xj = 0, x., = 3-nak megfelel.

Complex változó, x — u + vi, meg van adva értékének valós 



394 A FÜGGVÉNYTAN ALAPFOGALMAI.

és a képzetes egységgel szorzott része által, melyek külön-külön 
valós változók. Ily complex változó complex függvényében a valós 
és a képzetes egységgel szorzott rész külön-külön két valós változó
tól függő valós függvény. Complex változók függvényeinek vizsgá
lata tehát a két valós változótól függő valós függvényekében benn 
foglaltatik.

Ezen okból «a complex változó függvénye® elnevezést egy 
szükebb függvényosztályra szokásos alkalmazni, mely késöbba dif
ferencziálhányados tárgyalásánál lesz csak jellemezhető.

HL

Egyértékű függvények folytonossága.

Függ vény ele határértéke.

26. Legyen f(x) oly egyértékű függvény,  melynek értelme
zési tartománya magában foglalja az x—a hely bizonyos meghatá
rozott környezetét, azaz mindazon számokat, melyekre nézve 
| x — a | < p, legfölebb magának az a helynek kivételével; legyen 
továbbá ai, ... an,... szabályos számsorozat, melyre nézve

*

* E fejezetben, valamint a következőben, ha nincs is külön kimondva, 
mindig egy értékű függvényekkel foglalkozunk.

lim. an = a;

akkor természetesen van mindig egy positiv egész N, ügy hogy 
| an — a | < p, ha n N. Az

/(ai),/(a2),...,

sorozat tehát legfölebb A’-edik tagjától kezdve meghatározott szá
mokból áll.

Ha az f (an)-nek határozott határértéke van, midőn lim.an=a, 
mely mindig ugyanaz, bármikép választottuk is különben az 
ai,at,...,an,... számsorozatot, azt mondjuk, hogy az f(a) függ
vénynek van határértéke az x—a helyen, és e határérték alatt 
lím.f(an)-t értjük.

E határérték jele: lim. f(x). .T=(l
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Az eredeti lim. f(an) jelzésben elöfordúl ugyanis még az an, 
melynek specziális alakjától, hacsak lim. an=a, ama határérték 
független tartozik lenni. A határérték teljesen meg van adva, az 
f (x) függvény alakja, és azon a hely által, mely az x helyébe teendő 
számok határértéke. A helyes jelzés csak a meghatározásra szük
séges adatokat tartalmazza s ilyen épen lim. f (x). Míg tehát a lim. 

jel magában mindig azon számsorozat határértékét jelenti, mely 
keletkezik, ha n helyébe a pozitív egész számok sorát teszszük, és 
ehhez mutatóul legfölebb — kétség esetében — hozzáteszszük azon 
betűt, melynek helyébe teendő az illető már megadott szabályos 
számsorozatot (p. lim.) > addig a lim. azon számsorozatok közös 

határértékét jelenti, melyek a lim.-jel alatt álló függvényből kelet
keznek, ha a változó helyébe bármely az a határértékhez közeledő 
számsorozat tagjait teszszük.

Meglehet ugyanis, hogy az an bizonyos választásánál lim./(a„) 
meghatározott érték ; de lim. /(bn) daczára annak, hogy 
lim. an=lim. bn = a, vagy egyáltalában nem meghatározott érték, 
vagy ha szintén meghatározott, a lim. f (aj-től különböző. Ekkor 
természetesen a lim. f (x) jelzésnek nincs értelme, az f (x) függ- X=(l
vénynek az x=a helyen nincs határértéke. Minthogy ezen eset a 
lim. jel értelmének fölfogására fölötte jellemző, czélszerü lesz ezt 

mindjárt itt egy példán bemutatni.
Legyen:

E függvény értelmezése kiterjed a valós számok összességére, 
x= 1 kivételével. Minden más helyen a hatvány értéke pozitív, a ne
vező tehát 1-nél nagyobb.

Legyen továbbá a=l. — Ha most an = 1 + *, akkor:

lim. / (un) = lim. = 0, 

ha pedig bn = 1 — n> akkor

lim. f (,bn) = lim. , 1 — = 1;
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tehát /te)-nck az x=l helyen nincs határértéke, ámbár lim. j (an) 
meghatározott szám.

Vájjon lim. f (x) meghatározott érték-e vagy sem, azt mindig 

csak az /(x) specziális tulajdonságaiból kiinduló módszerek segít
ségével lehet eldönteni. A legegyszerűbb esetekben azonban elég
séges lesz tekintetbe venni, hogy lim. x—a, azaz hogy x egy u-hoz 
közeledő számsorozat általános tagja; t. i. gyakran a nélkül, hogy e 
számsorozat specziális alkatát is figyelembe kellene venni, a határ
értékek kiszámítására előbb adott szabályok már megadják a vég- 
ereményt.

így p. ha lim. #=0, lim. = °°> tehát:

V 1hm. = oo
.r=0 ®

hol t. i. a számítás alatt x tulajdonképen an-nel helyettesítendő, de 
ezt rövidség kedvéért külön nem végezzük. Hasonlókép:

U + 3
x — 1lim. 

x=%

2 lim. x 4- 3 
,r=2

lim. x — 1
.r=2

_2.2 + 3_7
— 2-1 — ’

Továbbá:

lim. \ ”,r=l X* 4- 4.r — 5
= lim — 61

l)(.r 4-5)
r ^4-6 7

= hm. —■—= = -x

Ha az f(x) függvény értelmezési tartománya magában foglalja 
a oo környezetét, azaz a függvény adva van minden x-re, mely
nél | x | > m, akkor a függvénynek határértéke az x - oo helyen is 
az eredeti definiczió értelmében megvizsgálható, hol csak a helyébe 
oo-t írunk. Ily módon

lim. a:=oo

lim.
.T=oo

lim. — = 0
X— .T

2 4- 3 lim. — 
$=«> x

1 — lim. Í 
r = “ x

míg p. a sin. x, x sin. x, tg. x függvényeknek az x = oo helyen
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nincs határértékük, mert ha

an = in-, bn = %nn + In
akkor :

lim. sin. 2nn = 0, lim. sin. ^Inn: + |n) = 1.

Hasonlóképen nincs határértéke sin. ’ -nek az x = 0 helyen, 

mert ha
1 , _ 1

lln ‘inn’ 11 + 2
lim. sin. — = 0, lim. sin. /- = 1. 

Un un

27. A kővetkezőkben nehány a differencziálási szabályok leve
zetésénél alapvető határértéket számítunk ki, mely tárgyalás egy
szersmind az ily föladatoknál használandó módszerek bemutatására 
szolgál.

Az (1 -j- ■ ) függvény értelmezési tartománya kiterjed min

den valós x-re, a — 1 <x^0 számköz kivételével, a mikor t. i. 
1 -f- negatív vagy a nevezőben 0 áll. E függvény határértékére az 
x — oo helyen azt találjuk, hogy

lim. (1 + ~y= « (L)
• ' víz /

E bebizonyítandó eredménynek már ismeretes specziális esete 
a következő:

Hm.^ +

a midőn t. i. az x helyébe teendő számsorozat a pozitív egész szá
mok sora. Ha ugyancsak x helyébe a negatív egész számok sorát 
teszszük, akkor szintén:

lim. (1---- —) ' = e.
v n'

Mert nhelyébe szabad a lim. jel alatt n+l-et tenni és így:
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Ha most már x bármely két egész szám között fekszik: 

akkor:

vagyis
1 \ r—K

1
X+l

1
A'+l

1 \x-(K+l)

hol K-nak az x értékéhez képest történő választása miatt x — K és 
K + 1 — x a 0-nál nem lehet kisebb és 1 -nél nem lehet nagyobb. 
Ha most már x helyébe oly számokat teszünk, melyeknek absohit 
értéke minden határon túl nagyobbodik, akkor a hozzá tartozó K 
egész szám absolut értéke is minden határon túl nagyobbodik. Vagy 
pontosabb fogalmazásban ha lim. a: = °o, akkor lim. K = oo.

Tehát:
1 \.T— K

1 1 \.C—(K+D

és így*  ha lim. x = oo, végre

* Ha egy bizonyos n-töl kezdve An > Bn, vagy An < Bn, akkor 
ebből mindig következik, hogy:

lim. An lim. Bn, ill. lim. An lim. Bn-

X=oc

1 \x-K __

Ha most végre az (1 + )' számára levezetett egyenlőtlen
ségben áttérünk az x = oo határra, lesz:

lim.(l + yf>hm.(l + A)x>nm.(l +

a mi nem más mint (I.), mivel a szélső értékek mindegyike 
egyenlő övei.

28. Hogy x oly számok sorozata, melyeknek absolut értéke min
den határon túl növekszik, azt úgy is jelölhetjük, hogy x = , és a 
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z absolut értéke minden határon túl kisebbedik, azaz lim. z = 0. 
Ha az (I.)-ben e helyettesítést végezzük, lesz belőle:

i
lim (1 + z)z = 6. (II.)
2=0

Képleteinknek egyszerű általánosítása :

lim. (1+-)*=«“, (III.)

1
lim. (1 + az)z = ea, (IV.)
2=0

hol a bármi valós számot jelenthet, melyek közül a (IV.) ismét a 
z — ' helyettesítés végeztével a (IIL)-ból származik. Tehát elég a 
(IH.)-at igazolni. Ha a = 0, közvetetlenül látni, hogy mindkét olda
lon az egység áll; ha az a a O-tól különböző szám, akkor lim. ~ is oo, 
ha lim. a; = oo. Tehát szabad (L)-ben x helyébe y-t írni és lesz:

lim. (1 +-)“ = «

Itt mindkét oldalon a-adik hatványra emelünk, (a baloldalon 
a lim. jel alatt), az eredmény nem más mint (III).

Ha a (iV.)-ben mindakét oldalon az e alapra vonatkozó loga- 
rithmusokat veszszük, és a baloldalon a lim. és lóg. műveletek sor
rendjét fölcseréljük, a mi meg van engedve, mert (I. r. 65. ez.) a 
hm. jel alatt álló számok értéke e“-hoz közeledik, tehát pozitív ma
rad, lesz:

lim. ('lóg. (1 + az)z) = a,
2=0

vagyis:
lim. (~ ‘lóg. (1 + az))=a. (V.)

Ebből még mint specziális eset:

lim. (y ''lóg. (1 +z)) = 1. (V.a.)

Ha két változó, x és z a következő összefüggésben áll:

ax — 1 =z, vagyis x=a)og (1 +z),
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hol tehát, ha lim. x=0, egyszersmind lim. z=0 és megfordítva, 
akkor:*
gx—1 _ a _ _ z _ 1 ,,,

X «10g. (1+2) «log. (1+2) °g' ű — 4og. (1 +2)
2

És így végre ha áttérünk a lim. x=0, és evvel együtt a lim. 
z—O határra

lim. = "lóg. a = . —. (VI.)
t=o x "lóg. e

Ha e képletben a következő helyettesítést végezzük, p. a O-tól 
különböző valós állandó lévén:

X 
x=/i"1og. (1 +2), z—a'^—1, a®=(l+2)i*, 

akkor ha lim.x=0, egyszersmind lim.z=0, tehát:

vagy:

lim. (——L ) = ' log. o
2=0 ' P "10g. (1 +2) ' 8

hm. (Mzí )=+lOg.n
2=0 ' z dog. (1+z) / • 0

Szorozva (V.a.)-val és rövidítve 'lóg. a-val:

2=0 Z 1

* Alkalmilag álljon itt a logarithmusra vonatkozó, fönt használt
elemi tételek bizonyítása. Ha ax — b, akkor x = "lóg. b; de ha mindkét 
oldalon a c-logarithmusokat veszszük, egyszersmind :

, , clog. b.i—alog />=—6s clog. a
és ha itt b—c, tehát clog.c=l, még:

. 1"lóg. c= r clog. a

(VII.)

29. A trigonometrikus függvények elméletében — hat.i. 
sin. x-et, tg. x-et stb. mint az x függvényeit tekintjük — alapvető 
jelentőségű, hogy ha x a 0 és közt, fekszik, akkor mindig

sin. x < x < tg. x.

(1-1

(2.)
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Ezen egyenlőtlenség, melyet a geometria területek összehason
lításával bizonyít, itt számtani úton lesz levezetendő. E czélból a 
^-nek előbb (I. r. 66. és 67. ez.) adott meghatározására támasz
kodunk, mely szerint:

I ]
azaz, ha a = b = és most az an, bn számokat az ott adott 
utasítás értelmében kiszámítjuk, lesz:

lim. an~ lim. bn= ;

továbbá: 
1 , , 1 

... an > Cln+l > •. • > ; ... bn< bn+f< • •. < .

Ekkor a és b még így is irható:

1 i  a ~-----F’ 
2sin.y ttg.— 

ebből:

1

Un+l — bn)^ —

ai=(ab^=—
4 sin. — 4

. / . .1 .1+ COS. —;—
,  a^+b  111 11   1 4   1

2 — 8 1. n ' , I — 8 —
\8in-T tg’T/ ”n-T

És úgy általánosságban:

1 i _ 1an— — > bn— ,
2«+l sin.------ 2«+2 tg. ----- -2n-f-l »• 2n+2

mert ez helyes, ha n=l,és ha egy bizonyos n-re igaz, helyes marad 
n+l-re is. T. i.

■ 1 \1 
g2n+3 2 gin.2 —I 
/___________ 2„+2/

1
2n+2 sin. —— - gn+2

_ o-n+1+^n_  1 /__ 1_____ । 1
2 an+'A I . 7T 5T

■ Isin.—, . tg. - ;á\ gn+2 B gn+2

1

2"+3 tg.
n

2«+3

Kőnig: Analízis. I. 26
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E szerint 
1 11 1 ----------> >.  TT 7T 7T jr *

* Ekkor ugyanis tg. u, tg. v, tg. (m-|-v) pozitivok, és így 1 — tg. u.tg. v 
is pozitív, de egyszersmind < 1, mert a levonandó pozitív.

2«+l sin. ——; 2n+2 tg. - -----2n+l ° 2n+2

vagyis, ha az egyenlőtlenségekben n+1, ill. n+2 helyett n-et Írunk 
és a recziprok értékekre térünk át:

tt n , ír 
Sm‘ “an < 2n < gn’

a mi, mint közvetetlenül látni, n= 1 és 2-nél is helyes.
Más oldalról a

sin. (u+v) = sin. u cos. v + cos. u sin v, 

tg.{u+v) = ^ + ^v 
° 1 — tg. m. tg. v

képletek mutatják, hogy ha u, v, és (a második képlet miatt) 
U + v a 0 és — közt feküsznek * és

sin. u < u. sin. v < v ill. tg. u > u tg. v > v 

egyszersmind:
sin. (w-H>)<«+®<tg. (u+v).

n ~
Ha tehát Ui, u%... un pozitivok és 2 ui < akkor ép oly egy

szerű általánosításban 1
n n n

sin. 2 Ui < 2 Ui < tg. 2 ui- 
1 1 1

Ha most már x a 0 és közt fekszik, 

hol t pozitív valódi tört, mely (a binár számrendszerben, 1. a 48. ez. 
végén) a következő alakban fejezhető ki:



FÜGGVÉNYEK HATÁRÉRTÉKE. 403

t= lim. tn, a;=lim. (tn ^),

tn— -y + -gr + • • • + 2n“ < Í,

hol mirden $ csak 0 vagy 1 lehet.
E szerint

srn. tn-gT <U "y < tg. tn-y,

és ebből ha áttérünk a határra:
sin. x < x < tg. x,

hol a határátmenetnél nem szükséges, a < jeleket az = jelével 
kiegészíteni, mert t nem 0 és így van egy első tm, mely szintén 
nem 0; de ekkor sin. tm és tm, tm és tg. tm különbsége nem 
tűnik el, és e különbség m növekedésénél soha nem kisebbedik.

30. Minthogy sin (—x) — — sin. x, tg. (—x) = — tg. x, a 
levezetett egyenlőtlenség

| sin. a;| <; | x\< | tg. x |

alakban is irható, a melyben érvényességének határait az |^-g- 
föltétel adja, és az = jel csak akkor veendő, ha x=0. Ebből még:

1 1 I COS. X |
| sin. x | — | x | — | sin. x ]’

vagy | sin. x |-szel szorozva

. I sin. x I , ।—|^|cos.z|.

Ha most már x itt bármely a 0 határhoz közeledő számsoro
zat képviselője, azaz lim. #.=0, ekkor a határátmenetnél:

. ,. I sin. x I .1 >hmd------ > 1.J?=0 | # |

De sm- £ az x tekintetbe jövő értékeinél mindig pozitív, mert 
ekkor x és sin. x egyenlő előjelű, és így végre:

lim.^=l. (VIII.)
x=0 v '

26*
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Ebből, ha négyzetre emelünk:

lim.
.r=0

1 — cos.
X1

továbbá osztva a közvetetlenül helyesnek látható

Hm. (1 + cos. #) = 2 .r=0

alakkal, lesz még: 

lim 1—cos.a: 1
x-

és ekkor még:
.. 1 ----COS. X „hm. —-------- = 0

(ix.>

(IXa.)

ha ugyanis lim. a:==0-sal szorozzuk a (IX.)-et.

31. Ha a az /(a?) függvény értelmezési tartományának nem 
belső, hanem közönséges határhelye, akkor mindig lehet oly ai, aj, 
.. számsorozatokat fölállítani, melyeknek minden száma
az fix) értelmezési tartományához tartozik, sőt ennek belső helye, 
míg lim. an=a. A függvény határértéke az x=a helyen, lim. f (x) x=a ~
akkor épen úgy értelmezhető, mint előbb — azon egyedüli meg
szorítással, hogy az an sorozat tagjai az t\x) értelmezési tartomá
nyából választandók. Különben hiszen az f(af) jelnek nincs értelme.

Szükség esetében itt külön kijelentendő, hogy mely számok 
azok, melyeket a határátmenet eszközlésénél szabad használnunk, 
így p. ha a változó tartománya az 1-nél nagyobb számokra szorít- 
tatik, lesz:

lim. —-----= 0, (a:>l).
2*^—1

E külön kijelentés fölösleges, ha a változó tartománya ösz- 
szeesik a lim. jel alatt álló kifejezés értelmezési tartományával. 
E kifejezésnél p. lim. "lóg. (x— 1) magától világos, hogy csak 1-nél 

nagyobb a;-ek használhatók.
Hogy csak a-nál nagyobb (ill. kisebb) változó értékek haszná

landók, azt szükség esetén a lim. > lim. jelekkel fejezzük ki, me- , , , , ... r=«+0 x=a—0lyeknek meg megfelel:

lim. x = a + 0, lim. x = a — 0.
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Hasonló módon fejezhető ki az, hogy a végtelenbe való határ
átmenet csak a pozitiv (vagy negativ) számokon át történhetik a 
következő jelekben:

lim. lim..r=+°° x=—co

melyeknek ismét megfelel:

lim. x = +°°> hm. x — — oo.
így p. az "lóg. x értelmezési tartománya — a megelőző tár

gyalások alapján — a pozitiv számok összességéből áll, a 0 és e 
tartomány közönséges határhelyei.

Az I. r. 65. ez. végén álló tételekből közvetetlenül következik:
lim. "lóg. x = oo, lim. "lóg. x = .r=0

Ugyanígy lesz az I. r. 14-0. czikkében álló (33.) képletből:

lim. = 0, (X.)

ha a tetszőleges valós szám és r > 0.
Igaz, hogy e képlet az idézett szöveg szerint csak akkor érvé

nyes, ha a az 1-nél nagyobb pozitiv szám. Mint logarithmus-rend- 
szer alapszáma a az 1 -tői különböző szám, ha 1 -nél kisebb, akkor az

ax = b vagy (—) e=b

egyenletből következik, hogy:
p 

"lóg. b = —"lóg. b;

a miből közvetetlenül látni, hogy (X.), a melyben ép ezért (az első 
esetben még fölösleges módon) "lóg. rr-nek már absolut értékét 
irtuk, akkor is helyes, ha^e <0.

Ha Z — y-, és így7 midőn lim. x=o°, lim. 2=0, akkor:

"lóg. x = "lóg. 1 — "lóg. z = — "lóg. z

és így a (X.)-ből lesz :
lim. (zr | "lóg. z I") = 0, (XI.)

ha ismét a bármely valós szám és r > 0.
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Ha (Xl)-ben r=<r=l tétetik és az ott álló alakokat az a-hoz 
illesztjük mint kitevőket, lesz :

lim. (z2) = l , z=0 (XH.)

a mi természetesen annyit jelent, hogy ha a z elég kis pozitív érté
keinél képezzük zz-t, e kifejezés értéke tetszőlegesen közelhozható 
az 1-hez.*

* A kezdő gyakran azon tévedésbe esik, hogy azon kifejezésből, 
melynek határértéke képezendő, egy részt kiragadva, ennek számítja előbb 
határát, és evvel számít azután tovább. Hogy így nemcsak határozatlan 
(0 a nevezőben s. ú. t.), hanem hamis eredményhez juthatni, mutatja 
a (XII.). Ha itt először az alap határértékét veszszük, volna

lim. lim. 02= 0,
2=0 2=0

a mi egyszerűen hamis.

Ha ismét az
"lóg. z = x, z — ax

kapcsolat alapján egy új x változót vezetünk be, akkor lim. z—0-nak 
megfelel

lim. x =— oo, haa>l,

lim. x = + oo, ha a < 1.

Ha e helyettesítést a (Xl.)-ben végezzük, és r = 1, a második
esetben még 
akkor lesz:

a — — p tétetik, hol p ismét tetszőleges valós szám, 

lim. (ax 1 x |a) = 0 , a > 1 ,
ax (XHI.)

lim. — = 0 , a<l ,

Ha z = — x, akkor, ha lim. x = ± oo, mindig lim. z — oo, 
e helyettesítést végezve a (XIII.) alatt álló képletekben, és a recziprok 
értékeket n-va:

lim. — = oo , a> 1,
*=+“ |a|o
lim. = oo , a<l. oo 1

(XIV.)
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A tételek ily írásánál csak azon esetek, midőn a, ill. p pozitív, 
tartalmaznak jelentősebb eredményt. Ha a, ill. />^0, a (XIII.) és 
(XlV.)-ben foglalt állítások már a lim. ax értékéből világosak.

32. A függvények határértékének értelmezése közvctetlenül 
átvihető a több változás függvények esetére. Ha ugyanis (av a^,..., am) 
a függvény értelmezési tartományának belső helye vagy közönsé
ges határhelye és

ad’, a(?’.................... (i= 1,2,... m)

oly számsorozatok, melyek a függvény értelmezési tartományához 
tartozó helyeket adnak és melyekre nézve

lim. áf — av

ha továbbá lim. f\af\a^\...,a^) ugyanazon meghatározott 
érték, bárminő számsorozatokat választunk is, ha ezek csak az imént 
megállapított föltételeket kielégítik, akkor azt mondjuk, hogy 
a függvénynek van határértéke az [ai, am) helyen, és e határ
értéket a következő módon jelöljük:

Hm. f(xi,x^,...xm).xi—ait...,xn—an

A legegyszerűbb esetekben ismét elégséges tekintetbe venni, 
hogy xif x^... bizonyos szabályos számsorozatok általános tagját 
képviselik, melyekre nézve

lim. xi=ai, lim.a:2=a2,...,lim.xm—am,

és e szerint alkalmazni a határértékek kiszámítására vonatkozó sza
bályokat. Csak ha e szabályok alkalmazásánál megakadunk (0 a ne
vezőben, s.ú. t.), térünk át a függvény természetétől függő specziális 
módszerekre. így p.:

lirm (Ax2+Bxy+Cy*)=A (lim. z)2+Blim. .rlim. 2/+
X^l’y=i ' ' +C1(lim.i/)2-H + fi+C

hm. (sin. or-f-sin. («-)-?/)+sin. (x+2?/)) = sin. (lim.a;) +
-|-sin. (lim. o;-|-lim. y) + sin. (lim. x-{- 2 lim. y) — 
=éin. * + sin. + sin. = 1 +1 /2|.
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Ha a függvény értelmezési tartománya oly belső helyeket is 
tartalmaz, melyekre nézve | Xi |2+ ;.. | xm |2 > co, bármily nagy 
pozitív szám is az m, akkor oo e tartomány belső helye vagy közön
séges határhelye; és e helyen van a függvénynek határértéke, ha 
lim. f , a^) meghatározott érték, mihelyt az illető számsoro
zatok tagjai olyanok, hogy |a/”']2 + • • • + az n választása által 
bármely pozitív számnál nagyobbá tehető. E határérték jele 

lim. f (34,..., Xm) vagy röviden lim. f(xh..., xm}. így p.
kils+-.+kmF-»

lim. (a?2-HV2) — 00 J 
de

1™.^+?/+— )

határozatlan, mert ha p. lim. x=a, lim. y=p, lim. z=oo, a határ
érték «+,?> ha lim. x—00, lim. y=0, lim. z--l, a határérték 00. 

Igen fontos megjegyzés, hogy több változós függvényeknél 
már igen egyszerű esetekben, midőn t. i. a függvény értéke a válto
zók értékeiből a négy alapműveletből összeállított véges műve
letsorozat segítségével kiszámítható, léphet föl határozatlanság; 
így p. ha

lim.45=0, y—J
t (x, y) teljesen határozatlan. Itt a közönséges műveleti sza

bályok nem vezetnek eredményhez, mert a számláló és nevező határ
értéke külön-külön zérus.

Hogy egyáltalában a határérték nem független a határát
menet módjától, azt következőképen láthatni. Legyen ai,a%,...,an,... 
az x helyébe teendő számsorozat, hol természetesen lim. an=0; ha 
most már A bárminő a O-tól különböző szám, legyen Aat,..., lan,... 
az y helyébe teendő számsorozat, akkor a határmenet e módjánál

lim. a" =
an+2'-an 1 +2a

és ez a A kellő választásánál bármi szám lehet, az | kivételével. Mert

lesz, ha

2-f-X 
í+2k L

).= 2—7.
n-x ■
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De | is lesz a határérték, ha az x és y számára az «|, af,. 

és aj, . an számsorozatokat választjuk. Ekkor ugyanis :
^+an 2an+] i

hm. —g—— — hm. ——j- = v.
a®4-2íZn a«+2 2

• an>' ' •

Végre a oo is lehet a határérték, ha például az x és y számára 
választott számsorozatok:

ai, , an,... ül. (ai — |) («2 — 4) , (an — |) an, • • •,

hol lim. an = 0, és tehát lim. ((an — |) an) szintén 0. Ekkor:

lim. = Um. te = oo.
an+(%an—l)an Van

Ha általánosabban

f yb —

e következtetések ép úgy ismételhetök, kivéve azon esetet, midőn : 
AD—BC = 0.

Ekkor az
_ T

C+DX

egyenletben foglalt követelés ki nem elégíthető; mert a A-nak min- 
^4 Cden-----p- =-----p -töl különböző értékénél

A+B'^ — A. — A.
C+Dí ~ C ~ D ’

a mint ezt a nevezőkkel való szorzás közvetetlenül igazolja.
Itt a jobboldalon álló alakok egyike mindenesetre határozott, 

mert ha C és D egyszerre 0, az f (x, ?/)-nak nincs is értelme.
De ugyanekkor, kivéve a Cx+Dy = 0 föltételnek megfelelő 

helyeket, mindenütt
Ax -f- By   A   1 >
Cx + Dy C D

tehát ebben a kivételes esetben a CxABy—h föltételből meghatá
rozott (x,y) értékrendszerek teljes kizárása után:

lim ^±^ = 4 = 4; (AD-BC = 0).
x=0, y=0 ' - "i" ^ ,1 '
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Folytonos és szakad ásó s függvények.

33. Valamely függvény értékét az a helyen (hol a természete
sen az értelmezési tartományhoz tartozik) ■— hogy ezt, ha szükséges, 
a függvénynek ugyané helyen vett határértékétől élesebben meg
különböztessük — a függvény helyettesítési értéké-nek nevezzük, 
Ezen elnevezés onnét származik, hogy ha a függvény számára ana
litikai kifejezésünk van, valóban ekkor a változók helyébe, az illető 
számértékeket teszszük. Ez nem zárja ki, hogy a helyettesítési 
érték kiszámítását határátmenetek segítségével eszközöljük, mint 
péld. már az ax, sin. x s ú. t. függvényeknél.

Valamely függvény folytonos az a helyen, ha e helyen van 
határértéke és ez a helyettesítési értékkel azonos.

A függvény e tulajdonsága még véges alakban (azaz határ
átmenetek alkalmazása nélkül) is kifejezhető. Az egyváltozós függ
vény esetében ezen új fogalmazás a következő módon történik.

Hogy a függvény folytonos az a helyen, az adott definiczó 
szerint annyit jelent, hogy

lim./(a„) = fM

mihelyt lim. an=a; vagy a lim. jel értelme szerint, hogy |/(«m)—/(a)| 
bármely tetszőlegesen választott pozitív számnál kisebbé tehető, ha 
csak az a^... an... számsorozatban elég messze megyünk, azaz 
annyira, hogy | an — a | egy bizonyos pozitív számnál kisebb.

Valamely f(x) függvény folytonos az a helyen, ha egy tetsző
legesen választott pozitív szám ő megállapítása után mindig lehet 
egy pozitív s-ot meghatározni, úgy hogy

{f(x)—f(a)\<ő,

mihelyt az x értéke megfelel az

| x —a | < e 
föltételnek.

Ha a az értelmezési tartomány határán fekszik, akkor a foly
tonosság definicziójánál csak azon x értékek (ill. csak oly számsoro
zatok) jöhetnek tekintetbe, melyek ama tartomány belsejében 
feküsznek.

Ugyanígy többváltozós függvénynél az, hogy az f\x\,x<i,...,xm) 
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függvény folytonos az (ab..am) helyen, annyit jelent, hogy

lim. fa^, a^,... a£>) =fat , a*,...,  aj, 
mihelyt

* Midőn a viszonyok egy és több változós függvényeknél teljesen 
azonosak, a tárgyalást csak egyszer végezzük. Ha képleteinkben m helyébe 
1-et teszünk, meg van az egyváltozós függvények specziális esete.

lim. a™ = at, lim. a^ = ai,... lim. a™ = am.

vagy ismét áttérve a lim. jel jelentésére :
Az fxi, a*,...,  xm) függvény folytonos az (ai,..., aj helyen, 

ha egy tetszőlegesen választott pozitív szám ő megállapítása után 
mindig lehet oly pozitív ei, ea,... £m számokat meghatározni, hogy

\fxt,..., xj —fai ,■ ■ ■, am) | < ő, 
mihelyt

|Xt — üt | < , |x$ — at|< £2,..., |Xm am| < em

vagy — a mi az előbbi föltétellel a környezet két alakja közt fönn
álló kapcsolatnál fogva mindig megegyezik — mindig lehet egy oly 
pozitív s-t meghatározni, hogy ismét

\fxi,..., xj —fai,..., aj | < ő, 
mihelyt:

ki —+ká — «2|2 + ... +km — í/m|2<e2.

A folytonosság vizsgálatának a valamely fx) függvény által 
jellemzett szám kapcsolatra nézve elvi jelentősége van.

A legegyszerűbb függvény — a függvénynek bizonyos tekin
tetben határesete — az, midőn fx), ill. fxi,.. ., xm) állandó, azaz a 
változó minden értékénél a függvény értéke ugyanaz.*

Az, hogy a függvény az xi — ai,..., xn = am helyen folyto
nos, evvel szemben annyit jelent, hogy a függvény megközelítőleg 
állandónak tekinthető, még pedig úgy, hogy a megközelítésnél 
elkövetett hiba absolut értéke ő-nál kisebb,ha a vizsgálatot az(ai,...,aj 
hely egy bizonyos környezetére szorítjuk, hol az s, illetőleg sí... em 
a környezet jellemzésére szolgáló pozitív számok a választott meg
közelítéstől, azaz ő-tól függnek.

Hogy absolut értékére nézve d-nál kisebb hibával a függvényt 
egy bizonyos környezetben állandónak lehessen tekinteni, arra — 
ha ezen állandó értéknek fai,..., am)-et veszszük — szükséges és 
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elegendő, hogy e környezetben legyen:

l/t^b • • •> ^m) fla\, • • •> ^m) | < d ;
ez, minthogy d tetszőleges pozitív szám, nem más mint a folyto
nosság föltételének eredeti alakja.

Hogy az f(x\,..., xm) függvénynek tulajdonítandó állandó ér
ték bármely ama környezetben előforduló érték lehessen, arra csak 
a környezetnek az

|/($1 >• • •> /(«! >• • •> dm) | < O
föltételből való meghatározása szükséges. Mert, ha ekkor (?/i... ym) 
egy másik e környezetbe tartozó hely, akkor csakugyan:

|/(aű,..., xm) ym) Iál/Oi ’• • ■>xm) —fiaiam) | +
+ |/tyi,... ,ym) —fiaiam) | < d.

34. Ha az adott függvény az (a függvény értelmezési tartomá
nyához tartozó) a helyen nem folytonos, azaz határértéke nem egye
zik meg a helyettesítési értékkel, vagy egyáltalában nincs határértéke, 
akkor azt mondjuk, hogy a függrény az a helyen szakadásos. E sze
rint valamely függvény értelmezési tartományának bármely helyén 
vagy folytonos vagy szakadásos.

Az a valós függvény, mely a változó raczionális értékeinél 0, 
irraczionális értékeinél 1, — mint közvetetlenül látni, minden helyen 
szakadásos.

Az analízisben részletesebben tárgyalt függvények kivétel nél
kül olyanok, hogy azon helyek, hol a függvény szakadásos, megszám
lálható sokaságot alkotnak. Tekintettel erre azon kifejezés is dívik, 
hogy «a függvény folytonossága az a helyen megszakad#.

A függvény szakadásos voltának legegyszerűbb esete az, midőn 
van az a helyen véges és meghatározott határérték, de ez nem egye
zik meg a helyettesítési értékkel. Ekkor a szakadást megszüntethet
jük, az által, hogy a függvény eredeti értelmezésének egyetlen egy 
adatát, a függvény helyettesítési értékét az a helyen megváltoztat
juk; épen azért a szakadást ekkor megszlinlethetö-nék mondjuk. 
(Riemann szerint «hebbar».)

Ilyen volna péld. az a függvény, mely x minden értékénél 
= 2 a: -f- 3, kivéve, midőn x = 1, a mikor a függvény értéke 0 
legyen.
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Az analízisben oly függvények, melyeknek megszüntethető 
szakadásaik vannak, csak egész kivételesen fordulnak elő. Ép ezért, 
ha ez a függvényre vonatkozólag meglévő adatokkal nem áll ellen
mondásban és az ellenkező nincs külön megemlítve, mindig föltesz- 
szük ezentúl, hogy a függvénynek nincs megszüntethető szakadása.

E szerint, ha az fx) függvény értéke az a helyen nem isme
retes, de ismerjük lim.y'(x)-et, akkor, ha nincs külön megmondva 

az ellenkező, mindig fölteszszük, hogy fa) = lim. f(x), azaz hogy a 
függvény az a helyen folytonos, mert a szakadás, ha ilyen volna, 
mindenesetre megszüntethető lenne.

Ha valamely függvény értelmezési tartományának egy folyto
nos részében analitikai alak által van adva, mely e tartományrész 
egy és csak egy belső helyén használhatatlan lesz, akkor azt mond
juk, hogy a függvény (analitikai) alakja e helyen határozatlan. 
A föladat valamely függvényt meghatározni az oly helyen, hol ana
litikai alakja határozatlan, mindig azon külön nem említett föltevést 
foglalja magában, hogy a függvénynek e helyen van véges és meg
határozott határértéke.

A föladat megoldása tehát egyszerűen határérték kiszámí
tását kívánja. így péld. a J függvény alakja az x = 0 helyen 
határozatlan. Értéke tehát az x = 0 helyen:

= nm = j
' X ' x=O x—0 ' » /

természetesen föltéve, hogy a függvény értelmezése kiterjed az x=0 
helyre és hogy a függvénynek nincs megszüntethető megszakadása.

Hasonlókép határozatlan az

« . x2 + 5x — 6 , . x — 1
— ^ + 4a._5 > —

függvények alakja az x = 1 helyen. Az említett föltevések mellett:

/(l) = lim. t = ,r; ^(1) = lim. ——= 1r+t^-5 6 ’ ' .t=i x—1

Ellenben a sin. függvénynél, melynek alakja szintén hatá
rozatlan az x = 0 helyen, ebből a függvény értékére az x = 0 
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recziprok értéke a O-tól különbözik. A recziprok függvénynek tehát 
megszüntethető szakadása volna az a helyen.

Ha azonban a helyettesítési értéket oc-nek állapítjuk meg és 
ezentúl a 0 és oo-t is recziprok értékpárnak veszszük, akkor a reczi
prok függvény helyettesítési értékének a 0 veendő, és a most tárgyalt 
szakadásos függvények mint olyanok jellemezhetők, melyeknek reczi
prok függvénye még folytonos.

36. Azon egyváltozós függvények között, melyek az x = a 
helyen végtelenek lesznek, a legegyszerűbbek azok, melyeknél léte
zik egy pozitív p szám,  úgy hogy lim. (jx— g)p /(«)) véges és 
meghatározott, a O-tól különböző érték. Ekkor az f(x) közelebbi meg
határozása gyanánt azt mondjuk, hogy fx) az x — a helyen p-ad- 
rendü végtelen lesz.

*

* Ha x — a nem pozitív hanem általánosságban complex szám 
r (cos. <p + i sin. y), hol az argumentum a n~§L<p> — n föltétel értel
mében van választva, (x— a)? jelentse az r° (cos. py + i sin. g<p) kifeje
zést, itt csak rövidítésképen, mely a hatványalak függvénytani elméletében 
találja majd indokolását. Ha x— a pozitív, = 0 és a jel értelme meg
marad.

Ily p szám nincs mindig, de közvetetlenül belátható, hogy, ha 
van, csak egy ilyen lehetséges, tehát a függvényre nézve jellemző 
szám. Ha ugyanis

Hm. ((a: — af f(x)) —c

lim. ((x — a)p'f(x)) = d

mindkettő véges és meghatározott, a O-tól különböző szám, volna, 
akkor kellene, hogy a két kifejezés hányadosának határértéke

Hm. (x —
x=a

is ilyen legyen. Ez pedig, ha p nem egyenlő />'-val, vagy 0 vagy 
végtelen.

így péld. -y, első rendű, _ másodrendű vég-
télén lesz a 0 helyen.

Hogy nem minden függvény, mely, az a helyen végtelen, egy
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szersmind meghatározott rendű végtelen, kiviláglik a kővetkező pél
dákból. , .

E valós változó függvénye Az', hol A > 1, az z = 0 helyen 
végtelen lesz, de bármicsoda pozitív szám legyen is /?, mindig

lim. (/' A?) =oo 
2=0

a mint ez közvetetleniil világos, ha a 30. czikkben (XIII.) alatt álló 
második képletben

1 1x = -.., a = T z* ’ A

tétetik és a recziprok értékre térünk át. Ha lim. x=oo, lim. z=0, 
és így ez ekkor:

lim. zls( ' ) ' = oc

a mi az előbb adott állítással azonos; mert a />-val együtt is tet
szőleges szám. Ily függvényről azt mondjuk, hogy az illető helyen 
végtelenjének rendszáma végtelen nagy, ha t. i. lim. ((x— a)p f(xj) 
a p minden pozitív értékénél oo.

Ellenben az "lóg. x, mely a x = 0 helyen végtelen lesz, oly 
függvény, melyre nézve e helyen végtelenjének rendszáma végtelen 
kicsiny, t. i. hm. ((x— f(xj) a p minden pozitív értékénél 0; 

mert bármily kis pozitív szám is a r, a 30. ez XI. képlete szerint:

lim. (xT "lóg. x) = 0.

Ha ellenben azt mondjuk, hogy f(x) az a helyen zerusodrendü 
végtelen, az annyit jelent, hogy lim. (x—a)°/(x) = hm./(x), azaz•F—ll íü—Ct
magának a függvénynek határértéke véges és meghatározott.

Végre az

y = x

szintén végtelen a 0 helyen; de végtelenjének rendszáma teljesen 
határozatlan, mert

lim. (xa +
r=n ' '
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végtelen ugyan, ha a < 1 és 0, ha a > 2 mert

1 < 1 + sin.3— < 2; = .» =

de ha 1 <; a < 2, ama határérték teljesen határozatlan; x helyébe 
lehet oly számsorozatot tenni, hogy a határátmenet eredménye 
lim. a^^-val egyenlő legyen, hol A bármely szám 1 és 2 közt. .r=0
A határérték maga tehát 0, 1, vagy végtelen, a mint a választott 
A < a, = a vagy > a. E czélból

_ ________1
” (Arc. sin. 11/ A— 11) + 2 n tt 

teendő, a mikor:
1 + sin.3 — = A,an

és an a O-hoz közeledő pozitív szám, ha, mint kell A az 1 és 2, 
tehát | A —1| a 0 és 1 közt fekszik.

37. E megállapítások egyszersmind a folytonos és egyváltozós 
függvényeknek egy fontos osztályzását adják, mely ama helyekre 
vonatkozik, hol értékük 0. Az ily helyen a recziprok függvény vég
telen lesz.

Az fix) függvény az x = a helyen p-adrendü zérus lesz, ha a 
recziprok függvény ugyanott p-adrendü végtelen, vagyis ha van 
egy bizonyos, pozitív p szám, melyre nézve lim. A-1 fi céges és 

meghatározott, a O-tól különböző érték. Az illető föltétel első alakjá
ban az, hogy

véges és meghatározott, a O-tól különböző érték legyen; de evvel 
együtt a recziprok érték is mindig ilyen és ez át vezet a föltételnek 
előbb adott, szokottabb alakjára. — A megelőzőkből következik, 
hogy ily p szám nincs mindig és hogy több mint egy semmi esetre 
sem lehetséges.

így péld. e függvény cos. a;—1, az x — 0 helyen másod
rendű zérus, mert

Kőnig: Analízis. I. 27
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továbbá (a:2 — ‘i x + 1) cos. az x = 1 helyen 3-adrendü zérus, 
mert:

—2.r + 1) cos.
S U - U’ = ~ 2 ■

Ugyanis 

2

ha t. i. x— l = z, hol, ha lim. x = 1, lim. z — 0 lesz.
1

Ha A . ' 1, az A z‘ függvény a z = 0 helyen zérus lesz, még 
pedig végtelen magasrendü zérus, mert bármily nagy pozitiv szám 
is p, mindig

lim. — = o
2=0

a mint ez a megelőző czikk képletéből, hol a recziprok érték áll, 
közvetetlenül következik.

Hasonlókép világos, hogy (jQ- végtelen kis rendű zérus az
X = 0 helyen, mert

lim.---- -------- = oc
.1—0 °log. X

a r minden pozitiv értékénél.
Hogy f(x) az a helyen 0-rendű zérus, ismét annyit jelent, hogy 

hm. f(x) a O-tól különböző véges, meghatározott érték.
T~n * 1 + sin 2 —

Hasonlókép látni, hogy x r az x = 0-ban zérus lesz 
ugyan, de határozatlan rendű zérus.

38. A °° jel bevezetése a függvény értelmezési tartományába 
bizonyos esetekben ép oly czélszerü, mint az előbbiek szerint e jel 
fölvétele a függvény értékkészletébe. Ha ugyanis a függvénynek 
a végtelenben meghatározott határértéke van, (véges vagy oo) ak
kor ugyanezt veszsziik a függvény helyettesítési értékének a végte- 
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nek a végtelenben. E szerint legyen ezentúl:

/(oo) = lim. fx),

és

H'll 1 • • • T
hol egyszersmind látni, hogy e helyettesítési érték hogy jelölendő. 
Ha most e határérték véges, azt mondjuk, hogy a függvény a oo-ben 
folytonos, ha végtelen, a függvény a oo-ben maga is végtelen lesz. 
Ha a határérték a oo-ben általánosabban nem véges és meghatáro
zott, a függvény a oo-ben szakadásos.

így péld. 75-775- a oo-ben folytonos, határértéke 0, x2 -f- 5 
a végtelenben végtelen lesz, míg a^-nek a végtelenben nincs is 
határértéke, mert a lim «T, Hm. ux közül az első zérus, a máso- a:—+« r=—w

dik 00, ha a < 1 és e két érték csak helyet cserél, ha íz > 1.
A 0 vagy 00 rendjére vonatkozó megállapítások egy változós 

függvénynél ez esetben nem változnak, hanem csak tekintetbe veendő, 
hogy a = 00 és ekkor az (x — 00) jel értelme *.

E szerint az f\x) a oo-ben határozott, />-adrendű végtelen, ha 
van egy oly pozitív, g szám, hogy

lim.^
xP

a O-tól különböző véges és meghatározott szám; továbbá az f(x) a 
oo-ben határozott, />-adrendű zérus, ha van egy oly pozitív p szám, 
hogy

lim. \x‘fx}\ X—v. * '

a O-tól különböző, véges és meghatározott szám.
így x2 + 5 a oo-ben másodrendű végtelen, 5 ugyanott 

másodrendű zérus lesz.
Ép ügy ismét az a{x} valós függvény, ha a > 1, a oo-ben vég

telen magasrendű végtelen lesz, ha íz < 1 ugyanott végtelen magas 
rendű zérus.

Végre (72)*+ 11 ' (a:2)1 + BÍn-“a oo-ben 0, ill. 00 lesz; de e 
0 vagy 00 rendszáma határozatlan.

39. A 0 és 00 rendszámának ezen esetleges megállapítása a 
27*
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függvények bizonyos egyszerűbb osztályainál a kővetkező fontos 
tételhez vezet:

Ha két függvény fix) és <p(x) egy bizonyos x—a helyen egyenlő 
rendű 0 vagy °° lesz, akkor és e helyen folytonosak és 
mindkettőnek ott a O-tól különböző értéke van.

Ekkor a mint fix) és <p(x) 0 vagy végtelen *

* Közvetetleniil látni, hogy a számítás az a — oo esetet is magában 
foglalja, a mikor ismét csak mindenütt .r — oo helyébe 7 teendő.

r fi®) ■ v wtx) hm.--------— es hm. —-------  ,r=« (d-_a)P (a: — a)P
vagy pedig

lim. ((a; — af /(íc)) és lim. ((x—a)p v(x)} r—n v ' r.—a v

véges és meghatározott, a O-tól különböző értékek. Tehát (osztás
segítségével) 

fHp 
(ft-v)lim. 

x—a és lim.x=a ár,

s ilyen. Azaz az illető hányadosok által ábrázolt függvényeknek 
van az a helyen határértékük. E függvények analitikai alakja az a 
helyen határozatlan ugyan (-JJ); minthogy azonban a megszün
tethető szakadásokat kizártuk, helyettesítési értékük a határérték
kel egyenlőnek veendő.

Ha két függvény fix) és &lx) az x = a helyen egyidöben meg
határozott. de nem egyenlő rendszámú zérus vagy végtelen lesz; akkor 
lim. ' ’ (és vele együtt is) é helyen 0 vagy oo, még pedig,

ha a függvények az a helyen > a mint a számlálóban
álló függvény rendszáma^,/f1'1' vagy a nevezőben álló
függvényénél.

Ekkor ugyanis a két esetnek megfelelőleg:

/ W
lim. -44- = 1™- — | = (($ — aV'-f,
x=a ÍP(-r) r=« I <p(x) I x=a v

(« — a)a
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vagy:
lim. 44-Hm. (fx— a)’-? -X ~ ) = C'lim. ((a:—ű)’-p).
x^a <p(x) x=a V (x — a^f^y x^a '

a hol C és C a O-tól különböző, véges és meghatározott számok, 
az a: — a hatványának határértéke pedig csakugyan a tételnek meg- 
felelöleg 0 vagy végtelen.

40. Több változás függvényeknél a zérus vagy végtelen rend
jének értelmezései következőképen általánosítandók. — Ha az 
f (xi, x^... xm) függvényben, mely az (aj, a ,..., am) belső  
helyen 0 vagy végtelen lesz,

* *

* Csak az ilyenre szorítjuk itt a tárgyalást; ha a oo-ben fekvő helyre 
térünk át, kell tehát, hogy a függvény a oo környezetében adva legyen.

xt — at — Ci t*' , x2 — = Ci ..., xm — am = cm

tétetik, hol «i... am tetszőlegesen választott pozitiv számokat jelen
tenek és Ci...Cm a O-tól különböző állandók, akkor ez átmegy az 
egy t változó függvényébe. A t értékeiből ugyanis megkapjuk x^—Xm-et 
és ezekből a függvény értékét. Ezen egy változós függvény Ff) 
értelmezési tartománya mindazon í-értékekböl áll, melyekre nézve 
(Xi,... xm) azután az eredeti függvény értelmezési tartományához 
tartozik. E szerint t = 0 az értelmezési tartomány belső helye, ha 
(oi... am) ilyen volt az eredeti függvényre nézve.

Ha az Ff) függvény a t — 0 helyen meghatározott rendszámú 
0 vagy végtelen a ci,..., cmtetszöleges és az ai,..., am tetszőleges pozi
tív értékeinél, (hol a ^meghatározott rendszám végtelen kicsiny vagy 
végtelen nagy is lehet), akkor az f(xi,xm) függvényről is azt 
mondjuk, hogy meghatározott rendű zérus vagy végtelen. Rendszám 
azért nincsen, hanem ennek helyébe jő az a és c állandók igen rend
hagyó függvénye, melynek vizsgálatával azonban itt nem szükséges 
foglalkoznunk.

így péld. ax + by, hol sem a, sem b nem 0, meghatározott 
rendű zérus az x = 0, y = 0 helyen, mert a helyébe lépő egyválto
zós függvény

a^ ta' + bc^t^

vagy a2-rendű zérus a mint < vagy > a2; ha = «2, átalá- 
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nosságban a zérus rendszáma szintén at, kivéve az oci + bc^ — 0 
esetét, midőn e rendszám oo.

Ha a vagy b zérus, akkor egy változós függvénynyel van dol
gunk.

A végtelenben fekvő helyre vonatkozó vizsgálat csak új válto
zók bevezetésével lehetséges. Legyen:

--  a;
= ------—, (t=l,...m) (1.)

2'1^ — / = !

áttérve az absolut értékekre, azután négyzetre emelve és össze
adva, lesz:

m i

tehát amaz egyenletek megfordításával:

zi
XÍ ai = (d.)

t=i

A mint e vonatkoztatásokból látni, minden (X\, Xi,..xm) 
helynek az ..., a^) kivételével megfelel egy bizonyos (zj..., zm) 
hely és megfordítva minden (zi,..., zm) helynek a (0,..., 0) kivételé
vel egy bizonyos (xi,...,xm); úgy hogy a vonatkoztatás kölcsönös. 
Azonkívül, ha |a?i—ap+—+k»í—akkor h|!+...+|2/„|2< 
és megfordítva; azaz az egyik sokaság O-környezetének megfelel a 
másikban a oo környezete.

A geometriai ábrázolás esetében minden P pontnak megfelel 
egy P pont, úgy hogy a PP egyenes keresztül megy O-n, a koor
dináta rendszer kezdőpontján és ÖP . OP = 1.

E helyettesítés által az f{x\,.. .,xm) függvény átmegy egy 
F(Zi,..., zin) függvénybe és az (1.) és (3.) alapján egymásnak meg
felelő helyeken a függvény értékei ugyanazok. E szerint:

(7(3;!,...,^))!^!^^!^!.^= iim. f^Xi^Xm) =
Rí r + • • • j । Twr— 00

= lim. F(Zi,.. .,zm) 
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és végre az f(xi,.. ,,xm) zérusa vagy végtelenje a oo-ben meghatá
rozott, ha az F(Zi,.. .,z„() függvényé a (0... 0) helyen ilyen.

A képletek részletezése egyváltozós függvényeknél mutatja,hogy 
az új értelmezés a régit magában foglalja, a mennyiben a két határ
érték valós változók esetében ugyanaz, complex változóknál pedig 
két konjugált szám, tehát egyidöben a O-tól különböző, véges és meg
határozott számok.

A 39. ez. tételei nem vihetők át több változós függvényekre.

41. A megelőző tárgyalások a szakadásos függvényeknek 
további jellemzésére szolgálnak.

A meg nem szüntethető szakadás lényegtelen, ha az illető függ
vény a szakadás helyének környezetében mint ama helyen megha
tározott rendű zérussá levő függvények hányadosa állítható elő; az 
ellenkező esetben a szakadás lényeges. Az elnevezés indokolására 
szolgálhat azon megjegyzés, hogy a lényegtelen szakadás esetében 
az illető hely környezetében a függvény elemzése a számlálóban és 
nevezőben álló folytonos függvényekére vezethető vissza.

A 39. czikk tárgyalásaiból közvetetlenül világos, hogy egy vál
tozós függvény, ha az a helyen lényegtelen szakadása van, e helyen 
mindig meghatározott rendű végtelen lesz. Viszont minden függ
vénynek, mely az a helyen meghatározott rendű végtelen, e helyen 
lényegtelen szakadása van.

Mert ha lim. (x—«)p f(x) a O-tól különböző véges és meg- x=a
határozott szám, akkor (x — «)p fix) az a helyen folytonos és 0-od- 
rendü zérus és:

(■c — a)p f(x) 
k — a)P

Ha adva van egy complex változó függvénye, melynél a vál
tozó valós értékeinél valós függvény értékek lépnek föl, akkor ama 
complex függvény mintegy magában foglalja azon valós függvényt. 
Az eddigi megállapításokból főig — de tévedések elkerülése végett 
kldönkiemelendő—hogy a valós és a megfelelő complex függvénynél 
az egyes helyeknek jellege, a mi a folytonosságot vagy a megszaka
dást illeti, nem szükségkép ugyanaz. A complex változó esetében 
a határátmenet módja sokkal változatosabb mint az előbbi esetben; 
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lehet, hogy valós változó esetében van határérték, complex változó 
esetében pedig nincs.

így p. legyen a z = x + yi complex változónak függvénye

E(z) = e® (cos. y + i sin. y),

úgy ez valós változó esetében, mikor y = 0, átmegy ebbe

E(x) = ex.
Eszerint E(—-L), mint valós függvény, az x — 0 helyen 

folytonos, ellenben mint complex függvény

E(-1) = E(------+=
' z 7 ' üt — y2 4- 2.r 1/1 ’ \ (y2 — a;8;2 4" 1r

y?—x1
— _____ ^.11______ I-4 sin_____-y-_____ )+ 4-y i in. + w ;

és itt az x = 0, y = 0 helyen a határérték a határátmenet módja, 
szerint teljesen különböző lehet. Ha példáül a tisztán képzetes szá
mokon át közelítjük meg 0-t, azaz x-et kezdettől fogva zérusnak 
veszszük, lesz a határérték:

lim. c y' = oo?/“0
míg előbb 0 volt. ,

Míg tehát c x az x = 0 helyen folytonos, addig az «általáno- 
sitása» gyanánt tekintendő E(—A)-nek ugyané helyen lényeges 

szakadása van.

A folytonos függvények alaptulajdonságai.

42. Ha h absolut értékét elég kicsinynek veszszük, x -f-h tet
szőleges közel jut az x-hez; e szerint azt, hogy az f(x) függvény az 
x helyen folytonos, következő módon is lehet kijelenteni:

Hm. + = °‘

Hasonlókép több változónál:

_ lim (f(x} + ht, Xi+hi,xm+hm)—f(xi, Xi,... ,xm)) = 0. H i — 0,...,
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Az egyes változókhoz hozzátoldott h értékét a változó növek
ményének nevezzük, hol az itt általánosabb értelemben vett, hozzá
adást jelentő «növekmény# nem épen a szó szorosabb értelmében 
nagyobbodást jelent.

Ha x növekménye h, vagy Xi,..xm növekményei hí,..., hm, 
akkor a függvény megfelelő növekménye azaz azon érték, melyet 
fx) illetőleg fxt,... ,a;m)-hez hozzá kell adni, hogy belőle fx + A), 
ill. fxt + hl,..., xm + hm) legyen lesz:

fix + /») —fx), ill.

f(Xi + hl , X<2 + 11*,..., Xm + hm) —f{Xi, . . ., Xm).

Azt, hogy valamely — független vagy függő — változó határ
értékére kell áttérnünk és hogy e határérték zérus, röviden úgy 
fejezzük ki, hogy az illető változó végtelen kicsiny lesz. Egyes spe- 
cziális esetekben már előbb bevezettük e kifejezésmódot, melynek 
a «végtelen# szó használata mellett is teljesen szigorú számtani 
értelme van.

Ha a változónak értékéhez hozzáadjuk a növekményt, a vál
tozó értékét változtatjuk; és e szerint a növekmény nem egyéb 
mint a változó eredeti értékének és változtatott értékének különb
sége, differeneziája. Ez értelemben az y = fx) függvény növekmé
nyének jelölésére a

dy = dfx)

alakot használjuk, hol J (differenczia) műveletjelnek tekintendő. 
Ugyanígy természetesen a független változó növekménye J x lesz. 
A J jel úgy értendő, hogy dx tetszőlegesen választott, de meghatáro
zott értékének megfelelőleg, képezzük dfx)-et, úgy hogy:

dfx) =fx + dx) —fx).

Ha ugyanazon független változónak több függvényét vizs
gáljuk egyidöben, dfx), dfx)... mind az ugyanazon d x-szel 
képezett növekményt jelentik.

Az fx +h)—-fx) az x egy bizonyos értéke mellett a h=0 
környezetében a h függvénye, mely a h = 0 helyen maga is zérus. 
Mint ilyen esetleg határozott rendű 0 lesz, azaz létezik egy bizonyos 
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pozitív p szám, úgy hogy:

AP

a O-tól különböző véges és meghatározott szám. Ekkor a függvény 
növekménye az x helyen p-adrendü végtelen kicsiny lesz.

Ha két függvény /(a:) és v(x) növekménye egy bizonyos helyen 
/>-ad, ill. <r-adrendű végtelen kicsiny lesz, akkor a függvények növek
ményeiből képezett hányadosnak határértéke 

lim —á
h=ő — h} —

ugyané helyen 0, a O-tól különböző véges és meghatározott szám, 
vagy végtelen, a mint p> a, p = a vagy pedig p < a.

így péld. az x*, (x— 1)® függvények növekménye az x = 1 
helyen első-, illetőleg másodrendű végtelen kicsiny lesz. Mert

lim. A=o
(I + A)2 — 1 

h = lim.A=0
2A + A2 

~ h
0—■>

(l + A-l)2-0 .. A2 .
hm. - --------- a— - - = hm. , A=o A2 A2

vagy az előbb bevezetett jelzésben:

= 2

és ebből
lim.J.r=0 ' A

hm. — „ ----= 0

Az infinitezimális módszerek, melyek az analízis főtartalmát 
teszik, azon alapúinak, hogy a folytonos függvények egy igen terje
delmes és fontos osztályánál a függvénynövekmény végtelen kisebbe- 
désének egy bizonyos, meghatározott mérőszáma van, ha ezt a függet
len változó növekményének végtelen kisebbedésére, mint mértékegységre 
vonatkoztatjuk; még pedig úgy, hogy e mérőszám megállapítása 
független egészen attól, hogy a független változó növekménye miképen 
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közeledik a O-hoz, hacsak a f üggvény növekményei a független vál
tozó megállapított növekményeinek megfelelöleg képeztetnek.

Ha a ói, ói,... ón,..., és sí , ... sn,... számsoroza
toknak határértékei lim. ón és lim. sn egyenlők zérussal, akkor — 
régibb megállapításaink értelmében, (I. r. 141. ez.) — a d-knak a 
O-hoz való közeledése, kisebbedése gyorsabb vagy lassúbb az --okénál, 
a mint lim. = 0, vagy oo; a d-k és s-ok egyenlő mértékben 
kisebbednek, ha lim. a O-tól különböző véges és meghatározott 
szám. Újból hangsúlyozandó, hogy lim. ~ határozatlan is lehet és 
ekkor a d-k és s-ok kisebbedése egyáltalában nem hasonlítható össze.*

* Ilyen eset p. az hol 
. 1 2Ón — Sn sin. —, en = 

en n;

ón . n ír----= sm.
in 2

tehát a mint 7i-nek, négygyei osztva, maradéka 0, 1, 2 vagy 3 lesz: 0, 1, 
0 vagy —I.

A folytonos függvény növekményére nézve a végtelenig való ki- 
sebbedés méröszáma tehát nem egyéb mint a végtelen kis növekmény 
rendszáma, ha ilyen létezik; mert ha a f(x) és <p(x) végtelen kis 
növekményeinek (egy bizonyos helyen) rendszámai p és a, akkor, 
mint az előbbiekből közvetetlenül világos, a Jf(x) a J^(a:)-nél gyor
sabban vagy lassabban közeledik a O-hoz, a mint p > a, illetőleg 
p<o, végre egyenlő mértékben kisebbednek, ha p = a.

Az összehasonlítás még akkor is lehetséges, ha a végtelen kis 
növekmény rendszáma «végtelen kicsiny», vagy «végtelen nagy», a 
mennyiben ezen esetben az illető függvény növekményei lassabban, 
illetőleg gyorsabban kisebbednek bármely oly függvény növekmé
nyeinél, melynél a végtelen kis növekmény rendszáma véges és 
meghatározott a O-tól különböző szám.

így péld. az x=0 helyen x1 növekményei gyorsabban kiseb
bednek, mint sin. x növekményei, mert tudjuk hogy J (a;2) az x=0 
helyen másodrendű végtelen kicsiny, míg

J (sin. x) \ ,. sin. J .v — sin. 0 .hm. (---j----- -I = hm. ------- v---------- = 1
Jx=0 ' Ax / T=0 Ax—a dx

tehát d sin. x elsőrendű végtelen kicsiny.

a mikor
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Alapvető fontosságú azon eset, midőn f(x) növekményei nem 
kisebbednek lassabban a független változó növekményeinél, azaz 
midőn Jf (x) —f —f (a;) első vagy magasabbrendü végtelen
kicsiny, tehát

lim. = H,n.Jx=O dx h=0 «

véges és meghatározott szám (esetleg 0).
E határérték, mely nem más mint a függvény diferencziál- 

há’iyadósa az x helyen, nagy jelentőségéhez képest külön szakasz
ban lesz tárgyalandó; ezelőtt azonban még a folytonos függvények
nek elemzését még más irányban kell kiegészítenünk.

43. E vizsgálatokban jelentékeny szerepe van a következő 
segédtételnek: Ha az f (xi,... ,xm) függvény az x=a helyen folyto
nos, akkor egy tetszőlegesen választott pozitív ő megállapítása után, 
meg lehet határozni egy pozitív számot s-t, úgy hogy az

\f (Xi,..., xm) —fitt,... ,cm) | < ő W 

egyenlőtlenség ki lesz elégítve, ha
in
2\xí — c, |* < s2, 

í—i
nemcsak akkor, midőn (mint előbb) a c hely a-val összeesik, hanem 
általánosabban, ha

m
S|Ci —űí|S< S2-

í=l

A függvény folytonossága miatt mindenesetre van egy pozitív 
7) szám, ügy hogy

lf (Xi, • . . ,Xm) — f (ü],. .. , üm) |< 4 ö 
m

ha 21®» — «í|2< rf- Legyen most s = ha ekkor 
í=“l 

m 777
31 <‘Í — «i j2 < S2 és 3 te — Cl)2 < s 

f=l
akkor mindenesetre (1. a 19. cz.-et): 

ni
—«í|2g —Cíj + |Cf — «,|)'<4£-=)72
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tehát:
[f (®b • • • > ^rn) t (dl, • • • , «„()| < ^d,

1/ (^b • • • i Cm) “ t (öl, • • • > dm)| < 2°;

és ezekből, a mint bebizonyítandó volt:

Kűrixm) , cm) | < |/(a;i —f (ai,..., am) | +

+ 1/ (Cl, • • •, Cm) —f (db • • • > dm)| < d.

E tétel könnyen azon téves következtetésre csábít, hogy ha az 
f(x\,..., a;H!) az a helyen folytonos, folytonos egyszersmind minden 

ni
oly c helyen, melyre nézve >, | a—ai |2 egy bizonyos pozitív számnál 

í—i
kisebb. Erre nemcsak szükséges, hogy az y\xt,...,xm) —f (ci,...,cm)|<d 
minden d-nál megoldható legyen, hanem hogy s a 6 bármely érté
kénél egy bizonyos $-nál nagyobb maradjon. Különben a d kisebbe- 
désével az a környezete, melyre ama tétel áll, szintén kisebbedhetik, 
és a bármely c-re vonatkozó következtetések megakadnak, ha a 
d-nak elég kis értékeit veszszük.

Hogy csakugyan vannak függvények, melyek egy bizonyos 
o helyen folytonosak, ámbár e hely tetszőleges közelében szakadá- 
sosak, azt a következő egyszerű példa is mutatja:

Legyen az /(#) valós függvény a 0 és 2 közt következőkép adva:

ha 0 < x< legyen/(«) = !,

1 2 .11ha -y- < 3; < -g— » / (x) = -p- >

2 3 1 1 1ha <x< -j- » t (x) — -p |- ^2 gj-,

, K— 1 K j: t \ 1 , 1 । । 1ha —— < X < * t (x) — -p -| ga -j- . •. H- ^2»

1 1
ha x=l » /(«)=«:= 1+-32+ + ^s+ •••

(végtelen sor),

ha végre x= 1 -[-p hol 0 cp < 1, akkor legyen/(I +p) =/(l —p).
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A függvény értékei, mint látni, O-tól 1-ig folyton nőnek, 1-töl 
1 3 4 1\ 1

2-ig folyton fogynak. Szakadása van az a: = -g-, ' , ... T. ,...
1 1 1^*1°

* Heine. Crelle, Journal 74. köt. (Lásd a megjegyzést a 73. lapon.)

és hasonlóképen 1 -f- 1 + 7-, 1 + 5", • • • > ■ • • helyeken.
Tehát az x= 1 hely környezetében, bármily kicsinyre szabjuk is ezt, 
végtelen sok szakadása van. Mindamellett függvényünk az x = 1 
helyen folytonos. Az

egyenlőtlenség a követelt módon a 0 műiden pozitív értékénél meg
oldható. Minthogy ugyanis 2 ,'2 összetartó sor, lehet a k oly értékét 
találni

1 , 1
A- + (K+l)a + ■■■*  °

hacsak K > k. Ha tehát

vagyis
A—1 A'+l

A A
mindig

1/ (x) — f (1) | < ^3pr + + • • • < d.

E feltűnő körülmény oka e függvénynél természetesen abban 
rejlik, hogy a függvénynek az 1 közelében folyton vannak ugyan 
ugrásszerű értékváltozásai; de az értékváltozás nagysága ezen 
ugrásoknál az 1 megközelítésével minden határon túl kisebbedik.

44. A megelőző példa mutatja, hogy az oly függvény, mely 
egy bizonyos helyen folytonos, e körülmény daczára is az illető 
helynek minden bármely kis környezetében is az elemekből meg
szokott függvényalakokétól teljesen elütő, «rendhagyó# jelleget 
mutathat. Ez a folytonosságban kifejezett tulajdonságoknak kiegé
szítésére vezet.

Legyen A egy folytonos és véges tartomány, mely az f\xi,...,xm) 
értelmezési tartományának része. Az f(xi,...,xm) e tartományon belül 
egyenletesen folytonos,*  ha bármely pozitív ó-hoz lehet egy pozitív 
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s-t meghatározni, úgy hogy

|/($b..., xm) — /(dl,... am) I < á, 
mihelyt 

m

i=\

hol azonban most (av ... ,am) az A tartomány bármely helyét jelenti. 
Előbb (a15..., am) csak egy bizonyos meghatározott helyet jelentett.

Evvel szemben ugyanis az is lehetséges, hogy egy bizonyos á 
és a hozzátartozó s-nak a tartomány bármely helyén való megállapí
tása után mindig van egy az /1-ba tartozó a^ hely, melyben a függ
vény folytonos ugyan, de arra, hogy jf(xi,..., xm) —f(a^\...,a^^<á 

1)1
legyen, kell, hogy 21^; — öj'l2 < £'2 vétessék, hol s' < e.

?==1
Hogy tíz f(xi,..., xm) az A tartományban egyenletesen foly

tonos legyen, arra mindenesetre szükséges, hogy a függvény ama 
tartománynak bármely egyes a helyén folytonos legyen; mert külön
ben amaz egyenlőtlenség már egy bizonyos helyre nézve nem elé
gíthető ki, annál kevésbé egyidőben a tartomány minden helyére 
nézve. Lássuk most már közelebbről a viszonyokat, ha a függvény 
az A tartományban nem egyenletesen folytonos, ámbár a tartomány 
minden egyes helyén folytonos.

Akkor van egy o pozitív szám, úgy hogy az
• • •> xm) j (^l, • • •> O-m) | < 0

egyenlőtlenség nem elégíthető ki a tartomány minden helyére nézve 
m

a 21^1 — ai|2<s2 föltétel által, bármily kicsinynek veszszük is az 
í=i

s-et. Azaz ha
£1, Sí, ..., sn ,...

pozitív és folyton kisebbedő számok, melyekre nézve lim. sn—^> 
akkor van az a^,... aw... a tartományba tartozó helyeknek , 
egy határtalan sorozata, úgy hogy még

• • • > I >
Hl

ámbár 21^ — £n- Az aw... a{nb.. helyek mind a véges
»—1

A tartományba tartoznak, van tehát egy a hely, melynek tetszőleges 
kis környezetében az .. a{n>... sorozatnak végtelen sok helye 
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található. E szerint az a hely az H-nak vagy belső helye vagy közön
séges határhelye. Ezen a helyen ekkor a függvény semmi esetre 
sem folytonos. Ha ugyanis az a helyen folytonos, akkor e helynek 
lehet egy bizonyos környezetét kijelölni, úgy hogy minden e környe
zeten belül fekvő c helyre nézve

lf (^b • • • f (e’l, • • • > Cm) | < 0
m

ha 21^1—Cí|2<s2, de. e környezeten belül végtelen sok «("’-t 
t=i

találni, és ezekre nézve, ha csak a megfelelő en sorozatban az s-nál 
kisebb értékig megyünk, \f(x\,..., xm) —\ • •., «m ) | >d, ám- 

m
bár 21 < e* < s2-

Í=1
E szerint, ha valamely függvény az A tartományon belül 

mindenütt folytonos, de még sem egyenletesen folytonos, kell, hogy 
e tartománynak egy határhelyén szakadásos legyen. (Az a ugyanis, 
mely helyen a függvény nem folytonos, nem lehet belső hely, tehát 
közönséges határhely). E szerint kimondhatjuk a következő tételt:

Ha valamely függvény egy bizonyos folytonos és véges tarto
mányon belül, valamint e tartomány minden határhelyén folytonos, 
akkor a függvény e tartományban egyenletesen folytonos.

Különben a tétel — a mint könnyű látni — valamivel általá
nosabban is fogalmazható. Azon tárgyalásnál, mely a függvény meg
szakadását bizonyltja az A tartomány egyik határhelyén, kizárólag 
az X-ban vagy ennek határán fekvő helyeket használtunk. És így az 
egyenletes folytonosságra elég, ha a függvény folytonosságának vizs
gálatánál csak az A-n belül és A határán fekvő helyeket veszszük 
tekintetbe, azaz úgy járunk el, mintha a függvény értelmezési tarto
mánya is csak ezen helyekből állana.

A függvény értelmezési tartományának határhelyein természe
tesen szintén csak a tartomány belső és határhelyei jönnek te
kintetbe.

így például az 1 -tői 2-ig terjedő számkörben egyenletesen 
folytonos; mert folytonos e számkörön belül és a két határhelyen. 
Hogy ekkor
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legyen, arra minthogy p. |$| és |a:+/z| nagyobb |-nél, elég ha 

mert mindenesetre
41 h | < ő ;

___ IM 
I ■« | I r + A |-<4|/4

Ellenben ~ a O-tól 1 -ig terjedő számközben nem egyenletesen 
folytonos, a minek oka az, hogy — a 0 helyen nem folytonos. Csak
ugyan bármily kicsiny is e, lehet egy (a O-hoz elég közel fekvő) a:-et 
találni, melyre nézve ámbár | | < e, mégis a 6 tetszőleges nagy érté
kénél is:

|A|
|r| 1# + A| "

Minthogy pedig:

W IAL
M j# + h | |«| ’

ez mindenesetre megtörténik, ha|a:|< ■ y.
45. Ha valamely függvény egy bizonyos folytonos és véges ta r

tományon belül és ennek minden határhelyén folytonos, ha továbbá 
a tartományon belül a függvény értékei tetszőlegesen közel jutnak 
egy bizonyos K értékhez, akkor ama tartománynak van egy belső 
vagy határhelye, hol a f üggvény helyettesítési értéke K.

Ha di, da,...őn,•• • pozitív kisebbedé számok sorozata, me
lyekre nézve lim. o\=0, akkor a tételben kifejezett föltétel értelmé
ben, minden dn-hez lehet egy (a^n),..., xöf) helyet meghatározni, 
úgy hogy

— K\<őn.

Az af1’,..., xw,... helyek sorozata határtalan, és mindannyi 
egy véges tartományban fekszik; van tehát egy (xh..., xm) hely, 
melynek bármely kis környezetében e sorozat végtelen sok helye 
fekszik, és mely hely maga a tartománynak vagy belső vagy közön
séges határhelye. E helyen csakugyan :

f («!> ••• , -Vm) “ A.

Ha a függvény értéke e helyen a K-tól különböző K' volna, 
tehát | K — K' | nem 0. akkor lehetne e helynek oly környezetét

Kőnig: Analízis. L 28
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megállapítani, hogy minden e környezetben foglalt (Zj..Zm) helyre 
nézve:

\ f\zx,..zm) —K' | <

De e környezetben végtelen sok hely van; a z tehát úgy is 
válasz ható, hogy

1/(^b • • •> ^m) K | < On

hol on bármely (kis) pozitiv szám lehet. De ekkor volna:

IK—K | K—f (zh..., zM) l+l/tzi, • ■ zm)—K'\< d„,

a mi képtelenség, ha például dn-et { | K — K' |-n él kisebbnek vesz- 
szük. Kell tehát, hogy \K—K'| = 0 legyen, vagyis K=K', ami 
bebizonyítandó volt.

46. Valamely függvény menetét vagy folyását egy folytonos 
tartományon belül megvizsgáljuk, ha a független változónak (vagy 
független változók rendszerének) tulajdonítandó értékek (értékrend
szereknek) kellően választott egymásutánját veszszük alapúi, és a 
megfelelő sorrendben tekintjük a függvényértéket. Ezen egymásután 
választása természetesen úgy történjék, hogy ez által magunknak 
a függvény alkatáról átnézetes képet készítsünk.

Egy változós valós függvénynél e megállapítások nagyon egy
szerűek. A folytonos tartomány ekkor nem más, mint egy véges, 
vagy határtalan számköz, melyben a független változó értékeinek 
egymásutánját úgy lehet megadni, hogy az értékeket mindig növe
kedő, vagy mindig fogyó sorrendbe teszszük. Ily értelme van annak, 
ha a független változó a-tói b-ig, vagy b-töl a-ig megy.

Ha azonban a változók száma 1 -nél nagyobb, vagy akár csak 
egy, de complex változóval van dolgunk, akkor valamely folytonos 
tartományon belül az átmenet az a és b helyek közt végtelen sok 
módon eszközölhető már akkor is, ha az eddig használt «egyenes 
darabokból összeállított" aál,...dn}b utakra szorítkozunk. Hisz a 
c(11 például bármely az a egy bizonyos környezetében fekvő hely 
lehet. Még sokkal nagyobb e változatosság, ha valamely C(Dc(í:+11 
köz*  által megállapított értékrendszerek helyett, melyeknek egy

* Az a t és 6-t ekkor cW és cm+D jelölik.
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másutánja a d szám értékei által van megadva, más folytonos utat 
választunk a c{k) és c^+é közt. Ily folytonos út alatt értjük a helyek
nek azon egymásutánját, melyet az

X\ = <P, (t), (t)

folytonos függvények adnak meg bizonyos föltételek mellett. (Az x-ek 
itt már valós változókat jelentenek, eredetileg complex változók ese
tében, ezeknek valós, illetőleg ?-vel szorzott részét, vagy, a mi evvel 
egyre megy, a ekkor a valós t változó complex függvényének 
tekintendő). A <pi (t) függvények legyenek ugyanis úgy választva, 
hogy ha a t értéke t{k}, ill. t{k+f, legyen:

Pi ff — cf\ <pi f+f = 4A+”.

Ha pedig t a hk) és t{k+i' közt fekszik, akkor a (t) m) 
értékrendszer az adott tartományba tartozó helyet adjon. A függ* 
vények mindig e föltételnek megfelelöleg választhatók. Mert pél
dául már

—6Í fik) — ((&+!) fik+D — fik)

ily függvény alakokat szolgáltat. Hogy t. i. a í-nek t{k} és t{k+1} közt 
fekvő értékei a tartományba tartozó helyeket adnak, ez esetben 
abból világos, hogy még

Vi (t) = ~ =

és ha t a t(fc)-tól M+i’-ig megy, ? t l;i fölvesz minden értéket 

O-tól 1-ig, tehát ugyanazon helyeket adja, mint az előbb d-nak neve
zett mennyiség, azaz e függvények a dk} dk+1 közt szolgáltatják.

A <p függvények változójának, t-nek Ő0), t*1’,... t(2)... t<n+1) érté
keit úgy választva, hogy ezek növekedő vagy fogyó számok sorozatát 
adják, végre a p (t)-t mint t(0) és t^+É közt folytonos függvényt kap
juk, és a következő általános értelmezést adhatjuk, a hol még csak 
az (n+1) jelzőt vonással helyettesítjük.

Az (xi, x^. ■xm) változó rendszer folytonos utat ír le az 
helytől az (ava2,...,am)-ig, ha az xí = foly-

28*
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Ionos függvényeket még a

Vi (t«») = a^\ y>i = a'i

föltételeknek megfelelöleg választjuk, es a változó értékrendszereinek 
egymásutánját a t valós értékeinek sorrendje szerint állapítjuk meg, 
hol t a to-tól egészen t'-ig megy.

Adott függvénynél a <p függvények még úgy választandók, 
hogy a keletkező értékrendszerek mind a vizsgálandó folytonos tar
tományhoz tartozzanak, a mi az előbbiek szerint mindig lehetséges.

Ha ama megállapítások már mind megtörténtek, azt mondjuk 
hogy az (xi,... ,xm) változó rendszer adott utat ír le.

Adott úton a több változós függvény e^y változós függvény 
lesz, mert a t megadja az .z-eket, és ezek a függvényértéket.

Ha az eredetileg adott függvény folytonos, az így keletkező egy 
változós függvény szintén f olytonos. Mert ha a t növekményét elég 
kicsinynek veszszük, a <p (t) függvény növekménye is tetszőlegesen 
kicsinynyé tehető, és e fölfogásban

F^At+dt),..., ?m (t+J 0) — F (t),... y>m (t^

a származott egyértékű függvény növekménye, mely nem más mint

(®1 Fhi, . • ., k ($4 • • •

és tehát tetszőlegesen kicsinyíthető, ha a J t-t és evvel együtt a 
h;=<pAtA-df —pi (t) különbségeket elég kicsinyeknek veszszük.

A mondottak magukban foglalják a következő eredményt, 
melyet fontossága miatt külön kiemelünk : Az

y = f(xi,x^,...,xm) , Xi=w(f) (i = 1,2,...m)

egyenletek együtt a t változó függvényét y = F (t) értelmezik, mely
nek értelmezési tartománya mindazon t értékekből áll, melyek min
den egyes g függvény értelmezési tartományában benfoglaltatnak 
és az f értelmezési tartományába tartozó ^-rendszereket adnak. Az 
F függvény egyértékű, ha a <p-k és/ egyértékű függvények; e függ
vény folytonos a t helyen, ha a <f> függvények folytonosak e helyen 
és az f függvény folytonos a megfelelő (xi, x^,..., xm) helyen.
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47. Valós változók valós függvényeinél a folytonos függvények 
alaptulajdonságai még a kővetkező, e függvények elméletében alap
vető tételekkel egészítendők ki.

Ha az Xi,... xm valós változók valós függvénye f(x\,..., xm) 
valamely folytonos és véges tartománynak minden belső és határ- 
helyén folytonos, akkor az e helyeknek megfelelő függvényértékek 
közt van egy legnagyobb és egy legkisebb (maximum és minimum). 
(Weiebstrass tétele).

Mindenekelőtt van egy H pozitív szám, úgy hogy bármely 
tekintetbe jövő helyre nézve \f(x\,..., Xm) |< H. A.z ellenkező eset
ben lehetne egy helyet találni, melyen

..., xm) | > w,

bármily (nagy) pozitív szám is w. Ha ekkor ,..., a>n,... növe
kedő pozitív számok sorozata, melyre nézve lim, Mn = oo, e sorozat 
minden egyes tagjára nézve volna egy hely, melyen a függvény 
absolut értéke nagyobb mint w. E helyek, melyek mind egy véges 
tartományban vagy ennek határán feküsznek, végtelen számmal 
vannak és egy szintén ama véges tartományban vagy annak határán 
fekvő helyet adnak, melynek bármily kis környezetében ama helyek 
végtelen számmal találhatók, és a mely helynek e tetszőleges kis 
környezetéljen a függvény absolut értéke a tetszőlegesen választott 
<on-nél is nagyobb. De föltevéseink értelmében a függvény ama 
helyen folytonos, és ily hely környezetében a függvény absolut 
értékei mindig egy bizonyos határ alatt maradnak. Az elemzett 
eset tehát nem fordulhat elő és a jellemzett H szám mindig 
létezik.

Az adott folytonos tartomány belsejének és határhelyeinek 
megfelelő függvényértékek tehát véges számtartományt alkotnak, 
melynek van felső határa G és alsó határa G', úgy hogy minden 
előforduló érték G'-nél nagyobb, de ö-nél kisebb. De végre a G és 
és G' a függvény értékei közt valóban előfordulnak. Mert, a mint a 
számtartományok elméletében bebizonyítottuk (4. ez.) van ekkor a 
vizsgált számok (most függvényértékek) közt olyan, mely G-től, 
illetőleg G'-töl egy tetszőlegesen választott ő számnál kevesebbel 
különbözik és ekkor a 45. ez. értelmében a függvény értékei közt 
bennfoglaltatik a G és G' is, melyek természetesen a vizsgált tar- 
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mely a szerint pozitív vagy negatív, a mint az ismeretlen legmaga
sabb hatványának együtthatója és az ismeretlentől ment tag ellen
kező vagy egyenlő előjelű.

Ha az egyenlet:

a40xn + Ai xn~1 + ... + An—i x 4- An = 0,

akkor bebizonyítandó, hogy az

y — Ág xn + Ai xn 1 -f-... + An—i x 4- An

függvénynek a 0 és P, illetőleg a 0 és —P helyettesítésénél (hol P 
egy különben tetszőlegesen választható pozitív szám) ellenkező elő
jelű értékei vannak, a miből az előbbiek szerint következik, hogy az 
illető határok közt van egy x érték, melynél az y értéke 0, amely 
tehát az egyenlet gyöke.

Az y függvény a következő alakban is irható:

y = Aoxn (1 4- — + • • • ^7- ~~r + r —);
•7 ' Ao a- 1 Ao a-n—1 1 Ao xn / ’ 

hol a második tényező határértéke, ha lim. x—oa, az egység. Ez 
annyit jelent, hogy a második tényező értéke, ha a:=±P, hacsak 
P elég nagy pozitív szám, tetszőleges közel jut az 1-hez, tehát min
denesetre pozitív. Tehát

f(P) és Ao P"

f (—P) és —Pn

(minthogy n páratlan szám) egyenlő előjelűek. Ellenben

/'(O) = An.

Tehát, a mint Ao és An ellenkező vagy egyenlő előjelűek, 
f (P) és f (0) vagy /(—P) és t (0) ellenkező előjelűek : azaz az y 
az z-nek valamely 0 és P, illetőleg a 0 és —P közt fekvő értékénél 
tehát az első esetben pozitív, a második esetben negatív x értéknél 
eltűnik, ami bebizonyítandó volt.
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Függvények menetének geometriai ábrázolása.

49. Ha ?/ az x valós változó valós függvénye, akkor a változó 
bármely értéke összeállítva a függvénynek valamelyik hozzátar
tozó értékével számpárt ad, mely — ha a síkban egy derékszögű 
koordinátarendszer van megadva — mint valamely P pont két 
koordinátája tekinthető. Ha tehát a változó egy bizonyos tartomá
nyát veszszük alapúi, a függvény menetét e tartományban, a jel
lemzett módon meghatározott P pontok összessége ábrázolja, a 
mennyiben e pontok mindegyike egy bizonyos a:-hez a hozzá tar
tozó függvényértékek egyikét adja. E pontok összessége geometriai 
alakzat; az ily geometriai alakzat rajzolható, ha föltéve, hogy mérő 
és rajzoló eszközeink ideális pontosságot adnak,  az alakzatnak 
minden pontját tetszőlegesen választott megközelítéssel tudjuk ábrá
zolni, még pedig teljesen befejezhető, csak véges műveletsorozatot kö
vetelő szerkesztés alapján, daczára annak, hogy a jellemzendő pontok 
nemjszáma természetesen végtelen nagy. Közvetetlenül belátni, hogy 
minden geometriai alakzat rajzolható; igy p. az a függvény, mely 
az x minden raczionális értékénél 1, minden irraczionális értéké
nél 2, oly pontok sokaságát adja, mely rajz által nem jellemezhető. 
Hogy e pontokat mind ábrázoljuk, két az tengelylyel párhuzamos 
egyenest kellene rajzolnunk, melyekből azonban a raczionális (vagy 
irraczionális) abscissáknak megfelelő pontokat nem bírjuk kihagyni, 
így tehát e rajz az x ama kétértékű függvényét ábrázolná, mely az 
x minden értékénél 1 vagy 2, a mi természetesen egészen más, 
mint az adott függvényalak.

*

* azaz hogy ideális egyenest és kört tudunk rajzolni, és az elsőkön 
hosszakat teljes pontossággal tudunk lemérni, bárminő is e hossznak mérő
száma.

A megfelelő geometriai alak azonban mindig rajzolható, mi
dőn az oly egyértékű függvény menetét ábrázolja, mely az ab szám
köz minden helyén (a határok beleértésével) folytonos.

Többértékű függvényekkel külön nem foglalkozunk, a meny
nyiben ezeket előbb fölbontjuk egyértékű függvényágaira.

Ha az f (x) az ab számközben (a határhelyek beleértésével) 
folytonos, akkor egy tetszőleges pozitív d megállapítása után lehet 
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egy pozitiv e-t meghatározni, úgy hogy (midőn például a < b,) ha 
a < x b, mindig

\f(x+h} — 
mihelyt

\h\^. ■

Az s meghatározása után képezhetjük az

a, xh x^.xn, b

számsorozatot, melyben a tagok száma (nH-2) véges és meghatáro
zott és a mely megfelel azon föltételnek, hogy

Xf+1— Xi^S, (i = 0,..., n-f-l)

legyen, (x0 = a, xH+i = b). Akkor, ha & egy xí és Xj+i közt fekvő 
számértéket jelent (e határok beleértésével), tehát:

fi = Xi + Ü (xí+i — xí), 0 d <z 1,

/'(fi) —/(%) + q'o, f^i) =/(xi+i) + ^"6

hol és értékei a —1 és + I közt feküsznek e határok bele
értésé vei. Vagy szimmetrikusabb írásban, ha 0<; & < J, az első egyen
letet 1 — ú-val, a másodikat ó-val szorozva

/■(fi) —/(Xi) + »\t[xi+1) —flXi)) + (y (1 — (?) +
= f(Xi) + & ^(Xi+i);

hol ismét — 1 V) < 1. Mert

Ir/d-^+^l ^'((l — ö) + |'/'i^l -d + Ú.

Ha tehát az (xí,/(Xi)) számpárokat, mint koordinátákat értel
mezzük, és fölrakjuk a Po, í\, Py,... pontokat (az OQo,... abscis- 
sák és Qo Po,... ordinátákkal), először is (természetesen a rajzoló és 
mérő eszközök képzelt ideális pontossága mellett) megkapjuk a 
geometriai alakzat Po, Pi,... Pn+i pontjait pontosan. Ha most az 
egymásután következő pontokat egyenesek segítségével összekötjük 
a Po Pi... Pn Pn+i tört vonal az y =/(a;)-nek megfelelő geometriai 
alakzatot oly megközelítéssel adja, melynél a hiba ó-nál soha nem 
nagyobb. Ha ugyanis a változónak egy f; értékét veszszük, és e tört
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vonalon azon pont ordinátáját keressük, melynek abseissája 
?i = Xi + 9 (Xi+i —Xi), akkor ez: *

* Mert a Pi Fi+1 ezyenes pontjait (I. r. 90. ez.) épen a

xi + $ ('«<+! - + * (A«i+1) - )
koordináták jellemzik.

f(xd + 9(f(xi+l) — f(Xi)),

míg a geometriai alakzatnak megfelelő pont ordinátája ettől leg- 
fölebb ±d-val tér el.

Ha tehát a QqPo, QiPi, ... ordinátákon Pq, Pi, ... fölött és 
alatt d távolságban egy pontot rakunk föl és e fölső és alsó ponto
kat ismét törtvonalakkal kötjük össze, akkor e két szélső törtvonal 
(a végső ordinátarészekkel együtt) egy polygonális sík-sávot ád, 
melynek belsejében vagy határán fekszik az y — f(x)-nek megfelelő 
geometriai alakzat minden pontja, és mely ennek megközelítő képét 
adja, a mennyiben minden pontja csak a sávban foglalt ordináta
darabon ingadozhat. Megjegyzendő még, hogy az ily módon képzett 
síksáv területe (b — a), tehát d-val együtt minden határon túl 
kisebbedő pozitív szám.

Ugyanezen eljárás ismételhető most már a dy dt... kisebbedő 
pozitív számokkal, a mikor a rajzban nem sokára eljutunk oda, 
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hogy a iőn szélességgel szerkesztett síksáv a szemlélőnek már ú. n. 
folytonos görbe vonal képét nyújtja. -(A rajz a d három értékének 
megfelelő viszonyokat mutatja, melyek közül a legkisebb már vonal 
képét adja.)

Azon geometriai alakzat, mely az y =f(x) függvény menetét 
ábrázolja az ab számközben, hol a függvény folytonos, minden pont
jában folytonos sík görbe, mely a részletezett eljárás értelmében 
tetszőleges pontossággal szerkeszthető.

A folytonos sík görbe általános analitikai értelmezése ugyanis 
a következő :

50. Valamely egy síkban fekvő geometriai alakzat folytonos 
síkgörbét alkot, ha bármely pontjának koordinátáit megadják az

x=<p (t), y = <!> (t)

egyenletek (hol vjtj és ^(t) egyértékü és folytonos függvények, ha 
a^t^b), a t-nek e számközben fekvő értékeinél, és megfordítva 
minden x, y értékpár, ha t e számközbe tartozik, az alakzat egy 
pontjának koordinátáit adja*

* Az y—J (x) vagy x — ip (t), y = ^(t) által megadott (x, y) érték
párok összességének megfelelő pontok összességét általánosságban sík 
görbének nevezzük, ha az J, illetőleg <p és függvények nincsenek meg
szorításnak alávetve. De világos, hogy ezen — túlságosan általános — 
értelmezés ép oly kevéssé lehet részletes elemzés kiindulópontja, mint a 
megfelelő legáltalánosabb valós függvényé.

Az ily folytonos görbe pontjainak egymásutánja teljesen meg 
van adva a t értékek egymásutánjából. Ha — a mint gyakran előfor
dul — a t különböző értékei ugyanazon (x, y) értékrendszerhez 
vezetnek, akkor az ennek megfelelő pontot az alakzat többszörös 
pontjának nevezzük; és annyiszor olvassuk e pontot, a hány külön
böző t-érték adja amaz (x, y) értékrendszert.

Ezen geometriai alakzat az y = f (x) által adottat természete
sen magában foglalja; visszatérünk hozzá, ha ^(t) = t.

Megközelítő ábrázolása ugyanazon módszerekkel történik, mint 
előbb az y = f\x)-é.

Legyen ugyanis ismét egy tetszőlegesen választott pozitív ő 
megállapítása után e azon pozitív szám, melynél

|w (x+h) — és |^(a;+/i) — ^(a;)|<d,
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ha

Az s-nak egyszerűen a két egyenlőtlenség külön megoldásá
ból származó e és e" számok kisebbiké veendő.

Ezután képezhetjük ismét az

Cl, ti, t^ , • * • tn, 

számsorozatot, melyben ha a < b, (és a = to, b = tn+i) 

tf+l ti < 8.

Ha most Po,..., Pn ri a t ezen értékeinek megfelelő pontok, 
azaz Pl koordinátái iptti), <p(ti), akkor — mint itt a megelőző 
tárgyalással való analógia miatt már csak röviden vázoljuk — 
a Po Pt Pn ■. ■ Pn+1 tört vonal az illető alakzatnak megközelí
tése gyanánt tekinthető. Ekkor ugyanis a ti és ti+i közt fekvő 
Tj = ti -p — t,)-nak megfelelő pont koordinátái volnának

¥ (ti) + d ( <p (ti + t) — P (ti),) </• (ti) + & ((</> (ti+1) — </’ (ti)), 

míg ezek valóságban (r,), (tí). De

p(ti) — <p(li) — ^(<P(ti+i) —<P(ti)) = yd,

(tí) — (M — # (0 (tí+1) — (tí)) = yd, 

hol, ha -i a t, tl+1 számköz határhelyeit is jelentheti, ismét

o<(?<i, —i; —i^y<i.
E szerint ha P a tört vonalon fekvő pont és P a geometriai 

alakzatnak megfelelő helyesen meghatározott pontja

PP* _ y a _|_ y'2 j !

Azaz ha P-et veszszük P helyett, oly pontokat cserélünk föl, 
melyeknek távolsága d | y 2 |-nél nem nagyobb.

Ha most a Po... Pn+rhez a d| y 21 távolságban párhuzamos 
törtvonalakat szerkesztünk és a keletkező síkrészt a Po és Pn+1-ből a 
d| 1 sugárral rajzolt félkörökkel kiegészítjük, ismét síksávot
szerkesztünk, mely magában foglalja a geometriai alakzat minden 
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pontját, és mely, midőn elég kicsinynek veszszük a d-t, a szemlélő
nek az illető' folytonos görbe képét adja, amennyiben ennek pont
jaival együtt csak tőlük tetszőleges kis távolságban fekvő pontokat 
foglal magában.

Minden nehézség nélkül térhetni át végre még az

egyenletrendszerre, mely ép úgy értelmezi a folytonos térbeli görbét, 
melynek ismét specziális esete az, midőn (t) = t, vagyis az egyen
letek :

y = f\^, z = g{x).

51. A függvényvonatkozás ama megközelítő kifejezésének, 
melyet a megelőző czikkekben leginkább geometriai szempontból 
kifejtettünk, tisztán analitikai tárgyalásoknál is nagy jelentősége 
van. Nemcsak midőn ama függvény vonatkozás a tapasztalatból 
ered, és így az összes változók értékei mérések alapján, tehát csak 
megközelítőleg vannak adva, hanem az elmélet körén belül is, mi
helyt a végzendő műveletek sorában határátmenet is előfordul, a 
számeredményt nem adhatjuk meg pontosan, hanem megközelítő
leg (deczimális tört alakjában). A mit ekkor a függvényből ismerünk, 
nem annak pontos menete, hanem épen az, a mit a geometriai 
ábrázolásnál ama síksáv jellemez.

Ha az (x, y) összetartozó értékpárok helyett csak az ismeretes, 
hogy x+y', y-\-y" a változó és függvény összetartó értékei hol |)/| 
és |y'| egy bizonyos d-nál kisebb számok, akkor a függvény meneté
nek egy bizonyos megközelítése, úgynevezett függvénysáv van adva *

* Lásd Klein, Matth. Annáién, Bd. XXII, pag. 249.

Ha a változó és a függvény összetartozó értékeit táblában rak
juk össze, ez mindig ily függvény sávot ád és e mellett már föltéte
lezzük a függvény folytonosságát azon számtartományban, melyet a 
tábla átkarol. Mert bármily terjedelmes is a tábla, mindig csak a 
változó értékeinek egy véges értéksorozatához adja a függvényérté
keket, és a változó úgy mint a függvény értékeit (ha irraczionálisak), 
csak bizonyos megközelítésben szolgáltatja.

Egyszerű példa erre az ismeretes logarithmus-tábla, hol az 
úgynevezett interpoláczió épen nem más mint a táblában nem fog-

7 .?•’ 
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lalt értékeknek az előbb kifejtett elvek értelmében való megközelí
tése, míg a táblában foglalt (logarithmus) értékek szintén csak bizo
nyos megközelítésben helyesek.

52. Két valós változó két valós függvénye, ha ezek egy bizo
nyos tartományban egyértékűek és folytonosak,

u =f (x, y), v — g (x, y)

a változók és függvények értékrendszerei közt oly vonatkozást ád, 
melyet a geometriai ábrázolásban két síkrész rokonságának. neve
zünk. Ha ugyanis a változók értékrendszerét (x, í/)-t mint egy bizo
nyos sík egyik pontjának koordinátáit értelmezzük, és hasonlókép a 
függvények értékrendszerét (w, r)-t, mint egy második sík pontjának 
kordinátáit, akkor az első síknak minden (az illető tartományban) 
fekvő pontja a második sík egy bizonyos pontját határozza meg.

Az ily módon az f, g függvénypár által megállapított geo
metriai rokonságnak egy alaptulajdonsága a 46. czikk alapján tüs
tént belátható. Ha ugyanis a változók értékrendszereit képviselő 
síkban egy (a két függvény értelmezési tartományaiban fekvő) folyto
nos utat írunk le, akkor e rokonság alapján az ez úton fekvő pon
tok összességének ismét folytonos utat alkotó pontok sokasága felel 
meg. Ha az első síkban fekvő folytonos út x—<p(t), y=^(t), akkor 
a függvényrendszer síkjában megfelelő pontok u —f (t), (/)), 
v — g (<f> (t), e- (t)) es ezek az / és g folytonossága miatt ismét folyto
nos utat ábrázolnak.

Ha u-\-vi az x-\-yi complex változó complex függvénye, akkor 
itt u és v külön külön az x, y valós változók valós függvényei. Ha 
tehát ismét x^yi-í és w-f-®í-t mint két sík pontjainak megfelelő 
számokat tekintjük, a mondottak ebben a fölfogásban is változat
lanok maradnak.

MAG Y. AKA DEM úú;
KÖNYVTARA j
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MÁSODIK SZAKASZ.

A DIFFERENCZIÁLHÁNYADOS.

I.

A differencziálhányados jelentése és értelmezése.

A differencziálhányados bevezetése.

53. A legegyszerűbb függvény vonatkozás az arányos változás 
fogalmából keletkezik. Két változó arányosan változik, ha növek
ményeik viszonya állandó. Ha tehát x és y —f(x) arányosan vál
toznak és például az x = a-hoz tartozik/(a), akkor

fi®) .ha) _  jr
x — a ’

vagyis:
fix) — Kx +fia) — Ka;

ha röviden az /(a) — Ka számértéket L-lel jelöljük, lesz :

y =fix) = Kx + L,

, az u. n. lineáris (elsőfokú) egész függvény. Ez tehát az egyetlen 
függvényalak, mely a változó és függvény arányos változását adja; 
mert megfordítva is — mint közvetetlenül látni — ha/(a;)=Kx+L 
mindig:

/W —.fly) _ &
— y

K az arányossági tényező; fölemlítendő külön ama specziális 
eset, midőn K—0 és ennek megfelelöleg a függvényből állandó lesz.
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Nemcsak az elmélet, hanem a tapasztalat szempontja is — mert 
a bevezetendő alapfogalom épen az, mely a természettünemények
nek helyes fölfogását és pontos leírását lehetővé teszi — ráutal arra, 
hogy a most jellemzett legegyszerűbb eset után áttérjünk oly függ
vények vizsgálatára, melyeknél a változó és függvény értékváltozása 
— a mennyire ez lehetséges — megközelítőleg arányos. E szerint 
legközelebbi tárgyalásaink czélja következőkép fejezhető ki:

Vizsgáljuk az oly egyértékü f(x) függvényeket, melyeknél, ha 
egy adott x helyből indulunk ki és e hely egy bizonyos környezetére 
szorítkozunk, a függvény és változó növekményeinek viszonya meg
közelítőleg egy C állandóval egyenlő, még pedig oly hibával, mely
nek absolut értéke a tetszőlegesen választott ő-nál kisebb.

E követelés analitikai fogalmazása igen egyszerű; kell, hogy 
a vizsgált x helynek megfelelöleg találhassunk egy C állandót és 
egy pozitív s-t, ligy hogy

1fi® + h) —gi®) / > | »
n |

mihelyt:
|fe|<£.

E föltétel a lim. jel segítségével kifejezve végre az, hogy 

véges és meghatározott érték legyen. Ezen érték (C) az, melyet ekkor 
a függvény vizsgálatában az x hely környezetében megközelítőleg 
arányossági tényezőnek tekinthetni.

Ha valamely fx) függvényre nézve egy bizonyos x helyen 
lim. '1 véges és meghatározott érték, akkor azt mond

juk, hogy a f üggvény az x helyen differencziálható és e h atárérték 
Leibnitz elnevezése szerint nem. más mint a függvény differencziál- 
hányadosa az x helyen, (NEWTON-nál az fx) fluxiója). A differen
cziálhányados általános fogalmát egyidejűleg, de egymástól füg
getlenül Leibnitz* és Newton** állították föl; ezen alapvető 

* «Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus etc.» 
Acta eruditorum, 1684.

** Philosophiae naturális principia mathematica. 1687.

Kőnig: Analízis. I. 29
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fogalom bevezetésével a mathematikai tudományok új korszaka kez
dődik.

Ha a függvény az x helyen differencziálható, akkor ugyané 
helyen mindig folytonos is. Mert az

lim. -——;—• = C, es hm. h = 0h=o h

egyenletek szorzásából mindig:

lim. ( f(x + h) — f(x}) = 0.
h=0

Hogy tehát valamely az x helyen folytonos függvény ugyanott 
differencziálható is legyen, arra (1. 42. ez.) szükséges és elegendő, 
hogy a függvény növekménye e helyen első vagy magasabb rendű 
végtelen kicsiny legyen. Az első esetben a diílerencziálhányados a 
O-tól különböző, véges szám, a második esetben 0.

Gyakran azt is mondjuk, hogy valamely (folytonos) függvény 
differencziálhányadosa egy bizonyos helyen végtelen. Ez természe
tesen annyit jelent, hogy ama határérték vagyis hogy a függ
vény növekménye az illető helyen az elsőnél alacsonyabb rendű vég
telen kicsiny. Ez gyakran kényelmes kifejezésmód, de a függvény 
ama helyen nem tartozik többé a megközelítőleg arányosan változó 
függvények osztályába. Ezen eset megkülönböztetendö attól, midőn 
a függvény az x helyen nem folytonos és azért ama határérték hatá- 1 
rozatlan vagy nem is képezhető.

Ha x a függvény értelmezési tartományának határhelye, akkor 
a határátmeneti szabályok értelmében, a határátmenetnél csak az 
oly A-értékek jönnek tekintetbe, melyekre nézve x + h a függvény 
értelmezési tartományába tartozik

Az f(x) differencziálhányadosának értéke természetesen függ 
az x értékétől és így az f(x) differencziálhányadosa ismét az x függ
vénye, melynek értelmezési tartománya mindazon helyekből áll, hol 
f(x) differencziálható.

54. Egyes függvényeknél a differencziálhányados képezése, a 
differencziálás művelete tehát egy határérték kiszámítását követeli. 
Az eddig tárgyalt függvényeket e szempontból rendszeresen kell
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majd áttekintenünk. Itt most az első tájékozás kedvéért egy pár 
egyszerű példa legyen csak fölhozva.

Az y — C függvénynek, melynek a változó minden értékének 
ugyanazon állandó (constans) függvényérték felel meg, differencziál- 
hányadosa mindenütt 0; az y = Kx + L függvényé K, mi abból 
következik, hogy ekkor mindig

/(j- + h\ _  i ■
h

tehát a határérték, midőn lim. h = 0, szintén K.
Az x2 minden z-helyen folytonos és differencziálható függvény, 

differencziálhányadosa 9x. Mert

lim. + (2a. + =
/<=o h h^o v '

Az mindenütt folytonos és differencziálható függvény, az, 
x — 0 hely kivételével. Differencziálhányadosát mindenütt, a hol 
ilyen van, megadja a — kifejezés. Mert:

A 0 helyen differencziálhányadosról nem lehet szó; mert nincs 
véges és meghatározott függvény érték.

Az x* függvény értelmezési tartománya az összes nem nega
tiv valós számokból áll és ezen egész tartományban folytonos, vala
mint az x = 0 hely kivételével differencziálható. A differencziál
hányados adva van mindenütt az | x^ képlet által. Ha tudniillik

(x + = x* +1 h x~l 4- s

tétetik, akkor s a // függvénye és ha lim. h = 0, egyszersmind 
lim. ~ =0. Ha ugyanis négyzetre emelünk, lesz:

0 = i h* «-1 + | h x~^ s + s !,

vagy, ha /i-val osztunk és áttérünk a lim. h = 0 határra,

29*
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0 = lim. (4- (2 x* + h x~l + e)) 
h=0 x ll 7 7

a mi, minthogy a második tényézö határértéke 2 x* és így x-sze- 
együtt a O-tól különböző, csak úgy lehetséges, ha:

lim. 4 = 0. 
h=o h

E szerint végre:

.. (.r ——.M t "o h.c * 4- e । i hm. ;--------= hm. --------i—= ix-*.h=O h h=o h 2

A 0 helyen végre a függvény növekménye hl, tehát a végtelen 
kis növekmény rendszáma | < 1; a differencziálhányados e helyen 
végtelen.

55. A differencziálhányadosnak nevezett határérték, mint az 
analízis tárgyalásaiban leggyakrabban előforduló művelet eredmé
nye, lehető röviden és jellemzően lesz jelölendő.

A szokott jelzés kapcsolatban áll avval, melyet a növekmények 
számára már előbb bevezettünk és mely szerint, ha ismét, y = f(x) 
lévén,

dx = h, J y =f{x + /i) — f(x)

az y —f(x) differencziálhányadosát mindenek előtt így írhatjuk :

lim. 4~ • 
dx

E kifejezést továbbá úgy rövidítjük, hogy a lim. művelet külön 
kijelentését elhagyva, e határátmenetet a J módosítása által jelezzük, 
t. i. J helyett d-t írunk, a mi által az y differencziálhányadosának 
végleges jele:

dx'

E jelzésnél, melynek a differencziál/uín?/udos neve is meg
felel, azonban mindig szem előtt tartandó, hogy a hányadoséhoz 
hasonló alakja van ugyan, de nem hányados, mert a dx és dy külön- 
külön nem számérték, hanem minden határon túl kisebbedő meny- 
nyiségek symboluma, az ú. n. differencziál. A dx, dy csak úgy 
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lehetne számmá, ha a határátmenetet valóban elvégezzük, de ekkor 
ama kifejezésből q- lenne, a minek semmi értelme sincs. Ez ter
mészetesen még nem szól ama jelzés czélszerüsége ellen. Csakugyan 
ilyennek mutatkozik, mert igen gyakran — ámbár nem mindig — 
midőn differencziálhányadosok közt fönnálló vonatkozást fejezünk 
ki egyenletben, ezen egyenlet akkor is helyes volna, ha dx és dy 
alatt bárminő számértékeket értenénk; a minek azután következ
ménye, hogy ily esetekben az elemi műveleti szabályokat a ^r-re 
úgy alkalmazhatjuk, mintha az hányados volna. Ez azonban min
den egyes esetben külön bebizonyítandó.

A alak szigorú értelmezése az, hogy benne -j-- egységes 
(egy egyetlen jelt helyettesítő) müveletjel, mely követeli, hogy az y 
függvénynek differencziálhányadosát képezzük.*  így keletkeznek 
azután, ha y helyébe részletesen kiirt függvény alakok lépnek, a 
következő jelzések:

* E lölfogásnak megfelelőleg megkísértették mint a differencziálás mű
veletének jelét a (nagy) D betűt használni, melyhez — szükség esetében — 
a független változót, mint jelzőt teszszük, péld. Psin.a:, Da;SÍn..T. Egyéb 
hátrányai miatt e jelzés azonban az irodalomban ma már csak ritkán 
található.

díj?) d(l 4-sin. &) d /. , sin.j; \ d , . , , .
, ■ -5— U+- h -r— arctg. z) s u. t.dx ’ dx ’ dx x ' dx n

Ha a differencziálhányados értékéről egy bizonyos x = a 
helyen, tehát számértékröl van szó, az x = a helyettesítés követe
lése jelző alakjában Írandó, péld.

(«) = 2a, (^) =i;
' dx ' x—a ' dx ' x=\

az alakzatban x helyébe o-t írni nem lehet, mert ekkor az a2 
differencziálhányadosát jelenti; a! pedig nem is függ rr-töl, állandó, 
tehát

4^=0.
dx
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E mellett még egy másik jelzést is használunk, mely nem 
alkalmas ugyan arra, hogy specziális függvényalakokra alkalmazzuk, 
de általános függvényalakoknál a differencziálhányadosnak egyes 
adott helyen föllépő számértékét rövidebben jelzi.

Tekintettel arra, hogy az y = fix) függvény differencziálhá- 
nyadosa ismét az x függvénye, ezen új függvényre oly karakterisz
tikát használhatunk, mely az /(aú-böl való származását világosan 
föltünteti. Ily alapon fix) differencziálhányadosát y'-nal, f (x)-szel 
is jelöljük és y'=f'(x)-et az y=fix) leszármaztatott, derivált függ
vényének, vagy rövidebben leszármaztatásának, derivácziójának 
(Lagrange) is nevezzük. Ekkor természetesen az fix) differencziál- 
hányadosának értékét az x = a helyen röviden /'(a)-nak írhatjuk.

így péld. ha fix) — x^, f'(x) = | x~^, f'tf) =

56. Az y =fix)-böl ezekután következik, hogy

mely egyenletben tehát egyik oldalon a kijelentett művelet, a másik 
oldalon a kiszámított eredmény jelképe áll. Ezen egyenletet még 
a kővetkező alakban is Írjuk:

dy = f'^ dx, dfix) — fix) dx

mely gyakran nemcsak a tört elkerülése következtében kényelmes, 
hanem a további számítására (mint p. integráczióknál, bizonyos 
differencziálegyenletek tárgyalásánál) a legezélszerübb.

Ezen alaknak ismét csak szimbolikus jelentése van, a meny
nyiben a ífa-szel előbb «osztani» kell, azaz az egyik oldalról előbb 
át kell vinni a másikra mint nevezőt, hogy alakunk számok vonat
kozását adja.

Ugyanez a jelentése a megfelelő, szavakban foglalt állításnak, 
hogy valamely függvény differencziálja alatt értjük a f üggvény diffe- 
rencziálhányadosának és a független változó diferencziáljának 
szorzatát.

E mellett azonban azon alak még mint megközelítőleg helyes 
egyenletnek rövid kifejezése is értelmezhető.

A differencziálhányados értelmezése szerint:
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■/Wty—_ dg _ 1 „

hol lim. y — 0, vagyis:

J1/ =/'($) A x + . J x.

Az hogy 17) | egy adott d-nál kisebb legyen, elérhető mindig az 
által, hogy | Ja;|-et egy bizonyos e-nál kisebbnek veszszük. Ha ekkor 

dy =f'(x)dx 

tétetik, a hiba lg J x) nem csak J rc-szel együtt minden határon túl 
kisebbedik, hanem még az elkövetett hiba viszonya a J íc-hez, 
5 j^= is minden határon túl kisebbedik.

Az ily módon elért megközelítés kiváló pontossága geometriai 
ábrázolás segítségével lesz legjobban megvilágítható. Ha a J y és 
fix) dx számértékeit (egy bizonyos hosszegység megállapítása után) 
egy egyenesben vagy egy síkban pontok által ábrázoljuk, e pontok 
távolsága |^. J#| lesz, tehát <d|J#|, ha |Jx|<e. De még 
akkor is, ha a rajz méreteit -j1— arányban nagyobbítjuk, hol|J;r| 
kisebbedésével -4- minden határon túl növekszik, az elkövetett dJ eV
hiba mindig kisebb marad az eredetileg tetszőleges kicsinynek vá
lasztott d-nál.

Előbb bevezetett kifejezéseket használva végre úgy is mond
hatjuk ki azt, hogy dy-^-fix) dx az elsőnél magasabb rendű vég
telen kicsiny lesz és ugyanezt az értelmet adhatjuk végre a

dy — fix) dx 
egyenletnek is.

A helyett, hogy dx, d y végtelen kicsiny lesz (a mely kifejezés 
pontos értelmét a 41. czikkben adtuk), azt is mondjuk, hogy dx és 
dy végtelen kicsiny. E szerint dy első vagy magasabbrendű végte
len kicsiny, amint f'(x) a O-tól különböző, véges szám vagy 0; 
ellenben dy—fix) dx mindig az elsőnél magasabb rendű végtelen 
kicsiny; vagy végre dy—f'(x) dx zérus, az elsőnél magasabb rendű 
végtelen kis mennyiség elhanyagolásával- És ezt a megszorítást 
mindig a fölirt egyenletalakhoz hozzátartozónak kell tekintenünk.

Általánosabban is, ha y, z, u, az x differencziálható' függvé
nyei, az
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A dx + B dy + C dz 4- D du +... = 0

kijelentés értelme, hogy A dx + B J y + Cdz + D du + ... az 
Ja:-nél magasabb rendű végtelen kicsiny lesz, más kifejezésben, 
hogy A dx + B dy + . .. az elsőnél magasabbrendü végtelen 
kicsiny, vagyis végre 0 az elsőnél magasabbrendü végtelen kicsinyek 
elhanyagolásával. Evvel összeesik az alakzatnak, mint szimbolikus 
egyenletnek fölfogása, melyből értelmét úgy nyerjük, hogy «da>szel 
osztunk >>, tehát:

A + B^- + Q^. + + • • • = 0
dx dx dx

így p. ha y = C, dy = 0; vagy:

d(y) + = 0

mert:

57. Adott függvényalak differencziálásánál az eredmény lénye
gesen függ az előforduló betűk jelentésétől. így p. ha x + y diffe- 
rencziálandó x szerint, a differencziálhányadost egészen külön
böző függvényalakok adják, a mint az y jelentését különböző 
módon van megadva. így p. ha y az .x-töl független, a differencziál
hányados 1 ; ha y az a:-szel változik, úgy hogy y = 3x — ő, lesz 
x + y — 4 a: ■— 5 és a differencziálhányados 4- s ú. t. Szemben evvel 
mindig szem előtt tartandó, hogy a jel oly művelet jele, mely
nél minden az illető kifejezésben előforduló mennyiség jele értel
mére vonatkozólag megvizsgálandó és e szerint képezendő az illető 
függvény növekménye.

E mellett azonban a differencziálás — mint formális műve
let — gyakran úgy is lesz végrehajtandó, hogy az illető kifeje
zésben minden a független változóétól különböző jel ettől független 
mennyiség jelének tekintendő. Az ily differencziálást, melynél az x 
növesztésének megfelelő függvénynövesztést esetleg csak részben 
eszközöljük, parcziális differencziálásnak nevezzük; szemben evvel 
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az oly differencziálás, melynél minden előforduló mennyiség értel
mére is tekintettel vagyunk, totális vagy teljes differencziálás. Meg* 
felelöleg beszélünk totális és parcziális differencziálhányadosról.

Hogy e kettőt egymástól megkülönböztessük, a parcziális diffe
rencziálás jelölésénél a d betűt némileg módosítjuk és az ú. n. «göm
bölyű# vagy «parcziális# d-t (5) használjuk.

így tehát :
+ y) _ 1 4- y) _ .

dx' ~ 1 ’ dy ~

a második esetben is azt jelentvén, hogy a differencziálás úgy 
történik, hogy az y-t független változónak, minden más mennyisé
get, a jelen esetben x-et, ettől függetlennek tekintjük. Evvel szem
ben függ az y jelentésétől és hasonlókép • Ez
utolsó alakból csak azt tudjuk, hogy y a független változó; de míg 
nincs megállapítva, hogy x és y minő kapcsolatban áll, a , műve- 
let nem végezhető. így p. ha mint előbb y=Áx— 5 azaz x = • — 
lesz (x + y) — ; ha x az //-tói független, akkor ismét 1, s ú. t.

Ár -i - k ' • i , dfAlig szükséges ezután hozzátenni, hogy a es egeszen 
különböző függvény alakokat jelenthetnek. Természetes, hogy a 
tisztán formális jelentése mellett a dy, s ú. t., többé nem alkalmas 
ama szimbolikus értelmezésekre, melyeket a dy, s ú. t. jelekhez 
kötöttünk.

Az j\xi,..., Xm) egy bizonyos hely környezetében úgy is vál
toztatható, hogy csak egy változónak p. x,-nek eszközöljük növesz
tését, míg a többi változó értékét egyszerűen meghagyjuk. Ebben a 
fölfogásban az J(Xi,...,xm) az egyetlen Xt változó függvénye; és 
mint ilyennek megvizsgálhatjuk folytonosságát és differencziálhánya- 
dosát. Az ez értelemben képezett differencziálhányados az f függ
vény parcziális diferencziálhányadosa xí szerint és ezt az előbbi 
megállapítások szerint rendesen

S fci'i,. • Xm} 
dxi
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-vei jelöljük; ámbár megjegyzendő, hogy itt a -' magá
ban véve még ép oly jogosult, mert hiszen meg van mondva, hogy 
Xi,..., xm független változók és így Xt,..., xm, épen Xi kivételével, 
25-töl független. Czélszerü azonban ily esetekben a 5 használata, 
mert a tárgyalás alatt esetleg oly megállapodás léphet föl, hogy Xi, 
s ú. t., részben vagy mind az xi bizonyos függvényei, azaz hogy a 
függvény változása bizonyos úton történik, a mikor azután a : 
két különböző jelentésben volna használandó és a két eset valami 
új módosítás által megkülönböztetendő.*

* Az ily alkalmi módosításai a jelzésnek különben bonyolódottabb 
tárgyalásoknál kikerülhetetlenek, így p. ha az «m)-nek változását
két vagy több különböző módon egyidőben tárgyaljuk; de ezeket akkor a 
föladat szükségletéhez képest vezetjük csak be, p. 3J vagy s ú. t.

dxi (dxi)

így P-

d.v 2xy,

vagy ha f(x, y, z) = íc2 + y2 + z2,

df o 3f □ 3f >= 2 x, -— = 2 w, -~ = 2 z.dx dy •' dz

Álljon még itt részletesen:

( 3ő'el ’ • • • ’ Xm^ j «2> • • ., «mA
' ' dx^ ' xy=a^

' ......rnl = um ' <l.r2 'x^Ui

a mi az előbb adott definicziók fogalmazása egyenletek alakjában.

A differencziálhányados geometriai és mechanikai jelentése.

58. Ha P és Q valamely folytonos görbének két pontja, akkor 
a P és Q-n keresztül menő egyenes e görbe metszője; e metsző egye
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nesen a pozitív irány az, melynél P megelőzi vagy követi a QA, ép 
úgy a mint megelőzi vagy követi e pontot a görbén.

Valamely folytonos görbének a P pontban van érintője, ha 
lehet a P ponton keresztül egy PT egyenest vonni úgy hogy, ha Pn 
a görbe egy másik pontja, ama szög mérőszáma, melyet a Pn és P-n 
keresztül menő metsző egyenes pozitív iránya a PT-vel bezár, absolut 
értékére nézve vagy közvetetlenül, vagy a 2- többesének levonása 
után egy tetszőleges o-nál kisebbé tehető az által, hogy a Pn pont 
távolságát P-től egy bizonyos s-nál kisebbnek veszszük. A PT egyenes 
ekkor a görbe érintője a Ppontban. Az érintő tehát — rövid kifeje
zésben — a pozitív irányban vett metszők határfekvése.

Ha megfordítva adva van az érintő a P pontban, PT, akkor, 
ha PA összekötjük a görbének valamely más a P-hez elég közel fekvő 
pontjához, e metsző iránya tetszőleges megközelítéssel adva van az 
érintő iránya által. Ily értelemben röviden azt mondjuk, hogy 
az érintő adja a görbe irányát a P pontban.

Hogy a két egyenes által bezárt szög egyértelműleg legyen adva, 
szükséges, hogy a két egyenesen a pozitív haladási irány meg legyen álla
pítva, hogy adva legyen a pozitívnak veendő forgási irány, mely közönsé
gesen az óramutatóéval ellenkező irány és hogy végre meg legyen mondva, 
hogy a két egyenes közül, melyik végez forgást a síkban és melyik tartja 
meg helyzetét. Ekkor a két egyenes által bezárt szög azt a síkrészt jelenti, 
mely a mozgó egyenes pozitív forgásából keletkezik, ezt mindaddig foly
tatva, míg a két egyenes iránya összeesik. Ehhez természetesen a párhu
zamosság a szó közönséges értelmében nem elég; hanem kell, hogy ha 
két paralléla amaz egyeneseken az A, B, ill. A' B' pontokat metszi ki, 
hogy A ép úgy megelőzze vagy kövesse a BA, mint a másik vonalon A' 
megelőzi vagy követi az A', ill. B'A. Az ellenkező esetben a két egyenes 
180° nyi szöget képez.

Megjegyzendő még, hogy az általános — itt is követendő — szokás 
szerint, midőn azon szögről beszélünk, melyet valamely vonal a PT-vel 
képez, ez utóbbit, PTA veszszük azon egyenesnek, mely a forgást végzi.
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Ily érintője nincs minden folytonos görbének és ha van is, 
nincs minden pontban. Az érintő kérdése analitikai fogalmazásban 
nem más mint az, vájjon bizonyos folytonos valós függvényeknek 
van e differencziálhányadosuk vagy sem ?

A kérdést itt csak azon szükebb föltevés mellett tárgyaljuk, 
hogy a kérdéses P körül lehet egy bizonyos sugárral kört vonni, 
azaz a P-nek egy bizonyos környezetét meghatározni, úgy hogy a 
folytonos görbének a kör belsejében fekvő darabja kellően választott 
derékszögű koordinátarendszerre vonatkozólag kifejezhető egy // =f(x) 
egyenlet által, melyben természetesen f(x) folytonos és egyértékű 
függvény és x bizonyos határok p. a és b között marad.*

* E megszorítás geometriai értelme az, hogy van egy egyenes, melyre 
a P körül vont kör belsejében fekvő görberészt vetítve, a görbe különböző 
pontjainak egyszersmind különböző vetületi pontok felelnek meg és e vetü
leti pontok összessége egy meghatározott egyenes darab összes pontjaiból 
áll. Majdnem minden görbe, melynek elemzését az alkalmazott tudományok 
követelik, (így az «algebrai» görbék mindannyian és a «transcendens» gör
bék egy^ nagy osztálya) fölbontható oly részekre, melyek a bevezetett föl
tételnek megfelelnek és melyekre nézve tehát a szöveg tárgyalása alap
ján, ha e részeket külön vizsgáljuk, az érintés problémája teljesen elvé
gezhető.

E föltevés mellett legyen P azon pont, melyben az érintő léte
zését és esetleg fekvését meg akarjuk határozni és e pont koordi-
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nátái x, y. Ha Pn egy a P közelében fölvett pont, ennek koordinátái 
x + dx, y + J^-nal jelölhetők, hol az y=f(x) folytonossága miatt, 
mindenesetre lim. J w = 0.

JX=o J
Ha a Pn pont ordinátáját megvonjuk, Pn Q„-t és a P-böl az 

OX tengelyhez vont párhuzamos egyenes ezt P,t-ben metszi, akkor

== PP n Jy == n

és mint látni, dx, dy egy derékszögű .háromszög befogóinak mérő- 
számai, melynek átfogójaPP,,. Ama szögnek, melyet az OXn vonallal 
képez, mérőszáma an és így:

Az (1.) alatti egyenlet nemcsak a rajz esetében, de általános
ságban is teljesen pontos; t. i. nemcsak az absolut értékekre, hanem 
az előjelekre nézve is helyes. Minthogy ugyanis minden x-nek csak 
egy y felel meg a P és Pn összekötő egyenese nem lehet párhuza
mos OY vagy Q1-vei; a történt megállapítások értelmében emetsző 
pozitív iránya az, melynél a QP egyenes baloldaláról jobb oldalára 
lépünk. E szerint ama szögnek, melyet e metsző OX vagy PPw-nel 
képez, mérőszáma mindig---- és ~ közt fekszik, még pedig —és 
0 vagy 0 és i közt a mint dx és dy ellenkező vagy egyenlő előjelű 
számok. Ha dy=O, an is zérus. E szerint tg. a„ és az előjelre 
nézve is megegyezik és még végre

an= (arctg.

hol a zárjel, mint ismeretes, az arctg. föértékét jelzi.
Hogy most már a görbének a P pontban legyen érintője, pél

dául PT, mely az OA-szel « nagyságú szöget képez, arra szükséges 
és elegendő, hogy | an — a | egy tetszőleges ő-nál is kisebbé tehető, ha 
Pn távolságát a P-től elég kicsinynek veszszük; tehát kell, hogy 
lim, an véges és meghatározott szám legyen és ekkor a PT hajlás- 
dx—0 
szögéből

a = lim. an
p.r=0
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szintén meg van határozva. Minthogy-----“ < «n < minden
esetre —

Ha most már a a ~ és---- ^-töl különbözik. ZZ 7
lim. tg. «„ = tg. a 

szintén véges és meghatározott érték, és vele együtt 

lim. — y' is; ha pedig a =lim. an = £- vagy---- , akkor

lim. tg. a„ = -p oo vagy —oo ; a mennyiben a és—minthogy 
an a — és “ közt fekszik, mindig csak egy oldalról közelíthetők 
meg, és így egy bizonyos ®n-töl kezdve tg. an mindig pozitív vagy 
mindig negatív. E szerint végre, a mint « vagy vagy---- ~, lesz 

lim. =4-oo vagy — oo.^=0 A-c 1 ’

Az y =f(x) görbének, hol /(ír) az a-tól b-ig folytonos és egy
értékü függvény, egy bizonyos P pontjában, melyet az a és b közt 
fekvő x abseissa jellemez, akkor és csak akkor van érintője, ha az 
fix) függvény differencziálhányadosa e helyen véges és meghatáro
zott érték, a mikor az érintőnek az OX-szel képezett a szöge, mely 
—? és közt fekszik, meg van határozva

tg. a = y' =f (x)

egyenletből; vagy pedig midőn az fix) differencziálhányadosa meg
határozott előjelű végtelen lesz, a mikor a = vagy—a mint 
ezen előjel pozitív vagy negatív.

Az érintő egyenlete e vizsgálatok alapján szintén adva van. Ez 
oly egyenes, mely keresztül megy a Plx,y) ponton; míg az X-ten- 
gelylyel képezett szögének tangense: tg. a = f lx). Ha tehát c, y a 
futó koordináták, az egyenlet:

v—y—f («) (f — x).
A normális aP pontban azon egyenes, mely keresztül megy 

a P ponton, és az érintőre függélyesen áll, egyenlete tehát
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Az érintő egyenletének ezen alakja csak akkor lesz használ
hatatlan, ha a = ± , tehát/' (a:) végtelen lesz; de ebben az eset
ben közvetetlenűl világos, hogy az érintő egyenlete

$ — x.

A normális egyenlete adott .dákjában nem használható, ha 
f(x) zérus vagy végtelen lesz, azaz ha a zérus vagy pedig ± / , de 
ezen esetekben ismét világos, hogy a keresett egyenlet:

f — x = 0, ill. g — y = 0.

59. Az y = fix) görbe, hol ismét f (x) az a és b közt egy- 
értékü és folytonos függvény, mihelyt f(x)-nek egy bizonyos e hatá
rok közt fekvő helyen nincs véges és meghatározott, vagy legalább 
határozott előjelű végtelen differencziálhányadosa, a megfelelő P 
pont környezetében a most jellemzett viszonyoktól eltérőleg bonyo- 
lódottabb alakot, ú. n. singularitást mutat. E singularitások legegy
szerűbbike, a szögpont, — mint az eddigi tárgyalások alkalma
zása — már e helyen legyen bemutatva.

Ha az összes P-n keresztülmenő metszők nem is közeled
nek határfekvéshez, meglehet, hogy ez megtörténik külön-külön, ha 
csak azon vonalakat vizsgáljuk, melyek a P-t összekötik a P pont 
előtt fekvő Pn, vagy a P pont után fekvő Pn pontokkal, és a Pn, 
illetőleg P„ pontok távolsága P-től minden határon túl kisebbedik. 
Ekkor az egyik vonalseregnek megfelel egy PT', a másiknak egy 
PT egyenes, de ezek nem esnek össze és a képezhető érintő alakzat 
T'PT nem egyenes, hanem tört vonal. A P pont ekkor a görbének 
szögpontja. (Eckpunkt, point saillant, point anguleux).

Ez az eset lép föl. ha — a mondottakat analitikailag fogal
mazva — lim. ’j1 sem nem véges és meghatározott érték, sem pediq 

határozott előjelű végtelen, ha azonban külön-külön a

lim. és lim. -j-

kifejezések mindegyike vagy véges és meghatározott érték, vagy 
pedig határozott előjelű végtelen.
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Ilyen p. az

0 = Cx
i

1 -f-e*

egyenletnek megfelelő görbe azon pontja, melyben x=0 és í/=0.
Hogy az y függvény folytonos, az minden helyre, az a:=O

1
kivételével, közvetetlenül világos. Minthogy azonban 1+« T > 1 az 
x bármely a O-tól különböző értékénél és így

1
lesz

13. ábra.

lim. \y | = lim.
.r=0 ’

I 1™-1 ^1 = 
14-^ I 31=0

Ha tehát y helyettesítési ér
tékét az x~0 helyen, hol a határ
érték 0, szintén 0-nak teszszük, a 
vizsgálandó függvény folytonos lesz 
minden a;-re nézve.

A lim. alakzat az a;=0 he- dx
lyen az

ftx+dx} — f(x) _ f(dx) 
dx dx

alakzatból (minthogy íc=0, és fix) = 0) lesz:

14-eAr 
minthogy pedig

1 1_

lim. c/x = 0, lim. aJX = 4- oo
AX=—0 JZ=+0

lesz:
lim. .—= C, lim. —= 0. 

^“-0 ^-+0
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És így tehát a metszők egyik sorozatának határfekvése, egy 
T'P egyenes, melynél az OX tengelylyel való hajlásszögre (a') 
nézve : tg. a' = C, míg a metszők másik sorozatának határfekvése 
PT, melynél a hajlásszög a=0.

A mellékelt ábra e viszonyokat mutatja, midőn C=5.

60. A szögpont egy specziális esetével van dolgunk, midőn T'P 
és PT egy egyenesbe esnek ugyan össze, de ellentett irányúak. 
Ekkor «' és « különbsége sr, de minthogy a' és a nem eshetnek 
a----- T ... PT- intervallumon kívül, ez csak úgy lehetséges, ha a 
két hajlásszög közül az egyik T , a másik H—Ekkor ú. n. 
elsőfajú visszatérő ponttal vagy csúcscsal (point de rebroussement) 
van dolgunk, melynek analitikai föltétele (természetesen mindig a 
görbe egyenletének tárgyalt alakja mellett) az, hogy a

lim.
J.C=-0 4#

és lim.
^.r=+0

4^ 

4x

kifejezések mindegyike az illető helyen határozott előjelű végtelen 
legyen; de az egyik pozitiv, a másik negativ előjelű.

Ily viszonyokat mutat az
y8 = x2

egyenlet által jellemzett görbe az rc=O helyen, hol y is eltűnik. 
Amaz egyenlet, melyben x és y valós változókat jelentenek, az y-t 
mindenütt megadja mint az x egy értékű függvényét, mert x2 pozi
tiv, e pozitiv értéknek pedig csak egy valós — pozitiv — köbgyöke 
van, és ez y.

Az y függése az rc-töl kifejezhető az 
y = |.rP

egyenlet segítségével is, melynél mindjárt látni, hogy y mindenütt 
az íc-nek nemcsak egyértékű, de folytonos függvénye is. Ekkor :

Könnyű látni, hogy

lim. = — J, lim. = 1,
ax=—0 /J-P fix

Kőnig: Analízis. I. 30
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mert a dx tekintetbe jövö értékeinél a vizsgált hányados mindig 
•— 1, ill. + 1. Továbbá

lim. |Ja:H — 4- oo

és így a mi függvényünkre nézve az x=0 helyen:

lim. = — oo, lim. ~~ = + oo.dr=-0 dx dx

A mellékelt ábra mutatja a görbe alakját a (0,0) pont környe
zetében. A visszatérő pont neve abban leli magyarázatát, hogy ha a 
PT-re függélyesen álló egyenest veszszük X-tengelynek (mint a 
rajzban) a görbe a P pontban a felső és alsó félsík határára érkezik, 
de ha tovább haladunk a görbén, nem megyünk át mint közönsége
sen a másik félsíkba, hanem visszatérünk ugyanazon félsíkba, mely
ből a P-be érkeztünk.

Az 0 Y tengelyre nézve (mely ekkor a PT-vel összeesik) még a 
közönséges viszonyok állanak fönn. Ha erre nézve azonban a görbe 
menete az említett értelemben szintén visszatérő (lásd a 15. ábrát) 
akkor az illető P pont másodfajú visszatérő pont vagy csúcs. Ez 
csak az «elsőfajú» jelző magyarázatára álljon itt, mert a másodfajú 
visszatérő pont egész eltérő jellegű singularítás. A P pontban van 
ugyanis az eredeti értelmezés szerint érintő, de nincs oly egyértékű 
f (a;) függvény, melynek behozatalával a görbét a P pont környeze
tében y =f (x) alakú egyenlet jellemezhetné.
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61. A differencziálhányados mechánikai jelentésének bemuta
tásánál a legegyszerűbb esetre szorítkozunk, midőn valamely pont
nak egy egyenesen történő mozgása írandó le. E mozgás teljesen 
meg van adva, midőn minden — egy bizonyos időponttól számí
tott — időre (t) megadjuk a pont helyzetét, szintén egy bizonyos 
helyzetétől (0) számított távolsága, azaz a pont koordinátája (x) 
által; ekkor

x = <p (t)

a t-nek egyértékű függvénye. A mozgás folytonos — és természetföl
fogásunk követeli, hogy ilyennek tételezzük föl — ha a függvény 
minden tekintetbe jövő helyen folytonos, azaz ha kellő rövid idő
tartamra szorítkozunk, a mozgó pont útja, helyváltozása is tetszőleges 
kicsinynyé lesz.

A mozgás egyenletes, ha a befutott út hossza az azalatt lefolyt 
idővel arányos. Azaz ha egy bizonyos t0 időben a pont koordiná
tája x0, és egy másik tetszőleges í-nek megfelel x, akkor

hol c állandó, a sebesség, melylyel a mozgás történik. Ekkor 

. , dx x=ct + a, -rr = c dt
és a a pont helye a 1 = 0 időben.

Ha a mozgás nem egyenletes, a helyváltozás egy bizonyos 
t idő közelében ismét a differencziálhányados segítségével jelle
mezhető.

Ha a t és t-\-dt időkben a pont helyét az x és x-\-dx koordi
náták jellemzik, akkor a t... t-j-dt időközben a pont középsebessége 

alatt azon sebességet értve, melylyel a pont, ha mozgása 
egyenletes lett volna, az x... x^-dx útat a t... t+dt időben meg
tette volna. A dl növekmény változásával e középsebesség foly
ton változó értékeket vehet föl. Hogy a t időhöz közel a mozgást 
megközelítőleg egyenletesnek vehessük, itt is ép úgy mint a meg
közelítőleg arányos változásnál, melynek viszonyait (53. ez.) itt csak

30*
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más elnevezések alatt újból elemezzük, szükséges, hogy lim. 
véges és meghatározott érték legyen. Ékkor tehát lehet egy időtar
tamot kijelölni, melyen belül a középsebesség ama határértéktől egy 
tetszőlegesen választott d-nál kevesebbel tér el,

• d V "
Ama határérték nem más, mint a differencziálhányados, 

melyet a mozgó pont sebességének nevezünk a t időben. Ily módon 
átviszszük időpontra a sebesség fogalmát, mely eredetileg csak idő
közökre vonatkozott.

II.

Az elemi függvények differencziálása.

Az összeg, szorzat és hányados.

62. Legközelebbi föladatunk, az ú. n. elemi függvényeknek, 
melyek t. i. a számtanban tárgyalt számvonatkoztatásoknak egyszerű 
átfordításai, folytonosságát és differencziálhányadosát megvizsgálni, 
a mi egyszersmind alkalmat nyújt arra, hogy az ily módon már 
rendelkezésünkre álló függvényalakokat rendszeresen áttekintsük. 
E végből azonban mindenek előtt néhány folyton alkalmazandó 
általános differencziálási szabály lesz tárgyalandó.

Ha u és v differencziálható függvények, akkor az u+v összeg 
is ilyen * és:

* A differencziálhányados vizsgálata általában és így minden itt tár
gyalandó tétel mindig egy bizonyos x helyre vonatkozik. Azaz ha u és v 
egy bizonyos x helyen differencziálhatók, akkor e helyen is differen
cziálható, s. ú. t.

d(u+v) __ du . de .
dx + dJ

Mert ha a dx növekménynek megfelelnek a du és dv növek
mények, lesz:

d (it + f) _ dn+dc
Jr=O

= lim.
AX=Q

111 
1/ + lim.

Jx—Q

dv
1.1-

du , dv 
dx ' dx ’
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E tétel közvetetlenül átvihető n összeadandóra:

d . , . . du. . du„ dun /T i,

e szerint az összeg egyszerűen «tagonként# differencziálandó.

Ha u és v differencziálható függvények, akkor az uv szorzat is 
ilyen és : 

d(uv) du . dv /TT .
A— = ” j- + « T > (n.a)dx dx dx v

mert:
dM = . = 7 dil x lim 7

dx dx m=o ' dx' ^s=0 ' dx'
ii- 7 « de \ du . dv+ hm.( du . ) = v -.—p u -j—. dx/ dx dx

Ha az Wj szorzatban először w3-at egy tényezőnek 
veszszük, akkor a 3 tényező szorzatára nézve lesz:

d(u,U.,U2) d
dx — ?Í2 w3 -b Ui djc

du, . du., . d u. 
= «2 ^3 «3 + «1 Ui ;

E képletet jobb áttekintés végett még következőkép írjuk:

d (Ui ,u2 u„) 
dx

hol az Wi=O, stbcsak látszólagos kivétel t. i. — megelőző meg
állapítások értelmében akkor is w3-nak veendő, mikor ?(j=0.

Ezen alakjában a tétel közvetetlenül általánosítható m ténye
zőre, t. i.

d (u, u2.. und
d.v —

— Ul U^Mni^ u du, J <h± 1 dll.., + +±_dum\ .
dx ?í2 dx un dx iim dx f '

A tétel helyes, ha vagy 3. Minden pozitív egész m-re 
helyes, mert m-ről átmehetünk m+1 -re. Ha ugyanis U\...Um «m+i-ben 
az út... wm-et először egy tényezőnek veszszük, és azután a (ILő)-t 
alkalmazzuk, lesz;
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d (u. u2...umum+1) /___ 1 dtu^.um) , 1 dum+i \
dx — 1"‘ m m+1''U1...Um dx ' Mm+1 dx '

= UX ümüm+l( |( du, , 1 dum . _ 1 <Ö'hi + 1'
dx ' ’ ’ ' — Hm dx ~ Hm+1 dx ■

a mi nem más, mint a (Il.b) kiterjesztése »n-röl wi+l-re.
A szorzási tétel egy specziális esete, midőn az egyik tényező 

állandó, a mikor:
d(Cu) _  z, du 
dx dx (He)

a mi direkt úton is tüstént igazolható.
Ha végre a most levezetett képletben az w-kat mind egyenlővé 

teszszük, Wj = w2 = ... = um = u, akkor a következő eredményhez 
jutunk:

Ha u diferencziálható függvény, akkor az u minden pozitív 
egész hatványa is ilyen, és

d un du- ,■ - = mu™-1 -j— au; (Le (III. a)

Az m az egyenlővé tett tényezők számát jelenti, tehát a kép
letben — egyelőre — csak pozitív egész számot jelenthet.

63. Ha u és v differencziálható függvények és az illető helyen
v nem 0, akkor " is diferencziálható és:

du dv
d / u \_  1 d.r U il.c

dx ' v ' • jP
Ugyanis:

u-^-Ju u
d / u \   v-j-dv r   j. VvJU—üde 1

dx V c ' z/a; jx=Ö ' Jx rD' + J' )

(IV.)

Ha v nem 0, a második tényezőnek véges és meghatározott 
határértéke van, — és így:

Ebből még: Ha u diferencziálható függvény és az illető 
hely nenv 0, akkor u minden egész hatványa is ilyen és ismét:
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d (lim) 
dx = mu1^1 du 

dx ‘
(ni.b)

A tétel ismeretes, ha m pozitív egész szám. Ha m negatív 
egész szám, p. m=—k, a hol azután k pozitív; akkor a hányados 
differencziálására vonatkozó szabályt kell csak alkalmazni és lesz:

_ ku^ —
= fL X =____ — = (— k) u^-1 —dx dx uh ifik í ' dx

a mi ha —k helyébe ismét m-et Írunk, átmegy a (I1I.6) képletbe. — 
Ha m—0, akkor w°=l, és differencziálhányadosa 0. Képletünk 
tehát erre az esetre is helyes.

Függvény függvénye.
64. Ha 

y , u = <f(x) -

egyértékü függvények, akkor e két alak együttesen az y-t is meg
adja, mint az x egyértékü függvényét. Értelmezési tartománya mind 
azon 2>ekböl áll, melyek a ^(a:) értelmezési tartományába tartoznak 
és az /(w) értelmezési tartományában foglalt w-kat szolgáltatnak. 
Ezen értelemben

y
irható.

Ha u = <p(x) egy bizonyos x helyen differencziálható, továbbá 
y=zj\u) a megfelelő u helyen differencziálható, akkor y, mint x 
függvénye amaz x helyen szintén differencziálható és:

dy _ dy du .
dx ~ du dx ' '

Ez az úgynevezett közvetett differencziálás elve. 
Lesz ugyanis: <

dy 
dx lim. z/z=0

dy
A x

= lim. (
J.r=0

A y 
Au

Itt világos, hogy:
v A u hm. du 

dx >
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a mi pedig lim. -t illeti, a föltevések értelmében mindenesetre: 1 ° 4r=O 4 w

lim. =
4h=0 -4” dw

Ha most a lim. Jw = 0 határátmenetet fölcseréljük a lim. dx = 0 
határátmenettel, akkor minthogy J.r-szel mindenesetre du is eltű
nik és véges és meghatározott határértékhez közeledik, bármi
kép történjék is a d u kisebbítése, ugyané határértékhez kell jut
nunk, ha d u kisebbítése a lim. d x — 0 föltételnek megfelelöleg 
történik. Tehát:

4?/
7Ú- = lim. — lim. d II

. hm. ~4—
/I U, dx=0 d a

. lim. ["

a mi közvetetlenül átmegy az (V.)-be.

így p. tudva azt, hogy -4-— = á x~*, lesz :

did 1 , d u ' u~’ —

Vagy ha y = (1 + x2f, a mi úgy is irható, hogy:

lesz
y — u^, u = 1 + x',

és így

dy „ du ~ 
du (Lv

J = 4(l + x*)x.

Inverz függvények.

65. Ha x = wíy) az y egyértékü függvénye, akkor e vonat
kozás alapján y is fölfogható mint az x függvénye, y=f(x), ha t. i. 
x-hez tartozónak tekintjük az y azon értékeit, melyeknél <p(y) az 
illető x-et adja. Az így keletkező f(x) függvény természetesen álta
lánosságban többértékü. Ily vonatkozás mellett x = <p(y) és y = f(x) 
inverz függvények ; az egyik függvény a másiknak megfordított ja.
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Ha a megfordított függvénynél általános szabályok segítségé
vel az a>hez tartozó ?/-ok közül egy bizonyos tartományban mindig 
egyet kiválasztunk, akkor f(x)-et ezen tartományban az értelmezés 
ezen új adatának hozzácsatolásával egyértéküvé teszszük. így p. ha 
x = y2, y = x, ez kétértékű függvény; de ha hozzáteszszük, hogy 
\ x azon értékét vegyük, melyben az argumentum » úgy van vá
lasztva, hogy

— y < ? 2 >

vagyis a x értékei közül a föérték veendő, akkor e megszorítás 
után y—L^x} egyértékű lesz.

Legyen x — víg) az y egyértékű függvénye; legyen Y e függ
vény értelmezési tartományának egy oly része, melynek különböző 
helyein o>(y)-nakmindig különböző értékei vannak. Az Y tartomány 
helyeihez tartozó x értékek összessége egy bizonyos számtartományt 
alkot, melyet X-szel jelölünk. Akkor az x = 0(1/) megfordított)a:

y =f&

az Xtartományban egyértékű lesz, azon megállapítás hozzácsatolásá
nál, hogy minden x-hez az F tartományban foglalt y tartozzék.*

* Csak mellékesen legyen megjegyezve, hogy azon esetben, ha X és 
Y több véges számú folytonos részből álló tartományok, az inverz függvé
nyek elve változatlanúl fönnáll és a tétel bebizonyítása is csak lényegtele
nül módosúl.

Legyen most már az F tartomány összefüggő, továbbá olyan, 
hogy <fy) az Y tartományban és minden határhelyén folytonos, végre 
az Y-nak azon határhelyein, melyek nem tartoznak a tartományba, 
se vegyen föl &(y) oly értéket, mely e tartomány egyik helyének meg
felel ;

legyen továbbá az X tartomány is összefüggő;
akkor az y =f(x) egyértéküvé tett függvény az X tartomány 

belsejében folytonos;
ha továbbá valamely y helyen az x diferencz iá Iható és - nem 

0, akkor az y —f(x) a megfelelő x helyen szintén diferencziálható 
és az ily módon képezett differenczá [hányadosok és reczi- 
prok értékek;
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ha végre valamely y helyen x diferencziálhányadosa 0 vagy 
végtelen lesz, akkor x diff'erencziálhányadosa y szerint — a meg
felelő y helyen — szintén a recziprok értéket veszi föl, t. i. az első 
esetben végtelen lesz és a második esetben 0.*

* A következőkben adandó bebizonyításnak lényeges pontja, hogy az 
egyértékűvé tett megfordított függvény folytonos és differencziálható. Mint 
minden határérték kiszámításánál először meggyőződést kell szereznünk a 
felől, hogy valóban meghatározott érték. E föltevés jogtalan beveze
tése mellett az eredmény helyes volta semmikép sincs biztosítva. Ha e 
döntő pontot mellőzzük, a bizonyításnak aránylagos komplikácziója elesik 
és több kézikönyv mintájára a következőkép járhatunk el:

Az a>et fölfoghatjuk mint az a; = <ply), y = egyenletek alapján 
közvetve adott függvényét az .r-nek. Míg tehát direkte képezve x differen- 
'cziálhányadosa x szerint az 1, e fölfogásnál az eredmény dL' És így 

a mi bebizonyítandó volna:
j_  dx dy

d y d x

Ha ily módon a ^--ból kiszámítjuk, e számítás közön

ségesen ?/-ban kifejezve adja a differencziálhányadost; ha ebből a 
differencziálhányadosnak szokásos, a független változóban való kife
jezéséhez akarunk jutni, természetesen még az y =f(x) helyette
sítés végzendő.

Legyen most már x és y az X és 1 tartományok két össze
tartozó helye. Akkor minden x + J .c-nek megfelel egy bizonyos 
y + 4y és viszont ezen y + J //-nek az eredeti x + J x; természe
tesen a mennyiben a 4 x és 4 y növekmények még lehetségesek, 
azaz nem vezetnek ki esetleg az X, Y tartományokból. E lehetséges 
J x növekmények közt vannak mindig olyanok, melyeknek absohit 
értéke tetszőlegesen kicsiny, a mennyiben mindenesetre vannak az 
x tetszőleges közelében az X tartomány helyei. A föltevés szerint 
x = y(y) az y helyen folytonos, azaz lim. 4x = 0, ha lim. 4y =0.

Bebizonyítandó először is, hogy y =f(x) is folytonos az x 
helyen, azaz hogy megfordítva lim. 4 y = 0, ha lim. 4x = 0.

Az ellenkező föltevés azt jelentené, hogy lehet egy pozitív d-t 
találni, úgy hogy

| J //1 d, ha 14 x | < c
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bármily kis pozitív szám is legyen az $; azaz | Jíc|=|e>(t/+^)— 
tetszőlegesen kisebbíthető akkor is, ha | dy | d. Ha y + dy helyett 
?/'-t írunk, ez úgy is fejezhető ki, hogy

v(y') — Y(y)

is tetszőlegesen kisebbíthető, míg 

hol pedig y', valamint y az Y tartomány helye.
Hagyjuk ki az F tartományból azon y' helyeket, melyekre 

nézve
I?/—y\^'< d

hol a d'-t oly kicsinynek veszszük, hogy az e kihagyásnál F-ból 
keletkező F' tartomány complex változók esetében ismét összefüggő 
legyen, valós változók esetében pedig egy vagy két összefüggő rész
ből álljon ; * e tartomány határhelyei nem lehetnek mások, mint az 
F határhelyei és az | y'— y | = d' föltételnek megfelelő y' számok, 
a mennyiben Y belső helyei voltak. Ezen Y' tartományban 
|— p(y)l tetszőlegesen közel jut a 0-hoz; tehát a 45.czikk ér

* Ha Y valós tartomány p. az « /? számköz és y' belső helye, akkor 
közvetetlenül világos, hogy kot t irtományt nyerünk, ha az y' egy kis kör
nyezetét egy a vonaldarab belsejében fekvő vonaldarabkát) kihagyunk, ezek 
t. i. az « ... y’— d és if -Y d ... számközök ; ha pedig y' határhely és p. a 
tartomány a zy' vagy y'z számközből áll e kihagyás után a z . Ay—d) vagy 
(y 4- d )... z számköz marad meg.

Legyen másodszor Y complex tartomány.
Ha ekkor, bármily kicsinynek veszszük is d'-t, Y' nem volna össze

függő, ez annyit jelentene, hogy két a F'-ban fekvő hely nem köthető össze 
csupán belső helyekből álló úton. A két F'-ban fekvő hely F-ban is fek
szik és itt minden esetre van átmenet oly úton, mely az F-nak csak belső 
helyeit tartalmazza. Ha ez az út nem megy át a y'-on, akkor a y' környe
zete úgy választható, hogy ezen útnak egy helye sem fekszik e környezet
ben és az út F'-nak is csak belső helyeit tartalmazná. De ha y' az F belső 
helye, minden a y'-on keresztülmenö út fölcserélhető egy olyannal, mely
nek minden z helyére nézve ]z — y'| egy bizonyos d'-nál nagyobb és így" 
ebben az esetben F' is összefüggő. Ha y' határhely és F-ban volna két 
hely, melyet csak y' segítségével lehetne összekötni, Y nem volna össze
függő, hanem a föltevés ellenére csak határhelyben összefüggő.
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telmében van az F'-on belül vagy határán egy yu melyre nézve
— </>(y) — 0. De ezen yt az F-nak is az ?/-tól különböző belső 

vágj7 határhelye; a mi az F tartomány választásánál fogva nem 
lehetséges. Tehát föltevésünk lehetetlen; vagyis kell, hogy lim. J(/=0 
legyen, ha lim. J x = 0, azaz f(x) az x helyen folytonos függvény, 
a mi első sorban bebizonyítandó volt. De most már

# = Hm.
(ÍJ) dx=0 d x

hol azonban a határátmenet jelzésére ép úgy irható lim. és az is 

mindegy, vájjon J ír-ből határozzuk meg dy-t, vagy megfordítva dy- 
ból J a;-et, tehát

JL = Um. ’
dx

‘ 'dy'

f / A Xés így, a mint lim. — — zérus, a O-tól különböző érték, vagy 00, a• ^í/=o dy ’ ’ ’

végtelen, a O-tól különböző érték, vagy 0 lesz.
így p. ha valós változók körében:

x -= y*, y = xY

az x és y tartományai az összes nem negatív valós számokból álla
nak, az X és F-ra vonatkozó föltételek tehát ki vannak elégítve. És 
így ezen inverz egyértékű függvények differencziálhányadosai egy
másból kiszámíthatók. Ha például tudjuk, hogy

W = 2y> 
akkor ebből következik, hogy:

fa ~t!l — tx

az előbb (54. ez.) levezetett eredménynek megfelelöleg. Az x = 0 
helyre e vizsgálat nem vonatkozik, mert a megfelelő y = 0 az F ha- 
.tárhelye, de közvetetlenűl látni, hogy a differencziálhányados ott 
végtelen lesz, mert:

lim. ( ) = lim. í(dx)~í) = oo
Jx=0 v d x' r=0 Jx^O v ’

a mi azután az általános képletből is kiolvasható, ha ismét a 0-t és 
00-t mint recziprok értékeket tekintjük.
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Raczionális egész és tört függvények. Gyökfüggvények.

66. Ha a hatvány differencziálására vonatkozó képletben (III. a) 
u helyébe x-et teszünk lesz:

Az z-nek raczionális egész függvénye (vagy rövidebbén egész 
függvénye), minden

y = a0 + aix + a^x2 + ■ • ■ + ak£k + ■ ■ ■ + anxn 

alakú kifejezés, mely az a: legmagasabb hatványa szerint n-ed fokú 
egész f üggvény.

Mint összeg tagonként differencziálható; minden egyes tag 
pedig oly függvénynek, melynek differencziálhányadosa már isme
retes, szorzata állandóval. Tehát:

y' = = ai + 2 atx + ... + k ak xk~l + ... + nan xn~l

Az x raczionális tört f üggvénye, vagy rövidebben raczionális 
függvénye két egész függvény hányadosa, melynek differencziál
hányadosa tehát az " -re adott szabály szerint kiszámítható. Kivé
telt tesznek azok a számértékek, melyeknél a nevező eltűnik, ezeknek 
száma (I. r. 100. ez.) legfölebb egyenlő a nevező fokával.

A raczionális egész függvény tehát minden helyen, a raczio
nális tört függvény minden helyen, legfölebb n hely kivételével, (hol 
n a nevező fokát jelenti) folytonos és differencziálható függvény. 
E kivételes helyek részletesebb vizsgálatát a tört függvények nem 
sokára tárgyalandó részletes elméletének tartjuk fönn. így p.

dx ~ (1— xf “ (1—®)s —l-®8'

kivételes hely csupán x = 1, a hol a függvény végtelen lesz ; vagy:
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_ x2 + Hx 5 
a;’ 4- 3 a; 4- 4

(x2 4- 3 x 4- 4) -4- (x2 4- 2 x 4- 5) —(za 4- 2 x + 5) -^-(x2+3x+4) 
ay _  ax ax
dx (x* 4- 3 x 4- 4)’

_ (a? 4-3 a; 4- 4) (2a; 4- 2; —(a? 4- 2 x 4- 5) (2 x 4- 3) 
(a;2 4-3 a-4-4)’

1_
Az y = !_  ; -nek kivételes helye x = 1 ; de y így is irható :

_ (1 — a;) (1 +x)
(t—x)

Minthogy pedig megszüntethető megszakadások ki vannak zárva és 
az x = 1 hely kivételével

y — 1 + x,

ezen alakzat az x = 1 helyen is megadja a függvény értékét, vagyis 
ez a függvény általános, de egyszerűsített alakja.

A pozitív egész kitevőkre levezetett szabály negatív egesz kite
vőknél is érvényben marad, a mint azt már a 63. czikkben (Hl. b 
képlet) láttuk.

67. Az általánosabb hatványalakok sorából először az
• l

y = xn

függvényt tárgyaljuk, hol n alatt pozitív egész számot értünk, mely
nek értelmezési tartománya az összes nem negatív valós számokból 
áll. Ebből megfordítás által:

x = yn.

Ez két inverz egyértékű függvény; az y tartománya szintén a nem 
negatív valós számokból áll; és az adott egyenletek e számoknak 
kölcsönösen egyértelmű vonatkoztatását adják. Az inverz függvények 
elve (65. ez.) tehát az adott függvényre alkalmazható és minthogy:

-4- = n y11^, 

lesz:
—tf—_  1 1 1
dx ~ n J ~ n

Ha x = 0, a differencziálhányados végtelen lesz.
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Ebből az
y = x'

hol r tetszőleges raczionális szám, szintén levezethető. Az r ugyanis 
alakban irható, hol m bármilyen egész szám, n pozitiv egész 

szám. Akkor
1 

y =(xm)n,

és a függvény függvényére vonatkozó elv (64. ez.) használatával

= — (xm)n . m xm~1<li. n

Azaz végre 

m .
M , —1= — xn n

mely szerint a raczionális kitevőjű hatványnál az egész számú ki
tevőre levezetett szabály föltétlenül érvényben marad.

Csak a 0 hely lesz külön tekintetbe veendő, hol w 'r differen- 
cziálhányadosa nem véges és meghatározott érték. De e helyen

fix + h) — fix) =f(h) = hr,

vagyis a növekmény 7--edrendü végtelen kicsiny lesz. Azaz xr differen- 
cziálhányadosa az x = 0 helyen 0 vagy végtelen lesz, a mint r > 1, 
vagy r < 1 ; ha r = 1, akkor e helyen is 1, úgy mint mindenütt, 
ekkor y = x lévén. Az x = 0 helyre vonatkozó eredmények is az 
általános képletből kiolvashatók, ha a 0 és oo-t ismét mint reczi- 
prok értékeket fogjuk föl.

68. A valós számok körére szorítkozva, e tárgyalások az 
függvényre is megadják az eredményeket.

Ha először is a gyökkitevő páros szám;

akkor a függvény értelmezési tartománya a nem negativ valós szá
mokból áll; az y két értékű. Egyértéküvé teszszük, ha megállapítjuk, 

2á* z * '
hogy yx-nek mindig pozitiv, illetőleg mindig negativ értéke veendő, 
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(ha x = 0, természetesen y — 0). A függvény két egy értékű ága x* 
és —x^. Bármely ágat jelentse is ^x, mindig

<1 1
d.v 1 \

a mi — ép úgy mint a következő képletek — a hatvány képletéből 
fölirható, ha a gyökkitevö recziprokját hatványkitevőnek tekintjük 
és a;r-1-nek mindig az xr. x-1 szorzatot veszszük.

Ha a gyökkitevő páratlan szám:

y = Vx

akkor a függvény értelmezési tartománya az összes valós számokból 
áll és — a gyöknek csak egy valós értéke lévén — a függvény már 
egyértékű. Pozitív x környezetében

■Jk+V —1 
V x = x2k+1, (x^O)

a differencziálási szabály tehát ugyanaz, mint a tört hatványnak 
Negatív x mellett

sk+ir -aA,T
V X =  (— x)

és így ekkor a közvetett differencziálás elvénél fogva :

2 k + 1 x-

ugyanaz a képlet, mint pozitív x esetében. Kimondhatjuk tehát 
mindössze, hogy akár páros, akar páratlan kitevőnél mindig a függ
vény egész értelmezési tartományában 

hol a két oldalon az 'jfx ugyanazon értéke veendő és a képlet a hat
ványéból tüstént fölirható; mert evvel teljesen analóg, ha tekintetbe 
veszszük a gyökkitevö és hatványkitevö analógiáját. Ebből az. 
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után még:
m/' — 

d m f 1 y w du—-\/U = — 1-------- 5-’ dx r m u dx

ha u az illető x környezetében tetszőleges valós, vagy tetszőleges 
nem negatív értékű függvény, a mint t. i. m páratlan, vagy páros.

69. Complex változók körében a gyökfüggvény
nf- 

y = v x

általánosságban n-értékű függvény; csak az x = 0 hely tesz kivételt, 
hol a függvénynek mind az n értéke egyenlő lesz. E függvény értel
mezése szerint az

x = yn

egyértékű függvény megfordítása. Az inverz függvények elve alkal
mazható lesz, ha az ott kifejtett föltételsorozatnak megfelelő Y tar
tományt jelölünk ki. Mindenekelőtt megjegyezzük, hogy a 0 e tarto
mány belső helye nem lehet; mert a O-nak bármily kis környezetét 
vegyük, ennek belsejében mindig lesz n szám, mely az x ugyanazon 
értékéhez vezet.

Ellenben az Y tartomány kijelölhető úgy, hogy az inverz függ
vény y = Y x egy a O-tól különböző, különben tetszőlegesen válasz
tott x0 környezetében folytonos és differencziálható egyértékű függ
vény legyen.

Legyen p. x0 és y0 két ama függvényvonatkozás alapján össze
tartozó érték. Ha az y általános complex alakja y=r(cos. sin. 
és y0= r0 (cos. ^0+ i sin. határozzuk meg az F-ba tartozó helye
ket e föltétel alapján:

2 7T 
a < & < a. -I , ' n

hol a oly érték, hogy
2 T” 

« < < a + —

Az Y tartomány — mint közvetetlenül látni — az egy 
nagyságú szög belsejében fekvő helyeket tartalmazza; a szög csúcsa 
a 0-pont. (E viszonyok geometriai ábrázolása a 16. és 17. ábrában.)

Kőnig: Analizi*. I. .11
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Az Ytartomány Összefüggő; x = yn e tartomány belsejében és 
határán, mint mindenütt folytonos; és végre az Fbelsö helyeinek meg
felelő a;-értékek egymás közt és a határhelyeknek megfelelő értékektől 
különböznek, mert két y csak akkor adja ugyanazon x-et, ha absolut 
értékeik egyenlők és az argumentumok különbsége —- többese; a 
mi, ha az egyik y belső hely, a másik belső vagy határhely, nem 
lehetséges. — Az ezen F-nak megfelelő X tartomány a complex szá
mok összességéből áll azon számok kivételével, melyeknek argumen
tuma na, tehát szintén folytonos tartomány.

16. ábra.

Megjegyzendő még, hogy ha továbbá megállapítjuk, hogy azon 
x számokhoz, melyeknek argumentuma na, például azon ?/-ok tar
tozzanak, melyekre nézve <p = a + (és nem a), az y = x 
minden x-re egyértékü, de az X tartomány határhelyein nem foly
tonos ; mert világos, hogy a mint ír-et a kivételes vonal egyik vagy 
másik oldaláról közelítjük meg, az ;/-ban egyenlő lesz a H—— 
vagy a-val.

Ha ?/0-t pozitív számnak veszszük és a — — —, e megállapí
tások az yx föértékét adják.

Az X és Y tartományok választása az inverz függvény elvé
nek megfelel és így minthogy

ih' n- 1= n yn~l =n^ = n x

lesz: n n
d f 7 _ £ Vj’
d.r n .r 
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ugyanazon képlet mint előbb valós változók esetében; a képlet két 
oldalán természetesen x ugyanazon értéke áll.

Az eredmény az Y tartomány specziális választásától függet
len ; elég kimondani, hogy környezetében úgy választandó,
hogy ott folytonos legyen. Ha jZ.x magán az x helyen meg van adva, 
az elég is; mert az yx többi értéke (ha x nem 0) evvel szemben 
véges meghatározott különbséget mutatnak, mely az rr-hez elég közel 
tetszőleges keveset változik.

A 0 helyen végre, akárhogy teszszük egyértéküvé az |/ x-et, a 
differencziálhányados mindig végtelen lesz, mert, ha x = 0

lim. I 1 = hm. IJ x |" \

Ha tehát a következő példákban az x értéke ügy van választva, 
hogy a gyökjel alatt álló kifejezés nem 0, a differencziálhányados 
véges és meghatározott; á differencziálhányadosban a J/ jel ugyan
azon értéke veendő, mint az eredeti alakban. A gyökkifejezések pedig 
folytonosan változóknak tekintendők. P.

y = x2 + /í—xí +

Vagy: _ ______
y = (x + yx) a2—x2,

= (1 + — ——■) Va2—x2— 2 x (x + 1/x) — *_ 
dx v fx K

1 x — a — b
3 r x — a (x — b)3

31*
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Logarithmus és exponencziális függvény.

70. A logarithmus^, mint függvényt megadja az

y — "lóg. x

egyenlet, hol a logarithmusrendszer alapszáma a egytől különböző 
pozitiv számérték. E függvény értelmezési tartománya az eddigiek 
alapján az összes pozitiv számokból áll, a függvénynek hozzátartozó 
értékkészlete pedig a valós számok Összességéből.

A logarithmus differencziálhányadosa e tartomány belsejében 
véges és meghatározott érték; még pedig

d ,11
-j-eiog. x) = - 7,— 

x lóg. a
T. i.

("lóg. x) = lim. -(i "log- (1 + 4))=

Itt — — z téve, hol lim. h és lim. z egyszerre 0 (mert x egy 
bizonyos pozitiv szám és nem 0); továbbá a 28. czikkben (V. azalatt 
adott határképletet használva, továbbá:

= 4lim- (\ ''log-+z)) = 4 —lim- (y (1 + ^) = 
z=o z x log. a z=o z

— 1 L
x "log. a

A mint ezen eredmény mutatja, a logarithmus differencziá- 
lása legegyszerűbb, midőn az alapszám e. Ezen esetben a logarith- 
musokat természetes logaritmusoknak nevezzük. Jelzésükre rövi
den az 1. betűt használjuk, úgy hogy ezentúl

1. x = "log. x

(Régibb jelzés: log. nat. #.). E jelzéssel:

= 1 (3.)
dx x

da^x = 1 J (4 j
dx x 1. a ' '
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Az analizisban kizárólag a természetes logarithmusokat alkal
mazzuk ; másnak tárgyalása nem szükséges, mert "lóg. x tulajdon
ságai az

"lóg. x = ~ ° I. a
összefüggés alapján a 1. rr-éiböl közvetetlenül leolvashatók.

A (3.) és (4.) képleteket összekötve a közvetett differencziálás 
elvével, lesz:

dl.u __ 1 du
dx u dx

d “lóg. u _  1 1 du
dx u 1. a dx

hol természetesen a differencziálás csak oly x-re vonatkozik, melyre 
nézve u pozitív.

Ha x=0, a La: végtelen lesz; e helyen tehát a differencziálás- 
nak nincs értelme.

Ha az “lóg. b alakban nem a b-t, hanem az a-t tekintjük változónak, 
egy a logarithmustól eltérő fiiggvényalak keletkezik : y = ®log. b, melynek 
értelmezési tartománya szintén a pozitív számokból áll. E függvény nem 
szokott az analizisban tárgyaltatni, mert nem új függvény, t. i. a logarith- 
mus által kifejezhető. Világos, hogy

*Hog. a =
1 1. a

“lóg. x = 1. x
Ebből még:

d Hog. a _ __  1. a 1
dx x d-x)2

Ha y = 1. (a; + 1 + a:2), akkor

& = -U A +
dx x+yi+ X2 { k 1 + X2 ) fi + X2

Hasonlókép:

1 1 + x / 2 x _ 1
— T1—x v (14-x)2/ “ 1 ’
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71. A hatványalakból két függvény keletkezik, a mint az alap
számot vagy a kitevőt tekintjük változónak; az első esetben az álta
lános hatvány, a második esetben az általános exponencziális függ
vény. Az utóbbi alakja:

y — ax,

hol a adott pozitív szám és számtani tárgyalásaink alapján az értel
mezés kiterjed az összes valós számokra. E függvény egész tartomá
nyában folytonos és differencziálható. Lesz:

d(ax) _r ah- i x.
—j—- = hm. ■------r------= ax hm. —.— = ax 1. a

díc h=O " /í=0 "

(a 28. ez. VI. képletét használva). Az eredmény ismét legegyszerűbb, 
ha az alap e. Áz e^-et röviden exponencziális függvénynek nevezzük, 
az ax általános exponencziális függvénynyel szemben. A differen- 
cziálási képletek:

dex , de11 u dn ...
dx dx dx ’

d ax . d au , du ... ,
~dr = a Va’ n~ = a -^-^dr- - (b->

Különben ax ismét er-szel szemben nem új függvény. T. i.
ax _ gx^a) > 

a miből differencziálhányadosa is levezethető.
Az y = ax és x= "lóg. y inverz és már egyértékü függvények, 

Az X és Y tartományoknak egyszerűen az eredeti értelmezési tar
tományok vehetők.

E szerint:
dax d "lóg.y _  । 
dx dy________ ’

és így ha p. az exponencziális függvény, y = ax differencziálhánya
dosa ismeretes, ebből ismét

d "lóg. y _  1 1 _  1 1
dy ~ ax l.a ~ y L “

72. Az általános hatvány alak:

y = xu
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hol a tetszőleges valós szám, visszavezethető az exponencziális függ
vényre ; mert egyszersmind

y — ^.X) .

mindkét alakban a függvény értelmezési tartománya a pozitív szá
mokból áll. Differencziálhányadosa az utolsó alakból képezve :

= e^'-x - = u *. dx x '

Tehát az általános hatványalakra nézve, az előbb tárgyalt raczioná
lis kitevő esetével (1.) megegyezőleg:

d (x^) 
dx = [1 x"-1 (7.)

Önállóan is levezethetjük e szabályt a Í28. ez. VII. alatti határ
képlet alapján, (— — z) JC

d^l= 
dx lim. 71=0

(x + hr—xu u_lr v x) v --------= xa 1 hm. - -r-h A=o n
x

= lim. + xu~l.
z=0 z

Ennek ismét következménye

d u 
d x= fi U^~ld x

Ugyanígy tárgyalható a következő általánosabb alak:

y = uv

hol u az illető x környezetében pozitív értékeket tartozik fölvenni. 
Természetesen v is valós. Ekkor:

ev».u) _ ev(].w (JL ÉL _i_ (] u\ ÉL), 
dx ~ dx C e \u dx ('U) dx'

vagy e?(1,u) helyébe ismét uv-t írva:
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Például:

= xx -f- xx 1. x = Xx (1 +1. x]

= 7 + xT (1- x) (—

X—2
= Xx (1—1. x),

mely eredmények a (8.) képlet direkt alkalmazása nélkül is levezet
hetők, ha az egyes esetekben xx — exX-x s ú. t. iratik.

.4 trigonometrikus és cziklometrikus függvények.

73. A megfelelő műveletek tárgyalása alapján

y = sin. x, y = cos. x

az x minden valós értékére értelmezett, folytonos és differencziálható 
függvények. Még pedig

d sin. x d cos. x—j-----= cos. x, —■; = — sin. x.dx- ’ d X
Ezekből ismét (9.)

d sin. u du
dx dx

d cos. ii . du
—3-----= — sin. u -5- • dx----------------------dx

Tudni illik:
d sin. x ,. sin. (xX-h)— sin. a; .. I . cos. h —1 , sin. h\—j—=lim.— , — =hm.(sin.x---- i------- pcos. x—5—Idx z,=o h A=oK h ' h ’

.. cos. h — 1 ,. sin. /1= sin. x hm. ——}----- ff- cos. x hm. —r- •
*=0 " ;(=o "

a mi a 30. ez. VIII. és IX.a alatt álló képletei alapján végre cos. x.
Hasonlókép :
d cos. x .. cos. (x 4- h) — cos. x / cos.h—1 . sin./<\;-----=hm.-----4----- r— - =hm. (cos.x---- s---- —sin.# —)

dx h^o h v >' h '

tagonként végezve a határátmenetet, az eredmény végre — sin. X.
A 9. alatt álló képletek nem függetlenek egymástól. Például, 

minthogy
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COS. X = sin. (y — x) , 

újból

d cos. x d . í n \ í~ \ d í n \
~ih— = ix sin- (t - =cos- U ~ dH 2 - =~ sm-a:-

A többi trigonometrikus függvény legkönnyebben tárgyalható 
a sin. és cos.-ból összetett alakjukban és lesz:

d tg. j; i d cot. x 1
dx COS? X dx sin.2.r

(10.
d sec. X . d cosec.

"“dT - = tg. x sec. x, “dS^— = — cot. x cosec. x.

1
„ . X X2 sin. y cos. y

d tg. x d sin. x
d sin. x cos. x---- s----------sin.. dx

d cos. x
1 dx _ 1

dx - dx cos..r cos.2 X cos.2 X

d cot. x d cos. X
d cos. x sin. x - . — cos.dx

d sin. x
X dx _ 1

dx dx sin x. sin.2a; sin.2 x

d sec. x 
dx

d
d.r (cos. a:)-1 = — (cos. a:)-2 (— sin. x) — tg. x. sec. x,

d C0S6C.X- 
dx

— jL 
dx (sin. a;)-1 = — (sin. a?)-2 cos. x = — cot. x. cosec. a:.

Példaképen még fölemlítjük a kővetkező, később haszná
landó képleteket:

d , . 1 d sin. x— 1. sm. x = —.-------- j-----dx sin. x dx = cot. X,

d ,
-j— 1. cos. a: = dx

1 d cos. x 
cos. x dx — tg. X,

d 1 I X
■dTUg-T

1 d , x 
luTtg' t

1 1 1
2 . x s 

tg-y COS.2

1
sin. x ’
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d , , _ 1 1
d x ’ ' 2 "" 4 ' 2 . / x ff V í \

81n- U + 4 ) C0S- ( T + 4 7

_ 1 1
/ ff \ cos. a: sin. (a: +

Ha = cos. x + i sin. x, akkor:

4 j = — sin. x + i cos. x = i (cos. x-\- i sin. x) = i y;

e függvény differencziálhányadosa tehát mindenkor az eredeti függ
vény és egy állandó szorzata. A kővetkezőkben nagy jelentőségű lesz, 
hogy e tulajdonságot közösen bírja az általános exponencziális függ
vénynyel. T. i.

y = = a eaX = « y,
•z 3 d x J

csakhogy e függvény értelmezésének megfelelöleg a valós.

74. Az x — sin.?/ függvény megfordításából keletkezik az 

y = arcain, x,

mely függvény, mint a megfelelő számművelet, végtelen sok értékű 
és melynek értelmezési tartománya a

— 1
föltételnek megfelelő számokat foglalja magában.

Hogy az arcsin. x-re az inverz függvények elvét alkalmazhas
suk, mindenekelőtt meghatározandó egy oly Y tartomány, melynek 
helyei csupán különböző x értékeket adnak. Közvetetleniil belátható, 
hogy a J bármely páratlan többese e tartománynak nem lehet belső 
helye; mert

. /(2/c-|-l)ff , A . /(2fc+l)ff A -----  --1_^ = am. (3----_'---------

lévén, e hely bármily környezetében mindig van két szám, mely a 
sinusnak ugyanazon értéket adja.

Ha ellenben az F tartományt a

(2fc-l)^<?/<(2A: + l)f 
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föltétel segítségével szabjuk meg, akkor minden helyének a sinus 
más értéke felel meg; és világos, hogy ily módon az Y tartomány
nak a lehető legnagyobb kiterjedést adtuk.

A k minden egész számú értékének az arcsin. £-nek egy egyér- 
tékü ága felel meg, még pedig, ha k = 0, nem más mint az (arcsin. x), 
a főérték, mely függvényág értékei — $ és y közt feküsznek. — A k 
bármely értékénél az X tartomány a — 1 ... + 1 számköz számai
ból áll.

Minden ily egyértékü ág differencziálása közvetetlenül elvégez
hető, mert Y összefüggő, sin. y az Y tartomány minden helyén foly
tonos és végre az Y tartomány két tetszőleges helyén a hozzátartozó 
x értékek különbözők. Végre az X tartomány is összefüggő. Te
hát ha y = arcsin. x, x = sin. y

cl arc. sin. x   1   1
d x dy cos. y

dx
és y értékét visszatéve:

d arcsin. x   1
d x cos. arcsin. x

hol természetesen a két oldalon az arcsin. x ugyanazon ága szerepel. 
E képlet, tekintetbe véve, hogy:

sin? arcsin. x + cos? arcsin. x = 1,

sin. arcsin. x = x, 

még egyszerűsíthető, mert e szerint:

cos. arcsin. ^=1^1 — x2

hol azonban a négyzetgyökjel nem kétértelműséget fejez ki, hanem 
azt, hogy a két érték közötti választás még kétséges. E kétség köny- 
nyen eloszlatható. Az arcsin. a: ágai ugyanis kétfélék,*  olyanak 

* Két szám kongruens, ha különbségük egy bizonyos A többese. Két 
függvény kongruens egy bizonyos tartományban, ha e tartomány minden helyén 
a függvényértékek különbsége az A ugyanazon többesével egyenlő. Az A 
szám, az illető kongruenczia modulusa, a tárgyalásban természetesen egyszer 
mindenkorra meg van adva.
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melyek a fSértőkkel (ttYcsm. x)-sz&l kongruensek t.i. ettől állandóan a 
2^ egy bizonyos többesével különböznek, vagy pedig—(arcsin.#) 4-tt 

-vei kongruensek, azaz ismét ettől állandóan a 2 n egy bizonyos 
többesével különböznek. Minthogy pedig a föértéknek, mely — § 
és közt fekszik, cosinusa soha sem negatív, a negatív előjellel vett 
főértéké a tt páratlan többesének hozzátoldása után soha sem pozi
tív, a végeredményt úgy mondhatjuk ki, hogy

d arcsin. a; _ 1

hol a két oldalon egyidőben veendők a főértekkel egyenlő, illetőleg 
kongruens, vagy nem egyenlő, ill. inkongruens függvény ágak.

Ha x = ± 1, azaz y = (^k ± 1)4-, akkor sin. y differen
cziálhányadosa: cos. (‘4^_112L=0, az inverz függvény differencziál

hányadosa tehát oo lesz; a mely eredmény a 0 és oo-nek recziprok 
értékeknek való fölfogása mellett képletünkben szintén bennfoglal- 
tatik.

Hogy kongruens függvényágaknak differencziálhányadosai nem 
különböznek, onnét is világos, hogy ha <p(x) az egyik függvényág, a 
másik lesz <p(x) + C; ekkor pedig (^(#) + C) — <p(x).

75. A többi cziklometrikus függvény tárgyalása vagy önnállóan, 
az arcsin. #-nél használt módszerek segítségével vagy épen az 
arcsin. x-re vonatkozólag lehozott eredmények alapján történhetik. 
Az eredmények összeállítása:

d arcsin. x _  1 d arccos. x _  1
dx cos. arcsin. a: dx sin. arccos. a?

d arctg. x o . d arccot. x . 9 ,, = cos. arctg. x , ,---- = — sin? arccot. x:dx o ’ dx

ha az eredeti függvények segítségével fejezzük ki a differencziálhánya- 
dosokat; itt ismét a két oldalon mindig ugyanazon függvényágak 
veendők. Vagy pedig a közönségesen használt képletek, a mikor a 
différencziálhányados alakja algebrai:
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d arcain, x _  1 d arccos. x _  1
dx j/1 — x3 dx J/ 1 — x2

(11.)
d arctg. x 1 d arccot. x 1

dx 1 4- x3 ’ dx 1 + x3

Az első sorban álló képletekben a két oldalon egyidöben veen
dők a főértékkel kongruens vagy inkongruens függvényágak.

A mi itt először az y = arccos. x függvényt illeti, mely az 
x = cos. y megfordításából keletkezik, közvetetlenül világos a

sin. ( y — y) = cos. y = x 

egyenletből, hogy:
---- y = arcsin. x,

azaz:
arccos. x = ---- arcsin. x; (a)

a hol, ha az arcsin. x főértékét vesszük, azaz a függvény értékei 
—J és y közt választatnak, arccos. a>nek is főértékét kapjuk, azaz 
arccos. x értékei 0 és r közt lesznek. Tehát az arccos. x-nek a főérték
kel kongruens ágai, itt akkor keletkeznek, ha az arcsin. x-nek is ily 
ágát veszszük. Ha ellenben az arcsin. x egy másik ágát veszszük, 
mely — (arcsin. x) + n + 2 k r, akkor az arccos. x megfelelő ága:

(arcsin. x) — ~ = — (arccos. x) + 21 rr,

azaz kongruens a —(arccos. x) ággal, melyben 0 és — ír közt fekvő 
értékek szerepelnek. Az (a) differencziálása most már a

d arccos. .r d arcsin. x 1 1
dx dx cos. arcs n.x |/ j 

eredményhez vezet, hol csakugyan a két oldalon ismét egyidöben 
főértékkel kongruens vagy inkongruens alakok állanak.

Mint inverz függvény tárgyalva

d arccos. x _  1 1 1
d x . dy sin. y " sin. arccos x

d x
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Különben ismét az (a) képletből világos, hogy 

sin. arccos. x = cos. arcain, x , 

ha a két oldalon egy időben a főértékkel kongruens vagy inkongruens 
ágak állanak.

75. Az arctg. x önálló tárgyalása az előzőleg vizsgált függvé
nyekénél egyszerűbb, mert összes ágai kongruensek, azaz ha ismét 
(arctg. x), a főérték alatt azon ágat értjük, melynek függvény értékei 
— Y és y közt feküsznek, akkor bármely más ág (arc.tg.x) + In 
alakban ábrázolható, hol l tetszőleges egész szám.

Mint az x = tg. y függvény megfordítására, az arctg. x-re az 
inverz függvények elve alkalmazható a következő megállapítások 
mellett. Az Y tartomány álljon az

föltételnek megfelelő számokból *;  a megfelelő X tartomány a valós 
számok összességéből áll.

* A határhelyek itt kiesnek a tartományból, mert a függvény e helyen 
végtelen lesz.

Az F és X e választása megfelel az inverz függvény elvénél 
követelt föltételeknek és így:

d arctg.a- 1.—y-5— = -jt = cos? ii = cos? arctg. x: 
dx d tg. y-------- J °

dy
tekintettel a 

képletekre még:
2 , 1 1cos/ arctg. x = 5—7.----- —r ■b 1 4- (tg. arctg. xf . + .rs

Az arccot. x tárgyalása legegyszerűbben történik az
1

x = cot. y = — 
• tg- y

összefüggés alapján; melyből
1

y = arccot. x = arc. tg. r 
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hol az arcig, föértékével együtt ismét az arccot.-ét is kapjuk. Ez 
tehát szintén —7 és közt fekvő függvényértékeket ád. Lesz 
tehát a közvetett differencziálás elvének használatával:

d arccot. a; _  1 ( 1 \ 1
~dH - 7 i ' 1"-T+ö?'' 

+ i2

Minthogy az arctg. x és az arccot. x egyértékü ágai mind kon
gruensek, t. i. csak a r többesével különböznek, a differencziálhánya- 
dos a függvényág választásától teljesen független.

Mint példa álljon még itt a ritkán használt arcsec. x és 
arccosec. x függvények differencziálhányadosa. E függvények értel
mezési tartománya a — 1-nél nem nagyobb és + 1-nél nem kisebb 
számokból áll.

Ha y = arcsec. x, azaz x = sec. y — co* ■, akkor cos. y= 
végre tehát:

1 arcsec.x = arccos. -; a:

hol a két oldalon ismét egyidöben állanak a föértékkel kongruens 
vagy inkongruens függvényágak. Az (arcsec. x) ép úgy mint az 
(arccos. a 0 és w közt fekvő értékeket veszi föl. E képletnek rövid 
alakja:

d arcsec. a; 1
dx x j/ a;2 — 1

ha — mint sok kézikönyvben — megjegyzés nélkül áll, helytelen, 
mert ekkor a négyzetgyöknek előjele uj meghatározáson alapszik 
(ugyanaz mint tg. arcsec. x-é) és máskép választandó, a mint x pozi
tiv vagy negatív. Az adott differencziálási képlet rövidebben írva 
lehet még:

d arcsec. x _  1
dx |/ a12 (a-2 — 1)

hol ekkor az előjel ismét csak a gyöktől függ és meghatározása ismét 
mint eddig az, hogy a két oldalon egyidöben állanak a főértékkel 
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kongruens vagy inkongruens ágak. A főértéknél, tehát itt is a négy
zetgyök pozitiv előjele szerepel. Hasonlókép találni:

d arccosec. x 1 1
« - I ■, _ 1 - - l

77. Az elemi függvények, melyeknek differencziálását eddig 
áttekintettük, három csoportra oszthatók. E csoportok jellemző 
tulajdonságai, melyek később a függvények fontos osztályozásának 
megalapítására szolgálnak, már most is kiemelendők, a mennyiben 
a levezetett differencziálási szabályok áttekintését megkönnyítik. 
A beosztásnál döntő szempontokat azonban csak az elemi függvé
nyek részletes elméletében lehet majd kiemelni.

Az első csoportba tartoznak a raczionális egész függvények, a 
raczionális tört függvények és a gyökfüggvények, melyek a differen- 
cziálásnál mindig ugyanazon osztályba tartozó függvényalakokat 
adnak. E függvények mindannyian az általánosságban csak később 
értelmezendő algebrai függvények közé tartoznak.

A második csoportba tartoznak az exponencziális és trigono
metrikus függvények, melyek szintén a differencziálásnál hasonalákú 
függvényeket adnak.

A harmadik csoportot alkotják végre a másodsorban említett 
függvények megfordításai, a logarithmus és a cziklometrikus függ
vények, melyeknek differencziálhányadosa algebrai függvény.

A levezetett eredmények kellő átgondolására itt még rajzokat 
mellékelünk, melyek az elemekből kevésbé megszokott 6 főalakra a 
függvény menetének geometriai ábrázolását adják. A végtelen sok 
értékű arc. sin. rc-nél a főérték és a Vele kongruens függvényágak a 
többiektől oly módon vannak megkülönböztetve, hogy amazok ábrá
zolására kihúzott, emezekére pontozott vonalak használtattak.

E mellett az a két ág, melynek egyikével bármelyik kon
gruens, vastagabban van kivonva. — Az arctg. x ábrázolásánál a 
viszonyok annyival egyszerüebbek, hogy az ágak mind kongruensek.

A cos. x, arcos, x, cot. x, arccot. x ábrázolására szolgáló ido
mok elmaradhattak, a mennyiben ezek a közlöttekből az x, illetőleg 
^-tengelynek |^-vel való eltolásánál keletkeznek.
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Összetett függvények.

78. Több változós függvények parcziális differencziálhányado- 
sait az eddig levezetett szabályok szerint bírjuk képezni; a mennyi
ben akkor minden változó — egynek kivételével — állandónak 
tekintendő, és így az eljárás egy változós függvényre vonatkozik. 
Ha példáúl:

f(x,y,z) = (^x+^y+z) sin.
akkor

^ = 2 sin. /
1—y 1—y cos.

1-?/
ff 
dy 
ff 
dz

„ . « . (ix+3y+z)x= 3 sin. ------ f- —,7-^—- cos.
1—y ö~y)

X

sin. .^-y
Ha a többváltozós függvényben azonban a különböző változó

kat mint bizonyos új változó függvényeit fogjuk föl (1. 46. czikk) 
akkor összetett függvény alakok értelmezéséhez jutunk, melyeknek 
differencziálása ismét kész szabály szerint történhetik.

Ha

y=F(ul,ui,...,um), 
{xf (x),..., um=?m (x),

akkor egyszersmind y mint az x függvénye meg lesz adva minden 
oly x hely környezetében, mely az Ui,..um-nek egy az F értelmezési 
tartományának belsejébe tartozó értékrendszerét szolgáltatja.

Ha ekkor Ui...um az x differencziálható függvényei, és 
az illető fut,..., u„ö helyen folytonos függvények,akkor:

dy _dF\uruv...,um) _ 3F du 3F du., 3F dum
dx dx ?u, dx ' du3 dx ‘ ’ ^dtim dx'

Kiindulunk a differencziálhányados általános értelmezéséből:

dy _ F («,+Ja., u2+duv.., 'Um+dum) — F(u., u3... um)
dx ^.t=0 ^x

a mi még így is irható:
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lim.^.r=0 '
...,Um -)-dUm) —m+Atg,... Hm-\-dum) dili .

Z/Wj . U’
F(ui, z/2 + J«2> - Um+dilm) — F^, u2:. Um)\. 

dx /

A ... alakok új függvények, hogy ezekben a válto
zóknak helyettesítendő értékrendszereit jelölhessük, legyen:

^F & . ,

Ekkor a lim. jel alatt álló első hányados nem más, mint az 
Ffu^ u^+du#..., um+dum) függvénynek különbségi hányadosa, 
ha tisztán Uj-et tekintjük változónak és ez z/wpgyel növekszik. 
E szerint

Efui+ziui, Mg-f-z/wa, • •• > u>i‘ + dilin) — E (iij, u^Fdu^, . . ., iim-)-dilm) _  
dili

= Ft (up «2+^2,..., um+dum)+s

hol lim, c=0, ha lim. dut=O. Mert a föltételek értelmében 
F^u^+Ju^,... Um+dUm) az (wt, w2+Jw2... um+dum) helyen 
differencziálható, ha csak du^,... dum elég kicsinyek. Ha most 
lim.Ja:=0, akkor lim. e=0, de továbbá lim. du2=0 s. ú. t.; mint
hogy pedig végre Ft (ut... um) az illető helyen folytonos függvény, 
a lim. jel alatt álló első tag határértéke:

p chii   dF dili 
1 dx dili dx

A második tag határértéke nem más mint az F differencziál- 
hányadosa, ha ebben változatlan marad; azaz ha például ut ér
teke az illető helyen aP az u2... um közvetítésével értelmezett 
F(ai, u^... Um} függvény differencziálhányadosa. Ha tehát erre a tétel 
helyes, akkor F(ux . . .wm)-re is helyes, de egy w-nál a tétel még a n L1

—ra vonatkozó megszorító föltétel nélkül is helyes, és így az ŰU
F(Ui, Uj,..., Um)-^ vonatkozó szabály általánosan érvényes; 
ugyanis most Fi {ai, u^,..., um) mindenesetre folytonos lesz az 
a*,.am helyen, ha F^Ui,..., um) folytonos az (íii,..., am) helyen 
s. ú. t., (hol «2,..am az wá,..., um függvények értekei az x helyen).

32*
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Különben a parcziális differencziálhányadosok folytonosságára 
vonatkozó föltételek a tétel egyszerűsítése végett túlságosan szűk 
alakban adattak. Mint a tárgyalásból kiviláglik, a kővetkező föltéte
lek is elégségesek:

Ha Ui,..., um értékei egy bizonyos x helyen ai.at,... am, 
akkor elegendő az összetett függvények differencziálási szabályának 
alkalmazására, ha

Fi (öl, u* u3,..., um) az (, a2,..., am)
Fi (ül, üí, u3,.. .,um) az (a3, ..., am)

Fm—i (ai,..., am—t> am—i, tim) az am

helyen folytonos függvények.
E szabály több eddig levezetett eredmény összefoglalását és 

általánosítását adja; így például ha y=Uv, akkor most

<li/ _ d(uv) du d (uv) dv
dx du dx ' dv dv

,, < du , „ , dv
= f?í'* j---- H w' (1. u) -r-. dv----- 7 dx

79. A levezetett szabálynak oly fogalmazást is adhatunk, mely
nél az magának az F(Wj,Ui,..., um) többváltozós függvénynek jel
lemzésére szolgál.

Képletünk érvényes, bárminő módon állapítsuk meg is az 
Ui,..., um függését a hozzálépő x változótól, hacsak az illető helyen 
ezek x differencziálható függvényei. A parcziális differencziálhánya- 
dosokra vonatkozó föltétel pedig tisztán csak az F függvényre 
vonatkozik. E megjegyzés után írjuk az eredményt ismét szimbo
likus alakban:

i r ^F a i . dF ,d r = -3— du. + -=— du^F . •. + -3— dum, “ oiim

melynek számjelentése ismét csak akkor lesz, ha minden tagban a 
dx-et, mint «nevezőt» hozzácsatoljuk. Ezen alakot az F(Ui,.. .,um) 
teljes differencziáljának nevezzük; a függvény változásának meg
közelítő jellemzésére épen úgy használható, mint a megfelelő, egy
változós függvényre vonatkozó alak (56. ez.).

Ha tekintetbe veszszük. hogy

RABYM
TUMMriVOS AKADNI 

löf.vrjUA
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dF_ _ AF 
dx Ax dx Ax "i £

hol lim. %=0, és lim. e=0, ha lim. Jx=0, a levezetett szabály 
következőkép is irható:

AF _  3F Aui dF Alii dF Aum . n
Ax Sui Ax ' diiz Ax ' ’" 3um Ax ’

hol
„ 3F , dF , . dF
ií=n, -s-------F % a---- F • • • “F ^’n a--------e71 dili 2 dili Film

és így lim. H—0, ha lim. Ax=0; vagy végre

+ düi + • • • + + H

hol H' — H. Ax. Ezen alak értelmezése a Ja:-tői egészen függetlenné 
tehető.

Minthogy ugyanis ,... véges meghatározott értékek, 
Au{... Aum első vagy magasabbrendű végtelen kicsinyek, ha ezeket a 
Ax kisebbedésére vonatkoztatjuk. H pedig mindig az elsőnél maga
sabbrendű végtelen kicsiny lesz, mert 

határértéke 0, ha lim. Ax=0.
E szerint

. Tp dF . dF .AF Au. ... — Aum , du-í 1 diim

hacsak az út jellemzésére használt függvények az illető helyen diffe- 
rencziálhatók, bármi úton változzék is a függvény, elsőnél magasabb 
rendű végtelen kicsiny lesz, és ez azon jelentés, melyet a czikk ele
jén fölirt szimbolikus alaknak tulajdonítunk.

80. Ha a független változó complex, a mikor ezt a szükséges 
részletezés végett

z=x+yi

alakban írjuk, akkor e complex változó függvénye / (z) az eddigiek 
értelmében oly complex változót u+vi-t jelent, melynek valós és kép
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zetes része x és y által teljesen meg van adva. Azaz u és v mindegyik 
az x, y valós változók valós függvénye. Ily jelentésben használja 
Cauchy a complex változó függvényének elnevezését, és világos, 
hogy ekkor e függvények elmélete azonos egy két valós változótól 
függő valós függvénypár elméletével.

Könnyen belátható, hogy az ily értelemben vett/(z) csak egész 
kivételesen lesz a z szerint differencziálható függvény. így p. legyen 
u—x, v=—y, azaz:

f(z) = f(x+iy) = x — iy.

Ha ekkor a h növekménynek kisebbedő pozitív értékeket 
tulajdonítunk, akkor

lim.= lim. + = t
h=0 h h

ha ellenben a h növekmények helyett az ih növekményeket vesz- 
szük, h alatt ismét kisebbedő pozitív számot értve, akkor x+i//-ból 
lesz x+iy-\-ih, azaz y növekszik /i-val, tehát

lim /'(g+<A)—_ jim r — i (y+h) — — íy) _ ___  .
A=0 ih ’ ih

tehát az határértéke különböző a határátmenet
módja szerint, azaz a függvény nem differencziálható.

Hogy f (z) differencziálható legyen, annak szükséges föltételét 
könnyen fölismerhetjük.

Mint az előbbi példában, vizsgáljuk meg a két esetet, midőn 
Az kisebbedése tisztán valós és midőn tisztán képzetes számokon 
keresztül történik. Az első esetben Az=h, a másodikban Az—ih, hol 
lim. h=0, és h valós változó.

Az első esetben x-\-iy változása fölfogható mint csupán az x 
valós részének változása és a különbségi hányados határértéke: 

a második esetben az íc+zy-ból csak az y változik, növekménye 
h; és így a különbségi hányados

.f^+i (y+h)) —f(x+iy)
~Th

és a határérték — i Ha van differencziálhányados, e két értéknek 
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meg kell egyeznie, e szerint ha f(z) a z helyen differencziálható 
leyyen, akkor mindenesetre:

= (A)dx dy

vagy tekintetbe véve, hogy f (z) — u (x, y) + iv lx, y), még 

d(u+w) , ■ d(u+iv)__ „
—h 1 dy ~

Itt elkülöníthetjük a valós és képzetes részt, a mikor az (A) 
föltétellel egyenértékű két egyenlethez jutunk:

du _  de de _ du
'dx''~~dy ’ "te ~~~ ly' W

E föltétel egyszersmind elégséges; azaz ha valamely függvény 
egy bizonyos tartomány belsejében eleget tesz az (A) vagy (B) föl
tételnek, akkor e folytonos tartomány minden belső helyen egy
szersmind a z differencziálható függvénye. A tételnek e megfordítása 
azonban csak a CAUcHY-RiEMANN-féle függvénytani elméletek alap
ján bizonyítható be kielégítő módon és azért e helyen még nem 
tárgyalható.

A föltételeknek egy harmadik alakja még a következő meg
gondolásból keletkezik. Legyen

= U + iV, dx 1 ’
tehát:

= - U— ÍV dy

akkor az/'teljes differencziálja a következő alakban irható :

df — dx + dy = (U+iV)(dx+idy), (C)

hol a jobb oldalon álló kifejezés úgy értendő, hogy a szorzat formá
lisan képezendő, mintha dx és dy számértékek volnának. Hogy df a 
(C) alakban irható, ismét az (A) és (B) föltételekkel egyenértékű 
követelés.*

* Arra az esetre, midőn a dx és dy növekmények végtelen kisebbe- 
dése úgy történik, hogy az x, y összetartó értékek egy bizonyos x=<p (t), 
y=^(t) úton feküsznek, míg <p (t) és (t) a megfelelő t helyen differen- 
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Riemann* szerint valamely f (z)-t akkor mondjuk a z complex 
változó függvényének, ha az (A) föltételnek eleget tesz, míg Cauchy 

ekkor a z complex változó monogén függvényének nevezi; újabban 
a francziák (Briot és Bouquet) a holomorph függvény elnevezését 
is használják.

cziálható függvények, a (C) föltétel mutatja, hogy ~ meghatározott határ
értékhez közeledik, mert:

hm. -j- = hm. ( : —) = U + t V -f- hm. —,
jt=o zlz jt—o Át át

s Ithol az előbbiek szerint lim. —— = 0. De ez a  ,-----határértékénél föl- 
^<=0 dx+tZly

léphető eseteket nem meríti ki; hisz például a Ja- és dy teljesen határo
zatlan rendű végtelen kicsinyek lehetnek !

* Riemann, Grundlagen für eine allgemeine Theorie dér Functionen 
einer veránderlichen complexen Grösse. Göttingen 1851., és R. összes mun
káiban.

Tagadhatatlanul legczélszerübb, ha e függvényosztály általá
nos tárgyalása induktív úton történik, a mely úton a függvények
nek előállítása hatványsorok alakjában adja meg a kiinduló pontot. 
E fölfogás teszi alapját a WEiERSTRAss-tól származó módszereknek, 
az analitikai függvények elméletének. Analitikai függvény — nem 
ugyan első definicziója alapján, de végeredményben — minden vala
mely összefüggő complex tartományban differencziálható függvény.

A következőkben az f(z) alatt, ha z complex változó, mindig 
a z differencziálható függvényét akarjuk érteni, a mi (ha nem is az 
értelmezés alakja, de az eredményre nezve) Riemann terminológiá
jával megegyezik és a legelterjedtebb elnevezés.

Ki nem fejtett függvények.
81. Ha adva van azon számtani (vagy egyéb) eljárás, mely 

szerint a:-ből a hozzá tartozó y kiszámítható, akkor y az x kifej
tett, explicite adott (egy vagy többértékű) függvénye.

Ha ellenben az x és y kapcsolatáról csak az ismeretes, hogy 

F (x, y) = 0,

ha x és y helyébe ama függvényvonatkozás szerint összetartozó 
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értékeket teszünk, akkor ezen alakban y az x ki nem fejtett, 
implicite adott függvénye, mely ismét egy- vagy többértékű lehet. 
Természetesen amaz egyenlet csak azon (x, ?/)-okat adja, melyek az 
F értelmezési tartományába tartoznak.

Ha y az x egy értékű és differencziálható függvénye, melynél 
x=a-nak például megfelel y=b, és e függvény az x—a hely kör
nyezetében kielégíti az

F (x, y) = 0

egyenletet, akkor e helyen a kiszámítható a

FF ± ff fv.— 
dx ' dg dx

egyenletből, ha (
x=a

az y—b helyen az y folytonos függvénye;
természetesen föltéve, hogy dF * 

„ nem 0.

dlf'* A mint majd nemsokára látjuk, a rendes függvényalakoknál 
eltűnése azt mutatja, hogy az illető x — a hely a függvénynek kivételes 
helye, melyen néni differencziálható, vagy melynek környezetében nem 
tehetjük egyértékűvé.

dg

És ekkor: dF 
dg _ dx 

"dx ~~ JF 
dy

d jF1Ha zérus, de szintén folytonos az x=a, y=b helyen, míg 
dF 111j- e helyen nem 0, akkor y differencziálhányadosa végtelen lesz.

Ha ugyanis az F(x, t/)-ban y az x oly függvénye, hogy F(x,y) 
állandóan 0, akkor dt is 0, a mi, ha e ditferencziálhányadost 
a levezetett szabály szerint részletezzük, megadja az előbb adott 
szabályt.

Bővebb indokolás nélkül említjük a tétel következő általáno
sítását. Ha y, z az x két egyértékű függvénye, mely az x—a helyen 
hol y=b, z=c kielégíti az

Fi (x, y, z) = 0,
F2 (x, y, z) = 0
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egyenleteket, akkor az illető helyen kiszámítható a

3í\ , dFj dy . dz _
dx ' dy dx dz dx

dl1* ■ dFj dy , dF* dz — g
dx ' dy dx ' dz dx

egyenletekből, ha (~^~) , ( ) folytonosak a (b, c) helyen

és ( (—, folytonosak a z—c helyen;

természetesen föltéve, hogy az illető helyen

dFi dFi 
dy dz

dF* dF 
dy dz 

nem zérus.

82. Például a kúpszeletek általános egyenletét tárgyaljuk. 
Legyen ez:

F(x, y) = an x2 + ^(itixy + a^y2 + 2a13a; + = 0,

mely, ha először is nem 0, megadja y-t mint az x kétértékű függ
vényét. Az y kifejtett alakját könnyű kiírni:

a^y = —a^x — a^ + /(a^x+a^2 —a3s(a11x2+^a13x+a33).

Ha tehát x nem azon két érték egyike, melynél a gyökjel alatt 
álló kifejezés eltűnik, akkor az a: és a hozzá tartozó y megállapítása, 
valamint azon követelés, hogy a függvény folytonos legyen, meg
adja az y-t egyértékűleg és tudva már, hogy az y differencziálható 
függvény:

dy _ __
dx ai2x+awy + aw ’

hol a differencziálhányados kifejezésében nemcsak x, hanem a hozzá 
tartozó függvényérték is előfordul.

A nevezőben álló érték, mint az y megoldott alakja mutatja, 
nem más, mint a gyökkifejezés egyik értéke, tehát csak ott lesz 0, 
hol az y két értéke összeesik. E helyekhez közeledve a differencziál- 
hányadosáltalánosságban végtelen lesz; kivéve ha egyidőben :
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1 dF — , , n2 Ö11x + a 12 y + a13 — u,
1 dF , A
2 ^-=a12®+a22«/+a23=

de ekkor, minthogy

^+iy ^ + «13^+«23?/ + íl33=0, 

egyszersmind

iF^a^x+a^y+a^O,

a mi tehát csak akkor történhetik, ha (a21=«12, a31=at3,

an aw ^13
®21 ^22 fl23
^31 fl32 a33

a mikor egyszersmind a gyökjel alatt álló kifejezés : 
TI 2 g 2R—{a\o, — au a^) a: 4-2(űt2d23 — «i3 a^) x-j-a^ — «22 <133

teljes négyzet. Ez ugyanis megtörténik, ha 
2«12---«lld22

dia a^l---Íll3«22

012^23---dl3 «22
2 «23---«22 «33

— a^ D

eltűnik, a mikor F(x,y) két elsőfokú tényező szorzata:

a22F (x,y)=^anx+a^y+a^+ /Pi^a^x+a^y+a^ — ^R}.

E szerint az F (x, y) kúpszelet érintője bármely (x, y) pontban 
adva van (58. ez.) a

dF . dF , . A

dF dFegyenlet által, kivéve oly helyen, hol és eltűnik. De ily hely 
csak akkor van, ha d=0, vagyis ha a kúpszelet egyenespárrá fajul. 
E helyen akkor Ft és vele együtt

i x — «22 © + i («23 - «22 Fi) = R
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A binomiális együtthatók alaptulajdonságait már fölsoroltuk 
az 1. rész 172. czikkében (I—III.).

Nem ugyan a most levezetett alakjában, hanem midőn 6=1, 
tehát:

{i+i+(• +(") +... + ([) . + (*)

e kifejezés, de csak érvényességi körének bizonyos megszorítása 
mellett, általánosítható lesz azon esetekre is, midőn az n kitevő 
nem pozitív egész szám, a mikor belőle az ú. n. binomiális sor (vég
telen sor) keletkezik.

Szorzatok differencziálhány adósai.

87. Az y—uv szorzat magasabb differencziálhányadosainak 
ismerete sok függvényalaknál megadja a differencziálhányadosok 
képezésének általános törvényét. A (zaj alakjának ismeretéhez 
leggyorsabban a következő induktív úton jutunk. Lesz:

y' = umrai
y" = 2u(1)r(11 + w(2)r(0)
y"'= zó0)ú31 + 3w(1) c'2) 4- 3u<4)v(11 +

E differencziálhányadosok sora, ha a differencziálást a képle
tekben zárjelbe tett mutatóval jelöljük, föltűnő analógiát mutat az 
u+v egymásután következő egész hatványaival, ha ezeknek kifej
tését is úgy Írjuk, hogy u és 0 mindegyik tagban előforduljon, szük
ség esetében természetesen 0 kitevővel. Lesz:

(u + v)1 — u°c1 + ul v"
(u + r)2 = u0^ + 2U1 vl + uivu
(u -f-t1)8 = w°r3 + 3M1®2 + 3wav14* u3v'

Itt t. i. zz-j-t: hatványa átmegy az uv illető differencziálhánya- 
dosába, ha az u és v kitevőit zárjelbe teszszük, azaz a differencziálás 
rendjét jelző mutatókká változtatjuk át.
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A megfelelő általános képlet volna e szerint:

+ (k—\ )u{k-i)v{n-k+i} +(Pu{k}^n~k}+...+w<n)ri0), 

melynek általános érvényességét kimutatjuk, ha átviszszük n-röl 
n + 1 -re. De a két oldalon újból differencziálva és két egymásután 
kővetkező szorzat differencziálhányadosában mindig a hasonló tago
kat egyesítve:

~+ (1 + (i)) + ((i) + (2 )) w<2)ri”-1’-!-...

+ (( k—l ) + ( ” )) W(A) V{n~k+V + .. • + ,

a mi a binomiális együtthatók ismeretes kapcsolatánál fogva, mely 
szerint:

átmegy a (7.) alatt álló képletbe, ha abban n helyett n-f-l-et írunk.

88. Legyen y = (arcsin. x), akkor:

d (arcsin. j;) _  1 _ 1 1
3® ~ (1—.^ — (l+a;)* (!—»)* ’

</n+l (arcsin. a:) dn / 1 1 \
(Len (1__’

minthogy pedig (1. a (2.) képletet)

X (1 + x)-^ = (- f) (- i - 1)... (-1— k + 1) (1 + x)-i~k -

2*
lln~k /<, ~r(l—x)-^<Lrn-k ' 7

^-X)-i~n+k =

lesz:
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1.3. ..(2/t— 1) /n\/l—j;\k
X (2n—1 H2n- 3)77(201—*>4- 1) \ * / \ T+aT', 

és e szerint: *

* Az —------- ‘ 3 * ’J -——- tényező elveszti értelmét, ha k=0,
(2n-l)(2n—3)...(2n—2/t+l)

<le a differencziálhányadosok kifejezéséből könnyű látni, hogy ekkor helyébe 
az egység jő.

dn+1 (arcsin. x) __ 1.3.5... (2n—1) r, 1 /n\ 1—.r .
dxn+i 2n (1— x)n L 2h—1 ' 1 ' 1 +•« '

4- h3 (n}( ? _L
"r (2/1—1) (2n—3) V 2 / V 1 +z ) "r • • •

. ______ 1.3.5. / n \ / 1—J\3 . /g }
(2n—1)(2n—3) (2n-5) \ 3 M i +£J “T

...+<—l)1 (2—©(í+,) +

89. Ugyané módszer adja az

y = (arctg. x)

magasabb differencziálhányadosait, ha ismét tekintetbe veszszük, 
hogy

d (arctg. x)   1 _  1 1
dx 1-f-or2 ®-|-í x-i ’

azonban egyszerűbb az eljárás, ha e differencziálhányados követ
kező fölbontását használjuk:

d (arctg. ®) _  i / 1 1 \
dx 2 ' x+i x—i'

Ekkor közvetetlenül:
d^amtg^) i /____1___ ■______ 1_____ \

dxn+l V (z-p-pi + l (x—i)n+lJ

A jobboldal itt az i előfordulta mellett is valós számérték, 
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mert ha i-t —i-Nei fölcseréljük, nem változtatja értékét. Ha pedig 
valamely complex kifejezésben

A + Bi = A — Bi, 
akkor okvetetleniil B = 0. A jelzett műveletek végrehajtásánál tehát 
i magától kiesik. Különben az arctg. x differencziálhányadosai- 
nak kifejezése igen átnézetes és könnyebben alkalmazható alakba 
megy át az

u = * — (arctg. x) = ^—y

érték behozása mellett. Ez ugyanis, minthogy (arctg. x) értékének 
határai — és , mindig a 0 és tt közt fekszik. Ekkor, minthogy

x = tg. y, 
lesz:

cos. u = sin. y =--------r, 
(i+»M

i sin. u = cos. y = ,,
■ (l+*a)4

és
... x + i cos. u ± tsm.w= ..

(1 + x2)4
E szerint:

dn+l (arctg. x) = , f_nw£_ 1_____/ 1
íten+l ' ' 2 " + 1 \ (cos. m.4-7 sin.í 1

1 1———------ 7— ——---- c- = cos. m u — i sin. ni ti —(cos. u 4- i sin. ii)m (cos. u — i sin.

— (cos. m u + i sin. m w) = — sin. m u;
tehát:

dn+l (arctg. x) . . ..1 , , ,.----- ------------=w!(-l)« sin.(W + 1)m,

(1+*2)

vagy minthogy = sin. u, vegre:

1Z"+! (aictg^r) _ w I —lyt gin u gjn. M)

f - r t ó (9‘a) 
(w= -2- — (arctg. x))

(1+®’) 2

(cos. u — i sin. M)n+1 
és a MoiVRE-féle képlet alapján
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Későbbi alkalmazásai miatt még megjegyezzük, hogy midőn 

x=0, y is zérus és u = ~ tehát

/ í/Ü (arctg. ®) \ _  „ 0 •)
V d^k ) x=0 *

hol az első képlet indokolására még megjegyezzük, hogy:

sin. (2fc+l) = sin. (kn + g ) = cos. kn =(—l)k.

90. A bonyolódott alak, melyhez aránylag egyszerű függvé
nyek magasabb differencziálhányadosainak kifejtésénél jutunk, 
néha a differencziálhányadosoknak egy másik, ú. n. recursiv kiszá
mítási módját teszi kívánatossá, melynél minden ily differencziál
hányados meghatározását a megelőző alacsonyabbrendü differen- 
cziálhányadosokból algebrai úton végezzük. Az algebrai út itt 
lényeges, mert hiszen differencziálási műveletek alapján ily recursiv 
kiszámítás a magasabbrendű differencziálhányadosok első értelme
zéséből foly. Legyen ismét

y = (arcsin. x);
akkor

dy _  1 d’y _ x
dx ~ (1-^ ’ dx' —

a mely egyenletekből még

Ha itt a szorzat differencziálására adott képlet segítségével 
n-szer differencziálunk és az y differencziálhányadosai szerint ren
dezünk, lesz:

(1—x*}
dx"^

(2n + l)a:
dx"^'

2 '/ Hn2 = 0, 
dxn

vagy végre a kívánt recursiv képlet:

dxn

(2n + l)a;
dn+1 (arcsin. x) 2 dn (arcsin. x)

dx’1 * 1 dxn
1— X*

(II.)d" ' ’ (arcsin. < i
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Ismét külön kiírjuk a későbbi alkalmazások miatt e differen- 
cziálhányadosok specziális értékeit, ha a;=0. Lesz:

d”+2 (arcsin. x) \ _ 2 / dn (arcsin. x) \
da!»+® ~ ® \ dxn

és ebből, minthogy az első és második differencziálhányados értéke, 
e helyen 1, illetőleg 0, lesz:

(arcsin. x) X _  „
~A-»- ’ (19j

Hasonló módon jutunk recursiv képlethez az 

y = (arctg. x)

számára. Ekkor 
dy _  1
dx 1 4-a-2 ’

tehát: 
(l+a:2) = 1;' 1 ' dx

és ismét n-szer differencziálva :
/ii '^1+1 y < a y . / ix d”-1»/ n

amiből ismét x=0 esetében a
/ dn * 1 (artg. x) X / J"-1 (arctg. x) X = q
\ dxn+1 /x^O \ dxn~l /x=0

képletekhez, és evvel együtt a (10.) alatt álló eredményekhez jutunk.

Az y = tg. x függvény magasabb differencziálhányadosainak 
recursiv meghatározására az

y cos. x — sin. x
vonatkozásból indulunk ki. Ismét n-szer differencziálva: 

ymcos.x — ( ” )yB—11 sin.x — (2)y<"-^cos. x ff- ( 3) yin-a)sin.xff-

ff- ( 4 ) ?/<"-*> cos. x —... = sin. (x ff- )
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vagyis:

+ ( 2 ) — ( 4 ) y”-*1 + ( 6 ) í/"-61— ... (14.)

E differencziálhányadosok értékei az a;=0 helyen mint tan- 
gencziális együtthatók az analízis több problémájában szerepelnek. 
Legyen röviden

akkor a (14.)-böl

Tn— ( 2 ) Tn—2 + ( 4 ) rn— á—••• — ™. g- , (15.)

amiből látni, hogy ^=0, a páratlan mutatóval ellátott r-k pedig 
egész számok. Az elsők ezek közül:

^=1, r3=2, t6=16, t7=272,...

A független változók fölcserélése.

91. Ha x és t oly változók, melyek bizonyos tartományokon 
belül kölcsönösen egyértelmű vonatkozásban állanak, ügy hogy az 
illető tartományokban x a t-nek és t az rc-nek egyértékű függ
vénye, akkor minden az rr-töl függő y egyszersmind függvénye a 
t-nek és viszont. Ha most egyszer yt mint az x, egyszer mint a t 
függvényét tekintjük, akkor a f üggetlen változóknak fölcserélése törté
nik, és evvel kapcsolatban azon föladat keletkezik, hogy az í/-nak 
mint a t függvényének differencziálhányadosaiból az í/-nak mint az 
x függvényének differencziálhányadosait meghatározzuk; föltéve 
természetesen, hogy e differencziálások lehetségesek, és hogy x és t 
az inverz függvények elve által követelt kapcsolatban állanak.

* A képletben előforduló sorozatok addig folytatandók, míg az 
(/í) lfn~tagban k nem nagyobb az n-nél; a mi különben a képletben is 
kifejezést talál az által, hogy egyrészt ekkor ( ” ) = 0, másrészt ez esetben 

y^n—k) többé nincs értelmezve.
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Minthogy y a í-nek közvetve adott függvénye, mindenesetre: 

ily   dy dx 
dt dx dt

és így
_dy_

dy   dt 
dx dx

üt

a mi a probléma megoldása az első differencziálhányadosra nézve. 
Megjegyzendő, hogy a — , szimbolikus alaknak tekintve, azt az 
eredményt már ki is fejezi; ha ugyanis t a független változó,

-nek nincs jelentése; hanem csak rövidítés, melynél a dt-t 

mint «osztót", a számlálóban és nevezőben kihagytuk. Most már a 
közvetett differencziálás segítségével a magasabb differencziálhánya- 
dosokat is kiszámítjuk. Lesz :

dx <Py dy iPx
(Py _  dt dt2 dt dt2
dx2 / dx \8

Vdt>

ha ugyanis előbb )-ek képezzük és ezt = -j~-vel szorozzuk. 

dt

E képletet ismét rövid, szimbolikus alakban írhatjuk, ha 
ugyanis számlálóban, nevezőben mindenütt a d/3-at kihagyjuk:

d2y   dx d*y — dy d2x 
dx* dx3

A képlet alkatára nézve jó megjegyezni, hogy úgy is értelmez
hető, hogy a d betű a t szerint szerint képezendő differencziál- 
hányados jele. Ha így tovább megyünk, lesz még, mindjárt a rövi- 
debb szimbolikus alakban :

(Py __ (dx)2 d3y — 3dx d2x d2y + 3dy (iPx)2 — dx dy d3x
dx3 dxr>

Ha t—x, e képletek identikusok lesznek, mert 

dx __ . dax __ „
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Ha t=y, akkor e képletek az inverz függvények magasabb 
differencziálhányadosainak összefüggését adják; így lesz p.

<Px
dy _  1 iPy _ dy2
dx dx’ dx2 /dx\^’ 8' U‘ '

IV.

A differencziálható függvények alaptulajdonságai.

.Az integrálszámítás alaptétele.

92. Ha az f(x) függvény egy bizonyos x helyen differencziál
ható és e helyen |/'(^)|<d, akkor ha d<d', mindig lehet egy pozi
tiv s-ot meghatározni, úgy hogy

I f ix + h) — f(x) I ,|-------*--------|<d,
hacsak

Ha ugyanis s\, ei,... sn,.. ■ a kisebbedő pozitiv számok vég
telen sorozata, melyben lim. en = 0 és lehetne oly hn-t meghatá
rozni, hogy

I f(* + hn) — M I ,|------

ámbár | hn | < sn, az n minden elég nagy pozitiv egész értékénél, 
akkor egyszersmind volna:

lim.l
hn

azaz |/'(^) |^év, a mi a föltevéssel ellenkezik.
A levezetett eredmény előkészítésül szolgál egy oly tételre, 

melynek az összes e szakaszban foglalt további tárgyalások elvileg 
csak alkalmazásai. E tétel a következő:

Ha az ab úton (az a és b beleértésével) azaz minden x-re, mely 

x — a+&(b— a)
alakban irható,

|/'(aO|<d,
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akkor, ha csak o a d-nál nagyobb pozitív szám, 

[fix) —fid) | < o | x — a |.

Minthogy |/'(a)|<d, lehet a megelőzök értelmében egy e-t 
meghatározni, úgy hogy

\f(a + h) —»|<d'|A|

ha | h | e, azaz ha a + h = x' tétetik
|/(a:')—/(a)|<<J'|a;'—a| (1.)

midőn | x'— u | <; s.
A tétel tehát helyes az ax' számközben, hol x'—a-\-H' lb—a). 

Ha #' > 1, a tétel be van bizonyítva; ha 1, akkor az x' helyen 
ismét fix') < d, és így

[/(ít”) —fix') | < o | x"— x' |, 
ha

|ít"—x' | < ej,

vagyis áz x' b számköz helyeire szorítkozva, ha

(9 — d')\b — a\^Sl, + ^-=0".

Ha most összeállítjuk az

[fix') —fia) |<ov|ít' — a |,

[/(ít") —fx') | < d'| ír"— x' |
egyenlőtlenségeket, ezekből annál inkább

[/’(ít") —fa) | < o | x"— a |;

mert az ít"—x' és x'—a számokban az argumentum ugyanaz és 
így |ír"—ír'| + \x'—<z| = |.r"—«|; azaz a tétel helyes az ax'" 
számközben, hol x" — a -\-d" (b — a). Ha d" 1, a tétel be van 
bizonyítva: ha d"< 1, ismét áttérhetünk egy x'" — a+ lb — a) 
helyre és bebizonyítjuk az előbbiek ismétlésével, hogy a tétel az ax'" 
számközben is helyes. így lépésenként tágítva a számközt, melyben 
a tétel érvényes, vagy elérjük végre a lépések kellő számú ismétlése 
által a b-t, vagy — a mi szintén lehetséges — a számköz e folytonos 
tágításánál soha sem jutunk 6-ig. Az egymásután következő

xfn} = a + lb — a)

számokban a df... növekedő pozitív számok sorozata. 
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melyek mindig az 1 -nél kisebbek maradnak. De ezen esetben van 
meghatározott határértékük:

lim. ^(n) — dj, lim. = a + ibi (b — a) = xt.

Tételünk akkor az axt számközben is érvényes, hol Xl=a+&í(b—a). 
Ha ugyanis ezen állítás ellenére volna

—f(a) | d' | xt— a |,

daczára annak, hogy egy az ajphez tetszőlegesen közel fekvő x'n'-YG 
nézve

— f(a) | < o | xw — a |, 

akkor mindenesetre ebből következnék, hogy

LA^i) —/(«) | — [ —/(a) | > d' — a | — | x,n) — a |) ,

és ebből minthogy ismét xr— a és x1’" — a argumentuma ugyanaz, 
még inkább:

I w
— — — > o .

De ez lehetetlen; mert /'(xj < d és xn} az íCphez tetszőleges közel 
fekvő számérték.

A tétel e szerint az ax{ számközre helyes; és eredeti fogalma
zásában is be van bizonyítva, ha lim. #!m) = 1. (Nagyobb mint egy 
nem lehet, mert különben már a sorozatban volna az
1-nél nagyobb szám és már előbb végeztünk volna.)

A tételt ezután megint tágíthatjuk egy x1 után fekvő számig ; 
de e meggondolásokat nem szükséges tovább részletezni.

A tétel mindenesetre helyes a számköz egy bizonyos részében, 
de elvesztheti esetleg még érvényét bizonyos a ó-bez közelebb fekvő 
számokra nézve. Akkor igen gyakran használt eljárás értelmében 
volna az ab számközben egy c hely, úgy hogy a tétel helyes a szám
köz ac részében, de elvesztené érvényét egy c után következő, de 
ehhez tetszőlegesen közel fekvő helyen. Ez azonban nem lehetséges, 
mert a mint láttuk, ha a tétel c-ig helyes, akkor helyes minden szá
mig, mely a c egy bizonyos környezetében fekszik. Ily c tehát az ab 
számközben nincsen és tételünk végre az egész ab számközre is 
érvényes.
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93. E tételnek közvetetlen folyománya most már a kővetkező: 
Ha az ab úton (az a és b beleértésével), azaz minden x-re, mely 
x = a + 9 (b — a) alakban irható, hol 0 < d <: 1, az f(x) differen
cziálhányadosa eltűnik, akkor ugyanezen úton f(x) mindig egyenlő 
f(a)-val, azaz állandó.

Mert ekkor [f(x) | < o, bármily kis pozitív szám is J és a o', 
mely csak d-nál nagyobb tartozik lenni, szintén bármily kis pozitív 
szám lehet. Ha most már

\f(x)—f(a)\ = K,

hol K nem •> és d'-t például 
értelmében

, ,-nak veszsziik, akkor tételünk |.r —«|

K = [A®) —f(a) | < | x — a | < K,

a mi lehetetlen; tehát kell, hogy K = 0, azaz f(x) — ffd) legyen.
Igen gyakran használjuk még a tétel következő alakját.
Ha az f(x) függvény differencziálhányadosa valamely össze

függő tartomány minden helyén zérus, akkor a függvénynek e tar
tományban mindenütt állandó értéke van.

Ha ugyanis a és b e tartomány két tetszőleges helye, akkor 
lehet egy aci c^... cm b útat kijelölni úgy, hogy az aci, €i c^,... cmb 
számközök minden helye a tartományba tartozzék. De e helyeken 
/'(x) mindenütt 0; tehát fa) =...— fém) =f(b);
azaz a függvénynek értéke a tetszésünk szerint kiválasztott a és b 
helyeken ugyanaz.

Ezen utolsó fogalmazásban a tétel megfordítása a differencziál- 
számítás ama legegyszerűbb állításának, hogy ha valamely függvény 
egy folytonos tartományban állandó értékű, differencziálhányadosa e 
tartomány helyein egyenlő zérussal. Ama megfordításnál a «folyto
nos# jelzőt fölcserélhettük az általánosabb «összefüggő*-vei, mert 
amaz állítás, hogy van a függvénynek differencziálhányadosa, bizto
sítja ott egyszersmind folytonosságát, míg természetesen abból, hogy 
a tartomány helyein állandó, a határhelyekre nézve ilynemű követ
keztetést nem vonhatunk.

Adva lévén bizonyos tartományban valamely (egy- vagy több
értékű) függvény, az integrálszámítás alapproblémája oly függgvény 
meghatározását követeli, melynek különböző egyértékü ágai a difié- 
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rencziálásnál épen az adott függvényt reprodukálják. Adva lévén p.

Ki =y-, az ily értelemben hozzátartozó függvény y = arcsin. X. 
A levezetett tétel az integrálszámítás alaptétele, a mennyiben, 

— a megoldás lehetőségének esetében — megállapítja a lehetséges 
különböző megoldások számát és összefüggését t. i. ezeket mind 
további számítás nélkül egy megoldásból megadja.

Ha p. az/(x) függvényhez, melynek értelmezése kiterjed egy 
bizonyos összefüggő tartományra, találtunk egy F(xj függvényt, úgy 
hogy e tartomány minden helyén

d/'W 
d.e =fW,

és Ffx) egy másik függvény, melyre nézve szintén =/($),
akkor közvetetleniil látni, hogy e két függvény különbségének diffe- 
rencziálhányadosa 0, t. i.

a miből következik, hogy Ffxj — F(x) az egész összefüggő tarto
mányban állandó, azaz

Ffx) = F(x) + C.

Eb megfordítva, bárminő értéket tulajdonítsunk a C állandónak, 
F(x) + C differencziálhányadosa mindig/(x).

Azaz: Oly függvény, melynek differencziálhányadosa egy bizo
nyos összefüggő tartományban fix), ha ilyen egyáltalában létezik, 
mindig végtelen sok van. Ha egy közülök F(xj, akkor F(xj + C, 
hol C tetszőlegesen választható állandó, efüggvények összességét ábrá
zolja. Egy-egy ily függvényalakban természetesen C megtartja az 
egyszer mindenkorra választott értéket.

A problémát, ha megoldása lehetséges, megszoríthatjuk úgy, 
hogy már csak egy megoldáshoz jussunk, ha t. i. követeljük, hogy a 
meghatározandó függvénynek az értelmezési tartomány egy bizonyos 
a helyén meghatározott A értéke legyen. Erre szükséges, hogy

F(a) + C= A

legyen, a mi megadja a tetszőleges állandónak tulajdonítandó érté
két: C = A — F(a). Ez legtöbbnyire ügy történik, hogy egy helyet. 
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a-t adunk meg hol a függvény értéke (A) zérus legyen. Ekkor 
C — — Fia) veendő.

Ha az fix) több különvált tartományban van megadva és Fix) 
differencziálhányadosa e különvált tartományok mindegyikében fix), 
akkor abból, hogy valamely függvény differencziálhányadosa fix) 
csak az következik, hogy egy-egy összefüggő tartományban e függ
vény F(x) C; de a különvált tartományokban a C állandónak 
különböző értékei lehetnek. így p. ha valamely függvény differen
cziálhányadosa — -4, akkor az x = 0 hely nem tartozik az értei- 
mezési tartományba. Ha tehát valós számokkal van dolgunk, a pozi
tív és negatív számok két különvált tartományrészt adnak és á függ
vény lehet pozitív #-nél 4 + Cj, negatív a;-nél 4 + C2. Ha ellen
ben a complex számok körében történik a vizsgálat a keresett függ
vény + C és C az x minden értékénél ugyanaz, mert a complex 
számok összessége a 0 kizárása után is folytonos tartományt alkot.

94. A most elemzett problémánál a kérdést rendesen nem az 
fix) függvényre, hanem az flx)dx differencziálra vonatkozólag fogal
mazzuk ; azaz ügy fejezzük, ki a föladatot, hogy oly függvény kere
sendő, melynek differencziálja fix) dx. Ez a dolog lényegére nézve 
egészen közömbös ugyan; de előnyösebb, mert ekkor a bevezetendő 
jelzés később általánosabban is használható marad.

Azon függvények összességét, melyeknek differencziálja flx)dx, 
következőkép jelöljük:

j fix) dx, 
az fix) dx határozatlan integrálja, a mint ezt egy másik, evvel szo
ros kapcsolatban álló és hasonló módon jelölendő alaktól, a határo
zott integráltól való megkülönböztetés végett nevezzük.

Az jf(x) dx e megállapítások értelmében végtelen sok értékű 
függvényt jelent; t. i. ha például Fix) oly függvény, hogy:

4^- = f(x),

akkor :
^flx)dx= Fix) + C, 

azaz a függvény alakjában föllép egy határozatlan, additív állandó 
melynek bármi érték tulajdonítható.

Kőnig: Analízis. I. 34
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E függvényt teljesen meghatározzuk, ha megadjuk azon helyet, 
hol a függvény értéke 0; ezt a függvényt

j/(a;) dx 
a

-szel szokás jelölni; ez az előbbiek szerint F(x) — F(a). Meglehet, 
hogy a függvény a C bizonyos értékénél az értelmezési tartomány
ban soha sem lesz 0. De ebben az esetben is a használt jelzés elég
séges ; mert ha általánosságban a határozatlan integrál azon értéket 
akarjuk jelölni, mely az a helyen A, akkor ez

j f(x) dx + A. 
a

Mindezen jelzéseknek természetesen csak ama föltevés mellett 
van értelmük, hogy egyáltalában létezik egy F(x) függvény, mely
nek differencziálja f(x) dx. Hogy a függvények mily osztályánál és 
mily terjedelemben jogosult e föltevés, azt most még nem vizsgál
hatjuk meg és így jelenleg az integrálszámítás részleteivel nem is 
foglalkozhatunk még. Azonban mint minden megfordított művelet
nél, minden az eredeti műveletre vonatkozó szabály, itt a differen
cziálási szabály, egy-egy integrálási szabályt is ád. így a

d F(x) =f(x) dx 

reláczióból mindig következik, hogy

| f(x) dx = F(x) + C, 

természetesen a változó ugyanazon tartományában, melyben a diffe
rencziálási szabály érvényes volt.

így p. minthogy dsin. x = cos. xdx lesz

jcos. xdx=sin. x+C, jcos. xda:=sin.«—1, j cos. x dx = sin. x;
n 0
2

vagy ép ügy következik a d 1. x = — dx, d\.(—x) = 1 dx szabályokból: 
X X

f^ = \.x + C, f^ = \A-x) + C,

a mely képletek közül az első pozitív, a másik negatív a;-értéknél 
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használandó. A két képletnek összefüggése csak akkor lesz világos, 
ha a logarithmus értelmezését complex változókra kiterjesztjük; 
különben már most is az

alakban egyesíthetők.

95. A határozatlan integrálok részletes tárgyalását külön feje
zetnek fönntartva, itt csak a legegyszerűbb eseteket említj ük. Vala
mely integrálási szabály igazolható, ha kimutatjuk, hogy a differen- 
cziálásnál helyes eredményt ad :

j fix) dx — F(x) + C 
helyes, ha

-^fflx)dx=flx) = ^;

mert világos, hogy az integrál értelmezése szerint

dx > dJ dx=dx>

míg azonban:
j dflx) =flx) + C. 

így azután:
j C fix) dx = C'jfix) dx, (I.)

j(«i + w2 + ... + un) dx = [ut dx ju^dx + ... + [undx. (II.)

A legegyszerűbb eset az egész függvény integrálása. Az inte
grál ugyanis ismét egész függvény és a két függvény kapcsolata fönn
áll minden x-re nézve. Ha először is a hatvány differencziálási sza
bályát a következő alakban írjuk: 

d 
d x = Xn,

d lx — a)n+í 
d x n + 1 = (x — a)n

akkor ebből:
Tn+l f* f \n-f-l

xndx^^l+G’ ^-a)ndx= \2\ +C, (HL) 

és ha az egész függvényt mindjái-t egy a hely környezetében kifej
34*
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tett alakjában írjuk:

(/(x)=Co+ci(x — a)+c^x — a)2+...+ck(x — a)k+. ..+cn(x—a)n

lesz az (I.) és (II.) alkalmazásával:

dx = G + c0 (x — a) + 4r ($ — a)2 + ^-(x — a)8 + . • • +
, (IV.)

+ + • • • + n^T (x “ a)”+1;

ha a tetszőleges állandók összegét, mely ismét csak ilyen, C-vel 
jelöljük. Az első tagnak megfelelöleg jcodx = c0(x — a)+ C0-t ir
tunk, hogy a tagok törvénye meg ne bomoljék, ámbár ezt rövidebben 
co^4-O'o'-nak is Írhattuk volna; a két alak közt természetesen nincs 
különbség; mert Go — coa, a mi C0-val együtt tetszőleges állandó, 
Co' helyébe irható. — A C meg van adva, ha az integrálfüggvény 
G(x) értékét megadjuk az x = a helyen és ekkor G — G(a.) így p.

í (2 + 4a:8 + 3a:’ — x ’) dx = C + 2x + x4 + xtt *- a:7. 
•/ z--------- /

A véges Taylor-sor.

96. Ha az /(a:) függvény a z helyen differencziálható, akkor 
a differencziálhányadosa értelméből közvetetlenül

f\z + /i) =/(z) + + y,

hol /i-val együtt nemcsak rj, de még y is eltűnik; ismerve tehát a 
függvénynek és első differencziálhányadosának értékét egy bizonyos 
helyen, e hely környezetében a növesztett függvény kifejezhető meg
közelítőleg mint a növekmény első fokú egész függvénye, ügy hogy 
a hiba az elsőnél magasabb rendű végtelen kicsiny, midőn a nö
vekmény végtelen kicsiny.

Ha itt a függvény adott helyét z helyett «-val, a (változó) növesz
tett értéket pedig a + h helyett a:-szel jelöljük, akkor h = x— a és 
a függvény ép említett tulajdonságát kifejezik az

f(x) —f(a) +f (a) (a: — a) +

hm. —= 0.r=a x — a
egyenletek.
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Oly függvényeknél, melyeknek egy adott helyen nemcsak első, 
hanem második,..., n-edik differencziálhányadosuk van, e tétel 
olykép általánosítható, hogy e hely környezetében a függvény kifejez
hető megközelítőleg mint a növekmény &-adfokú egész függvénye, 
úgy hogy midőn a növekmény végtelen kicsiny, a hiba A-adrendü- 
nél magasabb fokú végtelen kicsiny.

A tétel általános fogalmazásához jutunk, ha előbb egész függ
vényeket vizsgálunk, melyeknél a tétel a 85. czikkben adott kifej
tés közvetetten következménye. Ezek szerint ugyanis

g(x) = g(a) + g'^ -(A^L + • • ■ +
. — a)’ . . («7—a)*

+ + • • • (a) kT— +
hol

= g^+v (a) . + g^ (a) ,

és tehát csakugyan nemcsak lim. q = 0, hanem szintén még

Megjegyezhető, hogy ez nemcsak akkor helyes, midőn k < n, a mely 
esetet a számításnál első sorban szem előtt tartottunk, hanem akkor 
is ha k>n, mert ekkor egyszerűen g^+^^a), s ú. t. mind azonosan 
0; velük együtt % is és így a határértékre vonatkozó állítás most 
is helyes.

Bebizonyítjuk, hogy az (1.) és (2.)-ben foglalt állítás mindig 
igaz, bárminő függvény is f(x), hacsak az a helyen Zc-szor differen
cziálható, azaz

/(a),
véges meghatározott számok. Az qk a hadiknál magasabbrendü vég
telen kicsiny lesz; de specziális alakja természetesen más lesz, 
ha az fix) nem egész függvény.

97. A bebizonyítandó állítás tulajdonképen a tételek végtelen 
sorát foglalja magában; melyek részletesen kiírva :
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fW=f(a)+f (a) -pa)- +

f(x)=f(a)+f(a) —+f"(a)

f(x)=f(a)+f'(a) +/”(«) +/'"(a) + %,

/(«)=/(«)+/'(«) («) + %,

/(x)=»+/'(a) +
t.r_  .űfc4-l < 

+/“+1'<»>+’‘+-

hol mindenütt ,.hm.--------- j- = 0 ;
X=(l (*r <l)

és természetesen föl van tételezve, hogy az előforduló differencziál- 
hányadosak valóban képezhetők. Ezen bármely ismételten differen- 
eziálható függvényre alkalmazható soralakot nevezzük véges Taylor- 
sornak, mely az egymásután következő képletekben az első, másod-, 
... &-adrendü tagig van kifejtve; míg yi, az illető sor maradéktagja.

E képletek sorozatában az első a differencziálhányados értel
mének direkt következménye és mint ilyen a megelőző czikk elején 
már föl lett említve. A Taylor-soi' általános tárgyalásában tehát 
elég a fc-adik képletet helyesnek föltenni és ebből a k ff-1 -edik igaz
ságára következtetni.

A gondolatmenet jobb föltüntetésére azonban a legspecziálisabb 
esetet, a második képlet levezetését külön tárgyaljuk. Ekkor föl van 
tételezve, hogy /(íc)-nek az a helyen van második és így /'(a:)-nek 
első differencziálhányadosa. Tehát az első, ekkor érvényes képletet 
/'(^)-re alkalmazva :

f'(x)=f'(a)+f"(a) + d, (x)

Az /(a;)-nek az a helyen a föltevés szerint van második diffe
rencziálhányadosa, tehát f(x) ugyané helyen differencziálható és 
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annál inkább folytonos. Ugyané tulajdonsága megvan tehát az

/'(z)-f'(a)-f"(a) (z)

alaknak, mely az a helyen eltűnik. Ha tehát x-et az a-hoz elég közel 
veszszük, űj (z) absolut értéke egy tetszőlegesen választható pozitív 
d-nál kisebb lesz mindazon számokra nézve, melyeknél

| z — a | < | x — a |.

A (z) absolut értékeinek e számokra nézve van tehát felső határuk, 
melyet (x)-szel jelölünk és könnyű belátni, hogy

lim. = 0 ;
x—a x — a

mert a fölső határra vonatkozó alaptétel szerint (4. ezikk.), midőn 
p. x = xn, van egy zn szám, melyre nézve

l^n — a|^kn — a|, 
és

| (Zn) | 6*! (Xn) < | (Zn) | + | «n — « P i
továbbá

I 11 ±l-«11 < iim. ^!) < Um. |i11।+1 Xn _
|«n — Cl I I xn— a|| = K’"—al II zn—a | | xn— a| 1

Itt jzn—aj^lxn—a|, tehát ha lim.aJn^a, egyszersmind lim.zn=a; 
minthogy továbbá

lim ±i M = 0 
zn — a

|J^±|<1 
| xn — a | =

a kérdéses érték fölső és alsó határával együtt zérus lesz.
E szerint végre, ha z az xa számközben foglaltatik és E az 

1-nél nagyobb, de 1-hez bármily közel fekvő pozitív szám; lesz:

|/' (z) —f(a) —f"(a) 1 < E (x).

Kz itt előforduló kifejezés nem más, mint

/(z) -/(a) -/(a) -f"(d) 
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differencziálhányadosa, mely azonkívül, mint közvetetlenül látni, az a 
helyen zérus lesz. A 92. czikknek alkalmazásával ebből tehát kö
vetkezik, hogy

pia:)—/(«) — fia) — fia) ,J 7“—1< E#i «l

vagy, ha
»=/(«) +/(a) +f"M

tétetik,
I I v ®i 1^)
| (*-a)’|= |*—a| ’

tehát végre, a mi bebizonyítandó :

lim. ■■ ■ = 0.
x=a (.r — a)’

98. Ugyan-e gondolatmenet átvezet általánosságban a A,-adik 
képlettől a k 4- 1-edikhez. Föltevésünk tehát most, hogy minden 
fix) függvényre nézve, melynek az a helyen még k-adik differencziál- 
hányadósa is van, lesz:
fix) =fa)+f'la) ~+...+fiKa') ^^+...+f^a)^k + 

hol

lim. ———r = 0.
x—a (■!' — af

Ebből pedig bebizonyítandó, hogy, ha az fix) függvénynek még 
k -f- Fedik differencziálhányadosa is van az a helyen, épen úgy:

f(x)=f(a) +f'(a) + ... +/<« (a) ... +

hol:
^+ilim. .

« (.r — a)fc+1
= 0.

A bevezetett föltevések mellett a tétel alkalmazható az fix)
függvényre és így: 
flx)=fla) +f'la)^

+'W,
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hol

lim. ———j- = 0. x=a —

Föltevéseink értelmében f(x) az a helyen k + 1 -szer difl'erencziál- 
ható, (z) tehát ugyan e helyen fc-szor differencziálható és így 
mindenesetre folytonos. Ha tehát x-et az a-hoz elég közel veszszük, 
dic(z) absolut értéke egy tetszőlegesen választható pozitív d-nál kisebb 
lesz mindazon számokra nézve, melyeknél:

\z— — «|-
A d-^z) absolut értékeinek mindezen számokra nézve van tehát fölső 
határuk, melyet óbdXbszel jelölünk és pontosan úgy mint előbb látni, 
hogy

E szerint végre, ha z az xa számközben foglaltatik és E az 
1 -nél nagyobb, de az 1 -hez bármily közel fekvő pozitív szám, lesz:

Az itt előforduló kifejezés nem más, mint 

differencziálhányadosa, mely azonkívül, mint közvetetlenül látni, az 
a helyen eltűnik. A 92. czikknek alkalmazásával ebből tehát is
mét következik, hogy 

y^x)—f(a)~

vagy ha

>)=»+ • ..+f^W +• ..+fk^\a) + Vk+1

tétetik,

(a:— a)k+1 —a|
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és így végre
lim.
X—'l

^+1
(x — a)k+1

a mi bebizonyítandó volt.

99. A véges Taylor-sof a függvénytannak fundamentális 
törvénye, mely szerint tehát a k minden pozitív egész számú értékénél

f(x)=f(a)+f(a) + %,

melyhez más megszorítás nem lép, mint az, hogy a képletben előfor
duló f(a), ffa).. .f'k> (a) jeleknek számértékük legyen.

A függvénytannak ezen alapvető törvényét még két más alak
ban is használjuk, mely az (I.)-nek bárcsak lényegtelen módosítása, 
mégis a tárgy fontossága miatt külön fölemlítendő.

Ha ugyanis

tétetik, akkor 
lim. =0, 
x=a

és így Taylor sora még következőkép is irható :

J\x)=f(a)+f(a)^+.^
lim. ek = 0. x=a (II.)

E kifejtések végre bármely helyre vonatkozhatnak, hol a függ
vény k-szor differencziálható. Ha e fölfogásnak megfelelőleg a tet
szőleges a helyébe z-t írunk és x helyébe z-\-h, akkor x—a helyébe 
h jön és végre a lim. a;=a-nak megfelel lim. h=0, tehát a Taylor 

sorának ezen alakja lesz :
t\z+h}-f^+f\z) 1 +. • .+JW(Z) 4 + • • • + + e*) TT ’

lim. ^k = 0. (III.)

Az utolsó alakból még fontos határképlet vezethető le.



A VÉGES TAYLOE-SOE. 539

Ha ezt ugyanis

L iS l,k—1
fa+ty—fz)—fW ~ . -/<’> (z) ~ —... -(z) =

de= (^2 + ^ 

alakban írjuk, akkor közvetlenül látni, hogy :

lim.
A—0

f(z+h)-f(z)-f'(z) ± -...-jú\z)

~”=4r^)- (IV->hk

E képlet még máskép is értelmezhető. Ha k=i, akkor

A*-1 A°

és képletünk átmegy a differencziálhányados közönséges definiczió- 
jába. És hasonlókép a (IV.)-ben álló általános alak fölfogható mint, 
a k-adik differencziálhányadosnak új, de a réginél általánosabb 
értelmezése. Míg ugyanis előbb az

fk]W = lim.
71=0 h

képlet alapján a &-adik differencziálhányados képezésénél fölhasz
náltuk a k—1-edik differencziálhányados értékeit nemcsak az illető 
helyen, hanem ennek környezetében is, addig az új értelmezés csak 
az eredeti függvénynek használja értékeit és tehát esetleg akkor is 
használható marad, ha az /(z) a z helyen differencziálható, de e 
tulajdonságot a z hely bármely kis környezetében sem tartja meg. 
Ekkor p. a második differencziálhányadosra:

£ f" (í) = lim- ,
h=0 "

s. ú. t. Az általános értelmezés tehát következőkép hangzik: Ha 
valamely függvénynek a z helyen van első, második,..., k—1 -edik 
diférencziálhány adósa és

/ (z + h) —f (z)—... 7,—^Y
ki lim.--------------------------------------

h=0 hk
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véges és meghatározott szám, akkor ezt a függvény k-adik differen- 
cziálhány adósának nevezzük.

Ezen értelmezés az előbbit, mint specziális esetet magában 
foglalja, mert ha az előbbi értelemben van Á-adik differencziál
hányados, ez, mint a megelőző fejtegetések mutatják, nem más mint 
a most is így nevezett érték. Az új értelmezés elfogadása után az 
eddigi eredményeken nem történik változás ; amennyiben ugyanis 
magasabbrendü differencziálhányadosok kiszámításáról volt szó, ez 
magától érthető, mert ez épen oly függvényekre vonatkozott, me
lyeknél már a szűkebb értelmezés is alkalmazható volt. A mi pedig 
a véges TAYLOR-sornak elméletét illeti, az a magasabbrendü differen
cziálhányadosok mostani értelmezésének közvetetten következ
ménye. Mert ha a (IV.)-ben álló határérték véges és meghatározott 
és ezt nevezzük f^(z)-nek, akkor a III. a (IV.)-ben foglalt állí
tásnak csak más fogalmazása.*

* Minthogy ekkor Taylor sora a differencziálhányadosok értelme
zésének direkt folyománya, azt lehetne első pillanatra hinni, hogy tárgya
lásaink sokkal egyszerűbbek volnának, ha ezt a definicziót használtuk 
volna a bevezetésre. De egy kis meggondolás mutatja, hogy akkor a meg
előző fejtegetések ismét elkerülhetetlenek, midőn a magasabb differencziál
hányadosok kiszámítására módszert akarunk kifejteni, azaz ki akarjuk mu
tatni, hogy bizonyos föltételek mellett, midőn t. i. a A-adik differencziálhánya
dos ismét differencziálható, ennek differencziálása adja a Á-|-l-edik difté- 
rencziálhányadost.

** Hogy a z helyen lehet differencziálhányados, a nélkül, hogy 
lim. f' (z') —f (z) 
z'=z

annak egyszerű példája az

Folyto no s difiére, néz iái hány adó sok.
100. Ha az adott függvény fc-adik differencziálhányadosa a z 

helyen folytonos, azaz (z') (2), vagy midőn egyes z he

lyen a fc-adik differencziálhányados végtelen lesz, lim. fk\z') szintén 

végtelen, akkor e differencziálhányadoskifejezhető, mint egy kétvál
tozós függvény határértéke.**  Ezen alakot, melyet gyakran lesz alkal
munk használni, legjobban a megelőző tárgyalásokhoz csatoljuk.
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Ha a megelőző czikk (IV.) képletében z+h és z helyébe z", 
illetőleg z'-t írunk, lesz :

hm._______________ _____________ _ _________________ \K—Í)
z'-z"^ (z"—z')k

és továbbá, az (z) a z helyen folytonos lévén:

=fto (Z) + C
hol

lim. C = 0.z'=z

De ha megállapítjuk, hogy

lim. z'—Z, lim. z"=z, 
akkor evvel egyszersmind:

lim. {z"— z') = 0, 
és így

hm. _______________1_____________ ___ _____ vg—1z^^z’^z ■ (z'~z')k - ’ (A)

Kiemeljük e képlet két legegyszerűbb esetét, midőn k—1 vagy 
2, a mikor:

hm. ^^^^^/'(z), (ij

lim. /(*") -W-f W _ i f„ (z} f9 
z’~z,z"^z (z"-z'^ -tJ W’

föltéve, hogy f (z), illetőleg/" (z) a z helyen folytonosak.

/ (j:) = x1 sin. -i-.

Ennek differencziálhányadosa a 0 helyen /'(0) — km- h sin. -- = 0; míg 
minden más helyen

1 1f' (x) = Üx sin.------ cos. — X-----------X
és így lim. f(x) nem lesz /’(0)=0, hanem teljesen határozatlan.
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Határozatlan alakok.

101. A véges Taylor-soe egyik legegyszerűbb alkalmazása az 
függvény határértékének kiszámítása egy oly a helyen, hol 

/(a) és <pla) eltűnik, tehát a helyettesítés a határozatlan alakhoz 

vezet. (L. a 413. oldalt.) Föltéve, hogy a függvénynek az a helyen 
nincs megszüntethető megszakadása, e határérték egyszersmind az 

értéke az a helyen.

Ekkor, minthogy épen/(a) és (a) mindkettő zérus, lesz:

/(«)—/(«)
üm. zm=Hm. £^=1^ = Um
x=a <p(x) (f W — (f (a) x=a (p W— tp (a)

x — a

Ha tehát lim. -Z^=Z(?L = f lim> y (*)-y (?)

és (a) a O-tól különböző érték, akkor:

lim.^ = Z>) .
x=a <p(x) y (a)

Ugyanezen képlet kifejezi az eredményt, midőn f (a) a O-tól kü
lönböző érték, de p'(a)=0, ha ugyanis ekkor alatt oo-t értünk, 
így lesz például, mint már élőbbről ismeretes:

.. sin. x / cos. x \ .hm------- = (—7—I = 1, ,r=o x ' 1
vagy pedig

.. j-2 + 3^ —4 _ /2a?+3\ _ 5
2a;»4-5^—7 ~ 9 ’

E szabály többé nem alkalmazható, ha f (a) és y'(«) mind
ketten eltűnnek.

Hogy a szabálynak mindjárt legáltalánosabb alakját adjuk, 
tegyük föl, hogy az fix), <plx) függvénypárnak fia), y (a)-val együtt 
még első, második,... k—1 -edik difi’erencziálhányadosai az a helyen 
eltűnnek, ellenben f^la), tp^la} meghatározott számértékek ugyan, 
de nem mindketten 0-sal egyenlők. Akkor
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/M ^r'
hm. ' , ,■ — hm.------------------------------ ---------------- —^—7 =
x=a V (a;) x=a , , . ,, , x—a , . , (®—a)»—1

ÍP(®)-íP(a)-<jp'(a) —j——...—<p(«-D(a) ■ jjp
vagy még a lim. jel alatt számlálóban és nevezőben (a;—űj^-val 
osztva és külön-külön áttérve a határra:

azaz a fc-adik differencziálhányadosok hányadosa, a mi akkor is 
helyes marad, ha/<&>(a) a O-tól különböző, de ^(&)(a)=0, ha ismét 
•—alatt 00-t értünk.

Ha e differencziálások sorában többé nem differencziálható 
alakhoz jutunk, akkor az egész következtetés megakad, és szabá
lyunk többé nem alkalmazható.

A szabály képletben következőkép fogalmazható:

lim. ~~ = lim. 4/y = lim. =
x=a <f (a;) x=a <f (^1 x=a <f (0?) . =lim.x—a (pW (w)

ha az a helyen az fia), p (a) ;f (a), <p' (a),... {a), <p (a) ;
f®(a) értékpárok az utolsó kivételével mind 0-ok; az utol

sóban pedig legalább egy a O-tól különböző', a másik pedig véges 
meghatározott szám. így p.

1 । 2 sin. x
.. tg. x — x ,. cos? x cos? a;lim. = hm. —---- 1—-----— = hm -7-5—r~ =1=0 tg. 2a;—2.r x=o 1 ,j x=o 4 sin. 2^

“ ' cos? ‘2x ' cos? Hx
2 (3—2 cos? x) 

cos? x 1
— £2o‘ 8(3—2cos?2.r) ~ 4“’ 

cos? 2a;
.. /sin. x—x \ ,.hm. I----- -5—/ = hm. ,r=o ' X' / ®=o

cos. x—1
4 a;3 = lim.

,r=0 12 a; ’ iS’ 24 x

lim.1 ’ =lim.z=—1
«-f-2 
“T-

1

= 1.

102. Midőn valamely függvény analitikai alakja egy bizonyos 
helyen használhatatlan lesz, ez nem történik szükségképen úgy, 
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hogy a helyettesítés ott a " határozatlan alakhoz vezet; a határ

érték kiszámítása azonban gyakran visszavezethető az előbb adott 
szabályra.

így p. ha/(a) és <p (a) zérus, akkor az függvény
nél az a helyettesítése az —0- határozatlan alakhoz vezet; a 
határérték e helyen azonban:

lim. (-77-r--------|-r) = lim. —
x=a X f (ur) <f (a) / x=a <p(x) j (x)

és ezen átalakítás után ismét a jellemezte alakkal van dolgunk. 

Példáúl

. / 1 1 \ r —a:’-2a:+ 8
J™2 k a:a 4- 3a; — 10 x—2/ £=2 (x - 2) (a“* + 3x — 10)

.. — 2a? — 2
” x=2 a;’ -f- ic —10 -d- (a; — 2) (2a: 4- 3) “ °° ’

r / 7 1 j — T —a? 4-4a: —4
^=2 U’ 4- 3a: — 10' a:—2/— x=2 (a: —2) (.ra4-3a;4-10)

_r — 2 a: 4-4 _ .. — 2 _ 1“ áSs a?’4-3® — 10 4-(® — 2)(2a?4-3) ~ 3=2 6® 4-2 ~ 7’

Ha az a helyen f (x) zérus és <p(x) végtelen lesz, akkor f(x)f(x) 
az a helyen a 0.00 határozatlan alakot adja, melyet f(x): . -nek
. . 0 z r W
írhatunk és így szintén visszavezetjük a -q -ra. Példáúl :

lim. (l.-^—tg. z) = lim.
n lx n

x v x—%

11. — 1 2® ..— hm.cot. X / a
sin.2.r

Ha az (/függvény az a helyen a 0" határozatlan 
alakhoz vezet, akkor:

hm. \t{x) ) = hm. e =e ;
x=a x=a

és az új határérték az épen előbb jellemzett osztályba tartozik.
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így például:
1. (1+ x+2xs)

mert:

lim..r=O
L (1 + * + &c»)

* Sok kézikönyv kiterjeszti a lim.--^-= lim. - szabályt arra 
x^a <p ve) x=a 'P (a:)

az esetre is, midőn lim. / (x) =00, és lim. ip (.v) = 00, valamint akkor is 
x—a x—a

érvényesnek állítja, midőn a = 00. Ez általánosságban nem igaz; hanem 
csak akkor, ha J' és <p (.r) ra/ős változóknak bizonyos föltételeknek meg
felelő függvényei. E mellett azonban e szabályoknak többé nincs gyakor-

Kőnig: Analizű. I. 35

2.r + a:’

1 4- kv
1 + a: + ír1 _  t.

2 ir — í ’= lim.
.r=O

vagy:
M..........

V

E szabályok segítségével újra meghatározhatjuk a 27., 28. és 
3O-ik czikkben kiszámított határértékeket. (I—IX.). A határértékek 
e megállapítása nem tekintendő új bebizonyításnak, mert hiszen a 
most fölhasznált differencziálási szabályokat viszont ama határérté
kek szolgáltatták; mindamellett e megjegyzésnek van gyakorlati 
haszna; a differencziálási szabályok ismerete után t. i. ama határ
értékek igen rövid, fejben végezhető számítás után rögtön fölírha- 
tók, például: ,

.. a*  — 1 ,. a® (1. a) ,
hm. - = hm. —1—- = 1. a, 
1=0 a? x=o 1

lim. = lim. ^0+^. =
z=0 2 zM) 1

A levezetett szabályok természetesen mindenkor csak ama 
föltevés mellett helyesek, hogy azon helyen, hol f(x) és <p (a:) egy
szerre eltűnnek, mindkét függvénynek véges és meghatározott 
1,2,..., &-adik differencziálhányadosa van, mindaddig míg egy 
bizonyos A;-nál f(k) (a) és nem mindkettő zérus.*
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A szabály akkor is használhatatlan, ha az /(a;) és (a:) függ
vényeknek minden bármily magasrendű- differencziálhányadosa 0. 
Hogy ily függvények, melyek azért az a környezetében semmikép 
sem állandók, legalább valós változók körében csakugyan léteznek, 
azt a kővetkezők miatt is czélszerű lesz egy példán megmutatni. 
Ilyen ugyanis az x valós változó függvénye

1 

f(x) = e

E függvény analitikai alakja az x = 0 helyen nem használ
ható, de tudjuk, hogy

__1 
Hm. e = 0;•T=0

és igy egyszersmind (a megszüntethető megszakadások kizárásával) 
/(0) = 0.

A differencziálhányados

r, . . 2

a mint ezt a differencziálási szabályok minden helyre, x=0 kivételé
vel, igazolják. Hogy ezen képlet az^r=0 helyen, hol értéke határ
értékével (31.cz. (XIV.), tehát 0-sal egyenlőnek veendő, szintén a 
differencziálhányadost adja, külön bebizonyítandó oly módon, hogy 
/'(0)-t direkt utón képezzük. Lesz:

f (0) = lim. = lim. zT A2,J v ;(=o A 0 A

a mi az épen idézett határképlet értelmében csakugyan 0.

lati értékük, mert az / (x) és <p (.») elöleges elemzése ugyanazt a munkát 
kívánja, mint a határérték direkt meghatározása. Hogy ama szabály csak
ugyan helytelen, azt igen egyszerű példa is mutathatja. Világos, hogy 

mert hiszen sin. x mindig — 1 és -f- 1 közt fekszik. De ha a számlálót és 
nevezőt külön differencziáljuk, lenne hm. (1 + cos. a?), a mi teljesen határo
zatlan kifejezés.

Az említett tételnél szükséges megszorításokra nézve 1. Rouquet, 
Nouv. Annales de math., 2. S. T. XVI. és Stolz : Math. Annáién. Bd. XV.
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Hasonlókép lesz most:

a mi a 0 helyen, hol a közönséges differencziálási szabályok nem 
alkalmazhatók, szintén helyes; mert

f" (0) = lim. = lim. e~ » = 0.
h=0 " h=Q "

E következtetések kiterjeszthetők bármely differencziálhánya- 
dosra. Könnyen kimutathatjuk ugyanis hogy mindig

/ük) ük) dk) x ,

Az f (íc), f" ($), csakugyan ezen alak alá sorozható, és ha
ebből f<k+v (a;)-et képezzük, lesz:

fk+D(x^^ + __ + Ak+2 A 2 - 
^+2 / .,? 6

3*41’ , w4*>2\
^fc+l "I — L xk+3 /*

/ ük+1) dk+D .
/ * 3(fc+l) । । * (fc+l)J-2 \__ L

^k+D *

Ismét fü^1) (x) ezen alakja a 0 helyen is helyes eredményt 
ád, mert úgy mint előbb látni, hogy/^+ÜÍO) = 0. 

_ 1
Az e függvénynek tehát minden bármily magasrendü dife- 

rencziálhányadosa az x=0 helyen zérussal egyenlő.

V.

Valós változók valós és differencziálható függvényei 
és a megfelelő görbék alakjai.

Rolle tétele és a véges Taylor-sor.
103. Ha az f {x) valós változó valós (és egy értékű) függvénye 

az ab számközben az a és b helyek beleértésével mindenütt folytonos, 
és ugyanott f (a;) is mindenütt folytonos, legfölebb egyes z helyek 
kivételével, hol f (z) meghatározott előjelű végtelen lesz, de ahol

35',:
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ekkor lim. J'(z') szintén meghatározott (ugyanoly előjelű) végtelen, 
z'=z

akkor mindig van az ab számközben egy a és b-töl különböző $ 
hely, úgy hogy:

f(b) —f(a) _
b — a

E tételnek igen egyszerű geometriai jelentése van. Az y=f(x) 
ekkor egy A és B közt elterülő folytonos görbét jelent, melynél 
minden abscissának a és b közt a görbének egy és csak egy pontja 
felel meg, és melynek minden pontjában van megbatározott érin
tője. E föltételek mellett van A és B között egy P pont, melynek

érintője párhuzamos az AB egyenessel. T. i. közvetetlenül világos, 
hogy azon szög tangense, melyet AB az «-tengelylyel képez, nem 
más mint mely a tétel értelmében egyenlő f' (f)-szel,
azaz az érintő hajlásszögének tangensével.

Ha az ab felezési pontja au azaz ai—a=b—av akkor :

f ŰÖ —f («) _ .f (6) —/(«i) b— aj fta^ — f (a) ar — a 
b — a b — aj b — a ' — a b — a

_ i (fW—ftaj) J'(aj) — f(a) \
2 V b — aj ' aj — a '

Ha röviden
/W~/(«) _ 

b — a ’
akkor

/W —/(«!> , f («1) —J («) _ 
b — aj ~ aj — a 

és igy az
f (b) —/ (aj) / («!)- -/■(«) _ J (a) — f (aj) 

b — aj ’ aj — a a — aj 



ROLLE TÉTELE ÉS A VÉGES TAYLOR-SOR. 549

kifejezések vagy mindketten egyenlők M-mel, vagy pedig az egyik 
kisebb, a másik nagyobb M-nél.

E kifejezések az

F(z) =

függvény értékei az a, illetőleg b helyen. De e függvény az egész ab 
számközben folytonos, a mi minden helyen az kivételével a függ
vény alakjából világos. Az at helyen a függvény analitikai alakja 
határozatlan: de ha először is f (aj veges és meghatározott szám, 
van határértéke, t. i.

z=«, z—ai J 1

és ha ezt veszszük a függvény értékének az a{ helyen, a függvény 
itt is folytonos, mert ekkor épen :

lim. F(z) — F(m).

Ha most F (z) az a és b helyen egyszer M-nél kisebb, egyszer 
717-nél nagyobb értéket vesz föl, van a és b közt egy bt hely, 
úgy hogy

.t (H) —j (ai) _ 
H — ai

(Ha bj összeesik dj-gyel, az utolsó egyenlet baloldala helyébe 
f (a^ jő és a tétel máris be volna bizonyítva.) Ha F(b) és í (a) 
mindkettő egyenlő M-mel, akkor b, helyébe egyszerűen a vagy b 
tehető.

Ha most végre f («i) meghatározott előjelű végtelen lesz, 
akkor lehet egy pozitív és tetszőleges kicsiny d-t meghatározni, 
úgy hogy

IF^-dj^P, IF^ + d^P,

hol P tetszőleges nagy pozitív szám, míg f — d) és f + 6) 
egyenlő előjelű számok. Ekkor végre az ab számköz egyik ha
tárhelyén (a vagy b-ben) a függvény értéke Jf-nél
at — d és at + d-ban + 7^1 kíwbb hol tetszőleges pozitív 
szám; így tehát a és a, — o, vagy b és atF o közt van ismét egy 
hely, bj, hol F^b^ = M.
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Ha az és ópt nagyságuk szerint rendezve xi és íCj-nek 
nevezzük, e szerint van a és b közt két. hely xi és xi', melyekre nézve

a^xi <xi ^b,

„ , b — a
Xi — —a—

és

míg
/ —f^j) _ f(h) — f(a)

~~ .l’i b — Cl

Ha ezen első lépésnél nem jutottunk már a kívánt tulajdon
ságokkal fölruházott helyhez, akkor az előbbiekben elemzett eljárást 
ismételve, meghatározunk két helyet, xí és xí-t úgy hogy

x[ X^CXi^Xi,

és ismét 
t —./ (^2) _  

^2 ’r2

Megjegyzendő, hogy e második lépésnél xi és x'í már az ab 
belsejében feküsznek, azaz a és b-től különbözők. Ha ugyanis elő
ször xi és xí'-nek at és a (vagy b) volt is veendő, az új ai- már az 
at a számköznek egy a-tól különböző helyével állítható össze.

Ha közben nem jutunk is a keresett helyhez, ezen eljárás 
meghatározza az

•^1 j ^2 j • • •) Xn } • • •

soha nem kisebbedő és

) XQ y » » • y X f)

soha nem nagyobbodó számok sorozatát, melyeknek határértéke 
egyenlő, minthogy:

,, , b — a
xn Xn< - g,i •

E közös határérték:

lim. x'n = lim. x„ — f
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nem más mint a keresett hely, a melyre nézve

Minthogy ugyanis lim./' (#) = f (f), akkor is ha f (f) = 

a 100. ez. fejtegetései értelmében lesz még

f'^) = „lim., X =i;, X --- .L

és így egyszersmind:

f (f) = lim. Z — _
"'n 'n

Minthogy végre pedig az itt a lim. jel alatt álló kifejezés az n 
minden értékénél M-mel egyenlő, a határérték, vagyis f (f) szin
tén M. Minthogy pedig x'í < $ ^x'f $ sem a, sem b-ve] nem 
egyenlő.

A kifejtett tétel egy fontos specziális esetéhez jutunk, midőn 
f(a) =f(b) és így/' (f) = 0, s ez az ú. n. Rolle tétele :

Ha az f\x) függvén!/ értéke az a és b helyeken ugyanaz, ha e 
függvény továbbá az ab számközben az a és b helyek beleértésével 
mindenütt folytonos és ugyanott f (x) is mindenütt folytonos, leg- 
fölebb egyes z helyek kivételével, hol f (z) meghatározott előjelű vég
telen lesz, de ekkor lim. fiz') ugyanott szintén meghatározott 

z'=z
( ugyanoly) előjelű végtelen, akkor mindig van, az ab számközben 
egy a és b-től különböző $ hely, hol:

f = o.

104. E tétel a véges Taylor-sornak valós függvényekre 
vonatkozó új levezetését adja, mely a megelőző általános tárgyalás
tól egészen független és ámbár a függvényre vonatkozólag a szük
ségesnél szíikebb körű megszorításokat hoz be, a maradéktag ekkor 
föllépő alakja miatt szintén igen fontos és figyelemre méltó.

föltéve ugyanis, hogy f (z)-nek az a helyen van első,...,k-adik, 
k-\-l-edik diférencziálhányadósa és hogy ezen utolsó diferencziál- 
hányados fk+v (z) az ax számközben (a és x beleértésével) folytonos, 
f(x) kifejezhető az ú. n. véges Taylor-sor alakjában :
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/(x) = /(a) +/' (a) + • • - +f^ (a) +

• • • + f{k} W + ftk+" ( a + 9(x — a)) 

holO^^^l.

(A most bevezetett specziális föltevésekből tehát a maradék- 
tagnak

^k =pk+" {a +# (x —

alakja következik.)

Ha x alatt meghatározott számot értünk, mindenesetre 

fw =fw +/«»i=-“ +... +/»’<») t=;<+...

tehető, ha P ugyanis az ép ezen (reá nézve elsőfokú) egyenletből 
vett érték. De ekkor

<!>& —f(z) —f(a) - f (a) (a) - ...

0 lesz & z=a,és z=x helyen, az első helyen azonosan, a másodikon 
a P kellően meghatározott értéke miatt. E függvény azonkívül 
differencziálhányadosával együtt folytonos az ar-számköz minden 
helyén, és így Rolle tétele szerint van egy (a és a;-től különböző)

ft = a + (x — a) , (0 < íj < 1)

hely, hol e függvény differencziálhányadosa eltűnik. E differencziál
hányados azonban egyszerűen

(z) = f’(z) —f(a)-...-f^(a) -

ín} ~ a>,k~l — I > Alt a]k
••■.I w 1)! /j

és így <p(z) ismét 0 az a és $. helyeken. De (p\z) folytonos az a 
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számközben, mely hiszen az «a;-nek része, és így van ismét egy 
(a és fj-töl különböző)

= a. + (x — a) , (0 < #2 < <!\ < 1)

hely,hol F'iz) eltűnik. Azonkívül (F'iz) még 0 megint a 0 helyen; 
és így van ismét egy $3 szám, melyre nézve F"(z) egyenlő 0-sal. Ezt 
az eljárást újból és újból ismételve, végre van egy $ hely, mely 
az ax számközben fekszik, de a-tól és a:-töl különböző, hol

(F^fz) ^f^^iz)—P 
eltűnik, azaz

p=^ik+i) ^) =f(k+t^a + (x— a) , (0<#<l);

a maradéktagnak most választott alakja pedig

». _ „ (.r - «)*+!
* (* + 1)!

lévén, ez nem más, mint az előzetesen fogalmazott tétel.
Nem fölösleges kiemelni, hogy a (7-ról tudjuk ugyan, hogy az 

X minden számba jövő értékénél 0 és 1 közt fekszik, de azért termé
szetesen nem állandó, hanem a:-nek függvénye.

Függvények növekedése és fogyása. Szélső értékek.

105. A valós x változó egyértékű és valós függvénye, f(x) az 
a helyen növekszik, ha az a egy bizonyos környezetében fix) a sze
rint nagyobb vagy kisebb /(a)-nál, a mint x nagyobb vagy kisebb 
u-nál.

Az fix) függvény az a helyen fogy, ha az a egy bizonyos 
környezetében fix) a szerint nagyobb vagy kisebb /(a)-nál, a mint 
x megfordítva kisebb vagy nagyobb az a-nál.

Rövidebben kifejezve: az f ix) az a helyen növekszik, illetőleg 
fogy, ha minden az a egy bizonyos környezetében fekvő x-re nézve 
fix) — fia) és x — a egyenlő, illetőleg ellenkező előjelűek, vagy 
pedig, a mint az

fif) -fia)
r — a

különbségi hányados mindig pozitiv, illetőleg mindig negatív.
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Az fix) függvénynek az a helyen szélső értéke van, ha az a 
egy bizonyos környezetében / (íc) mindig nagyobb, illetőleg mindig 
kisebb, mint /(«). Az első esetben a függvény értéke az a helyen 
minimum, a második esetben maximum. (Legkisebb, legnagyobb 
érték, t. i. az illető környezetben.)

E megállapítások értelme azon görbénél, mely az y = f(x) 
függvény menetét ábrázolja, szintén egészen egyszerű.

Ha az f(x) függvény az a helyen növekszik, illetőleg fogy, az 
y =f (x) ábrázolta görbe a megfelelő helyen az (a,/(a)) pontban 
emelkedik, illetőleg leszáll, t. i. ha a pontokat a növekedő abscissák 
irányában gondoljuk befutva, a pont helyének e változása közben az 
ordináták (a magasságok) nagyobbodnak, illetőleg kisebbednek.

Ha az f(x) függvénynek az a helyen szélső értéke van, az 
y =f(x) ábrázolta görbénél a megfelelő hely — az la, fia} pont — 
tetőpont (kulmináczió pontja), még pedig fölső vagy alsó tetőpont, 
amint ama szélső érték maximum vagy minimum. Ekkor ugyanis 
akár a növekedő, akár a kisebbedő abscissák irányában menjünk 
tovább, az ordináták (magasságok) az első esetben egy darabig foly
ton kisebbednek, a második esetben pedig folyton nagyobbodnak.

A függvény magatartása egy bizonyos helyen nem sorozható 
szükségképen a most jellemzett esetek egyike alá; akkor sem, ha 
az fix) az illető helyen folytonos. így p. az y = x sin. 1 az x = 0 
helyen maga is 0 és folytonos; de a 0 hely tetszőleges közelében 
lehet ügy pozitív mint negatív értékeket találni, a melyeknél a függ
vénynek különböző előjelű értékei vannak. A 0 helyen e függvény 
nem növekszik, se nem fogy; valamint szélső értéke sincs. E függ
vénynek a 0 hely bármily kis környezetében végtelen sok szélső 
értéke van, a mi az előbb fölsorolt legegyszerűbb viszonyoktól lénye
gesen eltérő eset.

A legegyszerűbb eset, hol a függvénv az a egy bizonyos kör
nyezetében állandó, mintegy átmenet a fogyás és növekedés között; 
az ábrázoló görbének egy bizonyos darabja az ia,f(a)) pont körül 
az X-tengelylyel párhuzamos egyenes.

106. Ha az fix) függvénynek diferencziálhányadosa az a 
helyen, f {a) pozitív, illetőleg negatív, akkor az fix) az a helyen 
növekszik, illetőleg fogy.
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Ekkor ugyanis a Taylor sorának legegyszerűbb esetét (k = 1) 
használva minden x-re az a egy bizonyos környezetében

fix) =fla) + (/' la) + ej) lx — a)

de f (a) + e, ha x az a-hoz elég közel fekszik, minthogy lim ^=0, 

az /'(a)-val egyenlő előjelű, és így fix) —fia) és x— a egyenlő 
vagy ellenkező előjelű, a mint/'(a) pozitív vagy negatív.

Ha az/'(a) zérus, e tétel nem használható. Közelfekvö általá
nosítása ekkor a következő:

Ha az fix) függvénynek k + \-edik differencziálhányadosa 
az első, mely az a helyen nem 0 és e ditferencziálhányados véges és 
meghatározott szám, akkor:

1. ha k páros szám, a függvény az a helyen növekszik vagy 
fogy, a mint fk+i} la) pozitív vagy negatív ;

2. ha k páratlan szám, a függvénynek az a helyen szélső értéke 
van, még pedig minimum- vagy maximummal van dolgunk, a mint 

pozitív vagy negatív.
Ekkor ugyanis a TAYLOR-sornak általános alakját használva, 

mely azonban most az fia), f"(a),.. .fk} la) eltűnése miatt igen 
egyszerű, lesz minden az a egy bizonyos környezetében fekvő x-re :

fix) —fia) + (fk+"(a) + Sk+i) ,

Itt/1*-1'1’ la) nem 0; ha x az a hoz elég közel fekszik, sk+1 tet
szőleges kicsiny. Ha tehát k páros szám,*  és így k + I páratlan, 
lx — a)k+i és x — a egyenlő előjelűek; tehát végre fix)—fia) és 
x — a egyenlő vagy különböző előjelűek, a mint fk+1} la) pozitív 
vagy negatív, a mi tételünk első részét bizonyítja.

* Ha k — 0, visszatérünk az előbb tárgyalt legegyszerűbb esethez.

Ep oly könnyen belátható a tétel második része : ha k párat
lan, tehát k + 1 páros szám, mindig pozitív és fix)—fia)
előjele az a egy bizonyos környezetében mindig megegyezik fk+v(a) 
előjelével; azaz fix)—fia) mindig pozitív, illetőleg mindig negatív, 
vagy más kifejezésben f lx) mindig nagyobb, illetőleg mindig kisebb 
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az f (a)-nál, azaz végre f (a) minimum, illetőleg maximum, a mint 
pozitív vágj' negatív.

így p. az y — ex függvény minden helyen növekszik, mert a difié - 
rencziálhányados, mely ismét ex, minden r-re nézve pozitiv ; a megfelelő 
görbe minden pontjában emelkedik. (L. a rajzot a 4-97. lapon).

Az y = sin.r függvény növekszik vagy fogy, a mint a differencziál- 
hányados y'= cos. x pozitiv vagy negatív, azaz növekszik, ha

2/ff-|<.r<2/ff +

fogy, ha
(2Z+1)^-5 <^<(2/4-1) n +

a hol / bárminő egész számot jelent. Ha x = 2 l ír — ~ vagy 2 / ff 4- i, 
az első differencziálhányados 0, a második difierencziálhányados — sin. x 
tehát 4- 1 vagy — 1, a függvénynek megfelelő értéke — 1, illetőleg 4- 1 
minimum, illetőleg maximum.

A megfelelő görbe tehát az

öff 3ff ff ff 3ff 5~
~2~ ‘ ’ F’ ~F ‘ ' I-’ ~F’ ‘ ‘ ’

szélső abscissáknak megfelelő sikrészekben emelkedik, a
3ff ff ff 3ff

• • • ’ 2“ • • • 2—’ g • • • o ’' ’ ’

sikrészekben leszáll; azon pontjai, hol az abscissák

5ff ff 3ff 3ff ff 5ff
• • • ~ -2 -•---- 2“. V ■ • •,lletoleg • • • - V “F’ ’F’ • ’ •

alsó, illetőleg felső tetőpontok. (Lásd a rajzot a 497. lapon.)

Ha az f (x) függvénynek az a helyen nem minden differen- 
cziálhányadosa folytonos és újból differencziálható függvény, vagy 
ha az a helyen az összes differencziálhányadosok 0-sal egyenlők, a 
nélkül, hogy a függvénynek az a hely környezetében állandó értéke 
volna, akkor azt mondjuk, hogy a az f(x) függvény kivételes helye. 
A közönségesen előforduló egyszerűbb függvényeknél a kivéte
les helyek úgy oszlanak el, hogy mindig lehet véges számközt 
kijelölni bármely kivételes helyre nézve, melyben ez az egyedüli 
kivételes hely. De lesz alkalmunk e tárgyalásokban is oly függvény
alakokkal foglalkozni, melyeknél bizonyos helyek bármily kis kör-' 
nyezetében végtelen sok kivételes hely foglaltatik, sőt olyanokkal,
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melyeknél — a mi a szélső eset — minden helynek megvan e tulaj
donsága vagyis melyeknél minden hely kivételes hely.

107. Az y — f(x) függvény ama nem kivételes helyeinek meg
határozása, hol a függvénynek értéke maximum vagy minimum, 
a megelőzök értelmében következőkép történik:

Kikeressük először azon helyeket, hol az első differencziál- 
hányados f\x)=0; a mit úgyis fejezünk ki, hogy megoldjuk az 
f (a;) = 0 egyenletet. Ha e helyek összessége

Cg, C3, . . .

akkor megnézzük, hogy e helyek mindegyikén a hányadik differen- 
cziálhányados az első mely a differencziálhányadosok sorában nem 0. 
Ha ez az Z-edik, és l páratlan szám, akkor az illető f elejtendő, 
mert nem szolgáltat szélső értéket; e helyen a függvény növekszik 
vagy fogy. Ha ellenben l páros szám, $ szélső értéket ád, még pedig 
minimumot vagy maximumot, amint (f) pozitív vagy negatív.

Kivételes helyen is lehet a függvénynek szélső értéke, a mi a 
függvény egyszerűbb alkatánál könnyen fölismerhető. így ha f (x) 
az a helyen nem differencziálható, de lim. f te) és lim. f (x) 

meghatározott előjelűek (akár a O-tól különböző véges szám, akár 
+ oo, vagy — oo), ez annyit mond, hogy ha x az a-hoz elég közel 
fekszik és p. x< a, akkor és lim.^ f (x) előjele ugyanaz,

tehát ekkor f(x)—f(a) mindig pozitív vagy mindig negatív és igy 
fia} nagyobb vagy kisebb mint minden f(x), melyre nézve x elég 
közel fekszik az a-hoz és a-nál kisebb. Hasonlókép az a-nál nagyobb 
z-ekre nézve.

így tehát f (xynek az a-ban szélső értéke van, ha lim. j\x) ' x=a—0'
és Hm. ,,/' (x) meghatározott de ellenkező előjelűek; még pedig mini

mum vagy maximum, a mint hm.^f'(x) pozitív vagy negatív.

Például az

fix) = — Hx
1 +e^
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függvénynek az & = 0 helyen, hol / (0) = 0, szélső értéke van, még 
pedig maximum, mert (lásd 59. czikk)

lim. f (#) = + 3, lim. f (x) = — 2..r=—O" .r=4-0*

Kiemelendő még azon eset, midőn a a valós függvény értel
mezési tartományának határhelye, azaz az «-nál kisebb (vagy 
nagyobb) változó-értékek nem jönnek tekintetbe. Ekkor, ha a nem 
kivételes hely, f (x) az a;-nek minden megvizsgálandó értékénél az a 
elég kis környezetében az/(a)-nál nagyobb, illetőleg kisebb; az f(x) 
tehát a-ban növekszik vagy fogy; bizonyos tekintetben f(a) szélső 
érték is, mert az a másik oldalára, hol ellenkező jellegű f^xj-ek 
lehetnének, nem megyünk át. Ezen értékeket nem szokás a szélső 
értékek közé fölvenni, a mennyiben a viszonyokat teljesen jelle
mezzük, ha azt mondjuk, hogy f(x) «az a,-tól kezdve# növekszik 
vagy fogy.

így p. az f(x) = xr értelmezési tartománya a pozitív számok
ból áll, ehhez hozzácsatolhatjuk a 0-t is mert (31. ez. XII.) 

és így /(0) =1. A 0 helytől kezdve a függvény fogy, mert ha h a 
0-hoz elég közel fekvő pozitív számot jelent, mindig:

hh<\.

Ekkor ugyanis a h (1. h) kifejezés, melyben h pozitív az (elég 
kis) h logarithmusával együtt negatív.

108. A függvények ama helyeinek meghatározása, hol szélső 
értékük van, a gyakorlatban folyton előforduló föladat, melyre azért 
szükséges lesz néhány példát bemutatni. Világos, hogy e probléma 
teljesen befejezett tárgyalása föltételezi az f (x) = 0 egyenlet meg
oldását, azaz egy bizonyos függvényosztály részletes elemzését. Csak 
a mennyiben ez megtörtént, adhatunk teljes teleletet a fölvetett kér
désre.

a) Az y = a x2 + bx + c függvénynek, (mely mindenütt diffe
rencziálható) csak ott lehet szélső értéke, hol

y' = 2 a x + b = 0 , x — — ;
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ez minimum vagy maximum, a mint

y" — 2 a, 

vagyis a pozitív vagy negatív.
Geometriai értelmezésben az y = a x2 -f- b x -j- c görbének 

(parábola) mindig van tetőpontja; ez azon pont, melynek abscis- 
sája — ; ez alsó vagy fölső tetőpont, a mint a pozitív vagy
negatív.

b) Az y = a x9 + b x2 + c + d függvénynek (mely minde
nütt differencziálható) csak ott lehet szélső értéke, hol

y' = 3 a x9 2 b x + c = 0.

Ha tehát 4ó2—12 ac negatív, (valós függvényről lévén szó, 
a, b, c, d valós számokat jelentenek) e másodfokú egyenletnek két 
gyöke complex szám; azaz oly (valós) x, melynél y' = 0 nincsen ; 
a függvénynek tehát nincs is szélső értéke.

Ha 4 ó2 — 1 2 a c = 0, az egyenletnek két gyöke egyenlő és 
valós, és ugyané gyök kielégíti az

6 a x + 2 b = 0

egyenletet is. (I. r. 78. ez.). Ezen x-re nézve tehát nem csak y', hanem 

y" = 6 a x + 2 b
is 0, míg a harmadik differencziálhányados 6 a nem 0. E szerint 
nincs szélső érték.

Ha végre 4 b2 — 12 a c pozitív, van két különböző valós gyök 
x1 és x%; a másodfokú egyenletre vonatkozó elemi tételek sze
rint ekkor:

y' = 3 a x2 + 2 b x + c = 3 a (x — x^ (x — x^) 

és így a második differencziálhányados:

y" = 3 « (2$ — Xi — x^ 

a miből tüstént látni, hogy ha p. xt < és a pozitív, xt maximu
mot, x% minimumot ád. Ha pedig a negatív, akkor megfordítva a 
kisebb gyök ád minimumot, a nagyobbik maximumot.

Az eredmények geometriai értelmezését az olvasóra bízzuk.
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c) Az y — xn eax függvénynek (a negatív szám, n póz. eg. szám), 
mely mindenütt differencziálható, szélső értéke csak ott lehet, hol

y' = n xn~l e ax + axn eax — (Ax xn~x (n + « a;)

eltűnik; tehát csak az

n />X< =------ , Xa = 01 a -
helyeken. Minthogy

y" = a2 eax xn + a eax xn~l + n (n — 1) eax x^1,
és 

(I .

negatív, xt = —maximumnak felel meg.

Az x.> = 0 helyen, ha n > 2, a második differencziálhányados 
szintén 0. Hogy a dolgot mindjárt n bármely értékére elvégezzük, 
képezzük az y = xn e“T-nek általánosan /í-adik differencziálhánya- 
dosát. Ez a 87. ez. értelmében csak akkor tartalmaz x nélküli, tehát 
az «=0 helyettesítésnél el nem tűnő tagot, ha k legalább is n. Az 
n-edik differencziálhányadosban e tag: n! <AX vagy tehát:

(y^íx^o = n!

25. ábra.

e pont az MN fölött az

Ha tehát n páratlan szám, e he
lyen a függvény növekszik és nincs 
szélső értéke; ha ellenben n páros 
szám, az x = 0 helyen a függvénynek 
minimuma van.

d) Az MN egyenesen meghatá
rozandó ax X pont úgy, hogy egy 
mozgó pont az AB utat lehető legrö
videbb időben tegye meg, föltéve, hogy 

MN alatt c2 (pozitív) sebességgel mozog.
Ha az MN-et X-tengelynek veszszük és az y tengelyt M-n 

keresztül fektetjük, akkor az A és B koordinátái (0,«) és (c, b).
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Az X ponté (x, 0); és így:

AX = (aa+ x2/ , XB = (b2 + (c — x) 2)i;

Az AXB befutására szükséges idő az x függvénye, t. i.

= («8+■'•*)* + (^d- 
"1 »2

E függvény minimum lehet, ha
T' (x\ =  ___ í 1_____  < ; ____ — 0

Képezzük mindjárt a második differencziálhányadost. Ez
T'íx^^_________ + ^--

'■1 (a2 + .r2)^ ”2 (iP + tc—M'rf ’

mely az x minden értékénél pozitív, tehát a T' (x) = 0 megoldásá
ból származó x értékek a T (a:)-nek csak minimumát adhatják. De 
abból, hogy T"(x) mindig pozitív, az is következik, hogy T' (x) min
dig növekedő függvény, mely tehát legfölebb egyszer tűnhetik el, de 
másrészt

r (0) = —* > T® = - ——r;
M^d-c8)* ^d-c2)* 

tehát T'(0) és T'(c) ellenkező jelűek, és így van egy és csak egy x 
érték, mely 0 és c között fekszik és a melynél T'(x) eltűnik, tehát 
itt T(x) minimum lesz.

Ha a T' (x) = 0 egyenletet rendezzük, negyedfokú egyenlethez 
jutunk, melyre áttérni annál kevésbé czélszerű, minthogy a gyök- 
kifejezések eltávolítása a problémához nem tartozó, idegen gyököket 
hoz be. Az X pont helyének meghatározása geometriai úton ama 
megjegyzés alapján történhetik, hogy (lásd a rajzot)

J---- , = cos. ( —a) = sin. a
(a2 + V« 7

5—-—  VT = cos. —(ú) = sin. 3

tehát
sin. a _  t j
sin. ’

(az optikának ú. n. törési törvénye), a mi az X-nek igen egyszerű 
szerkesztését adja.

Kőnig: Analízis. I. 36
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e) Ha az y =f(x) görbe valamely (x,y) pontjában a normálist 
szerkesztjük, melynek egyenlete

$ — x + y' (y — y) — 0,

és e normális valamely pontjára (c, $)-ra nézve, keressük a görbé
nek azon pontját, melynek távolsága (f, $)-tól minimum vagy maxi
mum, ekkor az (x, y) pont általánosságban (a normális legfölebb 
egy pontjának kivételével) megfelel e követelésnek. Tudniillik, hogy 
e távolság, vagy vele együtt ennek négyzete

D1 — — xY + (7 — y?

szélső érték legyen kell, hogy a differencziálhányados

= — - ((^—+ (y —yjy') — 0

legyen, a mi nem más, mint föltétele annak, hogy (f, $) az (x, y) 
normálisán feküdjék. A második differencziálhányados

(£2) = - 2 (- 1 -y'* + (y-y)y")

vizsgálata mutatja, hogy ez csak akkor 0, ha

*- “I ’/ /= «-------^-y,

hol az j^j-hez tartozó $t értéket a normális egyenletéből vettük. Ezen 
pontja a normálisnak az y =f(x) görbének és az x értékének spe- 
cziális megállapítása nélkül a most tárgyalt problémára vonatkozólag 
nem vizsgálható meg.

A normális bármely más pontjára vonatkozólag az eredményt 
a (f i> fa) bevezetésével igen egyszerűen fogalmazhatjuk. T. i. a má
sodik differencziálhányadosra nézve ekkor az értékét tekintetbe 
véve

< W = -d + »')(-1 + ')=- (1 + s") (-1 + )

5 — fa
3/ — fa
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A második differencziálhányados tehát pozitív vagy negatív, a mint 
$ — és y — egyenlő vagy ellenkező előjelűek. De csak 
akkor változtatja előjelét, ha $ átmegy az értéken. A normális 
azon felében, mely a r^) egyik oldalán terül el és az (x, y) pon
tot magában foglalja, az előjelek egyenlők, az illető távolság mini
mum, a másikban pedig maximum.

az y =fx) görbének az lx, y) ponthoz tartozó gör
bületi középpontja, az a kör, melynek középpontja f és mely az 
lx, y) ponton keresztül megy, az y = /(x) görbe görbületi köre az 
(x, y) pontban. Itt csak mellékesen jutottunk e görbületi közép
ponthoz, melynek vizsgálata egészen más szempontokból a görbék 
elméletében alapvető jelentőségű lesz.

Ha y"= 0, nincs a normálisnak oly pontja, melyre nézve ama 
második differencziálhányados 0. Ekkor azt is mondhatjuk, hogy 
rn végtelen lesz; és a görbületi középpont a normálisnak végtelen 
távolságban fekvő pontja. Ez az eset lép föl az egyenes minden 
pontjában.

Görbék érintkezése. Inflexiós pontok. Asymptoták.
109. Az y =fx) görbének egy bizonyos (a;, y) pontjában az 

y'=f(x) differencziálhányados az emelkedés méröszámának tekint
hető. A leszállást természetesen negatív emelkedésnek veszszük. Ha 
ugyanis két görbének, y =fx) és 7 = <pl$) egy közös pontja van, 
azaz az a helyen fa) — Via), akkor az (a,/(a)) közös pontban az 
y =fx) görbe gyorsabban vagy lassabban emelkedik az g = 
görbénél a mint fia) nagyobb vagy kisebb a f la)-nál. Ekkor ugyanis 
az ordináták különbsége az a környezetében x növekedésével folyton 
növekszik, vagy fogy, a mint

~ V(x\))r^=f(a) — fia),

a 0-nál nagyobb vagy kisebb.
A két görbéről ebben az esetben azt mondjuk, hogy az [a,f(af 

pontban metszik egymást.
Ha azx=u helyen nemcsak fia) = fa), hanem/'(a)= fia), 

a két görbének közös érintője van, a mit úgy szokás kifejezni, hogy 
a két görbe az [a, fa)) pontban egymást érinti. Az érintés k-ad- 
rendü, ha^fa) és fia), fia) és fia)... fk,(a) és ffa) egyenlők

36*
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ellenben ^k+1\a) és ftk+1\a) többé nem egyenlők. Ezen általános 
esetben az

/(«) —

ordinátakülönbségnek csak k +1 -edik differencziálhányadosa lesz a 
O-tól különböző szám és a mint az érintés páratlan vagy páros rendű, 
különböző geometriai viszonyokkal lesz dolgunk.

Ha ugyanis az érintés páratlan rendű, azaz k páratlan szám, 
akkor az f(x) — ^(x) értéke az a helyen szélső érték, mert az első 
differencziálhányados e helyen 0 és az első e helyen el nem tűnő diffe- 
rencziálhányadosnak rendszáma, k-]-1 páros. (Természetesen föl van 
tételezve, hogy fk+1\a) — véges és meghatározott szám ;
és a megállapítás szerint nem 0.) De a függvény ama szélső értéke 0; 
azaz f(x) — <p(x) az a egy bizonyos környezetében mindig pozitív 
vagy mindig negatív, ha t. i. kiveszszük az «-t magát, hol ama különb
ség 0. Ekkor ha mindig az egyenlő abscissáknak megfelelő ponto
kat hasonlítjuk össze, az // =f(x) görbének pontja vagy mindig 
magasabban vagy mindig mélyebben fekszik az zz = ^($) görbének 
megfelelő pontjánál; kivéve természetesen az a abscissának meg
felelő pontokat, melyek összeesnek (L. a 26. ábrát).

Ha az érintés páros rendű, azaz k páros szám, akkor az 
f(x)—<p(x) az a hely környezetében növekszik vagy fogy; minthogy 
pedig f(x) — az « helyen zérus, e különbség az a egyik olda
lán pozitív, a másik oldalon negatív. Azaz ha ismét az egyenlő abs
cissáknak megfelelő pontokat hasonlítjuk össze, az a egyik oldalán 
az y =f(x) görbének pontjai feküsznek magasabban, a másik olda
lon ellenben az görbe pontjai. (L. a 27. ábrát, mély hyper-
bolát és ennek görbületi körét ábrázolja.)
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Azon körülménynél fogva, hogy (nem degenéráló) kúpszelet és 
egyenes között más mint elsőrendű érintés nem lehetséges, szokva 
vagyunk az érintés nevével a 26. ábrában képviselt alaki viszonyo
kat egyesíteni és evvel szemben a páros rendű érintésnél azt mond
hatjuk, hogy ott egyidöben érintés és metszés történik; az érintkező 
görbék egyszersmind metszik egymást. A metszés jellemzője ekkor 
az f(x) — F(^) jelváltozása az a környezetében, az érintésé az 
érintők azonossága.

110. Ha a megelőző czikk tárgyalásait az y ~f(x) görbére és 
az (x, y) pontban vont érintőjére

— y'(E—x) 
alkalmazzuk, új és fontos adatokat szerzünk a görbe alakjának jel
lemzésére az (x, y) pont környezetében. Ekkor e helyen

d ti ,

tehát az érintés első vagy magasabbrendű; de ^-nak f szerinti maga
sabb differeneziálhányadosai mind zérusok. Ha y" nem 0 ama he
lyen, az érintés csakis elsőrendű és

fix + h)=fix)+fi(x)h + (f”(x) + s) ; lim. e = 0 

ha továbbá az érintőt veszszük most az $ = £>($) görbének, <p(x) — y, 
</>'(x) = y',

+ h)—<p(x) + <f>\x)h;

es minthogy f(x) = p(x), _f'{x)=<p'(x) és ^"(a;)=0,

f(x + h) — y>(x + h} = Hm. e = 0

28. ábra. 29. ábra.
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azaz a görbe vagy az érintő ordinátái a nagyobbak, a mint ,f"{x) 
pozitív vagy negatív. Az első esetben azt mondjuk, hogy a görbe 
alulról nézve convex, a második esetben a görbe alulról nézve concav.

Ha f"(x) szintén 0, akkor ezen következtetés többé nem lehet
séges.

Tegyük föl általánosan, hogy a vizsgált helyen fix),... fk\x) 
mindannyian zérussal egyenlők és az első O-tól különböző,
de véges és meghatározott differencziálhányados.

Ekkor a Taylor sora az y = fix) görbe ordinátáit az x kör
nyezetében következőleg adja:

fa + h)=fa)+f’lx) h + (f^+^-r e) ; hm. e = 0;

míg
?lx + h)=<plx)+?'lx)h.

Ismét f{x) = Vlx), fix) = <p'lx); tehát:

fix + h) — Plx + h) = (fk+V(x) + e) ■

Ha k páros szám, az eredmények az előbbi ezikkből ismerete
sek : t. i. páros rendű érintés történik a görbe és az egyenes közt; 
az érintő úgynevezett inflexiós érintő és az érintési pont inflexiós 

pont. A mint az ábrák mutatják két eset lehetséges, a mint t. i. a 
görbe pontjai az x előtt az érintő megfelelő pontjainál magasabban, 
az x után alacsonyabban feküsznek vagy megfordítva. Az első eset
tel van dolgunk, ha. fk+1\x) negatív, a másodikkal, ha fk+1\x) 
pozitív. A két eset röviden úgy jellemezhető, hogy a görbe az érintő 
alá száll, vagy pedig az érintő fölé emelkedik; de e mellett tér- 
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mészetesen a görbe érintőjével együtt akár emelkedhetik, akár 
leszállhat.

Még egyszerűbben jellemezzük e viszonyokat, ha meggondoljuk, 
hogy /</t+1)(a;)-nek az f"(x) k—1-edik, tehát páratlan rendű diffe- 
rencziálhányadosa és minthogy ez az f'(x) differencziálhányadosai 
sorában az első, mely O-tól különbözik, f"(x) e helyen növekszik 
vagy fogy, azaz minthogy f"(x) zérus, negatív értékekből átmegy 
pozitív értékekhez vagy megfordítva, a mint flk+l\x) pozitív vagy 
negatív.

Ha egy bizonyos x helyen j" (x) — 0 és az első utána el nem 
tűnő différencziálhányados, á k-\-l-edik páratlan rendszámú, akkor 
az (x,y) pont a görbe inflexiós pontja, hol átmegy convexböl con-- 
cárba, vagy concávból convexbe, amint negatív vagy pozitív.

Ha ellenben f"(x)= 0 és az első utána el nem tűnő differen- 
cziálhányados páros rendszámú, a görbe és érintőjének
érintkezése páratlan rendű és az előbb fölirt f(x + h) — <p(x + /i) 
különbség értékéből látjuk, hogy a görbe vagy az érintő ordinátái 
nagyobbak a mint f^+^jx) pozitív vagy negatív, azaz a görbe ismét 
az első esetben alulról nézve convex, a második esetben pedig concáv.

Összefoglalva az összes eddigi, a görbe convex vagy concav 
voltára, továbbá az inflexiós pontokra vonatkozó eredményeket, 
ezek a következők:

Ha egy bizonyos x helyen az f(x) első differencziálhányadosa 
után az első el nem tűnő différencziálhányados a k-[-1-edik és ez 
céges, meghatározott szám, akkor

1. ha k páratlan szám, az y —f(x) görbe az x hely környe
zetében alulról nézve convex vagy concav, a mint pozitív
vagy negatív.

2. ha k páros szám, az y=f(x) görbének az x helyen inflexiós 
pontja van és a görbe ott concavból convexbe, vagy convexböl con- 
cárba megy át, a mint pozitív vagy negatív.

Az utolsó részt e szabályból legkönnyebben úgy jegyezzük meg, 
hogy előjele a görbének alakját megadja az x hely után.

Mz y =f(x) görbének azonban még akkor is lehet inflexiós 
pontja, ha az x helyen f (x) végtelen lesz. Már tudjuk hogy, ha ekkor

tó-és lim.0 « A=+0 n 
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meghatározott, de ellenkező előjelű végtelen, csúcs lép föl; ha azon
ban e két határérték egyidőben 4-°°, vagy —akkor a görbe 
egyszersmind metszi az érintőt és az illető pont inflexiós pont. Ter
mészetesen föl van tételezve, hogy az y=f(x) egy értékű és folytonos 
függvény, mely az x mindkét oldalán van meg adva. Ha a vizsgált 
görberész épen ott végződik, hol f (x) végtelen lesz, akkor mint 
egyáltalában egy görbedarab végpontjában e kérdések, melyek épen 
a görbe alkatát az x két oldalán vizsgálják, többé nem tárgyalhatok.

111. Az inflexiós pontok meghatározása valamely y =f(x) 
görbére nézve e szerint ismét kész szabályok szerint történik. Inflexiós 
pont ott van, hol fix) meghatározott előjelű végtelen lesz, továbbá 
még ott, hol f"(x) = 0 és az első fix) után el nem tűnő differen- 
cziálhányados véges és meghatározott szám és páratlan rendszámú, 

így p. az í/=arctg. x bármely ágán egy inflexiós pont van; t. i.

valós x-re nézve egyáltalában nem lesz végtelen; a második diffe- 
rencziálhányados pedig

y - <1+^5

csak az x = 0 helyen. Ugyanitt
8?____ 2

V ~ (iTrV (í+í1?

értéke — 2; tehát e helyen a görbe átmegy convexből concavba. 
A görbe alakjának ismeretére még az inflexiós érintőnek fekvése 
(hajlásszöge az X tengelylyel) is szükséges. De ezen szögre nézve

tg. a = (y')x^o — 1,

azaz az inflexiós érintő a (0,0) pontban az X-tengelylyel 45°-nyi 
szöget képez. (L. az ábrát a 497. oldalon.)

Az
y = sin? x — 2 sin. x

görbének, minthogy

y' — 2 sin. x cos. x — 2 cos. a;
soha nem lesz végtelen, csak ott lehet inflexióspontja, hol,
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y" = 2 cos? x — 2 sin? x + 2 sin. x = — 4 sin? x + 2 sin. x + 2 

eltűnik. Azaz az inflexiós pontok abscissáit megadja a kővetkező 
egyenlet:

2 sin.2 x — sin. x — 1 = 0, 

melynek megoldásai:

sin. x = 1, sin. x = — |, 
vagy végre:

x = 2 k ír + y, x = 2 kn — , x — kx — .

De továbbá :

y'"— 2 cos. x (1 — 4 sin. x)

y^= — 2 sin. x (1 — 4 sin. x) — 8 cos? x = 16 sin? x — 2 sin. x — 8

Az x = 2 k ír + 9 helyek tehát nem inflexiós pontok; mert 
ekkor y'" zérus és yw= 4- 6. E pontokban a görbe aláírói nézve 
convex. Különben könnyű látni, hogy e pontok alsó tetőpontok, 
mert ha sin. a: = 1, akkor y'= 0 és ekkor is y" ésy'" eltűnése, y{i} 
pozitív értéke a kijelentett eredményhez vezet.

Ellenben x = 2 k r, — \\ és x — ^k- — inflexiós ponto
kat adnak ; mert ekkor

y'" = 6 cos. “, ill. y'"= 6 cos. -x—.

A pontok első sorozatában, a görbe concávból convexbe, a második 
sorozatban convexből concávba megy át.

Hogy e tárgyalás a kővetkező czikkekre is mindjárt példáúl 
szolgálhasson, a többi tetőpont meghatározásával mindjárt elvé
gezzük az egész görbe discussióját. Minthogy

y'= 2 cos. a; (sin. a;— 1), 

ezek ott vannak hol sima: — 1, — ezen esetet már tárgyaltuk, — 
és a hol cos. x = 0, tehát

x = 2 k íz + * , a: = 2 A;

Az első esetben már tudjuk, hogy a görbe megfelelő pontjai alsó tető
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pontok; t. i. ismét sin. x = 1; míg a második esetben sin. x — — 1, 
tehát = —4, tehát felső tetőponttal van dolgunk.

Ha még tekintetbe veszszük, hogy y = sin. x (sin. x — 2) csak 
ott lesz 0, hol x—kn és hogy elég a görbét x—0 és z=2^ közt 
szerkeszteni, mert csupán ehhez kongruens darabokból áll, akkor a 
görbe alakjáról teljes áttekintésünk van; a mint ezt a 32. ábra

112. Ha az y=j\x) első és második differencziálhányadosa 
az x helyen véges és meghatározott, akkor az a követelés, hogy az 
y =f(x) görbével az (x,y) pontban legalább is másodrendű érintke
zésben álló kört találjunk, a görbületi körhöz vezet. Bármely kör 
egyenlete

és hacsak $ nem egyenlő a f j ± R értékek egyikével, a f-nek 
egyértékű és differencziálható függvénye, mihelyt a f-hez tartozó 
értéket megállapítottuk. Ekkor a ki nem fejtett függvények diffe- 
rencziálására vonatkozó szabályt használva, minthogy f 15 R állan
dók : d

A követelés értelmében a r^, R állandók úgy határozandók 
meg, hogy, midőn f = x, rt egyik értéke y legyen és azután, midőn 
E — x, y — y, egyszersmind legyen :

d„ , d^■di=y>

E három föltétel kielégíthető, ha az előbb fölirt 3 egyenletben^
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d ti d** til hlyébe x,y,y',y"-t írva, lehetséges a ^.fí-et
úgy meghatározni, hogy az egyenletek identitások legyenek; azaz 
megoldandó az

= R\

(x — +(y — r^y' = 0,

1 + ?/'2 +(y— ^^'=0

egyenletrendszer. De ez nagyon egyszerű; az utolsó egyenlet meg
adja ^-et, a második az értékének behelyettesítése után epet, az 
első végre ekkor B-t, mely mint kör sugara pozitívnak veendő. Lesz:

Itt csakugyan a kör középpontja (fp yj nem más mint az a 
pont, melyet előbb görbületi középpontnak neveztünk és a kör maga, 
minthogy az x, y ponton keresztül megy, a görbületi kör.

Hogy a görbületi kör a föladatnak csakugyan megfelel, a szá
mításból világos, hacsak a $ = x, = y pont nem a kör ama két 
pontjának egyike, melyeket kezdettől fogva ki kellett zárni. De ha 
x — f t ± R, akkor y — yx = 0 volna, a mi nem lehetséges mert

a i/' és y" bármely véges értékeinél a O-tól különböző véges szám. 
Kivételt tesz egyedül azon eset, hol y"= 0, a mikor q. a, kör kö
zéppontja nem is határozható meg. Ekkor a görbületi középpont 
«a végtelenben fekszik#, azaz nincs is görbületi kör, hanem mint az 
y"=0 esetében tudjuk, az érintő egyenesnek legalább is másodrendű 
érintkezése van az y =f{x) görbével, és ezen egyenest tekintjük 
a görbületi kör képviselőjének. E kör akkor — a szokásos kifejezés 
szerint — a középpontnak a végtelenbe való távozásával egyenessé 
fajult.

113. Ha y=f(x) az a;-nek minden egy bizonyos a-nál nagyobb, 
vagy minden egy bizonyos a-nál kisebb a;-re folytonos az y =f(x) 
görbének egy a növekedő, vagy fogyó x-ek irányában a végtelenbe
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menő ága van. Ezen ágnak alaki viszonyai bizonyos esetekben igen 
egyszerűen jellemezhetők, ha t. i. van egy y — Ax -j- B egyenes, 
úgy hogy az y —f(x) és y = Ax + B görbék ugyanazon abscissá- 
nak megfelelő pontjai tetszőleges közeljutnak egymáshoz, ha lim. a: 
egyenlő + °°, ill. —oo-nel. Ezen egyenes ekkor az y =f(x) görbé
nek asymptotája, melynek geometriai jelentése az, hogy ha csak | x| 
nagyobb egy bizonyos w-nál, az egész görbe egy síksávban fekszik, 
mely az y = Ax + B + d és y = Ax + B — d vonalak közt fek
szik, hol d tetszőleges kicsinynek vehető.

Hogy ily asymptóta létezzék, arra tehát kell, hogy midőn 
lim. x — -j-oo, ill. lim.a:=—oo, legyen:*

* A lim. jelzésben a külön tárgyalandó, de teljesen analóg lim. és 
r=+“ x=+x

lim. eseteket egyesítjük.

lim. (/(«) — Ax — B) = 0, .t=4-oc

a miből mindenesetre következik:

lim. (— — A) = 0,

ki első föltétel tehát az, hogy

lim.
•T=+ w

véges és meghatározott szám legyen, mely ekkor meg is adja az ^4-t. 
Azután pedig kell, hogy

lim. (f(x) — Ax) 
x=+«

szintén véges és meghatározott szám legyen és ha e határérték ilyen, 
ez nem más, mint B.

így p. az y = ex görbe a pozitív és negatív .r-ek irányában a 
oo-be megy. De

r «*  
hm. -— = oo;

tehát a növekedő x-ek irányában a végtelenbe menő ágnak nincs 
asymptotája; ellenben



görbék érintkezése, inflexiós pontok, asymptoták. 573

cxlim. — = 0
X=— “ $

tehát A = 0 és
lim. (fix) — Ax) = lim. er = 0;

tehát az asymptóta y = 0, vagyis az X-tengely. 
A következő egyenlet:

ax-\-b
y=^r

(hol ad — be nem 0, a mikor y állandó és c sem 0, a mikor 
y elsőfokú egész függvény volna) mint könnyű látni, hyperbolát 
ábrázol, melynek a pozitív és negatív íc-ek irányában a végtelenbe 
menő ága van. Minthogy pedig

= lim.
X—+ oo

továbbá

lim. — ax 4- b 
ex* -f- dx- ®.r= r 00

e két ág közös asymptotája az y — egyenes.
E példa egyszersmind figyelmeztet egy esetre, mely az eddigi 

értelmezésben nincs belefoglalva. Ha ugyanis lim. fix), vagy 
x=a—0

lim. fix) meghatározott előjelű végtelen, akkor a görbének szin- 
2 =a-H>
tén a végtelenbe menő ága van, a melyen azonban x nem lesz vég
telen, hanem a-hoz közeledik. Ekkor az x = a egyenesnek is asym- 
ptota jellege letz ; mert ha az x = a + d és x = a — d által hatá
rolt síksávot veszszük, akkor bármily nagy az w, a görbének vannak 
pontjai, melyek a koordináták kezdőpontjától w-nál nagyobb távol
ságban feküsznek és e mellett mindig ama síksávban foglaltatnak.

E szerint kiegészítve az előbbi példa tárgyalását

lim.
x—— A -f-o c —

ax 4- b --- — oo,
ex 4- d

azaz a görbe, midőn bármely oldalról az x = — abseissához köze
ledik, a végtelenbe megy. — E két görbeág közös asymptotája 
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x = — —. — Az a, b, c, d adott értékeinél az olvasó könnyen elké
szítheti e hyperbola rajzát, melynek asymptotái, mint láttuk, a 
koordináta tengelyekkel párhuzamos egyenesek

A kővetkező görbének 
sin. tv , . ,

y = —----- 1- Ax + B

asymptotája (mindkét irányban) az y = Ax + B egyenes; mert

lim. !l = lim. (—-j- + = A,

lim. + Ax + B — Ax) = B.

Megemlítendő, hogy az asymptotát gyakran mint az érintők 
határfekvését értelmezik, midőn az érintési pont egy bizonyos ágon 
a végtelenbe megy. Később majd látjuk, hogy ha ily egyenes léte
zik, ez csakugyan mindig asymptota, sőt algebrai görbéknél minden 
asymptota így származtatható. Az asymptota most adott értelme
zése azonban általánosabb, mint ezt az utolsó példa mutatja. Ennél

és lim. y' = A. De hogy az érintő .T=oo
— g = y'^+y—xy'

midőn lim. x =oo, meghatározott határfekvésbe menjen át, kellene 
még, hogy

lim. (y — xy')= lim. (-f- Ax + B — Ax — cos. x + 8-n"'j

■ B— lim. cos. x.

meghatározott érték legyen; ez pedig teljesen határozatlan. Azaz a 
mint x minden határon túl növekszik, az érintő mindinkább meg
közelíti az y = Ax egyenessel való párhuzamos fekvést; de ezen 
egyenestől való távolsága (az K-tengelyen mérve) ekkor folyton B—1 
és B -|-1 közt ingadozik.
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114. Ha adva van egy görbe egyenlete:
F(x,y)=O, 

azaz a görbe azon (x, y) pontok Összességéből áll, melyeknek koor
dinátái az F(x, ?/)-ba behelyettesítve, ezt zérussá teszik, akkor az 
F függvény egyszerűbb alkatánál a megelőző vizsgálatok segítsé
gével a görbének alaki viszonyai teljesen elemezhetők.

Az F (x, y) = 0 egyenlet alapján az y általánosságban az x 
többértékű függvénye, melynek először is értelmezési tartománya 
állapítandó meg, azaz most azon ^-értékek összessége, melyeknek 
valós y felel meg. Fölbontjuk továbbá a függvényt egyértékű ágaira 
és kiválasztjuk a kivételes helyeket. Ezeknek környezetében a függ
vény specziális alkatának megfelelöleg kell a görbe idomát megálla
pítani. A folytonos intervallumokban keressük azon helyeket, hol 
y' és y" eltűnik, a mi egyidőben a tetőpontokat és inflexióspontokat 
adja. Evvel egyszersmind megkapjuk azon közöket, hol a görbe 
emelkedik és leszáll, valamint azokat, a hol concav, ill. convex. Ha 
még a görbének metszési pontjait az X tengelylyel keressük, azaz 
azon ír-eket, hol y = 0, a görbe alakjáról elég jó áttekintésünk lesz; 
a görbe rajzolásánál természetesen még kellő számú pont lesz a 
kívánt megközelítéssel megszerkesztendő.

A lemniscata egyenlete:
(x2 + y2)2— 2c2 (x2— 0

hol c pozitív állandó, a miből:
y2 = — (x2 + c2) + e4 + 4-c2 x2 ;

a négyzetgyök kétértékűsége következtében minden .r-hez az y2 két 
és 1/ négy értéke tartozik.

Az y2 csak akkor lehet pozitív, ha a négyzetgyököt pozitív elő
jellel veszszük, de ekkor is kell, hogy legyen :

| ^c4~h 4c2 x21x2 + c\ 
azaz:

c4 + 4c2 x2 ^x4 + 2(4 x2 -j- c4, 

x2 < 2c2.

Hogy y valós legyen, a; e szerint a cj^j...— c||/2| interval
lumban választandó; minden ily íc-nek két ellenkező előjelű y felel 
meg, kivéve midőn y zérus, azaz
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| V ci + x2| = x2 +
vagyis

x — ±c|j/2|, és x = 0.

A görbe tehát két egyértékü ágból áll:

y= ± ((c4 + 4c2 x^ — (á^+c2))4;

mindegyikben a; a ± 24 c határok közt veendő. A további vizsgálat
nál a pozitiv ágra szorítkozhatunk, mely az y előjelének változtatá
sával a másik ágat is megadja.

A differencziálhányados általános alakja legjobban a függvény 
ki nem fejtett alakjából ítélhető meg, ebből:

a görbének szélső helyein (x = ± 24 c, y — 0) ez végtelen lesz. Ott 
tehát a görbe érintője függélyes az X-tengelyre. Az x = 0, y — 0 
helyen a y' számlálója és nevezője, és egyidöben 0, tehát 
ezen alakból semmi következtetés sem vonható. E helyen /(0)= 0,
tehát

De ha

fa +h) -fa) + 4c2 ~^ +
h ~~h

(C4+ 4c2 A2) 4 = c1 2/i2 -|- e

tétetik, akkor ha lim. h = 0, lim. e is 0, de továbbá még :

4/i4 + 2 (c2 + 2/i2) e + e2 = 0 ;
vagyis:

4^+2 (c2 + ^2) J J = 4/í + J (2 (c2 +ih^+ e) = 0, 
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azaz, minthogy a zárjelben álló kifejezés határértéke 2c2 és nem 0, 
még okvetetleniil:

lim. ~ = 0 
A=o A

E szerint:
/k + A) —/(«) _ (lr + £)4 

h " ~ h

=±(<+w*

a mint h pozitiv vagy negatív. Tehát végre:

lim. > = _ | lün. = + 1;
A=—0 h h=+0 h

azaz a (0,0) pont a görbe fölső ágának szögpontja, melynek viszo
nyait a T'OT törtvonal jellemzi, hol a T'OX szög méröszáma 

a TOX-é pedig j-.
A tetőpontok meghatározása azon megjegyzésből történik, hogy 

y' csak ott 0, hol
x2 + y2 = c2 ,

a mi összeállítva a görbe egyenletével még az

^a — ?/2 = 4

egyenletet adja. Végre ebből:

és minthogy a görbe fölső ágát vizsgáljuk, a hozzátartozó ordináta, 
y = A. Hogy e pontok felső tetőpontok, kitűnik a második differen- 
cziálhányados vizsgálatából, mely

'■ ~ (ca + -r3 + W ’ 
és e helyeken negatív.

Most végre azt is tudjuk, hogy a görbe felső ága az A^^ C/J, 
OC& darabokban hol és C3 a két tetőpont, fölváltva emel
kedik és leszáll. Ezen intervallumokban ugyanis erre nézve vál
tozás nem történhetik, mert közben a differencziálhányados folyto
nos és sehol nem 0.

Kimig: Analizix. I. 37
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A második differencziálhányados végre csak ott tűnhetik el, 
hol

xi—y1 — o,

tehát még a görbe egyenletéből:

P y2 = 0 ;

azaz hol y = 0, de ott az y" nevezője is 0, e helyen y" határozatlan, 
a mi megfelel annak, hogy e helyen már első differencziálhányados 
sem létezett. Ismét az A^O, és OA, intervallumokban y" megtartja 
előjelét, mert folytonos és nem lesz 0. Tehát /íj0-ban és O^g-ben 
mindenütt negatív, mint C\ és C2-ben, azaz a görbe fölső ága a 0 
pont kivételével mindenütt alulról nézve concav.

Minthogy végre a görbe alsó ága tüstént levezethető a másik
ból (nem más mint amannak tükörképe az X tengelyre vonatkozó
lag), a gyűjtött adatok megadják a görbének alakját, a mint ez a 33. 
ábrában látható.

115. A közönséges cyclois azon görbe, melyet a körnek bár
mely pontja leír, midőn a kör egyenesen tova gördül. E gördülő moz
gás alatt a körnek következő helyváltozását értjük. Az adott L egyenes 
a kört minden helyzetében érinti, még pedig úgy, hogy a kör az 
egyenesnek mindig ugyanazon oldalán fekszik. Más kifejezésben, a 
kör középpontja egy L' egyenesen halad tovább, mely L-lel pár
huzamos és melynek távolsága L-től nem más mint a kör sugara, r. 
E szerint a kör helyzetét mindenkor középpontjának helyzete jel
lemzi. Ha most már a kör középpontja Oj-ből C2-be megy át, ezalatt 
még a körnek Ppontja átmegy P'-be, úgy hogy a P' P körív hossza 
egyenlő a Ct egyenesdarab hosszával.

Az L egyenest vegyük X-tengelynek; az F-tengely pedig men
jen keresztül a kör középpontján, midőn ez oly helyzetben van, hogy 
a vizsgált pontban történik az L érintése. A mozgás jellemzésére 
igen czélszerűen használhatjuk a gördülési szöget (p, melyet P, 
a C* E-nA, azaz a körnek a mozgó pont felé vont sugara az érintési 
pont felé vont sugárral bezár. Ennek segítségével a P, koordinátái

x = PiE — Q^E, y = P^ = C3E — (’,ll>.
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34. ábra.

hol a gördülő mozgás értelme szerint PtE a P^E körívvel, tehát 
rt-vel egyenlő, továbbá C^E = r, végre:

Q^É = r sin. t, C^R^ = r cos. t;
tehát:

x=r(t— sin.t), y — r{\— cos. t), (1.)

Ezen egyenletek megadják y-t, mint az x egyértékü függvé
nyét; mert

S =r(l-cos.O, - r sin.t, ^ = rcos.í;

d x soha nem negatív; ott a hol 0, t. i. midőn cos.t = 1, x máso
dik difi’erencziálhányadosa is eltűnik, a harmadik pedig pozitív; 
tehát x mint a t függvénye mindig növekszik; vagy végre különböző 
t-knek mindig különböző x értékek felelnek; az x értékek tartománya 
szintén az összes valós számokból áll, azaz végre az x—r(t — sin. t) 
egyenlet megadja a í-t is, mint az x egyértékü függvényét,még pedig 
minden valós rc-re.

E szerint y a t és t az x, vagy végre y az a:-nek is mindenütt 
egyértékü függvénye; tehát egyértékü függvényágakra többé nem 
kell fölbontani. Az elemi függvények segítségével t mint az x függ
vénye nem irható föl, tehát y sem. De ez nem okoz bajt, a mennyi
ben következtetéseinket — még egyszerűbben is — a ki nem fejtett 
és közvetve adott függvényalakon (1.) végezhetjük.

Mindenekelőtt látni, hogy a görbe ordinátái soha sem negatí
vok ; és csak ott lesz y = 0, azaz a görbének az X tengelylyel közös 
pontja, hol cos. t = 1, azaz t = ^kn, tehát végre ott, hol

x = 2 k ~. r.
37*
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A differencziálhányadosok:

dy _ dy 
d x d t

d x 
dt

sin. t
1 — cos. t = cot. | t,

d3 y   d dy dx _ 1
— dt dx ' dt ' 4rsm.4|í

• (l XE szerint y' meghatározott érték azon helyek kivételével, hol = 0, 
de ekkor egyszersmind — 0, t. i. a t = Hkn, vagy x = 2fe . r 
helyeken. De e helyeken, x = ^knr, t = ikn, minthogy lim. J x 
és lim. A t egyidöben lesz + 0 vagy — 0, még:

Aj! 
Axlim.

4x=+0

lim 1 — c°s- 4 
^=+o Jt — 8in- At

E szerint az x=úknr, y—0 pontok elsőfajú csúcspontok, a melye
kig a görbe leszáll, a melyektől kezdve pedig ismét emelkedik.

Minden más helyen y' véges és meghatározott, pozitív vagy 
negatív, a mint t a 2^ és (2A:-|-1)^, vagy pedig (2A;+1) ,-r .és 
(2^+2)^ közt fekszik. E szerint a görbe a <ikrz...^k+l)rn 
intervallumokban emelkedik, a (2&-I-1) rn... (2fc+2) rn inter
vallumokban leszáll. Már ebből is világos, hogy az x — (2 k +1) rn 
helyek felső tetőpontok. Itt ugyanis y' = 0, a második differencziál- 
hányados pedig — , negatív. A második differencziálhányados
mindig véges és meghatározott negatív szám, kivéve az x = 2knr 
helyeket, hol azonban a görbének csúcspontja van, tehát a második 
differencziálhányadosnak nincs is értelme. A görbe két-két csúcs
pontja közt mindig alúlról nézve concav.

Jegyezzük meg végre, hogy az x + 2Ar--nek a k bármely 
egész számú értékénél ugyanazon y felel meg; a görbe tehát végte-

1 __COS. .1* * Hogy e határérték végtelen, azt a lim.-------- r-— közönséges tár- 
—q .U “ SÍD. X

gyalása, mint határozatlan alaké közvetetlenül mutatja; az előjelre vonat
kozólag csak megjegyzendő, hogy ama kifejezés mindig pozitív vagy mindig 
negatív, a mint /I t pozitív vagy negatív; t. i. mindig | J t| > | sin. J t|; a 
nevező előjelét tehát At adja meg, míg a számláló természetesen pozitív.
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len sok egymásmellé rakott kongruens darabból áll, a mi végre a 
34. ábra alakját adja.

116. Ide csatoljuk még néhány néha használt kifejezés magya
rázatát. A görbe valamely pontjában megszerkesztvén az érintőt és 
a normálist, ezek — általánosságban, ha t. i. egyikük sem párhu
zamos az X-tengelylyel — az X-tengelylyel együtt háromszöget 
adnak, melyben az érintő és a normális által képezett oldalokat 
is tangensnek és normálisnak szokás nevezni. Ha az X tengelyt 
alapnak tekintjük, e háromszög magassága az érintési pont ordiná
tája y. Az elemzett háromszög ezáltal két derékszögű háromszögre

lesz fölböntva, melyekben a harmadik oldalt (t. i a tangens, ill. nor
mális projekczióját az X-tengelyre) subtangens, ill. subnormálisnak 
nevezzük.

A mellékelt rajzban

Tg. = PA, Nm. = PB, Sbtg. = AM, Sbnm. = MB

Minthogy még tg. a = g', e háromszögek közvetetlenül föloldhatók. 
T. i. az előjel mellőzésével:

Tq. — 11 1 Sbtg. —
./ y > J y'

Nm. = g |/1 + y'3, Sbnm. = yy'.

Az előjel természetesen attól függ, hogy e vonaldarabokat mily 
irányban veszszük. Különben ezen elnevezéseket csak teljesség ked
véért, mint régebben többet használtakat, említjük föl. E tisztán 
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a választott koordinátarendszertől függő vonalhoszszak semmivel 
sem járulnak az illető görbe jellemzéséhez.*

* E tárgyalások végén nem lesz fölösleges külön kiemelni, hogy e 
geometriai vizsgálatok itt csak mint a differencziálszámítás elemeinek egy
szerű alkalmazásai találják helyüket. Hogy ezek még nem adják az illető 
problémák kielégítő analitikai megoldását, az már a definiczióknak (p. érin
tés) formális, nem geometriai tartalmából és a specziális koordinátarend
szer választásától függő eredményekből is világos. így például azon körül
mények, hogy az ábrázoló függvény kivételes viszonyokat mutat, mert az 
érintő az A'-tengelyre merőleges, hogy p. már a kör vizsgálatánál ezt az 
egyszerű alakot két (egyértékű függvényeknek megfelelő) darabra kell föl
bontani, — mind már arra utalnak, hogy az előadott módszerek nem a pro
bléma természetének megfelelők. Az analízis módszereinek további kifejté
sével az ide tartozó geometriai problémák is rendszeresen lesznek még tár
gyalandók. Különösen a görbület elméletére nézve megjegyzendő, hogy 
az ívhossz, tehát a határozott integrál ismerete nélkül, annak még föl
adata sem fejthető ki a kellő világossággal.



HARMADIK SZAKASZ.

AZ ELEMI FÜGGVÉNYEK ELMÉLETE.

I.

Raczionális egész és tört függvények.

Az algebra alaptétele.

117. Ha a g(x) n-edfokú egész függvénynek értéke az a helyen 
nem 0, akkor mindig lehet egy a-\-h helyet meghatározni, melyen:

\g(a + /0|<|/7(«) |-
Ha g(xyet kifejtjük az a környezetében, mindenesetre:

i.k in
gla + h) = g{a) + g'(a) y + ... + + • • • + fnKa) •

Esetleg lehetséges, hogy g'(a), g"(a),... eltűnnek. Ekkor 
van egy első érték e sorozatban fk) (a), mely nem 0 ; mert ha 
g'(a'),.. . g{n\a) mind eltűnnek, akkor g(x) mindig egyenlő 9(a)-val, 
azaz állandó, mely eset természetesen kezdettől fogva kizártnak 
tekintendő. Ezt tekintetbe véve :

g(a + h) _ t hk £
g(a) ' '/(«) A! ' g(a) (k + 1)1 f • • • i" g(a) w|

= 1 + C hk (1 + Ct h + ... + Cn-k hn~k)

hol a C, Cu... Cn-k állandók és C nem 0.
Ha ht a

Chk = — 1

egyenlet egyik megoldása, akkor t alatt pozitív állandót értve, C hk 
mindig negatív, ha

h = hí t.
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A zárjelben álló kifejezés:

1 + c. ht t + C, . + Gn—k tn-k 

a t egész függvénye és a t = 0 helyen 1; tehát 1 -f- y>(t) alakban 
irható, hol lim. <p(t)= 0. E szerint

í=0

'/(a + í) 
?(«)

Minthogy lim. ^(t) = 0, és

még:
lim. ^(0= 0, lim. ^(0= 0, 

és végre:

i ~ r=c - <1+«m<+= 

= 1 — t* [2 + <*((! + ?,(())“+ ^(o8)]

Ha t elég kicsiny, a zárjelben álló kifejezés tetszőleges közeljut 2-hez 
és így az 1 -bői levonandó érték pozitív, de egyszersmind, ismét ha t 
elég kicsiny, 1-nél kisebb. Tehát

I g(a 4- hí t) p ,
I 9W |"

Ugyanez áll ekkor a négyzet jele alatt álló kifejezésre is és így 
csakugyan:

\g(a + /?)|<^(a)|

ha hol hi a Chk =— 1 egyenlet megoldása és t elég kis
pozitív valódi tört.

A levezetett eredményből közvetetleniil áttérhetünk az algebra 
alaptételére, mely szerint minden algebrai egyenletnek van (valós 
vagy complex) gyöke.

E tétel természetesen úgy is fogalmazható, hogy van egy hely, 
melyen a g(x) egész függvény értéke 0.

A [(/(Ír)| értékeinek mindenesetre van alsó határuk; azaz egy 
G érték, melyre nézve mindig
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és egyszersmind mindig vannak, bármicsoda pozitív szám is dn> oly 
xn helyek, hogy

G <)</(«„) | + dn.

A tárgyalást ugyanis azon x-ekre szoríthatjuk, melyekre nézve 
|íc|<.R, hol R azon föltételből van meghatározva, hogy |p(ü) | na
gyobb maradjon a szabadon választott a-nak megfelelő |p(u) |-nál, 
ha |a>|>jR. (Lásd I. r. 39. czikk), melynek tárgyalása szóról szóra 
átvihető complex változó és complex együtthatók esetére). Ha p(«) 
nem 0 — a mely esetben tételünk már is helyesnek bizonyult volna 
— az | x | < R föltételnek megfelelő g(x) értékek véges tartományt 
alkotnak, és a |p(a:) |-eknek a 4. czikk értelmében csakugyan van 
alsó határuk, G, mely természetesen | 7(a)|-nál kisebb.

De ebből ismét következik, hogy G = 0; mert ha G a 
O-tól különböző, pozitív szám, akkor van egy h érték úgy,, hogy 
lg(x+h)l<lg(x) 1= G, azaz G nem volna a |/7Úr)| értékek alsó 
határa. Minthogy G=0 és van egy x hely, hol </(a:) = G, végre 
tehát látni, hogy csakugyan van oly x, melyre nézve g(x) eltűnik.

118. Legyen

g(x) = xn + Ai x"-1 + ... + An,

és Jo nem 0, tehát g(x) n-edfokú egész függvény; ha most al oly 
érték, hogy g(a1)=0, akkor g^-et kifejtve az aj környezetében:

<7(z) — ~ i ~ + • • • +

= (x—a^g^x),

hol g^x), mint közvetetlenül látni, n — 1 -edfokú egész függvény, 
,/n\agmelyben az n — 1-sö hatvány együtthatója ,1 ugyanaz, mint 

az n-edik hatványé g(x)-ben, t. i. Ao.

A g^x) függvényre nézve ismét találni egy helyet, melyen 
és tehát

g^x^x— a^g^x), 
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hol g^x) ismét n — 2-edfokú egész függvény és a legmagasabb hat
vány együtthatója Au. Ezen eljárás folytatásával végre

gn-t(x)=(x — a„_i) gn-i(x), 
hol

gn-i(x)= Anx + B = Ao (x — «„)

ha a </,j_1(z)= 0 egyenlet gyökét (---- ) ismét «w-nel jelöljük.

Ezen eredmények összeállítása adja az n-edfokú egész függ- 
cenynek gyöktényezőkre bontott alakját:

g(x)= Aoxn + Ai x’1-1 + ... + An =

— Aq (x ai) (X aA • • • (X a^),

mely újból mutatja, hogy ai, a^,... an a g(x) = 0 egyenlet gyökei 
és hogy más, az a számok sorozatában nem foglalt érték nem lehet 
a g(x) = 0 egyenlet gyöke. Mert ha x e számoktól különbözik, 
minden szorzó a O-tól különböző, tehát a szorzat, g(x) sem lehet 0.

Ha az a helyen nemcsak g(x), hanem g'(x) is 0, akkor a a 
g(x)= 0 egyenlet többszörös gyöke; pontosabban « az egyenlet k-szo- 
ros gyöke, ha g(a), g'la),...^k~l\a) eltűnnek, ellenben g^k\aj a 
O-tól különbözik.

Ha a a g(x) = 0 egyenlet fc-szoros gyöke, akkor g(x)-A az a 
környezetében kifejtve:

<J^ = g<k\a) + • - + g^(a)

=(x — a)k gn—k(x)

hol gn-k(x) az z-nek n— /í-adfokú egész függvénye. Ellenben 
ekkor nem lehetséges, hogy:

g{x) = (x — a)k+i gn-k-i (x)-,

mert a mint a differencziálás ezt közvetetleniil mutatja, ekkor gá^ja) 
föltevésünk ellenére szintén 0 volna.

Az első alakban tehát gn-k(x) az a behelyettesítésné nem 0; 
mert különben

gn-k(x)=(x — a) gn-k-i («) 
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volna és gn_k(f) e részletes alakja, a í/(a:)-be behelyettesítve, a lehe
tetlennek bizonyított (x— gn~t—i(a:)-hez vezetne.

Ha tehát a az egyenlet k-szoros gyöke, az at, at,.. .an soro
zatban pontosan k szám egyenlő a-val és az x — a gyöktényező a 
k-adik hatványon fordul elő. Hogy több, mint k szám nem lehet 
a-val egyenlő, azt az előbbiekből tudjuk. Ha kevesebb mint k szám 
egyenlő a-val, akkor

g(x)=(x — af gn-kdx) (k'< k)

és a gn-k'(x)— 0 egyenletnek többé a nem gyöke, azaz gn—kda) 
nem 0. De ekkor g{k'\a) már nem volna 0 és tehát a nem is k-szo
ros gyök.

Ebből látni, hogy a gyöktényezőkre bontott alak a számítás 
menetétől független. Mert ha

aj, ag,..., ar

az aj,... an sorozatban előforduló különböző számok, ama szorzat
ban csak az (x — aj),... ,(x — ar) tényezők fordúlhatnak elő, még 
pedig ha ai, a^,..., ar általános ki, k^,..., k,-szeres gyök ponto
san a k\, ki,..., &r-edik hatványon. Tekintettel a többszörös gyö
kökre az egész függvény gyöktényezőkre bontott alakja még :

g(x) — A0(x — ai)k' (x — ...(x — ar)k',

hol ai, at,..., ar most már különböző számok és ki-\-kt~\- ...-\-kr=n.
Ha a gyökök megszámlálásánál minden gyököt annyiszor olva

sunk, a hányszoros gyöke az egyenletnek, akkor minden n-edfokú 
algebrai egyenletnek n gyöke van, hol a megolvasás módja épen úgy 
lett megállapítva, hogy a tétel fogalmazásába ne kelljen kivételes 
eseteket fölvennünk.

Minthogy a akkor és csak akkor a g(x)= 0 egyenlet többszö
rös gyöke, ha g(a) és g'(a) zérus, a többszörös gyökök föllépését még 
a következő tételben jellemezhetjük:

A g(x)= 0 egyenletnek csak akkor van többszörös gyöke, ha 
a g(x)—0 és g'(x)=0 egyenleteknek van közös gyökük. A g(x)=Q 
és g'(x)=0 egyenletek minden közös gyöke a g(x)=0 többszörös 
gyöke; még pedig, ha a a g(x) = 0 k-szoros gyöke, ugyané szám a 
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g'(x)=O egyenletnek k—1 -szeres gyöke. Az a helyen ugyanis 
^'(^)’nek &— 1-edik differencziálhányádosa az első, mely nem 0.

Ha k = 1, az a a második egyenletben O-szoros gyök, azaz 
nem gyök.

Jegyezzük meg még itt, hogy ha g(x) minden együtthatója 
valós és a—p + qi a g(x) = 0 egyenlet k-szoros gyöke, akkor a 
conjugált értéke fi = p — qi szintén a g(x)=0 egyenlet k-szoros 
gyöke.

Ekkor ugyanis minden x-re:

gtf) = (x — p — qi}k gn-kW-

vagy ha a gn—kto-ben az együtthatók valós és képzetes részét elkülö
nítjük :

g(x) — (x — p — qi)k (g^-klx) + ign-k(x))

Ha itt a jobboldalon — x-et valósnak véve — "a valós és képzetes 
részt elkülönítjük, az /-vei szorzott rész az x egész függvénye, mely 
az x minden valós értékénél 0, mert ekkor g(x) képzetes része 0; de 
az ily egész függvény minden együtthatója 0. Ha pedig i helyett 
— í-t írunk, csak ezen azonosan eltiinö egész függvény előjele Vál
tozik, azaz a kifejezés változatlan marad és így csakugyan:

g(x)=(x — p + qi)n ^n-^xj — ign-k^)).

119. Ha a g(xj = 0 egyenlet összes gyökei meg vannak adva, 
minden gyöknek többszörösségi fokával együtt, akkor a g(xj egy 
szorzási állandó mellőzésével teljesen meg van adva; az előbb hasz
nált jelzések alkalmazásával:

g(x) = C(x — ...(x — ar)kr.

Az így keletkező egyenletek — mint ilyenek — teljesen iequivalensek. 
A g(x), mint függvény, teljesen meg van adva, ha adva van értéke 
egy egyéb i helyen. Ha g(3) = B, akkor x helyébe ,f-t téve:

B = C fi — ai)*' ...{d —

a mi megadja a C értékét. Minthogy 3 nem gyök, B nem lehet 0, 
és így természetesen C sem 0.
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E fejtegetésből is következtethetünk arra, hogy ha valamely 
q(x) függvénynél több mint n érték van, melynél g(x) zérus, akkor 
g(tf) azonosan eltűnik, azaz minden együtthatója zérus. Mert ekkor 
épen C zérus volna. Különben ezen eredmény csak specziális esete 
a következő fontos tételnek:

Mindig létezik egy és csak egy n-e.dfokú egész függvény, mely az 

n + 1 (különbözőJ helyen a tetszőlegesen választott

yo, yi, y^,---,yn 
értékeket veszi föl.

Hogy ily függvény van, azt a Lagrange interpoláczió-képlete, 
mely e függvényt megadja, közvetetlenül mutatja. Ez a következő:

__  (j ——.Cn) . G —x0)G —.ca)...(j —xn) | |

(.c .rfj—G .rn) ^...G ^n j)
Gíxi—i)Gi 'cn) ~^n—1)

hol az y, szorzójában a számláló a

n
n(i\x—xm)

szorzat az x— Xi tényező kihagyásával, a mire az i jelző figyelmez
tet, ép ily jelzéssel a nevező pedig n^lxi—xm). Ha tehát x = x„ 

m=Q
minden tag elesik, kivéve azt, melyben y, előfordul és ennek együtt
hatója akkor az egység.

Hogy több mint egy, e föltételeknek megfelelő egész függvény 
nincsen, szintén könnyen belátható. Ha p. g(x) és G(x) ilyenek, 
akkor g (x) — G (x) szintén n-edfokú egész függvény, mely az 
x0, Xi,..., xn helyeken, tehát mindössze n + 1 helyen 0 lesz. De 
akkor kell hogy, g(x)— G(a;)-ben az x minden hatványának együtt
hatója zérus legyen, vagyis hogy g(x) és G(a:)-ben az egyenlő hat
ványok együtthatói egyenlők legyenek. De ekkor épen g(x) és G(x} 
azonos függvényalakok.
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120. Ha a g(x) w-edfokú egész függvényt először az x fogyó 
hatványai szerint rendezett alakban és másodszor gyöktényezőkre 
bontott alakjában Írjuk:

g(x)= Aoxn + Hí x"-1 +... +Ak xn~k + • • • + An,

g(x) —A0(x — aO (a: — a2) ...(x — an),

akkor e két kifejezés az x minden értékénél azonos; ha tehát a szor
zatalakban a szorzást végrehajtjuk, kell, hogy az x különböző hat
ványainak együtthatói ugyanazok legyenek, mint az első alakban. 
Ezen összehasonlítás a következő képletekhez vezet, melyek a g(x)—0 
egyenlet gyökei és együtthatói között fönnálló kapcsolatra nézve igen 
jellemzők:

A^a^-A^
1 aiai — At,

Ao^'a, .. ak = (— Ak,

Ao ai a3.. ,an =(— 1)” An.

Itt a A«i «a... ak jelzésnél az összeg jele kiterjed az ab a±, .. >, an 
elemeknek minden /c-tagú kombinácziójára, melyek az összeadásnál 
azután szorzatoknak tekintendők. Avval, hogy az összeg jele alatt 
kiírjuk az első ily kombinácziót, az egész összeget jellemezzük.

Hogy csakugyan (— l)k Ho 2'ai a*... ak az xn~k együtthatója, 
arról könnyű meggyőződni. Hogy ugyanis a szorzat oly tagjához 
jussunk, melyben xn~k előfordúl, n — k tényezőben veendő x és k 
tényezőben a második tag, a mi csakugyan az a-k közül bármely 
k elemnek szorzásához vezet, mindig a (— 1)k együtthatóval. Hozzá
lép még végre az elől álló Ao tényező.

A most fölirt képletek baloldalán föllépő kifejezéseknek egy 
igen nevezetes sajátságuk van. Ha t. i. bennök az

«i, ,..., an

elemeket rendre fölcseréljük az

«í,, «Í„, • • •, ain

elemekkel, hol it, i>,... inaz 1, 2,...n bármely permutácziója, 
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akkor az illető kifejezésnek még alakja sem változik. Minden kife
jezést, melynek e tulajdonsága van, az «i, a®,... an-re vonatkozólag 
szimmetrikus kifejezés. Mint e helyen már nem tárgyalandó — a 
szó szorosabb értelmében algebrai—vizsgálatok kiinduló pontját meg
említjük még azon fontos tételt, hogy minden raczionális egész kifeje
zés, mely az aj, a* ,... «m-re vonatkozólag szimmetrikus, mint épen 
a fönt bevezetett kombinatorikus összegek raczionális egész kifejezése, 
tehát egyszersmind mint i1 , 42 ,..., 4" egész kifejezése irható.

* Közvetetlenül látni, hogy ez nem más, mint azon eljárás jellem
zése, mely az elemekben, mint az ív fogyó hatványai szerint rendezett kife
jezések osztása szerepel. Az egyes lépéseknél ott csak Bo jut a nevezőbe; 
a «hányados» és ? maradéka együtthatóit a Bo kellő hatványaival szorozva, 
itt mindjárt megszabadítottuk e nevezőtől.

Mz egész függvény ele oszthatósága.

121. Legyen

g (x)= Aoxm + Mi xm~l + • • • + Am, 
gi(x) = Bq xn + Bi xn~l +.. • + Bn,

két m-ed, ill. n-edfokú egész függvény és m'^n akkor mindig lehet 
egy csak egy az n-ediknél alacsonyabb fokú r(x) egész függvényt 
meghatározni, úgy hogy azonosan:

Bo^^ g(x) = gi (x) q(x) + r^x).

hol q(x) is azután egy bizonyos egész függvény, melynek foka mindig 
m — n. Ha m = n, akkor q(x) állandó. A q(x) és r(x) együtthatói 
a g(x) és g^x) együtthatóiból csupán összeadás, kivonás és szorzás 
által keletkeznek, azaz ezen együtthatókból képezett egész kifejezések. 
(Ha tehát g(x) és g^x) együtthatói egész számok, a q(x) és r(x) 
együtthatói is ilyenek.*)

Hogy először is q(x) fokának meghatározása helyes, könnyen 
belátható. Minthogy ugyanis m^n, a jobboldal akkor és csak akkor 
kezdődik az rr-nek épen m-edik hatványával, ha q (x) az «-nek 
m — n-edfokú egész függvénye, a föltétel szerint legfölebb n — 1 -ed 
fokú r(x) t. i. semmi esetre sem tartalmazza az xn-t.
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Hogy e meghatározás mindig és csak egy módon lehetséges, 
azt az ú. n. «osztása végrehajtása mutatja, mely pontos fogalmazás
ban nem más mint elsőfokú egyenletrendszer megoldása.

Ha ugyanis részletesen:

</(«) = Koxm~n + Ki + .. . + K x’^-i + ... + Km-n, 

akkor kell, hogy
r(x)= Bo~n+1 g(x) —gt(x) q(x)

=B^+\A&m+...+A*)—(Boxn+...+B„^ Koxm-n+...+Km_n) 

rendezése után az xm, xm~í,... ,xn együtthatói mind egyenlők 
legyenek O-sal. Ezen követelés a következő egyenletrendszerhez 
vezet:

Br"+1Jo = B0K0,

Brn+i Ai ^BiKo + B, Ki,

Bq1 ”+1 Az = Bt Ko + Bt Ki + Bo Ka,

B'q n T1 A/ = Bi Ko + Bi—i Ki + ... + Bo Ki,

Bo + Am—n — Bm—n Ko + Bm—n—1 ^1 + • • • + Bo Km—n.

Minthogy Bn nem 0, ezen egyenletek csakugyan meghatározzák 
egymásután Ko, K{,... Km—n-et, még pedig mint az A és B együtt
hatók egész kifejezését. Az egyenletrendszer determinánsa ugyanis 
B'o "11, és így az ismeretlenek általános meghatározásánál, ha a 
számlálóban e determináns egyik oszlopa helyett a baloldalon álló 
tagokat Írjuk, minden tagból, tehát a determinánsból is kiemelhető 

jgy végre a Ki alakjából a Bq~"+1 nevező is eltávo
lítható.

A K együtthatók e meghatározása után végre r(x) szintén 
meghatározott egész függvény, mely .r-nek legfölebb n— 1-edik hat
ványát tartalmazza.

122. A gyakorlatban ezen osztás igen gyakran azon esetben 
végezendő mikor

g^x) = x — «;



AZ EGÉSZ FÜGGVÉNYEK OSZTHATÓSÁGA. 593

ekkor Bo = 1, Bt=— a, n=l, és így a q(x) meghatározására szol
gáló egyenletek lesznek:

Ao — Ao
A\ i=Al+aK0 =

A/ — AiA~a Aí—i

Km—i — Am—iA~aK.m—t;

valamint végre ekkor r(x) O-odfokú egész függvény, azaz állandó, 
még pedig :

/■ — Am + a Am—i.

Minthogy ekkor az x minden értékénél:

9(x) — (x — a) q(x) + r, 

az x helyébe a-t téve, még látni, hogy:

r = 9 («)•
Ez igen egyszerű számítási módhoz vezet, az ú. n. rövidített 

osztáshoz; ha t. i. sorba írjuk az Ao, Ax,... Am együtthatókat, ak
kor a q(x) hányados együtthatói, az a: — a osztó esetében következő
kép keletkeznek. Az első együttható Ao, ezt megszorozzuk a-val és 
hozzáadjuk Mj-t, ekkor keletkezik ; ezt megszorozzuk a-val és 
hozzáadjuk J2-t, ez nem más mint Áú; és úgy tovább. Ha végre a 
hányados utolsó együtthatóját ismét megszorozzuk a-val és hozzá
adjuk Hm-et, még meghatározzuk az osztás maradékát, r-t. A szá
mítást legczélszerűbben a következő táblázat szerint rendezzük be :

1-^0 ’ ’ '^2 ’ • • ■ ’ Am—t , A ni
a IAq ’ Aj > > • • • > Am—i, | r

Czélszerü, ha a maradékot úgy mint az a táblázatban történt, külső
leg is elválasztjuk a hányados együtthatóitól.

Ha p. 9 {x) = 5z4 — x2+x — 2, és a — — 2, akkor:

_|5 , 0 , —1 , + I , —2
' —2| 5,-10 , ] 9 , —37 , | 72~

Kőnig: Analízis. I. 38
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A mi rövid összevonásban a kővetkező teljes eredményt adja :

5a;4— x2+x— 2 = (a:+2) (5a;8—10a;8+19a; — 37)4-72.

123. Ha a maradék r(x) azonosan 0, akkor amaz osztási 
eljárás eredménye:

Bot-”+1 gW = g^ q&),

és g^x) a g(x) osztója. Általánosan a g^x) egész függvény a g(x) 
egész függvény osztója, ha van egy második g^x) egész függvény, 
úgy hogy :

g& = gi Wg^j-

Ha ekkor a g^x) legmagasabb hatványának együtthatója Bo 
és g(x), ill. gjx) fokszáma m és n, akkor — mint előbb, okvetetle- 
nül in n, és

Bo~n+i gW = gfx) q(x),

ha t. i. q(x) = B™~n *1 g^x), tehát g/x) együtthatói ismét a g(x) és 
és gfx) együtthatóiból összerakott raczionális kifejezések.

Hogy g^x) a g(x) osztója legyen, arra tehát a szükséges és „ele
gendő föltétel az, hogy az előbb elemzett eljárás értelmében képezett 
r(x) egész függvény azonosan 0 legyen.

Ha g^x) a g(x) osztója, akkor Cg^x) is osztó; mert ekkor 
g^x) legmagasabb együtthatója BnC és megfelelöleg

(B0CV"~n+1 g(x) = Cgfx) Cm~n q(x).

A Cgfx) osztók — bármilyen állandó a C — nem lényegesen 
különböző osztók; egy ilyen mindnyájuk képviselőjének választható 
p. gfx). Minden állandó a g(x) függvény osztójának tekinthető; 
mert

gW = 1. g(x)

és 1 -gyei együtt C is osztó; az x-et nem tartalmazó osztók közös 
képviselője tehát az egység.

Ha gjx) a g(x) osztója, akkor, mint a g(x) — g^g/x) alak
ból köz vetetlenül látni, a gjx) = 0 egyenlet minden gyöke előfor
dul a g(x) = 0 egyenlet gyökei közt, még pedig e gyök többszörös- 
ségi foka a g^x^—O egyenletben nem lehet nagyobb mint a g(x)—0 
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egyenletben. Mert ha a g^x) és a ^2(a:)-et is fölbontjuk gyökténye
zőkre, a g(x) az ama gyöknek megfelelő tényezőt legalább is azon 
hatványon tartalmazza, mint g^xj. Az egész függvények osztható
sági viszonyainak elemzése nem kívánja meg az algebra alaptételé
nek ismeretét, vagy — gyakorlatilag kifejezve — a g(x)=Q egyen
let megoldását. Az erre vonatkozólag közbeszőtt megjegyzések az 
illető alakok jelentését más szempontból jellemzik; de, mi épen a 
gyakorlat szempontjából is fontos, minden ide vonatkozó számítás 
a g(x) = 0 egyenlet gyökeinek ismerete nélkül végezhető, és csak 
az első három alapművelet alkalmazását követeli.

Az egész függvények oszthatóságának elmélete, ha a nem 
lényegesen különböző osztóknak mindig csak egy képviselőjét vesz- 
szük tekintetbe, majdnem teljes analógiát mutat az egész számok 
oszthatóságának elméletével (I. r. 23. 1. és t.), és azért most elégsé
ges lesz, ezt egyes pontokban egész röviden vázolni. így p. épen 
úgy, mint az idézett helyen: Ha g^) osztójagix) és^(a:)-nek, akkor 
bárminő egész függvények G(x) és H(x), g^x) egyszersmind osz
tója g(x) G(x) + A^jH^j-nek. S. ú. t.

124. Két egész függvény közös osztója minden egész függ
vény, mely úgy az egyiknek, mint a másiknak osztója. Minden 
egész függvény osztója az 1, és evvel együtt bármely állandó. Épen 
ezért ezt az osztót nem is veszszük tekintetbe, hanem azt mondjuk, 
hogy a két egész függvénynek van vagy nincsen közös osztója, a 
mint van vagy nincsen oly közös osztó, mely az a;-nek igazi egész 
függvénye (nem 0-od fokú, azaz állandó).

Hogy a g(x) és h(x) egész függvényeknek van közös osztójuk, 
az tehát annyit is jelent, hogy a g(x) = 0, h(x)=0 egyenleteknek van 
közös gyökük.

Két egész függvénynek mindig meg lehet határozni ú. n. leg
nagyobb közös osztóját, azaz oly egész függvényt, hogy ennek min
den osztója a két egész függvény közös osztója, és megfordítva e két 
egész függvény minden közös osztója ama legnagyobb közös osztó
nak is osztója. Hogy a két egész függvénynek nincs közös osztója, 
az annyit jelent, hogy a legnagyobb közös osztó az egység.

Két egész függvény, g(x) és h(x) legnagyobb közös osztója igen 
egyszerű eljárás alapján határozható meg. Legyen a két függvény 
között g(x) az, melynek foka (m) nem kisebb a h(x) fokánál (rí).

38*
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Akkor — most csak h(x)-et írunk a 121. ez. ^(rrj-e helyett — lehet 
egy legfölebb (n—l)-edfokú rfx) és egy m—n-ed fokú q^x) egész 
függvényt meghatározni, úgy hogy :

«i g(x) = h^x) qt (x) + rt (x)

hol röviden at a h(x) legmagasabb együtthatójának kellő hatványát 
jelenti. De e képlet mutatja egyszersmind, hogy g(x) és qfx) minden 
közös osztója egyszersmind r^aO-nek is osztója, valamint h(x) és 
r^x) minden közös osztója egyszersmind osztója //(a:)-nek. Azaz 
g(x) és h(x) minden közös osztója egyszersmind közös osztója h(x) 
és Tj (.rj-nek; valamint megfordítva h(x) és rfx) minden közös osz
tója egyidőben közös osztója g(x) és A(rc)-nek. A probléma ilymódon 
egyszerűsítve lett; mert egy m- és egy n-edfokú egész függvény, hol 
m;> n, közös osztói helyett egy n-ed és egy legfölebb n—1-ed fokú 
egész függvény közös osztói lesznek meghatározandók. Ezekre nézve 
az eljárást ismételve :

a^ h{x) = rt (x) qt (x) + r3 (re), 
es újból:

a3 r^x) = (x) q3 (x) + r3 (re), 

aj n-^, (rr) = ri-i (x) q, (re) +17.

Ezen eljárásnál az Tt (re), rt (rr) , . . . egymásután legfölebb n—1, 
n—2,... fokú egész függvények. Legfölebb n, de esetleg kevesebb 
lépés után végre az illető r(x) 0-adfokú, azaz állandó lesz; a mit az 
egyenletekben úgy jelöltünk, hogy nem n (re)-et, hanem csak rj-et 
írunk, hol természetesen l^n.

Ha az x-et nem tartalmazó n maradékhoz jutottunk, a vizsgá
lat be van fejezve. Ha n nem 0, akkor g(x), h(x) legnagyobb közös 
osztója az egység. Mert minden közös osztójuk egyszersmind rí osz
tója, és ennek az x (valódi) egész függvénye nem lehet osztója.

Ha rí = 0, akkor ri—i (x) a g(x) és h(x) legnagyobb közös osz
tója ; mert g(x) és h{x) minden közös osztója egyszersmind n-* (X) 
és n-i (x) közös osztója és megfordítva. De ?7-i (rr) most az r^ (x) 
osztója; és így végre n-i (re) minden osztója r^ (re) és ri-i (re) kö
zös osztója; azaz ri—i (rr) a keresett legnagyobb közös osztó.

Az egész eljárás különben az algebra első elmeiből ismeretes; 
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de alapvető jelentősége miatt itt egészen pontos alakban volt fogal
mazandó.

Ha a g(x) és h(x) egész függvényeknek van közös osztójuk, a 
</(a;)=0 és h(x)=O egyenleteknek van közös gyökük és megfordítva; 
e közös osztók az n—t (x) osztói, azaz a glxj^O és h(x)=O minden 
közös gyöke egyszersmind az ri-i(x)=O egyenlet gyöke, és meg
fordítva az n~] (x) = 0 egyenlet minden gyöke a g(x)=0, h{x)=0 
egyenletek közös gyöke.

E szerint tisztán az első három alapművelet segítségével föl
állíthat juk azt az ri-ilx)=Q egyenletet, mely a g(x)=0 és h(x)=0 
egyenletek közös gyökeit és csak ezeket tartalmazza.

125. Ha g(x) és /z(A)-nek nincs közös osztója, akkor az

a, g(x) = h (x) qfx) + r^x), 
a^ h(x) = r^x) qfx) + rfx),

air^x^ ri-i(x)qi(x) + rt 

egyenletrendszerben n a O-tól különböző állandó és a fölirt egyenlet
rendszer az

|n|>0

föltétel hozzácsatolása után kijelentésére szolgálhat annak, hogy 
g(x) és fe(a;)-nek nincs közös osztója. Szorozzuk az összes egyenlete
ket a ^(a:) egész függvénynyel. Lesz:

ai g(x) ^(x) = h (x) q^x) + rja;) ^(x), 
a^h(x) ^(x)= rfx) qt(x) <j>(x) + rfx')^(x),

air^x) <p(x)— r^i(x) qdx) <p(x)+ r, <p(x).

Akkor g(x)<p(x) és h(x) közös osztói egyszersmind osztói r}(«)^(a:)-nek, 
tehát nfx) ^(a:)-nek is és úgy tovább, tehát végre még n ^(a;)-nek 
is. De rí állandó és így ri<j>(x) és ^(a:)-nek osztói ugyanazok 
Azaz:

Ha g(x) és h(x)-nek nincs közös osztója, akkor — ha ^(x) tet
szőlegesen választott egész függvény — a g(x) ^(x) és h(x) minden 
közös osztója egyszersmind <plx) és h(x) közös osztója.
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E tétel két fontos részletezése a kővetkező:
Ha g(x) és h(x)-nek nincs közös osztója, de h(x) a g(x) ^(xj-neik 

osztója, akkor h(x) a <[>(x)-nek is osztója.
Ha g(xj és h(x)-nek, valamint ^{xj és h^xj-nék nincs közös 

osztója, akkor g(x) <p{xj és hjxynek sincs közös osztója.
Ép ily egyszerűen látható még, hogy ha g(x) és h(x) legnagyobb 

közös osztója D(x), tehát

g(x)= D(xj G(x)

h(x)— D(x) H(x)

akkor G(x) és H(xynek nincs közös osztója. Mert ha ez p. D^xj 
és így

G(x)= D^x) G^),

H(x)= Dyx) H^x),

akkor g(x) és h(xj közös osztója volna D(x) D^x), mely D(.r)-nél 
magasabb fokú és tehát D(a:)-nek nem lehet osztója. De ekkor a 
föltevés ellenére D(x) nem is volna a g(x) és h(x) legnagyobb közös 
osztója.

126. Az ri—i(xj fölállítása adott egész függvényeknél a most 
elemzett úton történik legegyszerűbben; ha azonban csak azon kér
dés döntendő el, vájjon van-e a g(x) és /z(a:)-nek közös osztója, akkor 
az jobban eszközölhető egy másik, lényegében EuLER-től származó 
eljárás alapján.

Ha a
g(x)= Auxm + AiXm-' + ... + Am ,

h(x)= Boxn + Bt xn~' + ... -y B„

egész függvényeknek van egy elsőfokú közös osztójuk:

G(a:)= Cox + Ct,

akkor továbbá van egy m—1-edfokú g>(x) és egy n — 1-edfokú ^(a;) 
egész függvény, úgy hogy:

g(x)— G(x) <p(x), h(x)= G(x) <p(x), 

azaz végre azonosan:

g(x) ^(a:) = htxj <f{x).
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Ha tehát részletesen:

= Po x^ + P x”^ + ... + Pn-l

^x) = QqX^1 + Qt + . . . + Qn-l

akkor kell, hogy 7(3:) 0(x) és h(x) <p(x) minden együtthatója meg
egyezzek, azaz hogy ezen alakzatban :

Moxm + Hí xm~l +... + (Qo + Qi +• • • + Qn-J — 
— (B^ + Bt xn~r +...+ £„) (Pox"^ + P^x"^ + ... + P^ 

az x minden hatványának együtthatója 0 legyen. E föltétel a P és 
Q együtthatók meghatározására a kővetkező homogén elsőfokú egyen
letrendszert adja, melyben még a negativ előjelek elkerülése végett 
Pi-t írunk — P, helyébe :

................................................................  (A)
A, QnPAi-i Qi +• • -+-4o Qi + Bi Po+B^t P\P-. .pBnPi—0

-^0 Qo + Bq P'o =0

At Qo~hAo Qi + BtPó+B0Pi =0

^2 Qo+-4i Qi +A0 Qs -f- Bi PópBt PtpBoP<i = 0

AmQn—1 + BnPm—1 — 0

E rendszerben a közben álló (i+1-dik) sor az egyenletek álta
lános alakját adja, ha i = 0, 1,..., m + n — 1, és azon Ai, Bt 
együtthatók helyébe, melyekben a mutató nagyobb mint m, illető
leg n, egyszerűen 0-t teszünk; valamint azon Pi, Qi együtthatók 
helyébe is, melyekben i nagyobb mint m—1, illetőleg n—1, szin
tén 0-t teszünk; azaz ha még megállapítjuk, hogy:

^4m+i = Am+i = 0,...; Bn+i — 0, Bn^-i — 0,...

Pm = 0, Pm+i=0,...;Qn =0, Qn+i = O,...

Az egész rendszer m -f- n egyenletet tartalmaz, míg az isme
retlenek (a P-k és Q-ki száma ugyanannyi, úgy hogy az egyen
letek száma az ismeretlenekével megegyezik.

Hogy ennek a rendszernek legyen oly megoldása, melyben 
nem minden P és Q egyenlő 0-sal, kell hogy az egyenletrendszer 
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determinánsa 0 legyen. E determináns első oszlopában áll egymás
után Ho, Hí, • • ■, Am és azután zérusok, a másodikban 0, A&... Am 
és azután 0-ok; i-edik oszlopában az J0-t i—1 sorban 0 előzi meg, 
és az Am-et ismét csupán 0-ok követik. Ez így megy az n-edik osz
lopig, hol először n sorban áll 0, azután Ao, At,... Am. Egész 
hasonló törvény szerint vannak azután összeállítva a többi oszlopok 
a B együtthatókból, t. i. az n + /-edik oszlopban az elsöy — 1 sor
ban áll 0, azután Bo, Bt,... Bn, és ezekután ismét 0-ok.

E determinánst a g(x) és h(x) egész függvények resultánsának 
nevezzük; szokásosabb ezt oly alakban írni, melyben az oszlopok és 
sorok föl vannak cserélve. Ekkor:

Ao,At,...........,Am> 0 , 0........... 0
0 , Aq , At , , Am—t, Am, 0.........0 

0,0,0,.... Ao, At , Ai ... Am
B0,Bt,...................... Bn ,0 , ...0
0 B^, Bt................ Bn—t, Bn , ... 0

0 ................. 0 , Bo, Bt .........Bn

127. A resultáns eltűnése szükséges és elegendő föltétele 
annak, hogy a g (x) és h (xynek legyen közös osztója.

Ha ugyanis R a O-tól különböző, akkor a <p(x) és együtt
hatói meghatározhatók úgy, hogy

g (x) <p(x) — h (x) p(.x)= 1.

Ez ugyanazon (A) egyenletrendszerhez vezet, mint előbb, azon 
egyetlen változtatással, hogy az utolsó egyenletben a jobb oldalon 
nem 0, hanem 1 áll. Az egyenletrendszer most nem homogén; 
determinánsa R nem 0, és így a P' és Q számok egy bizonyos rend
szere, melyben nem minden P' és Q zérus, kielégíti az egyen
leteket. Van tehát egy g> és egy egész függvény, úgy hogy 
glx) <p(x} — h(x)<p(x) — 1; de ekkor g (x) és h (x)-nek nincs közös 
osztója; mert kellene hogy ez az 1 -nek is osztója legyen, a mi lehe
tetlen.

E szerint R eltűnése csakugyan szükséges föltétele annak, 
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hogy g (x) és /t(x)-nek legyen közös osztója. Hogy e föltétel elég
séges is, következőkép lesz belátható:

Ha e determináns 0, akkor az (A) egyenletrendszernek van 
oly megoldása, melyben nem minden P' és Q zérus. Ha P'o min
den megoldásban 0, akkor Qo is 0, amint az első egyenlet mutatja; 
ha ezenkívül Pj is minden megoldásban 0, akkor a második 
egyenletből látni, hogy ekkor Qi is minden megoldásban 0, és úgy 
tovább. Legyen tehát Pj és Qr az első ismeretlen pár, melynek va
lamely megoldásban a O-tól különböző értéke van. Minthogy nem 
minden P' és Q zérus, mindenesetre találunk megfelelő r-et. Ek
kor a P' és Q számok alatt e megoldásokat értve:

Uö Xm + . . . + Am) (Qr X”-^ + .. . + Qn-i) =

= (Bo Xn+ •.. +Bn) (Pr Xm~l~r + . . . + Pm-i) 

azaz g (x) és h (x), <f> (x) és (x ’ fokszámai pontosan:

m, n, m — 1 — r, n — 1 — r 

hol r pozitív egész szám vagy 0, és azonosan:

g (x) <}< (x) = h (x) <p (x).

De ekkor g (íc) (a;) osztható h (a:)-szel, de ha g (x) és /t(o:)-nek 
nincs közös osztója, akkor (125. ez.) kellene, hogy <p(xj osztható 
legyen h (x) minden osztójával; tehát h (a:)-szel is; ez azonban lehe
tetlen, mert h (x) magasabb fokú egész függvény mint (xj. A g (x) 
és h(x)-nek van tehát közös osztója és a legnagyobb közös osztó leg
alább is r-\-\-edfokú. Mert ha ez Dp(x) p-edfokú volna, úgy hogy

g (x) = Dp (x) gm-p (x), 

h (xj — P)p (xj hn—p (xj, 

akkor az előbb fölirt egyenletből volna

gm-p (xj (xj = hn -P (xj <p (xj,

melyen ugyanazon következtetést ismételve mint előbb, kitűnnék, 
hogy gm-p ($) és hn—p (a:)-nek nincs közös osztója, hn—p (xj osztója 
volna (a:)-nek, a mi lehetetlen, ha p < r + 1; mert ekkor az 
n—p-edfokú hn—p osztója volna az n — r—1-ed, tehát alacso
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nyabb fokú (a;)-nek. Tehát gm_p(x) és hn_p («)-nek vau közös osz
tója és Dp (a;) nem lehet a g (x) és h (x) legnagyobb közös osztója.

A determinánsok elméletében kifejtett elvek segítségével ebből 
levezethetők azon föltételeknek definitiv determináns-alakja, melyek 
szükségesek és elegendők arra, hogy a g (x) és h (x) legnagyobb 
közös osztója pontosan r -|- 1-edfokú legyen; erre azonban e helyen 
nem térünk át.*

A g(x) ésg'^x) resultánsát a g (x) discriminánsának nevezzük : 
e szerint a discrimináns eltűnése a szükséges és elegendő föltétel 
arra, hogy a g (x) = 0 egyenletnek többszörös gyöke legyen.

így példáúl az általános harmadfokú egyenletnek:

Aq Xs -f- Aj X2 -f- At x -f- A3 = 0 

akkor és csak akkor van többszörös gyöke, ha discriminánsa eltűnik, 
azaz:

Ao Ai A^ Ab 0
0 Ao At Aj a3

őAo 2At Ai 0 0 = 0.
0 3J0 2At Aj 0
0 0 3H0 2Ai A>

A harmadfokú egyenletet igen gyakran az 

xs + p x 4- q = 0 

alakban tárgyaljuk; ekkor discriminánsa, mint az

Aq — 1, Aj = 0, At = p, Ab — q 
helyettesítés a determinánsban mutatja: ips— 2 7 q2.

Raczionális tört függvények.

128. A raczionális tört függvény két raczionális egész függ
vény hányadosa: Ha G (x) és H (x)-nek vau közös osztója,
és példáúl legnagyobb közös osztójuk D (x), úgy hogy

G (x) = D (x) g (x),

___ H(x) — D (x) h (x),

* Lásd erre vonatkozólag példáúl Baltzer, Theorie und Anwendung 
dér Determinanten, i. kiadás, 107. oldal.
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és így a g(xj és h (a:)-nek nincs többé közös osztója, akkor a és
Ű (c) • • W

jraczionális függvények azonosak, azaz értékük minden helyen
megegyezik, ott t. i. hol D (x) zérus lesz, és így -nél a direkt 

0 G G)helyettesítés alakot adna, a yj-- határértéke ugyanaz, mint
<7 (^) J
' ' -é. Minthogy pedig minden helyen, a hol a helyettesítés nem 

végezhető, a függvény határértéke veendő a függvény értékének, a
G G) .
HW e8 ■-' függvények értéke (esetleg oo) minden helyen meg-
egyezik. E szerint a / 

Ha megfordítva '

, - egyszerűsített, redukált alakja.

és azonosak, hol g(x) és h(x)-nek 
már nincs közös osztója, akkor mindig van egy D (a?) egész függ-
vény, úgy hogy:

G (xj = D (x) g (xj, H(x) = D (x) h (xj.

Mert akkor azonosan

G (x) h (x) = H (x) g (x);

tehát G (x) h (x) osztható g («)-szel; míg g (x) és h (x)-nek nincs 
közös osztója; azaz G (x) osztható 7(x)-szel, vagyis

G (x) = D (x) g (x) 

és természetesen, minthogy
GG) = H G) 
n G) h G) ’ 

egyszersmind
H(xj — D (x) h (x).

Ha a számláló alacsonyabb fokú, mint a nevező, a raczionális 
függvényt valódi tört függvénynek nevezzük. Közvetetlenül látni, 
hogy ennek határértéke 0, mikor lim. x — oo ; ellentétben az egész 
függvénynyel, melynek határértéke ekkor oo.

Minden nem valódi tört raczionális függvény mint egész függ
vény (esetleg állandó) és valódi tört függvény összege irható. Ha t. i.

G(xj — H (x) Q (x) + R (x)

hol R(x) a H(x)-nél alacsonyabb fokú, akkor
G G) 
HG)

— QW + ■
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A legegyszerűbb egész függvénynek C(x — a)k, mely csak az 
a helyen 0, és csak a oo-ben végtelen, megfelel mint legegyszerűbb 
tört függvény 1 h , mely csak az a helyen lesz oo, és csak a 
oo-ben zérus.

129. Minden valódi raczionális függvéng fölbontható par
cziális törtek összegére ; hol a parcziális törtek alatt - —alakú 
tagok értendők.

Legyen az adott tört függvény , hol g (x) a h (a:)-nél ala
csonyabb fokú, és h(x) gyöktényezőkre bontott alakja:

h (aj) = C {x — a)a (x — by.. .(x — ky.

Akkor mindig lehet az A állandót úgy meghatározni, hogy

9 (aQ Ao ny (x) 
h (a:) (a- — a)« fi (x)

x — a

hol az x — a gyöktényező eltávolításánál keletkező egész 
függvényt jelenti, és ennek foka ismét gt (a;)-énél nagyobb. Erre 
ugyanis szükséges, hogy e raczionalis függvénynek

q(x)— Ao , J ' (x — a)"
A (a-)

számlálója is x — G-val osztható legyen. De a azon egész
függvény, mely /i(a:)-böl az (aj—a)“ tényező eltávolításánál kelet
kezik, és így ha J0-t a következő egyenletből határozzuk meg:

g (a) = Jo (

a számláló 0 lesz, ha x = a, tehát csakugyan aj — a-val osztható. 
Ha ezen eljárást a

9y ( A 
h (aj

függvényen ismételjük, ismét kivehető az 
és marad egy

1 parcziális tört,

9? W 
n(x) 
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tört függvény és ú. t.; míg végre oly raczionális függvényhez 
jutunk, melyben a nevező az x— a gyöktényozöt nem tartalmazza. 
Ekkor áttérhetünk az (x — fc^-nek megfelelő parcziális törtek 
kiemelésére; és úgy tovább, míg végre a még szétbontandó raczio- 
nális függvény alakja lesz

/(*) 
(x-ky

ha t. i. a C-t még a f (a:) együtthatóiba foglaljuk. De a f (x) a 
z-iknál alacsonyabb fokú és így k környezetében kifejtve, lesz:

r (x) = Ko + Ki (x — k) + Kt(x — k)2 + ... + Kx-i (x — ky-1;

tehát végre:

/1,1 Ab . Ki . , Kx—i
(x — k)* — (x — k)* (x — ky-i .c — k'

Ily módon a valódi tört raczionális függvény parcziális tör
tekre bontott alakja:

y_k) _ do . di , _ dq-i
h(x) («—a)“ ' (x— a)“—1 ' ' x — a

। Kp 111 . Bp—i
+ (x — W + (.1- — b)?-l +•••+ x—0 + (P)

130. A valódi tört raczionális függvénynek parcziális törtekre 
bontott alakja általánosságban meg lévén állapítva, a gyakorlatban, 
midőn egyes függvények ily módon kifejtendők, a számítás az A, 

B,... együtthatók meghatározására szorítkozik. Ez kész képlet 
segítségével történik, melyet a raczionális függvény kifejtett alakjából 
könnyen levezethetünk. Ha ugyanis (P)-ben (x — a)“-val szorzunk, 
lesz:

—— —Ap +Hi (x— a) (x — a)2+-. • Aa—i (x — a)“—1 +
— a)“ + (x — ay Ra (x)

hol Ra (x) oly raczionális függvény, melynek nevezője az a helyen 
már nem 0, tehát differencziálhányadosai is ugyanily raczionális 
függvények. És ebből, ha k < a,
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I —TTŐ}—I — + (^ + 1) • • • 2^+1 (x — a) + • • •(] l'h I " '•’ / I
\ (« — a)“ /

+ (a—1) (a—2)... (a—k) (x—a)-^ + ~^^x—a)'‘R„(x^ 

a mi akkor is érvényes, ha k=0. (Természetesen ismét 0! = 1).
Az (x—a)“ Ra (x) &-adik differencziálhányadosa részletesen 

kiírva:
(«—«)“ Rk\x) + ( i ) « (x—a?-1 R^-" (x) + ... +

+ a (a—1)... («—k) (x—a)“~k Ra (x)

tehát ha k < a, és x — a, nem más mint 0. E szerint:

^-^\] = k'-Ak
\ (® — a)« ' Ji=«

(1.)

meghatározza az Ao, Ah ... Au_i együtthatókat. Képletünkben 
a h(x)-böl az (x — a)“ tényező eltávolításánál keletkező 

egész függvényt jelenti.
Minthogy a a h(x) = 0 bármely gyökét jelenti, épen úgy lesz:

és a többi.
Gyakori alkalmazása miatt külön kiemeljük azon esetet, midőn 

h(x) minden gyöktényezője csak az első hatványon fordul elő; azaz 

h (x) = C(x — a) (x — b)... (x — k) 

és a, b, c,. ..k mind különböző számok.
Ha ismét g x) & h (x)-nél alacsonyabb fokú egész függvény, 

akkor:
!) (a--) _ A 1___ B__  K
h(ai) x—a'rx — h't'"^'rx — k, 

hol most
A — !l (a) R _ aihjL K — ájkj (O) \

h'(a) ’ D~ h!(bY"'^ ~ h'(k\

Az előbb levezetett általános képlet értelmében ugyanis
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De a határozatlan alakok kiszámítására adott szabály alkal
mazásával :

(JhííL) = Hm. = h' (a);
' x — a ' x=a x=a x — a

a B,C,... együtthatókra vonatkozólag a számítás egészen ugyanaz, 
így ha például:

7 (x) _  a:’ + 5a; — 7
Wf “ (a;—1) (^4-2) (a>-3p

akkor 
// (a?) a’2 4- 5.c — 7
Wf ~ (a:+21 (.r-3)’+ (a>-1H.(—37 +>—1) (.,—2) ;

tehát itt a=l, b=—2, c=3, és így: 

és végre:
ff (a;) __ 1 1 13 1 17 1
h(x) — 6 x— 1 15 10 x—3'

Vagy ha
ff M _ JU-1 
h(x) x*—2.r34-l ’

akkor először a h (x) fölbontása eszközlendö gyöktényezőkre; de ez : 

a:4 — 2x2 + 1 -(x + l)a(z—l)2;

a mint ezt könnyű fölismerni, ha például h (x) = 0-t először mint 
a;2-re másodfokú egyenletet tárgyaljuk, tehát:
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és végre

q(x) _ 1 1 ,11 3 1 11
hx ~ 4 úe—1)’ 4 x — 1 4 (.•» + !)» *.«+!'

Í31. Ha g (x) és h(x) együtthatói valós számok, de h(x) gyö
kei közt complex számok is foglaltatnak, akkor a raczionalis függ
vény parcziális törtekre bontva, complex alakot ölt; de ez a konju- 
gált tagok egyesítésénél ismét eltűnik. Ha ugyanis ekkor a =p+qi 

és b =p—qi konjugált complex gyökök, akkor « és fi is egyenlő és

Ag—k hu—k
(x—a)k ’ (x—b)k

szintén konjugált kifejezések, melyeknek egyesítése az

Ag—k (x—p+qi)k +Bg—k (.t:—p—qi)k 
((x-f>p+,p}k

taghoz vezet; ez pedig a számláló rendezése után az x-nek fc-adfokú 
valós egész függvénye.

Föltevéseink mellett ugyanis Aa—k és Bu—k egy

<p (x) -\-itp (®) , illetőleg g> (x) — i <p (x)

alakú kifejezés differencziálásánál keletkezik, a differencziálhánya- 
dosok szintén ily alakúak; az elsőben p + iq, a másodikban p — iq 

helyettesítendő, és így végre

Ag_k = <D (p+iq) + i (p+iq) , Bg-k = (p—iq) — i >f(p — iq) 

azaz ha i helyébe —i-t teszünk, A átmegy B-be és viszont. Azaz

Ag-k = Mg k + i Na-k , Bg-k = Mg-k ----Í Ng-k 

és így a fölirt két parcziális tört konjugált érték; egyesítése tehát 
mindig valós értékhez vezet.

így P- legyen:

!/ (x) __ + x __ + x
h (x) ~ x3 — xt+x—l — (x — 1) (x — i) (x + i) —

— —- ---- 1----_|------------
x — 1 x — l x 4- I ’
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Itt:
a_  ff (1) _ jL p_  ffú) _____ 2 4- í_  

F( l) ~ 2 ’ D~h'(ij~ 2 + 2Í’

rí _ ff (— 0 _ __ 2 — i 
//(—/)__ 2- 2i’

és végre:
IW 2 •» 1 2 + i 1 2 — i i
k (.rl — 2 x— 1 2 + 2Í x — i 2—2í x + i

3 1 1 ir + 1
~ 2 .» —1 2 r*  + 1 '

* Föltéve, hogy az. egyenlet együtthatói complex számok, az isme
retlent is általánosságban x — x^ + .r2 i alakban kell Írnunk. Ha ekkor az 
egész függvényben a valós és képzetes részt külön választjuk, az egyenlet 
alakja lesz:

ffl (xy + ig^ (xi, .r2) = 0, 

mely csak úgy elégíthető ki, ha

ffl (•'■!, -r2) = 0, g^ (xi, a:2) = 0.

Ekkor tehát két ismeretlent tartalmazó egyenletrendszerre vezet
tetünk. Ezen általánosabb probléma tárgyalására később visszatérünk.

39

.// valós gyökök szétválasztása, midőn az egyenlet együtt
hatói adott valós számok.

132. A valós gyökök  részletes elemzése első sorban a valós 
(pozitív és negatív) gyökök számának meghatározására irányúi. Az ú. 
n. jedszabályok erre vonatkozólag nem adják ugyan mindig a teljes 
eredményeket, de igen gyakran czélszerüen használhatók, legalább 
elöleges tájékoztatásra, a mennyiben alkalmazásuknál semmi számí
tást sem kell végeznünk.

*

Az egyenlet együtthatóinak sorozata

Ao, Ai, Az,. • •, Ak, ■ ■ • An

most csupán valós számokból áll és természetesen nem 0. E soro
zatban jelváltozás vagy jelkövetkezés van az Ak helyen, a mint Ak-í 
és Ak különböző vagy egyenlő előjelű, vagy pedig, ha. Ak -i, Ak-z, ■ . ■ 
Ak—r+i mind Q-ok, Ak-r és Ak különböző vagy egyenlő előjelű. 
így P- üz

x1 — x6 — 4a;4 + xs + 2a:2 — 1=0 
j. i’. j. k. J. i. j. k. j.». 

Kőnig: Analízú. I.
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egyenlet együtthatóinak sorozatában 3 jelváltozást és 2 jelkövet
kezést találunk.

Mindenekelőtt a következő tétel lesz bebizonyítandó. Ha a 
g (x) = 0 egyenletben a jelváltozások száma r és p pozitív szám, 
akkor a g (x) (x—p) = 0 egyenletben a jelváltozások száma legalább 
is r + 1.

Legyen részletesen

g(x) = Aoxn + ... + An-k-i4- An-kxk + ... + An;

akkor:

g& (x—p) =Aoxn+1 +... + (.An-k—pAn-k-i')xk+l + ...—pAn ;

mindazon esetekben tehát, midőn a g («)-ben az xk együtthatójánál 
jelváltozás mutatkozik, a g(x) (x— p)-ben már az xk+i együttható
jának lesz azon előjele, mely a g (.r)-ben az xk együtthatójának felel 
meg. Mert ekkor An-k— An—k—ip és An-k mindenesetre egyenlő 
előjelű számok; mert;? pozitív és ^„-fc-i-nak, ha nem 0, az Jm_k-éval 
ellenkező előjele van.

Ha most már a g (x) együtthatóiban az x

1/1 , Vi, .. .^k, • ■ -^r

-edik hatványánál vannak jelváltozások, tehát mindössze r jelválto
zás, és így — minthogy hiszen az egyenletet úgy szokás írni, hogy 
Ho pozitív, — e hatványok együtthatóinak előjele

—, +, (—i)*, (— ly

akkor a g (x) (x—p) együtthatói közül a legmagasabb, Ao ismét 
pozitív és az x

+ 1 , + 1,... !/*+ 1 ,... vr + 1

-edik hatványainak együtthatóinak előjelei ismét:

— + ( — !)*...(—ly.
Tehát .r^r+í együtthatójáig legalább is r jelváltozás, és ismét 

az utolsó tagig még legalább egy. Mert g (.r)-ben az utolsó jelváltás 
xf> -nél történik, innét pedig a jel megmarad; An előjele e szerint 
(— l)vr és a g (x) (x — utolsó tagjáé, mely —p An, e szerint 



A VALÓS GYÖKÖK SZÉTVÁLASZTÁSA. 611

(—l)r+1, míg xvr+1 együtthatójának ugyancsak 7 (x) (x — p)-ben 
előjele (— l)r volt.

Ha tehát ff (x)-ben a jelváltozások száma r volt, a g(x) (x—p)- 
ben legalább is r + 1 jelváltozást találunk.

133. Descartes jelszabálya, mely szerint a g (x) = 0 egyen
letben a pozitív gyökök száma soha nem nagyobb az ezen egyenletben 
foglalt jelváltozások számánál, e tétel közvetetten következménye.

Ha ugyanis a g (x) = 0 egyenlet gyökei köziil

pt, pt,...,pk 

a pozitív gyökök, akkor g (.r)-szel együtt

. __ :_ _____- r m
mindenesetre szintén oly egész függvény, melynek együtthatói 
valósak, és

g (x) = p (x) (x—p^ (x—pp ... (x—pk).

Ha tehát p (a:)-ben r jelváltozás foglaltatik, hol r pozitív szám 
vagy esetleg 0, akkor p (x) (x—p)-ben van legalább is r-j-1, 
p(x) (x—pp (x—p2)-ben legalább is r-yü jelváltozás és úgy tovább 
végre ff (rr)-ben legalább is r+k; azaz a mint r—0, vagy>0, a jel
váltások száma megegyezik a pozitív gyökök számával vagy pedig 
ennél nagyobb.

E tétel a negatív gyökök számának megítélésére is használható. 
Ha ugyanis x helyébe —y-t teszünk, akkor a g (—y) = 0 egyen
let gyöke y pozitív, ha —y, azaz x negatív. A ff (x) — 0 negatív 
gyökeinek száma megegyezik tehát a g (—yj = 0 pozitív gyökeinek 
számával. Ezen egyenlet, a g (x) = 0 negatív egyenlete, részlete
sen kiírva

A (—y)n + Ai (— yj^ + A* (— + ... + Ak(— yy,l~k+

.. . + An = 0.

Hogy ezen egyenlet is mindig a pozitív Ao együtthatóval kez
dődjék, szorozzunk (— 1)“; akkor tekintetbe véve, hogy:

' (— 1 )*«-* = (— 1)*, 
lesz az egyenlet:

39*
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Jo yn — At y”-' + A* y^ + ..•+(— 1 )* Ak yn~k+... +

+ (- 1)M„=O, 
azaz a negatív egyenlet az eredeti egyenletből keletkezik, ha minden 
második együttható, azaz az összes páros vagy az összes páratlan 
hatványok együtthatóinak előjelét ellenkezőre változtatjuk, és termé
szetesen a gyökök megváltoztatott értékéhez képest az ismeretlennek 
más jelét helyettesítjük.

így végre a g (.r) = 0 egyenlet negatív gyökeinek száma soha 
nem nagyobb, mint a megfelelő negatív egyenletben foglalt jelrálto- 
zások száma.

így példáúl az

x6 + Ba? — ix' — ix* + z2 + x—10 = 0 

egyenletben a pozitív gyökök száma nem lehet nagyobb, mint há
rom ; és minthogy a megfelelő negatív egyenlet

+ Óy6 -f- ig5 — iy* 4- y* — y — 10 = 0, 

a negatív gyökök száma szintén nem lehet nagyobb, mint három.
A complex gyökök számára vonatkozólag ezen eredmények 

szintén engednek esetleg következtetést, csakhogy a complex gyökök 
számára alsó határhoz jutunk, míg a pozitív vagy negatív gyökök 
számára Descartes jelszabálya fölső határt szabott meg.

Ha ugyanis a pozitív, illetőleg negatív gyökök száma nem 
lehet nagyobb mint k, illetőleg l és k-\-l még kisebb az egyenlet 
fokánál n-nél, akkor a többi n—k—l gyök okvetetlenül complex, és 
így a complex gyökök száma legalább is n—k—l.

így p. az előbb példáúl fölírt egyenlet gyökei közül legalább is 
kettő complex.

E jelszabály, összeállítva a 48. czikk tételével, egyszerűbb 
egyenleteknél a gyökök jellegét teljesen is megadhatja, így p. az 
x8 -j- 7x— 10 = 0 egyenletben egy jelváltozás van, tehát legfölebb 
egy pozitív gyök, azaz vagy egy, vagy egy sem; de az első és utolsó 
együttható előjele ellenkező, tehát pontosan egy pozitív gyök van. 
A negatív egyenletben (y3 + 7y -f- 10 = 0) nincs jelváltozás; tehát 
egyenletünknek nincs negatív gyöke. E szerint mindössze az 
x3 + 7x—10 = 0 egyenletnek egy gyöke pozifv és két gyöke 
complex.
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134. Ezek után azon eljárást tárgyaljuk, mely a tetszőlegesen 
v ilasztott ab számközben fekvő valós gyökök számát pontosan 
megadja.*

E föladatnál fölcseréljük először is a g (x) — 0 egyenletet azon 
egyenlettel, mely a g (x) = 0 egyenlet minden gyökét, de mind
egyiket csak mint egyszerű gyököt tartalmazza. Ha tehát a g (a;)-nek 
nincs többszörös gyöke, akkor meghagyjuk az egyenletet.

Ha pedig g (x) = O-nak van többszörös gyöke, tehát g (x) = 0 
és g' (x) = 0-nak közös gyöke vagy végre g (x) és g' (ar)-nek közös 
osztója van, akkor legyen :

g (x) = D (.t) / (x),

g'(x) = D (x)h{x).
Ha

g (x) = Ao (x—a)“...

]) (x) az (x—«)-t az a—1-edik hatványon tartalmazza, tehát/(z) 
az első hatványon, azaz

oly egyenlet, mely g(x) — 0 minden gyökét, mint egyszerű gyököt 
és csak ezeket tartalmazza.**

* Az a kérdés, hogy a y (uü = 0 egyenletnek hány gyöke fekszik a 
és h közt, (a < b) csak látszólag általánosabb annál, hogy egy adott egyen
letnek hány pozitív gyöke van. Ha ugyanis

x — a lm + a

akkor, míg x az a-tól 6-ig megy, y fölvesz minden értéket O-tól oo-ig, azaz 
minden pozitív értéket és megfordítva és így az

n-edfokú egyenletnek ép annyi pozitív gyöke van, mint a hány a és b 
közt fekvő gyöke van a y (x) — 0 egyenletnek.

* * Egyáltalában a y (x)— 0 egyenlet részletes elemzésénél czélszeríí 
először is megállapítani, vájjon van-e többszörös gyöke, vagy sem; mert az 
első esetben az egyenlet megoldása sokkal egyszerűbb, alacsonyabb fokú 
egyenletekére vezethető vissza.

Ha g (x) és g' (x) legnagyobb közös osztója D(x), akkor először is 
képezhető azon egyenlet, mely D(x) = 0 egyenlet minden gyökét, mint
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135. Legyen most már f (íc) = 0 oly algebrai egyenlet, mely
nek csupán egyszerű gyökei vannak. Akkor, hogy a fölvetett kérdésre 
megfeleljünk, mindenekelőtt az f(a:)-hez tartozó STURM-/i?fe függ
vények sorozata képezendő. Az erre szolgáló eljárás ugyanaz, mintha 
azf(xj ésf («) legnagyobb közös osztóját keresnök a 124. czikkben 
tárgyalt módszer szerint, csakhogy a maradékot megváltoztatott elő
jellel használjuk mindig osztónak; az osztandó szorzására használt 
együtthatót pedig (az osztó legmagasabb hatványának együtthatóját) 
mindig pozitiv előjellel veszszük. Ily módon általánosságban a 
kővetkező egyenletrendszerhez jutunk:

Atf(x) — f'lx^q^x) —Rt(x),

Atf'(x) = R1(x)qi(x') —R^x),

Ak Rk-t te) = Rk-i (x) gkW — Rk (x),

Ai Ri-í (x) = Ri-t (x) qi (x) — Rí '

hol At,... Ai pozitiv számok és Rí végre az .r-töl független szám
érték, mert hiszen Rv R*... legfölebb n—2, n—3-adfokú egész 
függvények, s. ú. t.

A STURM-féle függvényék sorozatának:

f\x),f (x\, Rt (x),..., Rk-t (x), Rk (xy, Rk+i,..., R, 

következő egyszerű tulajdonságai könnyen fölismerhetök.
a) Rí nem lehet 0; mert különben R/-t (x) osztója volna 

Ri-^ (íc)-nek, tehát Bz-s-nek is, és így végre f (x) és /(a:)-nek is ; 
de ez nem lehetséges, mert f(x) és f («)-nek nincs közös osztója.

b) Nincs oly értéke az .r-nek, melynél két szomszédos Stürm- 

féle függvény egyszerre zérus lesz; mert ha p. Rk (x) és Rk+t te)

egyszerű gyököt tartalmazza. Legyen ez (x) = 0; akkor evvel együtt a 
D(x) = 0 is teljesen meg van oldva; azaz ismeretesek a </(;r) = 0 több
szörös gyökei. De ekkor végre

____= 0

oly algebrai egyenlet, mely a // (x) = 0-nak csupán egyszerű gyökeit adja. 
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egyszerre eltűnik, akkor az x ugyanazon értékének behelyettesítésé
nél eltűnnék Rk-i (#) is; továbbá még Rk-z (x), és így végre f (x) 
és-/ (x) is. De az / (x) = 0 és f (x) = 0 egyenletnek nincs közös 
gyökük, a föltevés tehát lehetetlen.

c) Az x oly értékénél, melynél p. R/Ax) eltűnik, Rk—i (x) és 
Rk+i ($) ellenkező előjelű számok lesznek. Mert ha például a ily 
érték, egyenleteinkből:

Ak+i Rk-i (a) = — Rk+i («);

hol Ak pozitív szám.
Ezek után bebizonyítható Sturm tétele : *
Legyen a és b két valós szám, és a<b; e számok helyettesítése 

a SvviM-féle függvények sorozatába két számsort ad, melyben a jel- 
változások száma legyen V„, illetőleg V/,. Ekkor Va—Vb pozitív egész 
szám} vagy 0, és pontosan az f(x) = 0 egyenlet azon a, gyökeinek 
számai, melyekre nézve a<ai^b.

Mindenekelőtt belátható, hogy oly a fi számközben, hol a 
STURM-féle függvények egyike sem lesz 0, a jelek eloszlása egyálta
lában nem változik; mert e számközben minden Rk (x) megtartja 
előjelét; ha Rk (x)-nek ama számközben volnának ellenkező előjelű 
értékei, akkor Rk (a:)-nek egyszer 0-nak is kellene lennie. A jelválto
zások számára nézve tehát az ab számköz azon helyeinek környeze
tében történhetik csak változás, hol valamely függvény 0 lesz. Mint
hogy pedig a STURM-féle függvények az n-ediknél nem magasabb 
fokú egész függvények, ily helyek csak meghatározott számmal lesz
nek. Ha végre a ily hely, akkor elég az oly a — h,..., a + h 
számközöket vizsgálni, melyekben a az egyetlen ily jellegű hely, és 
h bármily kicsiny.

Ha például Rk (a) = 0, akkor Rk-i («) és Rk+i (a) nem 0, és 
ellenkező előjelű; továbbá, ha h elég kicsiny Rk—i (x) és Rk+i (x) az 
egész a — h .. .a + h számközben megtartja előjelét; úgy hogy a 
jelek eloszlását a következő táblázatok egyike jellemzi:

- Mémoires, présentés pár divers savants á l’académie des Sciences, 
T. 6. p. 271.
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II.
Rk-i(x), Rk(x), Rk+i(x)

a-h 2 +
a o +

a h ? +

Rk-l(X), Rk(x), Rk+i(X)

A kérdőjellel betöltött helyen nem ismerjük a helyettesítési 
eredmény előjelét, de akármilyen is ez, látni, hogy ez a jelváltozá
sok számára nézve egészen közömbös, t. i. vagy az Rk (x), vagy az 
Rk+i (x) helyén történik jelváltozás; így változhatok esetleg a jelek 
eloszlása, de a jelváltozások száma megmarad.

E következtetés azonban csak akkor helyes, ha a STURM-féle 
függvények sorozatában van egy az Rk (x)-et megelőző és egy ezt 
követő tagja a sorozatnak. Tehát nem alkalmazható R/ -re és/(íc)-re; 
Rí azonban a O-tól különböző számérték, és így az « helyek vizsgá
latánál nem is jő tekintetbe.

Ha végre az a helyen f(x) eltűnik, azaz « az egyenlet gyöke, 
akkor a viszonyok csakugyan módosulnak. Ekkor f (a) nem 0; ha 
negatív’az a helyen f0°y6k8Zlk; minthogy pedig/(a) ■= 0, ez 
annyit jelent, hogy értékektől átmegy értékekhez; tehát 
a jelek eloszlását a következő táblázatok egyike adja :

I. II.
f(x) f (x) 

a — h — +
a 0 -f-

« + h + +
Azaz az f (x) helyen az a előtt 
a-ba érünk.

/ (x) f (x)
+ —
0 —

föllépő jelváltozás elvész, mihelyt

Mindent össze foglalva, ha x folytonosan változik a-tól ö-ig, a 
jelváltozások száma csak akkor változik, még pedig egy gyei kisebb 
lesz, midőn az f (x) = 0 egyenlet egyik gyökén megyünk keresztül; 
tehát csakugyan a Sturm tételének megfelelöleg a jelváltozások 
száma annyi egységgel száll alá, mint a hány gyököt találtunk az 
a és b között.

Ha kivételesen a vagy b esetleg gyök, e tárgyalás egyszersmind 
mutatja, hogy a gyökök ily módon meghatározott számába bele
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tartozik b, de a nem; úgy hogy pontosan azon a; gyököket találjuk 
melyekre nézve:

a < uí fi-
136. Stubu tételének gyakorlati alkalmazása többnyire hosz- 

szasabb számítással jár, melynek czélszerü berendezése különös 
gondot igényel. Minthogy a STURM-féle függvényeknek csak pozitív 
vagy negatív voltát vizsgáljuk, szabad ezeket bárminő pozitív állandó
val szorozni vagy osztani és ily módon az együtthatók számértékeit 
kisebbíteni.

Az egymásután föllépő függvények meghatározása algebrai osztások 
segítségével történik. Ezeknél az osztót akármicsoda számmal szorozhatjuk 
vagy oszthatjuk, mert ekkor csak a hányados változik, de a maradék nem. 
Az osztandót szabad bármicsoda pozitív számmal szorozni vagy osztani; 
ekkor a maradék ugyané számmal lesz szorozva vagy osztva. A maradék 
meghatározása után ez a további számításban mint osztó lép föl, és így a 
már meghatározott STURM-féle függvényben az együtthatókat mindjárt osz
tás títján egyszerűsíthetjük, de természetesen az előjel változtatása nélkül. 
E megjegyzések arra szolgálnak, hogy az egész számítást lehetőleg kis 
számokkal végezzük.

így például legyen

f (x) — a-4 — + I O.r2 — 3a: +7 = 0;
akkor

/'(a:) = 4a:8 — 6a:2 + 20 x — 3.

Hogy az osztásnál törtszámok ne lépjenek föl, f (a-)-et 4-gyel szoroz
zuk, lesz :

(4a-4 — 8a:8 + 40 a-8 — 12 x + 28): (4^ — 6a-2 + 20 x — 3) = x | — 1
/ 4a4 — 6a-3 + 20 x2 — 3a:

— 2^ + 20 a:8 — 9.r + 28

a hol az új osztandót a törtek elkerülése végett újból kettővel szorozzuk:

— 4a:8 + 40 x* — 18 x + 56
— U-8 + 6 a:8 —20 a: + 3

3+r<+ 2 F + 53.
Tehát:

Hl = — 34 x* — 2a: — 53.
Folytatólag:

(68 a? — 102 a-8 + 340 x — 51): (34 a:2 + 2a- + 53) = 2a: | — 53
68 a:8 + 4 a:8 + 106 a

— 106 a:2 + 234a— 5T
— 17.106 a:23978 a:— 867
— 34. 53 a:8 — 106a:+ 2809

~ 4084 x— 3676
Tehát, ha még 4-gyel osztunk, 7?a(a:)=—1021 a:+919.
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Végre:
(— 34 a-2 — 2a: — 53): (1021 a: — 919) =

— 34.1021 .c2 — 2042 a; - 53.1021

33288
34------ 1Ö2T

— 34.1021 a,-2 + 31240 a:
33288 c —53.1021
33288.C + 919: 33288

1021

Tehát végre:
neg. szám.

Rg pozitív szám.

Midőn ily módon a STURM-féle függvények sorozata rendelke
zésünkre áll, először is az összes valós gyökök számát, illetőleg a 
pozitív és negatív gyökökét olvassuk meg. Ekkor tekintetbe veendő, 
hogy (I. r. 39. ez.) a valós * gyökök abszolút értéke mindenesetre 
kisebb, mint

* Már az 585. lapon említtetett, hogy az idézett tétel — az adott 
bebizonyítással együtt — szóról szóra érvényes marad, ha az egész függ
vény változója és együtthatói complex számok.

G = ™+L + i,

ha M az egyenlet együtthatóinak absolut értékei közt a legnagyobb, 
mert ekkor az idézett tétel szerint

Minden gyök tehát G és — G közt fekszik. A helyett, hogy 
G és — G-t helyettesítjük a STURM-féle függvények sorozatába, 
lehet, bármily nagy pozitív szám is N, az N és —N-et helyettesí
teni. Mert G és N, illetőleg — G és — N közt nincs gyök, tehát a 
jelváltozások száma a G és —G behelyettesítésénél ugyanaz, mjnt 
N és — N helyettesítésénél. Ha végre N elég nagy, az egész függ
vény helyettesítési eredményének előjele a legmagasabb tag előjelé
vel megegyezik. Röviden az -j- N és — N helyett a -|- oo és — oo 
helyettesítéséről beszélünk.

így p. a vizsgált egyenletre nézve a — oo, 0, + oc helyettesítési 
eredményei

/ G), f G) > Rj, ha, Ks
---OC + --- --- + +

0 + — — + +
+ °O + + _ _ +
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egyenletnek nincs valós gyöke. 
Egy másik példában:

A miből minthogy F_<»=F+«> = 2, következik, hogy a vizsgált

f M — 10 = 0,
lesz :

./»=&»’-5;
tehát:

(3 a?3 — 15 .r — 30): (3 a;2 — 5) = x 
3 a?3— 5 a-

— 10 a; —30
— x — 3

azaz:
B^a+3,

végre
(3 x* — 5): (x + 3) '= 3 a? — 9
3 a? + 9 a-
—9a?— 5
— 9 a;— 27

22"
és

7?2 = —22. 
E szerint

./ C'’) , .7' (-r) 74 > 74
---OO ---  4* --- --- 

0 -------- +---- —
_|_ OO + + + —

Tehát az egyenletnek csak egy valós (pozitív) gyöke van. E gyök 0
és 11 közt fekszik.

Ha oly ab számköz ismeretes, melyben már csak egy gyök 
fekszik, ennek további megszorítása a STURM-féle függvények alkal
mazása nélkül, tisztán az f(x)-en végzett helyettesítések segítségével 
végezhető. Ekkor ugyanis / (a) és/ (b) ellenkező előjelű, éshao most 
valamely a és b közt fekvő érték, akkor a gyök a és c vagy c és b 
közt fekszik, a mint/(a) és/(c), vagy t\c) ésf(b) ellenkező előjelű.

Ily módon meghatározzuk a gyökben foglalt legnagyobb egész 
számot:

/(0) = —10, /(1)= —14, /(2) = —12, /(3) = 2.

Tehát az a;3 — 5 a? — 10 = 0 egyenlet pozitív gyöke = 2 -f- valódi tört.

Lényegben ez már megközelítő módszer a gyök kiszámítására, 
mert a 2, 2'1, 2’2,... helyettesítése legfölebb 9 ríj kísérlet után 
megadja a gyök deczimális alakjában a első deczimális helyet és úgy 
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tovább. Valóban mihelyt a STURM-féle tétel alapján a valós gyököket 
szétválasztottuk, azaz oly számközöket jelöltünk ki, melyekben egy 
és csak egy gyök fekszik, a megelőző tárgyalások alapján a gyökök
nek tetszőleges pontossággal való kiszámítása máris megtörténhetik.

137. Előkészítésül a gyökök megközelítő kiszámításának azon 
gyakorlati berendezésére, melyet Horner módszere eszközöl, az 
ekkor végrehajtandó algebrai műveletek lesznek még tárgyalandók.

Jegyezzük meg először is, hogy midőn az /(«) helyettesítési 
értéket keressük, ezt legrövidebben úgy számítjuk ki, hogy f (íc)-et 
x— a-val osztjuk, ekkor a maradék/(a); a mi az

f(x) = (x— a)q (x) + R

azonos egyenletből világos, ha x helyébe «-t teszünk. így p. az előbbi 
példát tovább tárgyalva:

1 0—5 —10
2-9 1 2'9 3-41 —0-111

tehát / (2’9) = —0’11 I, /(B) = 2; tehát X*—5x— 10=0 pozitív 
gyöke 2-9 és 3 közt fekszik.

Egy másik, folyton előforduló művelet a gyökök kisebbítése. 
Ha ugyanis az f (x) = 0 egyenletben x helyébe a + y-t írunk, 

f(a+y) = 0

oly egyenlet, mely a+?/-ra ugyanazon értékeket adja, a melyeket az 
/ (x) = 0 adott az x számára. Azaz az f(a + y) — 0 egyenlet gyökeit 
mind levezethetjük az f (x) = 0 gyökeiből, ha ezekből a-t levonjuk.
Az f (a + y) = 0-nak y szerint rendezett alakját:

F (y) = Bo y" + Bt yn^ + ... + Bn = 0
leggyorsabban azon megjegyzés szolgáltatja, hogy ha y helyett 
ismét x — a-t írunk, megint f(x) = 0-hoz jutunk. Tehát a rendezés 
mellőzésével

Bo (« — a)n + Bt (x — a)"-1 + •.. + Bn-i (x — a) + Bn
és/(x) azonos egész függvények. De az utóbbi alak mutatja, hogy 
ha /(íc)-et (x— a)-val osztjuk, a maradék Bn, a keresett egyenlet 
utolsó együtthatója; a hányados pedig

Bo (x — a)n-1 Bt (x — a)"-2 + ... + Bn-i, 
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ha ezt újból {x—a)-val osztjuk, a maradék Bn—i, a keresett egyen
let utolsóelőtti együtthatója, a hányados pedig:

Bo (x — a)"-2 + Bi (x — a)"~3 + . • • + Bn^;

újból osztva megkapjuk Bn-2-t és úgy tovább, míg végre Bn-hoz 
jutunk, mely Ho-sal egyenlő. E számítás menete nagyon kényel
mesen lesz berendezhető. Mert a rövidített osztásnál az új hányados 
már kellő módon fölírva jelentkezik; az utolsó érték, melyet jó mint 
nem a hányadoshoz tartozót külön megjelölni, az új egyenlet 
együtthatóját adja. Ha tehát a rövidített osztást — a meddig 
lehet — folyton ismételjük, végre a táblázatnak diagonálisában 
alulról fölfelé olvasva, meglesznek az új egyenlet keresett együtt
hatói.

Például legyen

/ («) = 4 .c4 — 3 a? 4- 5 j:2 — 2 a; + 3 = 0;

akkor az /(24-y) = 0 egyenlet rendezett alakja a következő számítás 
alapján :

4 —3 5 —2 4-3
2 4 5 15 28 |59

4 13 41 [HO
4 21 |X3
4 [29
4 

lesz:
4 y* 4- 29 y3 4- 83 y2 4- 110 y 4- 59 = 0.

138. Horner módszere, mely a numerikus egyenletek pozitív 
gyökeinek megközelítő meghatározását* a legczélszerűbb berende
zésben végzi, most már a. következő. (A negatív gyököket legjobb, 
mint a negatív egyenlet pozitív gyökeit számítani.)

Ha az f (x) — 0 egyenletről már tudjuk, hogy a ko és k» + 1 
szomszédos egész számok közt az egyenletnek csak egy gyöke fek-

A raczionáiis gyökök meghatározására már előbb (I. r. 36. ez.) 
találtunk egyszerű módszert.

Jegyezzük még meg, hogy a numerikus megoldásnál hallgatag föl
tételezzük, hogy az egyenlet együtthatói raczionáiis számok, mert különben 
ezeknek is csak megközelített értékeit ismerjük, a mi új és általánosság
ban nem igen megítélhető hibát eredményez.



622 AZ ELEMI FÜGGVÉNYEK ELMÉLETE.

szik, akkor legyen x= k^ + y és a megelőző czikk eljárása szerint 
az y számára a

Boyn + Bt y*-' + ... + Bn-i y + Bn = 0

egyenlet képezhető. Ennek egy és csak egy gyöke van 0 és 1 közt; 
minthogy pedig ekkor y2, y3,... mind az 1 -nél kisebbek, némi való
színűséggel, mely azonban ezen első lépésnél épen nem nagy, vár
hatjuk, hogy az y magasabb hatványainak elhanyagolásával képe
zett elsőfokú egyenlet

Bn—i y + Bn = 0, y =---- ”J^n—1
az első deczimálisban helyes eredményt ád. Azaz a kísérleteket, me
lyek az első deczimális betöltéséhez vezetnek, legjobban a---- f 
-hez legközelebb fekvő értékkel kezdjük; ha ez 1 -nél nagyobb, 0'9-el; 
fölteszszük tehát, hogy

y = ^+z-

Ha helyesen meghatározott érték, akkor az eljárást foly
tatjuk és áttérünk a

Cozn + Ci zn~l + ... + Cn = 0

egyenlethez. Az eljárásnak nagy előnye, hogy a ki számjel választá
sának helyességét nem kell külön megvizsgálni, mert ha ez túlságos 
nagynak vagy kicsinynek vétetett, ez a számítás folytatásánál magá
tól föltűnik. A fcj-et túlságos nagynak vettük, ha C„ és Bn előjele 
nem egyezik meg, mert hiszen Cn a behelyettesítésének ered
ménye a Boyn + ... + Bn egész függvényben; akkor ennek már 
van gyöke 0 és közt, azaz ki legalább egy egységgel kisebbí
tendő. Hogy a &i-et esetleg túlságos kicsmynek vettük, abból lát
szik, hogy a z egyenletből a magasabb hatványok elhagyása után 
keletkező

Cn—i z + Cn = 0

elsőfokú egyenlet a z-nek 0'1 -nél nem kisebb értékét adja; akkor 
ki helyébe ki + 1-et teszünk, és evvel ismételjük a számítást. Elő-

Cnfordúlhat — ámbár nagyon ritkán — hogy daczára a— ( ily érté-
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kének a ki helyes szám, a mit a ki -j- 1 használatánál föllépő C'n 
mutat az által, hogy előjele nem ugyanaz mint Bn-é.

Ha azután ismét
^2 r 

Z ~ TŐO U’ 
áttérünk a

Doun + Di un~l + • • • + Dn = 0

egyenletre, és itt ismét a magasabb hatványok elhanyagolásával

Dn—i u + Dn = ()

adja az u megközelítő értékét, azaz a keresett gyökre nézve a 3-ik 
deczimálist és úgy tovább.

Minél tovább megyünk, annál megbízhatóbb a számítási 
1 1eredmény, mert z már 10 -nél, u már 100 -nál kisebb s. a t.,és annál 

jogosultabb a magasabb hatványok elhanyagolása.
Előfordulhat természetesen, hogy a meghatározandó érték 

egyik deczimális helyén a 0 áll, azaz hogy y csak a második, z csak 
a harmadik deczimálissal kezdődik. Vájjon valóban 0 e az illető 
számjel, vagy az y, z túlságos kicsiny-e, azt a legközelebbi lépés 
dönti el, melyet úgy végzünk, hogy ekkor y-t, z-t,... már a máso
dik, illetőleg harmadik deczimális hely meghatározására használjuk.

Ha végre két szomszédos egész szám közt több mint egy gyök 
fordúl elő, akkor a gyökök teljes szétválasztására a STURM-féle mód
szer használandó, és a Horner módszere csak akkor lesz alkalmaz
ható, midőn oly számközt határoztunk meg, melynek

7 . ^1 . . kr ■ j . ki . . fcr-j-l
+ lo + • • • + TÖT es + lö + • • • + Törj 

határai között az egyenletnek csak egy gyöke fekszik.
Az ily teljesen gyakorlati eljárás szabályainak összeállítása 

mindig csak példák tanulmányozásánál lesz a kellő módon átérthető.

a) Ily első példa legyen az

ars4-6.ra + 12.i:—2O = O

egyenlet, melyről mindjárt látni, hogy csak egy pozitív gyöke van, és hogy 
e gyök 1 és 2 közt fekszik; mert

f(2) = 36.
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Tehát
1 + y

teendő és az egyenlet fölállítására végzendő számítás :

1 6 12 —20
1 I 7 1!) |—1

1 8 127

1 9
1

Az új egyenlet:
y3 + 9^s + 27// —1 =0,

és y megközelített értéke :
' = 0 03 . ..

27

Az első deezimális hely tehát valószínűleg 0-sal van betöltve; ezt
egyelőre elfogadva, ismét:

y = 0'03 4- z,

1 9 27 —1
1 903 27-2709 —0-181873
1 906 127.5427
1 |909
1

z' + 9-09 a2 + 27 5427 z — 0’181873 = 0,

és z megközelített értéke :

0181873
27-5427

— + »,

és így, ha az «-egyenlet két utolsó együtthatójának kiszámításával az új 
számjel helyességét igazoltuk:

.r = 1 -036 . . .

Midőn az egyenlet együtthatói kisebb, egy-két számjelű egész szá
mok, a második deczimálistól kezdve a magasabb hatványok elhanyagolá
sával meghatározott új számjel csak a legritkább esetekben nem helyes.

b) Az előbb is már elemzett

.c3 — 5.r — 10 = 0.

egyenletnél, melynek egyetlen pozitív gyöke 2 és 3 között fekszik, az első 
megközelítés
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x = 2 + y

1
1
1
1
1

0
2
4
|6

9

—5 —10
—1 |—12

|7 

y3 -f- Gy2 + 7y —12 = 0 

12az y-nak túlságos nagy értékét adja: ~s-• Legvalószínűbb értéke e sze
rint 0’9. Evvel tovább számítva:

y = 04 4 z,

z3 + 8-7 z2 + 16-82 — 0-111,

z = = ü'006 + “;
és így megközelítőleg

x = 2-906 . . .

c) Végre még tárgyaljuk az

x3 — 7x 4- 7 — 0

egyenletet. A jelszabályok a gyökök jellemzésére nem elégségesek, tehát a 
STUBM-féle függvények képezendők. Lesz :

M — 3? — 7x 4- 7 = 0,
f (x) = 3^
Rl (x) = 2®
R, = 1. 

Tehát

— 7,
-3,

B.k) -fis

---OO --- 4- — + 3.y.r
0 4- — — + 2.j.r

4-00 4- 4- + + O.j.i-

Tehát az egyenletnek egy negatív és két pozitív gyöke van. A pozi
tív gyökök szétválasztására még:

Kőnig: Analízis. I.

1 + — — + 2.J. v
2 + 4- + + tí.j.v

Tehát mind a két pozitív gyök 1 és 2 közt fekszik. Továbbá

1-5 | — — 0 + 1 -j-f
40
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Ebből látni hogy az egyik gyök 1 és 1'5, a másik 1'5 és 2 közt 
fekszik. A Hőknek módszere csak akkor lesz itt alkalmazható, ha mindkét 
gyökből az első deczimális helyet már ismerjük. E czélból már csak az / (x) 
helyettesítési eredményei képezendők:

/(1)=1, /(!•!) = 0-631, /(1-2) = 0-328, / (1-3) = 0-097,
/ (1-4) = —0’56, /(l-5)= —0-125, / (1'6) = — 0'104, / (1-7) = 0'013.

Tehát az egyik pozitív gyök 1'3 és 1-4, a másik 1'6 és 1'7 között fekszik.
Ezután a két gyök megközelítő számítása egyszerűen folytatható, 

így például a kisebbikre nézve:

= 1-3 + y,

1 0 —7 4-7
1-3 1 1-3 —5-31 |O-O97

1 2-6 1—1-93
1 |3'9
1

y3 4- 3-9 y3 — 193y 4- 0-097 = 0,

és y megközelített értéke
0’097

-I-9-3- = °°5"

y = 0 05 -j" *

tehát eddig x = 1-35...; további deczimálisok minden nehézség nélkül 
kiszámíthatók.

II.

Soralakban adott függvények.

A függvénysorok alaptulajdonságai.

139. Legyen
Mx), f^Xj/fax), . . . Jn^x}, . . .

az x függvényeinek határtalan sorozata, azaz legyen adva oly álta
lános törvény, mely szerint n-nek minden nem negativ egész számú 
értékéhez egy bizonyos fn(x) függvén}' tartozik. Akkor a

J fn(x) =fo(x) +/l(x) + ... +/„(») + ...
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végtelen sornak számértéke van, ha a; helyébe oly számot teszünk, 
mely minden fn(x) értelmezési tartományának helye és melyre nézve 
a sor összetartó. Ezen ilyképen megállapított x értékek
összességét a sor összetartási tartományának nevezzük és közvetet- 
leniil világos, hogy ez egyszersmind, ha ^fn^-et, mint az £ függ- 

0
vényét tekintjük, e függvény értelmezési tartománya.

Az ily végtelen összegekre, mint már a számtanból tudjuk, a 
véges összegek törvényei nem mindig alkalmazhatók. így még 
azon egyszerű tételeket, hogy egy összeg valamely x helyen folyto
nos vagy différencziálható, ha minden egyes tagja folytonos, illetőleg 
differencziálható, sem vihetjük át megszorítás nélkül a most beve
zetett, soralakban adott függvényekre.

Abból, hogy valamely x helyen minden fn(x) folytonos, nem 
cc ,

következik, hogy e helyen 2fn(x) is folytonos függvény, még akkor 
sem, ha e hely környezetében mindenütt föltétlenül össze,-

0

tartó.
Ezt mutatja már a következő valós x-re vonatkozó igen egy

szerű példa, melyet Darboüx * adott. Legyen ugyanis

* Annales de l’école normale, 2-me S„ T. VIII.

fn(x) — e~nx‘ — e~<n+i)x3 (

mely x minden értékénél folytonos függvény, akkor:
m
^fn&) = 1 —6^+^, 

fi
és

^lfn(x) = 1 —lim. g-Un+Dz2; 
0 ' ™

tehát az x minden O-tól különböző értéke mellett 1 ; és 0, midőn 
x = 0.

A ^Jnlx) tehát a 0 helyen nem folytonos; e példa egyszer- 
0

smind mutatja, hogy a soralakok bevezetése után a számtani értel
mezés a függvénynek megszüntethető megszakadását is tartalmaz
hatja, a mi az eddig tárgyalt egyszerűbb alakoknál nem fordult elő.

40*
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Könnyű látni, hogy e körülmény daczára a ^fn (x) sor föltétlenül 
0 ’

összetartó. Mert hiszen minden sortag pozitív, ha x nem 0; míg a 
sor tagjai egyenként eltűnnek, ha x = 0.

Ép oly kevéssé következtethetünk abból, hogy minden fn(x) 
0°

differencziálható függvény, arra, hogy 3 _/«(#) ’s differencziálható CG 0
függvény, vagy ha differencziálható függvény is, hogy e0
differencziálhányados, úgy mint véges összegeknél, a sor tagonkénti 
differencziálása alapján kiszámítható. Az első állítás helytelenségét 
mutatja egy a 155. czikkben tárgyalandó példa; arra az állításra, 
hogy differencziálható függvény, de nem adja e0 0
differencziálhányadost, itt még nem hozhatunk föl példákat, mert 

oc .
erre szükséges volna a azonosságát kimutatni egy bizonyos0
F(x) differencziálható függvény-nyél. A trigonometrikus sorok elmé
letében számos ily esettel találkozunk.

140. A sor egy bizonyos x helyen egyenletesen össze-0
tartó*  ha egy tetszőlegesen választott pozitív d megállapítása után 
lehet egy N pozitív egész számot és egy s pozitív számot meghatá
rozni, úgy hogy

* Az egyenletes összetartást, mint a függvénysorok összetartásának 
specziális. módozatát először Seidbl emelte ki. (Denkschr. d. bair. Ak. Bd. V. 
Abth. II. 1848.)

** Most is oly tartományokra szorítjuk a tárgyalást, melyeknek min
den helye belső hely vagy közönséges határhely.

I Rn(x + h) I = [fn+l(a: + /l) + + h) + ... | < d,

hacsak n>N és |/i|< e. (Ha x az összetartási tartománynak**  
nem belső, hanem közönséges határhelye, akkor az absolut értékére 
nézve e-nál kisebb h-k közül is csak azok jönnek tekintetbe, melyek 
az értelmezési tartományba tartozó x ff- A-kat adnak.)

Ha h egy bizonyos meghatározott szám, e föltétel egyszerűen 
az összetartás föltétele, hogy tudniillik az n-edik tag után következő 
tagok elhagyása következtében elkövetett hiba a tetszőlegesen válasz
tott d-nál kisebb legyen, hacsak n >N. Most ennél többet követe
lünk, hogy ugyanis amaz x egy bizonyos környezetében mindenütt 
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ugyanazon tagszám számbavétele, elég legyen arra, hogy a hiba egy 
bizonyos, különben tetszőlegesen választott ő-nál kisebb legyen.

Az előbb fölhozott sor: 

0 o
a 0 környezetében összetartó, de nem egyenletesen összetartó. Mert:

Pin{x)= 2 {e~kxl — g—(i+Da2) = g—(n+D^ 
k=n+l

és hogy a 0 környezetében legyen
| 1 < d ;

arra, bármily nagynak is veszsszük is N-et, soha sem elég, hogy 
n > N legyen, mert mindig lehet egy a 0-hoz elég közel fekvő x-et 
fölvenni, péld.

x= ±__ 1_,
2(y+i)i

úgy hogy
_ g_j.

a mi természetesen, mihelyt d-t e~l-nél kisebbnek veszszük, d-nál 
nem kisebb, hanem nagyobb.

E sornál, hogy értékét egy bizonyos (elég kis) d-nál kisebb 
hibával kiszámíthassuk, annál több tag veendő minél közelebb jut 
x a O-hoz és ha csak ugyanannyi (N) tagot veszünk, midőn

p|< 2(xv+ t)i ’
a hiba: —(^r+Dx3

141. Az egyenletes összetartás definiczióját kiterjesztjük még 
egyes helyekről egész tartományra:

M 2/nW egy bizonyos tartományban egyenletesen összetartó, 0
ha egy tetszőlegesen választott pozitív ő megállapítása után lehet egy 
N pozitív egész számot meghatározni, úgy hogy

\Rn(á') | < 0,
hacsak n> N, a tartománynak bármely helye legyen is x'.
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Ha tehát ^fnlx) nemcsak «az x helyen#, hanem «e helynek 0
egy bizonyos környezetében# egyenletesen összetartó, akkor ugyan
azon tagszám számbavétele elég, hogy a hiba d-nál kisebb legyen ; 
nemcsak függetlenül a hely választásától a környezeten belül, hanem 
e környezet nagysága is a d értékétől függetlenül állapítható meg.

E meghatározás értelmében a ^fn(x), ha egy bizonyos tar- 
0

tományban egyenletesen összetartó, e tartomány minden belső helyén 
is egyenletesen összetartó; mert ekkor e csak úgy határozandó meg, 
hogy x h is a tartomány helye legyen, ha | h | < s. De megfor
dítva is:

Ha ^fn(x) egy bizonyos véges és összefüggő tartomány min- 
0

den belső es határhelyén egyenletesen összetartó, akkor az egész tar
tományban is egyenletesen összetartó. oo

Ha ^fn(x) az adott véges és összefüggő tartományban nem 0
egyenletesen összetartó, akkor van egy d szám, úgy hogy | Rn&') [ 
nem marad d-nál kisebb a tartomány minden helyén, ha n > N, 
bármily nagynak veszszük is N-et. Másrészt ^fn(x) minden egyes 

0
helyen összetartó lévén, minden helynek megfelelöleg egy ily ter
mészetű N mindenesetre létezik. Azaz, ha

növekedő pozitív egész számok sorozata, tehát lim. Nm =°°, akkor 
lehet a tartományban fekvő

£1 , £2 5 • • • ; £m > • • •
helyek sorozatát úgy kijelölni, hogy csak akkor

12?n(£m) |<d ,
ha n > Nm. A £1,... £m,... helyek száma határtalan, van tehát 
egy, az adott tartomány belsejében vagy határán fekvő hely f, mely
nek bármily kis környezetében végtelen sok fekszik. A föltevés 
értelmében a £ helyen egyenletesen összetartó. Azaz0 '

| Rnlí + h) |< ő
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hacsak n~>N' és hol N' és e meghatározott pozitiv
számok.

De ha a fi,...$m>... számok sorozatában elég messze megyünk, 
akkor ezek tetszőleges közel jutnak $-hez, azaz a f+/i számok közt 
foglaltatnak, míg | Rn($m)| csak akkor volna d-nál kisebb, ha n>Nm. 
Ha tehát a sorozatban addig megyünk, míg Nm > N', ez ellen
mondáshoz vezet és így ama föltevés, hogy 2 fnW nem az egész 0
tartományban egyenletesen összetartó, szinten ellenmondáshoz vezet.

142. A ^fn(x) soralakban adott függvények vizsgálatánál 
0

az egyenletes összetartás jelentősége a következő tételen alapszik 
Ha minden fn&) az $ helyen folytonos függvény és ^fn(x) 

oc * o
az x helyen egyenletesen összetartó, akkor ^fn(f) e helyen folyto
nos függvény. Ha röviden

F (x)—^fn{x), 
0

Fn(«)=/0(z)+/i(a:) + • • • +fn(f), 
akkor:

F (,X) = ^fn(X) = Fn(x) + Rn<X). 
0

A 140. czikk értelmében, a d-nak tetszőleges választása után, 
lehet egy jV-et és egy e'-t meghatározni, úgy hogy

| Rn(x + h) | < £ Ó,

hacsak n > N és | h | < s.
Minthogy pedig FN+i(f} meghatározott számmal levő, folyto

nos függvények összege, tehát maga is folytonos, lehet továbbá egy 
e"-t meghatározni, úgy hogy

| Rn+i(x + h) — Fn+iIx) | < ^ d

ha | h | < e". Ha tehát e az e' és e" számok kisebbikét jelenti, még: 

| FN+i(x+h) — F^+1(a;)| < | d, | < 3 d, | Rn+i(X + h)\ < | d;

és e szerint végre : _
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| F(x+h)—F(x)\< \ FN+t(x+h)—Fn+i(x) +RN+i(x-\-h)—I?y+i(a)| 

< | Fn+i(x-Fh) — Fn+i(x) | +1 RN+i(x+h) | 4* | Rn+i(x) | < d, 

hacsak |/i|<e, Az F(x) folytonossága pedig nem más, mint, az 
utolsó egyenlőtlenségekben kifejezett tulajdonság.

E tétel közvetetten folyománya még:
Ha egy bizonyos tartományban minden fn(x) folytonos függ

vény és egyenletesen összetartó, akkor %fn(x) e tartomány 
0 0 

minden belső helyén folytonos függvény.
Ha ugyan e tulajdonságok fönnállónak valamely összefüggő 

tartománynak nemcsak belső helyein, de minden határhelyén is, akkor 
2fn(x) e tartományban egyenletesen folytonos.0

Hatványsorok.

143. Az egész függvények alakja, ha azokat egy a pont kör
nyezetében kifejtjük, valamint a differencziálható függvényeknek 
analóg kifejezése Taylor sorában ráutal arra, hogy mindenek előtt 
azon soralakban adott függvényeket vizsgáljuk, melyeknél

fn — On(X a)n,

hol Co, Ci,... cn,... egészen tetszőleges számsorozat és így minden 
fn(x) az x bármely értékénél folytonos és differencziálható függvény. 
Ily módon keletkezik a hatványsor alakja:

cn(x — a)" = co + cdx — a) 4- c^x — a)24~. • • 4- cn(x— a)"4-- • •» 0

melynek mindenekelőtt összetartást tartományát kell meghatároz
nunk. Az összetartás! viszonyok bármely hatványsornál a következő 
tételben jellemezhetők:

Mindig találhatni egy R-ct, mely általánosságban pozitív 
szám., de szélső esetekben 0 és oo is lehet, úgy hogy

a sor föltétlenül összetartó, ha | x — a | < R, 
a sor széttartó, még pedig úgy, hogy tagjainak absolut értéke, 

minden határon túl növekszik, ha |x — a\> R,
a sor összetartása kétes, ha |.r — a[ = R. Ezen utolsó kifeje
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zés annyit jelent, hogy azon számok közt, melyekre nézve \x—a\—R, 
lehetnek olyanok, melyek a sort föltétlenül vagy föltétesen össze- 
tartóvá, vagy pedig széttartóvá teszik, még pedig oly módon, hogy 
e tekintetben különböző hatványsoroknál különböző viszonyok lép
hetnek föl.

A mi a szélső eseteket illeti, midőn R = 0 vagy végtelen, vilá
gos, hogy az első esetben minden az a-tól különböző x-re nézve 
\x — a | > 0, tehát a sor csak az x = a helyen lehet összetartó, hol 
minden tagja az első kivételével 0. Ha R = oo, akkor, a mint e jel
zést már eddig is használtuk, \x — «|<oo csak annyit jelent, hogy 
| x — a |, tehát x véges szám; azaz R = oo, ha a sor bármely x ér
ték behelyettesítésénél összetartó.

Ha a complex számok síkbeli ábrázolását használjuk és az u-nak 
megfelelő pont A, akkor az | x — a | <R, | x — a | = R és | x — a | >R 
föltétel által meghatározott számoknak megfelelnek azon pontok, 
melyek egy az A középpontból az R sugárral szerkesztett kör belse
jében, kerületén, ill. e körön kívül feküsznek. A hatványsorok össze- 
tartási tartományát tehát ezen ábrázolásnál egy kör képviseli, az 
összetartási kör, melynek belseje megfelel az összetartás! tartomány 
belső helyeinek, kerülete pedig e tartomány határhelyeinek. A határ
helyeken a viszonyok kétesek maradnak. E fölfogásnak megfelelőleg 
R az összetartási kör sugara. Ha R= 0, a kör a középpontba zsu
gorodik össze, ha R=oo, a kör magában foglalja az egész síkot.

A mi most már tételünk bebizonyítását illeti, ez a következő 
fontos segédtételen alapszik:

Ha a hatványsor f&ltéilertül összetartó, midőn |x — a| = r és 
r'<r, a hatványsor akkor ^ föltétlenül összetartó, ha |a: —a| = r'.

Mindenekelőtt világos, hogy a föltétien összetartás csakis az 
].r — a | értékétől függ, mert erre nézve megvizsgálandó az absolut 
értékek sora és ez:

|co| |a; —a| + |ci| |a; —af+lcal\x — «p+.. •+|c„| |z —

Ha most már a

|c0|+|ci|r+ IC2P + ... +|c„|rn + ...

pozitív tagú sor összetartó és r < r, tehát — <1, akkor az n min
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den értékénél
|Cn|r'n<|en|r»

és így a sorok összehasonlításának elve szerint (I. r. 111. ez.)

|co| + |cik' + |cr|r'2 + ... + |cn|r'" + ...

is összetartó lesz, a mi bebizonyítandó volt.
Áttérve a főtételre, meglehet hogy a sor x minden értékénél 

föltétlenül összetartó, azaz R = «=, ekkor a tétel helyes.
A következőkben tehát csak azon eset lesz részletesen elem

zendő, midőn létezik az a;-nek egy véges értéke, melynél a sor nem 
föltétlenül összetartó.

Ha most már X egy tetszőlegesen választott pozitív egész szám ; 
akkor az n minden pozitív egész számú értékéhez lehet egy kn nem 
negatív egész számot meghatározni, úgy hogy a sor föltétlenül össze
tartó, ha

1 • = j^n

ellenben nem föltétlenül összetartó, ha x valamely az

—V<|a: — a|<-^-Yn 1 1 =

tölteteinek megfelelőleg választott érték. (Szükség esetén kn zérusnak 
vehető, a mikor az első föltétel mindig ki van elégítve). Mint már 
gyakran hasonló esetekben ebből következtetjük, hogy a soha 

_ AH «nem kisebbedo, a —— soha nem nagyobbodó szamok; közös 
határértékük nem más mint R. Természetesen még bebizonyítandó 
hogy

R = lim. = lim. A+L 
xn xn

azaz, hogy e határértéknek az jR-ről kijelentett sajátságai vannak.
Ha először is | x — a | = p az R-nél kisebb szám, minden

knesetre van az n elég nagy értékénél egy szám, úgy hogy
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Minthogy pedig a sor föltétlenül összetartó, ha | x — a | = -ff 
kés p'c-ff, a sor csakugyan föltétlenül összetartó, ha [r—a\=p'<R.

Ha ellenben jx—«|=/?" az Jí-nél nagyobb szám, a ^cn(x—a)n 
0

sor csakugyan oly széttartó sor lesz, melynek tagjai minden határon 
túl növekednek. Mert, ha az n minden értékénél

akkor ha p bármely a o"-nál kisebb szám,

| Co | + | ci\p + | Ca |/>2 + ... + | cn fp” + • ■ •

összetartó sor volna; mert tagjai rendre kisebbek az összetartónak 
ismert

G + + G(f)’+- + G(^)’+-

sor tagjainál, t. i. az előbbiek szerint:

De másrészt, ha p" az B-nél nagyobb szám, mindenesetre van 
kn I 1az B-hez tetszőlegesen közeledő — n ■ számok között egy, melyre-XI

nézve
p_ Án + 1 ,,lí < ——— < p ;

tehát volna legalább egy a //'-nél kisebb szám, mely t.i. a ...
intervallumban fekszik, vagy pedig maga ''^n1 > melyet r 

helyébe téve cn rn nem összetartó; de ez lehetetlen, ha a cn p"n 
számoknak van felső határuk; tehát e számok csakugyan a végtelenig 
növekednek, a mivel tételünk második része is be van bizonyitva.

144. E tételnek egyszerű folyománya még:
Ha a

IM l$o —a|" (n = 0,1,.-..)

számoknak van fölső határuk, a ^cn(,x — a)n föltétlenül össze-0
tartó, mihelyt |a; — a|<|a:o — a\; például legegyszerűbben, ha
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lim. | cn 11 «o — a |" = 0. Ha ellenben | cn 11 x0 — a | -nak nincs ha
tárértéke, vagy pedig ez nem 0, a sor széttartó, ha |z—a|^|xo—«| 
és tagjainak absolut értéke ugyanekkor minden határon túl nagyob
bodik.

A tétel első része az épen használt következtetésen alapszik; 
ha t. i. a | cn 11 x0 — a |” számok fölső határa G, akkor | x — a | 
kisebb lévén | Xo — a |-nál

|cn 11 x — a I" = I cn 11 x0 — a I” '' —G ’ - ~ ,
| w — a |" p'o — a I"

azaz sorunk tagjainak absolut értékei egy már összetartónak ismert 
pozitív tagú sor tagjainál nem nagyobbak. A mi a tétel második 
részét illeti, lim. | cn 11 x0 — a [" mindenesetre 0, ha a sor összetartó; 
tehát a sor széttartó, ha x helyébe .r0-ot teszünk és annál inkább, 
ha | a; — a | > | x0 — a |. Az utóbbi esetben x az összetartás! tarto
mányon kívül fekszik és a sor tagjainak absolut értéke tehát min
den határon túl nagyobbodik. E szerint, ha az x minden értékénél 
lim. | cn 11 x — a |”= 0, az összetartási kör sugara végtelen; ha pedig 
lim. |cm| |a; — a|“ az x minden értékénél végtelen, R = 0.

így például

az x minden értékénél összetartó; mert bármicsoda szám legyen is x, 
mindig:

Legyen ugyanis k+1 az első egész szám, mely |a;|-nél nagyobb, 
akkor:

kP _ W* _ EL M M Ét ( ki
ni ki k+1 n = ki \k+l'

hol az első tényező véges szám, a második pedig n nagyobbodásával 
0-hoz közeledik, minthogy az egységnél kisebb.

Továbbá e sor
2 n ! xn



HATVÁNYSOROK. 637

az x minden értékénél, x = 0 kivéulécel széttartó, mert:

lim. n! xn = oo.TI

Legyen ugyanis k + 1 az első egész szám, mely TVj-nél
nagyobb, úgy hogy (&+1) |#|> 1> akkor

n! | x I” = k! | x |* (k +1) | x | (k + 2) | x |... n | x |

>k\ |a>p ((k + l)k|)'i-í

hol k! | x p véges szám, a másik tényező pedig n nagyobbodásával 
minden határon túl növekszik, mert (k +l)|x| az egységnél nagyobb.

Hasonlókép látni, hogy a sor összetartási körének sugara 
|z0 — a\, ha lim. |c„||.c — a|n zérus vagy végtelen, a mint |rr — «| 
kisebb vagy nagyobb |x0 — a\-nál.

így példáúl e sor:
~ r«+l ,.2 .3

I # |nösszetartási körének sugara, B=\, mert —w - határértéke 0 vagy 
oo, a mint |rc | az 1-nél kisebb vagy nagyobb.

Hogy
lim. L = 0, Ia;I< 1

közvetetlenül világos; ha |ík|>1, tehát |a;|=lH- a, hol a pozitív, 
akkor hacsak n 2,

|^|” _ (1 + «)” = + ■ ■■ I ín\
n n n n W ’

vagyis:
| x I" n — 1 o
—L>—o—« ;n 2

tehát:
r ki” i I ihm. —oo, kr >1.n ’ 11

Ugyanígy végre látni, hogy e sornál is:

2 n xn = x + 2 z2 + 3 + ... + n x” + • • ■0



638 AZ ELEMI FÜGGVÉNYEK ELMÉLETE.

az összetartási kör sugara, R= l. Mert ismét lim. nxn zérus 
vagy oo, a mint |.r| kisebb vagy nagyobb, mint egy.

Ezt az előbbiekből közvetetlenül fölismerhetjük, ha a recziprok 
értéket vizsgáljuk, t. i.

-6—r 
n V|j|/

oo vagy 0, a mint > 1, vagy < 1.
I®l

145. A hatványsor összetartási tartományának meghatározása 
különösen egyszerű, ha

lej 
hm. T----- r 

K+i I

meghatározott érték (véges vagy végtelen). Akkor e határérték nem 
más, mint R.

Ha ekkor ugyanis |rr— a|<jR, akkora

0n 1% ■ a)n

sorból az absolut értékek sorát képezve, ez 
közvetetlenül alkalmazható a 232. oldal

2 kn I k — a , melyre 0 *
kezdetén álló összetartási

föltétel, mely szerint e sor összetartó, ha

lim

I y I I - __ l» 1^1

azaz, ha

Ha lim. '"*.- = 0, tehát lim. , । — = oo a föltétel bár- 
Kl lcn+ll

mely alakjában az \x— a| minden véges értékénél ki van elégítve.
Az idézett (136.) czikk elején adott összetartási föltételnek 

|c |
megfelelőleg még, ha . - . az n egy bizonyos értékétől kezdve min- 

lcn+l'
dig nagyobb egy bizonyos K számnál, akkor R ^ K, azaz a sor 
mindenesetre összetartó, ha | x — a | < K. Ismét az absolut értékek 
sorára alkalmazva a tételt, e sor összetartó, ha
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Kik—«r
egy bizonyos n-töl kezdve, egy bizonyos pozitív és 1-nél kisebb szám
nál is kisebb; de most

K+l I 1 
KI K

és így ama kifejezés, mindig kisebb, mint a mi ha | a: — «|
a K-nál kisebb, csakugyan az 1 -nél kisebb szám.

E tételek alapján az előbb példáknak fölhozott sorok össze
tartása könnyebben ítélhető meg. Lesz a négy sorra egymásután :

B=Hm. (-Í-: (^ip)=lim.(n +1) = °o, H=lim. (n!:(n+1)!)=lim. “=0

(~ •• = Um- =1 > B =lim- (n: n +1) = 1.

146. Ha a
Cn (x a)n 

0
sornak egyes tagjait differencziáljuk, a keletkező

2 n cn (x — a)”-1 
1

hatványsornak összetartási köre ugyanaz, mint az eredeti soré. Azaz 
ha az első sor összetartó, vagy széttartó, a mint | x — a | < R, vagy 
k— a[>R, ugyanez áll a második sorra nézve is. Ellenben ha 
k — a| = R, a két sor összetartási viszonyai különbözők lehetnek.

Ha x az első sor összetartási tartományán belül fekszik, azaz 
k— a\<R, akkor mindig lehet egy szintén az összetartási tartó - 
tományon belül fekvő a;'-et és x"-t találni, úgy hogy

k— a|<k'—a |<k"—a\< R.
E szerint:

lim. (nCnk'—a)”-1) — lim. (cn(x"—a)n) Hm/n/-^——

de e határértékek közül az első 0, mert x" a cn k — a)n sor 
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összetartási tartományán belül fekszik, a második mert abso- 
lut értéke egynél kisebb (1. a 144. ez. végén), míg x'—a a O-tól 
különböző szám. Hatehát |.r — a|<|x'—a| és annál inkább, ha 
|« — a | < R, a differencziálásból keletkezett sor is összetartó.

Ha ellenben |a:— a\>R és tehát cn (x — a)n határértéke 
nem 0, akkor ncn(x — a)”-1 határértéke annál kevésbé lehet 0 és 
a második sor is széttartó.

x cn+l a
így p. az 2(—1)" •' , r és 2(—1)”^” soroknál az össze- 0 n -pl 0

tartási kör sugara, R = 1, de az összetartási tartomány határán, 
midőn x = 1, az első sor

i__x _L i__ 4. 4.

összetartó; míg a második

1-1 + 1-1 +-..
széttartó (ill. ingadozó).

Minthogy a differencziálás alapján keletkezett sort újból diffe- 
rencziálhatjuk és úgy tovább és az ezen eljárásnál keletkező sorok 
összetartási köre mindig ugyanaz marad, általánosabban is kijeléüt- 
hetjük, hogy:

Bármely hatványsornak és a tagoknak akárhányszoros diffe- 
rencziálása által belőle keletkező hatványsoroknak összetartási köre 
mindig ugyanaz; azaz a

^Cnlx — af és ^n(n—l)...(n — k+l)cnlx — a)n~k 
o k

sorok összetartási tartománya legfölebb a határhelyekben különbözik.
Az, hogy e tagonkénti differencziálásból keletkező hatványsorok 

egyszersmind az összetartási tartományon belül az eredeti hatvány
sor differencziálhányadosait adják, ebből még semmikép sem követ
keztethető, hanem külön lesz bebizonyítandó. (L. a 149. czikket.)

147. Minden hatványsor összetartási tartományán belül foly
tonos függvény. Ha ugyanis | x — a | < R, akkor mindig van oly r 
szám is, hogy:

\x — a | < r < R, 
és így
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|cn (Z —ű)n|<|cn|r»
a miből állításunk a 142. czikk értelmében közvetetleniil foly az 
|ík'—«|<r tartományra nézve, melynek pedig x belső helye.

Fontos még e tételnek következő, Abel-íöI származó általáno
sítása :

Ha az F(x) = ^Cn (x — a)n hatványsor az összetartási tartó- 
0

mány egyik határhelyén, hol például

x = a + R (cos. <p + i sin. y>), 

összetartó, akkor:

lim. F(a + r (cos. <f + i sin. ^)) = F(a + R (cos. w + i sin. ^)).

A föltevés szerint:
2’ cn (cos. n <p + i sin. n y>) Rn ( p )”

összetartó, ha < 1 ; ha tehát

wn= cn (cos. ny> + i sin.n ^) Rn, a —

tétetik, akkor közvetetleniil alkalmazható az I. r. 117.cz. utolsó 
tétele, mely szerint a

lun = F (a + R (cos. y> 4* i sin. ^))

2un an — F (a + r (cos. <p -f- i sin. <p)^

sorok különbségének absolut értéke egy tetszőleges e-nál is kisebbé 
tehető, ha « pozitív és 1-nél kisebb értékét az 1-hez elég közel vesz- 
szük; azaz ha most r-nek pozitív és /í-nél kisebb értékét az B-hez 
elég közel veszszük. Ugyanazt mondja a tételünkben foglalt egyen
let. (A határátmenetnél más r nem is használható; mert r értelme 
szerint pozitív és ha r > R, kilépünk az F(x) értelmezési tartomá
nyából.)

Az összetartási tartomány belsejében a hatványsorok értéke 
gyakran sokkal egyszerűbben határozható meg, mint a határhelye
ken. A most levezetett tétel fontossága abban rejlik, hogy kiterjeszti 
e meghatározást ama határhelyekre is, hol a sor egyáltalában össze-

Honig: Analízis. I. 41
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tartó. így p. kimutatjuk majd, hogy

z . + r3 rn+l(l.(l+a,))=«-T+^—1)-^+...

ha |a:|< 1; de ha x = 1, sorunk összetartó marad; tehát:

lim 1.(1 +;r)=:l-| + |- { +

azaz e sor értéke nem más, mint 1.2.

148. Ha a

^cn(x — a)n és ^Cn^x —a^ 
0 0

hatványsorok az a egy bizonyos környezetében összetartok és e kör
nyezetben mindenütt ugyanazon értéket adják, akkor e hatványsorok 
teljesen azonosak, azaz:

Cn •— Cn • (n == 0, 1, 2 , . . .)
A két sor értéke először is ugyanaz, ha x = a, azaz

Co == ^0j
tehát

c^x — a) + {x — a)2 + ... = cl (x — a) + cá (x — a)2 + ...

ha pedig x nem egyenlő a-val, ebből:

C] + ci (x — a) + ... = cl + cl (x — a) + ...;

de a két oldalon álló sorok az a helyen folytonos függvényt ábrá
zolnak ; határértékeik az a helyen egyenlők, tehát az ezekkel azonos 
helyettesítési értékek is, vagyis

Cl = cl.

Hasonlóképen áttérünk a Cj = cl bizonyítására és általánosan 
a cn = c+ére, bármicsoda pozitív egész szám is n*

* Megjegyezhető még, hogy a bebizonyított tétel a következő sokkal 
általánosabbnak speeziális esete :

Legyen , a%,..., am ,... oly számok határtalan sorozata, melyek 
mind különbözők és melyekre nézve lim. am = a ; ha a V cnlx — a)n és

0
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A tétel tartalmának gyakran még a következő alakot is adjuk: 
Ha az F(x) függvény a-nak környezetében egyáltalában ki

fejezhető hatvány sor alakjában, ez mindig csak egy bizonyos, meg
határozott módon történhetik.

Mert ha volna az a egy bizonyos környezetében

F(x) — cn(x — a)n, F(x) = 3 4 (« — O 0

akkor ebből épen, mint előbb cn = következnék az n minden 
nem negativ egész értékénél.

149. Ha F(x) = ^cn (x— a)n hatványsor alakjában adott 
0

függvény, akkor az e függvény folytonossága és differencziálására 
vonatkozó kérdések megoldása a növesztett függvény F(x+h) kellő 
alakban való előállításától függ, hol h absolut értéke kezdettől fogva 
tetszőleges kicsinynek vehető.

A hatványsor összetartási körének sugara R véges pozitiv szám 
vagy végtelen.*  Ha x ezen összetartási tartomány belső helye, azaz

f c'n (a: — a)n sorok értéké megegyezik, midőn x — am, a sorok azonosak, azaz 
0
cn = c'n. Könnyű látni, hogy a határátmenet, mely mindig a cn = c'n állí
táshoz vezet, most is végezhető, ámbár nem bárminő számokon, hanem csak 
az a\ , ,..., an,.. . számokon keresztül, a mi azonban a végeredményen
nem változtat.

* Azon esetet, hogy a £ Cn(x — a)n sor csak az x = a helyen össze- 
0

tartó, ezután teljesen mellőzzük. Világos, hogy ekkor a soralak nem értel
mez függvényt.

|a: — a\<R,

az R — \x — a | pozitiv szám és a növekmény nagysága kezdettől 
fogva megszorítható úgy, hogy

|/t|<_R—|a:—a|, \x — a | + | h | < R

legyen. Az x + h növesztett változó érték ekkor az összetartási tar
tománynak szintén belső helye, mert

|a: + h — «|<|a;— a | +1/< |< R.

41*
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Fölötte egyszerű lesz a vizsgálat, ha a növesztett függvényt

F(x + h)= ^cn(x — a + h)n 
0

a h hatványai szerint rendezett alakban lehet előállítani. De ez a 
növekménynek előbb megállapított megszorítása mellett csakugyan 
lehetséges. Mert e sorban

'2cn(x—a+h)n= ^x—a)n+^yx—a)n-1h+...

+©(®—a)"-^+...+/<")

szabad a h egyenlő hatványait összevonni, ha

jWk—H*+-+W")= 2 N(k-«l+M)”

összetartó. Ekkor ugyanis azon sor, melyet az egyes összegalakú 
sortagok fölbontása szolgáltat, szintén föltétlenül összetartó, tehát a 
tagok sorrendjének változtatásánál az érték nem változik. Az utolsó 

OO *
sor pedig összetartó, mert >, | cn | rn ilyen, ha r < R. A föltevés sze- 

0
rint pedig most r = |x — a| + |h|<R.

Ha e rendezést elvégezzük, a hk-t tartalmazó tagok a hk kieme
lése után:

^~a)n-k=~ ^n(n— 1)...(n—k+1 )cn(x—á)n~k—~ Fk(x)

(a k + 1 -ik tag előtt állók a /í-nak ily magas hatványát nem tartal
mazzák), hol Fk(x) nem más mint azon hatványsor, mely F(.r)-ből 
Fszor ismételt tagonkénti differencziálás által keletkezik. A //-nélküli 
tagok összessége, mint különben is közvetetlenül látni, nem más mint 
F(x). E szerint, ha k helyett ismét n-et írunk,

00 J,n l.
F(x + h)= 2 Fn (®) -T = F(x)+ F^x) T + . . . + Fn(x) +...Q IV * 1 ’V l

mely sor összetartó, ha |h|<R — |íc — a\, mígmaga|x — u| az 
F-nél kisebb. Ez nem más, mint a h hatványai szerint haladó hat
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ványsor, melyről a tárgyalás értelmében tudjuk, hogy a h = 0 hely 
egy bizonyos véges környezetében összetartó; az illető összetartás! 
kör sugara ugyanis R — | x — a |-nál semmi esetre sem kisebb.

Ebből mindenekelőtt azon fontos következtetést vonjuk le, 
hogy:

F(x 4- h) — F(x) u / \ < tj i \ h . , v t x hn~l ,
------— = * iG^) + F^x) jy + . . . + í n(x) —+ . ..

hol a jobboldal, minthogy összetartó, ha | h | < R — | x — a |, a h=0 
helyen folytonos függvény, melynek e helyen tehát úgy helyettesí
tési, mint határértéke Ffx), tehát:

hm. ------— =R(x).h=O h n 7

Azaz: Minden hatványsor alakjában adott függvény az össze- 
tartási tartomány belsejében differencziálható függvény és a diferen- 
cziálhányados a sorból tagonkénti differencziálással képezhető.

Más kifejezésben:
F(x)= F^x)

de F^x) ismét azz — a hatványai szerint haladó sor és x ismét az 
összetartás! tartományon belül fekvő hely, tehát

F'(x) = F^x) 
és általánosan:

Fk\x)= Fk(x).

A hatványsorok tehát összetartási tartom árnyukon belül min
denütt oly függvények, melyeknek minden differencziálhányadosa 
véges és meghatározott; e diferencziálhányadost a soralak tagon
kénti differencziálása adja.

150. A növesztett függvény kifejezése, ha x az F^x) összetar
tási tartomány belsejében fekvő hely:

F(x+h)=F(x)+F(x) y+F"(x) 

az u. n. végtelen Taylor-sot, mely az előbb tárgyalt hasonló alaktól 
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abban eltér, hogy a tagok száma végtelenbe megy és ennek megfele- 
lőleg a maradéktag eltűnt. Hogy az F(x + h) véges Tavlor-sot 

alakjában is fölirható, világos abból, hogy F(x) minden differencziál- 
hányadosa véges és meghatározott.

Ha itt ismét a változó x + //-t egy betűvel 2-vel, a vizsgálat 
folyamán állandó x-ei például b-vel jelöljük, akkor h = z — b és az 
egész eredmény következőkép fejezhető ki. Ha

, . . , . (a; — a)2 , , Gv — a]"F(x) = cn + Cj (x — a) + ------ F • • • + Cn —------ F • • ■

és b az összetartási tartomány belső helye, azaz |b — a\<R, akkor 

F^-F^+Ftb) ^+...+F^(b)^f+... (II.)

mely sor minden esetre összetartó, ha

\z — b\<B — |ó — a|, 
ámbár semmikép sincs kizárva, hogy a (II.) sor összetartási tarto
mánya ennél nagyobb.

A mennyiben z' az eredeti sor összetartási tartományának belső 
helye, az átalakítás alapján közvetetleniil tudjuk, hogy Fiz') az első 
vagy második sorban ugyanazon érték; de ha a második sor össze
tartási tartománya messzebb terjed, az F(x) meghatározását adhatja 
oly helyen, hol az első sor nem használható. (Ily módon ezen átala
kítás a függvény értelmezési tartományának nagyítását, a függvény 
folytatását adhatja az eredeti értelmezési tartományon túl, a mely 
megjegyzés az analitikai függvények elméletének alapja. Analitikai 
függvény Weierstrass szerint, minden oly függvény, melynek értel
mezési tartománya összefüggő, ha értelmezési tartománya minden 
belső helyének környezetében fölbontható egyértékű és hatványsorok 
alakjában kifejezhető függvényágakra és ha végre e függvényágak 
magukban foglalják a függvénynek minden a föntemlített módon 
eszközölhető folytatását.)

Az eredeti F(x) sor megadja a függvényt az a egy bizonyos 
környezetében, ez a függvény hatványsor kifejtése az a környezetében, 
melyről a Taylor sor segítségével áttérünk a függvény hatványsor 
kifejtésére bármely az a ama környezetében fekvő b hely környeze
tében.
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Különösen fontos amaz eset, midőn az eredeti sor összetartás! 
tartományának belső helye a 0. Ekkor a függvény (ha b helyébe 
0-t teszünk) kifejthető az x hatványai szerint, mely kifejtés a változó 
elég kis értékeinél érvényes. Ez az úgynevezett Mac Laurin sora 
az illető függvényre nézve:

... n
F(z)=F(0)+F(0)^+F"(0)• (III.)

A 148. ezikk értelmében egyszersmind tudjuk, hogy ha vala
mely függvény egyáltalában hatványsor alakjában kifejthető az a 
környezetében, a kifejtés szükségkép azonos a II. (ill. III.) alakzatok
kal. A mit úgy is lehet most kimondanunk, hogy, ha

F(x) =^cn(x — a)n, 
0 

akkor
Cn =

a mit különben még úgy is láthatunk be most, hogy a soralakból 
képezve

F(n\n)=n!c„+(n + l)--- %cn+Ax—a)+(«+á)... 3cn+2(a;—a)2+... 
és x = a-t behelyettesítve, lesz: Fw(a) = ni cn, a mi nem más, 
mint az előbb jelzett eredmény.

Semmikép sem szabad hinnünk, hogy minden függvénynek 
ily hatványsor alakja van, ha csak az illető a helyen az összes F^a) 

_ 1 
számok képezhetők. Nagyon egyszerű példa erre a f(x)=e x‘ , 
melynek, mint valós változó függvényének a 0 helyen minden diffe- 
rencziálhányadosa 0. E szerint, ha lehetséges volna e függvényt x 
hatványai szerint sorba fejteni, úgy hogy e sor a 0 bármily kis kör
nyezetében a függvényt ábrázolná, akkor e sorfejtésben minden 

__£
cn együttható 0 volna; azaz az e x" a 0 egy bizonyos környezeté
ben 0 volna. Pedig e függvény sehol sem 0, kivéve az x = 0 helyen. 

_ 1
Az e x~ épen nem fejthető ki az x hatványai szerint és az ellen
kező föltevés képtelen eredményhez vezet.

A kifejtés számos példái a következő fejezetben lesznek tárgya
landók.
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Hatványsorokból összetett függ vény alakok,

151. Az elemi függvények soralakjának meghatározásánál 
néhány általánosabb tételre van szükségünk, mely t. i. előre bizto
sít arról, hogy az illető függvény a vizsgált hely környezetében való
ban kifejezhető hatványsor alakjában. Hogy a számításokat később 
összefüggésben végezhessük, e tételeket itt előlegesen összeállítjuk.

Ha f^x) és az a környezetében hatványsor alakjában 
kifejezhető függvények, akkor az f(x) fyx) szorzat ama hely környe
zetében szintén kifejezhető hatványsor alakjában.

Ha ugyanis

2^’^ — a)n, ffx)=^c^(x — a)n, 
0 0

midőn | x — a | < Rl, ill. | x — a | < R^, és R az R^, R^ számok 
kisebbikét jelenti, akkor ama sorok föltétlenül összetartok, ha 
| x — a | < R és az ily sorok szorzására vonatkozó törvény értelmé
ben (I. r. 120. v. 121. ez.):

fi J~ ^>kn (x a)n, 
hol

K = 41’ Ci + • • • + 41’

Ha fi(x),ft(x),.. .fm(x) az a hely környezetében hatványsor 
alakjában kifejezhető függvények, akkor az fi(x)+fe(x) -f-.„+fm(x) 
összeg az a helyen szintén ily függvény.

Ha ugyanis ismét

ffx)= a)n, (í= 1,2,. ..,m)0
midőn | £ — a | < Rí és R az Rt, Rt,... Rm számok legkisebbike, 
akkor ismét a sorok összeadási törvénye szerint, még

fW+--- +fm(x)= 2 (^> + • • • + C) 0
ha |x—a\<R.

Ha f0(x), f(x),...fm(x)... az a környezetében hatványsor 
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alakjában kifejezhető függvények határtalan sorozata és nemcsak 
^fn(x), hanem, még is az a egy bizonyos környezetében

midőn p. |x— «|< R, összetartó sor, hol t. i. az

0 
lévén, megfelclőleg

?,„(*)= sicik—«l"»

* Az általános föltételt ill. lásd Weierstrass, Abh. zűr Functionen- 
lehre, pag. 73.

azaz az fm&) tagjainak absolut értékeiből képezett sor; akkor 
^fn(x) is hatványsor alakjában kifejezhető függvény, midőn 
0

| x — a | < R; még pedig:

J 4(«) = 2 Cn (x — a)n, 
u o

hol ép úgy mint véges összegeknél:

Ekkor ugyanis 2/«CT) kétszeresen végtelen sornak tekintendő, 
0

melyben t. i. minden tag, fn(x) ismét végtelen sor alakjában van 
adva. A kifejtett föltétel értelmében e kétszeresen végtelen sor föl
tétlenül összetartó és úgy is rendezhető, hogy az x — a egyenlő hat
ványait összevonjuk.

Természetesen ama két elrendezés egyenlő értéket adhat a 
nélkül is, hogy minden elrendezés ezen értékhez vezetne, azaz a 
nélkül, hogy a kétszeresen végtelen sor föltétlenül összetartó volna. 
Ennek megfelelőleg ama föltétel nem szükséges, de mindenesetre 
elegendő arra, hogy j%fn(x) az x — a hatványai szerint rendez- 0
hetö legyen. Az itt végzendő tárgyalásokban azonban e szükebb 
föltétellel is már czélt érünk.*

153. Ha f(x) ésffx) az a környezetében hatványsor alakjá- 



650 AZ ELEMI FÜGGVÉNYEK ELMÉLETE.

bán kifejezhető’ függvények és f(a) nem zérus, akkor az a. egy bizo
nyos környezetében szintén kifejezhető mint hatványsor.

Világos, hogy elég ezt bebizonyítani, ha erre áll, a
megelőző czikk értelmében az y^ffx) szorzatra is érvényes.

Legyen részletesen

f(x) — Co + Ci (x — a) + ... + c« (x — a)n + ... — Co + y>(x)

hol tehát Co nem 0, akkor a geometriai haladvány képletét hasz
nálva :

T^7 = l+ ...+««+ ...,|z|<l

lesz:

J_ =____ 1____ + +(W, A
M ' c<> TV k «ö ' +”7

hol <p(x) az a környeztében összetartó hatványsor és ^(0)= c0. Szin
tén ilyen a p(;r) absohit értékeiből képezett sor:

<í(a:)=|c1| |a: —«| + ... +|c„| |.r — a|” + ...,

lehet tehát egy pozitív B számot meghatározni, úgy hogy, ha csak 
| x — a | < B, mindig

^)<|c0|.

Ha az kifejezésében a zárjelben álló sor egyes tagjainak 
helyébe mindig az absohit értékeket tesszük, akkor (f1 U ’)" helyébe jő:

(■^r
és e sor összetartó, ha |íc — a\<B, mert akkor <?(«)<|c0|. Az 

tehát kifejthető az (x — a) pozitív hatványai szerint és e sor
fejtéshez jutunk, ha az ama kifejezéseben az x — a egyenlő 
hatványait összevonjuk.

153. Ha F(x) oly egyértékű függvény, melynek diferenczial- 
hányadosa f(x) az a környezetében kifejezhető hatványsor alakjában, 
akkor Fix) az a-nak ugyanazon környezetében szintén kifejezhető 
hatványsor alakjában.
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Legyen ugyanis

j\x)= Co4-Ci (« — «)+ c2(x — a)2 + ... + cn (x — a)n + ..

akkor ((tagonkénti integráczió» segítségével oly hatványsorhoz jutunk:

C+^x—,a) +|ci(a;—«)2+|c2(z—a)8+„. + - cn(x—a)n+l+-

melynek összetartás! köre ugyanaz, mint az f(x) soré; mert hisz az 
utóbbiból ismét a differencziálásnál az f(x) sora keletkezik. Ha 
továbbá C = F(a) tétetik, akkor a

<P(x)=F(a) + c0(x—a) + ^c^x—a)2+-.. + Cn(x—«)”+1+• • •

sornak és J'(«)-nek differencziálhányadosa mindenütt ugyanaz, hol
«I < U, tehát F(x) — <fi(x) e tartományban állandó. Ez állandó 

meghatározására x helyébe u-t tehetünk; vagyis

F(x) — <P(x)= F(a) — (P(a).

De 4>(a) = F(a) és így végre:

F(x) = (P(x).

Folytonos és nem differencziálható függvényeié.

154. Az elemi függvények mindannyian általánosságban foly
tonos és differencziálható függvények; azaz ha e tulajdonságuk 
meg is szűnik egy bizonyos helyen, e helynek mindig lehet oly véges 
környezetét kijelölni, a mely környezetben ama hely az egyetlen, 
melynek ily kivételes jellege van. Azonkívül e helyen a függvény
nek a differencziálásra vonatkozó kivételes volta, ha ugyanitt nem 
szakad meg egyszersmind folytonossága, egyszerűen abban mu
tatkozik, hogy a differencziálhányadosnak nevezett határérték vég
telen lesz.

így keletkezett azon soká fönntartott téves nézet, hogy minden 
valós függvény, ha folytonos, differencziálható is — legfölebb egyes 
helyek kivételével, hol a differencziálhányados végtelen. Ampere és 
mások még ezen igaznak vélt tételnek bizonyítását is megkísértet
ték. Evvel szemben Weierstrass hangsúlyozta először és példákon 
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bizonyította, hogy valós változók függvényeinél abból, hogy egy bizo
nyos számközben folytonosak, még az sem következtethető, hogy e 
számköznek még csak egyes helyein is legyen meghatározott differen- 
cziálhányadosuk,annál kevésbé természetesen, hogy e differencziál- 
hányados bárminő számközben ismét a változó folytonos függvénye.

A részletes tárgyalás azon az analízis alkalmazásainak szem
pontjából is fölötte fontos eredményhez vezet, hogy a differencziál- 
számítás módszereinek alávethető függvények osztálya semmikép 
sem azonos a folytonos függvények osztályával, hanem ezeknek egy 
szűk alfaját teszi. Tapasztalatilag adott függvényvonatkozásnál tehát 
abból, hogy a függvény folytonos, nem lehet arra következtetni, hogy 
megközelítőleg arányos változás kifejezése.

Hogy a fölvett kérdést csak valós változók függvényeire vonat
kozólag elemezzük, magától érthető. Ha complex változó függvénye 
alatt Riemann szerint már csak a diö’erencziálható függvényeket 
értjük, a kérdés természetesen egészen elesik. Ha pedig CAUCHY-val 
a z = x + i y függvényének veszszük az összes u (x, y)+iv (x, y) 
alakokat, akkor hogy ez diö’erencziálható legyen, mindenekelőtt kell, 
hogy u és v parcziálisan differencziálható legyen x és y szerint. De 
ha vannak folytonos és nem diö’erencziálható egyváltozós függvé
nyek, példáúl f(x) ilyen, akkor, ha p. u —f(x) f(y), közvetetleniil 
világos, hogy u + i v semmi esetre sem differencziálható x + i y 
szerint.

155. A híres példa,* melyben Weierstbass először mutatta 
be az oly függvény létezését, mely mindenütt folytonos, de melynek 
a mellett sehol sincs meghatározott (azaz véges, vagy meghatározott 
előjelű végtelen) differencziálhányadosa, a következő :

Legyen a valamely 1-tó'l különböző, páratlan egész szám, b az 
Lnél kisebb pozitiv állandó; a es b továbbá úgy választandók, hogy

ab> 1 +f 
akkor

f(x) = ^hn cos. (anxn) 
0

az x minden értékénél ily jellegű függvény.

* Először közzétéve Du Bois-Reymond egy értekezésében, (Crelle, 
Journal, 79. kötet).
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Hogy f(x) folytonos függvény, abból világos, hogy az x min
den értékénél |cos. (anxn) 1, tehát a sor maradéka:

+ ón+2 + ...

a sor tehát minden hely környezetében egyenletesen összetartó és 
így folytonos függvényt ábrázol.

Vizsgáljuk a függvényt egy tetszőleges helyen. Ha m bár
milyen egész szám, akkor nevezzük az am Xo-hoz legközelebb fekvő 
egész számot «m-nek; ha pedig am Xq épen két egymás után követ
kező egész szám számtani közepe, akkor legyen «m e két egész szám 
kisebbiké, úgy hogy:

"2 Xq (lm .

Ekkor találni egy Xm, ill. x'm értéket, melynél:

Xm (lm = 1 , dm Xm (lm — 1 >

a, — 1 ni
—

továbbá
am

1 + 1 -xm — x0 =
am

Xm Xq —
am

Minthogy pedig e kifejezések számlálói az m minden értéké-
nél | és f közt feküsznek, a pedig 1-nél nagyobb egész szám, végre 

lim. x'm = Xq , Hm. x'm = Xq.

A differencziálhányados megvizsgálására képezzük a különb
ségi hányadost először az x'i, x'%... ,x'm,... számokkal. Lesz:

m m

AO —/(*0)

m—1
= 3 bn 0

= 2bn 0
cos. (an x^ — cos. (a11 xQ n)

cos. (an x'm rt} — cos. (an ff)
+ 2bn

cos. (an x'm n)— cos. (a” x0 re)

•l:m :Co

A mi először az első (véges) összeget illeti, a
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. U űl * A d” A ’ A --  Acos. A — cos. B = — 2 sm. —a----sin. — 2-------------- z

képlet alapján
cos.(a%ff)-cos.(a%ff) . / x ff)

--------- ;------------------ =— * sin. ( O —5— ff )----- —,------ !----- — •a \ - J Xm__
° —---- ff

De | sin.«| 121 és így itt a második és harmadik tényező absolut 
értéke 1 -nél kisebb, tehát:

cos. (an ff) — cos. (an xQ ff)

e szerint ama véges összeg absolut értéke kisebb mint

ff (1 + ab +(ab)* + • • ■ + (ab)”-') = n »

és annál inkább kisebb, mint
(ab)’"

ab — 1
Végre tehát:

m-í cos, (a”^ ff)— cos. (an xQ ff) ff (ab)m

hol | őm | < 1 •
A különbségi hányados kifejezésének második része végtelen 

sor. Ebben n^m és így an~m mindig egész szám, mégpedig a-val 
együtt páratlan egész szám. Tekintetbe véve még x'm értékét,

an x'm ff = an~m (am — 1) ff ,

a mi, minthogy az «»—™ páratlan egész szám, («„, — 1) ff-töl csak a 
2 ff egész számú többesével különbözik és így

cos. anx'mn — cos. (a™ — 1) ff = — (— l)“m .

Hasonlókép

cos. (an x0 ff) = cos. (an-m am ?r -f- an~m (a“ x0 — am) ff) =

=cos.(amff)cos.(a’,_m(ö“a:o—«m)?r) = (— 1 )a" cos.(a"—m(amXo—am)ff) 
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és igy x'm — Xo értékét tekintetbe véve:

4 cos.(anx'Tt)—cos.(ana;nff) , iH-cos/a" m(a,mxn—amff))Sbn —-—V------ -——= (— irm(aby'2bn~m---------—~—9—~-
m ^-^0 m \+amx0-am

Ezen összeg minden tagja pozitív; az első tagban

1 + cos. (am.r0—am) ff 
1 + amx0—am

minthogy a'" x0 — am az | és — | közt fekszik, a számlálóban álló 
cosinus értékének határai 0 és 1; a számláló értéke tehát 1 és 2 
közt fekszik; a nevező hasonlókép | és f közt. E tag értéke e sze
rint |-nál nem kisebb, 4~nél nem nagyobbb. E szerint:

oo cos. (a" x’ ff) — cos. (an xn n) ,
2-bn ------ ”, „ - ---- — = (- 1» i , 
m J'O

hol az 1-nél nagyobb pozitív szám és a sor összetartása követ
keztében az m minden meghatározott értékénél meghatározott véges 
szám. Ha még sm-et meghatározzuk az

( 1) m

egyenletből, akkor sm ismét — 1 és + 1 közt fekszik és végre lesz:

x'm — x0 —( 1) m(ab) + Sm

(^m 1 > | ^m| < 1).

De ha, a mint föltételeztük ab > 1 4- f -; például 

ab = 1 + f ff + P, 
hol P egy bizonyos pozitív szám, akkor 

al> — 1 _  3 , P 
“ff “ + T ’

és 
__ff _ 2ff _ 2 
ab — 1 3ff + 2P 3

hol p is pozitív szám, t. i.
n = 2 _ — iP
1 S 3ff + 2P ~ 9ff + 6P ’
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tehát végre
Pm = ^+ Sm ab_i >P,

azaz
/'(«') — f(xn)
~~p _JC = 1 (ab)m pm, (pm >p).

Epén így lesz:

= -(- l)am > p).
m ‘''0

Az egész különbség az, hogy a

, n cos. (an a-" ff) — cos. (a" .rQ ff)
-2i " j’"  r
m ■'m 'h)

sor átalakításánál — x0 pozitív, míg x'm— x0 negatív előjelű 
volt; megfelelöleg (— 1)“”' helyett — (— l)“m lép föl, a mely meg
változtatott előjel azután mindvégig megmarad.

E szerint
i.-™ +li m.--------- ,------------ ,

hm
midőn

llm~±

hol am az am ^-hez legközelebb fekvő egész szám és tehát hm a hasz
nált előjelek szerint egyszer pozitív, egyszer negatív, midőn továbbá 
lim. hm = 0, a hm két választásának megfelelöleg egyszer -|-oo, egy
szer —oo lesz.

Az f(x) függvény differencziálhányadosa az x0 helyen tehát sem 
véges és meghatározott, sem határozott előjelű végtelen nem lehet.

156. E szerint még lehetséges volna, hogy az f{x) differencziál
hányadosa minden helyen (határozott előjel nélkül) végtelen lesz. 
Függvényünknek azonban távolról sincs ily egyszerű alkata; a mit az 
eddigi eredmények alapján ismét nehézség nélkül lehet kimutatható.

A tetszőleges a;0-hez bármily közel lehetett két helyet x'm és 
a?m-et találni, úgy hogy

Xm ^0 Xm , 
míg az
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fn ^0 Jí r0 
különbségi hányadosok közül az egyik pozitív, a másik negatív. Azaz 
/(«») és egyidbbcn nagyobb vagy kisebb az fx^-nál, mert 
hiszen f(x'^—/"(Zo) és J\x'^—/(x0) egyenlő előjelűek.

A függvény folytonossága következtében x'm és x0, illetőleg x0 
x'm közt fölvesz minden értéket, mely f(xm) ésfx^, ill. /(x0) és f(x'm) 
közt fekszik. Ezen számközök egyike magában foglalja a másikat és 
így a függvény fölveszi a kisebb számközben foglalt értékek mind
egyikét — legfölebb az/(.r0) kivételével — úgy x'm és x0, mint x0 és x'm 
közt. Azaz egy tetszőlegesen választott hely bármily kis környezetében, 
vagy máskép minden bármily kis számközben vannak különböző 
helyek, a melyeknek megfelelő függvényértékei egyenlők.

A függvénynek e tulajdonságát máskép is szokás még kifejezni. 
Ha t. i. egy tetszőleges a 3 számközből indulunk ki, mindig lehet egy 
ennek belsejében fekvő számközt meghatározni, úgy hogy 
f\aj=f((3j. Ha a függvény «j és f között nem állandó, a mely 
esetet kizárjuk, akkor az/(«t)-nél nagyobb vagy kisebb értékeket is 
vesz föl. A függvény folytonossága következtében az számköz
nek megfelelő értékkészletben van egy legnagyobb és egy legkisebb 
érték, melyeknek egyike/(aj-tői különböző; azaz a függvénynek 
bármily kis számköz belsejében van szélső értéke, maximum vagy 
minimum. Ez a függvény előbb említett sajátságának csak más 
kifejezése. Mert ha a függvénynek a c helyen szélső értéke van 
és, mint itt föltételezzük a $ környezetében folytonos, akkor a 
mintfö) maximum vagy minimum, minden az/fj-hez elég közel 
fekvő és ennél kisebb, vagy ennél nagyobb érték előfordul egy f' és 
egy f" helyen, hol c' < c < f".

A következő tárgyalásokat most általánosságban az A és B 
határok közt adott folytonos F(x) függvényre vonatkoztatjuk, mely 
bármely helyének tetszőleges kis környezetében egyenlő értékeket vesz 
föl, vagy — a mi, ha nincs oly véges számköz, melyben a függvény 
értéke állandó, ugyanaz — a melynek bármely helyének tetszőleges kis 
környezetében szélső értéke van.

Világos, hogy WEiERSTRAss-nak most tárgyalt függvénye ebbe 
az osztályba tartozik és hogy az erre vonatkozólag kifejtendő ered
mények ama függvényre is érvényesek.

Kőnig.: Analizú. I. 42
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157. Ha F(x) a most jellemzett függvényosztályba tartozik, 
akkor minden (bármily kis) számközben, azaz egy tetszőleges hely 
bármily kis környezetében mindig van végtelen sok hely, melyen a 
függvény értékei egyenlők.

A számköz melyből kiindulunk, legyen at bt. E számközben 
van a föltevés szerint k hely (k > 1,)

Xi, Xi,... ,Xk
a melyeken a függvényértékek egyenlők. Akkor minden íCj-hez meg
határozhatunk egy e helyet magában foglaló x'i x'i számközt, úgy 
hogy az x\ x'i, ...,x'k x'i számközöknek nincs közös helyük. Az

x\ Xi, xt x'i ; x'i Xt; x^ x'i;...; x'k Xk, Xk x'i 

számközöknek sincs tehát közös helyük, a két-két számköznek meg
felelő közös határhelyek Xi,...Xk kivételével.

E számközökben a függvény értéke nem állandó*; mindegyik
ben vannak tehát F^j-nél nagyobb vagy kisebb függvény értékek. 
Legyen azon számközök száma, hol az F^jj-nél nagyobb ill kisebb 
függvényértékek fordúlnak elő, p és q. Minthogy minden számköz 
legalább is egyik, de esetleg mindkét osztályba is tartozik, minden
esetre

p + q^Ük

és a p,q számoknak legalább egyike fc-nál nem kisebb.
Legyen azon intervallumok száma, melyekben F^^-nél 

függvényértékek fordulnak elő, a A-nál nem kisebb; és ezen 
számközök, melyeknek nincs közös belső helyük, egyszerűbben 
jelölve:

Minden számköz egyik határán a függvény értéke F(x^.
Mindegyikben van egy F(x1)-nél khebbb függvényérték; legye

nek a megfelelő helyek:
yt, ys,---,yr

A függvény folytonossága következtében az aid1 számközben fölvesz 
minden Fígf) és Ftg^ közt fekvő értéket; lehet tehátt/pet úgy föl-

* Ha a függvény értéke egy bizonyos számközben állandó, akkor 
tételünk mindenesetre helyes, mert hiszen e számköz minden helyén a függ
vény értéke ugyanaz.
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venni, hogy F(yd nagyobb az FtyA,-F(.yr) értékeknél. Sőt ugyanazon 
alapon lehet egy y\ y'í számközt megállapítani, melynek belsejében 
fekszik ?/, és melynek minden helyén a függvény értéke „^obb az 
FXyt)... F(yr) és az i^ij-nél. E számközben azonban van 
a föltevés szerint két hely, és yv melyen a függvényértékek 
egyenlők. Minthogy mint F^ és mint F^),
az «/számközben van legalább egy hely, y,, hol F(yf) = F(y0). Te
hát az y't y'í számköz bármely helyének megfelelő függvényérték, az 
at b} számköznek legalább r + + 1) helyén fordul elő.

Minthogy minden az y\ y'í számközben előforduló függvény
érték, az «aíh, ■ • • > <'r Ar számközökben is előfordul legalább egy
szer, lehet ezen az eljárást ismételni és az y\ y'í belsejében fekvő 
y^ y'i' számközt megállapítani, úgy hogy a függvény minden e szám
köznek megfelelő értéket az a^ intervallumban fölveszi legalább 
k + 2-szer. így kapjuk az egymást bezáró intervallumok határtalan 
sorozatát

y'i y'í; y™ > •••> y^+^y^,

a mely számközök bármely helyének megfelelő függvényérték az 
eredetileg választott aA bt közben föllép legalább k 4-1-szer, k 4- 2- 
szer,.. .k F w-szer. De e mellett az

y'> y^\ • • • y^n—; y,r, y^\ • • • .

egyike soha nem kisebbedő, másika soha nem nagyobbodó számo
kat ád. Mindegyik számsorozatnak van tehát határértéke és ha

lim. y^—1^ = z', lim. y1-^ = z”

akkor ezen intervallumok mind magukban tartalmazzák a z'z" 
számközt, vagy legalább is a z' helyet, ha z'— z". Mindenesetre van 
legalább egy z hely, melyet az y^n~^ y^ számközök mind maguk
ban foglalnak.

Akkor az aibi számközben végtelen sok hely van, a melyen a 
függvény értéke F(z).

E helyek száma vagy véges és meghatározott, vagy végtelen 
nagy. Az első esetben volna a helyek száma K; de ez lehetetlen, 
mert z bennfoglaltatik az y&n—M y^ számközben, bármily nagy is 

42*
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az n és megfelelőleg van legalább is k n hely, hol a függvény 
értéke F(z)-, de ha n-et elég nagynak veszszük, akkor k + n > K; 
és így az első föltevés lehetetlennek bizonyúlván, a helyek száma, 
hol a függvény értéke F(z)-vel egyenlő, szükségkép határtalan.

158. Legyen most már ama helyek határtalan sorozata, hol 
a függvény értéke jF(z)-vel egyenlő:

21 , Z* , .. . , Zm ,...;

minthogy e helyek mind az a{ számközben feküsznek van leg
alább egy £ hely, melynek tetszőleges kis környezetében végtelen sok 
zm fekszik. Azaz van ama sorozatban a helyek oly végtelen sorozata

'sl j , • • • j S71 5 • • •

hogy lim. Cn = í és - F(zm). Minthogy pedig a függvény a £ 
helyen folytonos, lesz:

F(d = hm. F(;n)= F(zm) = F^n), 
és végre

ín — S

vagy, ha Cn — C + hn tétetik, akkor lim. hn = 0 és

lim. flt+M-zí® =l). 
fin

a mi a következő tételbe foglalható.
Ha az F(x) függvény az A és B határok közt folytonos és az 

AB számköz bármely helyének tetszőleges környezetében egyenlő érté
keket vesz föl akkor egyszersmind bármely helyének tetszőleges kis 
környezetében lehet oly £ helyeket találni, melyekre, nézve

lim. +
fin

hol a hí, h%,... ,hn,... számok kellő módon választott, a 0 határ
hoz közeledő számok.

Ezen általános tételek az előbb tárgyalt

f(x) = 2 bn cos. (an x ír)0
WEiERSTRASs-féle függvény alkatára új világosságot derítenek.
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Ha C bármicsoda állandó, a

vix) = fix) — Cx

függvénynek az fix)-éhez egészen hasonló alkata van. T. i.

—f^) __ q
— x xü — X

azaz a <p(x) függvénynél is x-et a tetszőlegesen választott a:0-hoz 
tetszőlegesen közel úgy lehet fölvenni, hogy a különbségi hányados 
bármely pozitív számnál nagyobb, vagy bármely negatív számnál 
kisebb legyen. De ebből épen úgy, mint a 156. czikk elején követ
kezik, hogy p(x) a tetszőlegesen választott x0 helynek bármily kis 
környezetében fölvesz egyenlő értékeket, a nélkül hogy a függvény 
e környezetben állandó volna.

E szerint végre vannak a tetszőlegesen választott xn tetszőle
ges közelében oly f helyek, hogy

+ M _ AS + hn)-A&  G 
hn hn

zérus lesz, ha a ht..., hn,... számok kellő módon a 0 határhoz 
közelednek; vagy végre bármely x0 hely tetszőleges kis környezetében 
vannak oly s helyek, hogy

A^ + hn) —/(§) 
hn

a tetszőlegesen választott C határhoz közeledik, ha a hn számok kellő 
módon a 0 határhoz közelednek.

Ugyanazon helyen a hn számok más választásánál, hol azon
ban szintén lim. hn = 0, a különbségi hányados vagy —oo is 
lesz; azaz az fix) differencziálhányadosának nevezett határérték 
teljesen határozatlan, az e határérték képezésével kapcsolatos vizs
gálati módszerek az fix) függvényre egyáltalában nem alkalmaz
hatók.

159. Azon eredmény, hogy az f\x) függvénynek differencziál- 
hányadosa nem egyszerűen végtelen minden helyen, egyszersmind 
a következő általános tételből is következtethető :

Oly folytonos egy értékű függvény, melynek diferencziálhánya- 
dosa az ab számköz minden helyén végtelen volna, egyáltalában nem 
létezik.
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E függvénynek, y = f(x), kell ugyanis, hogy az ab számköz 
bármelyik a, b, részének különböző helyein egyenlő értékei legye
nek. Ha ugyanis az számközben (at és ht beleértésével) min- 
y-nak csak egy x felel meg, akkor az inverz függvények elve alkal
mazható volna; mert a megfelelő ?/-ok is összefüggő tartományt 
alkotnak. Ez folytonos valós függvényeknél egyszerűen abból követ
kezik, hogy az számközben y^ és «/2-vel együtt előfordul egy
szersmind minden yl és yi közt fekvő érték. Tehát x az i/-nak is 
folytonos függvénye az y egy bizonyos környezetében és minthogy 
minden tekintetbe jövő helyen 4— végtelen lesz, ama környezetben 
di' zérus volna; a miből ismét következik, hogy e környezetben 
minden ?/-nak ugyanazon x felel meg. De ez képtelenség, mert hisz 
x fölvesz minden értéket at és b{ közt. A föltevés tehát lehetetlen, 
és bármely hr számközben vannak különböző helyek, a melyeken 
a függvénynek értéke ugyanaz. De ekkor ismét a függvény differen- 
cziálhányadosa nem lehet minden helyen végtelen. Mert bármely 
hely tetszőleges kis környezetében vannak oly helyek, melyekre 
nézve a különbségi hányadost képezve, ez a különbségek kellő mó
don való kisebbítésénél a 0 határhoz közeledik. A függvény ama 
tulajdonsága tehát ellenmondást foglal magában és megfelelőleg ily 
függvény egyáltalában nincsen.

A differencziálható függvényeknek az analízisben kiváltságos 
szerepük van, melyet e tétel alapján akarunk még végre jellemezni.

Differencziálható függvények azok, melyek egy bizonyos tarto
mányban mint«megközelítőleg arányosan változón függvények értel
mezhetők. E definicziónak lehetne oly általánosításra gondolni, 
hogy a függvény növekménye a változó növekményének valamely 
hatványával megközelítőleg arányosan változzék. Tehát ezen uj 
osztályba oly függvények tartoznának, melyekben az egy bizonyos 
környezetében

lim 
h=d

volna véges és meghatározott, a O-tól különböző érték. Ily függvé
nyek a megelőzők értelmében nincsenek, ha az állandót (mint a 
függvény határesetét) kizárjuk; mert, a mint /zd, vagy /z>l, 
akkor az x0 egy bizonyos környezetében
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lim. Ax + hl~W-
h=n h

mindenütt oo vagy 0 volna. Az első eset tehát teljesen lehetetlen, 
a második esetben pedig /(a:)-nek ama környezetben állandó értéke 
volna, tehát ez sem vezet igazi függvényalakhoz.

in.

A transcendens elemi függvények.

Algebrai és transcendens függvényeié.

160. A hatványsor alakjában adott függvények az analízis 
legegyszerűbb függvényalakjai. Összetartás! tartományukon belül e 
függvények nemcsak folytonosak és differencziálhatók, hanem min
den — bármily magas rendű — differencziálhányadosuk ismét hat
ványsor alakjában kifejezhető függvény. Ha továbbá a sor össze- 
tartási tartományát az [$ — a\<B föltétel szabja meg és p<B, 
akkor a függvény értéke minden x-re, melynél | x — a | < p, tetsző
leges pontossággal határozható meg a négy alapművelet segítségével. 
A 6 tetszőleges választása után lehet ugyanis egy tagszámot, N-et 
megállapítani, úgy hogy a függvény valódi értéke és a sor első N 
tagjának összege között az eltérés absolut értékére nézve d-nál kisebb 
legyen minden, az |a; — a|</> föltételt kielégítő x-re nézve. Ep 
ezért az oly függvényről, mely a környezetében hatványsorba kifejt
hető, azt mondjuk, hogy e hely környezetében egész függvény jellege 
van. A hatványsor alakja végre oly értelmezését adja a függvény
nek, mely az x valós vagy complex értékeire egyaránt alkalmazható 
és így ha valamely más úton értelmezett függvényt hatványsor alak
jában lehet kifejezni, az első, esetleg csak a változó valós értékeinél 
használható értelmezést általánosabb a változó complex értékeire is 
átvihető értelmezéssel cseréljük föl. Úgy az elmélet, mint a gya
korlat szempontjából egyenlően fontos vizsgálat, vájjon az elemekben 
különböző módon értelmezett függvények mindenütt vagy értelme
zési tartományuk bizonyos helyeinek környezetében kifejezhetök-e 
hatványsorok alakjában ?
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E kérdés a raczionáiis függvényekre nézve megoldottnak tekint
hető. Az egész függvény bármely a hely környezetében kifejthető 
x — a hatványai szerint, még pedig úgy hogy a keletkező hatvány
sor véges lesz, azaz az együtthatók az n + 1-ediktöl kezdve mind 
zérusok.

A raczionáiis tört függvény a 152. czikk tétele szerint, 
minden oly helynek egy bizonyos környezetében kifejthető hatvány
sor alakjában, hol H(x) nem 0; tehát, ha H(x) m-edfokú, minde
nütt, legfölebb m hely kivételével.

Az y az rc-nek algebrai függvénye, ha lehet meghatározott 
számmal oly g0(x), g^x)... gm(x) egész függvényeket meghatározni, 
hogy az x és y összetartozó értékeinél mindig:

go(x) ym + giM y^1 + ... + gm-dx) y + gm(x)= 0.

A raczionáiis függvény az algebrai függvénynek legegyszerűbb 
esete; transcendens minden oly függvény, mely nem algebrai.

Az exponencziális és trigonometrikus függvények, valamint 
megfordításaik, — bárhol válaszuk is az x-et és e hely bármily kis 
környezetére szorítkozzunk is — se .ol sem elégítenek ki oly algebrai 
egyenletet, melynek együtthatói az x egész függvényei; tehát bár
mely helyük környezetében transcendens függvények. Ezt most csak 
az e fejezet czímében használt kifejezés magyarázatára hozzuk föl. 
Állításunk bebizonyítása csak az algebrai függvények részletesebb 
elemzése után történhetik, melyet mint az értelmező egyenletben 
álló két változós egész függvény vizsgálatán alapulót még későbbre 
kell halasztanunk.

Az exponencziális és trig o no metrikus függvények.

161. Vájjon az exponencziális és trigonometrikus függvények 
kifejezhetők-e hatványsor alakjában, azt oly módszer segítségével 
vizsgálhatjuk meg, mely némi általánosítással a valós változók függ
vényeinek egy nagy osztályánál alkalmazható. E módszer elve a 
következő.

Ha f(x) oly valós függvény, melynek minden differencziál
hányadosa az ax számközben újból folytonos és differencziálható, 
akkor a véges Taylor sor képlete
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^) =/(«)+/'(«) ~ + • • • + +/«+!(?)

az n minden pozitív egész számú értékénél alkalmazható. A $ az n 
minden értékénél más, de mindig valamely a és x közt fekvő érték, 
így tehát egyszersmind

ha e határértékek véges és meghatározott számok.
Ha most f(x) értelmezési tartománya kiterjed minden valós 

x-re, ha továbbá
f\a)+f\a)^^ + ...+f”(a)^^ + ... (2.)

az x bármely értékénél összetartó sor és — bárhogy választottuk is 
x-et — az |/<n+1,(f)| számoknak (a^f^x) az n-töl függetlenül 
van véges felső határuk, akkor minden x-re nézve:

fx) =fa) +f'(a) + ... +fn\a) + • • •

Mert az első határérték az (1 .)-ben nem más mint a mindenütt
összetartónak föltételezett ^f"\d) —fül sor. Minthogy továbbá 

o * W •

l/n+1 (f)l (n + 1)! T (n + 1)!

és a baloldalon álló kifejezés határértéke a 144. czikk szerint 0, lesz 
még

es így az fxj-neV (1.) alatt adott kifejezése átmegy (2.)-be.
Megjegyzendő még, hogy e vizsgálatot elég az a-nak egy érté

kére nézve, p. midőn a = 0, megejteni, mert ha fx) adva van 
mindenütt összetartó hatványsor alakjában, akkor (150. ez.) bármely 
más hely környezetében ugyanily hatványsorba fejthető.
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Alkalmazzuk ezt az ex, cos. x, sin. x függvényekre, a helyébe 
0-t téve. A megvizsgálandó sorok, a magasabb differencziálhánya- 
dosoknak előbb eszközölt számítása alapján :

fL. _|__í____ 4-(  II™—'í_________ L
2 f ' 4! ’ • ’ 1 ' 1 ■' (2 nj l i • *

..3 ,.5

ezek csakugyan minden x-xe nézve összetartok, az első a 144. és 145. 
czikkben megejtett vizsgálatok alapján, a második és harmadik, mert 
tagjaik absolut értéke nem más mint az első sor páratlan, ill. páros 
rendszámú helyein álló tagok absolut értékei és így e sorok az első
vel együtt mindenütt föltétlenül összetartok. Az fn+i\$) az első 
most tárgyalt függvénynél e^, a másik kettőnél pedig + sin. f vagy 
+ cos. f. Az utóbbi esetekben közvetetlenül látni, hogy |/(m+i) (f)| 
fölső határa 1 ; az első esetben mindenesetre c° és ex közt
fekszik; a felső határ tehát I vagy ex, a mint x negatív vagy pozi
tív ; de mindenesetre van az n-től független felső határ. így tehát 
minden x-re:

... X1 cn
é* = 1+ t + -2T + ”- + ^t + -- - (L)

,.2 4 Jn
cos-X = 1 -1T + — l)™^'— + ... (IL)

-3 r5 2n+l
sin. x = x gr+g-j- ...+(— 1) (2w + JJ| + . . . (III.)

162. Az ex, cos. x, sin. a: most levezetett soralakjai megadják 
e függvények értékeit, bárminő valós szám is az x; de akkor is véges 
és meghatározott értéket adnak, ha # tetszőleges complex szám. Ha 
tehát megállapítjuk, hogy e sorok értékét mindig ex, cos. x, ill. sin. x- 
szel jelöljük, e függvények értelmezésének oly általánosítása történik, 
melynek alapján e függvények meg vannak adva minden x-re, még 
pedig úgy, hogy a változó valós értékeinél az eddigi megállapítások 
változatlanul érvényesek maradnak.

E függvényjelölés általánosításamindenesetre megvan engedve. 
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minthogy complex x esetében, az ex, cos. x, sin. x jelek még nincse
nek lefoglalva; czélszerü azonban csak akkor lesz, ha minden e függ
vényekre vonatkozó tétel, mely a változók bármely valós értékénél 
érvényes volt, érvényes lesz most a változók bármely complex érté
kénél is.

A differencziálási szabályokat illetőleg az (I.)-böl:

tehát
ex—l 

lim. ------- -- = 1 ; 1=0 x
és épen úgy

.. sin. a; , .. cos. a: — 1 „hm.  -------= 1 , Hm. ———----- = 0.
z=0 X=o X

Ha azonban e határértékek az x complex változása mellett 
ugyanazok maradnak, mint előbb, az ex, cos. x, sin. x differencziál- 
hányadosára vonatkozó számítás szintén ugyanaz marad és újból: 

e képleteket különben a hatványsorokon, melyek mint tudjuk, tagon
ként differencziálhatók, közvetetlenül is igazolhatjuk.

Ama követelés, hogy az x complex változása mellett a műve
leti szabályok változatlanül megmaradjanak, az ex-re nézve teljesen 
ki lesz elégítve, ha kimutatjuk, hogy az u és v tetszőleges értékei
nél az

e® = e«+®

szorzási szabály is érvényes marad. Ez a következő módon lesz 
legegyszerűbben bebizonyítható.

Minthogy ex adva van minden a;-nél összetartó hatványsor által, 
átalakítható az x — a hatványai szerint haladó sorrá, bárminő szám 
is a és ez a Taylor sorának általános alakjából (150. ez.)

fiz) —fia) +f(a) —+ ... +fin\a) + • • • 
i

közvetetlenül fölirható, ha fix) helyébe ő^-et teszszük. De ekkor :
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fn\x) = ex, f\a)=ea;

és így a sor minden tagjából e" kiemelhető, e szerint

A zárjelben álló sor, nem más mint ex, hol a tetszőleges x 
helyébe a szintén tetszőleges x — a-t tettük, tehát:

gX 1 1 ^X—U •

és ha a helyébe u-t, x — a helyébe ®-t teszszük, még x = u + v és 
így:

gW gV _ gU+V

hol úgy mint x és a, az u és v is tetszőleges complex számokat 
jelentenek.

A levezetett képletet különben az eu és ev soralakjainak köz
vetetten szorzása is igazolja.

163. A trigonometrikus függvények megfelelő tárgyalása leg
egyszerűbb, ha előbb kimutatjuk, hogy a változó complex értékeinek 
befogadása után, e függvények többé nem új függvény alakok, hanem 
hogy a sinus és cosinus exponencziális függvényekből összeállítható.

Ha ugyanis ex soralakjában x helyébe +iz-t teszszük, és a sor
ban a páros, illetőleg páratlan rendszámú tagokat külön sorokban 
egyesítjük, akkor

minthogy pedig a jobboldalon álló sorok épen cos. z-t, illetőleg 
sin. z-t jelentik, végre a +iz eseteket külön írva:

eiz = cos. z + i sin. z, , .
• • 1 a) e cos. z — i sin. z,

azon alapképletek, melyek a trigonometrikus és exponencziális függ
vények kapcsolatát jellemzik.

Ebből — a két egyenlet összeadása és kivonása által — végre 
a cos. z és sin. z kifejezése exponencziális függvények segítségével:
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• • 8^ — 8~^ 'sin. z =---- TT-r—.21

Könnyű látni, hogy megfordítva az exponencziális függvény 
ismét kifejezhető a trigonometrikus függvények segítségével. Ha 
példáúl a második (a) egyenletben z helyébe ix-et teszünk, lesz:

ex = cos. ix — i sin. ix. (c)

Hogy a trigonometrikus függvények alaptulajdonságai az x 
complex változása mellett is változatlanül megmaradnak, a most 
kimutatott kapcsolat egyszerű következménye.

A (b) képletek közvetetlenűl mutatják, hogy a z tetszőleges 
(complex) értékénél is:

cos. (—z) = cos. z, sin. (— z) = — sin. z, 

a mi különben e függvények soralakjából is világos.
Az (a) képletek szorzásából továbbá következik, hogy complex 

z-nél is:
1 = cos"? z + sin? z.

Végre a következő egyenletekből:

e*® = cos. x + i sin. x, e~ix = cos. x — i sin. x,

e*y = cos. y + i sin. y, = cos. y — i sin. y,

az egymás alatt állók szorzásánál:

fAX+V} — (cos> x cos> y---sjn< X Sjn. y) _|_ l (cOS. X gjn> y gjn. X COg. 

í(x+y)—(eogtx cos. y — sin. x sin.y)—i (cos. x sin. y + sin. x cos. y).

Összeadva, illetőleg levonva e két egyenletet:

eúx+yt j- e—i(x+y)
-----------—-------- = cos. x cos. y — sin. a: sm. y,

gHx+y)— e—Hx+y)
----------- ----------- = sm. x cos. y + cos. x sin. y.

De a (b) képletek értelmében a baloldalon álló kifejezések 
cos. {x + y) és sin. (x + y), és így a trigonometrikus függvények 
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ú. n. összeadási képletei is érvényesek maradnak, ha x és y bár
milyen complex számok.

A most újból bebizonyított alapképletekkel együtt érvényesek 
maradnak a goniometria összes eredményei, melyek hiszen nem 
mások, mint ezen alapképletek alkalmazásai.

A többi trigonometrikus függvény a két alapfüggvény, sin. x, 
és cos. x Összetételéből keletkezik,

tg.x = sin. x
COS. X ’

. COS. X , icot. x = -- , stb.
sin. x

A sinus-sal és cosinus-sal tehát ezek is az x complex értékei
nél érvényes értelmezést nyertek, valamint a 152. ez. értelmében 
tudjuk, hogy tg. x és cot. x minden oly hely környezetében hat
ványsor alakjában kifejezhetök, hol cos. x, illetőleg sin. x nem 0.

így tehát a tg. a: az ír hatványai szerint sorba fejthető, és e sor

tg. X = Tj x + t32!8 + r5x6 + ...

hol e sor együtthatói a tg. ír magasabbrendü differencziálhánya- 
dosaival együtt (91. ez.) kiszámíthatók.

A mi e sor összetartási tartományát illeti, ez mindenesetre 
magában foglalja a 0 hely véges környezetét. Megemlítjük, hogy 
ezt az

M< J

föltétel adja meg pontosan; az eddig kifejtett módszerek alapján 
azonban ezt még nem bizonyíthatjuk be.

164. Az általános exponencziális függvény ax, hol a pozitív 
állandó, most már szintén könnyen értelmezhető az x complex érté
keinél. Ha ugyanis (La) a pozitív a-nak (valós) természetes loga- 
rithmusát jelenti, akkor

ax _ gxda^

helyes az x minden valós értékénél; ha pedig x complex szám, 
a^-nek új értelmezését adja. Az aT ezen alakja egyszersmind 
mutatja, hogy ax kifejezhető az ír minden értékénél összetartó 
hatványsor alakjában. E czélból ex^-n} helyébe csak soralakja 
teendő és így az ax függvény általános értelmezését a következő 
sor adja:
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^ = 1 + ^* + ^^^ + ...+ -^ *” + ..• (IV.) 

mely ismét x minden értékénél összetartó.
Ha e sorban x helyébe 1-et teszünk, lesz

“ ' 1! 21 । • • • m nl T • • •

melynek segítségével egy (pozitiv) szám természetes logarithmusából 
e számot magát határozzuk meg.

Ha e sorban a helyébe a természetes logarithmusok alap- 
számát, e-t teszszük, a mikor (1. «)-ból 1 lesz; vagy pedig közvetet- 
lenül az sorában x helyébe 1-et teszünk, még azon fontos ered
ményhez jutunk, hogy:

. , t , 1 . 1 . , 1 .
e=14-Tr + Tr+3T + --- + ^T + ---’

mely sor az e szám új értelmezését adja. E sor — tagjainak gyors 
kisebbedése miatt — az e megközelítő meghatározására különösen 
alkalmas. Ha az utolsó tag, melyet tekintetbe veszünk, a hiba

-—------- 1-------- 1------- F •
(n + 1)! ~ (n + 2)! ~ 

tehát kisebb mint

(—1----- 1------- 1___ ।______L -p ) =
n! \n-|-l ~ (n-p l)s ~ («+1)3 ~

1 1 
ni n ’

azaz, ha a számítást egy bizonyos n + l-edik taggal berekesztjük, a 
hiba e tag n-edrészénél kisebb. Ezen alapon lesz :

6 = 2-718281828459...
Az e e soralakjából még könnyű kimutatni, hogy a természetes 

logarithmusok alapszáma nem raczionális szám. Ha ilyen volna, 
példáúl hol az m és n pozitiv egész számok, melyeknek már 
nincs közös osztója, akkor

। ii । ni , n! , / 1 . 1 , \n\e - n! + TT + Tf + ... + (n + 1) (—-2y + 
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szőrösei, akkor a függvényt egyszerűen periodikusnak mondjuk és 
ekkor P, vagy a mi egyre megy, — Pa függvény alapperiodusa.

Ezen elnevezések használata mellett az ez exponencziális 
függvény egyszerűen periodikus függvény és alapperiodusa H-i. 
Mert hogy

gZ + P _ gZ

legyen, kell, hogy a P kielégítse az ep = 1 egyenletet vagyis ezen 
egyenletnek az előbbi czikkben végzett megfejtése értelmében, 
(midőn r = 1, 0 = 0) kell, hogy legyen

P=^kKÍ.

Följegyezzük még az exponencziális függvénynek ama gyak
ran előfordúló értékeit, midőn z az alapperiodussal, ennek felével 
vagy negyedével egyenlő:

e^ = 1
e+ni — — 1

ni _ ni
e2 = i, e 2’ = — i.

167. Ezekután áttérhetünk a logarithmus elméletére. Az x 
természetes logarithmusa

z = 1. x, 

azon függvény, melynél az x bármely értékéhez a z azon értékei 
tartoznak, melyek eleget tesznek az

ez = x

egyenletnek. Az exponencziális függvény és a természetes logarith
mus tehát ismét inverz függvények.*

Minthogy az ez = x egyenletnek mindig van megoldása, kivéve 
midőn x = 0, és e megoldások száma mindig végtelen, a 1. x az 
x-nek végtelen sok értékű függvénye, melynek értelmezési tartománya

* Ezentúl a logarithmus alatt, ha az ellenkező nincs külön ki
mondva, mindig természetes logarithmust értünk. Az általánosabb az—x 
megfordítása z = «log. x ugyanis, minthogy helyébe

1. ázis irható, nem egyéb mint —p tehát l..r-szel együtt teljesen ismeretes. 
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a számok összességéből áll, az egyetlen 0 kivételével, és a 1.x egy 
értékéből minden egyéb értéke levezethető a tetszőleges többesének 
hozzáadása által.

Ha a 1. x egy értéke u + iv, akkor a l.z összes értékeit az

u + i (v + 'tikit)
képlet adja. Ha tehát megköveteljük, hogy a 1.x képzetes részében 
az i szorzója a-nál nagyobb, de «d-2r-nél nem nagyobb (azaz 
ennél kisebb vagy legfölebb vele egyenlő) legyen, akkor e föltétel a 
1. x végtelen sok értékéből egyet és csak egyet választ ki. Mert ha 
v adott valós szám, az

a <v + Hk z < a +

kettős egyenlőtlenségből 

a mely föltételnek egy és csak egy egész szám felel meg.
Ha a = — 7T, azaz ha megköveteljük, hogy az 1. x értékének 

képzetes részében az i szorzója —jr-nél nagyobb, és ?r-nél nem 
nagyobb legyen, a 1. x megfelelő értéke & főérték (l.«).*Ha x pozitív 
szám, tehát a 1. x-nek van egy valós értéke is, a főérték nem más, 
mint e valós érték, melyben t. i. az i szorzója 0, tehát csakugyan 
— - és ír közt fekszik. Ezek után az a pozitiv számnak természetes 
logarithmusa, a mint azt az első részben meghatároztuk, nem más, 
mint az általánosabb 1. a föértéke, és mint ilyen már ott (1. «)-val 
jelöltetett.

Most már könnyen összeállíthatók az oly általános meg
állapítások, melyeknél az x egy tetszőleges x0 értékének a hozzá 
tartozó z — 1.x értékek sorozatából szabadon választott z0 felel meg, 
és a melyeknél e mellett az inverz függvények elve**  (64. ez.) alkal
mazható, mely megállapítások után tehát 1. x az a>nek egyértékű

** A könnyebb összehasonlítás végett jegyezzük meg, hogy az ott álló 
y helyett most z áll, továbbá y (y) és f (.r) helyett ez és La;.

" Midőn az egyenletnek alkatából, vagy a vizsgálat folyamából úgy 
is világos, hogy a főértékkel van dolgunk, a főérték jellemzésére szolgáló 
zárj élt a képletek egyszerűsítése czéljából gyakran kihagyjuk.

Egyéb többértékü függvények főértékére nézve ugyanez áll.

43*
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folytonos és differencziálható függvénye. Ha

Zo = 4 + Zo i, 
válaszszunk egy valós a számot azon egyetlen föltételnek megfelelö- 
leg, hogy

a < Zo < a + 2 n;

és állapítsuk meg a Z tartományt úgy, hogy ez az összes z' + z"i 
számokból álljon, melyekben a<z" <a 4-2^, (a mi geometriai 
ábrázolásban egy a valós számok tengelyével párhuzamos, 2 r szé
lességű síksávot ad). Ekkor az x változó megfelelő tartománya, X a 
számok összességéből áll, az

x — r (cos. a + i sin. a)

számok kivételével, hol r tetszőleges pozitív szám; ezen az értelme
zési tartományból kieső számoknak geometriai ábrázolásban amaz 
egyenesnek pozitív fele felel meg, mely a valós számok tengelyével 
a szöget képez.

Az ezen x-ekből álló tartomány összefüggő, ez e tartomány 
helyein, mint mindenütt folytonos, és a tartomány határhelyein 
ez értéke, ez'+'n nem lehet egyenlő egy a ^-tartomány belsejében föl
vett értékkel, ez'+z"i; mert erre szükséges volna, hogy z" — a+ük^ 
legyen; de e helyek a tartomány határán vagy azon kívül feküsz- 
nek. A megfelelő X-tartomány is folytonos; tehát 1.x e tartomá
nyon belül, ha z értékét a Z tartományból veszszük, az x egyértékü, 
folytonos és differencziálható függvénye.

Az X tartomány határán, azaz midőn

x = r (cos. a + i sin. a),

a 1.x szakadásos, mert 1.x, ha x=rn (cos. (a4-ó'n)+í sin. («+<?»)) 
a| | elég kis értékeinél, (1. rn) + (« +dn)i vagy (1. rn) + (a+2 - +dB)í- 
nek veendő, a mint dn pozitív vagy negatív, és így

lim. 1. x — (1. r) + ai, rn—r» — +0
hm. 1. x = (1. r) + (a + 2 n)i.r n—r, ón----0

A tárgyalt módon egyértéküvé lett l.x-nek tehát szakadási 
vonala van, t. i. az
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r (cos. a + 1'sin. a), r^O 

helyekből álló félegyenes.
Ha a = — ff, és az Xo, Zq számpár 1, 0, vagy általánosabban 

x0 pozitív és z0 valós, e megállapítások ismét a logarithmus főérté
kéhez vezetnek, mely tehát egyértékű, folytonos és differencziálható 
a szakadási vonal helyeinek kivételével, mely ebben az esetben az 
összes nem pozitív valós számokat foglalja magában.

A levezetett eredményekből még kitűnik, hogy a z = 1. x 
függvény, ha egy összetartozó x0, z0 értékpár van adva, és továbbá 
követeljük, hogy z az x-szel együtt folytonosan változzék, e megálla
pítások alapján az x0 környezetében, hol x0 nem 0, mint az x egy- 
értékii függvénye van megadva.

Hogy a 1. x ily függvényága az x0 környezetében létezik, az 
eddigiekből ismeretes; Hogy más érték, mint az e függvényágban 
foglalt, e követeléseknek nem felel meg, onnét világos, hogy

x + J x = (r + J r) (cos. <p + J p + i sin. <p + d p), 

és így az
ez+J2 = x + d X 

egyenlet megoldásai

1. (r + J r) -j- i (y -f- dy -f- 2 k ff)

közül J x, vagyis ár és Jy kisebbedésével az az egy jut a l.r +ic>- 
hez tetszőleges közel, melyben k = 0; tehát a jelzett követelés x0 
egy bizonyos környezetében a 1.x egy értékéhez vezet, és ez tehát 
nem lehet más, mint az előbb meghatározott függvényágnak meg
felelő érték.

í 68. Ezekután a 1.x differencziálhányadosa az x helyen meg
határozott érték, ha az x-hez tartozó z érték meg van adva; mert e 
függvény az x környezetében csak egy bizonyos módon folytat
ható, úgy hogy az x helyen folytonos (és differencziálható) legyen. 
Ekkor továbbá az inverz függvények elve reá alkalmazható, és 
minthogy

, d-r . 
x — ez, — ez, ’ dz 

lesz :
dlx _ 1 £

d x ez x ’
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tehát a differencziálhányados értéke még attól is független, hogy 
tf-hez a 1.x melyik értékét csatoljuk, a mi előre látható volt, mint
hogy a különböző függvényágak csak egy hozzáadott állandó, Ili ni 
által különböznek. Különben a differencziálási szabály ugyanaz, mint 
előbb a valós változó specziális esetében.

Az x — 0 helyen a 1. x elveszti értelmét és természetesen e 
helyen nem is differencziálható.

Minthogy továbbá ax = e®*1- a\ végre még az x complex válto
zásánál is, ép úgy mint előbb,

<1
~dT = a

A La: differencziálhányadosa ~ a 0 kivételével bármely a 
helyen kifejthető az x — a hatványai szerint haladó hatványsorba, 
ugyanis

1 1___ _ J____1
x a x — a a , x — a 1+ — a

mely sor összetartó, ha |.r— a|<|a|; a 153. czikk tétele szerint 
tehát a 1.x bármely egyértékű és folytonos függvényága szintén a 0 
kivételével bármely a hely környezetében kifejezhető hatványsor 
által, melynek összetartás! tartománya ismét | x — a | < | a | által van 
adva, a határhelyek esetleges hozzácsatolásával.

Minthogy így a l.a: e tulajdonságát épen csak az x=0 helyen 
veszti el, szokásos x helyébe 1 + z-t tenni; a mikor a tétel így 
hangzik:

A 1.(1 +z) bármely egyértékű és folytonos függvény ága hat
ványsor által kifejezhető mindenütt, kivéve a z = — 1 helyen; 
az a — 1 hely környezetében a hatványsor összetartási körének 
sugara | a |.

Ha e szerint 1.(1 + x) főértéket, (1.(1 + a:))-et az a;=0 hely 
környezetében akarjuk kifejtem, akkor

= 1 —X + x* + . .. + (— l)«xn + .. .1 T ‘V
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és, minthogy még (1.1)= 0, végre:
2 3 4(1.(1 + «)) = X- -f + |-----^ + ... + (_ 1).^ +... (V.a)

mely sor összetartó, ha |íc| < 1, széttartó, ha |a:|> 1.
Ha |a;| = 1, a sor összetartás! viszonyai a 279. lapon álló tétel 

segítségével megítélhetők.
A sor még következőkép is irható:

(—^)”+l _ _ (~x)n ;

n + 1 -y n ’

de ekkor az idézett tétel közvetetleniil alkalmazható. T. i.
1Un =------ , « = --- X,' n ’

un _ n — 1 _  । 1
Un—1 n n ’

tehát ji = 1, a~ — 1, g = — 1, h = 0. E szerint a sor az adott sor
rendben összetartó, ha |a;|= 1, de — x nem 1, azaz ha x nem — 1; 
ha x = — 1, közvetetleniil látni, hogy a sor széttartó. E szerint:

Az (N.d) sor föltétlenül összetartó, ha |x|< l; az adott sor
rendben, azaz föltételesen összetartó, ha | x | = 1, de x nem — 1 ; 
minden más esetben széttartó.

A 14-7. ez. tétele értelmében e sor, a hol összetart, mindenütt 
1.(1 + x) föértékét adja, tehát a mint ott előlegesen megemlíttetett:

(1.2)=1 -1 + 1-1 + ...

Ha az (V-a) sorban x helyébe — x-et teszünk, lesz még:

(l.(l-*)) = -*-4— 4— (N-b)

e sor összetartó, ha | x | 1, kivéve midőn x = 1.

169. Minthogy 
e'a = a, e'-h — b, 

és ezekből
É\.a + \.b —

b
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most is:
La + Lő = L(aő),

La —Lő = 14,

de csak oly értelemben, hogy a két oldalon álló értékcsoportok azo
nosak ; azonban ha ka és l.ő-nek föértékeit veszszük, a szorzat vagy 
hányados logarithmusa, nem lesz szükségképen a föérték. Ehhez az 
értékhez jutunk, ha a és b pozitív számok; de ha p. La és l.ő-ben 
a képzetes rész szorzója -p, akkor az összegben ugyanez , tehát 
ez már nem adja a főértéket.

Adott kifejezések átalakításánál igen gyakran hasznos meg
jegyzés, hogy ezen egyenletek

(La) + Lő = 1. (ab)

(ka)-kb-k^

szinten oly értelemben érvényesek, hogy a két oldalon álló érték
csoportok azonosak.

Ha tehát az (V.a) sorból az (V.ő)-t levonjuk, és a baloldalon a 
logarithmusok különbsége helyett a hányados logarithmusát írjuk, 
akkor az eredmény:

helyes ugyan; de hogy e sor a baloldalon álló logarithmusnak való
ban főértékét adja, még külön bebizonyítandó. Ez abból következik, 
hogy az a;=0 helyen csakugyan a 1. 1 főértékét, 0-t adja; a sor össze- 
tartási tartományán belül pedig folytonosan változik, de az ezen 
összetartási tartományon belül fekvő helyeken |#|< 1, és ezek közt 
oly szám, melyre nézve zérus vagy negatív volna, nem fordul 
elő; mert ha

1 +.r, = z,1 —x 
ebből
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és ha z zérus vagy negatív valós szám, akkor Tehát ha |#|<1, 
egyszersmind 1. . — föértéke is folytonosan változik, és ennek 
következtében mindenütt megegyezik a sor értékével.

Sorunk, mint az előbb fölirt két sor különbsége, továbbá még 
föltételesen összetartó, ha |a;| = 1, kivéve az x = ± 1 helyeken, hol 
széttartó.

Ha a sorban még az

1 — a- ~ 
helyettesítést végezzük, lesz belőle :

'(1 + +-±_ (vi)
í l1- + i ^3 V ,? + 1 / ' '2n4-l'«4-l' k

mely sor föltétlenül összetartó, ha |~ + J |<1, föltételesen összetartó, 
ha [—~4| = 1 > kivéve, midőn ~ = ±1 .

Ezen összetartási föltételt czélszerü lesz még úgy átalakítani, 
hogy az összetartási viszonyokat közvetetlenül a z-ből lehessen föl
ismerni. Ha részletesen

z = z' + z"i, 
íikkor

11 — 1 +^1- /(«'—|r+ 11 ~ | 2'4- 1 4- 2"i | ~ + 1)» + z"^ ) ■

Ez akkor és csak akkor kisebb, mint 1, ha

(z'—1)2<(z' + 1)’, 

azaz midőn z' pozitív; akkor = 1, midőn

(/ —l)2-(z' + l)2, 

azaz z’ = 0. Az utóbbi esetben kivételes szerepe van azon z-knek, 
melyeknél: 

azaz z — 0, tehát egyszersmind z" = 0. (A i-nek nem felel meg 
a z véges értéke). Tehát összefoglalva az eredményeket:

A ( VI.) sor föltétlenül összetartó, ha z valós része pozitív, 
föltételesen összetartó, ha z valós része 0, kivéve az egyetlen z = 0 
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helyet, hol a sor széttartó. Ha z valós része negatív, a sor természe
tesen széttartó.

A VI. alatt álló sor igen nevezetes, mert e sor alapján bár
mely szám logarithmusának tetszőleges pontossággal való kiszámí
tása a négy alapművelet segítségével történhetik. Ha ugyanis z 
akárminő szám (a 0 kivételével) akkor vagy z vagy •— z minden
esetre kielégíti a sor összetartási föltételét, tehát 1.2 vagy l.(—z) 
kiszámítható. De a kettő között fönnálló kapcsolatnál fogva

l.z —1.(—z) = l. (— 1) = &k+ l)-i, 
az egyiknek értékeivel a másiknak értékei is ismeretesek.

Az egységek logarithmusai a 164. czikk végén álló képletek 
értelmében:

l.l = 2jk,7rt , l.(—l) = (2fc + l)*t
l .í =(2fc + |)sí, l.(— i) = @k — |) zi,

hol k tetszőleges egész szám. Ha k=0, e képletek a logarithmus 
főértékét adják.

170. A logarithmustáblák számítására szükséges képleteket 
a (Vl.)-ból levezethetjük, ha a

helyettesítést végezzük.
Ha N pozitív, z is ilyen és a keletkező sor föltétlenül össze

tartó ; a mi czélunkra Nmek csak pozitív egész számú értékei jön
nek tekintetbe. E helyettesítés után :

z — 1 _ 1
7+ 1 2A + 1 

és a sor lesz:

i (1. (N + 1) — 1. N) = 2y+f + j + y + iy+-’

mely tehát két egymásután következő egész szám logarithmusának 
különbségét adja oly sor alakjában, mely már az N — 1,2,... ese
tében elég gyorsan összetartó, de melynek tagjai rendkívül gyorsan 
kisebbednek, ha, mint a hétjegyű logarithmustábla készítésénél, a 
10000 és 100000 közt fekvő számok logarithmusait számítjuk.
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E sorból először is ha N—l,

±19= ± + ± _± + ±J_ +
2 3'3 33 5 35 '

és ha N = 4
1(1.5-21. 2) = | + 1 4r + |^ + ---

Ily módon azután
1. 10 = 1. 2 + 1. 5, 

és végre
M = yly = 0-434294481903 ...

Itt M a közönséges, a 10-es alapszámra vonatkoztatott loga- 
rithmusrendszer modulusa, mely a l..r-böl a lóg. x-et adja, oly mó
don, hogy

lóg. x = M La:.

Ezután áttérhetünk például a 10000 és 100000 közt fekvő 
számok közönséges logarithmusainak számítására a következő kép
let szerint:

lóg. (N+1) lóg. N=2J/(a V+1 + -g- ^y^^a + “5 +• • •

A hiba, melyet itt elkövetünk, ha a fc-adik tagnál az össze
adást befejezzük, minthogy M < j, mindenesetre kisebb, mint

___1 1 . 1 1 .
2& + 1 (2A+1)2t+l ' 2fc + 3 (2N+l)«*+3 “•••’ 

tehát annál inkább kisebb, mint

1 1 , 1 _|_____ 1_____ . )
2A-I-1 (2A+1)^+1 (2A+1)2 r (2A+1)4 “ ''

és végre mint
2—1____  1 -

2^+1 (2A+1)^+1’

azaz a hiba mindenesetre kisebb, mint az először elhanyagolt tag 
kétszerese. De e tag ismét
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1 1 _ 1 1 1
2*4-1 (2A74-1)2*+1 < (W-Fl)' 2*—1 (2W4-l)k-i <

J_________ 1_____
10” 2*—1 (2A4-1)*—1 

kisebb mint az utoljára számított tag 108-ad része.
A hiba tehát végre röviden mindig kisebb az utolsó számí

tásba vett tag tízmilliomodrészénél; de N nagyobb értékeinél még 
sokkal kisebb.

Minthogy az egymásután kővetkező számok logarithmusának 
különbségeit számítjuk, a hibák természetesen fölhalmozódnak, és 
így végre a tekintetbe jövő deczimális helyekre is gyakorolhatnak 
befolyást. E végből közben egyes számok logarithmusai külön na
gyobb pontossággal számítandók; így példáid a 101, 102s. ú. t. 
logarithmusai, melyek a táblában azután 10100, 10200,... loga- 
rithmusait adják.

171. A két egész szám közt fekvő számok logarithmusait szin
tén a táblából veszszük, úgynevezett interpoláczió segítségével, mely 
szerint ha h pozitiv valódi tört, és

lóg. (N + 1) — lóg. N = D,

az N és N 4- 1 közt fekvő N + h számokra:

lóg. (N 4- h) = lóg. N + hD.

Ezen eljárást az elemi tankönyvek, mint gyakorlati szabályt 
minden bizonyítás nélkül adják; helyén lesz itt kimutatni, hogy 
azon megközelítés mellett, melyet az illető táblával keresünk (5 vagy 
7 deczimális) a szokásos eljárás csakugyan helyes.

E czélból mindenekelőtt megjegyezzük, hogy

1 .(1 4- x) = x — (1 — y z3 4- 4 x —- x8 4- • • •)

hol a zárjelben álló sor tagjai, ha x pozitiv és kisebb mint egy, az 
előjel mellőzésével folyton kisebbednek; tehát a sor értéke pozitiv és 
1-nél kisebb. E szerint ha 0<x< 1, akkor

1.(14- x) = x — 
hol 0 < ^ < 1.

Ha ugyancsak a 1.(1 4- x) sorában
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tétetik, hol h pozitív valódi tört és N pozitív egész szám, akkor:

1 .(1 + -^) = UN+h)-\.N = +

h » h*
~ N 2 NJ>

míg
l(!+4) =+ ^ -LN=4-44-

Az előbb említett eljárás értelmében

lóg. (N+h) - lóg. N=h M (1. (^+1) -1. N) = 

tétetik, míg e különbség helyes értéke :

. /AT , , at MA Mit K1lóg. (N + h) — lóg. N = -y--------

Az e mellett elkövetett hiba:
I M (&h — 0 h*) I
I 2Aa

minthogy h, h', h pozitív valódi törtek és így | d' h — d /i2|< 1, vala
mint továbbá | M < | mindenesetre kisebb mint

Ötjegyű táblánál jV>1000, tehát a hiba kisebb, mint 
t J-qt; hétjegyű táblánál 10000, és a hiba kisebb mint f ; 

azaz a hiba a 6-ik, illetőleg 8-ik deczimális hely negyedrészénél 
kisebb, és így az eredmény az 5-ik, illetőleg 7-ik helyig ezen 
eljárásnál teljesen pontos.

Az általános hatvány és a binomiális sor.

172. Az általános hatvány, x‘ azon értelmezése, mely kiter
jed az x és t bármilyen — tetszőleges complex — értékeire, a 
következő:

_ gíi.^

hol a jobboldalon jelzett műveletek mindig kivihetők, kivéve, midőn 
x=0. Tekintettel arra, hogy l.a; végtelen sok értékű függvény, t. i. 
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ha x = r (cos. w + i sin. 0) — reli'

1.x = (l.r) + pi + ikni,

az x1 is, hol x változó és t tetszőlegesen választott állandó*,  általá
nosságban ilyen, azon esetek kivételével, midőn t raczionális szám, 
részletesen:

* Az ellenkező föltétel, tr nem vezet új függvényalakhoz, mert
fx — gx ((L t)+2 k n i) 

hol a k egyes értékeinek egyértékü és már ismeretes függvényágak felel
nek mea.

Ha t egész szám, akkor xf egyértékü függvény, és jelentése vál
tozatlanul megmarad, ügy mint ezt eddig használtuk.

Ha t raczionális szám —, }l0i p és q-nak nincs már közös osz
tója és q pozitív egész szám, akkor x*  — xP.

Ha végre t nem raczionális szám, az x*  végtelen sok értékű 
függvény.

Azon esetekben, midőn x' nem egyértékü, x' azon értékét nevez
zük főértéknek, mely keletkezik, midőn aLx-nek is főértékét veszszük; 
tehát e főértéket a szokásos módon jelölve:

{xf =

Ha x pozitív szám és t valós, e főértek nem egyéb mint azon 
szám, melyet már eddig x'-vel jelöltünk. (Mint már azelőtt, a föér- 
téknek jelölésére szolgáló zárjelt most is elhagyjuk, ha a tárgyalás
ból magából kiviláglik, hogy e föértékkel van dolgunk, úgy hogy az 
x‘-nek az eddig tárgyalt specziális esetekben használt értelme ezen 
általánosítás után is teljesen érvényben marad.)

Az előre bocsátott állítások könnyen igazolhatók. Legyen

x = ré1^, 1.x = (l.r) + <p i + Hkni;

ha t egész szám,

gtl.x — gt(\.r)+t<pi+1ktni

_ et(\.r) etqn — rt (C08-t & f- i sin. t cf — x-;

minthogy most kt is egész szám és e* ktm = 1.
Ha t = y, hol p és 5-nak nincs közös osztója, és q pozitív 
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egész szám, akkor

■„ „ 2(l.r) £VÍ *±2 ni_ gq gq g q —

, 21 p . p ^kp . 2 kp .
= (Ti) (cos. y 0 +1sin. ~ <p) (cos. —w + sin. n),

~ rP (cos. p <p + i sin. p p = xP ;

mert a k számot, midőn p és ^-nak nincs közös osztója, mindig 
úgy lehet meghatározni, hogy

kp — mq + r,

hol r bármely szám a 0, 1 ,..., q — 1 sorozatból. (Elsőfokú határo
zatlan egyenlet, melyben k és m az ismeretlenek, és ezen ismeret
lenek együtthatói p és q relatív törzsszámok.) Tehát

2kp . . . %kpcos. — — - z 4-1 sin. —— jt 
Q 7

az egység összes ^-adik gyökeit és csak ezeket adja.
Ha végre t nem raczionális szám, akkor

ettpi+Vkati

hol k tetszőleges egész szám, a k különböző értékeinél mindig 
különböző értékeket vesz föl. Mert csak akkor lehet

— ^t(pi+^k' nti

ha a kitevők különbsége Uni többese, azaz ha
(k'—k)t

egész szám, még pedig nem 0, minthogy k' és k különbözők, és t 
irraczionális, tehát szintén nem 0. De ha ez egész szám volna, p. E, 

akkor

és így t a föltevés ellenére raczionális szám volna.
Ha x pozitív, tehát = 0, továbbá t valós és a 1.x főértékét 

veszszük, akkor:
(x^ = ew-x) =

a mi nem más, mint az xf specziálisabb, a számtanban adott értéke.
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A hatványok szorzási szabálya

xu. x? = xu+it (1.)

most is érvényes marad, mert:

xu = eal-x xl* x, 
tehát

Xu — ^(«+/#)!. ® — xu+P •

még pedig most azon hozzátevéssel, hogy nemcsak az xu x? szorzat 
mindig, bárhogy választottuk is az xa és x? értékeket, az xa+? egy 
értékét adja, hanem még specziálisan a föértékekre vonatkozólag

(x“) (x?) — (X^+^j,

valamint általánosabban (1.) érvényes, ha xu, xíi,xa+tt«összetartozó#, 
azaz aha: ugyanazon értékével képezett függvényágak. Világos 
továbbá, hogy most is

l.x“ = a 1.x (2.)
oly értelemben, hogy a l.x“ értékei közt megvan az a 1.x minden 
értéke; de nem megfordítva, mert

l.x“ = « ((1.x) + Qknij + 2 Irt i ,

a\.X= «((1. x) + 2 k nij.

Ha azonban a raczionális szám, az a 1.x és l.x“ által jelölt 
értékcsoport azonos.

Ellenben:

(i ((1. x)+2 m n i)

| [a((L x^^kíti^lln l]

Qí((l. xH-2 k' n í)4-2Z' n í].

És így az
[x“É= x“V

képletnek csak azon értelme van, hogy a baloldalon álló érték- 
csoportban benn foglaltatik a jobboldalon álló értékcsoport. Még 
kevésbbé használható az

[x“p = [x^]“,
mert ez csak annyiban igaz, hogy a két oldalon álló értékcsoportok
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egyenlő értékeket is tartalmaznak. E képletek úgy sem helyesek, ha 
mindig a főértékeket választjuk; mert xa föértéke ugyan ea^-x}; de 
azért l.(x“)-nak nem mindig föértéke a (1.x); mert ebben a képzetes 
rész szorzója «-tól függ és általánosságban nem foglaltatik —n és 
~ közt. E képletek tehát csak a számtanban tárgyalt specziális ese
tekben használhatók; az általános hatvány jellemző tulajdonságá
nak csakis az (1.) vehető.

173. Áttérünk az általános 
differencziálható függvényágainak 

hatvány egyértékű, folytonos és 
kiválasztására. Ha t raczionális

szám, akkor xJ = xP már ismeretes függvény; tehát csak 
azon esetet kell megvizsgálnunk, midőn t nem raczionális szám. Az 
X — 0 helyet, melyen az x* = etl-x értelmezés helyettesítési értéket 
nem ad és mely különben a függvény kivételes helyének bizonyul.
egyelőre a tárgyalásból kizárjuk.

Közvetetlenűl látni, hogy xf egyik egyértékű ága egy bizonyos 
Xo helyen akkor és csak akkor lesz folytonos, ha 1.x megfelelő ága 
(melylyel xí = etLx képeztetett) ilyen. Ha 1.x így választatott, akkor 
ez és vele xl — is differencziálható. Tehát a l.x-re vonatkozó 
megállapítások közvetetlenűl átvihetők x^re, ha még megjegyezzük, 
hogy egészen mindegy, vájjon az x = x0 helyen xf vagy 1.x értéke 
van-e megadva. Az utóbbiból természetesen x4 megfelelő értéke 
mindjárt képezhető. De megfordítva is, ha x( főértékét az Xo helyen 
kiszámítjuk, ez

(xí)

míg valamely más érték e helyen:

X1 ---  gí ((l.gn)+2fcfft) .

Ha tehát x4 választandó értéke meg van szabva, akkor 

0 — k n i t

a miből k és 1.x megfelelő értéke is ismeretes.
Az x4 tehát oly módon tehető egyértékű, folytonos és differen

cziálható függvénynyé, hogy a 0 kizárása után egy tetszőleges x0 
helyen szabadon választjuk az x1 hozzátartozó értékét és hogy a

Kőnig: Analizűt. I. 44
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függvény folytonossága csak egy tetszőleges, a O-ból kiinduló fél
egyenesen szakadjon meg.

Jelesen az 2:0-hoz tartozó függvényérték megállapítása után 
azon követelés, hogy a függvény folytonos legyen, az egyértékű 
függvényágat az 2:0 egy bizonyos környezetében teljesen megadja; 
mert megadja a 1.2:-nek választandó értékét. E függvényág diffe- 
rencziálhányadosa bármely helyen (a 0 kivételével) is mindjárt 
képezhető:

__ Q.Í -- 1. X — 1. X
da- ' dx a; x ’

azaz:
— - tr^- da- lX ’

a hatvány differencziálási szabálya most is ugyanaz marad, mint az 
előbb tárgyalt egyszerű esetekben, azon megállapítással, hogy a két 
oldalon álló a:f és a:t—1 hatványok «összetartozó# azaz a La: ugyan
azon értékével képezett értékek legyenek. A föérték differencziálá- 
sánál tehát a:í—’-nek is főértéke veendő.

Megjegyzendő, hogy a differencziálási képlet most is magában 
foglalja j/.r-ét.

A differencziálási szabály ily módon megmaradván, épen úgy

= t(t-!)...(«-A:-M)^, 

hol xf és x'~k ismét «összetartozó# értékek.

174. Minthogy x* épen a 0 környezetében nem fejezhető ki 
hatványsor alakjában, e függvényben ismét x helyett 1 ff-z-t írunk 
és az

(1 +2)'
föértékének hatványsor alakját keressük, először a z = 0 környe
zetében, melyből az minden más helyen is könnyen levezethető.

Bebizonyítjuk, hogy (1 + z)* föértéke a z hatványai szerint 
haladó sorban fejezhető ki, mely sor összetartó és a függvény értékét 
adja, ha |z|< 1. E tartomány belsejében az (1 + zY mint folyto
nos függvény megvan adva, ha értékét a z = 0 helyen megadjuk, a 
hol ez (a főérték) 1. Ebből világos, hogy a főértékkel együtt az 
(1 ff- zY bármely más folytonos ágát ugyané sorfejtés megadja, ha 

k ni. í_vej szorzunk.
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Tételünk bebizonyítására mindenekelőtt tekintetbe veendő, 
hogy

(1 + sry=(<ui+z)) = i + + .

és így ha |z|< 1, még

és a kérdés csak az, hogy szabad-e ezt a kétszeresen végtelen sort 
a z hatványai szerint rendezni, ha | z | < 1; mert az egyes sorokban 
álló hatványsorok hatványai a 151. ez. értelmében ismét a z hatvá
nyai szerint rendezhetők.

Erre elegendő, hogy <pn (z) is összetartó legyen, ha | z|<1; 
0

hol <pn (z) azon sor, mely a

tn / a2 . s3 \nndZ T + 3 • ’'/

sorból keletkezik, ha először a hatványozást végrehajtjuk, és azután az 
együtthatók és változó helyébe absolut értékeiket írjuk. (I.R. 129.cz.) 
Ha ekkor a (z) helyébe oly (z) sort írunk, melynek együtthatói 
szintén pozitivok és e <pn (z) megfelelő együtthatóinál nagyobbak, 
akkor természetesen (z) > <pn (z) és a 2 (z) sor összetartásából

0
a JS (z) soré következik. Ha most (z)-nek a

z hatványai szerint rendezett alakját veszszük, a követelés ki lesz elé
gítve ; mert az eredetileg képezendő ^n(z) és e ^n(z) sorban a |z| egyes 
hatványainak együtthatója ugyanazon számok összege, csakhogy az 

44+



692 AZ ELEMI FÜGGVÉNYEK ELMÉLETE.

első esetben e számok pozitív és negatív előjelekkel vannak ellátva, 
míg a <pn (z)-ben minden szám pozitív előjellel áll; tehát az illető 
együttható absolut értéke is nagyobb. De ha|z | < 1, akkor — a lóg. 
mindenütt a főértéket jelenti — lesz :

és így végre
2 (z) = 2
0 0

(— I <11.(1 — 
n !

= l^D = (1 _|^|)—MI

csakugyan összetartó.
A mi a kifejtés részleteit illeti, miután be van bizonyítva, 

hogy ez egyáltalában lehetséges, a sor alakja nem lehet más, mint 
a MAc-LAURiN-soré; és így a

z/& -
-^(i +zY = ut i)...(í—k +1)(i + zy~*

képletből

és így végre az úgynevezett binomiális sor, mely (1 + z)' föértékét 
adja a z — 0 környezetében :

(i + zy= i + 4 z++• • •+—^2-^— -> 

mely sor összetartó, ha |z |< 1, széttartó, ha |z|> 1.
Hogy ugyanis a sor összetartási körének sugara pontosan egy, 

abból következik (121. ez.) hogy

tehát

cn _ t (t — 1). ■ ■ (t— a +1) 
cn+i_________ \

t (t — 1)... (t — n) • n + 1
1.2 ... n (n+l) t — n

lim. _cn
Cn+1

= —1, lim. |cn| 
|cn+l|

- 1.

Ha végre a binomiális együtthatók jelzését tetszőleges t-re
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általánosítjuk,* azaz most is
/ í \_  t (t — 1)... (t — le 4- 1)
WJ- 1.2.3...Á ’

akkor végre a binomiális sor végleges alakja:

(1 + zy = 1 + ( i) z + ( 2 ) z* + ... + ( w) zn + ... (VIII.) 

hl<i.
E sor ismerete után xl hatványsoralakja, bármely a O-tól 

különböző hely környezetében is mindjárt fölírható; mert

= (xo + x—x^y = (i +

hol az hatvány értékének kellő választásánál a második tényező 
már a föértéket jelenti. Ha

|z —2!o|<ko|
a binomiális sor képlete közvetetlenül alkalmazható, és x — Xq hat
ványai szerint haladó, az említett tartományban összetartó sort ad.

175. A binomiális sor összetartása az összetartási kör kerü
letén, mikor |z| = 1, ismét teljesen megítélhető a 279. lapon álló 
tételek segítségével. A sort a következő alakban írjuk:

l(-i )"(«)(-*)";
,, 0

akkor
Un = (— >)”(«). « = — Z, 

továbbá
/1 \ t(t—l)...(t —ra+.l)

Un ______ \ n) _ 1 . 2 .. .n t—n 4-1
un—1 / t \ ~ t (í — 1)... (í — n 4- 2) n

* A t tetszőlegesen választott értékeinél, míg le a tényezők száma ter
mészetesen egész szám, most is

a mit egyszerűen a törtek összeadásával igazolhatunk. 
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tehát /i = 1, és
a = — t— 1 ;

ha t = ti + h i > továbbá
g = — ti — 1 , h = — tí.

E szerint tehát a binomiális sor, midőn ]z|=l föltétlenül 
összetartó, ha g<— 1, azaz ha t valós része pozitív; az adott sor
rendben összetartó, ha t valós része nagyobb — í-nél és z nem — 1 ; 
ingadozó, ha t valós része — 1, képzetes része nem 0 és z ~ — 1; 
széttartó minden más esetben.

A hol a sor összetartó, ott a 147. czikkben kifejtett tétel szerint 
mindenütt az (1 +2)' értékét adja.

176. Hátra van még az xf függvény elemzése az a;=0 helyen. 
Bebizonyítjuk, hogy a 0 az xl függvénynek ^kivételes» helye (azon 
egyetlen eset kivételével, midőn t pozitív egész szám, és tehát xf egész 
függvény), a mennyiben ekkor az x pozitív egész hatványai szerint 
haladó sor, mely a 0 egy bizonyos környezetében kifejezné az xf függ
vényt, nem létezik.

Ha egyáltalában lehetséges oly megállapítás, melynek alapján 
x* folytonos egy véges, a 0 helyet mint belső helyet magában fog
laló tartományban, akkor kell, hogy e tartományon belül az x* a 
La; ugyanazon értékével, például (La;) + %k-i legyen képezve; mert 
különben az illető — egyértékü — függvény folytonossága még a 
tartományon belül megszakadna. Ha a 0 megközelítését a tarto
mányba tartozó

di, ő%,..., dn...
számok segítségével végezzük, hol

ő>i = rn (cos. <pn + i sin. ö>n) , — 7t<yn^~, 
továbbá

lim. őn = 0, 
akkor

O* ~ e} (O.rn)+<pni+ikni) ,

vagy, ha még részletesen

t — ti tii, 
végre

d' =2 p' ('-r,?—tj — + i (t, <f,n + lknt, + t,(l r„>). 



ÁZ ÁLTALÁNOS HATVÁNY ÉS A BINOMIÁLIS SOR. 695

de — cos. u + i sin. u absolut értéke az u bármely valós értéké
nél 1; (l.rM) határértéke — oo, és így xf határértéke, midőn 
lim. x = lim. rn (cos. + i sin. ^n) — 0, a szerint 0 vagy oo, amint 
ti pozitív vagy negatív.

Ha tehát a kitevő valós része negatív, xl a 0 helyen nem foly
tonos, annál kevésbé differencziálható vagy hatványsorba fejthető.

Ha a kitevő valós része pozitív, de nem egész szám, akkor 
lim. xl, a kijelölt módon végezve a határátmenetet, 0 lesz. Ha tehát 
a függvény egyáltalában e helyen folytonos, értéke 0. Ha van diffe- 
rencziálhányadosa, ezt is a kijelölt különbségi hányadosból képez
hetjük, és így ez ha egyáltalában van

lim. — = lim. Z-1, 
ön n

azaz végtelen, ha h < 1, 0, ha ti > 1. (A ti = 1 esete egyelőre ki 
van zárva). Az első esetben a függvény differencziálhányadosa a 0 
helyen már csak oo lehet, és így sorfejtésről többé nem lehet szó. 
A második esetben, minthogy a vizsgált helyenf(x) és f (x) zérus, 
a második differencziálhányados csak

lim. = Hm. = lim

lehet, tehát végtelen, ha t < 2, 0 ha ti > 2. (A ti = 2 esete ki van 
zárva). Az utóbbi esetben áttérhetünk a harmadik differencziál- 
hányadosra, és úgy tovább. Minthogy pedig ti meghatározott érték, 
végre egy A;-adik differencziálhányadosra jutunk, mely oo lesz, és 
így az x* függvénynek most is a 0 mindig kivételes helye, hol a 
függvény vagy valamely differencziálhányadosa mindenesetre szaka- 
dásos, és így a 0 környezetében érvényes sorfejtés nem lehetséges.

Hátra van még azon eset, midőn t = ti + t% i-ben ti zérus vagy 
pozitív egész szám; de ekkor t2 nem 0, mert különben x\ a mit kez
dettől fogva kivettünk, egész függvény volna.

Ha először ti nem 0, akkor lim. x* a kijelölt úton 0; ha tehát 
e függvény egyáltalában folytonos, értéke 0, és egyik differencziál
hányadosa, t. i. a ti-edik
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lim. = lim. (1'^= lim. djú; 
°n

ha tj=O, akkor a függvény érték maga (azaz a O-adik differencziál- 
hányados) a 0 helyen

lim. d^'2;

és végre megvizsgálandó, vájjon ez véges meghatározott határérték. 
Részletesen

0^2 = g—<(<Tn+2*«)+’íí(l-»,n) n
l^i | = g—tilVn+^k n),

hogy tehát djú-nek véges, meghatározott határértéke legyen, szük
séges, hogy lim. is ilyenhez közeledjék. Tudniillik mindig — - 
és n közt foglaltatik, tehát lim. nem lehet oo, a mikor esetleg 
lim. | d^21 zérus volna. De ekkor, d^2 csak e kifejezéssel:

gíta(i.rn) — cos. (i r„) + isin, ti (1. rn)

egyidöben közeledik meghatározott határértékhez. De az Ti , Ti... 
rn... számsorozat tagjai azon föltétel mellett, hogy lim. rn = 0 le
gyen, egészen szabadon választhatók, tehát úgy is, hogy

fa (h Di) — Wn

legyen, hol an és b előjele ellenkező, mert (l.rn) negatív, és lim.«„=oo, 
de különben <on egészen tetszőleges, és igy végre d'ú határértéke 
egészen határozatlan; tehát a függvény maga vagy egyik differen- 
cziálhányadosa a 0 helyen többé nem differencziálható, és a 0 kör
nyezetében érvényes sorfejtés ezen utolsó esetben sem létezik.

177. Fölsoroljuk még a binomiális sor nehány specziális ese
tét. Ha t negatív egész szám, példáúl — k, akkor (1 + zY = 
raczionális függvény és minthogy

/— (-k)(-k-l)...(-k-n+D ( (k+n—l) (k+n—ü)...k
' n ' 1 . 2 . 3...n —' 1 . 2...W

végre:
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1 = 1 
(1 + W

n — 1
n

(IX.)

Ha t = y, hol k pozitív egész szám, akkor az (1 + zY sora az 
yl +# föértékét adja; ekkor:

1 1 í 1
T-----W (1—fe) (1 —2 fc)... (1— (a—D k) 1

n 1 . 2 n len

= (— D"-1 
és tehát

(k— 1) (2A—1)... ((w—PA—1) 1
A . ‘ík..An—\)k nk

kr 1 £-1 1
k ^ík

(A—1)(2A—1) 1 tg 
k . Hk 3k-

(A-—1) (2 A—1) (3 A-—1) 1
k . ik . 3 A 4 A K4 + ... (x.)

Ha t —---- e-, hol k pozitív egész szám, akkor az (1 + sora
1 *
— föértékét adja; ekkor:

1 1 1 
k
2 n

= (- D" (A4-I) (2A4-1).. .((«—!> A4-I) 1

és végre:
k . 2 k . . . . (n—1) k nk ’

1 £ 
k

+ 1 1 „2 (k + l)^k+l) 1
k Hk * k . %k 3k z '
(fe + 1) (2 fc 4- 1) (3 A 1) 1 . /v i \

k . 2A . 3A ik •••

Mint ennek specziális esetét (k = 2, z = —«2) említjük még 
a kővetkező sort:

1 .. 1 2 , 1-3 4 . 1.3.5 „ . 1.3.5.7 „ ,1 + 2 +2.4$ + 2’. 4.6 X + 2.4.6.8 X + -'
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178. A (X.) alatt álló sort használjuk, midőn valamely (raczioná- 
lis) számnak k-adik gyökét kell nagy pontossággal meghatározni. Ha e 
szám A, keressük a legnagyobb egész számot Eq, melynek A-adik hat
ványa H-nál nem nagyobb, vagy általánosabban a legnagyobb egész 
számot Er, melyre nézve -p—nek fc-adik hatványa J-nál nem 
nagyobb, úgy hogy

Ha ekkor 

akkor
Er + 1

és
1(P-

a
~E7\^

Tehát:
k, a

Bármely A számra nézve az Eq, Et, Ei... számok közt, mint 
közvetetlenül látni, a következő kapcsolat áll fönn:

Et > 10 Eo, Ei > 10 Ei,...

azaz az Er számok r-rel minden határon túl növekednek; és ekkor
L ) — 1 nemcsak 1-nél kisebb lesz, hanem az r kellő válasz- 

fásánál bármely pozitív valódi törtnél kisebb pozitív szám lesz. 
Legyen röviden 

a
C ~

\ 10r/,

akkor c ama kis számnál is kisebb, és 

= W ‘ ’
hol a gyökkifejezés kiszámítására a (X.) sor alkalmazható, mert c az 
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egynél kisebb pozitív szám. Ha az r-et elég nagynak és evvel együtt a 
é-t elég kicsinynek veszszük, a sor összetartása is tetszőlegesen gyor
sítható. Minthogy továbbá a sor tagjai váltakozó előjelűek, a meg
közelítés pontossága is igen könnyen megítélhető. T. i. a keresett 
érték mindig két egymásután következő megközelítő érték (Sn és 
Sn+i) közt fekszik.

A gyakorlatban az eljárás a következő. A gyök egynéhány deczi- 
málisát a Horner módszere szerint határozzuk meg, t. i. az xk—A 
egyenlet megoldásával, a mi már négyzet- és köbgyöknél is az elemi 
módszernél sokkal kényelmesebb. Evvel azután megvannak az 
Eo, Ei,... számok, és ha a megfelelő sor már elég gyorsan össze
tartó, áttérünk a sorra, mely a további deczimális helyeket aránylag 
fölötte rövid számítással adja.

Ha p. kiszámítandó 2 5, akkor először Horner módszerével:

= 2-92
azaz

/ 292 \3 / 293(töt) < 25< hőd •

Ekkor r = 2, Er = 292, a = 25 — 2 ■ 923 = 0 • 102912, 
0102912 11 1

C “ 24-897088 < ~2489~ < 2ÖÖ’
Tehát:

^25 = 2-92 fT+c

-»»»(•

és ha itt a sorból csak az első 3 sortagot használjuk, a hiba a negye
dik sortagnál kisebb, mert ez a maradéksornál nagyobb, azaz a

^25 = 2-92 (1

meghatározás hibája kisebb mint

2'92
a mi ismét kisebb, mint:

- -c86 9

10 _r £ 1 1
18 ■ 3 • 8 10*. “ Í3? ■ 

! „ ! 1
106 < 4 10’ ’
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azaz ama meghatározás hibája kisebb, mint 0'000000025. A példa 
eddigi kifejtése is mutatja, hogy a módszer mily előnyös, ha egyes 
alapértékek igen nagy pontossággal számítandók.

.4 cziklo metrikus függvények.

179. Az elemi függvények általános tárgyalása még végre 
kiterjesztendő a trigonometrikus függvények megfordításából kelet
kező cziklometrikus függvényekre; valamint azonban amazok kifejt- 
hetök voltak az exponencziális függvény segítségével, ügy ezek sem 
képviselnek többé lényegesen új függvényeket, hanem visszavezet
hetők a logarithmusra.

Az arcsin x függvény elmélete ismét a

sin.z = x

egyenlet megoldásán alapszik. Ha ezen egyenletben a sinust kifejez
zük exponencziális függvények segítségével, akkor lesz:

e’2 — c-* 2 = 2 z x,

vagy e’z-vel (mely a z semmiféle számértékénél nem 0) szorozva :

(eiz)2~ ^ixeiz — 1 = 0.
Ebből: _____

e'z = ix + 1/1 —re*.
és végre

z = 4-1. (i x + i/i—xzY

hol természetesen a mint kétértelmű, a 1. mint végtelen sok 
értelmű művelet jele áll. Ha úgy a négyzetgyök, mint a logarithmus 
főértékét veszszük, akkor egy specziális megoldás:

= ^(1-+(1 — (1.)

melynek segítségével a többi egyszerűen kifejezhető. T. i.

(ix + (1 — x2)^ (ix — (1 — x2fi) — — 1 •

Tehát:

(1. (i x + (1 — x^ + (1. (i x — (1 — x2)^ = * i + 2 a íz i,

WGUt

nMMnn.’ mtöu
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hol a egy bizonyos meghatározott egész szám; és így

4(1. (ix — (1 —a;a)*))= z — ZO + 2az.

Ha a logarithmusnak föértéke helyett más értékét veszszük, 
akkor ez csak ^kzi-vel, z tehát 2&ír-vel változik, és így a sin.z=rc 
egyenlet megoldásainak összessége:

Zo + ^kz, z— Zo + Ikz, (2.)
ha t. i. k + a helyett egyszerűen k-t Írunk, a mit szabad tennünk, 
mert mind a kettő tetszőleges egész számot jelent.

Ha x valós, és absolut értéke 1-nél nem nagyobb, a sin.z=a: 
megoldásai ugyanazok, mint a valós változás körében (I. r. 77. ez.) 
Egyáltalában az összes megoldások a z0 alapmegoldással egyidöben 
valósak vagy complexek. Ez pedig, mint könnyű látni, csak akkor 
valós, ha x valós, és | x | < 1.

Mert különben volna egy valós z, melyre nézve sin. z nem 
volna a — 1 ... + 1 számköz belsejében vagy határán fekvő valós 
szám.

Ezen eredmény mutatja, hogy sin. z a complex számok 
körében is egyszerűen periodikus függvény és alapperiodusa 2 z. 
Mert nemcsak a z minden értékénél sin.(z + 2^) = sin.z; hanem 
megfordítva, a z minden értékénél csak akkor lesz

sin.(z + P) = sin.z,

(tehát például akkor is, midőn z = 0, és z— ^ ), ha

sin. P = 0, cos. P = 1;

tehát P csak a 2 többese lehet.
Ugyanez áll természetesen a cos. z = sin. (^- — z) függ

vényre is.

180. Ezek után a 
z = arcsin. x

azon függvényt jelenti, melynél az x bármely értékéhez a z azon 
értékei tartoznak, melyek eleget tesznek a sin. z = X egyenletnek. 
E szerint arcsin. x csakugyan kifejezhető a logarithmus által, t. i.

arcsin. x = 4- l.(z x + jA í — a;2),
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és ez végtelen sok értékű függvény, melynek értelmezési tartománya 
a számok Összességéből áll. Erre vonatkozólag megjegyzendő, hogy 
a logarithmus jele alatt álló kifejezés soha sem 0; mert az

i x = — ]/ 1 — x2, — x2 = 1 — x2 

egyenletből 1 = 0 következnék.
Az arcsin. x fó'értékéhez jutunk, ha úgy a négyzetgyöknek, 

mint a logarithmusnak főértékét veszszük. Ha x valós és |a:|^l, 
akkor ix + (1 —x2)^ valós része (1 —x2)^ pozitív vagy 0, képzetes 
része ix, absolut értéke tehát 1 és így:

i x + (1 — x2)^ — ,

e szerint az arcain.# megfelelő értéke — y és y közt fekvő valós 
érték. A föérték mostani általános értelmezése tehát az előbb spe- 
cziális esetben történt megállapításokkal (I. r. 77. ez.) megegyezik.*

* Az arcain.^ főértéke különben önállóan mint azon érték értelmez
hető, melynek valós része —~nél nem kisebb és -5--nél nem nagyobb.

z z
Tüstént látni, hogy ilyen mindig egy, és csak egy létezik. Hogy pedig ez 
nem más, mint a fönt megállapított érték, abból következik, hogy ha

« = .Bj 4- 3'2 i, 
lesz:

1 — = 1 — — 2 A’i i;
e szerint (1 — valós része, melynek mint főérték valós részének pozitív 
előjel felel meg:

( 1 + (l 1 —

míg i x valós része: — ,r2. De

1 — + x% + ((1 - x* + x* )2 + 4 a* x :> 2 ;
mert

. ((i—<4 + 4 )4 + * 4 4)1 + 4 —1 •

Ha tudniillik a jobboldalon negatív szám vagy 0 áll, ez közvetet- 
lenül világos ; ha pedig .<•( + x2 — 1 pozitív, akkor :
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Ha tehát az arcain, x értékét, bármely helyen az x = ± 1 
kivételével, megadjuk, és követeljük, hogy a függvény e hely kör
nyezetében folytonosan változzék, akkor ily módon az arcsin. x-nek 
egyértékü, folytonos és differencziálható ágát határozzuk meg. 
E követelés ugyanis akkor megállapítja a gyök, és evvel együtt a 
logarithmus jele alatt álló kifejezés értékét, és minthogy e kifejezés 
is folytonosan változik, végre a logarithmus értékét is megadja. 
Hogy az arcsin.a? bármely ily ága (az $=+1 helyek kivételével) 
mindenütt differencziálható, azt azon körülmény mutatja, hogy az 
arcsin. .r-nek mint inverz függvénynek vagy mint összetett függ
vénynek differencziálását közvetetlenül elvégezhetjük. Az utóbbi 
módon például lesz:

= 1_____1_ \ = 1 w+V CT
i ix + j/"i—3? \ ?
__i_ 

~ |/i^» ’

tehát a differencziálási szabály teljesen ugyanaz marad, mint a valós 
változókra szorítkozó tárgyalásnál, ugyanazon közelebb meghatáro
zással, hogy a két oldalon egyidöben veendők a főértékkel kon
gruens vagy inkongruens értékek.

Az £=±1 helyeken az arcsin. x nem differencziálható, mert 
már valós növekmény esetében is a differencziálhányados ekkor vég
telen lesz.

Az inverz függvények elvének alkalmazása épen úgy adja a 
differencziálhányados másik alakját:

mert ez egyszerűsítés után nem egyéb mint:

E szerint ía;-|-(l—wa)4 valós része nem negatív, azaz argumen
tuma — és közt fekszik; a logarithmus föértékében a képzetes rész 
szorzója ugyané határok között mozog; és végre arcsin. a; valós része---- ^--nél 

7T nem kisebb és —-nél nem nagyobb.
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d arcsin. x __ 1
d x cos. arcsin. x

Az arccos. x függvény tulajdonságai vagy önállóan tárgyal
hatok a most előadottak mintájára, vagy még egyszerűbben levezet
hetők a

cos. z — sin. (y — z)

összefüggés alapján. A z = arccos.# ismét azon függvény, melynél 
egy adott #-hez mindazon z-k tartoznak, melyek eleget tesznek a 
cos. z = x egyenletnek. De a fölirt goniometrikus képlet alapján 
ezen egyenlet megoldásai ugyanazok, mint a

sin. (y — z) = x

egyenletéi, tehát
-4 — z — arcsin. x

és végre

arccos. x = — arcsin. x = ~-----4 Z (t # + |/1 —x1).

Az arccos.# főértéke ismét az, mely a négyzetgyök és loga- 
rithmus főértékének választásánál keletkezik. Minthogy ekkor pedig 
arcsin. x valós része — ~ és 44 közt fekszik, az arccos. x föértéké-

2 2
nek valós része 0-nál nem kisebb és ir-nél nem nagyobb, megegye
zőig a valós változás esetére vonatkozó megállapításokkal.

Ha tekintetbe veszszük, hogy
sí .. .. 
1 ~

akkor az arccos. x értelmezése még így is írható:

arccos. # = 4-1. ——L ■ = 4-1 (# + i 1/1 — #2),
* ix+y 1—x* *

hol — a mit már nem részletezünk — ismét a gyök és logarithmus 
főértékét véve, az arccos. #-nek is föértékéhez jutunk.

Az arccos. x bármely alakjából végre ismét
d arccos. # 1 1

d x pj jpS" sin. (arccos. x) ’
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hol az első alaknál a két oldalon egyidöben állnak a föértékkel kon
gruens vagy inkongruens értékek.

181. Az arcain, x minden egyértékü és folytonos ága minden 
hely környezetében, az ít = ±1 kivételevei hatványsorba fejthető. 
Hogy a +1 helyek erre nézve kivételt tesznek, már abból követ
kezik, hogy a függvény ott nem differencziálható; minden más 
helyen a sorfejtés lehetősége a 153. czikk értelmében a differencziál-
hányadosnak,- —— -nek ugyanily tulajdonságából foly.

A mi jelesen a főérték (arcsin. x) Mac LAUEiN-féle soralakját 
illeti, azt vagy az idézett tétel értelmében az -^~==- sorjának 

(175. ez.) tagonKénti integrácziójából vezetjük le, hozzátéve még, hogy
(arcsin. 0) = 0;

vagy pedig az arcsin. x magasabb differencziálhányadosaiból, melye
ket a 90. czikkben kiszámítottunk. Az első eljárás mindjárt azt is 
mutatja, hogy a keletkező sor:

, • i । 1 x3 1.3# 1.3.5 x* ,VTTT,(arcsm..r) = a: + -T + ~r + -.., (XIII.) 

összetartás! körének sugara 1.
E sorból a kiszámítására alkalmas sorokat vezethetünk le, 

ha x oly értékét választjuk, melynél (arcsin. x) a - egyszerű tört 
része, példáúl:

. 7T 1 / . 1 \ 7T
8m- T = 2" ’ (arcsm- y/ = Y’ 

tehát:
tt _ £ £___ 1 1.3 1 , 1.3.5 ___ 1
6 2 2 3.2“ ' 2.4 5.^ ‘ 2.4.6 7.2’

182. Az arctg. x függvény tárgyalása ismét a tg. z=x egyen
let általános megoldásán alapszik. A tg. z = függvényt kife
jezve exponencziális függvények segítségével, ezen egyenlet lesz:

gí z — e—i z
ei z 4- e—i z — lx>

vagy
(ei^— 1
(eiíp+l — íx>

Kőnig.: Analízis. I. 45
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és ebből:

I 1 — IX
Ha x=±i, a z-nek megfelelő számértéke nem létezik; min

den más esetben:
2 = 11.1/^- 

? | 1 — w

Ha úgy a négyzetgyöknek, mint a logarithmusnak föértékét 
veszszük, akkor egy specziális megoldás, z0 keletkezik, melynek se
gítségével a többi igen egyszerűen kifejezhető. Az összes a négyzet
gyök főértékével képezett megoldások

míg a négyzetgyök ellenkező értékével képezett megoldások:

r ••[-«;: b)')]=t l(( : - b /)<-*»> >
A tg. z=x összes megoldásai tehát:

Zq d- A' 7T,

azaz Zo-ból a r tetszőleges többesének hozzáadás által keletkeznek.
Ha x valós, a tg. z~x megoldásai ugyanazok, mint valós vál

tozók körében. Egyáltalában minden megoldás z0-sal és ez ismét 
.r-szel együtt valós vagy complex.

Ezen eredmény mutatja, hogy tg. z — a complex számok 
körében is — egyszerűen periodikus függvény és alapperiodusa jt; 
mert z bármely értékénél tg. (z -p = tg. z; és megfordítva, hogy 
a z bármely értékénél

tg. (z + P) = tg. z

legyen (tehát akkor is, midőn z=0) kell, hogy tg. P=0, és tehát 
P=k n legyen.

183. Ezek után 
z = arctg. x

azon függvényt jelenti, melynél minden x-hfez a z azon értékei tar
toznak, melyek eleget tesznek a tg. z=x egyenletnek. E szerint
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aretg. x kifejezhető a logarithmus által és

ez végtelen sok értékű függvény, melynek értelmezési tartománya a 
számok összességéből áll, ± i kivételével, a hol a függvény vég
telen lesz.

Az arctg. x főért égéhez jutunk, ha úgy a négyzetgyök, mint a 
logarithmus főértékét veszszük. Ekkor a logarithmus jele alatt min
dig oly szám áll, melynek valós része nem negativ, melynek argu- 
mentuma tehát — ^-nél nem kisebb, -g--nél nem nagyobb. E sze- 
rint (arctg. ®)-nek valós része ugyancsak a — y • • • y számkörben 
fekszik. A főérték mostani értelmezése tehát az előbb specziális 
esetben történt megállapításokkal (I. r. 77.) megegyezik.

Az x véges értékénél z soha sem lesz y + k ?r alakú, mert erre 
szükséges volna, hogy a logarithmus jele alatt + i álljon. De oly x, 
melyre nézve

/ 1 -f- Zj*

lenne, nincsen; mert ebből

= — 1, 2 = 01 — i x ’

következik. Ellenben a végtelenben :

lim. arctg. x— lim. 4- 1. l/”ij ’ 'Z = 4 1. —í = +

Ha az arctg.® értékét bármely helyen (természetesen x —±i 
kivételével) megadjuk és követeljük, hogy a függvény e hely környe
zetében folytonosan változzék, akkor ily módon az arctg. ®-nek egy- 
értékű, folytonos és differencziálható ágát határozzuk meg. Hogy az 
arctg.® minden ily ága egész értelmezési tartományában differen
cziálható, azt ismét legegyszerűbben látjuk, ha az arctg. ®-nek mint 
inverz függvénynek, vagy mint összetett függvénynek differencziálá- 
sát közvetetlenül elvégezhetjük.

Az utóbbi módon példáúl lesz:

45*
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tg. ( M lJ i+tg.4^ ~ 239’

4 A~ l = (&W 2Í9) ' 

és így végre:
| = 4J —(arctg.^-);

azaz:

J iA 1 . ) / 1 _> । 1 1
4 v 5 3 ír 1 5 5 ' ~ • V \ 230 3 2393 1 g . ..

?.d mi.ca, isi'-'/b
n.
P.B

5\

Vvx

W. t. (l

MAGYAKADEMií 
KÖNYVTÁRA



HELYREIGAZÍTÁSOK az első kötethez.

21. 1
21. 1.
27. 1.

82. 1.

95.
95.
99.
99.

112.
113.

. 2. és 3. sor fölülről: -f- (a) helyett: (+ a).

. I. és 5. « « — (a) « (— a).
14. sor felülről; relativ törzsszámok után hiányzik: (lásd a következő 
szikkel).
14—21. sor f. helyett: Megfordítva, ha minden raczionális számra 
nézve, legfölebb egynek kivételével, egy bizonyos n-től kezdve 
an — r és bn — r egyenlő előjelű, akkor mindig van egy N, úgy 
hogy |Oy+l.— a nak minden nem negatív egész értéké
nél, bárhogyan választottuk is a pozitiv 3 számot. Határozzuk meg 
ugyanis N-et úgy, hogy

I aN+k aN I < 3 I bN+k — I 3
Akkor annál inkább :

I aN+k — bN+k ~ (aN — *») I < i *;
tehát — bn szabályos számsorozat általános tagja. Ha állításunk 
nem volna helyes, akkor mindenesetre, ha N elég nagy, a 44. ezikk 
értelmében,

I ílN+k bN+k I > &
I19I G egy bizonyos pozitiv szám, és N az összes egyenlőtlenségek
ben ugyanazt a számot jelentheti. De ekkor aN és bN nem egyenlő; 
ha pedig például > bN, minden raczionális szám R, mely ki
elégíti a

föltételeket, a föltevés ellenére olyan volna, hogy

p . aN bN ■;
aN+k K k aN+k — aN

bNbN+k — H <— g— I- bN+k — bN 

ellenkező előjelű, ha csak a k-t elég nagynak veszszük.

L 7. sor fölülről: ö„ helyett: 2d„
L18. « « | an+k — an | helyett: | an+k — an |
l. 2. « « 3 | A j — 1 « 3 | A | — 2
L 3. «. , « Z| A|—1 « A-1 X | — .(* — 1)
I. utolsó sor: 1 — a helyett: a — 1
L 16. sor f. 1 — a « a — 1,
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114- . 1. 4. sor alulról: nagyobb helyett: kisebb,
115. 1. vége következőkép kiegészítendő : Ha a nagyobb, mint b, az utóbbi 

következtetések csak annyiban változnak, hogy

, , (ab)^ 4- b ,
a > (ab)* >------$------> b í

és e szerint az a,, a2, ... (in • sorozat tagjai kisebbednek, a 
b,, b2 ... bn . . sorozat tagjai pedig nagyobbodnak. Szintúgy jön 
a > jel a < helyébe az ezután következő egyenlőtlenségben; de 
ismét lim. an = lim. bn. Az L (a , b) tehát akkor is meghatározott 
számot jelent, ha a > b; de megjegyzendő, hogy általánosságban 
L (a, b) és L (b, a) különböző számok.

Könnyű látni végre, hogy L (a, a) = a.

117. 1. 3. sor fölülről: L (J, helyett: L (J , J)
124. 1. 5. « alulról: cos. k n — cos. k — helyett: cos. k — = cos. 2k —• 

2" 2" 2“ 2n+1

124. 1. 3. « « cos. fák 4- 1) — helyett: cos. (k 4- 1) — ■

125. 1. 4. « fölülről: sin. (k 4- 1) = sin. (k 4- 1) 71 helyett:
2 2

sin. (á+l) J = sin. 2(A4-1)^

176. 1. 13. sor fölülről: helyett: •

179. 1. a (2.) sor utolsó tagja: —- * helyett:---- — •

227. 1. 4. sor alulról: a nevező helyesen: (an ni 4- 2a12 n, n2 4- a^ n%)“ 
Wl. 1. utolsó sor: valósak után hiányzik: és végre « > 1, 
228. 1. 9. sor fölülről: a nevező helyesen :

(alx ni 4- 2«12 n, n2 4- a^ ni 4- bxnx 4- b2n2 4- c)“
228. 1. 10. « « értékénél után hiányzik: ha a > 1
228. 1. utolsó sor: a nevező helyesen (vm, 4- om, 4- z)^".
229. 1. 17. sor felülről : a nevező helyesen lom 4- z)2+“.
328. 1. 8. « « un helyett: um.
328. 1. 10. « « soha ne létezzék helyett: ne létezzék a v-k minden

választásánál.

Magyar TudcmíányoB A íratta 
Könyvtára 4 SXV1»5. 2^



Az Eggenberger-féle könyvkereskedésben, továbbá megjelent:

( Gymnasiumi és reáliskolai használatra 188^'5006. sz. 
rendelettel engedélyezve.)

ALGEBRA
A KÖZÉPTANODÁK FELSŐBB OSZTÁLYAI SZÁMÁBA.

Irta Dr. KŐNIG GYULA.

I. rész. A negyedik osztály számára. Ára 1 írt 20 kr.
II. rész. Az ötödik osztály számára. Ára 70 kr.

III. rész. A hatodik osztály számára. Ára 60 kr.
IV. rész. A hetedik és nyolczadik osztály számára. Ára 50 kr.

Az uj gymnasiumi tanterv az algebrai tananyagot az 
eddigi rendszertől nagyon eltérő szempontok szerint módo
sította, és rendezte; a tankönyv, melynek első füzetét most 
adjuk át a közönségnek, az egyetlen, mely az uj tantervvel 
teljes összhangzatban, és ennek szellemében tárgyalja az 
algebrát. A munka megírásában irányadó elveket a szerző 
rövideden kifejtette az első füzethez csatolt előszóban.

Az egész munka terjedelme a közönségesnél nem nagyobb, 
daczára annak, hogy a szerző a megírásnál arra törekedett, 
hogy a könyv nagyobb nehézség nélkül a tanulónak olvas
mányul is szolgálhasson, valamint hogy e tankönyv egy
szersmind,a gyakorlókönyv és példatár szükségeit is pótol
hassa.



Az Eggenberger-féle könyvkereskedésben továbbá megjelent:

THOMÉ Dr. O. W. Az állattan kézikönyve. Gymnasiumok és reáliskolák 
felsőbb osztályai, erdészeti és gazdászati intézetek-, gyógyszerészek és orvosnöven
dékek számára. A tudomány újabb elvei és hazánk viszonyai tekintetbe vételével 
kidolgozta Paszlavszky József tanár. 300 a szöveg közé nyomott fametszetű ábrával. 

Második kiadás. Ára 2 frt.
Az állattan e kézikönyve tervezete és 

kivitelében párhuzamban áll a «Növény- 
ország tankönyvé»-vel, mely ugyanazon 
szerzőtől írva, s magyarra Borbás Vincze 
tanár által fordítva ez évben jelent meg 
II. kiadásban. Thomé ebben is, úgy mint 
amabban, tárgyának sajátságos felfogá
sával hézagot pótol. Eltér ugyanis az 
eddig követett iránytól, mely az állatok 
meddő leírásában állott, és feladatát az

emberi test szerkezete és életének ki
merítő tárgyalása és az állatországnak 
mint szerves egésznek felfogása által 
igyekszik megoldani. A tárgy felfogását 
elősegítő ábrákat illetőleg semmi költ
séget sem kíméltünk, hogy e könyv úgy 
a felsőbb iskolában mint általában a 
müveit közönség körében teljesen hasz
nálható és élvezhető legyen.

THOMÉ Dr. O. W. A növényország tankönyve. Gymnasiumok, reáliskolák, 
erdészek, gazdászok és gyógyszerészek, valamint magántanulók használatára, ma
gyarra fordította s helyen kint jegyzetekkel kisérte Borbás Vincze tanár. Harmadik 

bővített és átdolgozott kiadás. A szöveg közé nyomtatott 890 fametszettel. 
Ára 1 frt 60 kr.

E munka a növénytani oktatás lénye
gét a növények életének vázolása — és 
a növényországnak mint szerves egész
nek felfogásában keresi: a növénytannak 
majdnem minden más iskolai könyvével 
tudatos ellentétet képez. Mert mig ez 
utóbbiak a fősulyt a növények meghatá
rozására fektetik az előbbi egész teljes
ségében tekintettel van a növények 
boncz- és élettanára, fejtegeti azon szo
ros viszonyokat melyben a. növények az 
állatokhoz, s a növénytan a természet
tudományok más ágaihoz áll, említi 
azon átalakító befolyást, melyét Oi .nö
vényéletnek ismereté S gyakorlati' gaz-

dászat legfontosabb kérdéseire, a gyó
gyászat és orvosi tudományokra gyako
rol, s végre a növények természetes 
rendszerének előadásával egybekapcsolja' 
a gyakorlati növénytant is, a mennyiben 
a főnövények — különösen ipartanilag 
fontos és gyógyszerül szolgáló növé
nyekre kiváló gond és figyelem van 
benne fordítva. A munkát végre a nö
vénytan történetének rövid vázlata, a 
növények palaeontologiája és földirati 
elterjedése egészítik ki. Az előadott ta
nok megértését 890 mesterileg készített 
fametszett könnyíti meg.

STEWART BALFOUR. Természettan elemei. Fordította Uuller József .
150 fametszetü ábrával és egy színtáblával. Ára 3 frt.

Ezen munka a természeti tünemények 
törvényeinek elemi tárgyalásában foly
tonosan tekintettel van a természettan 
főelvére: az erély (energia) megmara
dásának elvére. A hőt, a fényt, a vil
lanyosságot stb. mind az erély külön
böző nemeinek tekinti, melyek egymásba 
átváltozhatnak, de az erély megmara
dásának elve értelmében se meg nem 
semmisíthetek, se meg nem teremhetők.

A szerzőnek e kísérlete, mely ez irány
ban egyáltalában az első volt, nagyon 
sikerültnek mondható’, mi azon körül
ményből is kitűnik, hogy az angol ere
deti rövid idő alatt több kiadást ért, és 
a kritika által igen kedvezően fogadta
tott. így például az Eduetiohal Times 
e müvet világos, szabatos előadásunak, 
kimerítőnek s a tudományos tankönyvek 
szép ideáljának nevezi.

Dr. PRANTL K.. Növénytan. Felsőbb tanintézetek és magánhasználatra.
Az ötödik kiadás után fordították és a hazai viszonyokhoz alkalmazták Páter Béla 

és Lasz Samu. 336 ábrával. Ára 3 frt.
FRANKLIN-TÁRSULAT NYOMDÁJA.






