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(Olvastatott a III. osztaly ilésén 1893. deez. 11.)

A folyadéksugarak alakjara vonatkozé vizsgalatokra azon
torvények keresése vezetett, melyek szerint a folyadékok adott
edényb6l, es6bol vagy csatornabol kiomlenek. Be kell vallani,
hogy a vizsgalatok még esak a legelején vannak. A folyadék-
sugarak alakjara vonatkozo 6sszes elmélet csak lehetséges sta-
tiondr dramlisok konstrudldséra szoritkozik, tehat olyanokéra,
melyek 6roktél fogva olyanok voltak és 6rokké olyanok lesznek,
-2 milyenek mostan. Az elmélet tovabbi feltevései :

1. hogy a folyadék dsszenyomhatatlan ;

2. hogy a folyadék mozgasara nincsen befolydsa sem a
részek kolesonos surldddsdnak, sem a nehézséqi erdnek ;

3. hogy az aramlas parallel sikmetszetekben kilcsindsen
-eqybevdgd ; végiil

4. hogy a mozgasnak van sebesség-potenczidlja.

HervuorTz volt az elsd, kinek e foltevések mellett sikeriilt
-a szabad hatarokkal is bir6 aramlasnak egy esetét leirni. Kircs-
BHOFF csakhamar még négy speczidlesetet irt le részletesen, mig
1876-ban megjelent «Mechanika»-jaban megmutatta, hogy a
felsorolt foltevések mellett a probléma benne foglaltatik a kon-
form leképezés dltalanos problémajaban. De tobb esetet nem
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9 RETHY MOR.

irt le itten, és azéta se iratott le tudtommal ij aramalak rész-
letesen. Kiemeli ezt Averpacn is *, ki HeLmEoOLTZ é8 KiRoHHOFF
vizsgilatait idézett helyen ismertetvén, egy dltalinosabb eset-
ben a kontrakezi6 torvényére egy igen egyszert formulat ir fel
bizonyitas nélkiil.

Jelen dolgozat feladata 1j dramalakok meghatérozasa a
konform leképezés modszerével. Meghataroztam tobbek kozott
a kontrakezié torvényét az AuersacH esetében is; a torvény
azonban (1. XI—XIL.) lényegesen kiilonbozvén AuvErBicH tor-
vényétol, ezt hipotétikusnak kell tartanom.

A meghatdroztam uj aramalakok egy részét abrakkal illusz-
tralom. Az aramlast hatarolé falak vastag vonalakkal, a folya-
déksugarak szabad hatdrai vékony vonalakkal vannak feltin-
tetve. Az itt kozolt dbraknak is csak egy része tart pontossdgra
szamot, t. 1. a 6. kivételével az 1—S8. dbrdk, melyeket Bexm
Jézser allami mérnok ur volt szives a szovegben eléadando
integralok grafikai meghatarozdsdival megszerkeszteni, és a ki-
nek e faradsagos munkéjaért ezennel nyilvinosan koszénetet
mondok. A tobbi abrak csak a szoveget illusztralé vdzlatoknalk
tekintenddk.

*

Csatlakozvan KirgarOFF ** vizsgalataihoz, jeloléseit is meg-
tartom ; gy hogy jelolom az aramsik véltozo pontjanak koordi-
nétdit x, y-nal, e pontban a recziprok sebesség komponenseit &,
7-val, a pontban talalkozé aramgérbe és nivogorbe egyenleteit
¢ = const. és ¢ = const.-sal. Hasonloképen i-vel a képzetes

egységet jelolvén, legyen

z=w+yi; (=&t w=9p+ ¢, (1)
hol a £, y és ¢, ¢ értelménél fogva a z, { és w kozott ez az Ossze-
fiiggés 4ll fonn :

dz
rdhand i 2)
e o )

* WingeLManN, Handbuch der Physik, pag. 419. L kotet.
** Mathematische Physik, 1876, pag. 273—307.
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FOLYADEK-SUGARAK. 3

1. 8. Az dram véges szélességli; a gdt keresztmetszete
egyenes vonaldarab.

L. A ¢ és w komplex mennyiségek képsikjai kozott itten a
kovetkezo egyenlet allapitsa meg az 6sszetartozdst :

(Gri) =k a—e ")
O+ :
hol k realis szam és > 1. Ez egyenletnél fogva az a C-tarto-
mdny (1b. dbra), mely az egységsugaru (34), illetve végtelen-
nagy sugaru (55) kornegyedektél hataroltatik egyrészrdl, és a
(45) meg (53) sugardaraboktél masrészrél, arra a w-tarto-
mdnyra (parallelszalagra) (1a. abra) képeztetik le egyértékiileg
és legkisebb részekben hasonlé médon, mely a ¢ =0 és ¢ ==
egyenesek kozott teriil el. Osszetartozé pontjaik tobbek kozott
a kovetkezd harom pér:

Wy=—oo, w;=0, Wy= o0,
(k412 : 4)
Cl:_t(k_—i_) y G=+1, z=—1i

A (3) egyenletrél mondottaknak az igazolésara szolgalja-
nak e kovetkezdk. A

Z—1 )2_.. .9, w
vonatkozas szerint a leirt w-sikbeli parallelszalagra egyértéki-
leg leképeztetik az a Z-sikbeli tartomany (1c. abra), mely egy-
részrdl az egységsugaru (34) és végtelensugaru (55) félkoroktol,
masrészrdl (45) és (53) sugdrdaraboktol hataroltatik ; mig a

TR o |
Z=¢

egyenlet a £, 7 tengelyek kozotti egy-egy stknegyedel egyérté-
kiileg képezi le a Z sikon az X tengelyté]l hatarolt egy-egy fél-
sikra. A (4) alatti osszetartozésigot végiil behelyettesités altal
kozvetetleniil igazolhatni.

Forditva a w-tartomény mindegyik pontjahoz is a C-tarto-
mény egyetlen egy pontjat fogjuk sorolni :
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RETHY MOR.

Yl
|
oy |
W | Ws
] |
i I
1
; !
: |
7’[- |
T Iy
¥ |
H 1
I
|
1
i 2 |
W -1¢1 -0 +f w
I
la. dbra.
z,
2. 4 2 Ss=00
23 i i ..._.x’,-xy =C
4
- .‘.n ERT T
$g=00
1b. abra.
Z, Za, 5 Z]____" Zs
w |
s, .f'f v ST
Pon— e 3
1c. &bra. 1d. éabra.

k=2 ¢=¥3, s=1, ;=034 n=1383)
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FOLYADKK-SUGARAK. 5

s=kyi=e, =1/ 22 )

egyenletek erejénél fogva, ha megallapitjuk, hogy

o gt b 8. k+1)
W=~ od b=t z(k—l

osszetartoz6 pontok legyenek. Ugyanis evvel a gyokjelek ezek-
ben a pontokban és azért a folytonossig elve szerint az egész
¢ és w-tartomdnyokban is egyértékiileg megéllapitvak.
A z-tartomdny haldrai ezek utan kiadédnak a (2)-bél folyé
ezen integralbdl :
= f ;ihﬁ du,

amely az (5) egyenleteknél fogva igy irhaté :

w4u  du
Z_qu‘f’ YT’ )

e szerint a 2 = 0 kezddponthoz az u-tartomény hatardn fekvs
u =1 pont soroltatik, minélfogva (5) értelmében @ z = 0 pont-
ban £ = oo 1évén, benne a folyadék sebessege =().

a) Ha u redlis titon k-6l fogy 1-ig, akkor ¢ és z tisata kép-
zetes, pontosabban

=l 00, oo |

(2

|=0.

kzuzt (G
£) Ha u tovabb fogy redlis uton 0-ig, akkor ¢ és z realisok,
és pontosan
12u=0, ox>({>1, 0<z<z

tartomanyok felelnek meg egymésnak, hol

1
ud4-u du
== Of IR g pry ; (6a)

7) Ha u a O-ponttél kezdve képzetes titon né oo-ig, akkor
a { komplex és abszolut értékére nézve allandéan = 1; a z is
komplex és végtelenbe nove.
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6 RETHY MOR.

Is a mig az w az a), B) és y) alatt részletezett ttakat be-
futja, addig a w dthalad az Osszes redlis értékek tartoménydn
— oco-t6l 4 oo-ig.

Az a) és () alatt leirt, z-tartomanyhoz tartozo, hatarvona-
lak, (tekintettel, hogy a ¢ reciprok-sebesség abszolut értéke
benniik nem allando), a folyadéknak csak szildrd falul szolgal-
hatnak; a képzetes uton a végtelenbe névé wu-nak ellenben
[¢|=1 — azaz abszolut értékre nézve dllandé sebesség —
felelvén meg, a segélyével leirt z-tartomanyi hatarvonal a folya-
déknak szabad hatdrai lehetnek.

Az u= —iv helyettesités, melyben v redlis pozitiv érték,
a szabad hatar analitikai el6allitasara vezet. Ugyanis

wul+u
e
fi e — k2 1/1—u2

azaz

: v 4iv idv
2=a72) i Vite
o e 7 +v

honnan ketté vé,l'asztéssal kovetkezik

il f' vdv
x=12z4+2 (v + k?) V1+U2

[ vidv
o]t L
" § @41 Y1408
azaz
2 ( (1 +'u‘-‘) 1 )
x =z,+ ———|are. tg.-———= —arc.tg.———
ST A\l T i (T
k ! (1 +v9)i~v(1—k”)* :

-1} Ao -k

Ha v né 0-t6] co-ig, akkor ez az x, y pont leirja a folyadék
szoban levé szabad hatdrdt. E gorbének aszimptotdul szolgal
az y-tengelyhez parallel egyenes

y=—2L @+ 1+ + :
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FOLYADKEE-SUGARAK. . 7

9
—.—‘ o . — o \’
") 1){ arc. cos. —- = 23, (7Ta)

gtk g J

mely abscissa-érték a gérbe v = oo pdntje’mhoz tartozik.
0) Ha ¢ = oo, és ¢ né 0-t61 z-ig, akkor y egyenlé marad
egy végtelen nagy dllandéval és x né a5-t6l a kovetkezd értékig:

Ty=Th + j Cdw = a5 + . (8
0

¢) Ha ¢ = =, a ¢ pedig barmekkora realis érték, akkor
u=k(l+er,

azaz u redlis és > 1, minélfogva a ¢ tiszta képzetes és abszolut
értékére fogy az 1-t6l, mely értéket ¢ = co pontban vesz fel,
(k+1t: (k—1)* értékig, melyet p=—oco-nél ér el. Azért is a z
pont leivja az y-tengelyhez parallel, kétfelé végtelen, 2 = ax,
egyenest, mely a folyadéknak megint szildrd falul szolgal.

¢) Ha végiil p=—o0 é8 0 < ¢ < =, akkor u = k, tehat

,__.(k+1)e
L t k-i ’

minélfogva a z pont leir egy az x-tengelyhez parallel vonal-
darabot o = 0:t6] & = x;-ig, hol is :

in : S n : I
@y :]{dw =—z(;+;) fidg!}
0 TG o

azaz

9)

A (8) és (9) sszehasonlitasdabol latjuk, hogy =, = x,, miért
is a (8) és (7a) folhasznalasival a z, érték meghatdrozhato
beléliik ugyanis ered

ot 1 )4 9 {
Tf(k—l =2 +(]T—]‘)%—arc. GOB.—k—’l"ﬂ,

honnan

k+1 )é n 2 1
k_l gl =% marc. GOS.'I: ’ (10)

‘mely eredmény a (6a) alattival megegyez.
133
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8 RETHY MOR.

Evvel meg vannak dllapitva a folyadék dsszes hatdrai.
A folyadék ugyanis (1d. dbra) a végtelenbdl két, az y-tengelyhez
parallel, part kozott dramlik (k—1)"*: (k4+1)! sebességgel.
A csatorna szélessége = zr (k+1)': (k—1)"%. A csatorna egyik
partja az y-hoz parallel, mindkét felé végtelen, egyenes. A csa-
torna masik partjat egy derékszog két szara alkotja: az egyik
szar épen az egész pozitiv y-tengely, a mdsik szar pedig a.
pozitiv x-tengelynek 0-t6l x,-ig ér6 darabja, a melyet gdinak
neveziink. A folyadék kiémlik itten nyugvo folyadékba egy nyi-
lason at, melynek szélessége

2 1
Ly —Xy= T + —————— Arc. co8. —;
T PERAT anTp k
az egyik oldala felé szabad folyadéksugar szélessége a végtelen-
ben = =,
E szerint a csatorna szélességét c-vel, a nyilasét n-nel, és
a sugarét s-sel jelolve, az eredményt igy foglalhatjuk Gssze :

W 3 ~—1
c:n:s:(—kj——l—)°(1 ga_re_%):l.
k—1 7z (k2—1)

A [ allandd e szerint meghatarozza a csatorna és nyilds
szélességének az aranyat, valamint forditva, az utébbi meghaté--
rozza a k allandonak az értékét.

II. Az imént leirt z-tartomanyt a z,2,2, egyenesen tiitkrozve
(2a. 4bra), a folyadék kiomlését nyerjiik egy esatornabol egy ko-
zepén 1évé akarmekkora nyilason dt.

A k = 1 specidlesetben ¢ : n = oo, mely eset nem mds, mint.
a Kircurorr-tol (f. 1. helyen) részletesen leirt kiomlés egy vég-
telen nagy falon alkalmazott nyilason &t.

Tekintettel arra, hogy

.

. (=1t
arc. cos. —— = arc. s1n. gy v

k
e hataresetben ugy talaljuk, hogy az 6sszehtzodas

§ ot
n 247’

megegyezdleg KircEHOFF eredményével.
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FOLYADEK-SUGARAK. 4

III. Az L. alatt leirt z-tartoményt az y-tengelyen tiikrozvén
(2b. 4bra), egy folyamot nyeriink, mely két parallel egyenes part
kozott haladva, egy a meder kozepén alkalmazott akarmilyen
széles mozdulatlan — a partokra meroleges iranya — falon
megtorve ketté vahk

2a. 4bra. 2b. dbra,
(k=3) (k=2)

Jelélvén a folyam, a fal és az e mogstt nyugvé folyadéknak
a végtelenben valo szélességét ¢, f és s,-gyel, a kiovetkezd aranyt
nyerjik:

b

3 ol
Grpifan (k—}-:) Ty—7 | &y
azaz

c:8 i f=(k+1)t: (1) —k—1)):
:Gh+DL—@—4ﬁ—

T T

2are. cos. k—1) (12)
g 7 (k+1)}
Lassuk kozelebb a k = oo hataresetet. Ekkor

B D-g—1 1

: G+ &
és
(k+1)*——(k 1)'} (2 are. cos. k1, z(k-}-l)*) i
(k+1)}— (k— 1)} 2%
lévén, nyerjiik :
lim.(c:s,:f):kﬁ;k;.é,.
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10 RETHY MOR.

Ha tehat a folyam szélessége ¢ véges és a fal f végtelen
kiesiny, akkor a végtelen tavolban a nyugvé folyadék széles-
sége s, végtelen kicsiny a folyaméhoz, de végtelen nagy a falé-
hoz képest.

Ezt a hataresetet is targyalta Kmcrnorr: a fal szélessége
nala véges, a nyugvé folyadék szélessége a végtelen tavolban
végtelen nagy, valamint a folyam szélessége is. Kircanorr leké-
pezési egyenlete konnyen levezethetd a (3) egyenlethél; erre
nézve a z-sikot és vele egyiitt a w-sikot is k2-szorta kell nagyob-
bitani, és azutén a lim k = oo hataratmenetet eszkozolni.
A (igy valtozatlan marad, mig a (3) egyenlet jobb oldalinak

hatarértéke
w

lim (1 —cF) k2= —w,

minéMogva a (3) egyenlet igy hangzik :

2—1 :
rm e
melynek megoldasa i
1 1

¢

1,

= —— } ————
Yw+1 w1
lényegileg azonos KircaaoFr képletével.*

Z, \

i
1 i
I
|
1
|

\
|
I
1
\
1
|
o 2
%2
! {
] i
; i 1 |
H ! : 3
i i
H i
i
|

2¢. Abra.
(k=2)

IV. Az 1. dbrabeli z-tartomény ismételt tilkrozése utjan a
9¢. brédban vazolt dramalak nyerhetd. Az egyenlé tavolsigok-

* U. o. pag. 304.
136



FOLYADEK-SUGARAK. 11

ban levé keresztfalak egyenlé nagyok, és szamuk akarmekkora
lehet.

2. §. A gét keresztmetszete egyenesdarab.
(Folytatas).

V. Altaldnositsuk a (3) egyenletet avval, hogy k(1 — ev)
helyibe
kg (a2 —e)

(92 —ev
tortfiiggvényt tesziink. Akkor az (5) egyenletek helyét ezek fog-

laljak el:
1+4+u a—ev
I ATy
‘“I/I—u’ u_kol/p”’ ew’ K]
honnan
—l.
ev = /43 13a)
s U2 — ko (

hol k, = kya : 3. Ezekkel az egyenletekkel az 1. abrabeli {- és
‘w-tartoméanyok a négyzetgyokik eléjelének kell6 megallapitdsa-
val egyértékiileg és ugy vonatkozédnak egymadsra, hogy

: k41 ol gt
_ C=— 1 - = Cmmr n OB,
We=-—o0, . { zl/ et W=+too0, ( zl/ e

egymashoz sorolt pontok.
A (13a)-bol kovetkezik, hogy

dw Qu Qu 20 —k)u

TR T - BT - Ry (7 Y (e X

és ebbdl a (2) egyenletnél fogva, mely igy irhaté

dz
du : du
az elsd (13) alatti egyenlet folhasznalasdval ered :
dz - 2u(l+w __ 2u(l+4w

— - e 13b
du (uf’—kf)j/l—uQ (A—E)Y 1 —u? (49)
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E szermtg—ket additiv részbdl 4ll, melyek mindegyike

azonos alaku a (6) egyenletbeli % -val. Ha itt is u=1 és z2=0

Osszesorolt pontok, akkor

=f u(l+wdu - 2u (1 4u) du
o B (ug—kg)Vi—ug’

u u

Tu Qudde
2= 2k f : + f -
@W—ByY1—u { -y 1—uw

uw u

= ngj du f Qudu :
@W—kyyY1—ut  @—Dy1—u

azaz

(13cy

a) Legyen k, > k; > 1; akkor a z-pont (3a. abra) befutja
a pozitiv y-tengelyt — oo-t61 0-ig, a mig u a redlis szamok so-
rdan k;-t61 1-ig halad; ha u tovabb fogy 1-t61 0-ig, akkor
% redlis és negativ (ugyanis egyenld eldjelli —Z% -val), kovet-
kezéskép a z-pont bejarja a pozitiv a-tengelyen fekvé z.z, da-
rabot, hol

dw
~ e
2= : S du.

Kiszdmitom ez integralt. ElGszor is

f du = 1 . 2k —1uy 1—u?

are. sin. ;

u2—k2) ¢/ 1—u? o 2ky k2 —1 k2 —qy?
f wdu 2yl vl 1/ 1—u?
W=k Y1—u® k-1 1/152—1

ezek felhasznalasaval

: : S =
z=) (=1 (—gk]—%arc sin. 2k (k5 —1) ug(l w?)
J=0,1 (kj—1) ul—k;
2 <1—u2>*)
————are. tg. ——~ |,
T I T (—1¢

hol az 1 > u > 0 intervallumban az arec.-ok folytonosan nének.
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Ebbdl folydlag

s (I)J“k@ fg. (6 — 1)
e (kg—l)* (zk;j+2 arc. tg. (kj — 1)*) =x,.

$) Ha u innét kezdve képzetes, akkor a ¢ komplex lesz és
pedig abszolut értékére nézve allandéan = 1; ennek folytdn a
szabad haldrt ezek az egyenletek adjak:

v v?

s e du : du
ke of<u+k3>1/1+u+oj(u+kf)ﬂﬂ’

e f "kodzi— _f 2k dv____
: J k) YT+ @) YT+
ie (—1f*! <1+v2>* 1
="a +°J’ 2 =1y (& (k, —are. tg. (kjg__l),;), i
H (=1 | A+ —va—r)* B
R Ay e e T

7) Ha v n6 0-t01 oo-ig, akkor  nd x,-t6l x,-ig, és y fogy
0-t6l y,-ig, 1évén
( 1)j+1

=, +Z (k2-1)§

j=0,1
vagy maskép irva

( z — are. ctg. (Lj-1) )

Ty = X1+ 2 (=1 are.tg. (i — 1)}
=01 (’52'-1)é

(=1 & | —(kf—1)}
Vi oe
12031 (I — 1)* ,+(A9—1)*

’

(15)

d) Fogyjon mér mostan az u redlis uton co-t61 ky-ig. Akkor
a ¢ mindig képzetes marad és abszolut értéke 1-t61 novekedik
(kg+1)* : (kg— 1)} értékig. Azért a z-pont, kiindulvén az x,, y,
pontbél, leir egy negativ y-tengelylyel parallel egyenest.
Az w eddig leirt Gsszes utjainak megfelel a ¢ novekedése
—oo-t6l +oo-ig a ¢ =0 uton. Ez okndl fogva a z-pontnak
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leirt egész utja dramvonal, mely a folyadék eqyik szildrd
hatdrdt jeloli meg. L

e) Tovabbd a ¢ = oo, 0 <¢ <7 egyenesnek megfelel a
z-tartomdnyban egy a pozitiv a-tengelylyel parallel egyenes
darabja, melynek hossza ‘

J .
A ko+1)\%
Xar — Xy =f{¢,zd¢=( ot )72‘:.’1)3' — g3
0

kog— 1

épugy a ¢o=—oc, 0 < ¢ < 7 utnak megfelel a pozitiv 2-tengely-
lyel parallel ezen vonaldarab

; 3
Xur— Xy =f:_,° tdg = (ﬁci i 1 ) 7. (16)
0 2o

n) Végre a ky<u<k, értéksornak szintén képzetes {-értékek
felelnek meg; azért a 2-pont szerinte leir egy az y-tengelyhez
parallel, mind a kétfelé végte-

3 _ len, egyenest. Miutdn az u ezen

3 ,
: !
= SR sasan f = X1 ......... _‘E
g ; 1g,
it 7,0 Z,
PR 5
3a. Abra. Z, T4z
........... & it
(k,=1'9, k,=3, =162, ¢, =144 7, _ Zigr
¢, =8'303, @y, =1904, y,=0473). 3b. éibra.

utjanak a w-sikon a ¢=m, —oo<@<<+ oo, egyenes felel meg,
azért az imént szerkesztett egyenes is dramvonal és pedig a.
folyadéknak megint szildrd hatra.

Evvel a folyadék hatirai teljesen meg vannak allapitva.
Miként a 3b. abrabol lathato, a folyadék a végtelenbdl elindulva.

140



FOLYADEK-SUGARAK. 15

ik, —1)t: (k1) sebességgel] két parallel egyenestél (40 és
4"1'-t6]) hatérolt esatornén dt mlik, melynek 011’ keresztmet-
szetén 01 falat és 11’ nyilast talalvan ez utébbin 4t egy darabig
egyik oldalin nyugvé folyadékkal hatdros téren dramlik at, a
mennyiben az .12 gérbe vonalon a sebessége = 1 lévén, ez a
gorbe szabad hatdar; més oldalon a esatorna 4’1’ falon tovabh
folytatodik végtelenig, és a vele parallel 23 fallal egy sziikebb
csatornat alkot, melybe a folyadék bedmolve a végtelenséghe
((k, —1)t: (ko+1)! sebességgel] jut. A két csatorna és a nyilds
szélességét cq, ¢y, f betiikkel jelolvén, a kivetkezd ardny 4ll fonn :

b L k1+1>*_(k0+1)*_x
Cl'c""c“(1c1—1 =1/ 27

mely o, fontebb hataroztatott meg.

Ha mdr mostan a c¢;: ¢, : f ardnyok advik, akkor ez altal a
ky és k, is meg van hatdrozva és ezekkel minden egyéb, tobbek
kozott a szabad hatirnak a falra valo projekezidja |y, | is. A leirt
aramlds csak gy j6 tehdt létre, ha a ¢, :¢,:f:|y,| ardnyok a
kiszamitott értékek szerint advak.

VL. Tiikrozéssel ez az dramlés is tobbfélekép sokszorozhato.
A 4'3' (azaz zy2y) falon vald tiikkrozés példaul a szabad kiomlést
szolgdltatja egy, a kiomlés helyén megsziikitett, csatornan at
egy sziikebb csatorndba —, a két csatorna tengelye kozos lévén
a szabad sugdr hossza a csatorna és a nyilds szélessége dltal a
fentebb részletezett médon van meghatérozva.

VIL Az V. alatti leképezési egyenlet értelmezésére térek at
azon esetre, ha k; és 8 képzetes; ha k, és 8-val most mindjart
az abszolut értekeket jeloljiik és a masodik (13) egyenletet nem
irjuk fel ujbol, akkor a (13) és (13a) stb egyenletek helyébe

ezek jonnek :
e~ l/1 +u ' —k1
= s Ll
1—u u“‘-}—l.

dﬂ Lo (]v1+ko) u
du (UK wr—i3’

_[( Fou SEOE )2u(1+u)du.
Y \ud—ki bk Y 1—u?

141
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Fzek szerint a w= — oo pontnak megfelelé {-pont ez:

Y A
¢— l‘/>k1~1’

hogy tehat a kiindul6 sebesség a végtelenben most is parallel
legyen az a-tengelyhez, most is k, > 1 teendd. A w= + oo
pontnak megfeleléleg viszont

itt tehat tekintettel a k, redlis voltdra, |¢| = 1, minélfogva az
4ram az y-tengelyhez ferdén 4116 szabad sugdrban végzodik.

A w-tartomény hatdrai itten ¢ =7 és ¢ = 2n parallel-
egyenesek legyenek.

Rajzoljuk meg itt is az dram hatarait (4a, b. abrak).

Aw, u, § és 2 tartomanyokban vsszesorolt vonaldarabok
ezek. A =m —0=¢= + oo egyeneshez tartoznak

ok S T
a) szakaszban, hol % és realis,

E+1 ¢ z
k=u=1, ‘/k1—1 TS =

|

0;

IA
A

f) szakaszban, hol ¢ és z redlis,

1>uz0, w={=1 0=2z%;

7) szakaszban, hol %rez’tlis és ¢ és z komplexek,

0<— %<k [CI=1

minélfogva a megfeleld z szabad hatart ad.

A¢g=2m —o=p=+°° egyeneshez hasonloképen tar-
toznak a

¢) szakaszban

h<u<os, | pogsy=b z=mty
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“?L i 25‘00

[/I

4+ l}
o b 2
I
1 25‘ = cD
4a. 4bra.
B\
2 b}
A\
\\
\\
\\\
ZZ;oB
4b. abra.
(k,=2, k,=3, s=n. x,=0332x,
y;=0'283n, f=14n).
hol

= 71/]":‘+1, 0 =Y >Ys;
E—1 =Y=

by W ; .
¢) szakaszban végiil 3 redlis, ¢ komplex és pedig

oo = — o ke (€] =1,

minélfogva a megfelels z megint szabad hatdrt szolgaltat.

M. T, AK. ERT, A MATH. TUD. RSREBOL. 1893, xv. X, 4. 527, 2



18 RETHY MOR.

Az aramteriilet hatdrai ezek utédn vazolhatok (4b. abra); a
folyadék a végtelenséghdl 40, 4'3 parallel falak kozott aramlik,
01 keresztfalat kikeriilvén, az 13 nyilas felé ; hol nyugvé folya-
dékba kiomolve 122'3 sugarban halad a végtelenbe. Szémitsuk
még ki a sugar vastagsagat és a nyilas végpontjainak koordina-
tait z, és z;-at.

Jelolvén a sugér keresztmetszetét a végtelenben 22'-sal,

lészen
1— kot
20— 2 ___f)" ’l,dy Vl +k0’l, (18)!

mely komplex szam abszolut értéke = x; tehat a sugér kereszt--

metszete a végtelenben = 7.
A mi illeti a z,-et, 2, = 2; 4 y,7, hol

0
dw
=0 a=[cgd,
1

1 9 3
= ———(2are. cotg. (ki —1)*+ =k
(k?——l)§< g. (ki —1)*+ =k,)
{7 i <k§+1>*+1),
(ko-+1)" (ks +1)—1
A zg-at a folyadéksugar alakjaval egyetemben fogjuk megQ
hatdrozni. A ¢ ==z dramvonalon fekvé szabad hatért ez az

azaz

By=19,

(19):
(zko +1

egyenlet jellemzi :

0 u
. dw dw ,
Zﬁfﬁﬂ“‘*ﬂﬂ@“’“’

itt az elsé integral azonos az imént kiszamitott x; = z; redlis.
értékkel ; a masodik integralban pedig az w tutja a ) szakasz-
ban folyvan le, képzetes, t. i.

0

||/\

2
7 =

ez integralt redlis és képzetes részére folbontandok, tegyiik az
u=—w
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substituticziét, mialtal

u v Y i
o G B - A
0 du v v—ky 041 V1402

integral félbomlik

gk 1") Qudv
! J( Lo vﬂ-{—lc? 1/1_@

realis részre, és

iz_if” 1 1 )wdv
Y v (vg~k§ .y Y 1+02

képzetes részre. Az imént folirt két egyenlettel jellemzett a, i
pont irja le a ¢ = 7 dramvonalon fekvs 12 szabad hatért.

Az y ordinatat kifejezd integralokat részletesen kiszamit-
juk kiilonosen limv = k, specialértéknél, mely a végtelenben
levé 2 pontot jellemzi. Elészor is igy irhaté az y:

f kit %) 2y E
4 ( —{—ll,c2 P Y1+ 0? (20)
hol =
% dv ko k() rea—1)
f+ﬁwaf“%—mLka+wtwﬁ—m
: : (20a)
% dv k| kA4vh —v(+ D)

Y P Y110 @BHDY k(e o(d+1)

Tovabba a (17) alatti egyenletek masodika w = ¢ 4 =i és
u=1v helyettesitéssel erre az alakra j6:

+ P — ‘32 +U + ,‘/1
-+ ]‘/
honnan
2 9
=k — ———_k ko -
ﬂ 2 ey + 1!

és lim v = kg, lim ik kornyezetében fels6bb rangu kicsinyek
elhagyésaval és ki— kg = k* jel6léssel
145 2%
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2 22
v=k,— %Ika e?,
{2 kIBN oy

d 2 — (1 Sy i B AL
(ot} =+~ Grrar @

i kﬁﬂﬂe—(p )
9 ky(14Ko)?
Tzt folhasznalva, a (20) és (20a) alapjin lészen
o ™ g 2 4 2 4y
tim. g o Fl &0 AR R s st
1) k(A4 K —k (d—1)
ool -1y (B kg ”
B+10F T Ak (KD

és igy
ko409 —v(+ ko)t =

azaz
ki
limy=—-—5>5¢+t4
EETA
hol o
ky o B (—k) kK (24 1)tk (R —1)

P MR | =D k08D =T (R

Fz tehat a végtelenbe tavozo 2 pont y koordinataja. Kisza-
mitjuk belsle a végtelenben fekvo 2-vel a sugdr ugyanazon egy
normalmetszetén levé 2" pont y koordinatajat a (18) egyenlet-

beli zo — 2, képzetes részének hozzéaddsa révén, ugy hogy

k A
B fh @1)
o+D Vit

Kiszdmitjuk ugyanezen yo-t a folyadék-sugar atellenes
hatdrdnak meghatirozisa révén. E hatarvonal analitikai eld-
allitasat a VII, ¢) alapjan ezek az egyenletek eszkozlik :

" o

a1y, s "(ﬁjﬁ__ 1 ) udv
ke .[va—}—kf P—1) Y1+ *

ol B k2 ) 2dv
=4 — — | —
Y +wf («'*+k%+ P -k V142

hol oo >v >k, és (VIL,.0) -
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Al ‘/k‘ll
= L =T s
4 # k,—1

A lim. v = k,, lim. ¢ = oo kdrnyezetében most

1 k232
=l = = 9 ko end,

1 kg
1ot =14k +— pet

A+ =+ ko) + FEWEY

és

1 kzﬂze ¢
byl +et—vA+ Bt = — —— 27
i ! 92 ke (1+i

Ezekre és a (20a) alatti integral-képletekre valo tekintettel
kij6 a (22)-b6l most

k,
Yoy = (]{2—}—1)% @ + P + Y3, (an)
hol
s i 8 (ki—ko) bl iy oy (K2 1) ey (3 — 1)}

R+ TSR+ | DY k(e D) — Ko (R —1)*
SR SN (. e ST 2 W R o (. Vi

o+~ (g+ D +k,  (A—1F "k — (ki—1)

A (21) és a (22a) alatti yo ordindtak azonossagabdl ered
végiil az y, szdmara‘e kovetkezd érték :

ko (k1) —
3 % 3 L
(1+ko) (o+1¢  (o+1) +"0
ke ) k(-1

LE B BT

Y3 =

+

és redukezié utén

2k,
Y - L (8- 1) —
ol %‘Ao)% (ko+—1>* S o
Ll LS k ]\ |

Az y4 tagjai kozil a harmadik + oo hatarhoz kizeledik,
ha lim. ;= oo ; a masodik pedig — oo hatdrhoz, ha lim. ky= oo,
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29 RETHY MOR.

mig az elsd hatérértéke ekkor = 0. Azért a k, és k; igy hata-
rozhatok meg, hogy az y, akdrmekkora pozitiv vagy negativ
értéket folvegyen.

Az y, szdméra ugyanezen értéket talaljuk akkor is, ha u
szerint realis tton 1-t6l co-ig integralunk az w = k; pont kike-
riilésével ; ezen szamitasaimat a kovetkezékben vazlatosan koz-
16m : A keriilet «) és ¢) szakaszanak tekintetbe vételével kijé

Uy o
. dw f dw
=, s —l—-— P i
Yst f‘ du o ) > du hh

hol u, és u, gy hatérozandok meg, hogy az elsé w = ¢ + =i,
a masodik pedig w = ¢ + 2zi értéknek felelvén meg, a ¢ hatér-
talanul fogyjon negativ végtelenig ; tovabbéa

SRR R

® du w—E Wk Y1—u

Az y, két additiv részre osztva irhaté
ys=A4A+ B,

hol

v Qudu o f Qudu
W=k Y ur—1 WP+ ko) Y ur—1 ¢

Bl f Qidu f e
W=k Ve —1 J @ +k) Y1
az integralok hatdrai itt is ugy veend6k, mint az iménti
dw i
f & %du hatérai.

Az A integralokban helyettesitve u? = v, lészen

iy 0 gy
(1+k)*
Ugyanis az A integralok masodika 1 és oo hatédrok kozott
véve, az imént folirt értéket adja ; ellenben
_ﬁ_ Qudu 2 Vu—1+VA§—1
W — k) Vu“—l ]/I»Q—1 l/u Vs

148
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hol ( integral allandé, minélfogva ez integral a széban levé
hatarok kozott véve
V’llq—l — l/k%—l 20

k%—1 1/1qa1—1/u1—1

Valgjaban
—e" Ui+ ko) = £ (ui— ki),
" (ua+ ko) = 67 (u3— ki),
mely egyenletekbdl 7 magasabb hatvanyainak elhagyasaval

2 2 ¢
eV s 3

2 Vig—1 8

1 kg4-k3: ef

ALY Ja ok i iy i e S i)
V“Q V 1 " l/kf—i ﬂz

A mi a B integralokat illeti,

f kodu o

'+ ko) Y ur—1

g C(ko(k§+1)*+(u’-—1)*u_ 9L~3+1)
(241 Wk 2, (ko+1)*

f lkidu f2t
W' — k) Vuﬁ—l

k, kU1 wal—1F 128
——a 7 LC 1. 2 i)
(ki—1) w'— kp ky (ki—1)

Ezekbdl folydlag

Ik olkidu ok, ;
—— ko + (ko+1)
f(uQ—F R Vw1 (lm+1)* A :
€s az u, €s U, fontebbi definicziéja mellett -
U,

f 213 du f ak?du !
J @ — ) Yur—1 W— k) Y ur—1

Qk
T T

149
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minélfogva
2k, 2k
kot (ko— 1Y)+ —5 L 1. ~
=g =Nt e (k4 (ki —1)).

q-ies g

Megjeqyzés. A csatorna es nyilds szélessége s az utobbi

magassaga sorban
! k1
o 1/701— 17

f=c¢— ax,
m= ays;

ezek a mennyiségek tehat tartalmaznak hérom egymastol fiig-
getlen dllandot, sokasaguk haromszoros végtelen nagy. Ha tehat
¢, [ és m advak, akkor harom egyenlet 4ll rendelkezésiinkre az
a, ky, k, ismeretlenek meghatarozasara; hogy azonban van-e
mindig realis megoldas, azt, az egyenletek bonyolult transeen-
densek 1évén, nehéz eldonteni.

VIIL. A (2,2, tengelyen valé tiikrozéssel egy csatornabol
kiszoké folyadéksugar szimmetrias ketté oszlasit nyerjiik egy
szilard falon, mely a esatorna tengelyének irdnyara meréleges;
(5. 4bra). Ez a fal természetesen, ha k, és k, kell6 médon haté-
roztatik meg, a ecsatorna belsejében is lehet.
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IX. Anélkiil, hogy részletes szamitisokba boesatkoznam,
csatlakozdssal az imént targyalthoz, egy hasonlo leképezést irok

fol. Ha ugyanis a
Vf 14w U gt —{—kl

1— ll, +k0
egyenletekben 3, kg, k, realisok, akkor
1 — g
S hina PN N A 2ol 1
W= — oo, U=l 4" e Neeii
P! A ) 1.— kgt
W= |9, lL——ko’l/, C_‘/i——i:k—ll’
2,9
W=l g fl =10 =1
ko

Osszetartozo értékek, és latni valo, hogy mind a harom
az egységkoron fekszik.

(24)

{-pont

Ebb6l mar elkészithets az aramlas vazlata; (6a. 6b. abrak).

6a. abra. 6b. abra.

3. §. A gdt keresztmetszete _| alaku.

X. A Ctartomany hatarai legyenek (7b. abra): egy félkor,
melynek végpontjai 3, 2 a £ tengelyen fekiisznek; a 3-bol
és 2-b6l végtelenbe mend sugarak; a végtelenben fekvé BB
negyedkorok; végil a kétszer szamitando BA illetve AB
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sugardarab az » tengelyen, melynek B, B végpontjai a vég-
telenben, A végpontja pedig a kozépponttél > 1 tavolsdgban
fekszik.

E {-tartomany leképezendd egy 2z szélességli parallel-
szalagra ugy, hogy a kertiletek harom felszésszerii pontjai egy-
mésra vonatkozzanak. A (3) alatti egyenlet mér ilyen leképezést
allapit meg, csakhogy speczialis pontparok Osszerendelése mel-
lett (4. alatti egyenletek szerint); ugyanis az itt vazolt ¢-tarto-
many jobbfelén esé hatarnak a képe a w-tartomény ¢ = 0
egyenesre, a balfelén eséé pedig (a folytonossag szem elétt tar-
tasaval) ¢ = 2z. Hogy tehat a kittizott foladatot ltalanosan
megoldjuk, ezt a w-tartomanyt egy 0j W-tartomanyra kell egy-
értékiileg leképezni, mely szintén 27 szélességti parallelszalag,
oly médon, hogy az elsé tartomany w=—oo, w=0, w=-4oo
pontjainak a masodik tartomany barmelyik harom adott pontja
feleljen meg, a mire modot nyujt a kovetkezé vonatkozas :

: o
;__ dfs [J,ee

R
r+ se®

melyben a, 8, 7, ¢ kelléen meghatarozando allandok.
Ezek szerint az adott {-tartomany legaltalanosabb egyér-
tékti leképezése egy 2r széles ezentul w-vel jelolendd parallel-
- szalagra a kovetkezd egyenletekkel eszkozoltetik :

T 3
g:l/if;‘ w=1k y_ et Ve g
(r +0e)?

A rajuk alapitott aramlasokat konnyen vazolhatjuk, ha a w
tartomany — oo, 0, +oc pontjainak képeit a fentebb vézolt ¢
idom hatérdn, esak ugyanazon forgas iranyban, de kiilonben
tetszés szerint valasztjuk meg.

A részletes szamitas czéljabol v-sikot vezetiink be

u

-
s e+t fBe” (25a)

u

7+ e
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leképezé egyenlettel, ugy hogy

w
di o v
B—ov ’
honnan
dw ad—fBr
= 6) A
dv — ) (B—dv) it
Ebbél és &= g—; egyenlethdl kovetkezik, hogy
dz 14w 2(ad—fyp)
v YI—ud(a—yv)(B—ov)
azaz
de _ 2ad—pp) 14ky1-0 @50

dv Ey (a—yv) (83— ov) Y 1 =24 k%2 .

tehat 2 a v-nek dltaldnosan szoélva elliptikus integrdlja.

Tovabb azon esetet vissziik, a midén vagy realis positiv @,
mellett

(=—a, ¢{=-—1, {=+1

w=—o0, W=-+oc, w=0 i
osszesorolt pontok; vagy pedig
=+a’0, C:—l’ :=+1 II.

W=—o00, W=09, w=0

osszesorolt pontok. Mind a két esetben az
w

_Cg_l '02'—1—£_ ,a+ﬂea 2
G A S “( a)
7+ e’

egyenletekbél folyolag kijének a kovetkezo foltételi egyenletek :

la=()
1= ()
(er)t

1
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Az egyenletek kielégitheték vagy igy :
a=—2a, pB=1+a, o=1+a, r=—2; a)

vagy igy
a=2a, f=1—a, d=—14a, r=2. b)

Az elsé esetben ﬁ; =41, a masodikban =—1.
0

Az % mind a két esethen =a.

Az &T - els6 esetben = —1; a masodikban =+-1.

rto
Azok a kombindeziok, hogy egyiittesen vagy
ﬁ\=+1 és a—}—-é’ =1,
0 70
vagy pedig
—=—1 és a+{3’ =—1,
0 710

nem jének tekintethe, miutdn ekkor a=y volna, azaz

2

= %—i <1
Ao+ 1
holott el6zetes megallapitas szerint & > 1 kell, hogy legyen.
Az a) alatti a, 3, y, 0 mellett

ad—Br=—2a(14+a)+2(1+a) = 2(1—a?),
a b) alattiak mellett
ad—pBr=2a(a—1) — 2(1—a) = 2(a*—1),

és ugyanazon sorrendben
@_ 21—a) 14+ky1—02 2)
dv  (w—a)(1—v) Y 1—k+k%2
dz . 200+40) 1+ky1—0* b
dv  (a—v) (1+v) Y 1—k2 4 ka2
Ez a két egyenlet egymasba megy at, ha v és a helyett
tétetnek —v, —a.
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Az els6hoz tartozoé substituezio :

w
—%+ (1+1)e?

i @1 o a)
—9 + (1 +a)e’
A masodikhoz tartozo substituezio:
-
2 —a)e?

S b)

94 (—14a)e’

Az els6hoz soroljuk az I., a méasodikhoz a II. esetet.
Megjeqyzés. Legyen

k2 —1

== T
e

a2=22+ 22 ’

mely 0-4t az elébb igy jelolt mennyiséggel ne zavarjuk ossze;
akkor ez igy irva

N9 y it 2\ 2
YL

T T
azaz
B—14- 6 _1_i(—1+ag)2
k2 I\ +1+4dd)’
azaz
2\ 2
—145%=— (——_H—_Ctg),
+14ap
lészen
2\ 2
gt (1_“3) ;
1-]—(1,0

Amde a, realis, tehat
<<l
Egyébirant a ¢ értéke igy irhato
0= ,%a,O, ;
14 a%
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iktassuk még ide, hogy miként kénnyen igazolhaté

2
lch—cﬁ:ag—j-
a0+1

02

Az 3=+ 25

egyenletbdl az kovetkezik tehat, hogy

A<|al<1.

A kovetkezd tablazatban ossze vannak allitva bizonyos
egymashoz tartozo fontosabb ¢ u, v, w értékek.

I eset. (7. dbrék pag. 31.) IT. ‘eset. (9. abrdk pag. 41.)
. . z hatér . e z hatér
g 4 2 | iranya l g I v 2 irinya
I A
—-aol u, a |—oo | +a,| u, @ |—oo| —>»
| |
— 00 + oo
P 1 2 g e 1| +12
——
—ta| =z 0 —ia| = 0
— foo — oo
i 1 —A J X d% 1 —2 -~
1 0 —1 0 —1 0 —1 | +o0
i S szabad . bad
[el=1] [u]i | v*>1 hatir | 161=1] 1ulé [ 0>1 “batir
—1 0 1 o0 +1 0 +1
A
— Q| YU @ )—oo ‘ +a, | u, a [—oo| —»

XI. Foglalkozzunk elébb az I. esettel, mint bizonyos tekin-
tetben altalanosabbal. A folyadék a végtelenbdl c szélességi
csatorndbdl dramlik az egyik csatornafal folytatasat képezd g
szélességti gdt felé, melynek h hosszasigu beszokése van (7c.
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“waqy ‘o,

vIqY QL

1+

waqy pL ey =)

s ib\- % 1Whte
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abra); ez a beszokés végén a folyadéknak szabad hatdra kez-
dédik; e szabad hatar aszimptotice simul a csatornanak vég-
telenbe nyulé faldhoz. Kiszamitandok ¢, g, h és a sugar vastag-
saga S.

Mindenek elott
s =29
c=2x 0,5
ugyanis a w szalag szélessége = s = 2r, és a csatorndnak w =
MR ot ARl ; 1
— oo vidékén az aramlas sebessége = o

0
Jeloltessék tovabba

dz _ 2—a) 1+ky1—2
dv  W—a)1—v) Y 1=k F%?

f) = 9(1—a):k 1+ ky1—0*
w—a)(1—v) Yo2—22

Tekintettel arra, hogy a g gatszélesség mentén fenndll:

= f(v),

AZaz

— A< < +2; A<,
minélfogva
Yl bt |

az f(v) ez intervallumban képzetes lesz mindeniitt. Azért

Mo w f SR TE6 g
k _1(a—zr)(1—zr)

Vi

hol a négyzetgyokok pozitiv elojellel veenddk.
Epugy tekintettel arra, hogy a h beszokés mentén fennall :

< —v<li,

az f(v) ez intervallumban mindentitt redlis. Azért

1 oS LCE i
_2(1—0) 1 14+ Eky1—0? W, @)

I o A
; k l(a—i—i')(l—{—v) Vor—i2

Végiil a szabad hatr differenczidlis-egyenletei:
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dz _ 2(1—a) 1
v k —ad—v -1
il (8)
dy _ 2(1—a) Yvr—1 :
dv  k —a)(l—0) Vi3

hol a v szémtartoménya

e

4ltal van meghatarozva.
XII. Redukaljuk g kiszamitésit LEcENDRE normdlintegral-

Jaira. Helyettesitvén v helyett iv integril-viltozot

i 2(1—a)]5 kY=
4 ko J(a—w)(1—1w) Y/ 1— 2
azaz
Fi L dE Lo 5 TR
A 4(1—a)f a+2%e 1+/,:1/1—;.ﬂv2dv
koo @=2)(1—-22%) ¢/1—°

Ez az integral kénnyti reductiok utan foloszlik igy:
hal 9=011+92+ g5,
da dv
91 = 1=t}

1
“""ﬁf dv
k g @ — %) Y/ 1—? ko (1= /12’

1

s dv
=l e iy figsb, o
i )ijm

1

. i_ dv
9= 4(a2 1)f(1_ ‘i_:@g)l/(i__m

0

azaz
o=t i)
Joa=4(@—1)F1(a),
1 2
g3=4'('a"—a) ”1 (_ 'a_le))

9 =91T9+9;-

(26a)

M. TUD. AKAD. ERTEK. A MATH, KOREBOL, 1893. xv. k. 4. sz. 3



34 RETHY MOR.

Redukaljuk tovabba a h kiszdmitésat is LEGENDRE normél-
integraljaira. Irjuk igy :
1

ifa—f—’u)(l-{—v) 1/112 22

j V1—a*dv
(a+v) (14v) Y2 —22
h=h, + hy, 27a)y

ol hy az elsé tagot, .hz a masodikat jelentse. Az elsé tag kor-
méreti, a masodik elliptikus integral, és a mi az elsdt illeti

azaz

2. B+
N ) !l CEEVC +21. A (27b):

A mi a mésodik tagot illeti,
14+ /161)2 xh 1
—w’ BT AT

szubstituezid alkalmazasaval

o

/1

j v Egat. f dx
J VOB 1-1, VY (U—a®)(1—u2a?)’
és ugyanennek az alkalmazasédval kijé

A{1—a) 22(1+a)
AL ( 6 ey ”1(“”‘))f S

I =
hol
2:__,..‘_1:_A_. iR 97d

A0y’ *= 18 o
Végezetiil a szabad hatér egyenleteit is elallithatjuk egy
realis, 0 és 1 kozott valtozo, parameter korméreti és LEGENDRE
elsé és harmadnemii elliptikus integraljaival. Ugyanis behozva

v

v helyett vl valtozot, a (28) alatti egyenletek ezekbe mennek at :
1
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doe o 2@=1). . - Uy
duy ko (l—av) (,— 1)y 1— 222 i
(28a)
dy 2 — 1) Y iz0
dv, (1=av,) (01—1)1/1—1%9’
hol a v, szamtartoménya
=180
dltal van meghatdrozva. i
A zﬁ—v mar kormeretl dlﬂerenczml -hanyados. A mi illeti a
1

?lvl kifejezését, az hdrom tagra bonthato ez identitds alkal-
1 ] ' :

mazasaval :

1 1/1-@ {wm+ﬁ t a1 1:FL
A—av)w,— )V 1—22= [ a22—1 i 21y R
hol

R=(1—u)(1— 1)
Ennek folytan

M”( Uy, (l,l)

y=22"0 pe, 0+

o (28D)

4 | SRR
L(mw—nya—wa—wwf+m

hol y=0, v;= —1 Gsszetartozé értékek behelyettesitésébol és az
utolsé kérméreti integral kiszdmitdsaval

n:gﬂgﬁqu+g$;ﬁnw—mo
— &3_?-2 (% — aresin (1 —262)).

Az x-nek széls6 értéke van v, =0-nal. Ez okbdl v;=0 pont-
ban, mely a szabad hatér legmélyebb beszékésének a helye,
y=mnés

X

m,

:2(1—(1)]1 vdv L
a (1—av)(v—1) Y/ 1—122
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A szabad hatdr e v, = 0 meghatarozta legmélyebb beszo-
késénel pontjaban a koordinatak
=,
Y=t
hol » a (29a) egyenlettel folirt érték, és

~1
»

m=2(1—a)j

0

vdv
A—av)(v—1) Y 1—222’

1 1 dv
=9 e ;
bf( v42 (w-i-l) V1—e®

vagyis
1 ) 2k . k(14a)(ak+0)
=27. ] —— |, ——————,
b L (1 LY Rt o 1 0me d RR Li
ais : 3 1 R ¢
A 7. dbrik esetén a = = A= 3 minélfogva k? = 8
p= % = % , ¢ = 43:058. A Lrcexpre tablait folhasznalvan,
talaltatik
g = 23-272
hi="2:6193
tovabba
m = .0:269
f =y 10:20:

A szabad hatdr alakjat ez adatok mellett a (7¢c. abra) a
sugar kezdetén nagyitott léptékben a (7d. abra) mutatja.
A szabad hatdr aszimptotajanak tévolsaga a szabad hatar
kezddpontjatol
= —
= —4—@(1—1—) F1 @*) + %_(.__i) I (—a?, 2. (30)

1
Ya &

Ellendrzésiil a szamitas helyes volta irant szolgal a

c=g+yat2=

egyenlet, mely a (26a), (30) és ¢ = 2za, egyenletek folytan a
kovetkezd alakban irhaté :
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ar (4= ) =4 (E —a) (1ot + 11 (= 5} = F3); @)

ez az egyenlet pedig identitasra vezet LEGENDRE - «Traité des
fonections Tom. 1. pag. 69»-en 4ll6 azon tétel folytéan, hogy

n(— a‘-‘)—}—[l‘( — = .
l/(l—a“‘) 1— 7)

Ugyanis a (31) egyenlet jobb oldala (pag. 29. negyedik
egyenlete folytdn) igy irhato :

7k 1—a?
(r)\ b
dmde (a pag. 30. szerint) :
== ai—1
i 1/ bt /] 2+1

és (pag. 29. utolsd képlete értelmében) hasonlékép a (31)
egyenlet bal oldalan

2a2 a1

1+ag et a9+1

q. e.d.

XTII. Kilon szamitjuk ki az a=21 spe-
czidalesetet, (8. abra), a mely azzal van jelle-
mezve, hogy g=oo lévén az dramban gdt
| gyanant csak a & beszogelo fal tekinthets.
Ebben az esetben minden elsé és masodnemt
LeGENDRE norméil-integralra redukalodik.
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Ugyanis ekkor a .szabad hatdr egy enletei /

2(/1—1) _ vda .
9% [(1 — ) (w—1) ¢ 1—132’

5 Q(A—l)f' Vi—vrdy
el §i53

W) (01— 1)y 1—222

A mi az utébbit illeti, kénnyi a,talahtasok utdan ered (28b-
bél egyenesen)

9(1 —7) 2(1 ))

L20=2 7 iy
k. ;f (1=2%% V@TN’)(T—ATM’}-’_

hol sin § = v, = -

————1I(—4%, %)

/

Tekintetbe véve Legendre ezen tételét :

et 3 sin §eos§
ey R e

tovabbé ez identitast :

/1= (2—1v
ow ¥ -1 (1120 Y T o)A —1%)

lészen :

oy 2 152 cosé‘(l A sin ,9) '
y=mi e i Rk s (E(zs) 1) F(®)),
hol

= A D ® gy G
n=— F(l+k2E’(A)+k
Az & koordindtara nézve kénnyen ered

ol it dv_ﬁ_gl}‘ dv
- iy A+ V1= kS o+ y1—0’

honnét
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1/1—1 ‘/1——)1}
1412 14
ey _7<1/1+A> (1420 + Vl—))(l—ivo)

(30D)

A szabad hatar beszokésének legmelyebben es6 pontjaban
a koordinatak (v, = 0-bol folyélag)

x=21.(1+%)+i(ﬁﬁ_1)=m,
2(1—1)

fien < F‘(1)+ E‘(7)+ =

a mi a (29a) és (29b) képletekbdl a = 2 speczializalds utén
ig foly.
A szabad hatar aszimptotdjanak tavolsaga a szabad hatar
kezddépontjatol
9
Ja=n— o (BN~ A—~DF ()

azaz

Ya= % (E*() — A=) F (),

amia (30) egyenlettel megegyez.
A beszigel6 fal hossza

Y g 1=1 [ (kY T=vHdv
ko (140)@+0) YoR— 12

melynek kiszamitasat kovetkezéleg eszkozoljiik. Jelolve

1—12 . dv
=9 LR
k J (140 (A+) Y= 2

1

h:"_’l—)‘ : kyi—vtdv
) ko A40) Q@40 Y o3—2

lészen

h=h; + hy.
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Amde részlettortekre valé bontas utjan kiadédik

2(1—2)

k1= l

+2L2

Mds részrél hy értéket igy irva

e kovetkezd szubstituczié utdn

14 pac? (3%
1—pat’ #

V=2 ! :m

kiadddik :
1

2 (1—2 1—2% dx
b

| VA —2d1—pa®)
honnan

R 2(11 D(E‘(/l) — (1—2) F1 ().

XIV. Attériink a X. alatt vézolt I. eset rovid leirdsdra.

A folyadék a végtelenbél ¢ szélességii csatorndban dramlik
egy derékszogben meggirbitett git ellen, melynek egyik szira
g hosszasagt, (9> c) meréleges a csatorna falaira, és ezek
egyikének folytatasit képezi, mig a derékszogii gat masodik
szara végtelenségbe nyilik, (9a, b, c. dbrak).

Itten is
8=2x,

c=2za,;
mig (X., (6) egyenlet) :
Az 2(14a) 14k 1—0?
dv  (a—0)(1+1) Y 1—k 1 ks’
azaz
dz _ 2(1+a):k 1+k1/1—v*=f(v)
dv  (@a—v)(14+1) ¢ 0°— 3

differencziglegyenlet szabja meg az dramvonalakat. Ez okbol
most
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+2 i L
P 2(1+a) f A+kyY1—®)dv
ko Ja—vd4n Y=
hol a négyzetgyékﬁk szintén pozitiv eldjellel veenddk.

A csatorna mdsodik falinak vége a g gatfaltdl ¢ tavolsag-
nyira van, mely

) 1
t:ff(v)dv——ff(v)dv

a—¢g a+e,y

. . . 3
lim. e; = lim. e, = 0; lim - = 1.
€,
2

Ugyanis a végtelenben

; lim. g=—oc0o= const. men-
: tén kell atszelni az dramot,
mely okbdl a hatdrdtmenet-

: = nél a b) substitueziobol fo-
lydlag (pag. 29)

3 2
W ‘ ’ z

9e. abra. 9b. ébra.
4
%
g =¢&={1—a)e'l

Végiil a szabad hatar differenczalegyenletei :

iac___ 2(1+4a) 1

vk (a—v) A+ YR — 2

(ly v—1 1

Y91 SSeln e N

dv H:+0) a—v 1/(02~1)(v2—/12)
1<v?< oo,
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Ezeket transzformaljuk ugy, hogy v helyett i -et hozunk

be. gy lesz:
@ e S 2(14a) v,
dv, k (av,—l)(vﬁ—l) V12
dy —1 1
=211 ——
dv, o ) —1 V(1—2(1—222
1>1=0.

Ezeknek tekintetbe vételével a ¢ kiszdmithato igy is:

—% —1+6
2(1+a) vdv
= dv +
ﬁ(v) 7 k ‘ﬂaw—i)(v—f-l) Y1—an2
—1+s&
hol lim ¢ = 0.

A szabad hatdr beszokésének maximuma itt épugy hata-
roztatik meg, mint elébb. Evvel nem foglalkozunk, éptugy az in-
tegralok kiszdmitdasaval sem.

XV. Tiikrozéssel az imént leirt aramalakokbol is épugy
szerkesztheték 1) aramalakok mint (IV.) alatt.

4. §. Tovédbbi 4ltaldnositdsok.

XVI. Bizonyos tekintethen aramok dsszetéfelét eszkozol)uk
a kovetkez6 modon :
Legyenek ¢; realis szdmok, k; és n; positiv redalis szamok,
és pedig n; < 1;
(T =380 i

Legyenek tovabba

U= 1 i—u, 5 w=k; (en —ew)}
m
=N uy,
J=1

hol a /7 szimbolum szorzast jelent.
Ha az egyes k; szamok nem kisebbek az egységnél, és as
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egyes ¢; szamok nem kisebbek 0-ndl, akkor nyilvanvalé, hogy
szabad hatartis tartalmaz6 aramot nyeriink, ha a w-siknak ¢=0
és ¢ = h kozotti szalagjat e { képlet alapjan képezziik le a
z-sikra. A h gy hatarozandé meg, hogy a w-sik széban levé

szalagjanak belsejében ne legyen olyan pont, melyben a s =)

dw
vagy = oo.

Ugyanis az Uj" szorzok egyike se lévén abszolut értékére
nézve << 1, maga ¢ se < 1 sehol sem. Tovabba pozitiv és bizo-
nyos elég nagy wy,-nal nagyobb w esetén valamennyi u; kép-
zetes 1évén, az U; komplex egység, minélfogva mint az U-k
szorzata maga a ¢ is komplex egység. A ¢ = 0 egyenes azon
részének tehdt, melyen ¢ > w,, az dramsikon szabad hatdr
felel meg ; mert ezekben a pontokban a sebesség, miként meg-
mutattuk = 1, mig az aramidom belsejében mindeniitt < 1.
A  végtelen nagy csak ott lehet, hol

Uj -
azaz hol
1
=% = 2
k)

tehat az aramidomnak csak a falain. Hasonloképen a Tii is
csak a falakon lehet O vagy végtelen nagy.

Legegyszertibb jellegii az aramlas akkor, ha valamennyi
¢; = 0, és

Nt .. Fug=1;
az dramsikot ekkor a 13b. dbra tinteti fol ; a gdt-sokszig ol-
daldnak szima =m ; a szégek nagysdgdl az n; exponensel,
az oldalakét az nj és ki-k értékei hatdrozzdk meg.

‘A sebesség =0 a sokszog mindegyik csticspontjaban és az
egyes csuespontok kozott folytonos médon vdltozik (13a. dbra).
Ep azért az dtmenetel sokszogalaki gdtrdl folytonos gorbére
nem eszkozdlhetd.

1. Az osszetevésre szolgaljon példaul

,_l/l-}—klul/l-}-@u

TV 1—-kul 11—k’

u=yY1—e*, bk >k>1
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A w tartomény legyen a ¢ =0 és ¢ =nx kozitt elteriils
parallelszalag. A

1+ kiuw .
o ’ —1.9
Si ‘/1 —luu’ (t=1,2)

szerint erre a w tartomanyra leképeztetnek az 11a1, 11as. dbra-
kon feltiintetett ¢, , {, tartoményok. A ketts osszetételébol ered
a 7b. dbrén lathaté { tartomany. Egyébirint a leképezs for-
mula és ennélfogva az dramlisok is benne foglaltatnak az
el6bbi §-ban részletesen targyaltakban.

13a. fibra.

13b. ébra.

Ugyanis-e ¢ igy irhato:

2 l/ Lleghey— beghoe® + ey heg) 1/1—ew
14 kykg—keykge— (hy+-ky) Y T—e®

mig az idézett helyen alkalmazott ¢ a 3=d=—1 speczialeset-
ben kénnyi atalakitds utin igy szol

—e’ +/n(r—a)1/‘ a+7 —e®

gt §yoh 9?2 oty b
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Ez a két ¢ azonossa lesz, ha w helyébe < iratik, és

2
1+/_.71_I§,1 &
kk, g
Stk o Give

kyly

gk %Z,

AZAzZ

1

Bl t

1 1 —
b 2¢/2 k(r—1);
| 2

tehat —]— quadratikus egyenlet gyokei; ugyanis
vi

~—-(r DEYV2EVIR=G=D ).

Az 1. esetben (@ > 1)

1—a
a II. esetben pedig (a < 1)
o [0
r—1= e 0.

Latni valo, hogy k, és k, az L. esetben lehetnek komplexek
is, és megtorténhetik az is, hogy kozilik az egyik > 1, a ma-
sik < 1.

9. Harom ¢ szorzo esetén

= 1+klzc.1+k2u_1—fkasu,u= e
1—ku 1—ku 1— kqu

Ha k&, > ky > k3 >1, akkor speczialesetben a { tartomdnyt,
mely a 7 szélességii w parallelszalag képe, a 10a. abra mutatja,
és az dramlist mutatja e speczialesethben a 10b. abra.
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Hogy ¢ és u egymasra egyértékiileg vonatkoznak, az abbol

-
kovetkezik, hogy ZT‘L csak hatiarpontokon lesz 0 és oo ; ugyanis

AR el W gL k, kg )
au 2 (1——/»‘?@&2 1—K? . 1 —ig? -
mely mennyiség végtelen nagy, a midon az (1—kju)-k barme-
e
lyike =0, hol egyszersmind {is = oo, tovabba g—;=0 két

pontban, melyek a visszafordulé hatarpontjainak felelnek meg.

10a. ébra. 10b. éabra.

Az dramlis kozelebbi meghatarozasa hyperelliptikus inte-
grallal eszkozolhetd.

Folytatolag joviink tobbszorosen megtort falak mentén
haladé aramlésokra, melyek szintén hyperelliptikus integralok-
kal hatdrozhatok meg. Ugyanilyen jellegti aramlasokra altalé-
nosabban vezet ez a képlet:

w0, 14+autau+au+ . . . Faut
o 1 —autau—agub+ . . . +(—1)au®’

u=g1—ev.
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3. Hyperelliptikus integralokkal irhaté le a (XVI) alatti
részletezett £ idomnak megfelel6 aramlas, hacsak

1
n1=”,2= R :‘:7lm=—u’)4-
Itt esak azon eset leirdsdaval foglalkozunk kézelebb, a mi-

dén a szorzok szama = 2 1évén, a leirds elliptikus integralokkal
eszkozolhet. Valojaban, ha

Tthyuy o /1 4kt
1—Fku, 1—kyuy’

U=y en—ev; uy= Y er—ev,

akkor
W= €Y, alze(ﬂ:, aﬂze’ﬂa

jelolés mellett, lészen
ﬁ _ (A+k, 1/“11";)(1 +ko ¥ aa—a—)i !
du l/(i ;" (a—w) (1 — ks (ag—w)) u

Ez aramlasokat kozelebb jellemezziik azon speczidleset-
ben, a midon k; és ¢; redlisok, és pedig

ki >ke=1; 01> ¢,.

1+kuw; .
A — . —
% R l/i k{ui ’ (l o 1’ 2)

tartoméanyai legyenek ugyanazok, mint (4. és 17.) lapokon azzal
a kiilonbséggel, hogy a {=1 pont nem w = 0-nak, hanem
w = g;-nek felel meg. (11a1, 11as; vagy 12a1, 12a2. abrak.)

A mig ¢ =0 és ¢ < g,, aw szalag alsé hatdrvonalanak
ugyanaz a képe a ¢ sikon, mint az imént leirt 1. példdban ;
ellenben

A

C1> P> ¢

intervallumban a {, mar komplex egység, mig a ¢,-re nézve két
eset lehetséges : a Cl vagy realis pozitiv az egész intervallumban,
vagy pedig az intervallum elsé részében még képzetes.

Az elsé esetben a ¢ és z idom vazlatait a 116. és 11ec.
abrak mutatjak; a méasodik esetben a 12b. és 12¢. abrak; az
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utobbi esetben a ¢ abran a két nem koralaku gorbe hatarnak
kozos az aszimptotdja.

M

im0 A

11as. Abra. 11b. Abra.

11c. dbra.

Konnyti szamités igazolja, hogy azokon a pontokon kiviil,
melyekben a { maga 0 vagy oo, szingularitisok még azokban a
pontokban vannak, a melyekben
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L R =B w1 —TBug) us = 0;

ar ¢
e pontokban ugyanis s 0.

0
\\\ )
; 12b. ébra.
: &
2 :
12a2. dbra. :
3 -
ST N, TR T R A R VR ) GRS i c

B e —

12¢. ébra.
Jeloltessék

\ 1 1
=l k=t ——, =65, ehiza, er=b;
/51 kg

M. T. AK. ¥RT, A MATH. TUD. KOREBOL. 1893, xv. x. 4. sz.



50 . RETHY MOR.

’

akkor ez egyenletet az irraczionalitasok eltivolitisa utén a
kovetkezo alakban irhatjuk:

flu) = K (u—k) w—a)— I3 u—0u—b)=0.

Ennek az egyenletnek esupa redlis gyokei vannak, ha

k<D,
azaz ha a fentebbi kikotések utdn még
b<a<b+ %
1
Ugyanis I< k< b <a, és

f( 3% °°) = =y
f)y  =Ik(—k?(—a) = negativ érték,
fh) = —k(k—0*(k—b) = pozitiv érték,
f(b) =1k ({b—k?(b—a) = negativ érték,
fl@ = —k(a—01?(a—b) = negativ érték,

De e gyokok koziil csak a legkisebbnek felel meg szin-
gularitds a mi leképezésiink hatirain; mig a masik két gyok-

pontban
k(1 —Eudw—k (1= kau3) ug = 0.

A 11. abrak egy ilyen speczilis esetet tintetnek fol; itt
a=4 b=375 k=15, k=1

minélfogva
k= 13:55, 1=2-7b,

és az egyenlet legkisebb gyoke = 3-25.
A 12. abrak esetén ellenben csak egy gyok redlis ; itt

a=4,.b=2 k=5, k=2

No| Ot

4minélfogva,
k=384, [=175,

tehat
b,

A realis gyoknek a { idomnak A gzinguldris hatdrpontja
felel meg. A tobbi komplex gyokok egyikének sincsen a képe &
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mi ¢ idomunk teriiletén, a mely 0 < ¢ < 7 szalagnak a képe.
Ugyanis mind a kettd azért nem fekhetik rajta, mert az u, és u,
_gyokok konjugalt értékek és masrészrol

U —cr

minélfogva két gyoknek megfelelé ¢ értékek kozotti kiilonb-
ség = x. Csak az eqyik gyok pontja pedig azért nem fekhetik
rajta, mert {-hatdar koriiljarasanak az iranya egyez a w-hatar
kériiljarasanak az iranyaval.

XVIL. Az eddig leirt esetekben az aramsik egyik hatdr-
vonala szabad hatarban végz6dott, a mi annak volt a kovetkez-
ménye, hogy a w= + o= ponthoz képzetes u; tartozott a j mind-
egyik értékénél. E speczidlis Osszetartozast megsziintethetjiik,
ha ¢ képletekben e® helyett ugyancsak az e¥-nek linear tort
figgvényét hozzuk be (2.§. pag. 11). Az igy nyert aramsik
-olyan viszonyban lesz az eddig targyaltakhoz, mint a (2. §.)-ban
leirt aramlas a (1. §.)-ban leirotthoz.

Még altalanosabb aramlasokhoz jutunk, ha e leképezést
fektetjiik alapul:

o T ( uj+kjvj )n,- ’

j=1\ wj—kjj
ui= ((a, —e)(aj,—€) . . . (ajp—e®))},
vj= ((by—e®) (bj,—e") . . . (bjg—e")},

hol az a, b, I és n dllandok és a w szalagnak a szélessége (pag.
43.) ugy hatarozandok meg, hogy a leképezés konformitésa csak
a hatarok egyes pontjaiban szenvedhessen megszakadast.
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szeletek elméletében. 10 kr. — XXV. Hunyady Jend. A pontokbél vagy érin-
t6kb6l és a conjugilt hiromszdgbél meghatirozott kiupszelet nemének eldon-
tésére szolgald kritérimmok. 10 kr.

Nyolezadik kiotet.

1. szdm. Astrophysikai megfigyelések az 6-gyallai esillagvizsgilén 1880-
ban. Konkoly Miklistol. Egy tabla rajzzal. — II. szdm. Adatok Jupiter physi-
k&jahoz az 1880-ik évbél. Mgy fiiggelékkel. Konkoly Miklostol. — I11. szam.
A Boélyai-féle algorithmus. Dr. Farkas Gyulatol. — IV, szdm. Napfoltok
megfigyelése 1880-ban, és 1382 napfolt micrometricus mérése. Konkoly
Miklostol. Két tabla rajzzal. — V. szam. Hulldesillagok megfigyelése 1880-ban
a magyar korona teriiletén., V-ik rész. Konkoly Miklostol. — VI. szhm. Csil-
laghszati megfigyelések az 6-gyallai ecsillagvizsgalon. Konkoly Miklostol. —
VIL szém. 102 hulléesillag kisugarzési pont, levezetve 518 megfigyeléshél,
melyek a magyar korona, teriiletén 1879. és 1880-ban tétettek. Konkoly Mik-
lostol. — VIII. szém. Uj villimzaré vagy nyitékésziilék normalérin, és a
Jiirgenssen-féle oraszerkezet. Konkoly Miklostol. Egy képtablaval. — IX. szam.,
Adatok Jupiter forgisi elemeihez. Dr. Kobold Armintol. — X. szém. A Ha-
milton-féle rendszerek és az elsérendii partialis differentidlegyenletek dltalénos
elmélete. Székfoglalé értekezés. Konig Gyulatol. — XI. szdm. A hadtudomany
viszonya a tobbi tudomanyokhoz. Kapolnai Pauer Istvantol. Székfoglalé érte-
kezés. — XII. szém. Egy negyedrendii feliiletr6l. Hunyady Jenétol.

Kilenczedik kitet.

1. szam. Astrophisikai megfigyelések az 6-gyallai csillagvizsgdlén., (Ha-
rom téblaval) Konkoly Miklostol. — II. szdm. Az O-gyallai csillagvizsgald
foldrajzi szélessége. Dr. Lakits Ferencztél. — IIL szam. A herényi astrophy-
sikai observatorium leirdsa, és az abban tett megfigyelések 1881-ben. (Egy
tablaval.) Gothard Jenstél. — IV. szam. Napfoltok és a nap feliiletének meg-
figyelése 1881-ben. Konkoly Miklostol. — V. szam. Csillagiszati megfigyelések
az 6-gyallai esillagvizsgalon. Konkoly Miklostol. — VI. szédm. Hull6esillagok
megfigyelése 1881-ben. Konkoly Miklostél. — VII. szam. Adatok Jupiter és
Mars physik4jihoz, az 1881. évi megfigyelésekbdl. (ITI. rész. Harom tablival.)
Konkoly Miklostol. — VIIL. szim. Az iistokosok vegytani alkotésa. Konkoly
Miklostol. — IX. szam. Az 1871—1880. években, Magyarorszighan megfigyelt
hulléesillagok pélyaelemei. Kovesligethy Radotol. — X. szam. Néhany deter-
minans-egyenletrél. Hunyady Jenétél. — XI. Perspectiv helyzetii alakzatok-
r6l Dr. Kilug Lipottol. — XII. szam. Az elhajlott fény intenzitdsinak vizsgé-
lata. (A math. és természettudoméanyi dllandd bizottshg segélvezésével késziil
dolgozat. Tizenkét abraval a szoveg kozott.) Dr. Irohlich Izortol. — XIII.
szdm, Az algebrai sgyenletek elméletéhez. Konig Gyulditol.

Tizedik kotet.

I. A nap feliiletének megfigyelése 1882-ben. Konkoly Miklostol. —
I1. Astrophysikai megfigyelések 1882-ben. a) A Wells-iistokos szinképe. b) A szep-
temberi nagy iistokos szinképe. ¢) 9 Meteor szinképe. d) 115 élléesillag spee-
truma. ¢) Coloremetricus megfigyelések. Konkoly Miklostol. — III. Hulls-
csillagok megfigyelése a magyar korona teriiletén. 1882. Konkoly Miklostol. —
IV. Bgy uj reversio-spectroscop s annak hasznilata. (Egy tablaval.) Konkoly
Miklostol. — V. Az 6-gyallai esillagvizsgdlon eszkozilt csillagiszati megfigye-
lések eredménye. 1882. Konkoly Miklistél. — VI. Néhany sz6 az listokosok
vegytani alkotasardl, Osszehasonlitva a meteoritekkel. Konkoly Miklostol. —
VII. Egy uj szerkezetii spectroscop. (Egy tablaval.) Konkoly Miklostol. —
VIII. Astrophysikai megfigyelések a herényi observatoriumon, 1882. (Egy
tablaval.) Gothard Jenétsl. — 1X. Adatok Jupiter és Mars bolygék physika-
jAhoz. (Harom tablaval) Gothard Sandortésl. — X. Egy uj spectroscop. (Egy
tablarajzzal.) Gothard Jendlsl. — XI. Astrophysikai megfigyelések 1883. (Egy
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tablaval)) I. rész. a) y Cassiopejae spectruma. &) « Ursae minoris spectruma.
¢) A Swift iistokos spectruma. d) A Brooks iistokos spectruma. e¢) Colori-
metricus megfigyelése 65 4lloesillagnak. Konkoly Miklostol.

Tizenegyedik kitet.

I. Astrophysikai megfigyelések 1883-ban, az 6-gyallai esillagdin. (IT-ik
rész, 3 tabla.) Konkoly Miklostél. — II. A nap feliiletének megfigyelése
1883-ban, az 6-gyallai csillagddn. Komkoly Miklostol. — III. Hulléesillagok
megfigyelése a magyar korona teriiletén 1883-ban. Konkoly Miklostol. —
IV. 615 4lldcsillag spectruma. A déli év atkutatisdnak I. vésze. Konkoly
Miklostol. — V. Megfigyelések a herényi astrophysikai observatoriumon 1883-ban.
(Két tablaval) Gothard Jendtol. — VI. A Pons-Brooks iistokos spectroscopicus
megfigyelése a herényi astrophysikai observatoriumon. (Két tiblaval.) Gothard
Jendtél. — VIL COsillagiszati megfigyelések az 6-gyallai esillagdin 1833-ban.
Konkoly Miklostol. — VIII, Eloleges vizsgalatok néhiny szénhydrogén-giz
spectrumén, spectroscoppal és spectralphotometerrel. (3 tébldval s 2 fametszet-
tel.) Konkoly Miklostol. — IX. Adatok Bolyai Farkas életrajzdahoz. Szily
Kalmantol. — X. A herényi astrophysikai observatorium sarkmagassiganak
meghatirozasa. Gothard Jendtil.

Tizenkettedik kotet.

I. A napfoltok és a nap feliiletének megfigyelése az 6-gyallai esillag-
vizsghlon 1884-ben, (1 fametszettel.) Konkoly Miklostol. — II. Astrophysikai
megfigyelések az 6-gyallai esillagvizsgilon 1884-ben. (4 fametszettel) Konkoly
Miklostol. — TIII, Az 1884. évi megfigyelések a herényi astrophysikai obser-
vatoriumon. (2 dbra és 3 tablaval) Gothard Jendtdl. — IV. Hullé-csillagok
megfigyelése a m. korona teriiletén 1884-ben. 26 radiatio ponttal. Konkoly
Miklostol. — V. 615 alléesillag spectruma. Konkoly Miklostol. — VI. A map-
foltok gyakoriassiga 1872-t61 1884 végéig. (2 kényomatu tablaval) Konkoly
Miklostol. — VII, Adatok Jupiter physikéjahoz. (2 téablaval) Konkoly Mik-
lostol. — VIII. Tanulmanyok az égitestek photographalisa terén. (1 tablaval.)
Gothard Jendtél. — IX. A Haynald-observatoriumban 1880—1884-ben meg-
figyelt napfoltok. Hiininger Adolftol. — X. Az 1873. VII. sz. Coggia-Winnecke-
féle iistokos palyaszdmitésa. Schulhof Lipottol. — XI. A folytonos spectrumok
elmélete, Kovesligetht Radotol.

Tinenharmadil\x kotghemes -~

I. A foldnehézség meghatérozéisa Budapesten 1885-ben (4 tablaval).
Gruber Lajostol. — 11. Hull6 csillagok megfigyelése a magyar korona teriiletén
1885-ben. Konkoly Miklostol.— I1L. 855 alloesillag spectruma. Konkoly Miklostol.

Tizennegyedik kiotet.

I. A dinamika alapegyenleteinek jelentésér6l. Kinig Gyuldtol. — I1. Az
orthogonalis substituti6 egytitthatéinak paraméteres értékei. Hunyady Jensts61. —
III. Az orthogondlis substitutié egyiitthatéinak paraméteres értékei. (Folytatésa
az el6bbinek.) Hunyady Jen6tél. — IV. A lanczhidak merevitd tartéinak
grafikai elméletérél. Kherndl Antaltol. — V. Egyiittesen lengd elemi magnesek
kolesonds vonzasai és taszitasai. Frohlich Izidortol.

Tizenstodik kotet.

I A vasutak jovedelmezdségérdl, kapesolatban a tarifik kérdésével.
Kisfaludi Lipthay Sandortol. — IL. A Nova aurige spectruma, dsszehasonlitva
nehany bolygészerii kod spectrumaval. Gothard Jenotél, — III. Az Ampére-
féle elemi torvények wmquivalenseinek meghatarozisa. Farkas Gyulatol. —
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