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FOLYADEK-SUGARAK. 

R:ETm MoR L t. 

(Olvastatott a III. osztaly ülesen 1893. decz. 11.) 

A folyadeksugarak alakjara vonatkoz6 vizsgalatokra azon 
törvenyek keresese vezetett, melyek szerint a folyadekok adott 
edenyböl, csöböl vagy csatornab61 kiömlenek. Be kell vallani, 
bogy a vizsgalatok meg csak a legelejen vannak. A folyadek­
sugarak alakjara vonatkoz6 összes elmelet csak lehetseges sta­
tionär aramlasok konstrualasara szoritkozik, tehat olyanokera, 
melyek öröktöl fogva olyanok voltak es örökke olyanok lesznek, 
·a milyenek mostan. Az elmelet tovabbi feltevesei : 

1. hogy a folyadek összenyomhatatlan; 
2. hogy a folyadek mozgasara nincsen befolydsa sem a 

..reszek kölcsönös surl6ddsdnak, sem a nehezsegi eronelc; 
3. hogy az aramlas parallel sikmetszetekben kölcsönösen 

.egybevdg6; vegül 
4. hogy" a mozgasnak van sebesseg-potenczidlja. 
HELMHOLTZ volt az elsö, kinek e föltevesek mellett sike1·ült 

a szaba.d hatarokkal is bir6 aramlasnak egy esetet leirni. KmcH· 
HOFF csakhamar meg negy speczialesetet irt le reszletesen, mig 
1876-ban megjelent «Mechanika»-jaban megmutatta, hogy a 
:felsorolt föltevesek mellett a problema benne foglaltatik a kon­
form lekepezes altalanos problemajaban. De több esetet nem 

H. T. AK. ERT. A HATH. TUD. KÖRfaÖL. 1893. XV, K. 4. SZ. 1 



RETHY MOR. 

irt le itten, es az6ta se iratott le tudtommal uj aramalak resz­
letesen. Kiemeli ezt AUERBACH is ~' , ki HELMHOLTZ es KmcHHOFF 
vizsgalatait idezett helyen ismertetven, egy ' altalanosabb eset­
ben a kontrakczi6 törvenyere egy igen egyszerü formulat ir fel 
bizonyitas nelkül. 

J elen dolgozat feladata uj aramalakok meghatarozasa a 
konform lekepezes m6dszerevel. Meghataroztam többek között 
a kontrakczi6 törvenyet az AUERBACH eseteben is; a törveny 
azonban (1. XI-XII.) lenyegesen különbözven AUERBACH tör­
venyetöl, ezt hipotetikusnak kell tartanom. 

A meghato.roztam uj aramalakok egy reszet abrakkal illusz­
tralom. Az aramlast hatarol6 falak vastag vonalakkal, a folya­
deksugarak szabad hatarai vekony vonalakkal vannak feltün­
tetve. Az itt közölt abraknak is csak egy resze tart pontossagra 
szamot, t. i. a 6. kivetelevel az 1-8. abrak, melyeket BEKE 
JozSEF allami mernök ur Volt szives a SZÖvegben elöadando 
integralok grafikai meghatarozasaval megszerkeszteni, es a ki­
nek e färadsagos munkajaert ezennel nyilvanosan köszönetet 
mondok. A többi abrak csak a szöveget illusztral6 vdzlatoknak 
tekintendök. 

* 

Csatlakozvan lliRQHHOFF ':":' vizsgalataihoz, jelöleseit is meg­
tartom; ugy hogy jelölöm az aramsik valtoz6 pontjanak koordi­
natait x, y-nal, e pontban a recziprok sebesseg komponenseit ,, 
17-val, a pontban talalkoz6 aramgörbe es nivogörbe egyenleteit 
ip = const. es <p = const.-sal. Hasonl6keperi i-vel a kepzetes 
egysegetjelölven, legyen 

z=x+yi; (=f+r;i; W=<p+<fi, (1) 

hol a ~. 'f) es <p, ip ertelmenel fogva a z, :: es w között ez az össze­
függes all fönn : 

dz 
(= dw · 

* WINXELMANN, Handbuch der Physik, pag. 419. I. kötet. 
''* Mathematische Physik, 1876, pag. 273-307. 

l :!8 

(2). 



FOLYADEK-SOGARAK. 3 

1. §. Az aram veges szelessegü; a gat keresztmetszete 
egyenes vonaldarab. 

I. A (es w komplex mennyisegek kepsikjai között itten a 
következö egyenlet allapitsa meg az összetartozast: 

(~:~~r = 1c2 c1-ew), (3) 

hol k realis szam es > 1. Ez egyenletnel fogva az a (-tarto­
mdny (1 b. abra), mely az egysegsugaru (34), illetve vegtelen­
nagy sugaru (55) körnegyedektül hataroltatik egyreszröl, es a 
(45) meg (53) sugardarabokt61 masreszröl, arra a w-tarto­
mdnyra (parallelszalagra) (1a. abra) kepeztetik le egyerteküleg 
es legkisebb reszekben hasonl6 m6don, mely a "' = 0 es <P = 7r 

egyenesek között terül el. Összetartoz6 pontjaik többek között 
a következö harom par : 

W1=-oo, 
. ( k+1 )~ <:1= - i k-1 · ' (.i,=+1, 

w3=+oo, 

z3=-i. 
(4) 

A (3) egyenletröl mondottaknak az igazolasara szolgalja­
nak e következök. A 

( 
Z-1 )2 -- = k 2 (1-eW) z+1 

vonatkozas szerint a leirt w-sikbeli parallelszalagra egyertekü­
leg lekepeztetik az a Z-sikbeli tartomany (1c. abra), mely egy­
reszröl az egysegsugan1 (34) es vegtelensugaru (55) felköröktöl, 
masreszröl (45) es (53) sugardarabokt61 hataroltatik; mig a 

Z=(2 

egyenlet a f, r; tengelyek közötti egy-egy siknegyedet egyerte­
küleg kepezi le a Z sikon az X tengelytöl hatarolt egy-egy fel­
sikra. A (4) alatti összetartoz6sagot vegül behelyettesites altal 
közvetetlenül igazolhatni. 

Forditva a w-tartomany mindegyik pontjahoz is a (-tarto­
many egyetlen egy pontjat fogjuk sorolni 
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4 RETHY MOR. 

1 +1 "f"I 
1 
1 

1 
1 
1 

, · 

1 

'JT 1 

'w-1 

5 

-l'fl :~,o +J'fl 

1a. abra. 
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1d. abra. 

(k = 2, C = f3, S = 1, X4 = 0·34, n = 1 ·383.) 
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FOLYADEK-SUGARAX. 5 

u =k tf1-ew, (5) 

egyenletek erejenel fogva, ha megallapitjuk, hogy 

. . ( k+1 )! W=-oo, U=k, (=-i k-l 

összetartoz6 pontok legyenek. Ugyanis evvel a gyökjelek ezek­
ben a pontokban es azert a folytonossag elve szerint az egesz 
(es w-tartomanyokban is egyerteküleg megallapitvak. 

A z-tartomdny hatdrai ezek utan kiad6dnak a (2)-böl foly6 
ezen integralb61: 

u 

J dw 
z = (du du, 

J 

amely az (5) egyenleteknel fogva igy irhat6 : 
ll 

J u~+u du z- 9 . 
- "'1 u2-k2 tf 1-u2' (6) 

e szeiint a z = 0 kezdöponthoz az u-tartomany hataran fekvö 
u = 1 pont soroltatik, minelfogva (5) ertelmeben a z = 0 pont­
ban ( = oo Ieven, benne a folyadek sebessege = 0. 

a) Hau realis uton k-t61fogy1-ig, akkor (es z tiszta kep­
zetes, pontosabban 

( 
k+t )! 

k>u>1, k-l < ICl <oo, oo> lz l>O. 

fl) Ha 'U tovabb fogy realis uton 0-ig, akkor 'es z realisok, 
es pontosan 

1>U > 0, oo>(>1, 0<z<z4 

tartomanyok felelnek meg egymasnak, hol 
l 

Ju2+u du 
z,= 20 k2-u2 tf 1-u2. (6a) 

r) Hau a O-pontt61 kezdve kepzetes uton nö oo-ig, akkor 
a 'komplex es abszolut ertekere nezve alland6an = 1 ; a z is 
komplex es vegtelenbe növö. 
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6 RETHY MOR. 

:Es a mig az u az aJ, fJ J es r J alatt reszletezett utakat be­
futja, addig a w athalad az összes realis ertekek tartomanyan 
·- oo-töl + oo-ig. 

Az a) es (J) alatt leirt, z-tartomanyhoz tartozo, hatarvona­
lak, (tekintettel, hogy a ( reciprok-sebesseg abszolut erteke 
bennük nem allando), a folyadeknak csak szildrd falul szolgal­
hatnak; a kepzetes uton a vegtelenbe növö u-nak ellenben 
1 Cl= 1 - azaz abszolut ertekre nezve allando sebesseg -
felelven meg, a segelyevel leirt z-tartomanyi hatarvonal a folya­
deknak szabad hatdrai lehetnek. 

Az tt= -iv helyettesites, melyben v realis pozitiv ertek, 
a szabad hatar analitikai elöallitasara vezet. Ugyanis 

azaz 
V 

Jv2+iv idv 
z =Z4-20 v2+k2 f1+v2' 

honnan kette valasztassal következik 

azaz . 
2 ( (1+v2)! 1 ) x = z4 + ----! arc. tg. ! - arc. tg. 1 , 

(k2-1) (k2-1) (k2-1) 
- (7) 

1' - - 21 (v+ (1 +v2)l) + k 1 (1+v2)!-v(1-k-2)!. 
•
1 

- • (k2-1 )1 · (1 +v2)1 +v(1-k-'l)1 

Ha v nö 0-tol oo-ig, akkor ez az x, y pont leirja a folyadck 
szoban levö szabad hatdrdt. E görbenek aszimptotaul szolgal 
az y-tengelyhez parallel egyenes 

13'! 



FOLYADEK-SUGARAK. 7 

·2 . 1 1 

x = z~ + , arc. cos. - = x3 , 
. (k2-1)' k .. 

(7a) 

mely abscissa-ertek a görbe v = oo p~ntjahoz tartozik. 
. a) Ha <p = oo, es <f n.ö O-t61 rr-ig, akkor y egyenlö marad 
~gy vegtelen nagy alland6val es X nÖ Xa-~61 a következÖ ertekig: 

in 

x~ = x3 + J (dw = x3 + r.. 
0 

e) Ha ip = rr, a <p pedig barmekkora· realis ertek, akkor 

U = k(1 + e'P)t, 

(8) 

azaz 'U realis es > 1, minelfogva a c tiszta k~pzetes es abszolut 
.ßrtekere fogy az 1-töl, mely erteket <p = oo pontban vesz fel, 
(k+1}: (k-1i ertekig, melyet <p=-oo-nel er el. Azert is a z 
pont lehja az y-tengelyhez parallel, ketfele vegtelen, X = X:i 
egyenest, mely a folyadeknak megint szildrcl falul szolgal. 

e) Ha vegül <p= - oo es 0 < ip <' rr, akkor u = k, tehat 

,.. __ ·(k+1.)! 
'> - i k-1 · ,, 

minelfogva a z pont leir egy az x-tengelyhez parallel vonal­
<larabot X= Q:tol X= Xcig, hol is 

·Jii; ~l „ . ( 1c+1 )if"·a . X1= 'GW =-'-t ~.-- · i <f . k-1 • . 
0 0 

azaz 

(9) 

A (8) es (9) összehasonlitasab61 latjuk, hogy :x;1 = X3, miert 
is a (8) es (7 a) fölhasznalasaval a z4 ertek meghata14ozhat6; 
belölük ugyanis ered 

(
k+1)! 2 1 

rr -- = z4 + t arc. cos. -k + rr, 
k:1 (k2-1)' 

honnan 

z4 =rr(k+t)!--.:.rr - 2 
1

arc.cos._!_, (10) 
k-1 -. (k2-1) k 

mely eredmeny a (6a) alattival megegyez': '• · 



8 RETHY MOR. 

Evvel meg vannak dllapitva a folyadek összes hatdrai_ 
A folyadek ugyanis (ld. abra) a vegtelenböl ket, az y-tengelyhez. 
parallel, part között anunlik (k-1)-!: (k+ 1)! sebesseggel. 
A csatorna szelessege = 1!' (k+ 1)!: (k-1)- !. A csatorna egyik 
partja az y-hoz parallel, mindket fele vegtelen, egyenes. A csa-­
torna masik partjat egy derekszög ket szara alkotja: az egyik 
szar epen az egesz pozitiv y-tengely, a masik szar pedig a. 
pozitiv x-tengelynek 0-tol x 4-ig erö darabja, a melyet gdtnak 
nevezünk. A folyadek kiömlik itten nyugv6 folyadekba egy nyi­
lason at, melynek szelessege 

2 1 
x 1-X4=7r+ 1 arc.cos. - ; 

(k2-1) k 

az egyik oldala fele szabad folyadeksugar szelessege a vegtelen -· 
ben = ;r. 

E szerint a csatorna szelesseget c-vel, a nyilaset n-nel, es 
a sugaret s~sel jelölve, az eredmenyt igy foglalhatjuk össze: 

. . _ ( k+ 1 )!· (i 2 arc cos. k-1
) • 1 c.n.s- . + 1 .. 

k-1 ;r (k2 -1) 

A k alland6 e szerint meghatarozza a. csatorna es nyilas 
szelessegenek az aranyat, valamint forditva, az ut6bbi meghata-­
rozza a k alland6nak az erteket. 

II. Az iment leirt z-tartomanyt a z1z2za egyenesen tükrözve 
(2a. abra), a folyadek kiömleset nyerjük egy csatornab61 egy kö­
zepen levö akarmekkora nyilason at. 

A k = 1 specialesetben c: n = oo, mely eset nem mas, mint. 
a RrncHHOFF-tol (f. i. helyen) reszletesen leirt kiömles egy veg-­
telen nagy falon alkalmazott nyilason at. 

Tekintettel arra, hogy 

1 . (k2-1)! 
arc. cos. k = arc. sm. k , 

e hataresetben ugy talaljuk, hogy az összehUz6das 

s ;r 

-:n- -2+rr' 
megegyezöleg KIRCHHOFF eredmenyevel. 
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FOLYADEK-SUGARAK. 

III. Az I. alatt leirt z-tartomanyt az y-tengelyen tükrözven 
(2b. ab1·a), egy folyamot nyerünk, mely ket parallel egyenes part 
között haladva, egy a meder közepen alkalmazott akarmilyen 
szeles mozdulatlan - a partokra meröleges iranyli - falon 
m·egtörve kette välik. 

1 
! ... .. 
1 "· 1 
1 
i 
1 : 
1 ,2„ 

1 

·! ~ 
1 

' ~ 
~. 

1 r . ?.~ :·„ 
2a. ltbra. 9.!b. ltbra. 
(k=3) (k=2) 

J elölven a folyam, a fal es az e mögött nyugvo folyadeknak 
a vegtelenben val6 szelesseget c, f es 81 -gyel, a következö aranyt 
nyerjük: 

azaz 

c: 81: f = (k+ 1i: ((k+ 1)t -(k-1)!): 

=((k+ 1)!-(k- 1)!- 2arc.cos.k- 1)· 
;ir(k+1i 

Lassuk közelebb a k = oo hataresetet. Ekkor 

lim (k-1)!- (k-1)! = _!__ 
(k+1)t k 

es 

(12) 

r (k+1)!-(k - 1}- (2 arc. cos. k-1: :ir(k+1)t) 1 
lill. . (k+1)t-(k-1)t · =p;; 

leven, nyerjük: 

lim. (c: 81: n = k2 : k: -} . 

135 



10 RETHY MOB. 

Ha tebat a folyam szelessege c veges es a fal f vegtelen 
kicsiny, akkor a vegtelen tavolban a nyugv6 folyadek szeles­
sege s1 vegtelen kicsiny a folyamehoz, de vegtelen nagy a fale­
hoz kepest. 

Ezt a hataresetet is targyalta KIRCHHOFF: a fal szelessege 
nala veges, a nyugv6 folyadek szelessege a vegtelen tavolban 
vegtelen nagy, valamint a folyam szelessege is. KIRCHHOFF leke­
pezesi egyenlete könnyen levezethetö a (3) egyenletböl ; erre 
nezve a z-sikot es vele együtt a w-sikot is k2- szorta kell nagyob­
bitani, es azutan a lim k = 00 hataratmenetet eszközölni. 
A ( igy valtozatlan marad, mig a (3) egyenlet jobb oldalanak 
hatarerteke 

w 

lim (1-e k') k2= -w, 

minelfogva a (3) egyenlet igy hangzik : 

(2-1 . 
(2+1 = '/, yw, 

melynek megoldasa 

c= 1 + ... r 1 -1, 
fw+1 V w+1 

lenyegileg azonos KmcHHOFF kepletevel. * 

\ ... 
' 
1 

2c. äbre . 

(k= 2) 

,m: , l ~ j 
: ! : 
; 1 : 
~ i : 

i . 
1 

IV. Az 1. abrabeli z-tartomany ismetelt tükrözese utjan a 
·2c. abraban vazolt aramalak nyerhetö. Az egyenlö tavolsagok-

* U. o. pag. 304. 
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FOLYADEK-SUGARAK. 11 

ban levö keresztfalak egyenlö nagyok, es szamuk akarmekkora 
lehet. 

2. §. A gat keresztmetszete egyenesdarab. 

(Folytatas). 

V. Altalanositsuk a (3) egyenletet avval, hogy k11 (1 - ew) 
helyibe 

k5(a2-ew) 

(32-ew 

törtfüggvenyt teszünk. Akkor az (5) egyenletek helyet ezek fog­
laljak el: 

honnan 
u2-k2 -

eil' = ß~ ----}' 
u2 -kö 

(13) 

(13a) 

hol k1 = k0a: (3. Ezekkel az egyenletekkel az 1. abrabeli C- es 
w-tartomanyok a negyzetgyökök elöjelenek kellö megallapitasa­
val egyerteküleg es ugy vonatkoz6dnak egymasra, hogy 

W --oo "'--·V k1+1 . w-+= -- ·V ko+l - ' „ - 0 k 1 ' - ' C- i k -1 
l- 0 

egymashoz sorolt pontok. 
A (13a)-b6l következik, hogy 

dw 2u 2u 2 (ki :_ k'f) u 

du = u2 -ki - u'l-k~ = (u'l-ki) ('u'l-k~)' 

es ebböl a (2) egyenletnel fogva, mely igy irhat6 

dz dw 
du= C du' 

az elsö (13) alatti egyenlet fölhasznalasaval ered: 

dz 2u(1+u) 2u(1+u) 
-

du (u2-ki)f 1-u2 (1lLk~y 1-u2 
(13b) 
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12 RETHY MOR. 

E szerint ~z Mt additiv reszböl all, melyek mindegyike 

azonos alaku a (~) egyenletbeli ddz -val. Ha itt is U= 1 es z=O 
u 

összesorolt pontok, akkor 

azaz 

u u (13c} 

2k"J' du J 2_u_,d_u __ 
- 0

1 
(u2-k~f 1-u!! -

1 
(u!l-k~f 1-u2 • 

a) Legyen k0 > k1 > 1 ; akkor a z-pont (3a. abra) befutja 
a pozitiv y-tengelyt - oo-töl 0-ig, a mig u a realis szamok so­
ran ki-töl 1-ig halad; ha u tovabb fogy 1-töl 0-ig, akkor 

dz 'l" ' t· ( · · l" l"" l'- dw 1) k.. t du rea rn es nega iv ugyams egyen o e OJe u du -va , ove -

kezeskep a z-pont bejarja a pozitiv x-tengelyen fekvö ZoZ1 da­
rabot, hol 

Kiszamitom ez integralt. Elöször is 

J du 1 . 2kfk2=1"uy1-u2 

(u2-k2){1-u2 =2kfk2 -1arc.sm. k2-u2 ' 

J udu 1 t ff=U2 
(u2-k2) V 1 u2 = V k2 1 arc. g. V k2-1; 

ezek felhasznalasaval 

7 
_ ~ ( i)j+I ( k,j . 2kj (~f-1)! U (1 -u2)! 

w - l..J - 2 ! arc. sm. 2 . 
j=O, 1 (kj-1) U2-kj 

2 (1-u2)!) + 2 ! arc. tg. !! ! , 
(kj-1) (kj-1) 

hol az 1 > u > 0 intervallumban az arc.-ok folytonosan nönek. 
138 
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Ebböl foly6lag 

"'(-1)j+i 'l . i 
z1 = ~ 2 ~ (irki+2 arc. tg. (kj - 1)) =Xi-

·-o 1 (kj-1) :J-. 

fJ) Hau innet kezdve kepzetes, akkor a (komplex lesz es 
pedig abszolut ertekere nezve alland6an = 1 ; ennek folytan a 
$Zabad hatdrt ezek az egyenletek adjak: 

a) Fogyjon mar mostan az u realis uton cxi-töl k0-ig. Akkor 
.a ( mindig kepzetes marad es abszolut erteke 1-töl növekedik 
(k0+ 1)i: (k0-1)i ertekig. Azert a z-pont, kiindulvan az x 2 , y'l 
pontb61, leir egy negativ y-tengelylyel parallel egyenest. 

Az u eddig leirt összes utjainak megfelel a r.p növekedese 
-=-töl +=-ig a rp = 0 uton. Ez okndl fogva a z-pontnak 
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14 RETHY MOR. 

leirt egesz utja dramvonal, mely a folyadelc egyilc szildrd 
hatdrdt jelöli meg. 

e) T<;>vabba a r.p = oo, 0 < <jJ < rr egyenesnek megfelel a 
z-tartomanyban egy a pozitiv x-tengelylyel parallel egyenes­
darabja, melynek hossza 

n 

J . ( k + 1 )! X~· - X~= ("' tdrp = k:- i 77: = X3' -Xs; 
0 

epugy a r.p= - oc, 0 ~ cp < rr ü.tnak megfelel a pozitiv x-tengely­
lyel parallel ezen vonaldarab 

(16) 

r;) V egre a k0< it< k1 erteksornak szinten kepzetes (~ertekek 
felelnek meg; azert a z-pont szerinte leir egy az y-tengelyhez 

parallel, mind a ketfeM vegte­
len, egyenest. Miutan az u ezen 

~----·-···· ·-···· -····-····· ··· · · ··········· ~ · · -·······-····-····················· ····· 

l~-'I ·~· 

3a. abra. 

(k
1
=1·2, k0 =3, f= 1·62, C0 =1·.l.14. 

c, =3·303, x,= l ·904, y,=0·473). 

. .......... t;; .............. -
z?i 'Zs•· 

3b. abra. 

utjanak aw-sikon a </J=rr, -=<q><+=, egyenes felel meg, . 
azert az iment szerkesztett egyenes is aramvonal es pedig a . 
folyadeknak megint szildrd hatara. 

Evvel a folyadek hatarai teljesen meg vannak allapitva .. 
Mikent a 3b. abrab61 lathat6, a folyadek a vegtelenböl elindulva. 

14-0 



FOLYADEK·SUGAJUK. 15 

[(k1 -1)1 : (k1+1)t sebesseggel] ket parallel egyenestöl (40 es 
4' 1 '-t61) hatru:olt csatornan at ömlik, melynek 011' keresztmet­
szeten 01 falat es 11' nyilast talalvan ez ut6bbin at egy darabig 
egyik oldalan nyugv6 folyadekkal hataros teren aramlik at, a 
mennyiben az 12 görbe vonalon a sebessege = 1 leven, ez a 
görbe szabad hatar; mas oldalon a csatorna 4' 1' falon tovabb 
folytat6dik vegtelenig, es a vele parallel 23 fallal egy szükebb 
csatornat alkot, melybe a folyadek beömölve a vegtelensegbe 
[(k0-1)!: (k0+ 1)1 sebesseggel] jut. A ket csatorna es a nyilas 
szelesseget c1, c0 , fbetükkel jelölven, a következÖ arany all fönn: 

. . . _ (/et+ 1 )!· ( ko + 1 )!· X 
C1.Co.f- k1-1. ko-1 ·--;' 

mely x1 föntebb hataroztatott meg. 
Ha mar mostan a C1 : Co: f aranyok advak, akkor ez altal a 

k1 es k0 is meg van hatarozva es ezekkel minden egyeb, többek 
között a szabad hatarnak a falra val6 projekczi6ja 1y'I. 1 is. A leirt 
aramlas csak ugy jö tehat letre, ha a c1 : c0 : f: 1 y2 / aranyok a 
kiszamitott ertekek szerint advak. 

VI. Tükrözessel ez az aramlas is többfälekep sokszorozhat6. 
A 4'3' (azaz Z4!Z3•) falon val6 tükrözes peldaul a szabad kiömlest 
szolgaltatja egy, a kiömles helyen megszükitett, csatornan at 
egy szükebb csatornaba -, a ket csatorna tengelye közös leven 
a szabad sugar hossza a csatorna es a nyilas szelessege altal a 
fentebb reszletezett m6don van meghatarozva. 

VII. Az V. alatti lekepezesi egyenlet ertelmezesere terek at 
azon esetre, ha k0 es ß kepzetes; ha k0 es ß-val most mindjart 
az abszolut ertekeket jelöljük es a masodik (13) egyenletet nem 
irjuk fel ujb61, akkor a (13) es (13a) stb. egyenletek helyebe 
szek j önnek : 

,.._ -4 f1+ 'U 
.,,-V 1-u' 

dw 2 (ki+kföu -
du (u2 +k5)(u2-ki ' 

u u 

z = [( dw du= [( 1 __ 1_) 2u (1 +u) du. 
i du i u2 -k; u2+~ fl-u~ 

141 
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16 RETHY MOR. 

Ezek szerint a w= - oo pontnak megfelelö C-pont ez: 

C= - i .,. (k1+1, V 1c1-1 

hogy tehat a kiindul6 sebesseg a vegtelenben most is parallel 
legyen az x-tengelyhez, most is k1 > 1 teendö. A w = + oo 

pontnak megfelelöleg viszont 

C=.,. (1 - k0i. 
V 1+1c0i' 

itt tehat tekintettel a k0 realis voltara, J Cl = 1, minelfogva az 
aram az y-tengelyhez ferden all6 szabad sugarban vegzödik. 

A w-tartomany hatarai itten ip = rr es <p = 2ir parallel-

egyenesek legyenek. 
Rajzoljuk meg itt is az aram hatarait (4a, b. abrak). 
A w, u, C es z tartomanyokban összesorolt vonaldarabok 

ezek. A ip = r., - oo < cp < + oo egyeneshez tartoznak 

a) szakaszban, hol -S es ;.._ realis, 
i i 

Vk1+1 c 
k

1
>U> 1, -, --1 < - .- < oo, - - c1 - - '/, -

ß) szakaszban, hol c es z realis, 

1>U > Ü, oo>C>1, Ü>Z>Z1 ; 

r) szakaszban, hol ~ realis es ' es z komplexek, 
i 

minelfogva a megfelelö z szabad hatart ad. 
A ip = 2rr, - oo < <p < + oo egyeneshez hasonl6kepen tar· 

toznak a 
a) szakaszban 



f 
's1 

„ .„ .• , 

J 
./ 

// 

4a. abra. 

·z,, _ 

FOLYADEK-SUGARAK. 

........... .... c „ •.. „ „ .. „ . . „ . .•• „ 

·· ·/·-·····:··--··--···· 
_T_____ Z3 

Y3 \ 
___________ l,. __ _ \ 

\ 

\ / J( 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

\ 

(k,=2, h
0
=3, s=n:. x,~:,:: \\\ ~ 

;µ%,~ 00 

hol 

y3=0·283n, f=1·4n;). 

X4;= ;rV~:+~, oc>y>y3 ; 

e) szakaszban vegül ~ realis, 'komplex es pedig 
i 

u 
oo > - --;- > k0, 1 Cl = 1, 

- . i -

minelfogva a megfelelö z megint szabad hatart szolgaltat. 

K, T, AX. ERT. A MUH, TUD, XÖREBl5J:„ 1893. XV, K, '· sz. 2 

17 
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18 RETHY MOR. 

Az aramterület hatarai ezek utan vazolhatok (4b. abra); a. 
folyadek a vegtelensegböl 40, 4'3 parallel falak között aramlik, 
01 keresztfalat kikerülven, az 13 nyilas fele; hol nyugvo folya­
dekba kiömölve 122'3 sugarban halad a vegtelenbe. Szamitsuk 
meg ki a sugar vastagsagat es a nyilas vegpontjainak koordina­
tait z1 es z3-at. 

J elölven a sugar keresztmetszetet a vegtelenben 22' -sal„ 
Ieszen 

2n: 

J "d v1-koi. 
Z2• - Z = („ t </J = 1 + k i 'l.7!', 

:n: 0 

mely komplex szam abszolut erteke = 7!'; tehat a sugar kereszt-· 
metszete a vegtelenben = 7!' . 

Ami illeti a z1-et, z1 = x1 + y1i, hol 

0 

J clw 
Y1 = 0, X1 = ( clu clu, 

1 

azaz 
1 2 ! ) 

2 ! (2 arc. cotg. (k1 -1) + 7!'k1 
(ki-1) 

1 (7!'k +1 (k~+1)!+1) · 
(k6+1)! 0 

• (~+1)!-1 

(19). 

A z3-at a folyadeksugar alakjaval egyetemben fogjuk meg­
hatarozni. A cp = 7!' aramvonalon fekvö szabad hatart ez az. 
egyenlet jellemzi: 

0 u -J"" dw J clw . z - "' du du+ ( du du.' 
1 0 

itt az elsö integral azonos az iment kiszamitott x 1 = Zi realis. 
ertekkel; a masodik integralban pedig az u t'ltja a r) szakasz­
ban folyvan le, kepzetes, t. i. 

ez integralt realis es kepzetes reszere fölbontandok, tegyük az, 

U=-iV 
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FOLYADEK·SUGARAK. 19 

substituticzi6t, mialtal 

J
u dw l Jv( 1 1 ) 2(-v+iv2)dv 

( -- CU= - --~ 
du v2 - k5 · v2+ 1c; 1 / 1+ v2 

o 0 · r 

integral fölbomlik 

realis reszre, es 

. ·jv ( 1 1 ) 2v2dv 
iy=i v2-k5 - v2+ki v1+v2 

0 

kepzetes reszre. Az iment fölirt ket egyenlettel jellemzett x, y 
pont frja le a <jJ = 11: aramvonalon fekvö 12 szabad hatart. 

Az y ordinatat kifejezö integralokat reszletesen kiszamit­
juk különösen lim v = k0 specialerteknel, mely a vegtelenben 
levö 2 pontot jellemzi. Elöször is igy irhat6 az y: 

hol 
V !! 

J 2k~ o vi!+~ 
V 2 

dv k1 
1 

k1 (1 +v~)i +v (ki-1)! 

(kr-1)! · 1c1 (1 +v2)! -v (k;-1)! 

(20) 

(20a) 

f 2ko dv 

0 v2-k~ v1+v2 = 
k0 1 

k0 (1 +v2)! -v (~+ 1)i . 

(k5+ 1)! · k0 (1 +v2)i +v (~+ 1)! 

Tovabba a (17) alatti egyenletek masodika w = 'f! + 11:i es 
u=iv helyettesitessel erre az alakra jö: . 

+v~+ k2 

+ e'P = ß2 0 1' 
-v-+k~ 

honnan 
k!!t_ 7,!! 

!! k!! t\'() V= 'o- -~--ß-2 e'P + 1 ' 

es lim V= ko, lim <p= oo környezeteben felsöbb rangu kicsinyek 
elhagyasaval es 1c;- k5 = k'I. jelölessel 
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20 RETHY MOR. 

es igy 
ko(1 +v2)!-v(1+k~)l = _!_ k2ß2e-: l. 

2 k0 (1 +ko) 

azaz 

hol 

}.= 

Ezt fölhasznalva, a (20) es (20a) alapjan leszen 

r kl 1 k1(1+~)l+ko(ki-1)l 
im. y = "' ! . 2 ! '! l (k1 -1) ki(1 + k0) - k0 (k1-1) 

+ k0 1 
(ki- k~) ß2

e-'P 

(k~+1)! . 4k~(1+k5) ' 

1
. ko i im.y =- _ " ___ ! <p + ,,, 

(kö+1) 

ko 
1 

{l'(ki-lc'i,) k1 k 1 (l~+t)l+k0 (ki-t)! 
2 l. 2 2 + '! !l. '! ! 2 l (k0+1) 4ko(lcü+1) (k1-1) k1(ko+1) -k0 (k1-1) 

Ez tehat a vegtelenbe tavoz6 2 pont y koordinataja. Kisza­
mitjuk belöle a vegtelenben fekvö 2-vel a sugar ugyanazon egy 
normalmetszeten levö 2' pont y koordinat~jat a (18) egyenlet­
beli Z2• - z

2 
kepzetes reszenek hozzaadasa reven, l'lgy hogy 

ko -· 7l y~·= - <p + ), +--=· (21) 
(k~+1)! f 1+k~ 

Kiszamitjuk ugyanezen y!!·-t a folyadek-sugar atellenes 
hataranak meghatarozasa reven. E hatarvonal analitikai elö­
allitasat a VII, e) alapjan ezek az egyenletek eszköziik: 

(22) 

J~ 



es 

FOLYADEK·SUGARAK. 

Xa = X4• = i! tf ~:+ ~. 
A lim. v = k0 , lim. <p = oo környezeteben most 

. 1 k2"J2 
v = k0 + T - 1'. - e-'P, 

"" '~o 

1 k2ß2 
(1 +v2)' = (1 + k5)! + - 2 ! e- <p, 

2 (1 +ko) 

1 k2(32e-'P 
k0 (1+v2)!-v(1+k~)!= - - 21 2 k0 (1 +ko) 

21 

Ezekre es a (20a) alatti integral-kepletekre val6 tekintettel 
kijö a (22)-böl most 

hol 

µ= 

k 
Y'!: = - (k5;1)! <p + µ + Ya• (22a) 

k0 1 ß
2 (k;-~) -~l k1 (7~+1)!+k0 (k;-1)1 

(~+1)1 . 4~(k5+1) + (k~-1} . k1 C!c5+1)1-k0 (k;-1i 

k0 1 
(7~+1)!-k0 k1 1 

k1 + (Jcr-1)1. 

(1~+1)1 . ck5+1)!+ko - (k~-1)! ·. k1 - (k;-1i 

A (21) es a (22a) alatti YCJ.' ordinR.tak azonossagab61 ered 
vegül az y3 szamara' e következö ertek: 

es redukczio utan 

(23) 

Az y3 tagjai közül a harmadik + oo hatarhoz közeledik, 
ha lim. k1 = 00 ; a masodik pedig - 00 hatarhoz, ha lim. ko= oc, 

147 



RETHY MOR. 

mig az elsö hatarerteke ekkor = O. Azert a k0 es k1 ügy hata­
rozhat6k meg, hogy az y3 akarmekkora pozitiv vagy negativ 
erteket fölvegyen. 

Az y3 szamP.,ra ugyanezen erteket talaljuk akkor is, ha u 
szerint realis üton 1-töl oo-ig integralunk az u = k1 pont kike­
rülesevel; ezen szamitasaimat a következökben vazlatosan köz­
]öm: A kerület a) es a) szakaszanak tekintetbe vetelevel kijö 

hol u1 es ~ ügy hatarozandok meg, hogy az elsö w = cp + r.:i, 
a masodik pedig w = 'P + 2rri erteknek felelven meg, a 'P hatar­
talanul fogyjon negativ vegtelenig; tovabba 

hol 

( dw -(_ )_ _ 1 ) 2u+2u~. 
du - u2 

- ki u2 + k5 f 1-- u 2 

Az y3 ket additiv reszre osztva irhat6 

y3 =A+B, 

A=-J :udu +j . 2udu , 
(u2-ki) f u2 -1 (u

2+k5) f u2-1 

B- -J 2k;du -[ 2/~du . 
- (u2-ki) yu2 -1 · (u2+k5) f u2-1' 

az integralok hatarai itt is ugy veendök, mint az imenti 

J ( ~: du hatarai. 

Az A integralokban helyettesitve u 2 = v, leszen 

A= rr 
(1+ k~) ! 

Ugyanis az A integralok masodika 1 es oo hatarok között 
veve, az iment fölirt erteket adja; ellenben 

-l 2udit = 2 1. JIJ=i + Jfkf=l C 
2 2 r- - 2-- 2 / 2 ' 

(u - k1) Y u,2-1 fk1 -1 Y u - 1 - t k1-1 

14S 
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·hol C integral alland6, ml.nelfogva ez integral a sz6ban levö 
hatarok között veve 

_ 2 lim.l. Y~ -Y~ =Ü. 

J11cr- 1 fki - 1 - -Vui-1 
Val6jaban 

-e'P(uI+kg) = ,8'„(uI- ki), 
e"' (ui+ kg)= ßrt (iti- ki), 

mely egyenletekböl e'P magasabb hatvanyainak elhagyasaval 

.;.f-2- 1/_rt_ 1 ~+ ki e"' r k1- 1 - r u1 - 1 = - __ -- , 
2 -V ki-1 ß2 

-V ~-1 - Yki-1 = _!_ k5+ki .!!._. 
2 f ki-1 ß'I. 

A mi a B integralokat illeti, 

J 2k~du 
(u" +/~)V ii2 -1 -

_ -~l c(koC~+1)i+ (ii
2
-1)iu _ 2~+ 1 ) 

(k~+1)! · ull+l~ 2k0 (k~+1)! 

J 2kidu 
(1l-ki) yu2-1 -

k1 1 c(k1 (kr-1)l+u(u1i-1)!_ 1-21c; )· 
Cki- 1)!. u2-k6 1c1 c1ci-1)! 

Ezekböl foly6lag 

foo 2k5du 2ko 1. (-k + <~+ 1)i) 
• (u2 +~) f u 2-1 = - (1~+1i 0 

1 

.ßs az u1 es u2 föntebbi definiczi6ja mellett · 
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minelfogva 

B = 2ko 1 ( k k2 . !) (~+1)!. -co+(•o-1) + 
2k1 (1 \! !· 

!! ! 1. 1c1+(k1-1) ). 
(ki-1) 

q. e. cl. 

Megjegyzes. A csatorna es nyilas szelessege s az ut6bbi 
magassaga sorban 

c = arr tl~:+ ~, 
f=c- ax1 

m = ay3 ; 

ezek a mennyisegek tehat tartalmaznak harom egymast61 füg­
getlen alland6t, sokasäguk haromszoros vegtelen nagy. Ha tehat 
c, r es m advak, akkor harom egyenlet all rendelkezesünkre az 
a, k0 , k1 ismeretlenek meghatarozasara; hogy azonban van-e 
mindig realis megoldas, azt, az egyenletek bonyolult transcen­
densek Ieven, nehez eldönteni. 

VIII. A (z4zi) tengelyen val6 tükrözessel egy csatornab61 
kiszöko folyadeksugar szimmetrias kette oszlasat nyerjük egy 
szilard falon, mely a csatorna tengelyene~ iranyara meröleges; 
(5. abra). Ez a fal termeszetesen, ha k0 es k1 kello m6don hata­
roztatik meg, a csatorna belsejeben is lehet. 

I 

/ 
I 

V 

I 
I 

I 

I 
I 

, , 
/, , 

1z„ 
i 
i 
i 
i 

/ iz 
//// ,......_ .... .__ \\\ 

I ' 
I ' /, \ 

I ' I \ 

I 0. 
1l \ 

5. abra. 
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IX. Anelkül, hogy reszletes szamitasokba bocsatkoznam, 
csatlakozassal az iment targyalthoz, egy hasonlo lekepezest irok 
föl. Ha ugyanis a 

r-­
C= V 1+it, 

1-u 

egyenletekben ß, ko, kl realisok, akkor 

W= - oo, 

w=+oo, 

r1 k i 
C= V 1 ~ k~i' 

.- f1 - ki 
(= JI 1 + k~i' 

ß2k; W= 1.-„- , U=Ü, (=1 
ko 

(24) 

összetartozo ertekek, es latni valo, hogy mind a harom (-pont 
az egysegkörön fekszik. 

Ebböl mar elkeszithetö az aramlas vazlata; (6a. 6b. abrak). 

6a. abra. 

' 1>~\ 
\ ' 

' 
' 

6b. abra. 

3. §. A gat keresztmetszete _J alaku. 

X. A (-tartomany hatarai legyenek (7b. abra): egy felkör, 
melynek vegpontjai 3, 2 a ~ tengelyen feküsznek; a 3-b61 
es 2-böl vegtelenbe menö sugarak; a vegtelenben fekvö BB 
negyedkörök; vegül a ketszer szamitando BA illetve AB 
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sugardarab az '1J tengelyen, melynek B, B vegpontjai a veg­
telenben, A vegpontja pedig a közeppontt61 > 1 tavolsagban 
fekszik. 

E (-tartomany lekepezendö egy 2r. szelessegü parallel­
szalagra ugy, hogy a kerületek harom tetszesszerii pontjai egy­
masra vonatkozzanak. A (3) alatti egyenlet mar ilyen lekepezest 
allapit meg, csakhogy speczialis pontparok összerendelese mel­
lett (4. alatti egyenletek szerint); ugyanis az itt vazolt (-tarto­
many jobbfelen esö hatarnak a kepe a w-tartomany ip = 0 
egyenesre, a balfelen esöe pedig (a folytonossag szem elött tar­
tasaval) <jJ = 2ir. Hogy tehat a kitüzött föladatot altalanosan 
megoldjuk, ezt a w-tartomanyt egy uj W-tartomanyra kell egy­
erteküleg lekepezni, mely szinten 2ir szelessegü parallelszalag, 
oly m6don, hogy az elsö tartomany w=-oo, w=O, w=+= 
pontjainak a masodik tartomany barmelyik harom adott pontja 
feleljen meg, a mire m6dot nyl'tjt a következö vonatkozas: 

w „ 
!! a+ {Je-

e =---w, 
r+ae2 

melyben a, ß, r, a kellöen meghatarozand6 alland6k. 
Ezek szerint az adott (-tartomany legaltalanosabb egyer­

tekü lekepezese egy 2rr szeles ezentul w-vel jelölendö parallel­
szalagra a következö egyenletekkel eszközöltetik : 

~ r 1 + u u = k Jf 1 - (a + ße:)2 . (25) (=V 1-u' 
(r + O'e2)2 

A rajuk alapitott aramlasokat könnyen vazolhatjuk, ha a w 
tartomany - oo, 0, + oo pontjainak kepeit a fentebb vazolt ( 
idom hataran, csak ugyanazon forgas iranyban, de különben 
tetszes szerint valasztjuk meg. 

A reszletes szamitas czeljab61 v-sikot vezetünk be 

a+ße 2 

V=---u 

2 r+ae 
15'i! 

(25(1) 
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lekepezö egyenlettel, ugy hogy 

w 
q: · -a+rv 

e = fJ-Jv ' 
honnan 

dw -<iJ aJ-ßr 
dv - ~ ((J. - rv)(ß-Jv) 

Ebböl es ( = ~: egyenletböl következik, hogy 

.azaz 

dz 1+u 2(ao-ßr} 
dv = f1-u2 (a-rv)(ß-Jv)' 

clz _ 2 ((J.a-(lr) 1 + k tft=V2 
clv - (a.-rv) (8- av) v 1-1c2+ k2v2' 

tehat z a v-nek altalanosan szolva elliptikus integralja. 

27 

(25b) 

(25c) 

Tovabb azon esetet visszük, a midön vagy realis positiv a0 

mellett 
(=-a0 , (=-1, (=+1 

W=-oo, w=+oc, w=O 
I. 

összesorolt pontok; vagy pedig 

(=+1 
w=O 

II. 
W=-oo, 'W=oo, 

összesorolt pontok. Mind a ket esetben az 

_ (2-1 2-1- u2 _(a+ße<j,)2 
U- (2+ 1 ' V - k2 - ~ 

r+ae
2 

-egyenletekböl folyolag kijönek a következö fölteteli egyenletek: 

':! 2 )2 1 1 (a0 - 1) _ ( a 
---,;; ~+ 1 - ~ 

1= (:r 
1= (;t~r 
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Az egyenletek kielegithetök vagy igy : 

a=-2a, ß=1+a, 8=1+a, r=-2; 
vagy igy 

a=2a, 

Az elsö esetben ~ = + 1, a masodikban = -1. 

Az _!!:___ mind a ket esetben = a. 
r 

Az a + ~ elsö esetben = - 1 ; a masodikban = + 1. 
r+u 

Azok a kombinacziok, hogy együttesen vagy 

~ =+1 
0 

es a+ß =+l 
r+a ' 

vagy pedig 

_f =-1 
i) 

es a+p --1 
r+a - ' 

nem jönek tekintetbe, miutan ekkor a=r volna, azaz 

~-1 
k= - 2-- < 1 

ao+1 

holott elözetes megallapitas szerint k > 1 kell, hogy legyen. 
Az a) alatti a, ß, r. a mellett 

a0'-ßr=-2a(1+a) + 2(1+a) = 2(1-a2), 

a b) alattiak mellett 

ao-ßr=2a (a-1) - 2 (1-a) = 2 (a2-1), 

es ugyanazon sorrendben 

clz 2(1-a) 1+kvr=v2. 
clv - (v-a)(1-v) y 1-1c2+1c2v2' 

clz 2(1+a) 1+1cf1-v2 

- = 
clv (a-v) (1+v)f1-k 2 + k2v2 

a) 

b) 

a) 

b) 

Ez a ket egyenlet egymasba megy at, ha u es a helyett 
tetetnek -v, - a. 
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Az elsöhöz tartozo substituczio : 
w 

-2a+ (1+1)e2 

V= • 
U' 

-2 +(1+a)e2 

A masodikhoz tartozo substituczi6 : 
w 

2a + (1 - a) e2 
V= w 

2+(-1+a)e2 

Az elsöhöz soroljuk az I., a masodikho:ö!; a II. esetet. 
Megjegyzes. Legyen 

12 - J..;2-1 
" - k2 ' 

29 

a) 

b) 

rnely 8-at az elebb igy jelölt mennyiseggel ne zavarjuk össze; 
akkor ez igy irva 02 1' (-1 +a~)2 

;2+ - - -1- - --~ 
· k2• - k2 + 1 + a~ 

.azaz 

k2-1+a2 = 1_ J_{ -1+a~)2, 
k2 k2 

\ +1+a~ 
.azaz 

Jeszen 

A.mde a0 realis, tehat 

O<J<L 

Egyebirant a o erteke igy irhato 

~ _ 2a0 • 
u- <J!' 1+ao 
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iktassuk meg ide, hogy mikent könnyen igazolhatO 

·--!! ~- 1 
kf1 - a = -- · 

a5+ J 
~2 

Az a 2=Ä2+ ~ 2 egyenletböl az következik tebat, hogy 
ff, 

Ä< a j<L 

A következö tablazatban össze vannak allitva bizonyos 
egymasboz tartozo fontosabb (, U, V , W ertekek. 

L eset. (7. abrak pag. 31.) IL ·eset. (9. abrak pag. 41.) 

1; u 'V w 1 z. hatär 1 1; z hatär 
minya u V w 

irlmya 

1 
- CXl 1 

! 
+ a, 1 1- = -a. Uu a 1 it0 a - )>-

( 
------- - ---~----------
- = 1 ). += 
- icx:i -icx:i +1 +1. 

----
- 0 1-

~ --------

-i ii X -ia X 0 

-i= 1 -}. J 
-icx:i 1 -}. ~-

..L cx:i -CXl 

1---

1 0 -1 0 -1 0 -1 += 
,_______ ------

11;1=1 luli V
2>1 szabe.d 11;1=1 l 1t I i v2> 1 szabad 

hatär hatar 
----- -- - - ------

-1 0 1 CXl +1 0 +1 

! 
-a. j Uo a 1-= 

1 
II +a. 

it 0 a -=1-)>-

XI. Foglalkozzunk elöbb az I. esettel, mint bizonyos tekin­
tetben altalanosabbal. A folyadek a vegtelenböl c szelessegii 
csatorndb6l aramlik az egyik csatornafal folytatasat kepezö g 
szelessegü gdt fele, melynek h hosszasagu beszökese van (7 c. 

156 



FOLYADEK-SUGARAK. 31 

l " 
. ... • ···-' / 

....: . / 

'· 

- ~ ·· - . >. -· :-J ] 

•d 

~ 

;;; 

/ 
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abra); ez a beszökes vegen a folyadeknak szabad hatdra kez­
dödik; e szabad hatar aszimptotice simul a csatornanak Yeg­
telenbe nyulo falahoz. Kiszamitandok c, g, h es a sugar vastag­
saga s. 

Mindenek elött 
S= 2;:-, 
c = 2rr: a0 ; 

ugyanis a w szalag szelessege = s = 2rr, es a csatornanak w = 
"d 'k' ' l' b ' 

1 
- oo v1 e ·en az aram as se essege = - · 

ao 

azaz 

J elöltessek tovabba 

dz _ 2 (1-a) J + k YT=V2 = f(v), 
dv (v-a)(1-v) {1-k2+1c2v2 

f(v) = 2 (1-a): k 1 + k YT=V2 
(v-a)(1-v) {v2 - ;.2 

Tekintettel arra, hogy a g gatszelesseg menten fennall: 

- }. <V<+).; ), < 1; 
minelfogva 

v2 < ;,2 < 1, 

az {(v) ez intervallumban kepzetes lesz mindenütt. Azert 

2(1-a)J+J. 1 1 + k {I=V2d 
g= ~ 

k (a-v)(1-v) ~ r;.2-v2 
-i r 

hol a negyzetgyökök pozitiv elöjellel veendök. 

(26) 

Epugy tekintettel an-a, hogy a h beszökes menten fennall: 

J. < - v< 1, 

az f (v) ez intervallumban mindenütt iiealis. Azert 

h= 2(1-a)Ji 1 . 1 + k{I=V2 dv. (27) 
k (a+v)(1+v) {v2-;.2 

}. 

V egül a szabad hatar differenczialis-egyenletei: 
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dx 2(1-a) 1 
------== 

dv - k (v-a)(1-v) fv2 -J.2 ' 

dy 2(1-a) ~ - , 
dv k (v-a)(1-v)-y'v2 ). 2 

(28) 

hol a V szamtartomanya 

&ltal van meghatarozva. 
XII. Redukaljuk 9 kiszamitasat LEGENDRE normalintegral­

jaira. Helyettesitven v helyett ),v integral-valtoz6t 

+1 
2(1-a)j' 1 + k f1-J.~v2 d 

9= V 
k _

1
(a-J.v)(1-J.v)f1:-v2 

azaz 
1 

_ 4(1-a)J a+J.2v2 1+kf1-J.2v2 

9- ~ r - ~ k o (a2-;.2v2)(1-J.2v2) r 1-v2 

Ez az integral könnyü reducti6k utan föloszlik igy: 

azaz 

91 =_ 2n ( ~- - 1 ), 

92 = 4(a-1)F 1 (J.), 

93 = 4 ( ~ - a) n 1 (- ~:, ;), 

(26a) 

9 = 91 + 92 + 93. 

K, TllD, .l.XAD. iRTEK. A HATH. X6Rfac'lL, 1893, XV. lt. 4. SZ. 3 
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Redukaljuk tovabba a h kiszamitasat is LEGENDRE normal­
integraljaira. frjuk igy: 

1 
h __ 2_(1_-_a_;__) J dv 

- k (a+v)(1+v)yv2-l2 
l 

1 

+2(1-a)J ~dv 
1 

(a+v) (1 +v) y v2 - ..{2 

azaz 
h = h1 + h~, (27a} 

h'ol h1 az elso tagot, h2 a masodikat jelentse. Az elso tag kör­
mereti, a masodik elliptikus integral, es a mi az elsot illeti 

2 k2 (a+J.2
) +a 

h1=al. l(a+1)k2 +21.A. 

A mi a masodik tagot illeti, 

_ 1 1 + pX2 
• 1-}. 

v~A1-µx2' µ = 1+J. 

szubstituczi6 alkalmaz-asaval 

es ugyanennek az alkalmazasaval kijo 

_ 4(1-a) ( 11 _ 2J.(1+a) 1 ) 
h,, - a-l F (p) (1+l)(a+l) fl (v,p.)' 

hol 

(27b): 

(27c} 

a-l 1-J. 
11

2
= (l+J.)(a+J.); µ= t+J. · (27d) 

V egezetül a szabad hata1· egyenleteit is elOallithatjuk egy 
realis, 0 es 1 között valtoz6, parameter körmereti es LEGENDRE. 

elso es harrnadnemü elliptikus integraljaival. Ugyanis behozva 

v helyett .!. valtoz6t, a (28) alatti egyenletek ezekbe mennek at ~ 
V1 
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eh 2 (a-1) v1 

dv1 k (1-av1)(v1-1)y1-J.!!vf 

dy y1-v~ 
- =2(a-1) - · , 
dv1 (1-'-aV1)(v1-1) y 1- J.!!v; 

(28a) 

hol a v, szamtartomanya 

altal van meghatarozva. 

A ~x mar körmereti. differenczial-hanyados. Ami illeti a 

;~1 kif~j~~eset, az ?arom tasra bon~bat6 i ~z identitas alkal­

mazasaval: 

hol 

Ennek folytan 

2(a-1) 2 (1-a2) 
y = F(v1 ,.<)+ fl(v1,-a,J.) 

a a 
v

2 (28b) 
+(a2-1)r' dv + n, 

• (a2v-1) y(1 - v) (1 - ).2v) 
0 

hol y = 0, V1 = - 1 Összetartozo ertekek behelyettesiteseböl es az 
utolso kfümereti integral kiszamitasaval 

n= 2(a-_!2_F1().) + 2(1-a2) n1(-a,J.) 
a a 

_ fi;a2
(; -arcsin(1~2a2)). 

(29a) 

Az x-nek szelsö erteke van V1 =Ü-nal. Ez okb61 V1 =Ü pont­
ban, mely a szabad hatar legmelyebb beszökesenek a helye, 
y=n es 

- 1 . 

2(1-a)j' vdv 
x = --a - (1 - av)(v-1) y1-J.2v2 = m, 

u 
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A szabad hatdr e v1 = 0 meghatarozta legrnelyebb beszö­
kisenek pontjaban a koordinatak 

x=rn, 
y =n, 

hol n a (29a) egyenlettel fölirt ertek, es 

vagyis 

-1 

m=2(1-a) ----,== , j . vdv 

(1-av)(v-1) f 1-).2vz 
0 

). _2J(-1 __ 1 ) dv 
- v+l av+l y'1-v2 ' 

0 

= li)kl (1 + ._!__. )- 2k 1 k(1+a)(ak+a) 
m ~ · k a · k2 (a+l 2) + a · (29b) 

A 7. abrak eseten a = ; , l = ~ , minelfogva k2 = : , 

µ= ! ' a = ~ ' c = 43·058. A LEGENDRE tablait fölhasznalvan, 

talaltatik 

tovabbä 

g = 23·272 
h= 2·619; 

m= 0·269 
n = 0·20. 

A szabad hatar alakjat ez adatok mellett a (7 c. abra) a 
sugar kezdeten nagyitott leptekben a (7 d. abra) mutatja. 

A szabad hatar aszimptotajanak tavolsaga a szabad hatar 
kezdöpontjat61 

YA = 4 (a-1) Fl (l) + 4 (1- a2) Jfl (-a2, l). (30) 
a a 

Ellenörzesül a szamitas helyes volta irant szolgal a 

C = g +YA + 2;r 

egyenlet, mely a (26a), (30) es c = 2;ra0 egyenletl)k folytan a 
következö alakban irhat6 : 
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ez az egyenlet pedig identitasra vezet LEGENDRE «Traite des 
fonctions Tom. I . pag. 69»-en all6 azon tetel folytan, hogy 

n1(-a2)+n1(- ;,:)-.F'l= 
· . a 4 f ( ;.2) · 2 v <1-a2

) 1-lt2 

Ugyanis a (31) egyenlet jobb oldala (pag. 29. negyedik 
egyenlete folytan) igy irhat6 : 

2rrk{I=a2. 
' 

amde (a pag. 30. szerint) . 
· „r-- a~·-1 
k y 1-a2=~1 , 

ao+ 
es (pag. 29. utols6 keplete ertelmeben) hasonl6kep a (31) 
egyenlet bal oldalan 

z, 
„ A· „ •. „ ~ 

2a2 a'l.--1 
a a-1= --0

- -1= - 0
-- . 0 1+a~ , a~+t 

q. ~· d. 

XIII. Külön szamitjuk ki az a=.I. spe­
czialesetet, (8. abra), a mely azzal van jelle­
mezv~, hogy . g= 00 Ieven az aramban gdt 
gyanant csak a h beszögelö fal tekinthetö. 
Ebben az esetben minden elsö es masodnemü 
LEGENDRE nor~al~integralra redukal6dik . . 

--- -- ·--- - -·--- -- -· -----. . 

8. abra. 
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l:Jgyanis ekko1' a szabad hatdr egyenletei I 
1 

J : 
v, ' 

2().-1)! . . Vd'l. 1 
• 

X= ). • (1-J.v)(v-1)f1-J. 2v2 ' 
- 1 

2(}.-1)Jiv, "J"'1-v2 dv y= . 
k (1-lv)(v-1)f1-J.2v2 

-1 

A mi az ut6bbit illeti, könnyü atalakitasok utan ered (28b-
böl egyenesen) · 

y =- 2(~,;. l) F(}„ ß) + 2 (~-;-;.2) nc-;.2, ß) 

2(1-}.~)Jiv , vdv '· · 
- -- +n 

k. o (1-J.2v2) f(1--v2)(1-...l2v2)- ' 

hol sin ß = V1 = J_ · 
V 

Tekintetbe veve Legendre ezen tetelet : 

2 _ 1 J. 2 sin () cos {} 
fl(-J„ß)- 1_;.2 E(lJ.)-

1
_;.2 t1ß , 

tovabba ez identitast: 

leszen 

__ _! _! _cosß(l-).sin19) + 2 (E(-0)-(i - J.)F(ß)) 
y - n k + k tJ(} k,). V 1 

hol 

Az k.: koordinatara nezve könnyen ered 

;.v, d 2 ).lv d 2 V V 

x = kif c1+v) f1-v2 - k. ().+v) f1-v2 ' 
). ). 

honnet 
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(30b) 

A szabad hatar beszökesenek legmelyebben esö pontjaban 
a koordinatak (v1 = 0-bül foly6lag) 

x = 2 1. ( 1 + ~') + :k ( k (l ~a) - 1) = m, 

2(1-J.) 2 2 
y = ~ F i (l) + kf Ei (l) + k = n, 

a m1 a (29a) es (29b) kepletekböl a = }. speczializalas utan 
is foly. 

A szabad hatar aszimptotajanak tavolsaga a szabad hatar 
kezdöpontjat61 

2 2 
YA=n-k+ k). (E 1 (l)-(1-J.)F1 (l)), 

azaz 
4 

YA = kf (El ().) - (1-J.) Fl (l)), 

a mi a (30) egyenlettel megegyez. 
A beszögelö fal hossza 

melynek kiszamitasat következöleg eszközöljük. Jelölve 

1 
h = 2 1- }.J __ cl_v __ _ 

1 
k (1+v)(l+v)fv2 -J.2' 

l 

t .r--
h@='!!.1-J.J k y l-v

2 dv , 
~ k i (1+v)(J.+v)fv2-J.2 

leszen 
h= h1 + h~. 
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Amde reszlettörtekre valo bontas utjan kiadodik 

h _2(1-J.)+'!)l 1 
1 - ). „ . "· 

Mas reszröl h2 erteket igy irva 

e következö szubstituczio utan 

1-.A. 
11=--

kiadodik: 

V=).1+µx2, 
1-px2 . 1+J. 

honnan 

XIV. Atterünk a X. alatt vazolt II. eset rövid leirasara. 
A folyadek a vegtelenböl c szelessegü csatornaban aramlik 

egy derekszögben meggörbitett gat eilen, melynek egyik szara 
g hosszasagli, (g > c) meröleges a csatoma falaira, es ezek 
egyikenek folytatasat kepezi, mig a derekszögü gat masodik 
szara vegtelensegbe nyulik, (9a, b, c. abrak). 

Itten is 
s = 2ir, 

.mig (X., (6) egyenlet) 
c = 2rra0 ; 

azaz 

clz 2(1+a) 1+ky1-v2 

- = ,.. ' 
dv (a-v)(1+v) y 1-k2 +k2v 2 

!!!___ = 2 (1 +a): k 1 + lqft=V"2 = f(v) 
dv (a-v) (1 +v) y v2 - ;.2 

differenczialegyenlet szabja meg az aramvonalakat. Ez okbül 
most 
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+i 
g= 2(1+a)J (1+kf1 -v2)dv , 

k _/a-v)(1+v) y.1.2-v2 

hol a negyzetgyökök szinten pozitiv elöjellel veendök. 
A csatorna mdsodik falanak v~ge a g gatfaltol t tavolsag­

nyira van, mely 
i 1 

t = J f(v) dv - J f (v) dv 

li - l" - 0 · l" et -m. e1 - rm. e2 - , rm - - 1. 

9a. abra. 

=5 ------

9c. abra. 

g 

ei 

Ugyanis a vegtelenben 
lim. ~=-oo= const. men­
ten kell atszelni az aramot, 
mely okbOl a hataratmenet­
nel a b) substitucziobOl fo­
lyolag (pag. 29) 

9b. abra. 

'P 

e1 = ecz = (1-a) e~ . 
V egül a szabad hatar diff erenczalegyenletei : 

dx 2(1+a) 1 
- = ---- ' 
dv k (a-v) (1 +v) y v2 - ;.2 
dy v-1 1 
- = 2(1+a) - v , 
dv a-v (v2-1)(v2-.1.2) 

1 <v2 < oo. 
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1 
Ezeket transzformaljuk ugy, hogy V helyett - -et hozunk . ~ 

be. Igy lesz : 

dx 2 (1 +a) v1 

dv1 k (av1- 1)(v1+1) fi-J.!v( 
dy V1-1 1 
- =2(1+a)~- ===== 
dv1 av1-1 y(1-v;(1-J.2 vf 

1>v; > 0. 

Ezeknek tekintetbe vetelevel a t kiszamithato igy is: 

-l -1+• 

t ' rr (v) dv + 2 (1 +a)_ {_ _ _ vd_v---;::== 
J' k J (av-1)(v+ 1) f 1-J.2v2 

-1+• +1 

hol lim e = 0. 
A szabad hatar beszökesenek maximuma itt epugy hata­

rnztatik meg, mint elöbb. Evvel nem foglalkozunk, epugy az in­
tegralok kiszamitasaval sem. 

XV. Tükrözessel az iment leirt aramalakokb61 is epugy 
szerkeszthetök uj aramalakok mint (IV.) alatt. 

4. §. Tovabbi altalanositasok. 

XVI. Bizonyos tekintetben aramok összelitelet eszközöljük 
a következö modon : 

Legyenek <p; realis szamok, k; es nj positiv realis szamok, 
es pedig n; < 1 ; 

(j = 1, 2, ... , m). 

Legyenek tovabba 

U = 1 +uj. uj= kj (e'P; -ew)' 
i 1-uj' 

m 

C=JI U/1, 
J=l 

hol a n szimbolum szorzast jelent. 
Ha az egyes kj szamok nem kisebbek az egysegnel, es af; 
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·egyes 'PJ szamok nem kisebbek 0-nal, akkor nyilvanvalo, hogy 
1rnabad hatart is tartalmazo aramot nyerünk, ha a w-siknak if!=O 
es ip = h közötti szalagjat e ( keplet alapjan kepezzük le a 
z-sikra. A h tigy hatarozando meg, hogy a w-sik szoban levö 

szalagjanak belsejeben ne legyen olyan pont, melyben a :~ =0 

vagy =oo. 
Ugyanis az Uj11

i szorzok egyike se leven abszolut ~rtekere 
nezve < 1, maga ( se < 1 sehol sem. Tovabba pozitiv es bizo­
nyos eleg nagy w0-nal nagyobb w eseten valamennyi ui kep­
zetes leven, az U; komplex egyseg, minelfogva mint az U;-k 
·szorzata maga a ( is komplex egyseg. A ip = 0 egyenes azon 
reszenek tehdt, melyen <p > w0 , az dramsikon szabad hatdr 
felel meg; mert ezekben a pontokban a sebesseg, mikent meg­
mutattuk · = 1, mig az aramidom belsejeben mindenütt < 1. 
A ~ vegtelen nagy csak ott lehet, hol 

Uj = 1 
azaz hol 

1 
ew = e'P; = -~ , 

kj 

tehat az aramidomnak csak a falain. Hasonlokepen a d~ is 

·csak a falakon lehet 0 vagy vegtelen nagy. 
Legegyszerübb jellegü az aramlas akkor, ha valamennyi 

q;.=0, es 
• J 

· n 1 + n~ + . . . + nm = 1 ; 

az dramsikot ekkor a 13b. dbra tünteti föl; a gdt-sokszög ol­
.daldnak szdma = m ; a szögek nagysdgdt az nj exponensek, 
.az oldalaket az 11j es kj-k ertekei hatdrozzdk meg. 

-A sebesseg =0 a sokszög mindegyik csucspontjaban es az 
egyes csticspontok között folytonos modon vdltozik (13a. abra). 
Ep azert az dtmenetel sokszögalaku gdtr6l f olytonos görbere 
.nem eszközölheto. 

1. Az összetevesre szolgalj on peldaul 

,,. _ 1 + ~1u -4 f 1 + kiiu, 
" - 1- k1u V 1-kiiu 

u = f 1- ew, k1 > k2 > 1 
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A w tartomany legyen a {J = 0 es {J = 14 között elterülO 
parallelszalag. A 

-"'· = -4 f 1 + l.;:u (i = 1 2) 
i.i V 1 - k(U ' ' 

szerint erre a w tartomanyra lekepeztetnek az 11a1, 11 a2. abra­
kon feltüntetett C-1 , (!! tartomanyok. A kettö összeteteleböl ered 
a 7 b. ab1·an lathato C" tartomany. Egyebirant a lekepezö for­
mula es ennelfogva az aramlasok is benne foglaltatnak az 
elöbbi §-ban reszletesen targyaltakban. 

r 

13a. flbrn. 

z 

13b. ahra. 

Ugyanis-.e ( igy irhato: 

(= ~ ( 1+k1k1.-k1k2ew+(k1+k11) f 1-ew. 
JI 1+k11~-k1krpß10 -(k1 +k;J {1-e10 ' _ 

mig az idezett helyen alkalmazott ( a ß= 11= -1 speczialeset­
ben könnyü atalakitas utan igy szol: 

V. w V w ~ a+ ~ 
(= r-e +k(r-a)t/2 ~-e 

'IO V w ~ a+ 2 r- e - k (r-a) .,r2 __ r -e 
2 
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Ez a ket ( azonossa lesz, ha w helyebe -~- iratik, es 

1 
_ a+r 
- 2 ' 

1 
-
1

- 1- = r-1, 
•11f2 

1 1 - +-- = 2tf2 k(r-1); 
k1 k2 

tehat -i-- quadratikus egyenlet gyökei; ugyanis 
/Ci 

~ =(r.:_1)(ktf2± {21.;2-(r-1) - 1). 

Az I. esetben (a > 1) 
1-a 

r-1= --<O 
1+a ' 

a II. esetben pedig (a < 1) 

1+a 
r-1= - ->0. 

1-a 

45 

Latni valo, hogy k1 es k2 az I. esetben lehetnek komplexek 
is, es megtörtenhetik az is, hogy közülük az egyik > 1, a ma­
sik < 1. 

2. Harom (i szorzo eseten 

(= 1+ k1'Ll .1+ k2u .1+ kau' U= f l-ew. 
1- k1u 1- k2u 1 __: k3u 

Ha k1 > k2 > k3 >1, akkor speczialesetben a C tartomanyt, 
mely a 7r szelessegü w parallelszalag kepe, a 10a. abra mutatja, 
es az aramlast mutatja e speczialesetben a tob. abra. 
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Hogy C: es u egymasra egyerteküleg vonatkoznak, az abbül 

következik, hogy a0' csak hatarpontokon lesz 0 es 00 ; ugyanis 
u 

8( ( ( k1 k'l, k3 ) 
au = - 2 1-k~u2 + 1 - k~u2 + 1- k~i/· ' 

mely mennyiseg vegtelen nagy, a midön az (1-lfju)-k barme­

lyike =0, hol egyszersmind (is = oo, tovabba ;~ = 0 ket 

pontban, melyek a (visszafordul6 batarpontjainak felelnek meg. 

1. 

z 

10a. abra. 10b. abra. 

Az ar~as közelebbi meghatarozasa hyperelliptikus inte­
grallal eszközölhetö. 

Folytat6lag jövünk többszörösen megtört falak menten 
halad6 aramlasokra, melyek szinten hyperelliptikus integralok­
kal hatarozhat6k meg. Ugyanilyen jellegü aramlasokra altala­
nosabban vezet ez a keplet: 

„_ 11 f1+a1u+a2u2+aau8+ 
"' - V 1-a1u+a~u2-agu8+ 

U= f1-ew. 
172 



FOLYADEK SUGARAK. 47 

3. Hyperelliptikus integralokkal irhat6 le a (XVI.) alatti 
reszletezett ~ idomnak megfelelö aramlas, hacsak 

1 
.nt = n!l = . . . = nm = ~- . ,,., 

Itt csak azon eset leirasaval foglalkozunk közelebb, a mi­
dön a szorz6k szama = 2 Ieven, a leiras elliptikus integralokkal 
eszközölhetö. V al6jaban, ha 

akkor 

jelöles mellett, Ieszen 

dz 

du 

_ (1 + k1 tf~ c1 + k211a ;=tl) __!__. 

f(1 - ki(at-it))(1-k;(ll2-tt)) u 

Ez aramlasokat közelebb jellemezzük azon speczialeset­
ben, a midön k; es 'Pi realisok, es pedig 

kt> k,,, > 1; 'Pt> 'P'1.. 
A 

!'". -V1 +'Ci:'Ui. c· _ 1 2) 
'>t - ' i- ' 1-ktit; 

tartomanyai legyenek ugyanazok, mint (4. es 17 .) lapokon azzal 
a különbseggel, hogy a (= 1 pont nem w = 0-nak, hanem 
w = Sl'i-nek felel meg. (11a1, 11a2; vagy 12a1, 12a2. abrak.) 

A mig <jJ = 0 es cp < 'P<t , a w szalag also hatarvonalanak 
ugyanaz a kepe a ( sikon, mint az iment leirt 1. peldaban; 
ellenben 

'Pt> cp > 'P'l. 

intervallumban a (2 mar komplex egyseg, mig a ( 1·re nezve ket 
eset lehetseges : a ( 1 vagy realis pozitiv az egesz intervallumban,. 
vagy pedig az intervallum elsö reszeben meg kepzetes. 

Az elsö esetben a ( es z idom vazlatait a 11b. es 11c. 
abrak mutatjak; a masodik esetben a 12b. es 12c. abrak; az. 
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ut6bbi esetben a 'abran a ket nem köralaku görbe hatarnak 
közös az aszimptotaja. 

~ . 
/ 

11ai. abra. 

:;··" . r-?----~ 
: ' i '.. 

3. 

11a2. abra. 

' f 

·• 
' ' \ 

\ 
\ 
\ 

t \ 

11b. äbra. 

z 

11c. abra. 

Könnyü szamitas igazolja, hogy az.okon a pontokon kivül, 
melyekben a ( maga 0 vagy oo, szingularitasok meg azokban a 
pontokban vannak, a melyekben 
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kt(1_:_k~ui)iti+k1(1-k?ui)tl2 = 0; 

e pontokban ugyanis ddC = 0. . w 

i 
.' 

s, ./ 

.. ···· 

.• 
.. ·· 

.• 

12a1. abra. 

' ! 

; 
' 

-

......... · ... ~~"3 ... -··· ""1 

. 12a2. ä bi-a. 

r-- --- - -------- --- - -- : ___________ - ------ --· 

l 
' ' 

.~ 

J elöltessek 

ew=u, 
1 

k=e'P1 -2, 
kt 

12c. abra. 

1 
l = e'P•- -

~' 

M". T. AK. lIBT. A JdATB. TUD. XÖRf:ll ÖL. 1893. XV. X. 4. SZ. 

12b. abra. 

z 

e'P' = a, 
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akkor ez egyenletet az irraczionalitasok eltavolitasa utan a 
következö alakban irbatjuk: 

f(u) = k; (u-khu- a) - l(i (u-l)'! (u-b) = 0. 

Ennek az egyenletnek csupa realis gyökei vannak, ha 

k< b, 

azaz ha a fentebbi kikötesek utan meg 

1 
b<a<b+-· 1,;; 

Ugyanis l < k < b < a, es 

{(-oo) = -oo, 
f(l) = ki(l-k) 2(l-a) =negativ ertek, 
f(k) = -ki(k-~~(k-b) = pozitiv el't.ek, 
f(b) = ki(b-k)2 (b-a) =negativ ertek, 
f(a) = -k:(a - l)2 (a-b) =negativ ertek, 
f(oo) = +oo. 

De e gyökök közül csak a legkisebbnek felel meg szrn­
gularitas a mi lekepezesünk hatarain; mig a masik ket gyök­

pontban 

A 11. abrak egy ilyen speczialis esetet tüntetnek föl; itt 

a=4, 
minelfogrn 

b = 3·75, kl = 1 ·5, k~ = 1 

k = 3·55, l = 2·75, 

es az egyenlet legkisebb gyöke = 3·25. 
A 12. abrak eseten ellenben csak egy gyök realis ; itt 

minelfogva 

tehat 

a= 4, b=2, 

k = 3·84, l = 1 ·75, 

k>b. 

A realis gyöknek a C' idomnak A szingularis hatarpontja 
felel meg. A többi komplex gyökök egyikenek sincsen a kepe a 
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mi ~ idomunk területen, a mely o < </; < ;r szalagnak a kepe. 
Ugyanis mind a kettö azert nem fekhetik rajta, mert az u1 es u2 

gyökök konjugalt ertekek es masreszröl 

u = ew, 

minelfogva ket gyöknek megfelelö </; ertekek közötti különb­
seg = 7r. Csak az egyik gyök ponf<la pedig azert nem fekhetik 
rajta, mert (-hatar körüljarasanak az iranya egyez a w-hatar 
körüljarasanak az iranyaval. 

XVII. Az eddig leirt esetekben az aramsik egyik hatar­
vonala szabad hatarban >egzödött, a mi annak volt a következ­
menye, hogy a w= + = ponthoz kepzetes uj tartozott a j mind­
egyik ertekenel. E speczialis összetartozast megszüntethetjük, 
ha ( kepletekben ew helyett ugyancsak az ew-nek linear tört 
függvenyet hozzuk be (2. §. pag. 11). Az igy nye1i aramsik 
.olyan viszonyban lesz az eddig targyaltakhoz, mint a (2. §.)-ban 
leirt aramlas a (1. §.)-bau leirotthoz. 

Meg altalanosabb aramlasokhoz jutunk, ha e lekepezest 
fektetjük alapul: 

( = fl ( Uj+kjVj )nj' 
i=l Uj-~iVj 

u;= ({ay-e10)(aj
2
-e10

) ••• (~p-ew))!, 
Vj= ((by-ew)(bj

2
-ew) ... (bjg-e10))~, 

hol az a, b, k es n alland6k es a w szalagnak a szelessege (pag. 
43.) ugy hatarozand6k meg, hogy a lekepezes konfonnitasa csak 
.a hatarok egyes pontjaiban szenvedhessen megszakadast. 
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