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ELOSZO

A nemlineéaris jelenségek korunk tdbb tudomanyaban alapvetd
szerepet jatszanak és elmondhaté, hogy megértésuk terén front-
attorésszeru fejlédés kovetkezett be az utébbi idében. Egyik
latvanyos megnyilvanulasuk abban all, hogy viszonylag egyszeri
nemlinearis rendszerekben is rendkivil bonyolult, szabalytalan
mozgasformak alakulhatnak ki, melyek determinisztikus egyenle-
tek sztohasztikusan viselkedd megoldasaiként értelmezhetdk.
Az ilyen, un. kaotikus mozgas - melynek leirasara statisztikus
médszereket kell hasznalnunk - az alap- és alkalmazott tudoma-
nyok igen kulénb6z6 szakteriletein is az érdeklédés homlokteré
be kerult.

A problémakér egyik érdekessége, hogy olyan témakat is U(j
megvilagitasba helyezett, melyek kutatdsa mar a malt szazadban
megkezd6dott, mint pl. az égi mechanikaban olyan fontos harom-
test probléma, a turbulencia és kialakulasanak kérdése, vala-
mint az irreverzibilitasnak és a statisztikus fizika megalapo-
zasanak problémai. Azt, hogy a kaosz kiterjedt vizsgalata ép-
pen napjainkban indulhatott meg, a fenti témakban felgyllem-
lett hatalmas ismeretanyagon kivil az tette lehetévé, hogy az
utébbi két évtizedben tdbb tudomanyterileten szamos jelentfs
felismerés sziletett. Emlitésre kivankozik a differencialegyen-
letek kvalitativ tulajdonsagainak vizsgalata terén a kuldnos
attraktor felfedezése. A természettudomanyokon belil pedig je-
lent6s tényez6 volt a strukturak (a fazisatalakulasoknak, ill.
az egyensulytol tavoli fizikai, kémiai és biologiai rendsze-
rekben létrejové disszipativ struktirak) kialakuladsanak megér-
tésében bekdvetkezett fejldédés. A jelenség elvi alapjainak a
tisztdzasa vezetett el a kdosz kialakulasara vonatkozé univer-
zalis torvények felfedezéséhez. A kaotikus rendszerek vizsga-
latanak eld6térbe kerilését jol mutatja az ezzel foglalkozo
kozlemények szamanak robbanasszer( megnévekedése.

A Magyar Tudomanyos Akadémia Matematikai és Fizikai Tudo-
manyok Osztalyahoz tartoz6 Statisztikus Fizikai Albizottsag
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1. ELOZETES MEGJEGYZESEK

Nemlineadris rendszerek bizonyos koériulmények kdzott szabaly-
talan, kaotikus viselkedést mutatnak. A kaotikus mozgas alap-
vetd sajatossaga, amelyb6l egy sor egyéb tulajdonsaga is kovet-
kezik, a kezd6feltételekre mutatott érzékenység. Ez abban all,
hogy olyan mozgasok, melyek jellemz6i egy pillanatban igen ke-
véssé kulonboztek, altaldban nagyon roévid id6 alatt teljesen
eltérb6ekké valnak. Pontosabban fogalmazva, a kozeli trajekto-
ridk exponencialisan, vagyis minden hatvanyfuggvénynél gyor-
sabban novekvé Utemben, tavolodnak egymastol. Parositva ezt az-
zal, hogy itt természetesen véges tartomanyra korlatozédé moz-
gasrol van sz6, nyilvanvaléan léteznie kell egy visszatéritési
mechanizmusnak, és igy nem meglepd, hogy rendkivil bonyolult
médon keveredd trajektoriak alakulnak ki, melyek barmilyen vé-
ges pontossagu mérés szamara véletlenszer( tulajdonsagokat mu-
tatnak. Erthetd tehat, hogy a kaotikus allapot leirasara sta-
tisztikus médszereket kell hasznalnunk. A kaosz tulajdonsagai
Jjol tukrozédnek abban, hogy a mozgashoz folytonos Fourier-
spektrum tartozik, mely gyakran alapja kaotikus allapot Kkisér-
leti Kkimutatasanak. Hangsulyoznunk kell, hogy kaoszrol akkor
beszélink, ha a mozgas sztochasztikus tulajdonsagai nem kiuls6
zaj kovetkeztében jonnek létre. Erre utal az, hogy kaosz je-
lenléte esetén szokas determinisztikus zajrol beszélni. A kao-
tikus viselkedés alapjainak feltarasaban fontos szerepet jat-
szott az a tény, hogy az kis szabadsagi foku nemlinearis rend-
szerekben is kialakulhat.

E bevezetd tanulmany célja az, hogy megismertesse az Olva-
sot a kaotikus viselkedés leirasara kialakult legfontosabb el-
méleti médszerekkel, S egyben, ahol csak lehet, utaljon a ki-
sérleti eredményekre is. A tanulmany megértéséhez nem sziksé-
ges az alsOéves miszaki- és tudomanyegyetemi ismeretanyagon
tulmend tajékozottsag.

Az anyagot ugy allitottuk o6ssze, hogy el8szor egyszerl fi-
zikai - mechanikai és elektromos - rendszereket targyalunk, s
ezek segitségével alakitunk ki szemléletes képet a kaosz ter-
mészetér6l és megjelenésének tipikus lehetdségeirél mind a



disszipativ, mind pedig a Hamilton-rendszerekben. A kaotikus
viselkedés eredetét keresve jutunk el annak a felismeréséig,
hogy az sok esetben valamely intervallum 6nmagara torténd le-
képezésének sajatossagaira vezethetd vissza. Az egydimenzids
leképezések tulajdonsagainak vizsgalata képezi azutan a tanul-
many egyik kozponti részét. Az Olvasd kényelmét kivanja szol-
galni, hogy azokat az el8ismereteket, amelyekre gyakran tamasz-
kodunk, a Fuggelékekben oOsszegyljtottik. Itt helyeztink el to-
vabba olyan technikai jellegl részeket is, amelyek ismertetése
masutt megtdrte volna a gondolatmenetet. Megjegyezzik, hogy az
alkalmazasokat tekintvé a bevezetd6 tanulmany viszonylag kevés
tertletet érint; ennek oka kézenfekv6én az, hogy a konyv tobbi
cikke kozul szamos éppen egyes alkalmazasi terileteket dolgoz
fel.

Felhivjuk az Olvaso figyelmét, hogy els6 olvasasra bizonyos
fejezetek (pl. a 10., 19., 28., F.3, F.4) elhagyhatdok. Azok
szamara viszont, akiket a probléma absztraktabb megktzelitése
érdekel, ajanljuk, hogy az egy- és kétdimenzids leképezések
(15-20., 26-32. fejezet), valamint a Hamilton-rendszerek
(34-36. fTejezet) tanulmanyozasaval kezdjék az olvasast, s ez-
utan térjenek ra a tobbi - a differencidlegyenletek és a leké-
pezések kozotti Osszeflggést targyald - fejezetre. Kisérleti
eredmények ismertetésére a 21., 25. és 33. fejezetben keril
sor.

Végezetul hangsulyozzuk, hogy a témakdor olyan sokrétiveé
valt, hogy nem lehetséges egyszerl konkluzidéval zarni a targya-
last, hiszen szinte minden megemlitett kutatasi iranyban manap-
g0.g igen intenziv munka folyik. A t4jékozédas megkdnnyitése ér-
dekében ezért meglehetdsen részletes irodalmat adunk meg.

12



BIFURKACIOK, KAOSZ EGYSZERU MECHANIKAI RENDSZEREKBEN

2. MOZGASOKROL ES MOZGASEGYENLETEKROL ALTALABAN

Ebben a fejezetben egyszerl mechanikai rendszereket vizsga-
lunk,, melyek alkalmasak arra, hogy a kadosz kialakulasaval kap-
csolatos legfontosabb fogalmakat és jelenségeket, illetve a
kaotikus mozgas jellemzésére alkalmas mennyiségeket rajtuk ta-
nulmanyozzuk és jol megértsik. A bemutatott példakat igyekez-
tink a legegyszerlibbek és a legismertebbek koézul 6sszevalo-
gatni .

Olyan rendszereket fogunk vizsgalni,melyek néhany szabadsagi
fokkal jellemezhet6k,és idbbeli fejldédésiket egyszerl( tipusu
differencialegyenletek irjak le. Bar a mozgasegyenletik alta-
laban semmilyen szingularitast nem mutat, s ezért a rendszer
mozgasat rovid idétartamokra egyszerd sima fuggvényekkel ir-
hatjuk le, hosszi id6 mulva bizonyos korulmények kozott telje-
sen kiszamithatatlan, rendszertelen, kaotikus viselkedést ta-
pasztalunk. Meg fogjuk mutatni, hogy kaotikus viselkedés mar
egészen kevés szabadsagi foknal fellép, s hogy a rendezetlen
mozgas nem néhany nagyon specialis rendszer sajatsaga, hanem
nemlinearis, egynél tobb szabadsagi fokld mechanikai rendsze-
reknél tipikus.

A mechanikai rendszerek targyalasanal meg szoktak kilénbdz-
tetni konzervativ és disszipativ rendszereket. Ezek kozott bi-
zonyos hasonldsag, de lényeges kuldnbségek is felfedezhetdk.

A kaosz szempontjabol nézve is talalunk kozoés és eltérd vona-
sokat a konzervativ és a disszipativ rendszerek kozott, ezeket
igyekeztink hangsulyozni, s az analdgiak kiemelésével és a
kiulonbségek megjelolésével egy egységes képet probaltunk Kia-
lakitani a mechanikai rendszerek hosszutavu mozgasformairol.

Egy véges sok szabadsagi foku mechanikai rendszert (s6t al-
taldnosabban: minden olyan rendszert, amelynek nincsen hosszl-
tavu "memérigja’, vagyis a mozgasa csak a pillanatnyi allapo-
tatol fugg) kozonséges differencialegyenlettel, vagy diffe-
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rencidlegyenlet-rendszerrel irhatunk le. Az egyenletekben &l-
talaban magasabb idéderivaltak is el6fordulnak (@ mechanikaban
példaul tipikus a masodik derivalt), de a sebességeknek (vagy
szikség esetén a még magasabb derivaltaknak) Uj valtozéként
torténd bevezetésével a mozgasegyenlet

d-*"- = £ .D
alakra hozhat6. Ebben

X = ] 7X2 Fee /x7)
egy n-dimenzidés vektor, f(xX) pedig n szami adott - és "'simanak™
feltételezett - filggvény.

Amennyiben (2.1) jobboldalan expliciten fellépne az id6 is,
Ugy az xn+j s o t uj valtozéval a

;. . .
~dF = Fi(xkf©) k,i =1,2,...,n)
egyenletrendszer
dXi Xn+1
“ fi()(/\!X21---sxn: - )s (i _1121--- 1n)
dxn+1
dt a - fn+l

alakra hozhat6, vagyis @ .1)-nek megfeleld Un. autondém egyen-
letrendszerré alakithatdé (@ egy tetsz6leges idBskala-paramé-
ter) .

A (2.1) egyenletrendszer a tobb szabadsagi foku rendszer
mozgasat egyetlen pontnak egy n-dimenzids térben, az allapot-
térben torténd mozgasara vezeti vissza. (A mechanikai rendsze-
rek targyaldsanal az allapotteret gyakran fazistérnek nevezik;
mi is hasznalni fogjuk mindkét elnevezést.) Bevezetve a
v = dx/dt jelolést, (2.1) az allapottér minden pontjahoz egy

vV = ?2(x)

sebességvektort rendel, vagyis az allapottérben - a haromdi-
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menzios térben tortend folyadékaramlashoz hasonléan - egy aram-
lasi teret definial.

A mechanikai rendszerek kozott kitiuntetetten fontos szere-
pet jatszanak az un. konzervativ rendszerek. Ezek mozgasegyen-
lete egy (az i1d6t6l figgetlen) H Hamilton-fuggvényb6l szarmaz-
tathaté £l :

dg. H

-dF = GG=1/2,....N) 2.2
és dp. M

TRfF = -1g7 /7 (1 = 1/2,.._..N) @.3)
ahol =xN és pN = xN+~ (1 = 1,2,...,N) a kanonikusan konju-

galt valtozoparokat, H(p",ak) pedig egy adott n=2N valtozoés
figgvényt jelol.

Konzervativ rendszereknél a v(x) sebességmez6 divergencia-
mentes, hiszen

+ 9v. 9 dg+ 9 dp
div V - aqr “Zj ¢~ 'dr + pT dF)
i=1 1 i=1 1 X

N 2
=z ~dq%p T a0 T 8-
a fazistérbeli aramlds tehat egy 6sszenyomhatatlan folyadék
mozgasaval analdg. Ennek az a kovetkezménye, hogy a fazistér
valamely kiszemelt, és az aramlassal egyltt mozgd tartomanyanak
a térfogata id6ben allandd marad. Ez Liouville tétele.

Nem konzervativ - (n. disszipativ - rendszerek mozgasegyen-
letének v(x) aramlasi tere nem forrasmentes, hanem altalaban

div V < 0.

Ilyenkor a Liouville-tétel sem érvényes, hanem a fazistérbeli
térfogatelemek nagysdga a mozgads soran csokken.*

*

Az "aramlasi tér" elnevezés helyett - f6leg a matematikai
irodalomban - hasznalatos még a "folyam" kifejezés is.
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Vannak olyan rendszerek, melyek mozgasegyenlete egy, az
1d6t6l expliciten is fiuggd H(px,q ,©) 2N+1 valtozés fuggvény-
b6l szarmaztathatd, a (.2) és (2.3) kanonikus egyenletek se-
gitségével. Ezek az un. Hamilton-féle rendszerek, melyekben
ugyan az

E =H(.q,9

energia nem mozgasallandé, mint a konzervativ rendszereknél,

hiszen

dE = 3Hdp + Hdg I H _H~Q

dt 9p dt 3q dt 3t 3t
viszont a Liouville-tétel tovabbra is érvényes:
A v. ¢ 32H 32H 3V2N+1
fn 31 fr, 3gl3pi ®i13v 3X2N+1

Mivel a sebeSségmezé 2N+1-edik komponense allandé, a Liouville-
tétel nemcsak a (2N+1)-dimenzidés allapottérben érvényes, hanem
minden egyes idépillanatban fennall, hogy a v = (v*,v2,...,v2®
"redukalt sebességmez6' forrasmentes. Hamilton-féle rendszer
példaul egy periodikusan valtozd kulsé erével gerjesztett li-
nearis harmonikus oszcillator, melynek mozgasat a

2

H(p.q,t) = e mo)gq2

- e g cos ut

Hami I ton-fliggvényb6l kaphatoé egyenletek irjak le.

A konzervativ és a disszipativ rendszerek kuldnbsége asze-
rint valik lényegessé, vagy lényegtelenné, hogy milyen id6ska-
lan nézzuk a mozgas lefolyasat. A disszipacidé nagysagara a fa-
zistérbeli tartomanyok térfogatanak csodkkenési Uteme, azaz a
reciprok id6é dimenzidoju |div vl ~ 1/T mennyiség nagysagrendje
a jellemz6. Amennyiben t << T id6kre vizsgaljuk a rendszert,
ugy a disszipaciorol megfeledkezhetink, t >> T id6tartamokra
viszont a disszipacio lényeges szerepet jatszik, s ezért sem-
miképpen sem hanyagolhatjuk el. Bar valamilyen kis mértékben
minden mechanikai rendszer disszipativ (tehat T véges) és az
esetleges kaotikus mozgas tanulmanyozasahoz a t +» °°-beli vi-
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selkedést kell megvizsgalnunk, mégis bizonyos esetekben jo ko-
zelités lehet a rendszert konzervativnak tekinteni, a disszi-
paciot elhanyagolni. Ha ugyanis a konzervativnak tekintett
rendszer karakterisztikus valtozasi ideje (példaul a rendszer
egyes reészeinek keringési ideje, vagy rezgési periddusa) T len-
ne, s T<<T, akkor a T << t << T kozbensd (elég hosszu, de nem
nagyon hosszl) id6tartamokra a disszipacio nyilvan elhanyagol-
hat6é, s mivel nagyon sok periddusnyi mozgasra van id6, a moz-
gas effektiv kaotikussa valasara is van lehetf6ség. Ez a hely-
zet példaul a Naprendszernél, ahol T~1 év, a bolygokdzi anyag
és az arapaly-er6k fékezéséb6l szarmazé csillapitas T-je pedig
tobb millid év, igy a szazezer éves nagysagrend( idéskalan a
rendszer konzervativnak tekinthetf, s mint latni fogjuk, kao-
tikus mozgas is kialakulhat.

3. AZ INGA. (STABIL, [INSTABIL ES ELLIPTIKUS FIXPONTOK ES A
SZEPARATRIX)

Tekintsik egy egyszerld 1 szabadsagi foku rendszer, a mate-
matikai inga mozgasat! Koordinatanak valasztva az inga Kité-
résének q szogét (3.1 abra), s a kis kitérésekhez tartozdé rez-
gés /5/T korfrekvenciajat tollal jelolve a mozgasegyenlet

q + utsing =0 G-1)

alaki. Ez az egyenlet a

H(p,q) - P2 + @ - cos q)u/I: G.2)

Hami Iton-fliggvényb8l szarmaztathaté. A rendszer konzervativ,
az E = K@ .,q) mennyiség mozgasallando.
Az X = (x1fx2) = (q,p) valtozokra vonatkozé els6rendld egyen-
letek :
*1 x 2+
G-3)

X2 = —ma sm xX™ .
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3.1 abra. A matematikai inga

A mozgas a fazistérben az E=allandé gorbék mentén torténik
(3.2 abra). Mivel a q valtoz6 valamely értéke és a 2imrvel na-
gyobb értéke a rendszernek ugyanazt az allapotat jelképezi, a
fazisteret a q valtozéjaban 271 szerint periodikussa kell ten-
nink; ezt agy érhetjuk el, hogy a fazisteret mintegy "'felte-
kerjuk"™ egy egységsugaru henger palastjara, s a 3.2 abran
szaggatott vonallal jeldlt egyenesek mentén "oOsszevarrjuk'.

A (3.3) mozgasegyenleteknek, mint els6rendld autondém egyen-
letrendszernek két szingularis pontja van, a fazistérben két
helyen valik a v = x sebesség nullava: az x1 = x2 = 0 pontban
(ez az inga als6 egyensulyi helyzete) , illetve az x* = w,
x2 = 0 pontban (ami a fels6 holtponton nyugvé inganak felel
meg) -

Az x, = x9 = 0 pont korul linearizalva a fazistérbeli
"aramlast" a

Al oA,

dt Xpy -0 O xﬁ
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3.2 &bra. Az inga> fazistere

mozgasegyenlet addédik. Mivel D sajatértékei Al L = ixmo tisz-
tan képzetes szamok, a vizsgalt pont a mozgasegyenletnek ellip-
tikus fixpontja, vagy roviden elliptikus pontja (Id. F.1 fig-
gelék) .

Az x1 = i, X2 = 0 pont Kkis koérnyezetében a mozgasegyenlet az
az yi E XJHIT és y2 = x2 0 valtozékban linearis tagokig sza-
molva

d 1] i nTy,*
dt 2
Y2J («o °j [y2
alaku, amely matrixanak sajatértékei A, _ = #u . Mivel az

egyik sajatérték pozitiv, a masik pedig negativ, a vizsgalt
pont hiperbolikus fixpont, mas néven nyeregpont. A fels6é holt-
pont az inganak instabil egyensilyi helyzete, onnan tetsz6le-
gesen Kis mértékben kimozditva a rendszert, az inga kitérése
és sebessége egyre gyorsuld Utemben, kezdetben exp(wQ t) id6-
figgéssel, novekedni kezd.

Az inga mozgasa — vagyis a fazistérbeli trajektériak mene-
te — az E mozgasallandd értékétsl figgben két (topoldégiailag
kil6nb6z6) osztalyba sorolhaté. Amennyiben E < 2l”, (Ggy a moz-
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gas ""leng6 jellegl'", a fazistérbeli trajektoriak az origdé ko-
rali "ellipszisszer(" zart gorbék, melyek a hengerpalastra te-
kert fazistéren folytonos deformaciéval — az energia fokoza-
tos csokkentésével — egyetlen pontta hdzhaték o6ssze. Ha vi-
szont E > 20", akkor a mozgas 'forgas jellegl'", s mivel

p(q,.E) = V2E-2wN(1-cosq) sehol sem valik nullava, g monoton
ndé, vagy csokken, — a hengeres fazistéren ez a hengert korul-
oleld, folytonos deformacidval egyetlen ponttd 6ssze nem hiuz-
hatd gorbéket jelent. A kétféle tipuslu mozgast az E = 2wo-nek
megfelel§ trajektoria, az Un. 'szeparatrix' valasztja el egy-
mastol. Ennek egyenlete

Esxqﬂ) = _aj)ocos%_ G.9H

A szeparatrixnak két aga van, mindkettd a rendszer hiperboli-
kus fixpontjabol indul ki és ugyanoda fut be. (Ez altalaban

nem szikségszeril; egy hiperbolikus pontbél kiinduld szeparatrix
egy masik hiperbolikus pontba is befuthat, illetve a végtelen-

be is tavozhat. Az inganadl azonban — mivel csak egyetlen egy
nyeregpontja van, tovabba a fazistérbeli trajektoriak az ener-
gia megmaradasa miatt korlatosak — erre az altalanosabb esetre

nem nyilik lehet8ség.) A hiperbolikus pont kis kérnyezetében a
szeparatrix ki-,és befutd aga éppen a linearizalt egyenletek-
b6l megkaphaté sajatvektorok iranyaban helyezkednek el.

Az eddig elmondottak a csillapitas nélkili matematikai inga-
ra, vagyis egy konzervativ rendszerre vonatkoztak. Ha azonban
valamilyen — példaul a koézegellenallasb6l szarmazé — csilla-
pitast is figyelembe akarunk venni, Ugy a (3.1) egyenletet ki
kell egésziteniunk egy sebességfiiggé taggal. Valasszuk példaul
a legegyszeriibb esetet, a sebességgel aranyos fékezberdt, ek-
kor a mozgasegyenlet

q + aq + Upsing = 0, (a>0) @G.5

ami az x* = q és x2 = q valtozokkal a
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dx»

Ydet = x2°*

3-6)
dx2 2 .
dt -“Osinxi a x2

els6rendli egyenletrendszerré alakithatd.

A szingularis pontokat meghatarozé x2 = —W83inX-|—ax2 =0
egyenleteknek most is két megoldasa van. Az x1 = x2 = 0 pont
kis kornyezetében a mozgasegyenlet

i1 M - 0. +11 M
bt 2
X2 -wo~a X2
alakiu. A D matrix sajatértékei

(W)}
N

a + y/au2 2
2

n,2 = - 12 “wo "

melyek valds része akarmekkora pozitiv a-nal kisebb, mint nul-
la. Az origd tehat mindenképpen vonzé fixpont, pontosabban nem
tal er6s csillapitasnal (@ < 2mQ esetén) fTokusz (Id. az F.1
figgelék F1.3 abrajat), er6s (a > 2wo) csillapitasnal pedig
csom6pont (1.1 &bra). Hasonléan adédik, hogy az x1 = ir,

X2 = 0 pont, a masik szingularis pont kozelében linearizalt

_dfy1 O IHYIF
dt 2
Y2J [uo ~aj[¥2

mozgasegyenlet matrixanak sajatértékei

i - _ “+lLa>2 , 2

Al,2 - 2712 “0 -
Ezek valds szamok, s az egyikik pozitiv, a masik pedig nega-
tiv, Igy aq = 7, q = 0 pont a rendszer instabil egyensulyi
helyzetének megfeleld hiperbolikus fixpont, masnéven nyereg-
pont. A fazistérbeli trajektéoriak a 3.3 abran vazolt gorbék.
A hiperbolikus pontbé6l Kiinduld szeparatrix-agak most nem tér-
nek vissza a nyeregpontba (mint a csillapitas nélkiali inganal),
hanem ketté kozuluk (@ két kifutd &) a vonzdé Fixpontba



3.3 abra. A csillapitott inga fazisdiagramja

(@ foOkuszba) szalad bele, a masik két &g pedig a végtelenbe
nyulik.

4. AZ ANHARMONIKUS OSZCILLATOR. BIFURKACIOK

Egy rendszer szingularis pontjainak jellege a rendszert jel-
lemz6 paraméterek lassu valtozasara megvaltozhatnak; példaul
a korabban stabil egyensulyi helyzetek instabilla valhatnak, s
uj stabil egyensulyi helyzetek jelenhetnek meg, és viszont.
Tekintsik példaul a

g+ aq + kq + =0
differencialegyenlettel leirt megoldast! Ez a V(q)=k g*/2+g™/4
potencialu elétérben mozgd és a sebességével aranyos fékez6-

erdét érz6 tomegpont, a csillapitott anharmonikus oszcillator
esete. Az x = (q,q) valtozékban a mozgasegyenlet
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d fx1 [x2
X

x2 —ax2—x1(k+x%) , “-D
melynek fixpontjait az

X2 = 0r

X1 (k+x™) = 0

oOsszefuggések hatarozzdk meg. Az x| = x* = 0 pont mindig fix-
pont, s amennyiben Kk > 0, Ugy nincs is mas szingularis pontja
a (4.1) egyenletrendszernek. Linearis stabilitasvizsgalattal

4.1 abra. Anharmonikus oszcillator potencialja po-
zitiv, illetve negativ kvadratikus tag esetén

megallapithatjuk, de a 4.1 abra alapjan ranézésre is eldont-
hetjuk, hogy ez egy stabil (vonzd) fixpont, amely a fazistér-
beli aramlasi képen (4.2a abra) az a csillapitasi paraméter

nagysagatol fuggbéen vagy csomépontként, vagy Fokuszként jelent-
kezik.

23



4.2 abra. Csillapitott anharmonikus oszcillator fa-
zistérdiagramja Kk > 0 @ ¢és kK < 0 (b) esetben

Ha viszont Kk < 0, Ugy harom fixpont létezik, melyek kozul
X* = x* = 0 instabil, az x* = I/Tc, x* = 0 pedig stabil. A fa-
zistérbeli trajektéridkat a 4.2b abran tintettiuk fel. Az origd
most nyeregpont, melyb6l kifutd szeparatrix-agak a stabil fix-
pontokba (mindkett§ mashovad) tartanak, a befutd szeparatrix-
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agak pedig a "végtelenbdl"™ indulnak.

Amennyiben a K paramétert egy pozitiv értékrél indulva las-
san csokkentjik, az eredetileg stabil fixpont (az origo) felha-
sad két, kK csokkentésével egyre tavolodd attraktorra, s ezek
k6zott egy instabil fixpont, egy nyeregpont marad vissza. Ez
a bifurkacidé jelenségének [2] egy specialis esete.

Ugyanilyen jellegl bifurkacié a konzervativ rendszerekben
is fellép. Legyen a (4.1) egyenletrendszerben szerepld a para-
méter értéke nulla (elhanyagolhatéan kicsi), akkor a csillapi-
tas nélkuli anharmonikus oszcilldtort kapjuk, melynek fazis-
diagramjat a 4.3 abran latjuk. A trajektoriak egyenletét az
energia allanddosaganak feltételébdl explicit alakban is koény-

4.3 abra. Csillapitas nélkuli anharmonikus oszcil-
lator fazistrajektoriai k>0 @ és K < 0 (b) eset-
ben
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nyen felirhatjuk:

1*2 K2 ,1 4
3 + 24 +44 =E-

Ha a k paraméter értékét a pozitiv tartomanybdl indulva foko-
zatosan csokkentjuk, uUgy az origébeli elliptikus Ffixpont fel-
hasad két (egyre tavolodd) elliptikus pontra, s kozottuk egy
hiperbolikus pont marad vissza. Ez utobbibdél kiinduldé szepe-
ratrix-agak — mivel az energia allanddésaga miatt a végtelenbe
nem nyulhatnak, s a stabil fixpontokba sem futhatnak be azok
elliptikus jellege miatt — szukségképpen visszatérnek a nye-
regpontba .

Ha nem akarjuk az egész fazisteret, az ottani viszonylag
bonyolult aramlasi képet abrazolni, hanem csak a fixpontok
helyzetére vagyunk kivancsiak, akkor a 4.4 abran lathat6é (kon-
zervativ és disszipativ esetben egyarant érvényes) képet kap-
Juk. Ezen az attekinthet8ség kedvéért csak az x* koordinatat
tintettik fel k fuggvényében, a Fixpont masik, x* = 0 koordi-
natajat nem abréazoltuk. Altalédban azonban csak a teljes fazis-
térben lehet feltintetni a Ffixpontok helyzetét, s azok esetle-
ges bifurkacigjat.

4.4 abra. Bifurkacidé az anharmonikus oszcillator
példajaban
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5. HATARCIKLUS. A DUFFING-0SZCILLATOR

Az eddig vizsgalt egyszeri esetekben a disszipativ rendszer
elegendBen hosszu id6 mulva biztosan valamelyik stabil egyensu-
lyi helyzetébe, a fazistér valamelyik vonz6 fixpontjaba kerul.
Ez azonban nem szikségszerl, elképzelheté az is, hogy valami-
lyen stabil periodikus mozgas, ugynevezett hatarciklus alakul
ki; természetesen ehhez az energiadisszipaciot potlandd kilsé
gerjesztésre van szikség.

A legegyszeribb ilyen viselkedést mutaté rendszer egy olyan
tomegpont, melyet periodikus kils6 er6vel gerjesztink, s amely-
re emellett a sebességével aranyos nagysagu fékez6erd hat. Az
egydimenzidés mozgas mozgasegyenlete

q() + a g(t) = A cos (t, G-.D
melyet az x» = g(t) és X2 = wt (j valtozék bevezetésével az

xN = —ax™ + A cos X2 ,
G2

X2 = W

autonom elsbrendl egyenletrendszerré alakithatunk. Az (5.2)
egyenletrendszernek nincsenek fixpontjai, van azonban hatar-
ciklusa, hiszen az egzakt megoldas

X1~ = ~2——2 @ CcosU3t + wsinwt  + X1 0)- —~—-2 e /
a +u J 1 a +w
G-3)

s ez a > 0 miatt elég hosszu i1d6 utan az

x1(@® = yfb—Y,COS(mt + 9D, (@@o =5H

Ka +of
periodikus mozgasba megy &at. Annak érdekében, hogy a hatarcik-
lus ne csak az x* valtozdoban, hanem a teljes (x*,x2) allapot-
téren periodikus legyen, szokasos eljaras, hogy az x2 valtozoét
csak a O 1T Xj < 2ir intervallumon azonositjuk cot-Vel, s az
&j ,x2 = 2) koordinataju pontokat az (" ,x2 = 0) pontokkal
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azonositjuk. Ez hasonld ahhoz, mint amit a 3. fejezetben az in-
ga targyalasanal bemutattunk: a fazisteret a szogvaltozd perio-
dicitasa miatt nem egy sikkal, hanem egy henger palastjaval
azonositottuk. Az (", X2> fazistérben a trajektoériak az 5.1
abran lathatdé gorbék.

5.1 &bra. Hatarciklus kialakuléasa

A hatarciklus fogalmilag nem kuloénb6zik lIényegesen a fix-
ponttél, alkalmas koordinatatranszformacioval (egyuttmozgo
koordinatarendszer bevezetésével) egy hatarciklusba torkollo
mozgas ugyanis mindig "leallithatd”. (A fenti példaban x™(t)
helyett bevezetve az x(t) = xM(t) - x™(t) (j valtozot, elég
hosszd 1d6 utan x™(t) s 0 teljesul.)

A hatarciklus stabilitasa linearis kozelitésben a fixpon-
tokéhoz hasonldan vizsgalhat6é. Az (6.1) egyenlettel leirt
rendszer hatarciklusa — [l1ényegében az egyenlet linearitasa
miatt — akarmekkora A (de pozitiv a) mellett stabil, negativ
a mellett pedig instabil. Mint latni fogjuk, bonyolultabb
(nemlinearis) rendszereknél eléfordulhat, hogy egy paraméter
lassu valtoztatasa mellett az eredetileg stabil hatéarciklus
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instabilla valik, s U — esetleg az eredetitél eltérd perio-
dusidejli — stabil hatarciklus jelenik meg, vagyis fellép a bi-
furkacié jelensége.

A hatarciklusra vezetd§ mozgasok tanulmanyozasanal is nagyon
hasznos médszer a Poincaré-leképezés (F.2 fluggelék). Amennyiben
a kiuls6 gerjesztés periodikus (@ periddusideje T = 2ir/u) , ugy
megtehetjik, hogy az id6ét leszamitva N komponensi

X = (xX1,x2,. ..,xN) = X(®

allapotvektort csupan a T periddusid6é egész szamu tobbszordsei-
nél nézzik meg, 1gy az N-dimenzids térben egy

x1 = x(T),
X2 = X (@D,
X, = X(nT)

pontsorozatot kapunk. (Figyeljink a jeltlésekre: x» az x vektor
i-edik komponensét, x pedig az n-edik iteracidé eredményvekto-
rat jeloli!) Mivel a

4 N mr's5-*’
mozgasegyenlet jobboldalan allé flggvény periodikus, xn egyér-
telmien meghatarozza x +"-t, vagyis az

*n+l = P(*n>

leképezés Tluggvényalakja nem flugg n-t6l (vagy ami ezzel ekvi-
valens: nem figg az id6tél).

Amennyiben a mozgasegyenletnek egy T periédusidejqjﬁatér—
ciklusa van, ugy a Poincaré-leképezésnek valamilyen x pontban
fixpontja van,
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P(X ) = X,

ha pedig a hatarciklus 2T periddusidejli, ugy a leképezésnek egy
kettes perioddusu ciklusa, vagyis P -nek Ffixpontja lesz:

PR =%,

és igy tovabb.

Az (5.2) egyenletrendszer Poincaré-leképezését (a megoldas
explicit alakjanak ismeretében) zart alakban is megadhatjuk.
Mivel az un = x™(nT) jeldléssel

un =u + Ny

ahol

u* = 2A 2 (@ cosml + msinwT), X =x7(0)- A -2 ,
bl +a a +ai

a Poincaré-leképezés

untl = P(un) = @@ Hu* + U «t*

A fixpont nyilvan u , hiszen teljesil, hogy P(u ) = u . A fix-
pont stabilitdsa, vagyis maganak a hatarciklusnak a stabilita-
sa u koruli linearizalassal donthet6 el. Az y Hu - u Kki-
csiny mennyiségre vonatkoz6 leképezés

Wt R(Xn) = RO + ﬁy In=

s mivel a jelen esetben dR/dy = y <1, a hatarciklus stabil.
(Altaldban a stabilitast a

dr(y)
dy y=0

derivalt tenzor sajatértékeinek nagysaga donti el (F.2 fugge-
lIék C része).
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Vizsgaljuk meg most egy nemlinearis gerjesztett oszcillator
mozgasat! Az egyszerilség kedvéért valasszuk a 4. fejezetben
targyalt egydimenzids oszcillatornak a k=0 paraméterértékhez
tartoz6 specialis esetét, 1/T = 1 frekvenciaju szinuszos kilsé
gerjesztéssel! Ez az un. Puffing-oszcillatornak [3-6] egy spe-
cidlis esete, a mozgasegyenlete

g+taq +g”~=A sinQir v . G5
e 2
(Megjegyezzilkk, hogy az &ltaldnos mqg+aqg+kq+ Xq =
= A sin(mt) Duffing-egyenlet 3, az (5.4 egyenletnek megfele-
16 nulla sajatfrekvenciaju specialis eset pedig 2 lényeges pa-
ramétert tartalmaz, a tobbi a q koordinata és az id6 alkalma-
san valasztott atskalazasaval kitranszformalhato.)

Elegend6en nagy a értéknél, vagyis elegend6en nagy csilla-
pitasnal az (56.4) egyenlet altal leirt rendszernek stabil ha-
tarciklusa van, melyet az (x*,x2) = (q,q9) sikon egy zart gor-
bével szemléltethetink (6.2 abra). A mozgas az x" ,x2 és
x3 = 2irt koordinatadkkal megadott haromdimenzidés allapottérben
egy egyertéki dx/dt = T(X) sebességmezével irhaté le; ebben az
allapottérben a trajektériak nem metszhetik at onmagukat, vagy
egymast. Az 5.2 abran lathaté hurkok azért jelentek meg, mert
a haromdimenzids trajektérianak egy kétdimenzids vetiletét ab-
rdzoltuk .

Ha elkészitjik a Duffing-oszcillatornak egy olyan Poincaré-
leképezését, amely az x = (x",x2) kétdimenzids vektor értékét
at =n egész értékeknél adja meg, mindegyiket az el6z6 flgg-
vényében :

*n+l = P(5n>"

ugy a stabil hatarciklus egy stabil F = (x*,x2) fixpontként
jelentkezik:

P(F) = F .

Az a paraméter értékét csokkentve valamely a = X1 alatt a
T = 1 periddusidejld hatarciklus instabilla valik, viszont meg-
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5.2 &bra. Elegend6en nagy csillapitas esetén a
Duffing-oszcilladtor aszimptotikus viselkedését egy
stabil hatarciklus jellemzi. Ilyenkor az

=
x(t=n) E’)*‘-x(t:n+1) Poincaré-leképezésnek az F pont-
ban stabil fixpontja van

jelenik egy T = 2 periddusu stabil hatarciklus (6.3 abra). A
Poincaré-leképezésen ez a folyamat ugy jelentkezik, hogy az F
fixpont "felhasad” az P és F2 pontokbdl &all6 kettes periddusu
ciklusra, vagyis

P(F1) = F2; P(F2) = F1.
Tovabb csokkentve a csillapitast a = A2-nél ez a hatarcik-
lus is instabilla valik, s kialakul egy T = 4 periddusideji
stabil mozgas (5.4 abra), majd a = A3~nal T = 8, és igy to-

vabb:

T =2n, ha Antl <a < Aan.
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5.3 é&bra. Kétszeres perioddusidejl stabil hatarcik-
lus a Duffing-oszcillator allapotterében X2 <a<X®
csillapitas esetén. A Poincaré-leképezésnek ekkor

egy kettes periddusu ciklusa van ( F n -2

5.4 @&bra. T=4 periddusidejli aszimptotikus mozgas,



A numerikus kisérletek (és késBbb ismertetendd elméleti
megfontolasok) szerint a periddus-dupladzédas a véegtelenségig
folytatdodik, s a X , X3, ... sorozatnak egy bizonyos X»
értéknél torldédasi pontja van [5].

Ha az a paramétert még tovabb, vagyis Xu ala csokkentjik,
akkor a rendszer aszimptotikus mozgasanak szabalyossaga (pe-
riodicitdsa) megszlinik, s az allapott®érbeli "aramlas" (néhany
kivételes kezd6feltételtsl eltekintve) szabalytalanna, kaoti-
kussa valik. Ez a kaotikus mozgas azonban nem tolti be a
teljes allapotteret, hanem a kezd6feltételek értékétdl telje-
sen fuggetlenul (legalabbis azoknak egy bizonyos tartomanyan
beltilrél indulva) mindig rahdzédnak a trajektoriak az alla-
pottérnek egy részhalmazara, az un. "kiloénés attraktorra'.
Err6l a furcsa képz&dményrdél, melynek a Poincaré-leképezését
az 5.5 abran lathatjuk, még sok sz6 esik a kés6bbiekben. Itt

5.5 &bra. A DufJding-oszcillator Poincaré-térképe
aXoo esetén. Az xn pontok n*=* hataresetben egy "ki-
16n6s attraktoron “helyezkednek el, melyen (néhany
kivételes kezd6feltételtsl eltekintve) teljesen
szabalytalanul ugralnak
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most csak annyit jegyzink meg, hogy a kuloénds attraktornak az
egyik legjellegzetesebb vonasa az, hogy a mozgas rajta nagyon
érzékenyen fugg a kezdeti feltételektdl; azok nagyon kicsiny
megvaltoztatasara viszonylag rovid id6é malva a trajektoriak vé-
ges értékkel eltérnek az eredetiektél, vagyis a mozgasnak a
kezdeti feltételekbdl torténd pontos elbrejelzése gyakorlati-
lag teljesen lehetetlen.

6. PERIODIKUSAN "LOKDOSOTT" HARMONIKUS OSZCILLATOR

irjuk le egy w2rr frekvencigju harmonikus oszcillator moz-
gasat, ha azt szabalyos — mondjuk At = 1 — id6kdzonként egy-
-egy nagyon rovid ideig haté erdlokés éri.(Az er6lokés id6tar-
tamarol feltesszik, hogy sokkal roévidebb, mint a harmonikus
rezgés periddusideje.) Az er6lokés nagysaga fluggjon a rezg6-
mozgast végz6 test pillanatnyi kitérésétél valamilyen F(X)
figgvénynek megfeleléen, amely fuggvény altalaban nemlinearis.
A csillapitas elhanyagolasaval a mozgasegyenlet

2 °°t

d =R () +F® Y "16(t-n). 6.1
dt T

Ez az egyenlet két erdlokés kozott harmonikus rezgbémozgast ir
le, igy egzaktul kiintegralhato:

x(H) XQ cos o}t + yQsin Oft,

6.2)

y(®) yQ cos Ut - xQsin ait,

ahol y(t) = x(b)/io. Ha ismerjuk x és y értékét kozvetlenil a
t=n pillanatbeli er6lokés utan ((Jeloljuk ezeket xn-~-nel és yn~
nel), akkor az (n+l)-edik el6tti értékeket (6.2)-bbdi kaphat-
Juk meg:

x(t=n+l-€) = xn C + yn S,

y(t=n+l-e) = -xn S + yn C,

35



kozvetlenul az er6ldkés utani adatokat pedig a (6.1) mozgas-
egyenletbdl :

Xn+1‘ = Xn C+ Xn S

XS +y C+—— —

<
1

ahol bevezettik a cosm = C és sinw = S roviditéseket. A (6.3)
rekurzids oOsszeflggések tulajdonképpen egy Poincaré-leképezést
definialnak, hiszen egyértelmliien megszabjak, hogy a t=n pilla-
natbeli (X,y) értékekb6l hogyan szamithatjuk ki a At = 1 id6-
vel késbébbi (x,y) fazistér-koordinatakat [7] -

A (6.3) leképezés terilettarto:

T=3(Xn+l.yn+l> = C s =c2+ ,2 =

a(xn,yn) —S+C—lJJ C+S—Lu

6sszhangban azzal, hogy (6.1) egy Hamilton-féle rendszer moz-
gasegyenlete .

A (6.3) rekurziods Osszeflggések lehetb6séget adnak arra,
hogy valamilyen XO0»Y0) pontbdl elindulva és sokszor (szamitoé-
géppel akar tobbszasezerszer) iteralva nagyon nagyszamu
(x ,yn) pontot kapjunk, s ezeknek a pontoknak a Poincaré-tér-
képen vald elhelyezkedéséb8l a rendszer hosszutavu viselkedé-
sére, mozgasanak aszimptotikus megjosolhatdsagara, vagy megjo-
solhatatlansagara kovetkeztethessink. Numerikus tapasztalatok
és késb6bb részletezendd elméleti megfontolasok egyarant arra
utalnak, hogy a kialakulé mozgas (jJellegét és bizonyos kvan-
titativ mérdszamait tekintve) Ilényegében elég tag hatarok ko-
zott fuggetlen az F(x) Tuggvény konkrét alakjatol és a benne
szerepld paraméterek értékétél. Emiatt valaszthatjuk példaul
F(xX)-t a legegyszer(ibb nemlinearis fuggvénynek, F(X) = w x -
nek. (Egy konstans és egy linearis tag F-b6l kitranszformal-

haté, a kvadratikus rész egyltthatéja a lépték nyujtasaval
tetszés szerint beallithaté.) Ekkor az

It = =S Xn * c ¥In * X%#I
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alakot kapjuk, amely nem annyira specialis leképezés, mint azt
els6 ranézésre gondolnank, hanem (Id. F.3 fluggelék) a legalta-
lanosabb teriulettart6é, kvadratikus, elliptikus fixponttal ren-
delkez6 leképezés [8-9] -

Amennyiben a gerjesztd er6re jellemz6 F(x) fFilggvény x-szel
aranyos tagot is tartalmazott, Ugy az x =y = 0 pont esetleg
elliptikusbél hiperbolikus fixpontta alakul at, s (6.4) helyett
az (F3.9) paraméterezés, vagy a legaltalanosabb alak (F3.7)
hasznalhaté. Hogy ez a leképezés (az Hénon-féle konzervativ le-
képezés) mennyire altalanos, mennyire nem kotédik az oszcilla-
torhoz, azt jol mutatja, hogy a szabalyos id6kézonként (nemli-
nearisan) 1okdosott, de egyébként szabadon mozgd részecske le-
iradsabol is megkaphaté [10-11] . Ha xn jeldli a részecske he-
lyét, yn pedig a sebességét, akkor két er6lokés kozott (egy-
ségnyinek valasztott ideig) a részecske szabadon mozog:

Xn+1l = xn + *n*” (6-5

a sebessége pedig valamilyen F fuggvénynek megfeleld médon
hirtelen megvaltozik:

yn+i =yn + f(W - (6-6)

A fenti két Osszeflggés, amennyiben f-et hatvanysorba fejtjuk
és csak a ketténél nem magasabb kitev6jl tagokat tartjuk meg,
ugyancsak egy terulettart6é, kvadratikus leképezést definial,
melyet (1d. F.3 figgelék)az Hénon-féle (F3.8) normalalakra
hozhatunk. Amenniyben a mozgast egy (linearisnak feltételezett)

disszipativ erd fékezi, ugy (6.6) helyett

yn+1l = b + f(xn+1>" Hal < 1

irja le a mozgast, amely (legfeljebb kvadratikus f esetén)
ugyancsak az Hénon-féle normalalakra, az
2
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formara hozhatdé. Az a és b paraméterek bizonyos tartomanyaban
itt is megfigyelhet§ a periddus-kett6z6dés jelensége, ugyanugy,
mint ahogy azt az 5. fejezetben ismertetett Duffing-oszcilla-
tor Poincaré-metszetén lattuk, s egy kilonés attraktor is kia-
lakul, hasonl6an, mint a Duffing-oszcillatornal.

A kulonboz6 jellegl fizikai rendszerek hasonld viselkedése
azonban nemcsak a disszipativ esetben, hanem konzervativ rend-
szereknél is megfigyelhet6. A csillapitas nélkili gerjesztett
anharmonikus oszcillatornak, vagyis a Duffing-oszcillator
konzervativ hataresetének a Poincaré-leképezése lokalisan
ugyanolyan jellegld, mint a periodikusan l6kdosott oszcillato-
ré, vagy a lokdosott szabad részecskéé. Ezeket egyarant az
Hénon-féle konzervativ leképezés irja le, amely - elliptikus
Ffixpont létezése esetén - (6.4)-nek megfelelben parametrizal-
hat6. Nézzink meg egy ilyen leképezést egy kicsit részlete-
sebben!

6.1 4&bra. Egy terilettarté kvadratikus leképezés
néhany ezer iteracidjanak eredménye

A 6.1 abran feltintettik a (6.4) iteraciots képletekb6l ado-
dé néhany ezer pont elhelyezkedését az (X,y) sikon b= 76.11°-
os paraméterértékeknél [12]. Mivel az origdé kozelében a kvad-
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ratikus tag hatasa kicsi, a leképezés jé kozelitéssel egy uw
szogli sikbeli forgatasnak felel meg; ennek megfelelfen az ori-
g6 korul invarians (©6nmagukra leképez6dd) ponthalmazokat, kon-
centrikus koroket varunk. Ezek a kordk valoban megfigyelhetdk
a 6.1 abran. (Mindegyik "kor" mas-mas kezd6feltételnek felel
meg.) Az origotdol tavolodva az invarians gorbék egyre jobban
eltorzulnak, s egy bizonyos tavolsagban 5 nagy sziget alakul
ki. Ezek azért johetnek létre, mert az w szdg kozel van a "re-
zonans"™ 72°-hoz. A kvadratikus tag az atlagos forgatasi szoget
az eredeti w-rol mintegy eltolja 360°/5 = 72°-ra, emiatt min-
den o6todik leképezés ugyanoda, vagy kozel ugyanoda viszi visz-
sza az (xn*Yn) koordinataju pontot, ahonnan elindultunk. Az 0ot
stabil (elliptikus) fixpont kdzott hiperbolikus pontokat tala-
lunk, ezek instabil Ffixpontjai az 6tszor egymas utan elvégzett
leképezésnek. Ha egy ilyen hiperbolikus pont kdérnyezetét na-
gyobb nagyitasban tanulmanyozzuk, akkor a 6.2 &bran lathato
képet kapunk. Jol megfigyelhetd, hogy a nyeregpont kérnyezeté-

6.2 &bra. Az el6z6 abran lathatdé Poincaré-leképezés
egyik hiperbolikus pontjanak koérnyéke — Kkinagyitva
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ben a pontok nem rendez8dnek gorbék mentén, hanem diffazan
szétszortan, kaotikusan helyezkednek el. A kaotikus tartomany

pontjait a leképezés soran — a kezd&6feltételtdl Iényegében
figgetlenil — mindig bejarja a rendszer, méghozza teljesen
Osszevissza, el8re ki nem szamithatdé médon. Emellett — mint

azt a 6.2 abran megfigyelhetjik — a kaotikus tartomany mellett
elliptikus pontok finom lancolata is megtalalhat6é, melyek ko-
z6tt Gjabb instabil hiperbolikus fixpontok taladlhatok. Ezek
kérnyezetét még jobban kinagyitva ismét a 6.2 abrahoz hasonlé
képet kapunk. A tapasztalat szerint tehat a kaotikus és a vi-
szonylag szabalyos mozgasnak megfeleld tartomanyok egyarant
jelen vannak egy konzervativ rendszer allapotterében, s egy
egymasba agyazott, o©6nmagat finomabb és finomabb skalan Ujra és
Ujra megismétld bonyolult struktarat alkotnak. Ennek a strukti-
ranak a tanulmanyozasa, kvalitativ és kvantitativ tulajdonsa-
gainak megértése, illetve a disszipativ rendszerekkel valdé kap-
csolata tovabbi vizsgalatok targyat képezi.
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KAOSZ ELEKTRONIKUS ARAMKOROKBEN

7. A VAN DER POL-OSZCILLATOR

Kaotikus viselkedés megfigyelhetd egyszerd nemlinearis aram-
korokben is. (Az ellendllasokon fejl6d6é hé miatt minden aramkdr
disszipativ rendszer.) A nemlinearis elemek széles valasztéka
all rendelkezésiunkre: elektroncsovek és félvezetbeszkozok -
igen valtozatos karakterisztikakkal. Az alabbiakban olyan aram-
koroket vizsgalunk, melyekben olyan - az egyszer(liség kedvéért
triddanak nevezett - harompolus szerepel, amelynek bemené ara-
ma elhanyagolhatéan kicsi (Ir * 0), kimen6 &aram — bemend fe-
sziltség karakterisztikija pedig,adott kimend fesziltség mellett,
a 7.1 abran lathaté la = g(U) Tfuggvény. (A valodi triodak vi-
selkedése ennél bonyolultabb; fenti tulajdonsagu harompdolus
azonban ténylegesen készithetd.)

7.1 abra. Trioda és karakterisztikaja

Mivel a karakterisztika az (IQ, U=0) pont koéril paratlan figg-
vény, Kkis racsfesziltségek esetén a vezet6 nemlinearis tag ko-
bos, tehat irhatjuk, hogy

4



I3 =9() =1 +SU-j6U3, 7.1

ahol S és G pozitiv allanddk.

Vizsgaljunk el8szdr egy triddas oszcillatort, amelyet ugy
kaphatunk, hogy a racskorbe R,L,C elemeket iktatunk be, s az
indukcios tekercs M kdlcso6nds indukcidval kapcsoldédik az andd-

korben 1év6 tekercshez. Ilyen moédon visszacsatolast hozunk l1ét-
re az anédaram és a racsfesziltség kozott.

7.2 abra. Trioédas Van der Pol-oszcillator

A racskorre vonatkozé Kirchhoff-egyenlet
o] | dl dg(U) du
Lat ¢RI -" -MIr -“ -mM "X 37 m 17°2

S--1-

Amennyiben a racsfesziltség nem tal nagy, hasznalhatjuk a ka-
rakterisztika (7.1) kozelitd képletét, s U-ra a kovetkezd ma-
sorendd egyenletet kapjuk:

d2u + di (RC - MS + MGU2) + U _ Q (@)
de2 dt LC LC



T - /-EG r X Al |M§M_GEE/ y© o ME_RC (7.5

dimenzidotlan valtozok bevezetése utan az

X - y(1-x2)x + X =0 (7.6)

egyenletbe megy &at, ahol a pont a T szerinti derivalast jelo-
li. (7.6) az Uun. Van der Pol - egyenlet [13] , amely az egyik
legegyszeribb egyenlet, melynek megoldasa stacionarius alla-
potbol hatarciklusba torténd bifurkaciét mutat. A Van der Pol-
egyenlet ekvivalens a kovetkez6 két elsérendid egyenlettel:

X
I

yly - (3/3-X)] , (7.73)

y = -(/y)x . (7-70)
Megjegyezzik, hogy Van der Pol-oszcillator létrehozhatdé mas
kapcsolassal is. Ha példaul a 7.3 abran lathaté aramkérben,
melynek aktiv eleme a negativ ellenallas, a karakterisztika az
Ig = -ai + yU3 fuggvénnyel helyettesitheté az origo korul, az
U-ra kapott egyenlet ismét a (7.6) alakra hozhaté.

7.3 abra. Negativ ellenallasai mikodé Van der Pol-
oszcillator és az ellenallas karakterisztikaja



Vizsgaljuk meg, a Van der Pol-oszcillator nyugalmi allapota mi-
kor stabilis egyensulyi helyzet. A (7.6) egyenlet x=0, x=0 al-
lapota koruli kis kitérésekre (X << 1) vonatkozé linearizalt
valtozata

X = yx - X, 7.8

ami azonos a (-y) kozegellenallasi egylutthatoju csillapitott
harmonikus oszcillator mozgasegyenletével. Ebb6l kovetkezik,
hogy y < 0 esetén az x=0, x=0 allapot stabil, y 1 0 mellett vi-
szont nem az. Ay = 0 érték azt jelenti, hogy a (7.6) oszcil-
lator csillapitas mentes.

Amennyiben a y paraméter pozitiv értéket vesz fel, a (7.6)
egyenletnek létezik stabil hatarciklus-megoldasa. A hatarcik-
lus konnyen meghatarozhaté a y << 1, ill. a y > 1 hataresetek-
ben. Kis y érték mellett a (7.6) egyenlet aszimptotikus megol-
dasat az x (t) = A cost alakban kereshetjuk. Behelyettesités
utan az (@ - A cos x)A sinx = 0 egyenletet kapjuk, amibél a
sin T = (3/4)sinx + (1/4)sin3x azonossag folhasznalasaval, a
felharmonikus elhanyagolasa utan, az A=2 értéket kapjuk. A ha-
tarciklus az (X,xX) sikon tehat egy A=2 sugaru kor, amin fol-
Iépnek a sin3x tagbd6l adédd modulacidk, ezek egyiltthatéja azon-
ban y-vel aranyos, tehat igen kicsi. A hatarciklus a y=0 érték-
nél ugrasszerlien jelenik meg, az atmenet tehat az els6rendl
fazisatalakulassal analég. Konnyen igazolhatd, hogy a hatarcik-
lushoz tartas meglehetdsen lassu: exp(-yt)-vel torténik.

Ay >> 1 esetben a hatarciklus alakjanak meghatarozasa a
(7.7) egyenletek segitségével egyszerl. A (7.7a) kifejezésbdl
ugyanis leolvashatd, hogy a nagy y érték ellenére is az x
mennyiség lassan valtozik, amennyiben y r x3/3-x. Létezik te-
hat az (x,y) allapottérben egy "lassu felilet”, az y = x /3-X
harmadfoklu parabola, melynek széls6 again mind x, mind y las-
san valtozik. A parabola lokalis széls6értékei kozotti szaka-
szara es6 pontok azonban nem elégithetik ki a (7.7b) egyenle-
tet, ezért az y = +2/3 értékeknél a rendszer letér a lassu fe-
luletr6l, s x ugrasszerlien gyors valtozasaval keriul at az
egyik stabil &agrél a masikra. A hatarciklus alakjat a 7.4 ab-
ra mutatja.
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7.4 &bra. A Van der Pol-oszcillator hatarciklusra
Ay <<l,b)y>1

Az eddig targyalt (szabad) Van der Pol-oszcillatorban kaotikus
viselkedést nem tapasztalunk, ennek ugyanis - mint latni fog-
Juk - az a szikséges feltétele, hogy legalabb harom autonom
nemlinedris els6rendld differencidlegyenlet irja le a rendszert.
A kényszeritett Van der Pol-oszcillatorra ez a feltétel mar
teljesul. Tegyuk fel ugyanis, hogy w//LC frekvenciaju kilsé
fesziltséggel gerjesztjik a rendszert (a racskoron keresztil),
ahol w dimenzidtlan paraméter. Ekkor a (7.6) egyenlet jobb olda-
lan megjelenik egy cosmx-val aranyos tag, a mozgasegyenlet te-
hat mindig a koévetkez6 alakban irhato fel:
X + y(x2-1)x + X = bycoswx, _ @9

ahol b a gerjesztd§ fesziltséggel aranyos paraméter. A (7.9)-el
ekvivalens két els6rendl egyenlet:

X
I

yy - (x3/3-x]]1, (7.10)

-(1/y)x + b cosojt, (7.11)

<
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ami Ugy tehetd autonom rendszerré, hogy bevezetjiuk a 0 = uT

Uj valtozét, vagyis a kovetkezd harom els6rendl egyenletbdl al-
16 rendszert tekintjik:

x = Uly - 03/3-9] ,
y = —(@y)X + b cos0, (7.12)
0 = w.

A kényszeritett Van der Pol-oszcillator példija torténeti
érdekességl, ugyanis ez volt az els6 olyan disszipativ rend-
szer, melyr6l (még 1945-ben) sikerilt kimutatni, hogy kaotikus
megoldasai is vannak [14], s ez kés6bb lIényeges hatast gyako-
rolt a dinamikai rendszerek elméletének fejl6désére [15-17].

Cartwright és Littlewood azt talaltdk, hogy y >> 1 esetén
bizonyos b és y értékekre a rendszer viselkedése kaotikus, va-
gyis az &aramkdr ilyenkor zajossa valik. A (7.12) egyenletrend-
szerb6l leolvashatd, hogy az y = x /3-x egyenletld felileten a
gerjesztett esetben is lassu mozgas torténik, ha y nagy. b val-
toztatasaval eljuthatunk olyan tartomanyba, ahol a mozgas igen
érzékennyé valik, vagyis a kozeli palyak er8sen szétszoroéodnak.
Ha ez bekodvetkezik, a mozgas kaotikus, s nem mutat semmilyen
periodicitast.

Erdekességként megjegyezzilk, hogy a (7.12)-héz hasonlé ti-
pusu egyenletrendszerrel modellezhetf a sziv szabalytalan mi-
kodése [18], az uUn. aritmia, mely akkor all eld, ha az egymas
utani szivverések nem azonos id6kozonként kovetik egymast.

8. ALAGUT-DIODAS 0OSZCILLATOR

A Van der Pol-oszcillator nemcsak ugy tehetd kaotikussa,
hogy kuls6 fesziltséggel gerjesztjiuk, hanem ugy is, hogy még
egy nemlinearis elemet beiktatunk a racskorbe [19]. Legyen ez
az elem egy alagut-didéda, melyet sorbakapcsolunk az R ellenal-
lassal. A kapcsolasi rajzot és a didda karakterisztikajat a
8.1 4bra mutatja. C1l az alagut-didéda kapacitasat jeloli, mely
rendszerint kis érték, vagyis C" << C. A kés6bbiekben alapvetd
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8.1 abra. Alagut-didédas aramkdor és a didda karakte-
risztikjja

szerepet fog jatszani az alagut didéda azon tulajdonsaga, mi-
szerint a karakterisztika AC szakasza instabil, vagyis novekv
V értékekre az A pont elérésekor A D, csokken6 értékekre pe-
dig a C pont elérésekor C B atmenet torténik.

A fenti kapcsolas paraméterei megvalaszthatok udgy, hogy a
tridda a linearis tartomanyban mikodjon, vagyis (7.1)-ben az
U -bel aranyos tag elhanyagolhaté legyen. (Ez azt is jelenti,
hogy a harom els6rendl autonom egyenletb6l elég, ha egy tar-
talmaz nemlinearis tagot, kaosz mar akkor is kialakulhat, Id.
(7.12) és (8.1) egyenlet). A racskérre vonatkozo Kirchhoff-
torvény ekkor a kovetkez6 alakban irhatdo [19] :

[ Qe _MSRC Ly =V,
u =“¢é (S
Clg =1 - 2(V).

Dimenzidétlan valtozokként most a kdvetkezd mennyiségeket ve-
zetjuk be
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t x-f . ,-FF. z. "N, 6.2
JC m ml

ahol Im és Vm a karakterisztika jellemz6 adatai (Id. 8.1 &bra),
Az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

X =yx +y - 0z, (8.3)
y = —x, (8-3b)
ez = X - F(2), (8-30)

ahol a pont a T szerinti derivalast jeldli, y a (7.5 egyenlet-
ben definialt paraméter, tovabba

g-irlffF" e=ifg" f(z2) =T 2(vmz)- (8-9)

Legyen az MS-RC kombinaci6, tehat y is pozitiv, ilyenkor - ha-
sonléan a Van der Pol-oszcilldtorhoz - a rendszer nyugalmi &al-
lapota instabil. Ugyanakkor feltesszik, hogy (MS-RC)/ (LC) nem
tul nagy, vagyis az aramerfsség eleinte viszonylag lassan no-
vekszik. Masrészt mivel C1 kicsi volt, e is kis érték. A 8.1
abran leirt aramkdrt tehat a

0 <y << 1, e << 1 3.5

paraméter-tartomanyban kivanjuk tanulmanyozni. A 8.2 abra a
racsfesziltség i1d6beli valtozasat mutatja olyan paraméter ér-
tékek mellett, melyek a (8.5) feltételnek eleget tesznek [19].
A jelenség kvalitativ leirasa konnyen megadhaté. EN8szOr is
vegyuk észre, hogy amennyiben z(vagy V) valtozasa nem tul
gyors, az e paraméter kicsinysége miatt jo kozelitéssel fenn-
all az X = f(z2) Osszeflggés, amint az (8.3c)-b8l kovetkezik.
Az allapottérben tehat létezik egy lassu felilet, s a rendszer
mindig ezen tartézkodik, hacsak az aramkdr éppen at nem kap-
csol, vagyis nem A -mD vagy C m= B atmenet torténik (Id. 8.1
abra). A lassu felilet tehdt nem tartalmazza az f (V) fuggvény-
nek azt a részét, mely az AC szakasznak felel meg. A V ill. a
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8.2 &abra. A racsfesziltség idéflggése

z mennyiséget ezért szokads kapcsold valtozénak nevezni. Ha az

I aram (X) és az U fesziltség (y) kicsi, akkor csak a karakte-
risztika AB (lassli) &gan lehetink, s ezért V (ill. 2 is Kkicsi.
Mivel az aramer@sség derivaltja ekkor sajat magaval aranyos, |1
elkezd novekedni, ekdzben novekszik U abszoliut értéke is, de V
még mindig elhanyagolhaté, hiszen a karakterisztika meredeken
kezd6dik. Ez arra vezet, hogy az aramerésség exponencialisan
névekvé amplituddéju sinus-rezgést végez. Amikor azonban 1 el-
éri az Im értéket (vagyis x=1), az alagut-didéda fesziltsége at-
ugrik a CD agra (ennek a folyamatnak a relaxacids ideje ara-
nyos -gyei), majd viszonylag gyorsan eljut a C pontig, ahol
még egy atvaltas torténik. Végulis tehat 1 és V ismét lecsok-
kent, s az egész folyamat kezdddik él8ir6l. Ha viszont I, U és
V értéke nem ugyanakkora, mint az el6z6 novekedési periddus
elején, akkor nem biztos, hogy az Uj peridédusban ugyanannyi
maximum fordul eld, mint az el6z6ben, s igy kialakulhat a maxi-
mumok szamanak kaotikus valtakozasa, amint az a 8.2 abran lat-
hat6.
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9. POINCARE-LEKEPEZES MEGHATAROZASA

A (8.3) rendszer kaotikus viselkedésének részletesebb tanul-
manyozasa érdekében célszerl a Poincaré-leképezés (Id. F.2 fiug-
gelék) vizsgalata. Fellletként tekintsik az x=0 feltétellel meg-
hatarozott sikot, s azt vizsgaljuk, hogy a palya két egymast
koévets, adott iranyud metszéspontja (e felilettel) milyen vi-
szonyban &all egyméassal. Tegyuk fel el8szor, hogy a lassu fell-
let AB &agan vagyunk, amib6l az kovetkezik, hogy a z valtozé el-

hanyagolhatéan kicsi. A (8.3) egyenletrendszer a z ~ 0 esetben
egyenértéki az

X = yx - X 9.1)

negativ csillapitasu harmonikus oszcillator egyenletével. En-
nek megoldasa (x(0)=0-ra, a y << 1 esetben)

X(@® = A eyt//2 sint, .2
amibdl
y@®) = - X@®dt = A eyt™2[cost-(y/2) sint] z A eyt/,2cost.
©-3

Mivel z z 0, a Poincaré-feliulet kozelitéleg az xy sikban fekvd
x=0 egyenes, x akkor tlnik el, ha t = 2im, ezért az n-edik met-
széspont helye a félegyenesen yn = Aexp(1Ttny), vagyis a kere-
sett leképezés

Y = elly M-l * (9-4)

Erdemes megjegyezni, hogy ugyanezt az eredményt kapnank akkor
is, ha y (® vagy x(t) egymast koveté maximumait hasonlitanank
0ssze.

A lassu felilet CD &gan nem tudjuk egzaktul megadni a
Poincaré—leképezést. Egy tovabbi egyszerlisitf§ feltevéssel
azonban ez is lehetévé valik, s egyben igen szemléletes képet
alakithatunk ki az atkapcsolasok kozotti folyamatréol. Helyet-
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9.1 &bra. Az alagut-didéda idealizalt karakteriszti-
kaja. (A szaggatott vonal az eredeti karakteriszti-
kat abrazolja.)

tesitsik a didda karakterisztikajat egyenes szakaszokbol allé
gorbével, amint az a 9.1 abran lathat6é. Az £ << 1 hatéaresetben
a z kapcsol6 valtozo most csak két értéket vehet fol, a O-t
vagy a +l-et. Ennek megfelel8en a rendszer allapot-felilete az
X,y,z térben két, kissé egymas ala nyulo félsik: a (z=0, x<1),
ill. a (z=1, X >0) félsik, hiszen az &atkapcsolasok az x=1,ill.
az x=0 értéknél torténnek.

A z=0 félsikon torténd mozgast mar ismerjik. Amint a palya
metszi az x=1 egyenest, a rendszer atugrik a z=1 félsikra. A
mozgasegyenlet itt (Id. (8.3))

>
1

px +y -g,
©-5
y =_X1

ami az y-g @y helyettesitéssel atmegy a z=0 félsikon érvényes
egyenletrendszerbe. A megoldas tehat (@ p << 1 esetben):

x(t) B eyt 2sin(t + ¢),

©-6)

y (® -9 B ept™2cos(t + P .
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9.2 dbra. A (8.3) rendszer allapot-felilete (e << 1)
idealizalt karakterisztikaju alagut-didda esetén

Ennek ismeretében a Poincaré-leképezés még hatralévlé szakasza
egzaktul megadhatd. Mivel azonban a két félsik kozotti atmenetek
alatt y értéke jelent6sen valtozik (Id. 9.3 &bra), kvalitativen

3
|

9.3 abra. Az atkapcsolasi folyamat a z tengely
nyabol nézve a) vy ~~1, b) yn,A>1
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helyes képet kapunk akkor is, ha a y-t6l vald figgést elhanya-
goljuk az atvaltasi pont korul. Ebben a kdzelitésben a mozgas
az als6 félsikon az x=0, y=0, a fels6 félsikon az x=0, y=g ko-
zéppontld kor mentén torténik. A legals6é olyan yn 1 érték, mely-
re atkapcsolas torténhet az Yn_~ = 1. Ez az x=1, y=0 pontban
keral fol a fels6 félsikra, majd a /1 +g”™ sugaru koér mentén éri
el az x=0 egyenest, s ezért yn értéke jo kozelitéssel /1+g2-g
lesz (Id. 9.3a abra). Ha yn_. 1-nél valamivel Kisebb, akkor

még éppen nem éri el a palya az x=1 egyenest, a kovetkez6 cik-
lusban az atkapcsolas azonban mar biztosan megtorténik. A leg-
nagyobb széba johetd Yn 4§ érték tehat e 77 nagysagrendid (be-
kapcsolasi jelenségeket nem vizsgalunk). Ha tehat 1-nél vala-
mive#%iagyobb ¥n . értékkel indulunk, akkor a palya az x=1,

Y. =|/¥n_1_1 pontban kerul a fels§ félsikra. A fentiekbdl kovet-
kezik, hogy y" kis szadm lesz. Ezutadn a W+ (g-y")2 sugaru koér-
fven torténd mozgas kovetkezik, majd a masodik atvaltas az x=0,
y = /1 +(g-y")2+g pontban torténik meg (Id. 9.3b &bra). A ke-
resett yn érték : |y]- Ez y" kicsinységének kihasznalasa utan az

y =/hV -g--2- /[fy2 -1 ©.7D
/G 2
+g
alakba irhat6. A Poincaré-leképezésben tehat az y ,, = 1 he-

lyen ugras torténik (ez mindig csokkenés, ugyanis /l+gb>g < 1),
utana pedig négyzetgyok Tfuggvény szerint folytatédik a csodkke-
nés. Minél nagyobb tehat annal kisebb y ebben a tarto-
manyban.

Azt varjuk, hogy a Poincaré-leképezés akkor is ilyen tipusu,
amikor a fenti kozelitések (pl. idealizalt karakterisztika) mar
nem allnak fenn. A teljes leképezési gorbét a 9.4 abra mutat-
ja.

Kénnyen lathatdé, hogy a szaggatott vonallal folrajzolt tar-
tomanybd6l a rekurzidk nem visznek ki; joval a bekapcsolas utan
van tehat yn~nek egy minimalis és egy maximalis értéke. Az ab-
ran azt is feltintettik, hogy tetsz6legesen folvett kezdeti ér-
ték esetén a rekurzidk altalaban nem térnek vissza 6nmagukba.

A kaotikus mozgas soran a kozeli pontokbdél induld palyak
exponencialisan tavolodnak. Jol mutatja ezt a Poincaré-leképe-
zés linearis szakasza, hiszen meredeksége nagyobb 1-nél. Lé-



9.4 abra. A (8.3) egyenlet kvalitativen helyes
Poincaré-leképezése az e << 1 hataresetben

nyeges kozeledés a fesziltségesés soran sem fordul eld, igy az
atlagos viselkedésre a palyak divergalasa jellemz6. Ez a bels6
instabilitas a kaosz eredete. A kozeli palyak széttartasat ké-
s6bb a Ljapunov-exponenssel fogjuk pontosan jellemezni (Id. 16.
fejezet).

10. A STACIONARIUS VALOSZINUSEG-ELOSZLAS

A kaotikus viselkedés kizardlag statisztikus eszkdzokkel
irhaté le. Példankban megkérdezhetjuk azt, milyen valdészinl-
séggel tartalmaz egy impulzus n maximumot (@ 8.2 &bran n 4 és
8 kozé es6 érték lehet), vagy azt, hogy a véletlenszerlen Ki-
szemelt maximum milyen valdszinldséggel lesz egy adott érték.
Mivel csak a joval a bekapcsolas utan kialakulé allapotot vizs-
galjuk, a keresett valdszinlség nem fog flggni az i1d6tol.

Az egy impulzuson beluli maximumok szama megegyezik a
Poincaré-leképezésen két atkapcsolas kozotti iteracids lépések
szamaval. 1igy érthetd, hogy a Poincaré-leképezés ismerete ele-
gendd az (y-beli) valoészinlség-eloszlas meghatarozasahoz. Ez
azonban rendszerint nem tehet6 meg analitikusan. Az alabbiak-
ban bemutatunk egy egyszerl kozelitd eljarast.



A szamolas rovidebbé tétele érdekében tegyik fol,

vizsgalt jel impulzusai legalabb 5, legfeljebb 8 maximumot tar-

talmaznak G W n 1 8). Osszuk be a rendelkezésre allé y-tarto-
manyt szegmensekre ugy,

hogy a

ahogy a 10.l1a &abran lathaté, s a nem-
linearis részt egy-egy szegmensen belil kozelitsik egyenes sza-

10.1 &bra. Ildealizalt Poincare-leképezés (@ és a
stacionarius valoészinliség-eloszlas ()
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kaszokkal . A szegmenseket Ugy vettuk fol, hogy annak az itera-
cidnak, ami a d. szegmensb6l indul, i1 szamiu lépése van az at-
kapcsolasig, a A™ szegmensb6l induld iteracidé pedig n lépés
utan jut el az &tkapcsolashoz (az ilyen impulzus tehat n maxi-
mummal rendelkezik).

A tovabbiakban a szegmenseket tekintjiuk egységeknek. A 10.2
abrarol leolvashaté, hogy az egyes szegmensek kozoétt csak bi-
zonyos atmenetek lehetségesek: Ag utan példaul csak a d™ kovetkez-
het, d_j-b8l viszont minden An"-be eljuthatunk. Az 6sszes lehe-
téséget a 10.2 abra grafja tinteti fel. A most ismertetett el-
jJaras az un. szimbolikus dinamika médszere [ _20].

10.2 &bra. A 10.1 abra Poincaré-leképezésének grafja

Jelolje PFd”, ill. P (Ar) annak valdszinliségét, hogy az y
érték a d~, ill. a An szegmensbe esik. Mivel a keresett elosz-
las stacionarius, egy adott szegmenshez tartozd valdsziniliség
az azt megel6z6 szegmensekhez tartozo valdszinliségek oOsszege:
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P(di) = P(di+1), i =1,2,3 ,
P(d.) = P(di+l1l) + P(Ai+l), i = 4,5,6 ,

(10.1)
P(d?) = P(A8),

P(a5 + N6 + A7 + A8) = P(d7).

Mivel d™-b6l a Ag + Ag + A7 + Ag tartomany barmely pontjaba
egyforma valészinlséggel juthatunk, P(ﬂn)—neK a An szegmens
An hosszéaval kell aranyosnak lennie:
Mn %
n
P(An) = ~ —————— - (0-2)

A (10.2) osszefiuggés adja meg annak valészinliségét, hogy egy
impulzus n szdmd maximumot tartalmazzon ( a Poincaré-leké-
pezés grafikonjabol konnyen leolvashatd). AN(0.1), (10.2)
egyenletek megoldasabdl meghatarozhatdé a P(y) valoészinlség-s(-
riség is, melynek numerikus értékét a 10.1b abra mutatja [19].

A most vizsgalthoz hasonld kaotikus viselkedés(i aramkort
kapunk, ha az alagut-diédat a 7.3 a&bran lathatdé kapcsolasban
az L" indukcioval sorosan koétjuk be [21]. Ismertek tovabbi
példak is [22] , de az elektronikaban el6forduld oszcillatorok
nagy részét még nem tanulmanyoztak a kaotikus viselkedés szem-
pontjabol .
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A KULONOS ATTRAKTOR TERMESZETRAJZA

11. KVAZI-KETDIMENZI0OS KULONOS ATTRAKTOROK

Disszipativ rendszerekben egy kiszemelt &allapottérbeli tér-
fogat az i1d6 mulasaval csokken. Ebb6l kovetkezik, hogy t-+» -re,
d-dimenzidés allapottérben a térfogat olyan tartomanyhoz (att-
raktorhoz) tart, melynek dimenzidja kisebb, mint d. A kaotikus
viselkedést mutatd disszipativ rendszerek attraktorai, az Un.
kilonds attraktorok is a végesben helyezkednek el,korlatos Kki-
tér jedésliek és vonzok, tdbb tulajdonsadgukban azonban alapvetd-
en eltérnek az egyszerl attraktoroktdél (Fixpont, hatéarciklus,
toérusz). Ezek kozil az egyik legfontosabb az Un. hiperbolici-
tési tulajdonsag, ami azt jelenti, hogy két, kodzeli ponton &t-
mendé palya altaldban nagyon gyorsan eltavolodik egymastol.

Arra a kérdésre, hogyan néz ki a kiulonds attraktor csak a
rendszer konkrét ismeretében valaszolhatunk, rendszerint a nu-
merikus megoldas aszimptotikus viselkedése alapjan. A tovab-
biakban olyan rendszerekkel foglalkozunk, melyek &allapottere
haromdimenzids, vagyis amiket harom els6rendld, autonom diffe-
rencialegyenlet ir le.

11.1 abra. A (11.1) egyenlet kulonds attraktora. A
tengelyeken: x: -4,...4; y: -3,...4; z: -1,...1
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A 11.1 &bra az

X=-y -2z,
y =x + 0,15 y, (11.1)
0,03 z = (1-z2) (x-1+z) - 0,03 z

egyenlet kilonds attraktorat mutatja az x,y,z derékszogld koor-
dinatarendszerben [23]. Els6 latasra szembet(ind, hogy az att-
raktor olyan, mintha vékony papirszalagb6l lenne hajtogatva.
A kovetkezbkben arra keressik a valaszt, hogy mikor lesz a ki-
16n6s attraktor kozelit6leg kétdimenzids.

Vizsgaljuk az alabbi egyenletrendszert!

X = flX.y.z), (11.22)
Yy = f2(x,y,2), (11.2b)
ez = f3(x,y¥,2), (11.20¢)

ahol x,y,z dimenzidotlan valtozék, az N 2173 fuggvények egy-
ségnyi nagysagrend(i, vagy ennél Kkisebb egyltthatdkat tartalmaz-
nak csak, s mindenképpen nemlinearis kifejezés. Tekintsik
az e << 1 hataresetet! (11.2c)-b6i ekkor leolvashatd, hogy
amikor z nem valtozik tul gyorsan id6ben, a baloldal elhanya-
golhatdéan kicsi, vagyis ilyenkor ~(x,y,r) = 0. Mivel  nem
linearis fuggvény, az = 0 feltételt tobb fellilet is kielé-
githeti. Ezeken a feliuleteken a rendszer kétvaltozés. A feli-
letek kozott azonban altalaban kialakulnak nagyon gyors atme-
netek; ezek alatt z nem hanyagolhaté el. A z tehat kapcsolo
valtozé a (11.2) egyenletrendszerben. Konkrét példaként szol-
gal a (8.3) egyenlet.

Annak érzékeltetésére, hogy ilyen atkapcsolads hogyan all-
hat el6, s milyen kovetkezményekkel jarhat, képzeljuk el, hogy
olyan rendszert vizsgalunk, mely a 11.2 &bran felrajzolt sima
fellileten mozog, s ezen a felileten hatarciklussal rendelke-
zik £24].
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11.2 abra. Hatarciklus harom dimenzidban

A paraméterek valtoztatasakor el6fordulhat, hogy a felilet
"begylirédik™, s azon a részen, ahol harom feliletdarab kertl
egymas folé, a kdzépsé darabon tdrténd mozgas nem lenne kompa-
tibilis az egyenletekkel. A rendszer tehat csak a felsd vagy
az als6 felileten tartdézkodhat huzamosabb ideig, a két felllet
kozott pedig ugrasszerid atmenetekkel kozlekedik (Id. 11.3 ab-
ra). A (11.2) egyenlet ilyen rendszereket ir le.

11.3 é&bra. Mozgas a "begyilrédott” felileten



A 11.3 &brarol leolvashatd, hogy a "begylirédott™ fellleten
a hatarciklus mar nem feltétlenul attraktor, ugyanis az atkap-
csolt palyadk nem alkotnak zart gorbét a felsé fellletre torté-
né visszaugras utan. Az utolsé atkapcsolt palya altal bejart
tartomany azonban attraktor, méghozza kétdimenzids. A 11.1
abran bemutatott kul6nds attraktor ugyanilyen alakzat.

Ez els6 pillantasra ellentmondasban levének latszik a
Poincaré-Bendixson-tétellel, miszerint kétdimenziés folyamatok-
ra hatarciklusnial bonyolultabb attraktor nem létezhet. Vegyuk
észre azonban, hogy az e 0 hatarértékben nem valédi folyama-
tokrél van sz, hanem olyan aramlasrél, melyben palyak egymasba
futhatnak, amitél kezdve azonban mar azonos trajektoriaként
folytatjak utjukat. Az ilyen aramlast nevezik sémi-flow-nak,
azt a feluletet pedig, amin a kilonds attraktor kialakul, el-
agazé feluletnek, branched manifold-nak [25,26]. A valdésagos
rendszereket leiré egyenletekben e mindig kis, véges szam. igy
az attraktor ketténél magasabb dimenzidju képzédmény, s ezért
lehetfség van arra, hogy a palyak "kikerilhessék" egymast.

Kis e érték esetén szokas kvazi-kétdimenzids kiulonds attrak-
torrol beszélni.

Megjegyezzik, hogy a kapcsoldé valtozo nem szikséges felté-
tele a kaotikus &allapot kialakulasanak. Jelenléte a kulénds
attraktor kvazi-kétdimenzids mivoltat biztositja.

12. A KULONOS ATTRAKTOROK NEHANY TIPUSA A VISSZATAPLALAS MODJA
SZERINT

A kilonds attraktorokat egyszer( médon osztalyozhatjuk, ha
altalanos topolégiai megfontolasokbdl indulunk Kki. Vizsgaljuk
meg, milyen tulajdonsagu vonal-halézatot kapunk, ha egy végte-
len vékony szalagra parhuzamosan, vagy széttartéan vonalakat
rajzolunk, majd a szalag végét valamilyen helyzetben Osszera-
gasztjuk az elejével [[Z] .

Rajzoljunk el8sz6r parhuzamos vonalakat a szalagra, s ra-
gasszuk a két véget uUgy Ossze, hogy egyszer( gyidrit kapjunk
(12.1a abra) .Azt latjuk, hogy minden vonal o6nmagaban zardédik.
Ha a vonalakat trajektoridknak képzeljik, mindegyik hatarcik-
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12.1 &bra. Parhuzamos vonalak a) egyszeri szalagon,
b) Mobius-szalagon

lusnak felel meg. Amennyiben Mobius-szalagga ragasztjuk Ossze
a papirdarabot, nyolcas alaku zart vonalakat hozunk létre,
csak egyetlen vonal (a szalag kozepén levd) alkot egyszeri
hurkot (Id. 12.1b &bra). A nyolcas alaku vonalak fele akkora
frekvenciaju hatarciklusnak felelnek meg, mint a koézéps6é (vagy
mint az a) esetbeliek). llyenkor tehat peridduskettdzbdés
torténik.

Vizsgaljuk most a 12.2 abran lathatd két esetnek megfelel§

szalag alakot1l

12.2 &bra. a) tekercselt szalag, b) tekercselt
M6bius-szalag



Az iranyithato felilet (@) abra) esetén most is minden vonal
zarodik és mindegyik azonos tipusu gorbét alkot, a nem iranyit-
hato felulet (b) abra) esetén viszont olyan zart gorbék alakul-
nak ki, melyek kb. kétszer olyan hosszlak, mint a szalag kdze-
pén 1év6 (vagy, mint az a) elrendezésbeliek). Lényeges kildnb-
ség a tekercselt és nem tekercselt szalagok kozétt, hogy most

a kiuls6 vonalak is bekerilnek a tartomany belsejébe.

Rajzoljunk ezutan széttartdé vonalakat a szalagra! Az egy-
szerl gylrd és a Mobius-gylrid esetén azt talaljuk, hogy a ko-
zéps6 vonalon kivil a toébbi nem zarddik, s ezeken a gdrbéken
egyre tavolabb kerulink a koézépvonaltdél. Ez utdbbi tehat in-
stabil hatarciklusnak felel meg.

Ha a 12.2 &bra elrendezését médositjuk széttartd vonalak e-
setére, - célszer(l, ha egyre szélesed6 szalaggal dolgozunk -,
alapvetéen 0j jelenség lép fel: atfedés alakul Ki.

12.3 abra. A 12.2 &branak megfeleld elrendezések
széttarté vonalak esetén: a) invertalt spiréalis att-
raktor, b) spiralis attraktor

A b hosszlsdgu szakaszt metsz8d visszataplalt vonalak két ki-
16nbdz6 szalagdarabon oszlanak meg: zart gorbe csak kivétele-
sen jon létre. Azt mondhatjuk tehat, hogy nemcsak egy instabil
palyat talalunk, hanem végtelen sokat: a koézeli pontokbdl in-
dul6é palyak gyorsan eltavolodnak egymastol. Ugyanakkor egyik
bels6 vonal sem lép at a tartomany peremén, s6t bizonyos kilsé
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vonalak is bejuthatnak a fellletre, amit kdonnyen belathatunk,
ha gondolatban kiszélesitjiuk a szalagot.

Az igy kapott objektumok rendelkeznek azokkal a tulajdonsa-
gokkal, melyekkel a kulonds attraktoroknak rendelkeznituk kell:
véges kitérjedésilek, vonzd tulajdonsaguak, végtelen sok instabil
palya talalhatdé rajtuk (hiperbolicitas). Ilyen topolégiaju ku-
16n6s attraktorok valdban léteznek. A 12.3b abranak megfeleld
attraktort nevezzik spiralis attraktornak (a 11.1 &bra attrak-
tora is spiralis), a 12.3a abranak megfelel6t pedig invertalt
spiralis attraktornak (példaként Id. 13.1 &bra).

Lényeges kiuldnos attraktor tipus a spiralis attraktor azon
specialis esete, amikor a visszahajtott szalag szélessége meg-
egyezik a visszahajtas helyén az attraktor teljes szélességé-
vel. Ez az UGn. Rossler-tipusu attraktor:

12.4 abra. Rossler-tipusu attraktor

A kulonbés attraktor korlatossaga megkivanja azt, hogy egy
véges tartomanybol Kilép6 vonalak oda vissza is keruljenek.
Ezt nevezzik visszataplalasnak. A fenti osztalyozas a vissza-
taplalas modja szerint tortént. Elképzelhetd6 mas tipusu visz-
szataplalas is [27], azonban az eddig targyaltak a leggyakrab-
ban el6forduld elemi lehetdségek.

Két vagy tobb elemi attraktorbdl konstruadlhatdk oOsszetett
attraktorok is [E7] - Ezek kozil csak egyet emlitink, ami azon-
ban alapvet6 jelent6ségl, az Un. Lorenz-tipusu attraktort. Ez
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két, ellentétes iranyban forgd, invertalt spiralis attraktor
Osszeillesztésébdl adodik:

12.5 abra. Lorenz-tipusu attraktor

A kuldnoés attraktoroknak a visszacsatolas médja szerinti
osztalyozasa (és papirszalagokkal torténé modellezése)
O.E. Rossler nevéhez f(iz6dik [25-273*

13. KAPCSOLO VALTOZOT NEM TARTALMAZO RENDSZEREK

Abban az esetben, ha a rendszer fazistérfogatanak idbegység-
re es§ valtozasa elegendfen nagy, a kuldnds attraktor
Hausdorff-dimenzidja (F.5 figgelék) akkor is lehet kett6hodz
kozeli érték, ha a rendszerben nincsen kapcsolé valtozé [28].
Az attraktorok fent bevezetett tipusai tehat ilyen rendszerek-
ben is el6fordulnak. Arra, hogy ilyenkor hogyan fogalmazhato
meg pontosan az attraktor és a papirmodellek koézotti kapcsolat,
kés6bb még visszatérink (4. fejezet). Az

X =X - Xy - Z,

2
x - 0,1y, a3.n)

<o
I

z =0,08x - 0,38z + 0,0015
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egyenletrendszerben példaul invertalt spiralis attraktor ala-
kul ki [27] -

13.1 &bra. A (13.1) rendszer kilonos attraktora (in-
vertalt spiralis). A tengelyeken: x: -1,6...1,6;
y: 0,...1,6; z: -0,08,...0,08

A Rossler-modell [29] a legegyszer(ibb haromvaltozés egyen-
letrendszer, melyben kaotikus viselkedés tapasztalhat6é. A ha-
romb6ol két egyenlet linearis, a harmadikban is csak egy masod-
rendd tag van. Az egyenlet altalanos alakja

x=-¢+2,
y = X + ay, 3.2
zZ=Db + xz - ez.

Az a=b=0,2 érték mellett kaotikus viselkedés c > 4,20 esetén
alakul ki, az attraktor ilyenkor Rossler-tipusu. Részleteseb-
ben Id. 33. fejezet.

A Lorenz-tipusu attraktor legjobb példaja az Un. Lorenz-
modell, melynek kimeritd ismertetésére a22 -24 . fejezetben ke-
ral sor.



13.2 abra. A Rossler-attraktor. A (13.2) egyenletben
a=b=0,2, c=5,7. A tengelyeken: x,y: -14,...14;
Z: 0,...28

14. AZ ALAPTIPUSOKNAK MEGFELELO POINCARE-LEKEPEZESEK

A papirmodéilek ismeretében kdénnyen meghatarozhat6, milyen
alaka Poincaré-leképezés jellemzi a kiuloénds attraktorok egyes
tipusait [23,24,27]. Kétdimenzids attraktorok esetén a
Poincaré-fellulet eggyel alacsonyabb dimenzids, tehat vonal.
Ezt a vonalat a visszataplalasi hurok beérkezése utani tarto-
manyban célszerl folvenni, konkrét megvalasztasa azonban tet-
sz6leges. A 12.3-12.5 abrakon nyilazott vonal-darabbal jeldl-
tiuk a Poincaré-metszetet, melyen P értéke a vonal mentén mért
tavolsagot jeldli a kezd6pontbdol kiindulva.

A spiralis,ill. az invertalt spiralis attraktorok esetén
(ld. 12.3 &abra) az origébol indulva az a tavolsagra l1évé
pontba jutunk. A kezd6pont (P ) tavolitasakor egy ideig a
visszatérés utani pont tavolsaga (P ) monoton névekszik- a
450—05 egyenesnél meredekebben, ugygnis széttartd vonalakat
rajzoltunk a papirra. A Pioq *a esetben P, @ maximalis érték-
hez tart, az a helyen azonban szakadas torténik; Pn értéke a
spiralis attraktor esetén b-re, az invertalt spiralis attrak-
tor esetén nullara csokken. Ezutidn az el6z6 esetben monoton
csokkenés, az utodbbiban monoton ndvekedés kovetkezik. A teljes
Poincaré-leképezéseket a 14.1 &bra mutatja. A szaggatott hosz-
szabbitasok arra utalnak, hogy a kdrnyezetbdl is kerilhetnek
palyak az attraktorra.
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14.1 abra. a) Az invertalt spiralis attraktor Poincaré-
leképezése. b) A spiralis attraktor Poincaré-leképe-

zése

A 9. fejezet 4. abrajan feltintetett Poincaré-leképezés
(bekeretezett része) ugyanolyan tipusu, mint a 14.1b abran
lev6. Ennek igy is kell lennie, ugyanis a fent bevezetett osz-
talyozas szerint a 9.2 abran bemutatott attraktor spiralis
attraktor.

A Rossler-tipusu attraktorhoz (Id. 12.4 &bra) tartozo
Poincaré-leképezés felrajzolasakor figyelembe kell vennink
egyrészt azt, hogy a P ~ = a helyen most nem kdvetkezik be
ugras, masrészt azt, hogy a visszahajtas miatt viszonylag sok
pontbdél juthatunk a maximum hely koézelébe: a leképezés tehat

siman valtoz6 fuggvény.

14.2 abra. A Rossler-tipusu attraktorhoz tartozo
Poincaré-leképezés



A Lorenz—tipusu attjraktor Poincaré—leképezése szintén kony—
nyen leolvashat6é a 12.5 abran megadott papirmodellrél. Az Ori-
goéban véges értékrél indul, monoton névekszik, a felezbpontban
a maximumrol a nullara ugrik, majd onnét ismét monoton névek-
szik (14.3a &bra). Az egész grafikon kodzéppontos szimmetriat
mutat, hiszen az attraktort alkoté két invertalt spiralis att-
raktor egyenértékdi.

14.3 abra. A Lorenz-tipusu attraktorhoz tartozé
Poincaré-leképezés két kulonbozé reprezentacidban

Lorenz-tipusu attraktor esetén a Poincaré-leképezést szokas
ugy is definialni, hogy P értékét a Poincaré-metszetet jelentd
vonal-darab azon végpontjatol mérjiuk, melyhez kozelebb esett
az el6z6 metszéspont. A grafikon jobb oldala ekkor a bal oldal
tengelyes tikorképe lesz (14.3b &bra).

A kuldnbés attraktorok és a megfeleld Poincaré-leképezések
kozotti kapcsolat a kés6bbiekben lIényeges szerepet jatszik
majd. Latni fogjuk, hogy sok esetben elegendének bizonyul az
egydimenzids Poincaré-leképezések vizsgalata.

A kaotikus viselkedés kialakulasanak két alapvetéen kuldn-
b6z6 tipusa tartozik az olyan egydimenzids Poincaré-leképezé-
sekhez, melyek sima maximummal rendelkeznek,ill. azokhoz, me-
lyekben éles csucs vagy ugras l1ép fel, s utana meredeken csok-
ken a grafikon. Az elsd esetben peridduskett6z8 bifurkaciok
végtelen sorozata, un. Feigenbaum—szekvencia el6zi meg a kaosz

kialakuldsat. Ez torténik a Duffing-oszcillatorban, a kénysze-
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ritett Van der Pol-oszcillatorban, a Rossler-modellben és sok
mas rendszerben. A masodik esetre viszont az jellemz6, hogy
néhany bifurkacié utan jelenik meg a kaotikus allapot, mint
példaul a Lorenz-modellben vagy a 9. fejezetben vizsgalt
alagut-didédas oszcillatorban. El6fordulhat, hogy az élesnek
induldé csucs lekerekitéssel végzédik. Elméletileg az ilyen
rendszerben is fellép Feigenbaum-szekvencia, azonban minél Ki-
sebb a lekerekités intervalluma, annal kevésbé mutathatd ki a
peridduskettfzések sorozata fizikai vagy szamitogépes kisérle-
tekben.
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KAOTIKUS ALLAPOTHOZ VEZETO BIFURKACIOK

15. AZ EGYDIMENZIOS LEKEPEZES ES FIXPONTJAI

Az egydimenzids leképezést az

xfetl = f(r,x© , t =0,1,2,... (a5.1»)

egyenlet definialja. Az xq kezdeti értékb6l kiindulva, rogzi-
tett r paraméter mellett kisérjuk figyelemmel a valdés x€ "id6-
beli" viselkedését. Mint latni fogjuk, r kiloénb6zé értékei ese-
tén minbségileg kiulonbtz6 x ,x.j,x2... trajektéridkat kaphatunk.
Az r valtozét kontrollparaméternek nevezzik. Az f(r,x) Tugg-
vényt valasszuk ugy, hogy az x valtozéban ne legyen lineéaris.
Ekkor a lépések szamanak novekedésével az xTE egyre bonyolultabb
alakd nem linearis filggvénye lesz az xq kezdeti értéknek. Cé-
lunk, hogy az ilyen leképezésekben megfigyelhetd komplex vi-
selkedést leirjuk.

Az x™ valtozasat korlatok kozé szoritjuk, ha f(r,x) egy meg-
hatarozott intervallumot 6nmagara vagy onmagaba képez le. Pél-
daul az

fL(r.x) er x (1, (5.2

elterjedt nevén a logisztikus leképezés flggvénye, a 0 < r < 4
paraméter értékek esetén a [0,1] intervallum pontjait ugyaneb-
be az intervallumba transzformalja.

Az egydimenzids leképezés a legegyszer(bb olyan modell, a-
mely igen bonyolult dinamikai viselkedést mutat. Vizsgalatat
az elmult években er6sen motivalta az, hogy szoros kapcsolat-
ban all a Poincaré-leképezésen keresztil nem linearis diffe-
rencialegyenlet rendszerekkel, tovabba koézvetlenil modellez
populacidodinamikai problémakat, és az egydimenzids leképezé-
sekkel természetesen numerikus iteraciok konvergenciatulajdon-
sagai is tanulmanyozhatoéak. Metropolis, Stein és Stein munka-
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ja [30], amelyben ramutattak a bifurkacidés szekvenciak létezé-
sére, fTontos mérfoldkovet jelentett. Az akkori eredményekrél
May irt osszefoglalét [31], amelyben szamos irodalmi utalas is
segiti a tajékozoédast. A bifurkaciok sorozatara vonatkozé elsd
numerikus eredmények Grossmann és Thomae [32] , valamint
Coullet és Tresser [33] nevéhez fiz6dnek. A bifurkacidés szek-
venciak univerzalis tulajdonsagainak felfedezése, numerikus és
intuitiv elméleti igazolasa Feigenbaum munkassaganak kdszonhe-
t6 [34-36]. Az egydimenzids leképezések elméletének legujabb
eredményeit Collet és Eckmann foglalta Ossze koényvében [37],
amelyben b6séges irodalomjegyzék all az érdekl6dé Olvas6 ren-
delkezésére .

Térjunk ra a leképezés tulajdonsagainak vizsgalatara. Ve-
zessuk be az

f(r,.x) =f(r,f(r,..,f(r,x)...)) 15.3)

jelolést, ahol t azt a szamot jelenti, ahanyszor az f(r,x) le-
képezést szukszcessziven alkalmaztuk. Ezzel a jeldléssel a
(15.1) egyenletet az

x€ = F(O(r.xQ)

alakba firhatjuk.
Ha az
x = (@ .x)
* *
egyenletnek létezik x megoldasa, akkor az x szamot a transz-
formacié fixpontjanak nevezzik. A logisztikus leképezés Fix-
pontjait elemi Uton szamithatjuk Kki

x* =0 , X2 = - (5.9

Kézenfekvé a gondolat, hogy a fixpontokat a (15.1) egyenlettel
definialt iteracid segitségével keressik meg. Példaul a (15.2)
logisztikus leképezés esetében az r = 2 paraméter mellett,

tetsz6leges xq (0,11 intervallumbeli kezdeti értékb6l kiindul-
va az iteracio az x* = 1/2 fixponthoz konvergal. Ha azonban az
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X0 = 0 pontbol indulunk, akkor minden =x* =0. A 15.1 &ab-
ran szemléltetjik az iteracio els6 néhany lépését xXQ ¢ O
kezdeti TfTeltétel mellett. Az = xt egyenes segitségével
vetitjik vissza a vizszintes tengelyre az

xt+l = fL (2,x1) = 2x*(1-x") értéket, majd azt Gjbdél transzfor-
maljuk a logisztikus fuggvénnyel, s az eljarast tobbszor meg-
ismételjuk. Az egyenes és a leképezés Tlggvényének metszés-
pontjai az iteracidé Fixpontjait jelolik Ki.

15.1 abra. A nem-trivialis fixponthoz konvergalo ite-
rdciés sorozat

16. STABILITAS, LINEARIS TRANZIENSEK

A logisztikus leképezés fixpontjainak stabilitasi tulajdon-
sagait a kovetkez6képpen foglalhatjuk oOssze. Az x* = 0 fix-
pontot az xq t x* kezdeti értékb8l indulva nem érhetjuk el,

ezért x* instabil. Az x» fixpont viszont stabil, s a (0,1] in-
tervallum pedig x2 vonzasi tartomanya. A stabil fixpont a
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fenti dinamikai rendszer attraktora, az instabil fixpont pedig
a repellor.

Tegyuk fel, hogy az f(r,x) leképezés derivalhaté az x TFix-
pontjdban.. Valasszuk az xq kezdeti értéket elég kozel a fix-
ponthoz, és fejtsiuk sorba a (15.1) egyenletet x koril. Atren-
dezés utéan az

X ~ X
——————— (16.1)
Ixt - x 1 3X X*
kozel1td Osszeflggést kapjuk. Az egyenletet az
IX. - x*] *c £r,x) * 1 = c ext (16.2)
t 3x X
figgvény kielégiti, ahol c allandé és bevezettik a
Xmln]n~r8~] . (16.3)

jelolést. Innen leolvashato, hogy az iteracio goran akkor ko-
zeledink a fixponthoz, ha X < 0, ekkor tehat x stabil. Ha az
f(r,x) széls6értékét az x helyen veszi fel, és x = x, akkor

X = -m és (16.1) szerint az iteracid konvergencidja igen gyors-
sa valik. Ilyen esetben az x = f'pontot szuperstabilnak ne-
vezzik. Amennyiben X > 0,a Ffixpont instabil, ha pedig /1 = 0,
marginalisan stabilnak nevezhetjik.

A (16.1) egyenlet a transzformacié linearizalt alakja. A
linearis stabilitasi analizis nem alkalmas arra, hogy segitsé-
gével meghatarozzuk a stabil fixpontok vonzasi tartomanyanak
teljes kiterjedését.

Tegyuk fol, hogy f(r,x) differencialhaté. Ekkor az x Ffix-
ponthoz konvergald trajektéoriak mentén definialt

T eu"” |16-41
N»@ t=0 Xt
Un. Ljapunov-szadm vagy mas elnevezéssel Ljapunov-exponens meg-
egyezik a (16.3) kifejezéssel. Az x™X.j... sorozat tagjai ko-
zul ugyanis csak véges szaml esik az x* koruli linearitasi
tartomanyon Kkivil, a teljes trajektoéoria mentén valé atlagolas
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soran ezért a donté jarulék a Fixpont kérnyezetébdl szarmazik.
A Ljapunov-szadm fugghet az xq kezdeti értéktél, X = A(xQ).
Bevezetjuk ezért a

Xat'l - Y X (xO )dxO (16.5)

atlagos Ljapunov-szamot, ahol az integralas arra az 1 hosszu-
sagu intervallumra torténik, amelyen az f(r,x) S{anszforméciét
definialtuk. Abban az esetben példaul, ha egy xj_instabil és
egy x9 stabil fixpontot taladlunk, az &tlagos Ljapunov-szam
megegyezik az x2 stabil fixponthoz konvergald barmely trajek-
toria mentén szamitott Ljapunov-szammal. A Ljapunov-szam egy
stabil fixpont vagy valamilyen mas attraktor vonzasi tartoma-
nyan beldl allandé. Mint kés6bb latni fogjuk, az egydimenzids
leképezések széles osztalya rendelkezik egyetlen attraktorral.
Ezek vonzasi tartomanya zérus mértékl szamhalmaztol, példaul
néhany izolalt instabil fix-ponttdl eltekintve maga az | inter-
vallum. A Ljapunov-szam tehat majdnem minden xq kezdeti érték
esetén megegyezik a (16.5) képletben definialt atlagos érték-
kel. A tovabbiakban ezért a Ljapunov-szamot az atlagatél csak
akkor kuloénbdztetjuk meg, ha annak gondolatmenetink szempont-
Jabol jelentBsége lesz.

A Ljapunov-szam (16.4) definicidjabol a derivalds lancsza-
balyanak alkalmazasaval kapjuk a

X = 1rmwu In -al --- )
N> XN XN-1 X0
_ 1 3TN - 3XN(x0)
= IXm N In v = Ilm’]\}'r In = 5)—(——— (16.@)
N= X0 N°° °

kifejezést, ahol felhasznaltuk a (15.3) jelolést. A fenti alak-
bol jol latszik, hogy a Ljapunov-szam jellemzi a trajektoria
kezdeti fTeltételre vald érzékenységét. Stabil Ffixpont vonzasi
tartomanyaba es6 barmely xq kezdeti érték esetén a trajektoria
a fixponthoz konvergal. A kezdeti értékre vald érzéketlenséget
fejezi ki, hogy ekkor a X Ljapunov-szam negativ. Pozitiv X
mellett azonban, azaz amikor példaul instabil fixpontban tar-
tozkodunk, a Fixpontbol vald kis kimozdulas esetén a trajekto-
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ria eltavolodik a ponttél.
A (16.6) kifejezést kozelitbleg a

=+
=
Qr
=
[
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[
[ ]

vagy a szemléletesebb

XN (xo+e) “ XN (x0) = IE£E1 eN? ae6.7)

alakba i1rhatjuk, ahol e “m 0. A Ljapunov-exponens tehat el§je-
1ét61 fuggben az egymashoz kozel inditott trajektériak tavolo-
dasanak vagy kozeledésének gyorsasagat jellemzi.

Vizsgaljuk meg a (15.2) logisztikus leképezés (15.4) fix-
pontjaihoz rendelhetd Ljapunov-szamokat. Az origéban maradd
trajektoria esetén a (16.4) definicidé alapjan szamitott - nem

atlagos - Ljapunov-szam A = In|3f}'/3x|x’ik = In£|i| . Ha
r > 1, akkor 1 > 0, a fixpont tehat instabil, mint azt a 15.1
abra iteraciots sémaja is mutatja. Az x* - (r-1)/r fixponthoz

konvergalé sorozatok mentén a Ljapunov-szam értéke

X = In]|3fL/3x|x* = In]2-r]. A fixpont az 1 < r < 3 paraméte-
rek mellett stabil. Amikor r w3, akkor X @m0, s a fixponthoz
valé konvergalas ezért a (16.6) kifejezés szerint a Fixpont
kérnyezetében lelassul. Az r = 3 = pontban pedig a margina-
lisan stabilla valt fixponthoz kézel az iteracid pontjainak a
Ffixponttdol mért tavolsaga elsé rendben nem valtozik.

17. BIFURKACIOK VEGTELEN SOROZATA

Ha az f(r,x) Tfuggvény fixpontja a kontrollparaméter rl ér-
téke esetén veszti el stabilitasat, akkor az r » r* paraméte-
rek melletti id6fejlédés leirasahoz célszerl az

xt+2 - f (r,xt) ar.n

egyenletet vizsgalni. A (15.1) leképezés fTixpontjai egyben a
fenti egyenlet fixpontjai is. Az utdbbiban azonban tovabbi
fixpontokat is talalhatunk.
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Tekintsuk példaul a logisztikus leképezést ,

Xt+2 = FI2N r*xtr =r2 1 - (r+l)xt + 2rx™ - rx8 . (17.2)

Az X = f(z) (r,x) Fixpont-egyenletnek négy megoldasa van

* * r—i
X1=0 * X2 = ~r~ °
X3,4 =27 r+1 T /(r+l) <r"3> = 17.3)

*

Mig azonban X:A\ és x2 az x = F (r,xX) egyenletnek is gyokei, ad-
dig x3 = fL (r,x4) és x4 = fL (r,x3). Mivel x3 és x* a [0,1J in-
tervallumb@k es*ik . a3*4 r, paraméter értékek mellett, azért
ekkor az x3, x™, x3, x™, x3 ... sorozat, a p = 2 perioédusu ha-
tarciklus megvalosulhat. A hatarciklus stabilitasat a Ljapunov-
szam (16.6) kifejezésével jellemezhetjiuk

- 1 3£ 3£1

=J Inr2-2r - 4 . 17.4)

A mésodik sorbdl leolvashatjuk, hogy az x*+2 = f’(z) (r,xt) ite-
racié x3 és x4 fixpontjai azonos stabilitasuak. A kettes peri-
6dust hatarciklus stabil, ha A <0. Elemi szamitassal kapjuk,
hogy ez a feltétel az

ri=3<r<1+/6=r2 @ar7.5)

tartomanyban teljesil. A hatarciklus ekkor a leképezés attrak-
tora.

A kontrollparaméter r. értéke mellett az x*9 Ffixpont elvesz-
ti a stabilitdsat. Ha r Sr., az f'(i) r.x), = % egyenletnek to-
vabbi két valés megoldasa adodik, x3 és x* = fL<r,x3), amelyek
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r = rl mellett egybeesnek az XE(fixponttal- Az r-r.] értéket

novelve a stabil hatarciklus pontjai tavolodnak egymastol. A
fixpont fent leirt kettévalasa, azaz stabil kettd periddusu

hatarciklus megjelenése egy példa a bifurkacidra. A 17.1 ab-
ran a bifurkacidé jelenségét szemléltetjik.

17.1 abra. A logisztikus egyenlet stabil fixpontjanak
bifurkacidja2

A 17.2 &bran az fi_és az f;Z) flggvényeket abrazoljuk az
1+ /5 érték mellett. A (17.4) kifejezésbdl leolvashat-
Juk, hogy r = r* esetén I = -, a kettd periddusu hatarciklus
tehat szuperstabil, a hatarciklusban az x = 1/2 maximumhely

?

részt vesz.
Alaki hasonlatossagot fedezhetink fel a 15.1 &bran lathatd

f fuggvény és a 17.2b abran felrajzolt f{2) leképezésnek a
fixpontok korili négyzeteken belil mutatott viselkedése kodzott.
Ha az abrazolt fT flggvény r kontrollparaméterét noveljik, az
xfcr = xE egyenes egyre meredekebb helyen metszi a gorbét.

Elég nagy r mellett pedig megjelenik a p = 2 periédusu hatar-
ciklus. Noveljuk most az " " fluggvényben a kontrollparamétert.
A fuggvény minimuma ekkor lejjebb, maximuma feljebb kerul,

majd (17.5) szerint az r2 = 1 + Y6 paraméterrel a fixpontok
elvesztik stabilitasukat. Itt Gjabb bifurkaciot taladlunk. A
kialakulé hatarciklus pontjai novekvd sorrendbe allitva

x5, x6, Xy, Xg, ahol x5 = F°L"(r,Xg), xg = fL  (r.xg),
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17.2 abra. a) Az fL leképezés szuperstabil p=2 perio-
dusé hatarciklusa, b) A ciklus pontjai egyben 1J2)
szuperstabil fixpontjai

X7 = "(r,Xg) és Xg = " " (r,x7). Kovetkezésképp a felsorolt
pontok az 4 (r,x) = 2 (r,72*(r,x)) leképezés fixpontjai,

s az eredeti, Xg41 = f(r,xt) rendszerben pedig p = 4 pekio-
dust hatéarciklust alkotnak. A pontok bejarasi sorrendje x5,
X7, Xg, Xg, Xg ... . A 17.3 &bran bemutatjuk az és az
24) leképezéseket az r = r_ pontban, ahol az x = 1/2 széls6-
értékhely részt vesz a hatérciklusokban.

A 17.4 abran azt illusztraljuk, az iteracidé soran milyen
sorrendben kovetik egymast a hatarciklus pontjai. A sorrend
jellegzetessége, hogy egymasra kovetkezd pontok az elé6zé,
kettd periddusé hatarciklus kulonb6zé pontjaibol szarmaztak
bifurkacid étjan. A trajektoria tehat az el6z6 hatarciklusra
jellemz6 perioddusidbvel oszcillal a kettd, egyenként két pont-
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17.3 abra. a) Az f£2) leképezés p=2 periddusl szuper-

stabil hatarciklusai, b) A ciklus pontjai fix-
pontjai
17.4 abra. A p=4 hatarciklus pontjainak szekvenciaja

bél allé csoport kodzott

A 15.1 &bran lathatoé fT flggvény menete és a 17.3b abran
felrajzolt fu§4) Ieképezéshek a stabil fixpontjai koruli visel-
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kedése kozott alaki hasonlatossagot fedezhetink fel. A hasonlo-
sag fontos eleme, hogy az 4~ flggvény stabil fixpontjaiban a

gbrbe meredeksége azonos. Ezt a differencialas lancszabalyanak

alkalmazasaval lathatjuk be

i£L4 - 3£L STL 3fL 3fL . Jf<4> _ 3f"4>
X * X * X * X * X * X * X *
5 X8 X6 X7 X5 X6 X7
. ac«4>
X * e
X8

A kontrollparamétert a 15.1 illetve a 17.3b abran névelve egy-
arant azt tapasztaljuk, hogy a fixpontok a gorbék egyre raere-
dekebb szakaszaira kerilnek, majd elvesztik stabilitasukat, s
p=2 periddusu hatarciklusok alakulnak ki. Az fj4~ leképezés
stabil fixpontjainak kettévalasa emlékeztet az fL leképezésben
megfigyelhetd elsé bifurkacidra, azonban mas a két jelenség
hosszskalaja. Az 'fég) fuggvénynél megjelend p=2 periddusu ha-
tarciklusokat az m) (r,x) = ffd) (r,f @ (@ ,X)) Fuggvény Fix-
pontjai alkotjadk. E pontok az eredeti xfctl = fL (r,xt) rendszer
p=8 periddusu ciklusaban vesznek részt.

Az 0 hatarciklus pontjai a négyes perioddus pontjaibdl az

) *— & 11 *- 13 * %15

nc / "y Lt H- f XQ

>" %10 °" X1 " X1 8" X6
médon jelentek meg, ahol x* < x*Q < —— < x*g. A leképezést

megvizsgalva azt talaljuk, hogy az iteracidé soran a pontok a
17.5 abran lathaté sorrendben kodvetik egymast.

A 17.5 és a 17.4 abrat oOsszehasonlitva fontos tulajdonsagot
vehetink észre. Ha a nyolcas periddusu trajektorianal csak azt
vizsgaljuk, milyen sorrendben jarja be az (*,x*Q),..., (<6,XQ)
pontparokat, akkor azt talaljuk, a sorrend megegyezik a négyes
hatarciklus x_,...,x0 pont&alnak szekvenciajaval.

Anélkal, hogy az Q =™ O’X) fixpont-egyenletek gyokeit
és azok stabilitasat algebrai uton meg kellene hataroznunk,
pusztan az fL, fjf~/ 4~ ... leképezések kvalitativ menetének
és néhany tulajdonsaganak alapjan messzemend kovetkeztetéseket
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17.5 abra. A p=8 hatarciklus pontjainak bejarasi

sor-
rendje. Az k tengelyen jelélt pontok xg,...,x16

vonhatunk le. A kontrollparaméter névelésével egyre nagyobb,

p=2k peridédusé hatarciklus valik a rendszer egyetlen attrakto-

rava. A 2k ciklus pontjai az r = rk pontban a 2k 1 hatarciklus

pontjainak bifurkalasa utjan keletkeznek. A 2™ ciklusok,

jJ =0,1,...,k-1, az r > rk tartomanyban instabilak, a repellort
6k alkotjak. A 17.6 &bran bemutatjuk a logisztikus leképezés
stabil és instabil hatarciklusait alkoté pontokat a kontroll-
paraméter flggvényében. A bifurkacids diagramot egy szamitogé-

pes vizsgalat alapjan rajzoltuk fel [38].

17.6 abra. A logisztikus leképezés stabili— )és in-
stabil (— ) hatarciklusainak pontjai a kontrollpara-
méter flggvényében
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A diagramon is jeleztik, hogy a k"1 - 2k bifurkaciok rk

pontjainak sorozata konvergens.

A sorozat hatarértékét nume-
rikusan meghatarozték:

rk - r,, = 3,569945672... . A 17.7 &b
ran felrajzoltuk a Ljapunov-szam fluggését a kontrollparameter-
t61 [38].

17.7 &bra. A Ljapunov-szam fluggése a kontrollparamé-

tertd6l. Az ry. pontokban a hatarciklus szuperstabil,
n(rg) = =

A trajektoriadk oszcillald viselkedését leirhatjuk Fourier-
spektrumukkal . Vezessik be az

T
X® = lim » IxF e i“t 17.6)
T+0 t+=1
transzformicidt. Ha az x1...x" hatarciklus a leképezés attrak-
tora, akkor a T = Np és a t &t + pj behelyettesitéssel kapjuk:
p i N o
x(@) = iL} L T :e_'tOpJ
P~ N
p 0, ha t)(i)zm( K =0,1...p
= X e_iwt em P ar.n
= 1, ha w = —25’5
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A trajektoéria Fourier-komponensei tehat csak az w (K 5 2rx/p(n),

p(M) :2”) frekvenciakon nem tinnek el, a periédug kett6zbdés
soran pedig Ujabb, alharmonikus komponensek jelennek meg. A
stabil x2 Fixpont esetében példaul

x(w = 0 =x@m) = x2 = ,

* * *

mig az x3,x4,x3 ... hatarciklus megvaldsulasakor
K K
X© =X@w = X354 -l .3, (17.83)
ha r > 3, és N
* Kk
A *
@ = X324 - o SPor3 < x32. (17.8b)

A Fourier-spektrum w = 0 komponense koézelité6leg nem valtozik a
2° 2 bifurkacidé soran, az 0Uj komponens [x (@ | amplitidéja
azonban lényegesen kisebb. Az utébbi koézvetlenil a bifurkacio
utan a kontrollparaméter fuggvényében igen gyorsan né, majd
kozel allandé értékl marad az szuperstabilitasi pont eléré-
se utan. Tovabbi bifurkacidk egyre kisebb amplitudéju alharmo-
nikusok megjelenéséhez vezetnek. A 17.8 abran vazlatosan fel-

rajzoltuk a p(®) = 2 peridédusu hatarciklus Fourier-spektru-
mat.

17.8 &bra. A p-2n periddusu ciklus Fourier-spektruma
a kontrollparaméter r < r7 értéke mellett
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A hatarciklusok pontjainak bejarasi sorrendjére utal_az,
hogy a 2K hatarciklus minden frekvenciaja el6fordul a
ciklus spektrumadban. A p=2 hatarciklus .---,Y pontjaibol
a bifurkacid soran az

N Z1 *z2p-1

yP
z2 z2p

yl

pontok keletkeznek. Miként azt a 17.4 és a 17.5 abran is szem-
1éltettik, a 2 ciklusban az y”~...Yp pontok ugyanolyan iddébeli
sorrendben kovetik egymast, mint amilyen sorrendben az itera-
cié a @ ,z2>,. .. (zZ2p_-| ,z2p> pontparokat érinti a 2 hatar-
ciklusban - a teljes 2™+1 periddus megtétele alatt kétszer.
(A trajektoria akkor érint egy pontpart, ha a két pont egyike
a trajektoriaban részt vesz.) Egy hatarciklus jellegzetes
periddusidbit ezért a bel6le bifurkacidk soran keletkez6 ha-
tarciklusok jellegzetes periddusidfi kozott is megtalaljuk.

Egy egyszer( nemlinearis dinamikai rendszerben, a logisz-
tikus leképezésnél a kontrollparaméter valtoztatasaval az
attraktor pontjai megkett6zddésének végtelen sorozatat figyel-
hettik meg. Hasonldé viselkedést tapasztalhatunk olyan mas
fuggvényeknél is, amelyek kvalitativ menete emlékeztet a lo-
gisztikus leképezés alakjara.

A logisztikus leképezést koordinata-transzformacié koti
Ossze példaul az irodalomban gyakran vizsgalt

flG@y) =1 - ay2 (17.9a)
f20®,2) Eb - z2 (17.9b)

leképezésekkel . A logisztikus leképezés fu(rpo fluggvényének
valtozéit az alabbi moédon fejezhetjuk ki,

1
1

-

I+

/TT4% X

ly +1 ,

-
I

=

I+

/1+4b X =-z +
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Innen azt is leolvashatjuk, hogy ha fennall

xfcl = rxt (1-xt),

akkor az
r*=2r |, X" = 2rp<x “ —p'")

transzformalt valtozékban szintén az

Xxt+l = rxt@ " xt>

logisztikus leképezést kapjuk. Az eredeti rendszerben az r
kontrollparaméternél lezajldé jelenségek Figyelhetéek meg tehat
a transzformalt rendszerben, ha a kontrollparamétert az ere-
deti koordinatarendszerben definialt logisztikus leképezésben
a 2-r értékre allitjuk be [39].

A szimmetrikus, egy maximummal rendelkez6 f(r,x) = r FX)
figgvények kozul, ahol F(xX) a [0,1] intervallumot 6nmagara ké-
pezi le, szamosra alkalmazhatéak a 17,2-3 &brak kapcsan leirt
szemléletes meggondolasok [5,34,35,40]. Ilyen példaul az
f = r sin 7X fuggvény. Azt mondhatjuk, a peridéduskettiz8dések
végtelen sorozata, vagy mas elnevezéssel a Feigenbaum-szekven-
cidk, az egydimenzids leképezések széles csoportjanal megfi-
gyelhetdek.

18. SKALATULAJDONSAGOK

Az x = 1/2 széls6értékhely kornyezetében a 15.1, 17.2b és
17.3b abrak harom egymashoz hasonld alakd leképezést mutatnak
be. A bifurkacids diagram 17.6 abrajanak, valamint a 17.7 ab-
ranak, amelyre a Ljapunov-szamot rajzoltuk fel, az a szembe-
tdn6é tulajdonsaga, hogy a kiuloénb6zé (rk ,rk+1> interval lumok-
ban a gorbék viselkedése hasonld, csupan a hosszskalaik térnek
el. A 17.8 abran felrajzolt frekvenciaspektrum egy bifurkacid
utan alharmonikus csucsokkal bévil olymédon, hogy az Uj spekt-
rum a [O,u] tartomanyban emlékeztet a régi spektrum [o,211] iIn-

tervallumbeli szerkezetére. A periddus kett6zbédések végtelen
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sorozatat jellemzd mennyiségek - mas és mas hosszskalan - on-
magukat ismétlik. Bar az r”~ torlddasi ponti kozelében a 17.6,
17.7 és 17.8 abrakon lathaté fuggvények egyre gyorsabban val-
toznak s igen bonyolultakkd valnak, a hasonlésagbél szarmazo
skaladsszeflggések segitségével leirhatjuk 6ket. Az alabbiak-
ban ismertetjik a legfontosabb, szamitégéppel nyert numerikus
eredményeket.

A végtelen periddus kettdzbédést mutatd és egyetlen kvadra-
tikus maximummal rendelkezd leképezéseknél létezik a

Hm FR=rkl - 5 - 4 6692016. .. (18.1)

K rk+1_rk
hatarérték [32-34]. Ha az r™ bifurkaciés pontok helyébe a szu-
perstabilitas rk értékeit helyettesitjuk, a hatarérték négyze-
tes maximumot mutatd leképezéseknél tovabbra is a 6 szam. A
szokasos szohasznalattal élve, a 6 allandd a fenti leképezések
osztalyara nézve univerzalis. A fenti limesszel ekvivalens az

r,k - “6° (8.2)
aszimptotikus aranyossag. Ennek alapjan elemi atalakitasokkal

megkaphatjuk a peridédusidének a kontrollparamétertél vald filg-
gését

p=2ka (M -rk) T, (18.3)

ahol t = In 2/InS = 0,4498... [41]. A periddusidd szingularis
- kritikus - hatvanyfiggését a 6 univerzalis szam meghataroz-
za. Ezért a 6 szamot kritikus exponensnek is nevezik.

A 17.3a és a 17.4a abrakon az Q széls6értékhely korali le-
képezések kozotti hasonlésag jellemezhetd az

f(r. xX) - X

< TtP ez

= q (18.4)

hanyadossal, amely a 17.3a és a 17.4a abrakon lathaté, x kori-
li négyzetek oldalainak aranya. Szamitégépes vizsgalatok sze-
rint létezik a
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£ D G o
lim -—--n—————————— = lima =a = 2,502907875... (18.5)

e F "(rn+1,x)-X M+

hatarérték, s akvadratikus maximummal rendelkezé flggvények
osztalyan univerzalis [34]. Az a szdm a 17.6 abran lathatd, az
X maximumhelyet is tartalmaz6 villak agai tavolsaganak ex-
ponencialis csokkenését jellemzi, ha a villdkat a szupersta-
bil pontokban hasonlitjuk Ossze. Kovetkezésképp a hatarciklus-
nak a legnagyobb értékd pontjat, az f(r ,X) pontot tartalmazé
villa a -tel skalazodik minden négyzeteg maximummal rendelkez6
T flggvény esetén. A 6 és az a szamok tehat a 17.6 abran lat-
hato bifurkacidés diagram vizszintes illetve flgg6leges tenge-
lyeinek jellemz6 sk&lafaktorai .

A Ljapunov exponens is mutat skalaviselkedést. Legyenek az
[rk ,rk+I™ intervallumban stabil hatarciklus pontjai y (r),

A i amelyek egyben az 72 ™ leképezés azonos
stabilitdsu fixpontjai. A (16.4) definicidé szerint a Ljapunov-
exponens
2/\
i H - - 1 e
2 t=1 2 Y,

A kul6nbdz6 [rk,rk+1] intervallumbeli rE pontokat megfeleld
stabilitadsu pontoknak nevezzik, ha a 3F2k* @, ,xX)/3x déri-
valt a kuloénbdz6 2 periddusu stabil hatarciklusok pontjaiban
megegyezik. llyen fk sorozaton tartva az r» torlédasi ponthoz
a Ljapunov-szam

mrk>=v 2v 8.7

exponencialis csokkenését figyelhetjuk meg.

Az T szuperstabilitasi pontban 3f" /3x|w1 = 0. A déri-
valt rk koruli sorfejtésre ezért linearis taggal kezdédik, s
a Ljapunov-szam (18.6) szerint logaritmikusan divergal a szu-
perstabilitasi helyen. A nem divergens jarulékokat a g(r)
flggvényben o6sszefoglaljuk, s igy az [rk,rfct ] intervallumban
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érvényes
X(r) =-L Injr-rk|] + g(n) (18.8)

kifejezéshez jutunk.

A 1I(r) fuggvényt kozelitjik, ha feltesszik, a nem szingula-
ris jarulékokat az [rk,rk+1) intervallumban a g(r) = gk al-
landéval becsilhetjuk. Az r~ bifurkacids pontban

I(ric = jk 1Ingak_rke + gk = °-

Felhasznalva, hogy aszimptotikusan r» r r™ - a6 és

sro- a6 _k, a
g!a< = —Y In6k——2T In (a-a) FI4 In 6k

kozelitést kapjuk. Innen a (18.8) kifejezést felhasznalva meg-
hatdrozhatjuk a oK peridédusu hatarciklus Ljapunov-exponensének
kozelitd alakjat,

AN = Injr-rk |6k . (18.9)

Az olyan rk pontok megfelel§ stabilitaslak tehat, amelyekre

K - ;k "C a =

Mivel az rk és az rk sorozatok konvergenciajat egyarant a 6
szam jellemzi, azért a megfeleld stabilitaslu pontok az

[rk ,rk+1] intervallumokat azonos aranyban osztjak. A megfele-
16 stabilitasu pontok sorozata is eleget tesz az

r - rk - 0-k (18.10)
aszimptotikus aranyossagnak, amelyet (18.7)-be helyettesitve
nyerjuk

X(rk) « ® - rk)T , (18.11)

ahol r = In2/Iné.
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Megjegyezzik, hogy a Ljapunov-exponens skalaviselkedését az
[r™,rk+7] intervallumban egzakt médon a

AN = Ind (r-rk)ék (18.12)

kifejezés irja le, ha k==, ahol ¢ univerzalis Tflggvény a négy-
zetes maximummal rendelkez6 figgvények osztalyan, ®(@©) = O és
¢ differencialhaté.

Mind a fenti, mind a (18.9) kozelité formula alapjan megal-
lapithatjuk, hogy a Ljapunov-szam [rk,rk+1] intervallumbeli
atlagat szintén a x = In2/In6 exponens jellemzi [38]

, re«i - By
¥k:i_¥k } X(rdr “ (ro - rIK<) (18.13)
rk

A trajektoria Fourier-spektrumaban is felfedezhetink skala-
viselkedést. A 2™ o bifurkacié soran az w, () = 2m/2» =
=uw @, 3= 0,1,...,2%, frekvenciaju kompoﬁensek a nagy K
hataresetben valtozatlanok maradnak. Az djonnan megjelend

@Cj+Hr j = 0,2,...,2 -1, paratlan frekvenciaju Fourier-
komponensek viszont az el6z6 hatarciklus paratlan frekvenciaju
Osszetevbihez képest megvaltoznak. A spektrum kézepén (@ n fraz

@A e[ (202
IX(Dk+L @j+3) ) i~ [xGok+1@J+ilT] ~y = 0,1525... (18.14)

faktorral csokkennek, ahol a J index 2k_2 kérali nagy

egész  szam, és amennyiben a K és a 2k+:L periddusokat
megfeleld stabilitéSlI'i pontokban hasonlitjuk dssze. A fenti
i

+2K atmenetkor megjelend csucsot ha-
sonlit 6ssze a 2 _*_2k+1 bifurkdcidé soradn a csucs két oldaléan
ujonnan fellép6 két Fourier-komponenssel. A spektrum skalavi-
selkedését jellemz6 y szam figgetlen a 6 és az a allandoktol,
s az egyetlen négyzetes maximummal rendelkez6 filggvények osz-
talyan univerzalis [42,36] -(Megjegyezzik, hogy az alacsony kK
index melletti becslések nem jok. A kettes peridédus Fourier-
amplituddéinak (17.8) képletébdl szamitott elsd kozelités az

osszefiiggés egy, a 2
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egzakt y tobb mint kétszeresét adja). A frekvenciaspektrum uni-
verzalis tulajdonsagait részletesen az F.4 fuggelékben irjuk
le.

19. RENORMALASI TRANSZFORMACIO AZ EGYDIMENZI0OS LEKEPEZESEN

Az rO torlodasi pont kozelében a leképezést jellemz8 meny-
nyiségek igen bonyolultakka valnak. E komplex viselkedés lei-
rasahoz a probléma Uj elméleti megkodzelitésére van szikség.

A hasonlésag jelent8ségének felismerése és egyes skalatulaj-
donsagok numerikus igazolasa vezetett el a renormalasi transz-
formacid gondolatahoz. Segitségével az univerzalitas is iga-
zolast nyert. Az elmélet legfontosabb eredményeit az F.4 flug-
gelékben fogalmazzuk meg. Az alabbiakban bemutatunk egy koéze-
11t renormalasi eljarast, és becslést adunk a 6 és az a allan-
dokra.

E18szor idézzunk fel egy, az F.4 fuggelékben is leirt el-
méleti allitast. Tekintsik a 17.2a abran felrajzolt
F(rifx)-x = f(r.j,xty)-x = hQ (y) TFfuggvényt, amely az
I = [0,f(r™,x)-x] intervallumot o6nmagara képezi le. Nagyitsuk
most ki a 17.3a abran az x minimumhely kérnyezetét a (18.4)
kifejezésben definialt skalafaktorral. Az igy kapott

-0~ F(2)(r2,x-y/al) - x =hl)

fuggvény h (y)-hoz hasonldéan az 1. szakaszt Onmagara képezi.
A k>1 indexd f fuggvények x koruli alakjat a (18.5) képlet-
ben definialt skalafaktorokkal kinagyitva a

(-Dkal——dk *2 *(rk+l ,x+y/(-)kal— ak)-x = (19.1a)
flggvényeket kapjuk. Az aQ = Ff(r.j,x)-x jelolést hasznalva az
a”1 \(ya0) = hk ) (19.1b)

transzformacidéval a [0,1] intervallumot 6nmagara egy-egyértel-
md modon leképezd hk (y) figgvényekhez jutunk. Az eljaras soran
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a leképezést az x maximumhely egyre kisebb kdérnyezetében na-
gyitjuk ki, s az y=0 ponttol tavoli viselkedését figyelmen ki-
vil hagyjuk, mikézben a kontrollparaméter r~ értékein megkdze-
Iitjuk az r™ hatéarértéket. Azt allitjuk, hogy az egy kvadrati-
kus maximummal rendelkezd f(r,x) leképezésekbdl indulva léte-
zik a

lim hk ) =91®%) 9.2
k>
hatarérték-fuggvény, amely az f(r,x) konkrét alakjatél flgget-
len, vagyis univerzalis, és g™(y) = g™(~y) [34]-
Nagy kK index mellett hk () > &) és « ak+jJ s a, ezért
kézelitb6leg fennall, hogy

—a "2 *(rk+1,x-y/a)-x « T*2  *(rk ,x+y)-x . (19.3)

A fuggvény kétszeri alkalmazdasa és az a szdmmal valdé nyuUjtésa
a renormadlasi transzformacié , amit itt x koril végeztink
el. A fenti Osszeflggés azt fejezi ki, hogy a renormaléasi
transzformacigot az f A1 @, ..,X) fTiuggvényen elvégezve koze-

. 2k-1) - . - L
litéleg az f (rk ,xX) FTuggvényt kapjuk. A transzformacio
alkalmazasa soran tehat a kontrollparaméter tavolodik az rm
torlédasi ponttél. Latjuk tovabba, hogy a renormalési transz-
formacidé (19.3) osszeflggése szerint rk meghatarozza az rk+l
és a szadmokat. A tapasztalat szerint a hk filggvények gyorsan
konvergalnak, ezért a fenti kozelitéstS6l kis kK index esetén is
J6 becslést remélhetink.

Példaképpen elvégezzik a renormalasi transzformaciot k=1
mellett a logisztikus leképezésen. Eljarasunk altalanosabb
lesz az eddig leirtaknal. A kontrollparamétert az rk szuper-
stabilitasi pontbdl elmozditva a hatarciklus egyik pontja el-
tolédik az x maximumhelytél. A (19.3) o6sszehasonlitas jobbol-
dalan megengedjuk az r paraméter [rQ,r] = [1,3] intervallum-
beli valtozisat. Az x maximumhely helyett a hatarciklus el-
tolddott pontjdhoz viszonyitjuk az y elmozduldst. A jobbolda-
lon minden r érték meghataroz a baloldalon egy r° szamot,
amely az [r*,r2] = [3,1+/3J szakaszon mozog (1d. a (17.5)
egyenlétlenséget). Az r = r(r*) oOsszefiuggés alapjan megadjuk
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a S kritikus exponens kozelitd értékét, és a (19.3) Osszehason-
litas segitségével az a allandot is megbecsiuljik.

A (19.3) osszehasonlitas polinomok oOsszehasonlitasa. A li-
nearis tagok egyenldvé tétele azt eredményezi, hogy az r és r-
pontok egyben megfelel§ stabilitasu pontok. Ha k=1, akkor a
baloldalon negyedfoku, a jobboldalon masodfoku polinom all. A

baloldalon a ketténél magasabb rendld, azaz 0(y /a ) tagok el-
hanyagoldsara az ad jogcimet, hogy a 3 < 1. A jobboldalon
(15.4) szerint az x§ = (r-1)/r fixpont koérili y elmozdulast
kell tekintenunk, mig a baloldalon a (17.3) kifejezés alapjan
az = (r'+l - /(r"+1)(r*-3))/2r")pont koérili y/a kitérések-
ben fejtink sorba kvadratikus rendig. A (19.3) 0dsszehasonli-
tasnak megfeleld

—-a A2)(rv,x*-y/a) - x3 = fL<r,x2+y) 9.9

egyenlfséget az T (r,X) = rx(1-x) fuggvényalak felhasznalasa-
val az y/a valtozoban négyzetes rendig irjuk fel

(-r2+2r"+d)y - y2(-r"3+2r"2+3r* +3rV(r*+1) (rr-3))/a =
2
= @ny-ry
Innen leolvashat6, hogy

r=r2-2r —2=r("), 19.5)

a--rrt2rret3r'r(Q./(rr.DH(r"-34 , t,@AV7rT+1-r). (9.6)

Az [r~,r2] intervallumon belil a Ljapunov-szamot a (17.4) Ki-
fejezés hatarozza meg. Lathatd, hogy

namrH = xmr2 ,

az r(rv) leképezés tehat valéban a megfeleld stabilitaslu pon-
tokat koti o6ssze. igy példaul r(r2) = , rir™ = rQ és
r(rl) = ro*
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Kovetkez6 kozelitésink abban all, hogy feltesszik, az
rf, ,.rh1 és az fr, ,r, ,1 intervallumok megfelel6 stabilitasu
pontjai kozotti leképezés alakja megegyezik a (19.5)-beli
figgvénnyel. Példaul az intervallumok hatarait egymasba
transzformal ja:

r(rk+1) = rk = = 1977

A bifurkaciok torlddasi pontja egyben a renormalasi transzfor-
macié fixpontja is,

r(rj =r0« 3+ = 3,5615... , (19-8)

amelyet a szamitdgép segitségével kapott r~ = 3,5699... érték-
kel o6sszehasonlitva jo egyezést talalunk. A (18.2) 0Osszeflggés
alapjan helyettesitsik be a (19.7) képletbe az

="p" A 6 k
aszimptotikus kifejezést. A (19.5) fiuggvényalak felhasznalasa-
val kapjuk a

Sr2r -2 =1+ /T7 =5,12

szamot. Kozelitésink eltérése a 6 = 4,669... egzakt értéktol
~10 %. (Ha a renormalasi transzformacid kovetkezd lépését is
elvégezzik, azaz a nagyitott fi~ figgvényt hasonlitjuk Ossze
az f(z)' leképezéssel, akkor a % alland6 becslését a

6n2+ /7 =4,83... értékre javithatjuk [39,43]. Pontosabb
kozelitést a Derrida-Gervois-Pomeau-féle renormalasi eljaras
[44] alkalmazasaval harmadrendben a kézelmultban kaptak:

6 s 4,675... [45].) Az a skalafaktor kozelitd értékét kapjuk,
ha a (19.6) kifejezésbe az r =r2 =1+ /F és az r = =3
szamokat helyettesitjuk. Ekkor

a~ 2,578...

adédik, amely a szamitogéppel kapott a = 2,50290... értéket
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Jjol kozeliti. Megjegyezzik, ha nem az X maximumhely ko&zelében
levé x™ pont korul fejtink sorba, hanem a tavolabbi x~ pont
korul, akkor az a2 skalafaktort kell hasznalnunk a renormalasi
eljarads soran. A szamitast elvégezve az a s 7,17... nyldjtasi
tényez6t kapjuk, amelyb8l az a szamra ~5 %-os hibaval adoédik
becslés. A kozelitést tehat joénak tekinthetjik.

A renormalasi transzformacié hasznosnak bizonyult az egyéb-
ként csak szamitogéppel meghatarozhaté univerzalis allandok
becslésére. Az eljaras alapja az a feltételezés volt, hogy az
~,...r*, ..., az (*-r*1/tr*-rj) ,... (j+" J2-rkNree*
az an,...a"... sorozatok hatarértéke létezik, tovabba a (19.1)
kifejezéssel definialt, a leképezés maximuma koérali nagyitas-
sal eléallitott flggvények sorozata konvergens, s a négyzetes
maximummal rendelkez6 fuggvények osztalyan a hatarértékek uni-
verzalisak. Tény azonban, hogy az egydimenzids leképezések al-
talanos elmélete kevés egzaktul bizonyitott tételre [46],
tdmaszkodhat - els@sorban intuitiv allitasokat ismerink. Az
intuitiv elmélet "tételeit"” az F.4 fiuggelékben fogalmazzuk meg.

20. SIKBELI LEKEPEZESEK

Az el6z8 fejezetekben megismert egydimenzids leképezések utéan
a legegyszer(ibb leképezések a sik pontjainak

xi+1 = f(x.,y.)

0.1)
yi+i = a(,yt)

alaka transzformacioi. Illyen transzformaciohoz példaul ugy
Jjuthatunk el, ha egy harom szabadsagi foku (haromdimenziés al-
lapotterld) rendszernek, vagy pedig egy két szabadsagi foku
konzervativ rendszernek a Poincara-leképezését tekintjuk. Egy
autonom differencialegyenletrendszer konkrét alakjabél Kiin-
dulva azonban nagyon nehéz (@ trivialis esetektfl eltekintve
szinte lehetetlen) a (20.1)-ben szerepldé f(Xx,y) és g(X,Yy)
figgvények explicit megkonstrualasa, i1gy a leképezések vizs-
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galatara els6sorban numerikusan nyilt csak lehetdség.

Amikor egy rendszer hosszutavli mozgasanak jellegzetességeire
vagyunk kivancsiak, akkor megtehetjik, hogy a probléma diffe-
rencialegyenletének (vagy ennek egy Poincaré-leképezésének)
numerikus tanulmanyozasa helyett valasztunk egy "modell-leké-
pezést'”, amely lehet6leg nagyon egyszer(, 1igy nagyon sok ite-
rdcion keresztul gyorsan és pontosan szadmithatdé, s amely mo-
dell-leképezésrél reméljuk, hogy a beléle levonhatd kévetkez-
tetések egy része az eredeti problémara nézve is érvényben ma-
rad.

Egy linearis leképezés, amely linearis rendszerek Poincaré-
leképezéseként adodik s altalanosan x~M+~ = M x» alakba irhato,
nyilvan nem vezethet kaoszra, hiszen akarhanyadik iteracio
eredményét zart alakban fel tudjuk irni:

n -a
n 0}

s az M matrixot diagonalizadlva leolvashatjuk az n > °°-beli vi-
selkedést is.

Kaotikus "mozgast'" tehat csak nemlinearis leképezésektfl
varhatunk. A legegyszer(bb nemlinearis leképezés nyilvan az,
amelyben f és g kvadratikus filggvénye az x és y valtozoknak.

M. Hénon ilyen tipusu leképezéseket vizsgalt, méghozza azzal
az oOnkényes megszoritassal, hogy legyen a

3(xi+i,yi+l)
J = - S(X"_'L_yY) = (20-2)

Jacobi-determinans a helytél fuggetlen allandé [47-48]. Mint
azt az F.3 figgelékben megmutatjuk, valamennyi kvadratikus,
konstans Jacobi-determinansu sikbeli leképezés alkalmas linea-
ris transzformaciotval

Xi+l = 1 + Y+ - a x*

(20.3)
yi+l = b Xi

alakra hozhaté. Ez az Hénon-féle leképezés standard alakja.



Amennyiben |j] = bl < 1, ugy a leképezése soran a teriletek
id6ben exponencidlisan csokkennek, ez a disszipativ rendszerek-
re jellemzd, - ezért ilyenkor disszipativ leképezésril beszé-
link. bl =1 esetben viszont a leképezés terilettarté, ez a
konzervativ rendszerekre jellemzd (F.2 fuggelék), ezért (20.1j-
nak a bl =1 hataresetét konzervativ Hénon-leképezésnek ne-
vezzik. ¥
Az Hénon-féle leképezés az a és b értékeitdl fluggben tobb-
féleképpen viselkedhet az i * ® hataresetben. Bizonyos paramé-
tertartomanyokban példaul fixpontokkal rendelkezik, melyek

kooridnatait az
Kx+1,Y1+1) = T(X.,y.) = (X.,Y-) (20.4)

egyenletekb8l hatarozhatjuk meg. (A leképezésre bevezettik az

T
Xi,yt) (1+17"Y1+1) E T(xi M)

jelolést.) A fixpontok koordinataira (20.3)-bol és (20.4)-b6l

X* - a-b)x/(1-b)2+4a ]

(20.5)

adoédik, amely akkor hataroz meg valés pontokat, ha

a>- n-b)2 . a
4 o

A Ffixpontok stabilitasat az F.2 figgelékben leirt médszer-
rel vizsgalhatjuk meg. Bevezetve az X" = x-X és y" = y-y
Uuj valtozékat és a leképezést ezekben linearizalva

* Nemcsak a konzervativ - hanem altalanosan a Hamilton-féle
rendszerek is divergenciamentes aramlassal irhaték le s a
Poincaré-leképezésik terilettartd. Emiatt az egységnyi Jacobi-
determinansu leképezéseket helyesebb lenne Hamilton-féle leké-
pezésnek nevezni. Az egyszerilség kedvéért mi maradunk a "kon-
zervativ leképezés" elnevezésnél, de nem feledkezink meg arrdl,
hogy ezek a leképezések nem feltétlenil konzervativ rendsze-
rekre vonatkoznak.



= 20.6)
yid b °j K.
addédik. A fenti matrix sajatértékei, vagyis a
X2 + 2ax* X-b =0 20.7)

egyenlet gyokei dontik el a stabilitas kérdését: ha mindkét
sajatértékre fennall, hogy |[X] < 1, ugy a vizsgalt fixpont sta-
bil, ellenkez6 esetben pedig instabil. Kdzvetlen szamoléassal
adddik, hogy az egyik, (20.5)-ben a negativ el8jelnek megfele-
16 fixpont mindig instabil, a masik azonban az
2

a, <a<ag = ffl’\l-b—)— (20.8)
paramétertartomanyban stabil. Bizonyos O0»Y0) kezd6feltéte-
lek esetén elég sok iteracio6 bevisz a stabil fixpontba (ponto-
sabban: annak tetszés szerint kicsiny kérnyezetébe), mas - a
fixpont vonzasi korzetén Kkivil esf - kezd6pontbdl indulva vi-
szont az iteraciodk egyre tavolabbra és tavolabbra képeznek le,
a pontosorozat "‘elfut a végtelenbe".

Ha a-t a8 folé noveljuk, az eredetileg stabil fixpont in-
stabilla valik, viszont kialakul egy kettes periddusé hatar-
ciklus. Ez a bifurkacio koézvetlen analdgja az el6z6 fejezetek-
ben tanulmanyozott egydimenzids leképezések periddus-kett6z6-
désének. A ciklus pontjainak koordinatait az

T T
Ky P = 2,y2) *

egyenletekbdl hatarozhatjuk meg:

" = (1-b) += Na-3MN-b)2
X1,2 2a

yl,2 - b x 2,1

A ciklus stabilitasa ismét linearis analizissel donthetd el:
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amennyiben a Tia () =T(T()) leképezés linearizalt alakjanak,
vagyis az

(@) i~2ax1l 1]-2ax2 1*
b oj b 0

matrixnak mindkét sajatértéke egynél kisebb abszolut értékd,
Ugy a kettes ciklus stabil, ellenkez6 esetben instabil. Mivel

a stabilitas, vagy instabilitads egységesen jellemz§ a ciklus
valamennyi pontjara, az a paramétert noévelve valamely a2 érték-
nél négyes hatarciklus, a,-nal nyolcas , és igy tovabb, a -nél
n = 2R-es hatarciklus alakul ki. Az n-es ciklus pontjait gz

T T

T T
Ax2,y2) ... Yxnyn) Y (xMy,)

egyenletek hatarozzak meg, a stabilitasukat pedig a

. - n f-2ax. 1"
M® "1 TT (20.9)
i=1 b 0
matrix sajatértékei szabjak meg.
Az an,a2,a2,... bifurkaciods pontok valamely atx torlodasi
ponthoz tartanak, méghozza a konvergencia aszimptotikusan egy
mértani sorozatnak megfelelfen torténik:

lim —-—-—-—-2- = 6, (20.10)

azaz a_ ~ a - alland6-6 n. Ennél azonban még sokkal tobb is
igaz! Be lehet bizonyitani, hogy (20.10) nemcsak a kétdimen-
,Z10s disszipativ Hénon-leképezésre, hanem altalaban minden
nemlinearis ponttranszformacidéra fennall, s hogy 6 az egynél
kisebb Jacobi-determinansu leképezésekre univerzalisan az egy-
dimenzidés eset targyalasanal megismert Feigenbaum-féle

6 = 4,6692016... értékkel egyezik meg [49,37].- Ennek szemléle-
tes magyarazata a kovetkez6. A (20.9) matrix karakterisztikus
egyenlete

A2 + Nn (a,b)An + (-b)n = 0, (20.11)
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ahol az Nn (a,b) egyltthaték rendre szamolhatok:

N1

b-1 + /(1-b)2 + 4a ,

N2

4a + 6b - 4b2 - 4 , stb.

Mivel a sajatértékek szorzata (-b)n, s ez a szam |b] <1 ese-
tén n @ °°-re nullahoz tart, az egyik sajatérték ebben a limesz-
ben biztosan nulldhoz tart. Ez annyit jelent, hogy van a sikon
egy olyan irany, amely mentén - az iteracioét elég sokszor ismé-
telve - a pontsorozat gyorsan oOsszehuzodik, effektive egy 1-
dimenzidés sokasagot alkot, s ezaltal a ""mozgas'" l1ényegében
1-valtozésra redukalodik.

Egészen mas a helyzet a konzervativ Hénon-leképezésnél,
vagyis Ib] =1 esetben. Az a paramétert valtoztatva itt is meg-
figyelhetink kaszkad-bifurkaciokat (az eredetileg elliptikus
pontok hiperbolikussa valnak, s megjelenik két-két 0j, egymas-
t6l fokozatosan eltavolodo elliptikus pont), de a bifurkacios

pontok silrisodésére jellemzd

a —a
bim anﬁ-gﬁf = S onzervativ (20-12).
n+“ n+l n
paraméter, melynek szamértéke numerikusan 8,7210972...-nek

adoédott [50], hatarozottan eltér a disszpativ rendszerek 6-ja-
tol. lgaz viszont, hogy a konzervativ rendszerekben &altalaban
lejatszodd peridduskettbzések mindegyikére univerzalisan jel-
lemz6 a &onz alland6; a konzervativ rendszerek tehat ugyan-
csak egy univerzalitasi osztalyt alkotnak, de ez az osztaly
kiulonbozik a disszipativ rendszerekétsél [5l- 5] .

Az egydimenziods leképezéseknél lattuk, hogy a periddusket-
t6z6dés jJelensége egy kozelitdé renormalasi eljarassal is
leirhato és néhany jellemz6 mennyiség kvantitativan is meg-
hatarozhatdé. Ennek az eljarasnak a sikbeli leképezéseknél is
megvan a megfelel6je. Az alapgondolat itt is az, hogy az a és
b paraméterértékekkel jellemzett T, ,, leképezéssel megprobal-
Juk kapcsolatba hozni a kétszeri iteralast megvaléosito T* le-
képezést, de az utdbbit nem az eredeti, hanem valamely modosi-
tott a" és b" paraméterértékeknél vesszik fel:
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Tabp ™ A@ by *

Ez a megfeleltetés azonban csak kozelit6leg lehet érvényes,
hiszen T@ alakilag masként néz ki, mint T (példaul kvadrati-
kus T esetén T(Z) negyedrendld tagokat is tartalmaz). Egy le-
hetséges kapcsolatot a kétféle leképezés - és ezaltal az (a,b)
illetve (a@",b") paraméterértékek - kozott az adhat, ha T
nek az n-es peridédusé ciklus kdzelében érvényes linearizalt
alakjarol megkoveteljik, /ﬂoqy - egy hasonlésagi transzformacio
erejéig - egyezzék meg Tja, N,M-nek a 2n-es ciklus pontjai ko-
rual linearizalt alakjaval [54-55]. Innen a transzformacidés mat-
rixok invariansait (@ spurokat és a determinansokat) Osszeha-
sonlitva

Nn (a,b)

N2n(a®,b"), (20.13)

(-b)n (-b™)2n (20.14%)
adoédik, ahol N-ek a (20.11)-ben szerepld allandok. A kozelitd
renormadlasi transzformacié fixpontjat az a" = a(:a*) és a

b* = b(=b ) Osszefluggések hatarozzadk meg. (Felhivjuk a figyel-
met arra, hogy a*, ami a renormalt transzformaci6é torlodasi
pontja, nem egyezik meg a rogzitett b-hez tartozé a™ torlodasi
ponttal.) .

A (20.14) egyenlet szerint b vagy 0, vagy -1 kell legyen.
Az el6bbi a disszipativ rendszereknek felel meg, mig b™ = 11
(vagyis a Jacobi determinans +1) a konzervativ-, vagy altala-
nosabban a Hamilton-féle rendszerekre jellemzb.

Mivel a disszipativ leképezések sokszor iteralva effektive
egydimenzidssa valnak, s az egydimenzids esettel mar részlete-
sebben foglalkoztunk, tekintsik most a b = -1-nek megfeleld
konzervativ leképezést! Az els6 négy Nn fuggvényt konnyen Fel-
irhatjuk zart alakban is:

N1@

2(/T+a - 1) ,

N2 (@ 4a - 14 ,
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N3 @

8a(@® + /a-T) - 10 - 6/a"T ,

N4 @ 16a2 - 32a/a - 2,
de elvileg tovabbiak kiszamitasanak sincs akadalya. Alkalmaz-
zuk (20.13)-at n=1-re, ekkor

a =4a"2 - 24a" + 35

adédik. Az a = a* = a™ torlodasi pontra (5 + /65)/8, a 6 al-

landora pedig (20.12)-vei val6 6sszehasonlitasbol
%onzervativ  da" =1+ /65 =79,06

addédik. Az egzakt 6-tol valo eltérés minddossze 4 %! Még jobb

eredményt kapunk, ha N2~t és N™-t hasonlitjuk Ossze, ekkor

6 = 8,68 adddik. Az egydimenzids leképezésre készult harmad-

rendld renormalizaciés szamitas is [44].

Mi torténik, ha az a paraméter értékét még tovabb, an folé
nével Jik? Ekkor - ismét csak a kezd6feltételt6l FTiuggben - vagy
a végtelenbe tartanak az iteralt leképezés pontjai, vagy pedig
egy véges tartomanyon belil maradnak. Valasszuk az Hénon-leké-
pezés paramétereit mondjuk a [47]-ben is vizsgalt b = 0,3 és
a = 1,4 értékeknek! Ekkora b-nél a r 1,06, tehat a torldédasi
pont felett vagyunk mar._Kdzvetlen szadmoléssal ellenérizhetjuk,
hogy példaul az

A = (-1,33 ,0,42),
B = (,32 ,0,13) ,
C = (1,25 ,-0,14),

D = (-1,06,-0,50)
pontok altal meghatarozott négyszog képe teljes egészében a

négyszog belsejében fekszik, s a terilete az eredeti terilet
b-edrésze. A tovabbi iteracidk is egyre csdkkentik a teriuletet,
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s végul az iteraciok eredményeként adodd pontok egy nullmérté-
ki halmazhoz kell tartsanak. Ez a halmaz, az attraktor, azon-
ban most nem véges sok pontbél all, mint a < a™-nél, hanem an-
nal bonyolultabb strukturaju kilénés attraktor.

Induljunk ki példaul az xq = yQ = 0 kezd6pontbol és iteral-
Juk 10000-szer a (20.3) oOsszeflggéseket! Az igy kapott pontso-
rozatot abrazolva a 20.1 abran lathaté képzédményhez jutunk.

20.1 abra. Az Hénon-modell kildnds attraktora. Az abra
az x =yo=0 kezd6pontbol kiindulva 10000 iteracid ered-
ményinek felrajzolasaval készilt, a=1,4 és b=0,3 pa-
raméterek mellett

A kezdeti tranziens szakasz néhany pontjat leszamitva valameny-
nyi pont latszélag vonalszer( alakzaton - az Hénon-modell Kki-
16n6s attraktoran - helyezkedik el. Mas kezdéfeltételbdl, pél-
daul a (20.5) oOsszefiggésekb6l meghatarozhatd instabil fixpon-
tok egyikéb8l (Q = 0,63135448... és yQ = 0,18940634...) 1in-
dulva ugyanazt a furcsa '"patkoészer(" alakzatot kapjuk (20.2
abra). Ha az attraktor szerkezetét jobban szemigyre akarjuk



venni, ki kell nagyitanunk valamelyik részletét. A 20.2 abran
lathatd kis négyzetet kinagyitva - és az iteraciok szamat 105-
re novelve - a 20.3 &abran lathatd vonalas szerkezet(i ponthal-
mazt kapjuk. Ezt ismét kinagyitva (20.4 és 20.5 abradk) djra és
Ujra ugyanolyan struktdrat kapunk, vagyis az Hénon-modellel
kulonts attraktora — legalabbis az instabil fixpont kérnyezeté-
ben - egyre finomabb és finomabb skalan végtelen sokszor meg-
ismétli o6nmagat. Erdekes, hogy maga az instabil Ffixpont egyal-
taldn nem latszik a 20.1-20.5 abrakon. Konzervativ leképezé-
seknél nem ez a helyzet (lasd példaul a 6.1 &brat), ott a
hiperbolikus pontok elég jol elkulonilnek.

Az instabil Tfixpont kordli linearizilt leképezés matrixanak
sajatértékei

Al = 0,1559... és A2 = -1,923... , (20.15)
a megfeleld sajatvektorok meredeksége pedig
tga™ = 1,923... és tga2 = -0,1559... .(20.16)

Ha lemérjuk a 20.3, 20.4 és 20.5 abrakon lathatoé hasonldé struk-
turaju vonalsereg tavolsagainak aranyat, akkor éppen

Al a 0,16-t kapunk. Minden egyes iteracional ilyen aranyban
csokken a vonalak tavolsaga, de az aranyok (a vonalseregre me-
r6leges, vagy vele akarmekkora véges szbget bezard iranyban)
valtozatlanok maradnak. Ez magyarazza a Kkinagyitasok eredménye-
képpen adédé abrak hasonlésagat. Mikdzben a vonalsereg transz-
verzalis iranyban egyre koézelebb keril egymashoz, a vonalak
egyes pontjai]A2| > 1 miatt egyre tavolabb kerilnek a fixpont-
tol. Ez a tavoldédd mozgads a A2~hdz tartozd sajatvektor iranya-
ban torténik, de mivel ez éppen az egyenessereg iranya, ezért
az abrakon nem érzékelhet6. Az instabil fixponthoz tehat az
egyik iranybol koézelednek, a masik iranyban tavolodnak az ite-
ralt pontok. A fixponttdl elegend6en eltavolodva elromlik a
linearis kozelités, s mindkét mozgas iranyt valthat ; nyilvan
valahol a mozgas visszafordul s a pont bizonyos lIépésszam utan
ismét a fixpont kozelébe keril, amikoris az egész folyamat
kezdddik él6ir6l. Az Hénon-féle kuldonds attraktor szerkezete

104



20.2 &bra. Ugyanaz, mint az el6z6 &abra, csak az
x0=0,6313..., y = 0,1894... kezd6pontbol, a leképezés
egyik instabil fixpontjabol indulva

20.3 &bra. A 20.2 abran lathaté kis négyzet kinagyi-

tésa. Az iteraciok szama 105, az el6z6 abraénak 10-
szerese.
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20.4 &bra. A 20.3 &abran lathatd kis négyzet Kinagyi-
tasa. Az iteracids pontok szama 106

20.5 abra. Az el6z6 abran lathatdé kis négyzet Kina-
gyitasa. Az iteracidés pontok szama 5-10



tehat - legalédbbis a fixpont kozelében - egy egydimenzids soka-
sagnak (egyenesnek) és egy Cantor-halmaznak (F.5 fiuggelék) a
direkt szorzata.
Ha az a paramétert még tovabb noveljik, egy bizonyos ac ér-
téknél (b = 0,3-nal ez kb. 1,5 ) eltinik a kuldénbds attraktor
és akarmilyen kezdéfeltétellel inditjuk is az iteracidsoroza-
tot, a pontok a végtelenbe tavoznak. Ugyanez a helyzet
a < aQ-ra is, amikor az Hénon-leképezésnek nincs Tfixpontja.
(Ez a végtelenbe tartas azonban csak az Hénon-modell sajatsa-
ga és nem univerzalis tulajdonsaga a nemlinearis sikbeli leké-
pezéseknek. Ha a (20.1)-ben szereplé f és g fuggvények olyanok,
hogy az origoétol tavoli pontokat ''visszatéritik' az origo felé,
akkor nyilvan csak korlatos tartomanyban torténhet a mozgas.)
Megjegyezzik, hogy ebben a fejezetben a célunk a periddus-
kett6z6 bifurkacidk és az Hénon-leképezés standard kulonds att-
raktoranak bemutatasa volt. Ez az a kulénos attraktor, melyet
Hénon fedezett fel, s amely azéta is legtobbet vizsgalt objek-
tuma ennek a leképezésnek. A leképezésben azonban egyéb kiulo-
noés attraktorok is fellelheték, s6t egyéb (példaul paratlan pe-
riddusé) hatarciklusok is jelen lehetnek bizonyos paraméterér-
ték-tartomanyokban. igy példaul ac folott kés6bb Ujra megjelen-
nek attraktorok.

20.6 abra. Az Hénon-féle disszipativ leképezés aszimp-
totikus mozgasformai az a paraméter kilénbdz6 érté-
keinél

Befejezésként a 20.6 abran attekinthetjiuk az Hénon-féle le-
képezés aszimptotikus (hagyon sokszori iteraciébol adodo) vi-
selkedését az a paraméter kuloénb6zé értékeire, mikdzben b egy
egynél kisebb abszolut értéki allandé.
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21. A KAOSZ DIFFERENCIALEGYENLETTEL LETRHATO RENDSZEREKBEN—
SZAMITOGEPES ES LABORATORIUMI KISERLETEK

Az egy-, és kétdimenzidés leképezések tanulmdnyozésa utan
differencialegyenletekkel leirhaté rendszereket vizsgalunk. A
differencialegyenletek megoldasaiban megmutatkozé bifurkacio-
sorozatnak természetesen Osszhangban kell lennie a megfeleld
leképezésekben talalt viselkedéssel.

Ebben a fejezetben olyan rendszerekkel foglalkozunk, melyek-
ben a kaosz kialakulasanak Feigenbaum-féle Utja valosul meg.

A Duffing-oszcillatorrél mar korabbréol, az 5. fejezetb6l tud-
Juk, hogy benne peridéduskett6z6é bifurkacidok kovetik egymast a
kontrollparaméter valtoztatasakor. Ugyanez torténik a kénysze-
ritett Van der Pol-oszcillator [57] és a parametrikusan ger-
jesztett inga esetében [58,59] is. A fentieknél is egyszeribb,
s ezért numerikus kisérletekre még alkalmasabb rendszer a
Rossler-modell [29]. A kialakul6é kiloénds attraktor Roéssler-
tipusu, melyrél szemléletes megfontolasok alapjan megallapi-
tottuk, hogy a hozza tartozdé egydimenzids leképezés sima
maximummal rendelkezik (4. fejezet). Ezért mar konkrét szamo-
las nélkul is nyilvanvald, hogy a kaosz bifurkacidk végtelen
sorozata utan alakul Kki.

A konkrét eredményeket J. Crutchfield és szerz6tarsai sza-
mitégépes eljarasa [57] alapjan arra az esetre adjuk meg, ami-
kor a modell altalanos alakjaban, a (13.2) egyenletben szerep-
16 mennyiségek koézil a = b = 0,2, s c-t tekintjiuk kontrollpa-
raméternek. A vizsgalat tehat az

X = -(y+2) ,
y =X + 0,2y , (21.1)
z =0,2 + Xz - ez

egyenletrendszerre vonatkozott. A kontrollparaméter 2,6 értéke
korual stabil hatarciklust talaltak, melynek peridédusideje
T ~ 0,06 sec volt. c = 3,6 esetén egy masik, korulbelul 2T pe-
riodusu hatarciklus volt stabil, ¢ = 4,1-nél mar 4T, c = 4,18-
nal pedig 8T periddusu hatarciklus alakult ki. A torldédasi
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pontot, mely 4,2 koriul van, err6l az oldalrél mar jobban nem
kozelitették meg. A fazisgorbék tanulmanyozasaval parhuzamosan
vizsgaltak az egyes valtozok Fourier-spektrumat is. A T perio6-
dusé hatarciklusnak megfelel6 megoldasban éles csucs jelent
meg az T » 16 Hz értéknél, felharmonikusaival egyitt. A 2T pe-
riodust megoldas kialakuldsakor fellépett az /2 alharmonikus
is, valamint ennek felharmonikusai. A tovabbi bifurkacidk utan
rendre megjelentek az /74 ill. f/8 frekvencidk (és felharmoni-
kusaik) . Mindez jo példa arra, hogy az egydimenzids leképezés vizs-
galatakor talalt viselkedés (17. fejezet) hogyan mutatkozik meg
az egyenletrendszerek megoldaséaban.

21.1 abra. A (21.1) egyenletrendszer fazisgorbéinek
vetilete az x-y sikon a tranziensek kihalasa utan.
Alattuk a z(t) Fourier-komponenseinek amplitiuddja a
frekvencia flggvényében. Az egyes esetekben a rend-
paraméter értéke: A: 2,6; B: 3,5; C: 4; D: 4,18

Nem torekedhetink teljességre azon rendszerek felsoroléasa-
ban, melyek numerikus megoldasa peridduskett6z6 bifurkacid-so-
rozatot mutat, csupan a Navier-Stokes-egyenletek o6t médust meg-
tartdé redukalt alakjara vonatkozé szamitasokat [60], valamint
a plazmafizika koréb6l vett példakat [61] emlitjuk meg. Az
elébbiben a 6 exponensre kapott szamérték jol egyezett az egy-
dimenzids leképezésben fTellépd értékkel.
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Természetes moédon meril fel a kérdés, mi a helyzet a labo-
ratoriumi méréseket illetéen. Altalanosan az mondhaté, hogy
habar peridduskett6z6 folyamatokat észleltek, ezek a mérési
pontatlansag miatt csak néhany bifurkacidig voltak koévethetdk,
fgy az univerzalis elmélettel valdé kvantitativ Osszehasonlités-
ra altaldban nincs kell§ alap, sem a & exponens, sem a U para-
méter esetében (a definiciokat Id. (18.1),(18.14)-ben).

A hidrodinamikai rendszerekre vonatkozd mérések a turbulen-
cia kialakulaséaval kapcsolatosak. A két legjobban kontrollal-
haté jelenség az alulrol melegitett folyadékrétegben fellépd
Bénard-instabilitas és a koncentrikus, forgd hengerek kozétt
megjelend Couette-aramlas [62,63]. A kisérletek szerint a
turbulencia kialakulasanak folyamata nagymértékben figg a vizs-
galt folyadékréteg vizszintes és fiuggbleges kiterjedésének vi-
szonyatol, az un. méret-aranytol. Téglatest alaklu réteg esetén
a legnagyobb vizszintes kiterjedés és a folyadékréteg vastag-
sagadnak a hanyadosa a méret-arany, mig hengeres folyadékréteg
esetén a henger sugaranak és a folyadékréteg vastagsaganak a
hanyadosa. A megfigyelések azt mutatjak [64-66], hogy kis mé-
ret-arannyal jellemzett hidrodinamikai rendszerekben a turbu-
lencia kialakulasa koriuli viselkedés csupan néhany szabadsagi
fokkal kapcsolatos, vagyis olyan bifurkacidkat és id6flggést
tapasztalunk, mint egyszerd dinamikai rendszerekben. Illyen je-
lenségek a kvaziperiodikus viselkedés, szinkronizacio és a pe-
ridduskett6z6 bifurkacidé-sorozat megjelenése.

Az alulrol melegitett, kis méret-arannyal jellemzett, fo-
lyadékrétegben kis (0.4 < P < 1) és kozepes (2.5 <P <5
Prandtl-szamok esetén (@ Prandtl-szam definicidjat Id. (22.2)-
ben) a fltés mértékét novelve megfigyeltek peridduskett6z8 bi-
furkacio-sorozatot a kaotikus allapot kialakulasa el6tt. A je-
lenséget He-ban [67] és vizben [68,69] mérték, mindegyik eset-
ben néhanyszor tiz milliméter volt a doboz maximalis mérete.

A Kkisérletek szerint a periodduskettézés jol lathaté mind a lo-
kalis sebesség, mind a lokalis hémérséklet-gradiens Fourier-
spektrumaban, ahol egymast kovetve jelennek meg csucsok az
alapfrekvencia felénél, negyedénél stb. A mért adatokbdl a 6
exponens és a p paraméter is meghatarozhaté. Bar a numerikus
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eredmények 6sszehasonlitasat fenntartassal kell fogadnunk, azt
mondhatjuk, hogy mindegyik 6sszhangban van a kvadratikus maxi-
mummal rendelkez6 egydimenzids leképezések elméletében talalt

értékekkel (18. fejezet).

21.2 é&bra. A lokalis hémérséklet-gradiens Fourier-
spektrumanak logaritmusa a frekvencia figgvényében
[67]- R a Rayleigh-szam (Id. (22.1), Rc a konvekci6
megindulasahoz tartozdé értéke

Végiul megemlitink egy oszcillatorra vonatkozé mérést, mely-
ben a kaotikus viselkedés fellépése el6tt szintén perioddusket-
t6z6 bifurkaciokat figyeltek meg, s a bifurkacié-sorozatot vi-
szonylag magas rendekig tudtak koévetni [70].

A kaosz kialakulasanak a Feigenbaum-félét6l eltérd utjai is
ismeretesek. Ezek egyikére tipikus példaként szolgal az un.
Lorenz-modell, melynek ismertetésére a kovetkez§ fejezetekben
keriul sor. Tovabbi lehetéségekrdél a 25. fejezetben lesz sz6.
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22. A LORENZ-MODELL BEVEZETESE

E.N. Lorenz a kés6bb roéla elnevezett egyenleteket vizsgalva
ismerte fel hidrodinamikai rendszerekben az els6 kiuldonods att-
raktort [71]. Konkrétan a Bénard-instabilitasbél indult Ki,
melynek soran alulrol fitott vékony folyadékrétegben megindul
a konvekcios aramlas [62]. Amig az edény alja és teteje kozotti
AT hémérséklet-kilonbség kicsi (a flités nem tulsagosan erdés),
az energiaaramladas a folyadékban hédiffuzié segitségével valo-
sul meg, amint azonban tullépink egy kritikus ATc értéket, mak-
roszképikus mozgas kezd6dik. Megfeleld peremfeltételek esetén
az aramlas hengerszer(i feluletek mentén torténik (22.1 é&bra),
s ekkor a "korben forgasi sebesség™, nullarél indulva, monoton
né AT-vel.

22.1 é&bra. Hengeres &aramlas a Bénard-instabilitasban
(AT > ATJ

A Bénard-instabilitas leirasakor,x és y iranyban végtelen
kiterjedési réteget feltételezve, a dimenzidétlanitott hidrodi-
namikai egyenletekben két paraméter lép fol, a

a = - (22.1)
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Prandtl-szam, ahol v a kinematikail viszkozitads, K h6vezetési
egyutthaté, valamint az

R = AT (22.2)

Rayleigh-szam. Itt a a h6tagulasi egylitthaté, g a gravitacios
gyorsulas, d pedig a réteg vastagsaga. A mozgasegyenletek line-
aris stabilitas-analizise azt mutatja, hogy Kkis R-ekre az &aram-
las-mentes allapotnak megfeleld megoldas stabil, valamely Rc
kritikus értéknél azonban instabilla valik egy k,, hullamszamd
perturbacidéval szemben. Ennek kdvetkeztében Rc~nél a X = 2ir/kc
hullamhosszl, x iranyban periodikus aramlas lesz stabil. /172
tehat a szomszédos hengerek tavolsaga (Id. 22.1 abra).

Lorenz a rendszer nagyszamu modusa koziul harmat tartott meg.
E harom médus X(t), Y(t), Z(t) amplitidéja a <BT(X,2) és hp(x,r)
flggvényekkel kapcsolatos, ahol OT a stacionarius esethez vi-
szonyitott hémérséklet-eloszlas, ¢ pedig az un. aramlasi figg-
vény, melynek parcialis derivaltjai adjak az egyes sebesség-
-komponenseket s

\% \%
vx = 7 E@ " vy = ?% -
67, ¢ és az amplitiudok kozotti Osszefiggés a kovetkezd [71™
_ Tk )P
o(x,r,n) = 2" ————-d-v- X(©)sin(k x)sin(™) ,
(kcd r c d

R

6T(x,z,t) = r/7 Y (©) cos (kex) sin ("p)-Z (©) sin— |'p—_I .

Az aramlasmentes esetben X=Y=Z=0, mig stacionarius hengeres
aramlas esetén mindegyik amplitadé alland6. A hidrodinamikai
egyenletekb6l kovetkezik, hogy az amplitiudék mozgasegyenlete:

X =-ax +aY
Y =-v +rX -XZ(22.3)

Z =-bz +XY ,



ahol r = R/RC’ b =4m/ @ + (k d)2).

A (22.3) egyenletrendszer a Lorenz-modell. Benne az r(0)
mennyiséget szokas kontrollparaméternek tekinteni, a tovabbi pa-
raméterek standard értékei: o = 10 ill. b = 8/3 (szabad felile-
tek esetén ugyanis kc = 1/(/2d)). Az 1. oszlopban all6é tagok a
médusok csillapitdsat irjak le, a-11. oszlopbeliek parametri-
kus gerjesztést adnak, mig a Ill. oszlop a nemlinearis csatola-
sokat tartalmazza.

A Lorenz-egyenletekben r ndvelésekor a hengeres aramlasnak
megfeleld tartomanybol rogton kaotikus viselkedésl megoldassal
rendelkezd tartomanyba jutunk. A modell nem adja vissza hlien a
Bénard-instabilitasban tapasztalt jelenségeket. A tovabbiakban
a modellt Ggy tekintjuk, mint a kaotikus mozgasra vezetd6 nem-
linearis differencialegyenletek egy prototipusat, melynek tu-
lajdonsagait igen részletesen vizsgaltdk [[72-97] - (A Lorenz-
modelIr6l egyébként kiderult, hogy egyéb Fizikai problémdk le-
irdsara is hasznalhaté [73,74,98].)

A modell néhany fontos tulajdonsaga a koévetkezd:

a) Az egyenletek invariansak X és Y tikrozésére, vagyis az

X =X, Y-F -Y, Z+ Z

transzformaciora. (A Bénard-instabilitasban ez annak felel
meg, hogy a hengerek forgasiranyanak megvaltoztatasara inva-
riansak a mozgasegyenletek.)

b) Az allapottér idbegységre es6 relativ térfogatvaltozasa
(az egyluttmozgd rendszerben)

si-Ff* = *” e |22-41

A folyam tehat az allapottér térfogatat egyenletes ltemben
hizza o6ssze, amely r-t6l fluggetlen és a standard értékekre
meglehetésen nagy: -13.66. Ez azt jelenti, egységnyi térfogat
id6egység alatt exp(-13.66) a 10 _6-szorosara zsugorodik.

c) Valamennyi megoldas korlatos, amint t <. Vizsgaljuk
ugyanis az u = X% + Y2 + (Z—r—o)2 gbmbot az allapottérben.
A (22.3) egyenletekb6l kovetkezik, hogy
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G = -2a - 2Y2 - 2b(@Z-r-a)2 + 2b(r2+a2).

Taladlhaté tehat olyan ,C2 pozitiv konstans, hogy u & -C~ru+C2,
amib6l az kovetkezik, hogy t » “-re minden megoldasi gorbe be-
kerial a /CJTCY sugaru gombbe [21]. A folyam egyenletesen o6ssze-
hiz6 tulajdonsagabol ekkor kovetkezik, hogy minden megoldas
tart egy halmazhoz mely zart és zérus térfogatl.

d) Abban az esetben, amikor a médusok csillapitasat leiro
disszipativ tagokat, vagyis az L. oszlopot elhagyjuk a (22.3)
egyenletb6l a rendszer integralhatéva valik. Konnyen ellenériz-
heté ugyanis, hogy a c) pontban definialt u mennyiség ilyenkor
id6ben nem valtozik, s6t a v = Y2 + CZJ)Z kombinacidé is moz-
gasalland6. Az allapottérbeli pont tehat egy gobmb és egy hen-
ger metszésvonalan fut, a mozgas egy szabadsagi foklu, tehat
integralhaté. A disszipativ tagok bekapcsolasa utan mar sem u,
sem v nem megmaradd mennyiség, S ez annyiban mutatkozik meg,
hogy mind a gomb, mind a henger id6ben valtoztatja sugarat
[73]- Ez a szemléletes kép jol érzékelteti, hogy a metszésvo-
nalon torténé mozgas milyen bonyolult lehet. Megjegyzésre ér-
demes, hogy - szemben a disszipacié nélkiuli Lorenz-modell tu-
lajdonsagaival - egyszer( mechanikai rendszerek kapcsan olyan
esetekkel talalkoztunk, melyekben a disszipacidé nélkuli hatar-
esetben is jelen volt kaosz.

23. BIFURKACXOK A LORENZ-MODELLBEN - LOKALIS STABILITAS-VIZS-
GALAT

A (22.3) egyenletekbél koézvetlenul leolvashaté, hogy sta-
cionarius megoldasai az allapottérben a kdvetkezd pontok:

PQ: X =Y =2Z=0 , r>1, 23.D)
Pt: X =Y =% @-D, Z =r-1, r > 1. 23.2)

A P+ pontok tehat a Z-X sikon egy parabolan mozognak r(>1l)val-
toztatasakor. (A Bénard-instabilitasban P az aramlas-mentes
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megoldasnak, P+ és P_ pedig ellenkez6 iranyban forgd staciona-
rius hengeres aramlasoknak felel meg.)

23.1 abra. Stacionarius megoldasok a Z-X sikon (r>1)

A trivialis megoldas (PQ) koridl linearizalva az egyenlete-
ket a

~a a 0
r -1 0
o 0 -b

matrix jelenik meg a jobboldalon. Ennek sajatértékei
X1 2 =\ -(1+0) £ /(1+o0)2+4a(r-1) , (23.3)
A3 = -b . 3.9

r < 1 esetén mindharom mennyiség negativ, a trivialis megoldas
tehat stabil, r = 1-re viszont X1 nullava valik, r > 1 mellett
pedig pozitiv lesz: a trivialis megoldas elveszti stabilitasat,
s a P+ pontok lesznek a stabil megoldasok.

Annak érdekében, hogy ezt a valtast nemlinearis analizis-
sel is végigkovessik, hatarozzuk meg el8szoér a normal-méduso-
kat! Behelyettesitéssel ellendrizhetf, hogy r-1 << 1 esetén az
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Al =X + cly, c, = a@d +yJ|r@-n) (23.5)
moédus tartozik a

Al ="T~@"r) (23.6)
sajatértékhez, és az
A3 = X + c2Y, c2 = -1 + y D (23.7)
médus a
A2 = -(1+a) + j~(1-r) (23.8)

sajatértékhez. A harmadik modusként Z maga szerepel b relaxa-
cios i1d6vel. Az instabilitasi pont kdzelében tehat A" lassu
valtoz6, a tobbiek az 6 mozgasat kovetik, de ez sajat i1déska-
lajukon alig vehetd észre. A (22.3) egyenletekben A2 és Z id6-
derivaltja ezért nullanak tekinthet6. A Z = 0 egyenletbdl
Z = XY/b adodik. Ezt behelyettesitve a masik kett6be és attér-
ve az Al, A2 valtozdkra, két egyenletet kapunk A~ra (miutan
A2~ot elhanyagoltuk)

, (OA,+A )2 (A -A,)

A. = (r-DA,+(+0)A - £ ~——-——J—— =
1 1 2 b(+a)2

= —a(a+l)A2 . (3.9

Itt folhasznadltuk, hogy vezetd rendl szdmolasban (r-1) min-
denutt elhanyagolhaté, ahol konstans mellett all (igy tehat
cli a, c2 a -1). A két egyenl6ség Osszevetésébsl vilagos,
hogy A2 << Al, hiszen (r-1)A1 olyan nagysagrend(i, mint A2. A
nemlinearis tagban ezért A2 elhagyhat6é, s azt kapjuk, hogy

A, = 175 A, + - —- A3 . (23.10)
2 (1+a)2 1 b (1+a)4d 1

Ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve kodzvetlenil adodik a
lassUu modus mozgasegyenlete, amit mi most az
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*1 ——— 317 - <3-11°

alakban irunk, ahol a 4 "pontecial”

Y = 1 T2-C1-r>A12+ > 5A a . 23.12>

2 1+0 1 4@y 1

A  kovetett eljaras az un. adiabatikus eliminadlas [99].

23.2 &bra. A Y (A™) fluggvény

A stacionarius értékeket Y minimuma adja:
r < l-re |, A =0, (23.13)

r > 1-re , AN

+(1+a)Yo(r-1) , (23.1%
6sszhangban a PQ, P+ megoldasokkal (ld. (23.1),(23.2)).

Az t=1 pontban fellépd instabilitas tehat analdg egy masod-
rend(i fazisatalakulassal (a hengeres aramlas forgasi sebessé-
ge nullardol indulva névekszik).

A kovetkez6 kérdés, meddig marad stabil a nemtrivialis sta-
cionarius megoldas az r > 1 tartomanyban P+ pontok korul li-
nearizalt egyenletek jobb oldalan a

118



[EN
|
=
I+
<
(op
~
T
=
1 54

+Na(r-1) x/b(r-1) -b
matrix lép fol. Ennek sajatértékei a
X3 + X2 (A+otb) + Xb(r+a) + 2bo(r-1) =0 (23.15)

egyenlet gyokei. 1-hez kozeli r értékek esetén harom valés,
negativ megoldast talalunk (az r = 1 hataresetben a X* = 0,

X2 = -(1 +0), XJ = -b gyokdoket kapjuk, Osszhangban a (23.6),
(23.8) és (23.4) kifejezések r=1 helyen vett értékeivel), r no-
velésekor eljutunk egy olyan rQ értékig, ahol két gydk (legye-
nek ezek X és X2)egybe esik. Ett8l kezdve X* és X2 komplex-
szé valik, egymas konjugaltjai lesznek, de valés részik még
mindig negativ egészen egy r=rTt kiszob-érték eléréséig. X1 és
X2 vandorlasat mutatja a 23.3 abra. Az a gydk, mely valés ma-
rad, sohasem valhat nullava, hiszen (23.15)-nek r > 1-re nin-
csen zérus megoldasa.

23.3 abra. A XJj, X2 gyokok vandorlasa a komplex si-
kon az 1<r <rt tartomanyban

A (23.15) egyenletb6l kénnyen meghatarozhaté az r* érték.
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Ebben a pontban ugyanis A , tisztan képzetes, tehat irhatjuk,
hogy A 2 = *~1 ahol valos frekvencia. Ezt behelyettesit-
ve a valds és képzetes részekre addédo egyenletekbdl azt kap-
Juk, hogy

2 2ba(r -1)
“t = b(rt+ta) = 1+a+b "
amibél
rt = a-b-13) > (23-16)

(23.17)

A megoldas csak akkor konzisztens, ha a>b - 1, amit a tovab-
biakban folteszink. (A standard értékekkel teljesil az egyen-
16tlenség, s rE=24.74, O = 9.62 )

Az r=r~.-nél fellépd instabilitas mas tipusu, mint az r=1-
nél torténd. Most ugyanis (kemény modusi instabilitas) a las-
san relaxalé moédus at frekvenciaval oszcilladl. Ez arra utal,
hogy a rendszerben létezik hatarciklus-megoldas.

A lassan relaxal6, wt frekvenicaju moédus A valdés amplitudo-
jJjara hasonlé médon alkalmazhaté az adiabatikus eliminadlasi el-
jJaras, mint a (23.11) egyenlet levezetésekor. Eredményként az

adodik [72,76], hogy

dA _ dar)
dt dat = -

ahol a ¢(A) Tuggvény lefutasat az abra mutatja:

23.4 abra. A o (®) figgvény



A-nak tehat létezik egy nem-zérus stacionarius értéke r<rt-re,
ez azonban instabil. Az r &4 rt tartomanyban tehat létezik egy
instabil hatarciklus a rendszerben, aminek amplitudéja r=rfc-
nél eltdnik. Itt tehat megforditott (szubkritikus) Hopf-bifur-
kadcidé [100] jatszodik le.

A kontrollparaméter értékét rt folé novelve kildénds att-
raktor alakul ki: a standard Lorenz-attraktor, ami stabil az
r <r : 145 értékekre. Az r > r tartomanyra a 33. Tejezetben
térink vissza. El6bb a standard Lorenz-attraktor szerkezetét
kivanjuk vizsgalni. Ennek megértését nagymértékben megkonnyiti
az 1 < r < rt tartomanyban a modell részletesebb (globalis)
feltarasa, ezért el6szor most ezzel foglalkozunk.

24. GLOBALIS STABILITASVIZSGALAT. "PRETURBULENCIA™. A STANDARD
LORENZ-ATTRAKTOR

A kulonos attraktor kialakulasanak jobb megértése érdekében
célszerli attérni egy kétdimenzids Poincaré-leképezés vizsgala-
tara, amirdl kés6bb megmutatjuk, hogyan redukalhatdé egydimen-
ziobsra .

Legyen a Z Poincaré-felilet a Z = r-1 sik, mely (23.2)
szerint &atmegy a P+ Fixpontokon. E feliletet felulr6l metsz6
palyak doféspontjai definialjak a leképezést. Az r > 1 tarto-
manyban a PQ fixpont instabil, két sajatértéke azonban végig
negativ (Id. (23.3), (23.4)). Az origo tehat olyan nyeregpont,
melyet a palyak egy Ws () kétdimenzids stabil invarians soka-
sadg (szeparatrix) mentén kozelithetnek meg, a leger8sebb ta-
szitas iranyat pedig egy Wu (0) gorbe (egydimenzids szeparatrix)
jeloli ki, ami az origd kozelében a pozitiv sajatértékhez tar-
toz6 sajatiranyban fut (24.1 abra).

A kétdimenzids invarians sokasag és a I feliulet A metszés-
vonalanak a Poincaré-leképezésben is szétvalasztd szerepe van.
A vonal kozelébdl induld palyak ugyanis kozel kerilnek az 6ri-
géhoz, tovabbi sorsuk azonban attél figg, hogy A melyik olda-
larél indultak. Az A+ pont (Id. 24.2 &bra) példaul a Wu jobb-
oldali &aga és E metszéspontjanak, D+-nak kozelébe keril, mig
A a szimmetrikusan elhelyezked6 D kozelébe.
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24.1 abra. Az origd kérnyezete r>1 esetén

24.2 abra. A Lorenz-rendszer Poincaré-metszete



Valamely kiszemelt felilet-darab a leképezés utan erdsen
0sszenyomodik (Id. (22.4)). A numerikus vizsgalat szerint bizo-
nyos iranyban nydjtas, erre mer6legesen pedig a nydjtasnal jo-
val nagyobb mértékd osszenyomds torténik. Egy r > rft értéknél
tapasztalt helyzetetet mutat a kdvetkezd abra [IOlj;

24_.3 é&bra. Terllet-csokkenés a Poincaré-leképezésben
(r=28, a=10, b=8/3). A jobb attekinthetlség kedvéért
a 0 iranyd zsugoritas az abran gyengébb, mint a va-
16sagban

Az eredeti teriulet-darab két szarny formaju alakzatta defor-
malédik az els6 leképezés utan. A masodik lIépésben a szarnyak
folhasadnak, s végtelen sok ismétlés utan végtelen sok szarny
alakul ki. Ugyanakkor egyik sem lehet véges vastagsagu, hiszen
az attraktor a T sikon nem lehet kétdimenzids, mert ez ellent-
mondasban lenne az allapottér egyenletes Osszehuzoédasaval (Id.
22_. fejezet). A szarnyak O-iranyu metszete Cantor-halmazt alkot.
Talalhaté végtelen sok szarny, melyeknek egy pontja kozos. A ha-
romdimenzids térben ez azt jelenti, hogy végtelen sok felilet
érintkezik egy gorbe vonal, a Wu (@) instabil szeparatrix men-
tén. Erre szoktak azt mondani, hogy Cantor-konyv alakul ki [26].
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24_.4 abra. Cantor-konyv

A O iranyu o6sszenyomas lehet6séget ad arra, hogy a leirast
tovabb egyszerisitsik. Ezentdl nem kildénbéztetjuk meg azokat a
pontokat, melyek ¢ értéke ugyanakkora, csak 0 értékeik kulon-
boznek. I1lyen médon egydimenzids leképezéshez jutunk, melynek
valtozéja . Még egy modositast hajtunk végre: azonosnak te-
kintjik azokat a pontokat, melyek egymasba mennek at az

“m-X,-Y transzformacidéra. Mas szavakkal: a P ill. P pon-
toktol mért ¢ tavolsagot mindig attél a P-t6l szamitjuk, ame-
lyik oldalon a trajektéria, a kérdéses (Ffelulr6l torténd) do-
féspont elétt, alulrdl metszette a | sikot. A ¢ paraméterezés-
ben tehdt a D , D és P+, P_ pontok nem kulénbdztethetd8k meg.

Miel6tt az i1gy kapott egydimenzids leképezés vizsgalatara
attérnénk, altalanosan is megfogalmazzuk, hogyan definialhato
az attraktorra jellemz6 kétdimenzids sokasagon valdé mozgas a
haromdimenzidés allapottérben. Tekintsik az attraktor egy kor-
nyezetét! Tekintslnk azonosnak minden olyan pontot e kdrnyeze-
ten belil, melyek az i1d6 mulasaval tetsz6legesen kodzeliekké
valnak. Ennek kovetkeztében kulonds attraktor esetén az attrak-
tor bizonyos leveleit is azonosnak kell tekintenink (“'becsuk-
Juk a Cantor-konyvet'). Az eredményiul kapott képzddményt nevez-
zUk a kulonds attraktor elagazé feliletének, branched manifold-
Janak [26j. Az ezen a feluleten torténd aramlas annyiban kialén-
b6zik a valéditél, hogy itt az aramlasi vonalak O6sszefutasa
megengedett (szokasos elnevezése: semi-flow).
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24.5 abra. Az elagazo feliulet konstrualéasa

Az elagaz6 felulet mindig megszerkeszthet. 1gy példaul az
Henon-leképezésben is megtalalhaték az ekvivalencia-osztalyok
(numerikusan), de ezek megadasa rendkivil bonyolult. Az elé&ga-
z6 fTelulet fogalma olyankor hasznos gyakorlati szempontbdl is,
amikor az allapottérbeli térfogat gyorsan csotkken, s a kuldnos
attraktor levelei igen koézel vannak egymashoz. (Ez a helyzet a
Lorenz-modell esetében is.) Illyenkor barmilyen mérés, Tfizikai
vagy numerikus, véges felbontoképessége kovetkeztében automati-
kusan létrehozza az azonositast :a megfigyeld csak az elagazé
fellletet latja. Ezekben az esetekben modellezhet6k jol a kiulo-
noés attraktorok papirhajtogatassal (Id. 12. fejezet).

Visszatérve a Lorenz-modell konkrét esetére, egyhez kozeli r
értékektbl kezdve végigkovetjiuk, mi torténik az imént defi-
nidalt <) egydimenzidés leképezéssel [101,21] ill. az allapot-
térbeli aramlassal [77] a kontrollparaméter novelésekor. Mos-
tantél kezdve csak a a = 10, b = 8/3 standard értéket hasznélf
Juk. Az a, c és d jeld pontok rendre az A vonal ill. a P+, D
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pontok képét jelolik az egydimenzids leképezésben.

Amint az el6z6 fejezetben lattuk, r=1-nél a PQ fixpont el-
veszti stabilitasat, nyeregpontta alakul, megjelenik viszont,
és stabil a P+, P_ fixpont. Ezek eredetileg valOs sajatértékei
kozul kettd egymas komplex konjugaltjava valik, amint r-et no-
veljuk (Id. 23.3 abra). A trajektoériak eleinte egyszer(i csiga-
vonalban koézelitik meg a két fixpontot, s az origdé Wu (@) in-
stabil szeparatrixa is befut P+-ba 1ill. P_-ba. Belathato
[101,213 , hogy az H<>) leképezés és derivaltja ebben a tarto-
manyban monoton névekvd flggvény, melynek maximuma a szoégfele-
z6 alatt helyezkedik el (F(@ = d<a). Az r=10 értéknél talalt
helyzetet szemlélteti a 24.6 abra.

24.6 abra. Az allapottérbeli aramlas és az egydimen-
zi0s leképezés az r=10 kontrollparaméter értéknél

r névelésekor a Wu (0) szeparatrix altal alkotott csigak
egyre jobban megduzzadnak, s az r* = 13,926 értéknél bekodvet-
kezik az a helyzet, hogy érintik a kétdimenziés stabil inva-
rians sokasagot, az instabil szeparatrix tehat visszakanyaro-
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dik az origéba. (Az origo homoklinikus pontta valik.) Az egy-
dimenzidés leképezésen mindez ugy tikrozédik, hogy a maximum
radesik a szogfelez6 egyenesre, tehat F(@) = a, ha r = r.

24_.7 é&bra. Az allapottérbeli aramlas és az egydimen-

zi6s leképezés az r=r.=13,926 kontrollparaméter ér-
téknél

Az ™ érték folott egy instabil hatarciklus keletkezik, mely
r > r™ esetén kozel fut az origd instabil szeparatrixahoz.
W (@O a g instabil hatarciklust megkerili, s befut az ellenke-
z6 oldali fixpont vonzasi tartomanyaba. A g kils6 kdrnyezeté-
b6l induld palyak jo része csak azutan kerul valamelyik fix-
pont vonzasi tartomanyaba, hogy eldtte szamos hurkot ir le
mindkét oldalon, s ekdzben mozgasa véletlenszeril. Ezért ezt az
allapotot "preturbulens”-nek nevezik [83,84], noha a fixpontok
még majdnem minden trajektoriat vonzanak. A Lorenz-egyenletek
megoldasaban ez ugy mutatkozik meg, hogy el&6sz6ér kaotikus osz-
cillaciok lIépnek fel, majd a rendszer hirtelen csillapitott
rezgésekbe kezd, melyek a Fixpont-értékre hizédnak ra. A kont-
rol lparaméter értékének novelésekor a kaotikus oszcillaciok at-
lagos szama né [84] (r=22-re példaul 60, mig r=23-ra 300).
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24.8 abra. '"Preturbulens" viselkedés. A Lorenz-egyen-
let X(©) megoldasa r=22 esetén

A Poincaré-leképezésen, mindezzel 0Osszhangban, megjelenik egy
csucs az a helyen, mely a szogfelel6 folé esik: F(@ =d > a.
Ezutan F (@) monoton csdkken az F(d) értékig, s g > F(d), hi-
szen Wu (0) rogton befut a fixpont vonzasi tartomanyaba. A le-
képezésrél is leolvashaté, hogy a g-nél nagyobb értékekrdél in-
duldé rekurziok nagy része még sokaig ebben a tartomanyban ma-
rad, de elébb-utébb rakeril arra az agra, ahol H<F) < g, s
onnét mar a ¢ = 0 ponthoz tart. Az abrarél latszik, hogy g
mellett a g" instabil ciklus is megjelenik,a kilonds attraktor
kialakuldsanak megértése szempontjabdl azonban elegendd, ha
g-t kovetjuk nyomon (24.9 &bra).

Ujabb lIényeges valtozas torténik az r2 = 24,06 értéknél.
Itt valik egyenlévé F(d) g-vel, vagyis itt kovetkezik be az,
hogy az origd instabil szeparatrixa racsavarodik a g instabil
ciklusra. A fixpontok ennek koévetkeztében csak g belsejébdl
indulva érhet6k el. A g kulsé koérnyezetéb8l induld palyak nem
jutnak el egyszer( attraktorokhoz. A mozgas itt sztochasztikus.
A Poincaré-leképezésen a szaggatott vonallal bekeretezett tar-
tomany (@< ¢ <d) felel meg a sztochasztikus mozgasnak (24.10 dbra).
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24.9 abra. Az allapottérbeli aramlas és az egydimen-
zios leképezés az r=15 kontrollparaméter értéknél

24.1° é&bra. Az allapottérbeli aramlas (az attekinthe-
t6ség kedvéért csak az egyik felét rajzoltuk) és az

tétértéknél leképezés az r=r2=24Ff kontrollparamé-
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Az *2 K r < rt értékekre a Lorenz-rendszerben harom attrak-
tor létezik: két egyszerli, P+ és P_, valamint egy kuldnos att-
raktor, a szaggatott vonallal bekeretezett tartomany. Az,
hogy szabalyos vagy kaotikus viselkedést tapasztalunk-e a kez-
deti értékektdl fugg: ¢ < g esetén a fixpontok a vonzoék,
¢ > g-re pedig a kiulonds attraktor. r rk esetén a ¢ < g tar-
tomanyban F (@) egyre kozelebb halad a szogfelez6hdz, egyre tobb
Iépésre van tehat szikség ahhoz, hogy a fixpont adott kdrnye-
zetébe jussunk (kritikus lelassulas). Ugyanakkor az instabil
hatarciklus amplitiuddéja és a Ffixpont vonzasi tartomanya egyre
kisebb (kodzeledink az inverz Hopf-bifurkacidéhoz). Mindez Ossz-
hangban van az el6z6 fejezetben végrehajtott analizissel, ami
azonban nem tette lehetdévé annak megvalaszolasat, mi torténik
a fixpontok vonzasi tartomanyan kivil. A mostani eljarast te-
hat joggal nevezhetjik globalis stabilitasvizsgalatnak.

24.11 é&bra. Az &allapottérbeli aramlds (az attekint-
het6ség kedvéért csak az egyik felét rajzoltuk) és

az egydimenzids leképezés az r=24,3 kontrollparamé-
ter értéknél

r = r = 24,74-nal az instabil ciklus (@) rahuzodik a meg-
feleld fixpontokra, amelyek ilyen médon instabilla valnak.
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24_.12 &bra. Az allapottérbeli aramlas és az egydimen-
zi6s leképezés az r=28 kontrollparaméter értéknél

Egyetlen attraktor marad a rendszerben, a standard Lorenz-
attraktor.

A standard Lorenz-attraktort legtobbet a Lorenz altal is
hasznalt r=28 értéknél vizsgaltdk. A Poincaré-leképezés ismere-

tében kdénnyen meghatarozhaté a Ljapunov-exponens [28], amely-
re

X = 0.98

adédott. A haromdimenzidés allapottérben kialakuld attraktor
Hausdorff-dimenzidja ketténél nagyobb, de ahhoz nagyon kozeli
érték [95], ami érthetdvé teszi, hogy a szamitégépes szimula-
cidkban az attraktor kétdimenzidsnak tlinik.

A 24.13 &bra a Lorenz-egyenlet numerikus megoldasaval ka-
pott godrbét [78] mutatja, az r=28 értéknél, az els6é otven ko-
rilfordulas utan, amikor tehat a gorbék mar kozel keriltek az
attraktorhoz.



24.13 abra. A Lorenz-attraktor az r=28 értéknél

A Lorenz-attraktor bels6 szerkezete rendkivil bonyolult.
A Cantor-kényv lapjai, mint lattuk, az instabil szeparatrixra
flz6dnek fel, s a Cantor-levelek egymasba hatolasaval alakul
ki igen Osszetett struktura. Belathatdé, hogy egyetlen branched
manifold-hoz megszamlalhatatlanul végtelen sok kuldénbdz6 topo-
l6giai szerkezetl elrendezés tartozik [26,97]. A numerikus mod-
szerek véges felbontdképessége miatt az adott r értékhez tar-
toz6 pontos topoldégiai struktira azonban nem hatarozhaté meg.
A szamitogépes eljarassal kapott abrak négy szamjegy pontos-
saggal szamolva is még a branched manifold-ot mutatjak.

132



25. A KAOSZ KIALAKULASANAK EGYEB UTJA

A kaosz megjelenésének peridduskett6z6 bifurkacid-sorozat-
tal jar6, ill. a Lorenz-modellben megvalésuld Utja utan, melye-
ket részletesen targyaltunk, roviden megemlitink tovabbi lehe-
téségeket.

Ruelle és Takens ill. Newhouse, Ruelle és Takens [102,103]
nevéhez T(z6dik annak megmutatasa, hogy kilonds attraktor kia-
lakulhat néhany (tipikusan ketté vagy harom) Hopf-bifurkacid
utan [104,105,61]. Ilyenkor a kontrollparaméter valtoztatésa-
kor el8szor hatarciklus jelenik meg, majd a rendszer biperio-
dikus mozgast mutatd allapotba keril, s az erre jellemz6 frek-
venciak inkommenzurabilisak. A Fourier-spektrumban mindez ugy
tukroz6édik, hogy egymas utan jelenik meg egy, két, esetleg ha-
rom diszkrét csucs olyan frekvenciaknal, melyek viszonya nem
racionalis szam (természetesen a nemlinearis csatolas miatt
csucsok alakulnak ki az alapfrekvenciak felharmonikusainal,
oOsszegeinél, kulonbségeinél stb. i1s), majd a kilonds attraktor
megjelenésekor a spektrum folytonossa valik.

A biperiodikus viselkedés azt jelenti, hogy az allapottér-
ben a mozgas egy torusz felluletén zajlik. A tdérusz tengelye
mentén torténd korbefordulasra jellemz6 az egyik, a feliuleten
torténd korbefordulasra a masik frekvencia. Haromdimenzidés tér-
ben a térusz térfogata nem zérus mértéki, ezért ilyen attrak-
tor - mindenidtt negativ divergenciaju aramlasok esetén - csak
haromnal magasabb dimenziéju allapottérrel jellemzett disszi-
pativ rendszerben johet létre. Illyenkor a kaosz kialakulasanak
Ruelle-Takens-Newhouse-féle UOtja tehat csak haromnal toébb au-
tonom differencialegyenlettel leirt rendszerben fordulhat elé.

A numerikus vizsgalatok szerint ez az 0t valdsulhat meg a
Navier-Stokes-egyenletek tizennégy modust [1067], ill. hét mo-
dust [107] megtarté redukalt valtozataban. Erdemes megemliteni,
hogy ismeretes olyan kétdimenzids leképezés is [wB], mely a
biperiodikus mozgassal megel6zott kaotikus viselkedés modell-
Jének tekinthetd.

A laboratdériumi méréseket illetéen elsdsorban a turbulencia
kialakulasaval kapcsolatos vizsgalatokra kell utalnunk. A Kis
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méret-arannyal jellemzett hidrodinamikai rendszerekben a ki-
sérletek tanusaga szerint a Ruelle-Takens-Newhouse-féle Ut is
megvaldosul a 21. fejezetben targyalt peridéduskett6z6 kaszkadon
kivul.

Az egyik csoportba tartoznak azok a mérések, amelyekben két
inkommenzurabilis frekvencia megjelenése utan alakul ki a tur-
bulencia. Tipikus példaja ennek a koncentrikus hengerek koézétt
meginduld Couette—aramlas. A kils6 hengerek szbgsebességének
névelésekor a lokalis sebesség idb6ben periodikussa, majd bipe-

riodikussa, végil kaotikussa valik [109-111].

25.1 abra. A lokalis sebesség Fourier-egyiitthatdinak
frekvencia-fliggése a Couette-aramlas biperiodikus
mozgast mutatd tartomanyaban [110]

Masik csoportot alkotnak azok a mérések, melyekben a turbu-
lens viselkedés azutan jon létre, hogy harom inkommenzurabilis
frekvencia mar megjelent a spektrumban. Ezt tapasztaljak a
Bénard-instabilitasra vonatkozé kisérletek egy részében
[64,112-114].

Tovabbi érdekes megfigyelés az, hogy két eredetileg inkom-
menzurdbilis frekvencia a nemlinedris kdlcsbnhatds kdvetkezté-
ben a kontrollparaméter valtoztatasaval kommenzurabilissa val-
hat (ez a jelenség a szinkronizaci6 vagy phase locking), s a
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turbulencia a szinkronizacié elvesztésekor all be [64,66].

A turbulens viselkedéshez vezetd utak felsorolasakor nem
hagyhaté ki a Landau és Hopf altal a negyvenes években kialaki-
tott kép [115,116]. Eszerint a mozgas periodikusbol biperiodi-
kus lesz, ebb6l haromszorosan,majd négyszeresen periodikus sth.;
a bifurkacio-sorozatnak nincs torlddasi pontja. A jelenség te-
hat egyre bonyolultabb, de minden véges kontrollparaméter ér-
téknél kvaziperiodikus. A Fourier-spektrumban egymas utan je-
lennek meg Uj alapfrekvenciak, de a spektrum végig diszkrét
marad. Az altalanosan elfogadott felfogas szerint a Landau-
Hopf-féle Ut nem tipikus, ugyanis a médusok kozétti nemlined-
ris csatolasok miatt vagy kivalasztodik valamelyik moédus (evo-
liciés folyamat), vagy koélcsonds szinkronizalas ill. koélcsonds
sztochasztizalas l1ép fel, véges szami bifurkacidé utan. Emlités-
re kivankozik, hogy az utobbi id6ben felmerilt az a lehetlség
is, hogy a Landau-Hopf-féle 0t bizonyos korilmények kozott
mégis megvaldsulhat, ugy tlnik, a téruszok stabilitidsat egy Kol-
mogorov-Arnold-Moser-tipusu feltétel szabalyozza hasonloéan,
mint konzervativ rendszerekben (Id. 35. fejezet és [117]). A
kérdés egyelbre nem tekinthetd lezartnak [118,119].

Osszefoglalasként megadjuk a kaosz kialakulasahoz vezetd ki-
16nb6z8 utakra jellemz6 bifurkacios sémat, melyen a Hopf-bi-
furkacidkhoz tartozo kontrollparaméter értékeket tintettik fol.
A targyaléasi sorrenddel ellentétben most a felismerés idérend-
Jének sorrendjében koévetkeznek az egyes lehet6ségek (25.2
abra).

A kaotikus viselkedés megjelenésével kapcsolatban meg kell
emliteni az intermittencia jelenségét is, melyré6l a kotet mas
helyein részletesen lesz sz6.

A teljesség kedvéért az eddigieket kiegészitjuk azzal, hogy
a kisérletek tanlsaga szerint a nagy méret-arannyal jellem-
zett hidrodinamikai rendszerekben a turbulencia kialakuléasa
egészen mas tipusu, mint az eddig targyalt esetek. Bonyolult
helyt6l fuggd viselkedésformak lépnek fol [120,66], s felte-
het6en a zaj is lényeges szerepet jatszik. ElIméleti szempont-
bol viszonylag tiszta kép alakult ki az dan. fazis-kaoszrol

[121]-
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25.2 é&bra. A kaosz kialakulasahoz vezetd bifurkacio-
sorozatok. r: kontrollparaméter, r>rt: kaotikus vi-
selkedeées T

Végiul megjegyezzik, hogy a kozvetlenul a kialakulas utan
fellép6 un. gyenge turbulencia alapvetéen kildonbozik a telje-
sen kifejlett turbulenciatél. Ez utébbi vizsgalata kivil esik
a konyv keretein.

A kaotikus megoldasokat mutatd egyenletek szambavétele nem
lenne teljes, ha nem utalnank a retardalt rendszerekre, me-
id6késleltetés a kontrollparaméter szerepét jatsz-

lyekben az
hatja. Ebbe a problémakérbe révid betekintést az F.7 fluggelék
nydjt.



A KAOSZ TULAJDONSAGAI

26. ERGODIKUS TRAJEKTORIAK AZ EGYDIMENZIOS LEKEPEZESEKNEL
A VALOSZINUSEGI ELOSZLAS

A kéosz kialakuldsadhoz hasonldéan a k&osz tulajdonsagainak
tanulmanyozasat is az egydimenzids leképezés vizsgalataval
kezdjiuk. A 15-19. fejezetekben az

xt+l = F (@ "xt)
iteréaciot vizsgaltuk. Altalaban talalunk olyan r kontrolipa—

amelynél kisebb r paramétereknél a rendszer
A periddus-

raméter értéket,
attraktora r-t6l fugg6 periddusidejld hatéarciklus.
id6 az ru-r hataratmenet soran végtelenhez tart, az r pont-
ban az iteracidé aperiodikus. Mint kés6bb latni fogjuk, az r
torlddasi ponton tuali tartomanyban egyarant talalunk olyan
kontrol Iparaméter értékeket, amelyek mellett periodikus, s
olyanokat is, amelyeknél aperiodikus trajektoriakat figyelhe-
tink meg. A 29-31. Tfejezeteket e tartomany tanulmanyozasanak
szenteljuk. EN6sz6r aperiodikus iteraciokat vizsgalunk.

26.1 abra. Az xfctl = fH (xt) leképezés

Az alabbiakban néhany példan olyan tulajdonsagokat mutatunk
be, amelyek az egydimenzids leképezések széles osztalyara jel-
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lemz6ek. Anélkiul, hogy arra minden esetben kulon Kitérnénk, a
[0,1] intervallumot O6nmagaba vagy oOnmagara leképezd flggvénye-

ket vizsgalunk. Tekintsiuk példaul az
fH) =1-2 Ix1/21 6.1

fuggvényt, amelyet a 26.1 abran rajzoltunk fel.

A H indexet a kés6bbiek soran minden olyan mennyiség megkl-
16nboztetd jeleként hasznaljuk, amely az fR (X)) haromszog leké-
pezésre vonatkozik. Az abran lathaté fuggvény jellegzetes vo-
nasa, hogy a [0,/2] és az [1/2,1] intervallumokat leképezé-
sukkor kétszeresikre nydjtja. Az iteracié azonban korlatos,
mert a két szakasz megnyujtott képe egybeesik. Ezt Osszehaj-
tasnak nevezzik. A 26.2 abran illusztraljuk a nyujtast és az
Osszehajtast.

26.2 é&bra. NylUjtas és Osszehajtas az fH (X) leképe-
zésben

E két tulajdonsdg a kdosz kialakuldsanak alapvetd feltétele,
nemcsak egydimenzids leképezéseknél [37,61]-
Az fH(X) leképezés az X5 kezdeti feltétel esetén az

Xt = co) , t=0,1...

sorozatot generalja. Az xX* iteraltat a 26.3 abran rajzoltuk
fel a kezdeti érték fluggvényében.



26.3 abra. Az (x0) leképezés

At-*-* hataresetben az &q) sorozat konvergens illetve
véges szamu torldodasi pont kozott oszcillal, ha xq racionalis,
maskilonben a sorozat aperiodikus. Mivel az irracionalis szamok
mértéke a [0,1] intervallum hosszaval megegyezik, ezért azt
mondjuk, az &q) trajektoria majdnem minden kezdeti felté-
tel esetén aperiodikus.

A fenti leképezés jellegzetes tulajdonsadga az ergodicitas.
Ergodikusnak tekintjik az xfctl = f(xt) iteraciét, ha majdnem
minden kezdeti feltételbdl kiindulva a h(xt) integralhaté flgg-
vény trajektéoria menti atlaga eldéall a

N 1 1

lim N y> "h(xt) = hQYP()dx = h()dy(x) 26.2)

N-#®) =0 o] o]
alakban. A monoton ndvekvd y(xX) invarians mértéket és a
du(X)/dx = P(X) valészinlségsliriséget, amelyekrél feltételez-
zik, hogy "jo6 tulajdonsagokkal"™ rendelkez6 fuggvények, az f(X)
leképezés konkrét alakja hatarozza meg. (Egy, az fI'I ) harom-
szdg leképezéssel ekvivalens ergodikus iteracid tulajdonsagai-
rol részletesen Szasz Domokos cikkében olvashatunk [20].) Az
invarians mértéknek az (X, x+dx) intervallumhoz tartozé dy(x)
névekménye azt méri, mekkora valészinliséggel esnek
az xt trajektoéria pontjai az (X, x+dx) szakaszra, ha nagy szamu
iteraciot végzink. A mérték invarians, azaz majdnem minden xq
kezdeti feltétel mellett fennall:

*
A diadikus leképezésrol van sz6, ami izcmorf az (n. Bemoulli-eltolassal.
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1 N

h@Qdu ) = lim ™ ~*h(xt) =
o] N+ =0
N 1
= Hlim # F) =  h(FCYdy(x) - (26-3)
N-Vb> t=0 (o]

Ha az f(x) fuggvény egyetlen maximummal rendelkezik, akkor
a képtartomanybeli y pontjahoz legfoljebb két olyan pont tar-
tozik, x=x1 és x=x2, amelyekre y=F(x). A 26.4 &bran jelolt dx1
és dx2 infinitezimalis intervallumokhoz tartozé dy(x.j) és
dy(x2) valoészinliségek Osszege megegyezik a dy szakaszon fol-
vett dy (y) valészinilséggel.

26.4 &bra. Valészinlségek 6sszehasonlitasa

A mérték invarianciajat ezért a
dy () = dy(x?) + dy(x2) (26.4)

egyenlet fejezi ki, amelyet atalakithatunk a P(X) valészinil-
ségslrliségre vonatkozo

P(y) = P(XL)/ZIF (XD 1 + P(x2)/ 1T (2)I (26.5)
figgvényegyenletté [28].(Ha az y képponthoz egyetlen x targy-

140



pont tartozik, a jobboldalon csupan egyetlen tag szerepel. Tobb
szélsbértékkel rendelkezd leképezéseknél pedig a (26.5) egyen-
let a targypontok szamanak megfeleléen modosul .)Az Fx) harom-
szog leképezésnél példaul |fA()| = 2. Az ™ix) Tuggvény az
x=1/2 pontra szimmetrikus, ezért a valdszinlségsiriség is az.

A (0,1/2) intervallum pontjaira kdvetkezésképp fennall (26.5)
szerint

PH) = Piik) - (26.6)

Az egyenletet aPH(X) = 1 fuggvény Kkielégiti, s igy teljesil a
(26.2) osszefluggésb6l leolvashatd S P(x)dx = 1 normalasi fel-
tétel is. Az ergodikus trajektéridk pontjai tehat azonos valo-
szinlséggel esnek a (0,1) intervallum barmely dx hosszu inter-
vallumaba. Megjegyezzik, hogy a (26.5) figgvényegyenletet for-
malisan Kkielégiti példaul a PH(X) = 6 (X) Dirac-féle delta flgg-
vény is. Ez Osszhangban van azzal, hogy x=0 a leképezés fFix-
pontja. Az ergodikus trajektéoridkat leird P(X) valdészinlségs(-
riség tehat a (26.5) egyenletnek csupan az egyik megoldéasa.
Csak a stabilitasi viszonyok konkrét vizsgalata soran donthet-
Juk el azt, melyik megoldas lép fel a (26.2) egyenl8ségben.

27. A LJAPUNOV-EXPONENS ES A KAOSZ

Az fJ.JX haromszog leképezés trajektoriai az xQ kezdeti fel-
tételre igen érzékenyek. A 26.3 abrarol leolvashaté, hogy ha
az xQ helyt6l Kkis e tavolsagra indulnak, akkor az iteracio
t-edik pontja

Idf~*/dxle = e2€ = eetIn2 27.1)

eltoldodast szenved. A kezdeti feltételre vald érzékenységet
a 16. fejezetben leirtak szerint a Ljapunov-exponenssel jel-
lemezhetjuk. Az F(X) leképezés altal generalt ergodikus tra-
Jjektoridk mentén a Ljapunov-exponenst a
1
X = PCO In [F () |dx @27.2
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integrallal allithatjuk eld. Itt felhasznaltuk a (16.4) defi-
niciot és a (26.2) egyenlfséget. Azt mondhatjuk, X a 26.2 ab-
ran illusztralt nydjtas atlagos mérdészama.(Megjegyezzik, ha
majdnem minden trajektoriat X jellemzi, akkor a kezdeti felté-
telre torténé (16.5) szerinti atlagolassal tobbnyire ugyanazt
a szamot kapjuk, X = ~atl"~ Kifejezésunk formalisan Kiter-
jesztheté az Y~r-..,Yp,y" periodikus trajektoridkra is - ame-
lyeket nem tekintink ergodikusnak -, ha bevezetjuk a

P(X) = [MX=yY) + ... + 6(Xx-yo)I/p nem sima valdészinliség-
slirlGség figgvényt. Az fH (X) haromszdg leképezés esetén a
Ljapunov-exponens egyszerlien meghatarozhato

X=1In2=>X, 27.3)

ahol felhasznaltuk, hogy PH(X) e 1 és TE£(X) = 2. A haromszoég
leképezés altal generalt, egymashoz kozel inditott trajekto-
riak (27.1) szerint exponencialisan tavolodnak, s a tavolodast
valdéban a X~ Ljapunov-exponens jellemzi.

A stabil fixpontokhoz vagy periodikus attraktorokhoz tartd
trajektéridkhoz negativ Ljapunov-exponens tartozik. Az itera-
cio ekkor aszimptotikusan érzéketlen a kezdeti feltételre.
Min6ségileg mas a helyzet azonban akkor, ha a Ljapunov-expo-
nens pozitiv. Koézel inditott trajektériak exponencialisan el-
tadvolodnak egymastél. Ha a kiinduldsi értéket csupan bizonyos
pontossaggal ismerjiuk, akkor a trajektoria menetét néhany ite-
racié utan altalaban nem tudjuk megjosolni, legfoljebb annyit
mondhatunk, az iteracidé pontjai mely tartomanyokra korlato-
z6dnak. Példaul a haromszog leképezés majdnem minden kezdeti
feltételb6l indulva olyan trajektériakat general, amelyeket a
- véges pontossaggal mérni képes - megfigyeld néhany iteracio
utan véletlenszerinek, kaotikusnak fog tartani a (0,1) inter-
val lumban .

Altalaban akkor beszéliink ergodikus leképezéseknél kaoszrol,
ha a (27.2) kifejezéssel definialt Ljapunov-exponens po-
zitiv. A kaotikus mozgas egyik legfontosabb jellemz6je a kez-
deti feltételre mutatott érzékenység.

Tekintsik az xfcfl = ¥ (xt> ergodikus iteraciot. Jeluljuk T-
vel azoknak a pontoknak halmazat, amelyekb&l indulva a trajek-
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téridkat a P(X) valoészinlségsiriiség jellemzi. Jeloljuk H-val
azon x pontok egyuttesét, amelyeken a valoészinliségslirlség ki-
16nbozik nullatol, H = ix|]P(xX) i 0}. Egyesitsik a H halmazt
mindazon pontokkal, amelyek szikségesek annak zart halmazza té-
teléhez. Amennyiben a Ljapunov-exponens pozitiv, akkor az igy
kapott halmazt, H lezartjat, a kaosz kuldndés attraktoranak te
kintjuk, amelynek a T halmaz lezartja a vonzasi tartomanya. A
kilonds attraktor a periodikus mozgasok attraktoranak szerepét
veszi at aperiodikus trajektoriak esetén. Ezuttal azonban az
iteraciorol csak azt mondhatjuk meg, elég sok lépés utan mely
tartomanyra korlatozodik. Ezen a tartomanyon, a kilénoés attrak-
toron, a trajektoria pontjai gyakorlati szempontbdl véletlen-
szerlien kovetik egymast. Kézenfekvd ezért, hogy a kilénds attrak-
tort bejardé trajektéridkat kaotikusaknak nevezzik. A harom-
sz6g leképezés példaul majdnem minden kezdeti feltételbdl Kiin-
dulva kaotikus trajektoriakat general, amelyek kiuldénds attrak-
tora a [0,1] intervallum.

A kezdeti feltételre mutatott erl6s érzékenység és az itera-
cio korlatossaga arra utal, hogy a trajektéoriak bonyolult mo-
don Osszekeverednek. A keverés tulajdonsaganak matematikai meg-
fogalmazasa Szasz Domokos cikkében talalhaté [20], a fogalomrol
pedig szemléletes képet Geszti Tamas irasanak alapjan alkothat
az Olvas6 [122].

Kaoszt sok egydimenzids leképezésnél megfigyeltek. Az
alabbiakban megmutatjuk, hogy egy kaoszhoz vezetd leképezésbil
milyen médon allithatunk eld végtelenul sok olyan figgvényt,
amelyek szintén kaotikus trajektéridkat generalnak. Ezt konkrét
példaval is illusztraljuk.

Legyen az xfctl = F(xt) iteracid ergodikus és vezessen kaosz-
hoz a [0,1] intervallumban. Bevezetve az

yt = u(x© Q7.4

uj valtozét, ahol u invertalhatd, szakaszonként differencial-
haté monoton fuggvény és u(0) = 0, u(d) = 1, akkor az
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Yt+1 = u(F(u-1(t))) = g(yt) (27.5)

un. konjugalt leképezéshez jutunk [32]. Az 0 valtozd bevezeté-
se nem valtoztatja meg az X\. trajektéria egy pontjanak megtala-
lasi valdészinlségét az (X,x+dx) intervallumban, ezért

PFOOAx = dp(X¥) = dp(u-1(¢)) = PgYdy . (27.6)

Innen a

pa(y) = PFQU L(Y)) duil(y)/dy Q7.7)

valOszinlségsiriség adodik, amely a (27.5) ergodikus iteraciot
jellemzi. A leképezésekben a Ljapunov-exponens megegyezik,
ugyanis a (27.4-6) és a (26.3) oOsszefuggések felhasznalasaval kapjuk

1

IbJg" (M1 Pg(yddy =
0

Infju"(Fu MY 1+ InjfF"U )1+ Injdu Vdy| Pg(y)dy =
0
1
InNtfF*" (X)) PFCOdx = IFf >0 , 27.8)

(0}

kovetkezésképp a g(x) leképezés is kaoszhoz vezet.
Példaul az fjjx) haromszég leképezéshez az

yt = uxB® = sin? X1 ©7.9)
valtozocserével éppen az

Yt+l = fL (r=4" "t* = 4yt (1-yt) ° (27.10)

logisztikus leképezést rendelhetjiuk hozza. Az r=4 paraméter
mellett ezért a logisztikus fuggvény is kaoszhoz vezet. A lo-
gisztikus leképezéshez rendelt /"™(r=4) Ljapunov-szam megegye-
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zik a haromszog leképezéshez tartozo szammal, ezért (27.3)
felhasznalasaval A™M(4) = In2 adodik. A haromszdg leképezés
PH() = 1 valoészinliségeloszlasat és az u(xX) = sin2 xxt/2 filgg-
vényt a (27.7) transzformacidés képletbe helyettesitve a logisz-
tikus trajektoriak

PL(r=4,y) == (27.11)

1
Y A-y)

valoészinliségslriségét kapjuk. Megjegyezzik, hogy a p~(4.,y) el-
oszlasfiggvény az y™=0 és az Y2=1 helyeken szingularis.

A (26.5) egyenlet szerint az x maximumhelyén derivalhato
f(X) leképezések esetén az y e F () maximumon a valdészinlségsl-
riség szingularis, P(y-*-y) =a®, feltéve hogy P(X) > 0. Az e-
gyenletbdl leolvashatjuk, hogy a maximumhely tovabbi 2 (x)
iteraltjain a valdszinlségsiriség altalaban szintén szingula-
ris. A logisztikus leképezés esetén a maximumy = fL(@4,x) =1
és annak o6sszes tovabbi iteraltja "™ (4,y) =0, t=1,2... .
Ezzel Osszhangban a valdszinlségsiriség az x=0 és x=1 pontok-
ban divergal.

Az alabbiakban tovabbi példakat mutatunk kaoszhoz vezetd le-
képezésekre. Kaoszt figyelhetink meg az

{x/b , ha OSxab,
@-X)/(@-b), ha b<x< 1

aszimmetrikus haromszog leképezésben [28,32]. Az altala gene—
ralt trajektériadkat a PAM(X) = 1 valdszinlségsliriség és a

N=-(Mm Inb + (A-b)In{-b))

Ljapunov-szam jellemzi.
Az
(1-2ctx)/ (1-¢), ha 0<x ac,
fB (c,X) E
@—x)/(@—c) , hacéax<l1
leképezés PR (X) valdészinliségslirlisége végtelen sok helyen nem
folytonos fuggvény [28] - A Ljapunov-szamot azonban egyszer(ien
kiszamithatjuk:
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1
X = RB(X)In 1/ (A-c)dx = -In(1-c¢)
o}
Az T (b,X) és B (c,X) leképezésekhez konjugalt, kéoszhoz veze-
t6 fuggvények Ujabb széles osztalyokat képeznek.

28. A KAOTIKUS TRAJEKTORIA: INFORMACIONYELO ES INFORMACIOFORRAS

Az informaci6 fogalma mérési eredményhez kotddik. Ha példa-
ul az x + = f(xt) iteréacidé az x* fixponthoz konvergal, altala-
ban nagy pontossaggal hatarozhatjuk meg elég sok lépés utan a
sorozat tagjait akkor is, ha a kiindulasi pontrol csak
annyit tudunk, hogy a fixpont vonzasi tartomanyaba esik. Kaoti-
kus trajektoria esetén azonban barmilyen kis e hibaval ismerjik
is az iteracio kezd6pontjat, ennek _alapjan a trajektoria t—edik,
t>>1, pontjat atlagosan csupan eeXt >> c hibaval hatarozhatjuk
meg, ahol X > 0 a Ljapunov-exponens. A trajektéria pontjainak
helyét Ujabb mérés nélkiul csak egyre nagyobb hibaval jésolhat-
Juk meg, az iteracid pontjaira nézve tehat minden lIépésben in-
formacidt veszitink. Mas szemszogb8l nézve azt mondhatjuk,
hogy egy konvergens trajektéoriat figyelemmel kisérve egyre ke-
vesebb "meglepetés'" éri a megfigyelét, mig egy kaotikus itera-
cié eredményeit megmérve mindig Ujabb informaciéhoz jut. A kao-
tikus rendszereket ezért informacidgeneratoroknak is tekint-
hetjuk. Az informacidé valtozasa szoros kapcsolatban all a tra-
jektoriak kezdeti feltételre vald érzékenységével.

A Ljapunov-
exponens ezért az informacidvaltozast is jellemzi.

A haromszég
és a hozza konjugalt leképezések példajan bemutatjuk az infor-

maciovaltozas és a Ljapunov-exponens kozotti kvantitativ kap-
csolatot.

Ha egy mérés xz eredményének valOszinlsége P(xi), akkor a
mérés elvégzésekor Shannon definicidja [123] szerint

H=-2P(,)log P(x.) (8.1
i
informaciét nyerunk, bit egységekben.
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Ha példaul a [0,1] intervallumot felosztjuk M szami, 1/M
hosszu szakaszra, s az xgq pont 1/M valészinliséggel talalhaté az
egyes intervallumokban, akkor annak megmérése, hogy xQ melyik
kis intervallumban van

HQ = - log2 1/M (28.2)

informaciét szolgaltat. Egy, az f(X) leképezéssel végrehajtott
iteracio utan az x» = f(xQ) pontrol az eldz6 mérés alapjan azt
tudjuk megmondani, hogy az |F*(x0)|/M hosszi intervallumok ko-
zul melyikbe esik, ha M >> 1. Ezért egy iteracios lépés soran az

informacié megvaltozéasa
H1-HQ e -log21f- xg) 1I/M + log2 1/M = -l1og2 |- q) |bit

Az informaciodévaltozast egy Ujabb 1/M pontossagu méréssel kom-
penzalhatjuk. A t-edik iteracités lIépésben, ahol t<<M, az
informécid

He-Ht_1 = -log2 If" (xt-1) bit (28.3)

értékkel valtozik, ahol xt~ = £'1 1) 6Q). A trajektoria men-
tén bevezetjik a

n=-lim~" "log2 If" (xt) I= -A/In2 (28.4)
N-#) t=0

atlagos l1épésenként! informacidévaltozast, amely aranyos a
Ljapunov-exponenssel (lasd a (16.4) definiciét). Kaotikus tra-
jektéoriak esetén /1 < 0, az iteracid pontjaira vontkozé infor-
macionk tehat csdkken. Minden iteracids lépés utani Ujabb mé-
réssel ezt az informaciét nyerjik vissza, a kaoszban ilyen ér-
telemben atlagosan |n] informaci6é keletkezik l1épésenként.

Az fjJX) leképezés esetén példaul a Ljapunov-exponens (27.3)
értékének felhasznalasaval kapjuk

Ag = -1 bit.
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Valéban, ha csupan annyit tudunk xt-rél, hogy a (0,1/2) és az

(1/2,1) intervallumok koézul melyikbe esik, azaz binaris

tort kifejezésének egy szamjegyét ismerjik, akkor az

xt+l = fH (xt) 1épésben ez az informacidé elveszik. Az fFH(X) le-

képezés ugyanis mindkét intervallumot a (0,1) szakaszra vetiti.
Az informéacidveszteség mértéke megegyezik a konjugalt g(x)

és f(x) leképezéseknél, vagyis abban az esetben, ha

g(x) = u(Fu 1(x))). Ez abbdl kovetkezik, hogy (27.8) szerint

a konjugalt leképezésekhez tartozé Ljapunov-exponensek meg-

egyeznek .

A (28.1) formula analdgiaja folytonos x valtoz6é és P(X) va-
16szinlségsliriiség esetén
1
H = P(x)log2 P(xX)dx . (28.5)
o}
Jelentése azonban itt médosul. Ha a tudomasunk szerint egyen-
letes eloszlasu, P(xX) = 1 "egyensulyi"™ valdszinlségs(rliségi
x valtozék valoészinliségslirliségét egy konkrét mérés elvégzése
utan P(x)-nek talaljuk, akkor a méréshez a fenti H informaciot
rendeljuk. Definiciénk dsszhangban van a (28.1) kifejezéssel.
Ha ugyanis x értékét 1/M pontossaggal meghatarozzuk, vagyis
tudjuk, hogy a mérés utan

IM , ha x € (x -U2M), X+1[2M) ),

PCO =
[O masutt,

akkor (28.5) szerint
H = log2M bit.

A kapott érték megegyezik a (28.2) informéacidval. Ezt elvar-
tuk, hiszen hasonl6é mérési eredményeket targyaltunk.

A (28.5) definicidéval bevezetett informacid 1épésenkénti
megvaltozasat a Ljapunov-exponenssel jellemezhetjuk [28] ,az in-
formacié valtozasa azonban a valdszinliségeloszlas l1épésenkénti
megvaltozasabol szarmazik. Ha egy ergodikus leképezéshez a
P(X) = 1 aszimptotikus eloszlas tartozik* akkor az egyes ite-

racios lépések utan mért valoszinlségslrliség fluggvények soro-

*4§ 26. Tejezetben az aszimptotikus valészinuségsuriséget P(x)-szel jeloltik.
1



zata P(x)-hez tart. A Ljapunov-exponens tehat a valdszinilség-
slrliségeknek az "egyensulyi'” P(x) eloszlashoz torténd relaxa-
ciégjat jellemzi.

Az fjJ(X) haromszog leképezéshez tartozé aszimptotikus valo-
szinlségeloszlas p(X) = Pri(x): 1, ezért a kezdeti értékek PO ® el-
oszlasédhoz a 1

Hg = PQ Q) InP*  (x)dx
o}
informacioét rendelhetjuk. Jeldlje xt = &q) valdészinlség-
slriiségét Pt (x), a t-edik iteracidés lépéshez tartozé informa-
ciot pedig 1
Ht = 1 Pt () InPt (X)dx
o}
Nagy szamu lIépés utan Pt (X) P x), ezért HE w 0. Az informa-
ciovaltozas egy lépés alatt atlagosan

Ay = - Xjj/I2 = -1 bit.

Azt mondhatjuk ezért, hogy a PQ (X) kezdeti eloszlasban tarolt
(28.5) informacié a haromszog leképezés esetén atlagosan

n = -Hg/Ah = (Holn2)/1H (28.6)

1épés alatt elveszik [28] .

Az fH () haromszég figgvényhez konjugalt g(y) e u(fFH (u_1(y)))
leképezések esetén a (28.5) integralban elvégezzik az
X = u_'I () transzformaciot, s felhasznaljuk, hogy (27.7) alap-

jan

Pg (y) = PH (X)du-1(y)/dy = du_1(y)/dy

igy a P(y) eloszlas informaciotartalma
1

H = 1P) log2(P(y)/Pg(y)) dy . (8.7
(0]

A lépésenkénti informaciovaltozas a haromszdg leképezés
AH = In2 Ljapunov-exponensével aranyos.
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Altalaban a kéoszhoz vezetd leképezések esetén azt mondhat-
Juk, a kezdeti PQ eloszlas

n = Hg @n2)/X (28.8)

1épés utan lényegesen nem tér el az egyensulyi P valdszin(liség-
slrliségtél [28]. Megjegyezzik, hogy a Ljapunov-exponens a re-
laxaci6 aszimptotikus szakaszat nem irja le. Ekkor az egymas-
hoz kozeli pontokbdl inditott trajektdéridk is annyira eltavo-
lodnak egymastél, hogy az els6 derivaltakat tartalmaz6, linea-
risan kozelité (28.4) formula érvényét vesziti. Kozelitésink
Jol hasznalhaté, ha a kiindulasi eloszlas informaciodtartalma
nagy -

Il1lusztracidképpen [28] nyoman felrajzoljuk a 28.1 abran a
logisztikus leképezés hatasat a PQ (X) kezdeti eloszlasra, s
feltintetjik az egyes PMX) eloszlasokhoz tartozé informa-

28.1 abra. A Pn(X) éles Gauss-eloszlas relaxacidja a
logisztikus leképezés PL (X) = 14T1/XTT-X))aszimptotikus
valoszinlségslirliségéhez
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ciotartalmakat. A PT(X) sorozatot a (26.5) egyenlet

pt+1() = Pt (xL)/|fL (x1)1 + Pt (X2)/HL (x2) | szukcessziv
approximacidojaval nyerjik.

29. KAOTIKUS SAVOK. A SAVOK KETTEVALASANAK VEGTELEN SOROZATA

Az eddig vizsgalt f(xX) kaoszhoz vezetd leképezések az x
maximumhelyiket az f(xX) = 1 pontba vetitették, és trajektoéri-
aikhoz egyetlen kiulonos attraktor , a [0,1] intervallum tarto-
zott. Nevezzik ezt a teljesen kifejlédott kaosz jelenségének.
Sok esetben azonban bonyolultabb a kuldnoés attraktor szerkeze-
te .

Tanulmanyozzuk az xfc® = fL (r,xt) E rxt (1-xt) logisztikus
leképezést! Az r=4EpQ kontrollparaméternél teljesen Kifejlédott
kaoszt tapasztalunk. Tegyuk fel, hogy a kontrollparaméter egy
r < o értékénél is kaoszt figyelhetink meg. Majdnem minden
kezdeti feltétel mellett a trajektoria véges szamu lIépés utan
az fL (r,x) maximum és annak £~ (r,x) iteradltja altal meghata-
rozott intervallumba keril, ezért a kulonds attraktor ezen az
intervallumon nem nyulhat tal. A P(X) valoészinliségslriségre
vonatkozdo (26.5) egyenlet szerint az x maximumhely iteraltjai-
nal P(X) szingularissa valhat (ld. a (27.11) formula utan tett
megjegyzést). Ha a kulonds attraktor taralmazza az ; maximum-
helyet, azaz P(xX) >0, akkor iteraltjait is tartalmazza és
P(FTI*(r,x)) = =, t=1 ,2__ . llyenkor az ™ 2~(r,x) és az
fL (r,X) pontok a kul6nds attraktor részei és azt alulrol ill.
felulr6l hataroljak. A 29.1 abran [38] nyoman bemutatunk olyan
trajektoridkat, amelyeket numerikusan generaltak a logisztikus
leképezéssel. Rogzitett kontrollparaméter mellett nagy szamu
iteracios lépést végeztek. A trajektoria egyetlen pontja alig
lathaté jelet hagyott, ezért az attraktor vagy a kulonbés att-
raktor eléréséig bejart tranziensek nem lathatéak. Az [rw 4]
intervallumban is megfigyelhetink periodikus attraktorokat -
ezekrél késBbb lesz sz6. Talalunk kaotikus tartomanyokat is,
amelyekben a valdszin(iségsir(iség szingularitdsait kérnyezetik-
nél sotétebb vonalak jelzik. A "legyez6" felsd illetve also
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29.1 é&bra. A logisztikus leképezés attraktorai és ki-
16n0s attraktorai a 3,1ira4 kontrol lparaméter tar-
tomanyban

hatarat az fL<r,x) = r/4 illetve az fJ2) (r,X) = r2(1-r/4)/4
gorbék Trjak le. A szingularis valodszinlségs(iriség f (r,x),
t=3,4..., gobrbéi az x=0, r=4 pontbdl indulnak ki. Megfigyel-
hetjuk Oket, ha az abrat jobb alsé sarka feldl, éles szbgben
nézzuk.

A kontrol lparamétert csdkkentve az r = pl értéknél két sav
keletkezik. A jelenségr6l szemléletes képet alkothatunk [32]
és [124] szerint, ha a logisztikus leképezés flggvényének ma-
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sodik iteraltjat abrazoljuk a kontrollparaméter azon Pl érté-
kénél, amelynél

L) (1" fiD) P~1) = D) PI/ALEI»™) = X* . (29.D
Hasonldéan definialhatunk pQ és szamokat mas leképezések ese-

tén is.

29.2 abra. A logisztikus leképezés f (p-,X) maso-
dik iteraltja 1

A négyzetekbeli leképezések kvalitativ hasonlésagot mutatnak
a teljesen Kkifejlédott kadoszhoz vezetd fT (p ,X) leképezéssel.
Az X pontot tartalmazé négyzetben a leképezés szimmetrikus, s
két intervallumot kétszeresikre nydjt, majd 6sszehatja Oket.
Nagyitsuk ki a négyzet éleit egységnyi hosszura, igy a [0,1]
intervallum onmagara valo leképezéséhez jutunk. Ha a leképezést
a logisztikus fuggvénnyel kozelitjik, akkor a 27. fejezetben el-
mondottak szerint a minden masodik iteraltbol allo trajektoéria
L japunov-exponensének

X = In2E XH) (29.2)

adoédik, amennyiben az x koruli intervallumban vizsgaljuk a tra-

jektoriat. A tovabbiakban ezzel az - igen jo - kozelitéssel

éIUnlézz;l Ljapunov-exponens szamitasanal. Belathatdé tovabba, hocrv
leképezést a kulonb6z6 négyzetekben vizsgalva ugyanazt a
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Ljapunov-exponenst kapjuk meg. A teljes trajektoéoria A (")
Ljapunov-exponense ennek alapjan kiszamithato

2N
1 AH=1 limi X Z In|3f<2) (P1'X)/3X|X =
t=0,2. . t
2N
= lim /* Inj3f(p"N,x)/3x 1 = AN - (29.3)
t=0,1.. Xt

Az fL (p1fxX) leképezésben tehat A(l) > 0, a maximum és elsé
iteradltja altal kozrefogott intervallum ezért kaotikus trajek-
toriadk kulonds attraktora. Az iterécid p=2 periddussal oszcil-
1al az (772 (p1,X) ,x*] és az [x*, F*p~x)) intervallumok ko-
zott, mig az intervallumokat kaotikus médon jarja be.

A kontrollparamétert csodkkentve az 2> (r,X) gorbe nem érin-
ti tobbé a négyzetek éleit. Ha kaoszt talalunk, akkor a kuldnés
attraktor nem nyulhat tal az r,x), " (r,x)] és az

(r,x),fida~(r,x)] intervallumokon. A 29.1 &bran lathatjuk,
hogy a két savot e négy gorbe hatarolja. Elérve az r=p2 értéket
két-két UGjabb sav jelenik meg. A 29.3 &bran ezt szemléltet-

jiuk .

29.3 abra. Az (r,xX) leképezés a négy sav kelet-
kezésének r=p2 pontjaban
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A P2 paraméter értékét példaul az fés)(Pz,ﬂb - 7 egyenletbdl
hatarozhatjuk meg, ahol x az instabil p=2 periddusi hatarcik-
lus két pontja kozul a nagyobb. A Ljapunov-exponenst az r=p.
pontban alkalmazotthoz hasonlé gondolatmenet alapjan szamit-
hatjuk Ki:

X(pP) =4 In2 > 0
2/\

A p9 paraméternél tehat szintén a kdosz jelenségével talalko-
zunk. Az L (p2»X) iteréacio p:22 periddussal oszcillal a 29.3
abran felrajzolt négyzetek kozétt, ugyanabba a négyzetbe visz-
szatérve pedig a teljesen kifejlédott kaoszra jellemz6 valdszi-
nliségeloszlas szerint valasztja ki a trajektéria pontjait.

A kontrollparamétert tovabb cstkkentve olyan p, értékeket
érintink, amelyeknél az f‘zﬁ (®™.,xX) leképezésben iokélisan 2K
szami teljesen Kifejlédott kaoszt Figyelhetink meg. A p, pont-
ban a 2k_l szami sav mindegyike kettévalik. A Ljapunov—%xponens
értéke a p™ kontrollparaméter mellett

X(p )= In2 _ (29.4)
X 2k

A 2K szaml sav hatarait a'LPwi TNH intervallumban az 41) (rﬂo,
t=1,2...2571 gorbék jelolik ki. A savok koézott az iteraci6
p=2 perioddussal oszcillal. Felhivjuk az olvas6 figyelmét ar-
ra, hogy az r < r™ tartomanyban a p=2 peridédusu stabil hatar-
ciklusok vizsgalatakor a fentihez hasonlé konstrukciot koévet-
tink (Id. a 17.2-3 &brakat). Ennek alapjan konnyen belathatod,
hogy a 2 szamu savot a [p*"P*-]] intervallumban ugyanolyan
sorrendben jarja be a trajektoria, mint amilyen sorrendben a
2 peridédusu stabil hatarciklus pontjai kovetik egymast, ha a
kontrollparaméter az [r",rk+1l] intervallumba esik.

Numerikus szamitasok [32] és elméleti megfontolasok [125]
szerint a

limp, =r

KZ©
hatarérték megegyezik az r~ bifurkacids pontok hatarértékével.
A végtelen peridédusu hatarciklus tehat a periodikus mozgas és
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a kaosz kozotti atmeneti allapot.

A logisztikus leképezésen kivil sok mas egydimenzidés rend-
szer mutat a fentihez hasonlé viselkedést. Tobbek kozott ilye-
nek a logisztikushoz konjugalt leképezések, mint példaul a
g(r,yt) = ry @ +yt - 2/y™) aszimmetrikus leképezés, ahol
b = a logisztikus leképezés valtozdja.

30. PERIODIKUS ES KULONOS ATTRAKTOROK VALTAKOZASA

Vezessen a
xt+l = rF(xt) = f(r,xt)

leképezés az r=1=pQ kontrollparaméter mellett teljesen Kifejl6-
dott kadoszhoz, és legyen F(xX) szimmetrikus az x=1/2 pontra
nézve, ahol egyetlen maximumat felveszi. Legyen tovabba F(X)
differencialhaté, és a derivaltja monoton csokkenjen. Ha r=p ,
akkor a maximum kéegvf' 'gpo-x) =0, t=2,3... . Ha viszont

r < pQ, akkor az f (Q ,X) sorozat lassan novekvé szamokkal
kezd6dik. Ezt szemléltetjuk a 30.1 &bran. Ha pQ-r > 0 elég ki-

30.1 abra. A maximum els6 néhany iteraltja az r<p
kontrol lparaméter esetén



esi, akkor az trajektoria xt < X "l1épcsBs' szakasza tetsz6-
legesen sok xT pontbol allhat. A kontrollparamétert folytono-
san csokkentve a lépcs6é fokai felfelé tolddnak, s szamuk az
r = helyeken valé athaladaskor eggyel csokken, ahol
f*g*(pA,x) =X, g=...5,4,3. Mielétt a kontrollparaméter a p.
értékig csokkenne, ahol (29.1) szerint f @*.X) =Xj > X és
a lépcs6fokok szama zérus, a ...pg,.Pa - ,===Pg pontokban meg-
figyelhetink ...p=q,p=q-1,...p=3 perioddusu hatarciklusokat.
E ciklusokat a X = -*° Ljapunov-exponens jellemzi, hiszen az X
maximumhely a ciklusok mindegyikében részt vesz.

A p=3 periédusu szuperstabil hatarcikluson bemutatjuk a fen-
ti periodikus trajektoriak kialakulasat. A 30.2 abran az
L (P3,X) leképezés kvalitativ menetét rajzoltuk fel.

30.2 abra. Az £ 33 ) leképezés és Fixpontjai

Az r novekedése esetén az egyes négyzeteken - amelyek mérete
ekdzben valtozik - altalaban megfigyelhetjik a periddus-ketts-
z6dések végtelen sorozatat, majd a lokalisan teljesen kifejl6-
dott kdosz elérése el6tt a kdosz ''savszerkezetét'”, s a savo-
kon belul természetesen Ujabb stabil periodikus attraktorokat.
A harmas hatarciklust és az azt kovetd Feigenbaum-szekvencia-
kat a 29.1 abran a P-3 jelnél lathatjuk.
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Megjegyezzik, hogy az itt leirt hatarciklusok nagysag sze-
rint rendezett pontjainak bejarasi sorrendje kulonbdzik az r™
alatti hatarciklusok pontjainak sorrendjétél [30]. Példaképpen
Osszehasonlitjuk az r~ alatti és az afolotti p=4 periddusok
pontjainak szekvenciait.

30.3 abra. A négyes hatarciklus pontjainak bejarasi
sorrendje az a) r=r2; b) r=P3 esetekben

Megemlitjik, hogy mig p=3 és p=4 periddusé stabil hatarcik-
lust az rm folott csupan egyet-egyet taladlunk, addig harom p=5
periddusé ciklus létezik (mindharom mas bejarasi sorrenddel),
s a perioddusok szamaval gyorsan novekszik az eldforduldé hatar-
ciklusok szama [41]. El6fordulnak tovabba a p=g2” periddusé
stabil ciklusokon kiviul p=q s , s >2, szamé pontot tartalmazé
stabil hatarciklusok is [45] .

Ha az [mm,p ] tartomanyban az attraktorok és kilonds att-
raktorok 29.1 abrajat kinagyitjuk, az egyes savokon belul éjabb
és éjabb olyan kontrollparaméter-tartomanyok valnak lathatova,
amelyek mellett a trajektériak hatarciklushoz tartanak. Felme-
rial a kérdés, a leképezésre milyen kontrollparaméter-tartomany-
ban jellemz6 a kaosz. Bebizonyithatdé az a tétel, mely szerint
az olyan kontrollparaméterek nullanal nagyobb mértékid halmazt
képeznek, amelyeknél kaoszt figyelhetink meg, lasd pl. [37].

Kaotikus tartomanyt érhetink el az r < pé paraméter cso6k-
kentésével. A kdoszba valé atmenetnek ez az étja az intermit-
tencia. Az intermittenda jelenségének részletes leirasat az
Olvaso Galfi Laszl6 cikkében talalja meg [126].



Az r_ folotti kontrollparaméter értékeknél a [0,1] inter-
vallumban végtelen sok, kuldénbdz6 periddusu instabil hatarcik—
lus, azaz repellor talalhaté. Jelenlétik a stabil hatarciklu-
sokhoz tartd tranzienseket befolyasolja. A 30.2 abran az in-
stabil fixpontok kijelolik azon négyzetek sarkait, amely négy-
zeteket elérve az iteracié a stabil fTixpontok egyikéhez konver-
gal, éspedig az rsB alatt szokasos médon. Majdnem minden xQ
kezdeti érték esetén a trajektoria eléri valamelyik négyzetet.
Jeldlje az elérési id6t n(xQ). Az instabil hatéarciklusok jelen-
léte miatt az n(xQ) fiuggvény végtelen sok pont kdrnyezetében
rendelkezik szingularitassal és vesz fel véges értéket is.

Ezzel kapcsolatos tételt eddig csak az

ax ,ha 0 axab/a,
f =-b,ha b/asx S1-b/c,
L (A-x)c ,ha 1-b/c S x

trapéz leképezés esetére igazoltak [127]. Jeldlje az elérési
id6k eloszlasat Pe (n), ha a maximum és a képe altal meghataro-
zott | = [fT (b),b] intervallumban-xq eloszlasa egyenletes. Az
I intervallumot ekkor tetsz6leges finoman feloszthatjuk olymé6-
don, hogy ha a kicsiny szakaszok barmelyikében tekintjuk xgq
eloszlasat egyenletesnek, akkor az elérési id6k valoszinlségét
tovabbra is Pe (n) jellemzi. A végtelen sok repellor hatasa te-
hat abban all, hogy tetsz6legesen kozeli kezdeti értékekbdl
indulva az elérési i1d6k tetsz6legesen nagy mértékben eltérhet-

nek .

31. SKALATULAJDONSAGOK AZ EGYDIMENZIOS LEKEPEZES KAOTIKUS TAR-
TOMANYABAN

A kaotikus savok tanulmanyozasakor azt tapasztaltuk, hogy
a teljesen kifejlédott kaosz a Pk paraméterek sorozatan halad-
va egyre kisebb hosszskalan, lokalisan ujbél megfigyelhetd.
A leképezés maximuma kozponti szerepet jatszik, ezért arra
szamitunk, az r~ folott is talalunk univerzalis tulajdonsago-
kat.

Mint azt a 29. fejezet végén emlitettik, a savok kettévalasat jel-
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lemz6 pk kontrollparaméterek sorozata ugyanahhoz az rm érték-
hez tart, amely a bifurkacidok rk paramétereinek is a hatarér-
téke

lim pk = ro - (31.1)
K->

A végtelen periddusé hatarciklust jellemz6 r~ kritikus pont
ezért a kdosz tartomanyaba vald atmenet kiszobértéke. A pk sza-
mok konvergenciajat aszimptotikusan a

Pk-1 “ pk

lim p-m-

=6 31.2
k=@ Kk ﬁﬁi ¢ )

alland6é jellemzi, amely megegyezik az r < r” tartomanyban az
rk bifurkaciés pontok sorozatat jellemz6 6 szammal [32]. Az pk
sorozat ezért eleget tesz a

Pk - resS 6-k (31.3)

aszimptotikus aranyossagnak.

Tovabbi vizsgalat azt mutatja, hogy az 2 *(p ,£) leképe-
zésben az X koril teljesen Kifejlddott kdosz kulonds attrakto-
ranak hossza - a 29.2 abran a kozépen lev6é négyzet éle példaul
az fL (p2,X) leképezésben megfigyelhetd lokalis kéosz kuldnbs

attraktorat jeloli ki - exponencialisan tart zérushoz a
lim [fL Pk, X)-x§/[x-f» Pk+l ) = a 1.9
K

alland6 negativ hatvanyai szerint [128]. Eszerint nem csupan a
bifurkacioés villak, amelyek skalaviselkedését a 18. fejezet-
ben targyaltuk , hanem a kaotikus savok karakterisztikus
skdlafaktora is az a szadm. Megjegyezzik, az x hely fL (Pk ,X) ké-
pe koruli lokalis kaosz hosszskaldjanak csokkenését az a2 szam
hatarozza meg, hiszen az  logisztikus leképezés maximuma
négyzetes.

Numerikus vizsgalatok szerint a fenti skalatulajdonsagok a
kvadratikus maximummal rendelkez6 leképezések osztalyan ugyan-
azokkal a 6 és a &allanddkkal teljesulnek. Az univerzalitas tu-
lajdonsagaval tehat a kaosz tartomanyaban is talalkozunk.
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A Ljapunov-szam is mutat skalaviselkedést. A savok kettéva-
lasanak p\. pontjaban (29.4) szerint X(p*) = (In2)/2~, ahonnan
(31.3) felhasznalasaval

X(PK} “ Pk ™ r)T (31.5)

adédik [129]. A T = InZIn<G kritikus exponens megegyezik a
Ljapunov-szam r«, alatti (18.11) hatvanyfiggését jellemzd kite-
vével. A Ljapunov-szamnak a kontrollparamétert6l vald flggését
numerikus Gton meghataroztak, Id. példaul [3B].

31.1 &bra. A Ljapunov-exponens a kontrollparaméter
fuggvényében a logisztikus leképezés esetén
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A 31.1 abra rajza csupan kozelité. A kédosz r -+ r™ tartomanyan
belil végtelenul sok olyan intervallumot taladlunk, amelyekben a
trajektoriak stabil hatarciklushoz tartanak. A periodikus moz-
gashoz viszont negativ Ljapunov-szam tartozik, az x maximumhe-
lyet tartalmazé - szuperstabil - hatarciklusokban pedig N1 = -=°°.
A X(r) gorbe tehat végtelenil hosszi. Ha azonban az [roo,pQ]
intervallumot /Ir hosszl szakaszokra daraboljuk, s minden sza-
kaszhoz a X(r) Ljapunov-szdmnak a szakaszon folvett atlagat
rendeljuk, az igy kapott gorbe hossza véges lesz. Az ilyen tu-
lajdonsagu gorbét fraktadlnak nevezzik [130]. A I(r) vonal B
fraktadl dimenzidja az az exponens, amely a godrbe L hosszanak
divergenciajat jellemzi, ha a /ir felbontast finomitjuk

L « Ir-<e'1> .

Ha 3 = 1, a vonal egydimenzids, a gorbe hossza véges. Numeri-
kus mérés szerint azonban a A(r) goérbe R=1,69 fraktal dimen-
zioju az [ro,pQ] intervallumban a logisztikus leképezés ese-
tén [38] -

Itt jegyezzik meg, hogy a fraktal fogalmanak segitségével
leirhatjuk az rm@ pontbeli végtelen perddusu hatarciklus attrak-
torat. Mig a kaosz kulonds attraktora intervallumokbél all,
azaz dimenzidja 1, addig az r1 kritikus pontbeli attraktor
fraktal dimenzidja dc = 0,538..., univerzalis [131].

A Ljapunov-szam I(r) gorbéje tikrozi azt a tényt, hogy a
29.1 abran lathaté kaotikus savszerkezet egyre kisebb hossz-
skalan onmagat ismétli. Megmutathatd, hogy a logisztikus leké-
pezésben az r < po kontrollparaméterek esetén a Ljapunov-szam
burkol6 gorbéjének egyenlete

X(r) = ) 1 - b(po-r) /2 ,
ahol p0=4 és b allandd [37].- A hasonlésag tulajdonsaganak meg-
nyilvanuladsa az, hogy a savok kettévalasanak p~ pontja koze-

lében, ha r < p®, a Ljapunov-szamot a

A =lolll -rata -1l - H2)
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figgvénnyel Trhatjuk le [38]. Itt felhasznaltuk a (31.5) hat-
vanyflggést .

Ha a Ljapunov-exponenst a kiloénb6z6 g=3,5,6... szamokkal
jellemzhetd g*2 peridédusu hatarciklusok és az 6ket kozvetle-
nul kovetd kaosz tartomanyaban vizsgaljuk, akkor tovabbi ha-
sonldsagokat fedezhetink fel [38].

A Ljapunov-exponens mellett mas, vele rokon mennyiségekkel
is jellemezhetjiuk az iteraciokat. Ilyen a topoldgikus entropia,
ami a megkilonbdztetheté palyak szamanak exponencials ndveke-
dését méri az iteracid soran. Rogzitsik az e > 0 szémot. Két
palyat akkor tekintiunk az n-edik lIépésben megkildnbbztethet6-
nek, ha az iteraci6 megkezdése oOta legaldbb egyszer eltavolo-
dott egymastol a két trajektéria e-nal nagyobb tavolsagra. A
megkuldnboztethet6 palyak N(n,e) maximalis szama altaladban no-
vekszik, ha az iteraciés lépések szama n6. A topoldgikus ent-
ropiat a

h = Lim Lim ©§j log2 N(c,n)
£540 PS>

hatarértékkel definidaljuk. Igen szemléletes a topologikus entr-
Opia és a leképezés instabil hatarciklusainak szama kozotti

h = lim 1 log2 "f@)(x) fixpontjainak szama
n-*00

Osszefiggés. A kaotikus &llapotok kozott megfigyelhetd stabil
hatarciklusok tartomanyaban is végtelenil sok instabil ciklus
van jelen. Altalédban azt varjuk, hogy itt a topolégikus entré-
pia zérusnal nagyobb. (Ez egyes specialis leképezéseknél be-
bizonyithaté, lasd pl. [127].) Mig ilyenkor a Ljapunov-expo-
nens negativ, azaz az aszimptotikus viselkedést a periodikus
attraktorral jellemezhetjik, a trajektoria teljes menetét vé-
gig kovetve altaldban azt talaljuk, hogy a megkildnbdztethetd
palyak szama exponencialisan n6. Ez a tény szoros oOsszeflggés-
ben all a tranziensek irregularis viselkedésével, amelyet a
30. fejezetben targyaltunk.

Megemlitjuk, hogy a Ljapunov-exponens a kaosz tartomanya-
ban altalaban megegyezik az un. Kolmogorov-entroépiaval. A to-

163

M*



polégikus és Kolmogorov-entroépia szigorl matematikai definicid-
Jat Szasz Domokos cikkében [20] talalja meg az olvasoé.

A kaotikus trajektoriak Fourier-spektrumanak skalatulajdon-
sagait fogjuk az alabbiakban megvizsgalni. A 29. fejezetben
megallapitottuk, hogy a p, kontrollparaméter értéggknél az
xt+l = fL (pk"Xt) iteréacio a kulonés attraktoron 2 periodusidd
alatt bejarja az 6sszes lokalisan kaotikus tartomanyt, éspedig
meghatarozott sorrendben. Az azonban véletlenszeril, hogy a
lokalisan kaotikus tartomanyok melyik pontjat valasztja ki a
trajektoria. Ezek alapjan azt varjuk, hogy a Fourier-spektrum
tartalmazzon periodicitast tikr6z6 csucsokat és arra raépiulve
egy, a frekvenciatdl folytonos médon fiuggé zajt is. A kaoszra
jellemz6 zaj a dinamikai rendszer bels§ zaja, nem pedig sok
kils6é szabadsagi fok egylttes hatasanak tulajdonithatd, mint
példaul a termikus zaj. A bels6 zajt az iteracid meghatarozza,
ezért szoktak determinisztikus zajnak is nevezni. A determi-
nisztikus zajnak valamilyen médon tukroéznie kell a kaotikus
savok onmagukat egyre kisebb hosszskalan ismétld szerkezetét.

Tekintsik a kaosz tartomanyaban a

7 1
CT - jJ EV f x - X F® OQP(x)dx (31.6)
N>»@ t=0 o]
autokorrelacios fuggvényt, ahol az xt+l = f(xt> leképezés P(X)
valoszinilségeloszlassal jellemezhet6 trajektériakat general a
[0,1] szakaszon. Az autokorrelaci6é bevezetése azért célszerd,
mert a felhasznalasaval a spektrumot is felirhatjuk a valészi-
nliségi mérték szerinti integralként. Definialjuk a trajektoéria
Fourier-transzformaltjat ezdttal az
N
x@) = lim-L/ *,e"lwt G317
NH?TN 20 T

kifejezéssel! Belathatdé, hogy a Fourier-amplitudok eléallnak az

Ix(©@)|2 = CQ + CT COSTCO (31.8)
XE}
alakban. Vezessik be az |[|x(uw)] = C(w) jeldlést, és nevezzik
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ezutan ezt a figgvényt frekvencia spektrumnak!

A teljesen kifejlédott kdosz jelenségét mutatd T,,(xX) harom-
sz6g leképezéshez, amelyet (26.1) definial, az egyszerlien ki-
szamithato

1 1
c“ = X fAT*(0Qdx = & - DFAT*Qdx +
o} o}
1 T#-» rrs3 , ha 7 =20
+ j F T "dx =\ ] (31.9)
o [174 , ha t = 1,2...

autokorrelacids fiuggvény tartozik [32]. Felhasznaltuk, hogy az
[Bi*() TFluggvény az x=1/2 pontra szimmetrikus, ha T M , és azt,
hogy a masodik egyenléség utani elsd integral ekkor eltlinik.
Innen a frekvencia spektrum azonnal addédik
O@ = /3 + 1/2y> cosoit = 1/12 + k& 6(Q) + 6((Hr2w) /2 ,
T=1

ha azt engedjiuk meg, hogy wa [0,24-J intervallumban valtozzon.
Lathaté, hogy a spektrumban a determinisztikus zaj konstans
vonal alakjaban jelenik meg, a zaj tehat '"‘fehér'.

A haromszog leképezéshez konjugalt rendszerekben a zaj spekt-
rum altalaban nem flggetlen a frekvenciatél, de tovabbra is lassan
valtoz6, sima flggvény. Hasonld a zaj spektruma mas leképezéseknél is.

A savok kettévalasanak pk paramétere mellett az f(p~,xt) =
= XX +M trajektériat érdemes az n-edik peridédusban az

Xt =yi + z(n,i)

alakban irni, ahol t = n2K+i, i:O,l,--.ZK—l és az y pontok a
kaotikus savok kozepét jelolik ki, a z(n,i) valtozé pedig az
egyes savokon beluli véletlenszer( mozgast irja le. A tran-
zienst6l eltekintettink. A szamitas menete nélkul kozoljik,
hogy az y* pontokon torténd periodikus mozgasra a spektrum

w = 2\~ frekvenciainal szingularis csucsok utalnak, mig a
kaotikus viselkedést egy, a frekvencidban folytonos filggvény
jellemzi. A zajspektrum amplitudéjat megbecsiulhetjuk, ha meg-
gondoljuk, a z(n,i) valtoz6é szdérasa az egyes lokalis kaotikus
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tartomanyok szélességével aranyos. A determinisztikus zaj szo6-
rasa ezért kozelit6leg aranyos azon szakaszok hosszainak atla-
gaval, amelyeket az f(ZA) (™,x) fuggvény onmagukra képez le, s
amelyekben lokalisan teljesen kifejlédott kaoszt talalunk. A
29.2 abran példaul a keresett atlag a négyzetek élhosszainak
atlaga. Azt tudjuk, hogy az x maximumhelyet is tartalmazoé
"kaotikus négyzet" oldala a p. % r~ hataratmenet soran az a
szammal skalazodik, mig az fip”~x) pontot tartalmazé négyzet
élhosss az a2 kitevfével tart zérushoz. A zaj-
spektrumot a p” pontban durvan a a (K) frekvencia-figgetlen
szorasnégyzettel kozelitve, s foltéve, a négyzetek fele a-val,
masik fele a -tel skalazédik, a

aa(g-(k)l) 5112' %a lZSI - R - %go

a

aszimptotikus kifejezést kapjuk, ahonnan a zajspektrum
N(k) E 02K K R2c

Felhasznalva, hogy H, ~ r@ “ 5K az

. » , _ .21nR/1In<b
N(pk) Gk T
hatvanyfuggvényt kapjuk [132]. Numerikus vizsgalatok szerint
B = 3,237... [133], becslésink hibaja tehat ~10 %. Pontosabb
szamitas a B = a /2/(ct +1) 7 = 3,28 exponenst adja [134].
A mozgas kvaziperiodikus jellegére utald cslucsok szama a
p" @ ro hataratmenet soran megné, a spektrum alharmonikusokkal
bévul. Az aszimptotikus viselkedés megegyezik a hatarciklusok
spektrumainak rm koézelében mutatott viselkedésével, amelyet a
18. fejezetben és az F.4 fuggelékben irtunk le. A zajos spektrum
kvalitativ médon megegyezik mas kaotikus rendszerek spektrumaval (3.1 abra).
A kaosz tartomanyaban a renormalasi transzfromacid és az
univerzalitas elmélete eddig még olyan intuitiv mdédon sincs
megalapozva, mint a Feigenbaum-szekvenciak elmélete. Ennek el-
lenére azt hisszik, a skalatulajdonsagokat jellemz8 exponensek
az azonos rendd maximummal rendelkez6 leképezések osztalyan
univerzalisak. Ezt a numerikus szamitasok is alatamasztjak.
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Az egydimenzids leképezések tulajdonsagait a 15-19. és a
26 -31. fejezetekben tekintettik at. Osszefoglalasul a 31.2
abran a Feigenbaum-szekvenciakat és tukorképiket, a savok ket-
tévalasanak végtelen sorozatat szemléltetjuk [37] .

31.2 4bra. Az fﬁ(r,x) = rx(I-x) logisztikus leképezés
attraktora az rQ<r<r™ paraméterek mellett és a kiuldnoés
attraktor a POP;1"P2"p3 pontokban. A vizszintes tengely be-
osztasa nem lineéaris, az r* = *th(-rj mennyiséget mér-
tuk fel ra.

Feltiintettink néhany bifurkacidét, és abrazoltuk az alacsony
periddusu instabil hatarciklusokat is. Az instabil hatarciklu-
sok pontjai a 29.1 abran bemutatott savok kettévalasanak helye-
it jelolik ki. Felrajzoltuk a p, paramétereknél a kuldnots att-
raktorhoz tartoz6 valdszinlségslriiséget. A valészinliség az
x=1/2 maximumhely iteraltjainal szingularis. Jo6l lathatd, hogy
a valoészintiségsliriség - egyre Kisebb hosszskalan - a szingu-
laritasai hatarolta intervallumokon kvalitativ hasonlésagot

mutat a pQ = 4 paraméter melletti valdszinlségslriiséggel.
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32. KAOTIKUS VISELKEDES SIKBELI LEKEPEZESEKBEN

A huszadik fejezetben mar tobb szempontbdl elemeztik a két-
dimenzidés leképezések egyik legfontosabb képviselfjét, az
Hénon-modellt [(20.3) egyenlet]. Sz6 volt a standard Kénon-
féle kulonots attraktorrol, mely a modell a=1,4, b=0,3 paramé-
ter értékeihez tartozott. Lattuk, hogy ezen paraméter értékek
mellett a modell mindkét fixpontja [Id. (20.5) egyenlet] hi-
perbolikus, kozuluk az egyik a kuldnos attraktoron helyezkedik
el. Az attraktor tovabbi tulajdonsagainak a feltarasahoz te-
kintsuk most el6szor ennek a hiperbolikus pontnak a tulajdon-
sagait .

Két fontos fogalmat kell bevezetnink, egy H hiperbolikus
ponthoz tartozé stabil és instabil sokasidgokat (masnéven szepa-
ratrixokat), melyeket Ws, ill. Wu-val jeloélink. Ws-t az a fel-
tétel valasztja ki, hogy a rajtalévé pontok (exponencialisan)
tartanak H-hoz, ha az iteraciok szama, t, tart a végtelenhez,
mig a Wu-n lév6 pontok tartanak H-hoz, ha t+ -» _ A 32.1 &bra
tinteti fel az Hénon-modell szdébanforgdé Fixpontjat, stabil és
instabil sokasaga egy-egy szakaszat Franceschini és Russo sza-
molasa szerint [135]. A Fixpont kozelében ezeken a sokasagokon
a pontok mozgasanak az ltemét a Fixpont koruli linearizalt le-
képezés, (20.15) alatt adott, sajatértékei adjak meg; a befu-
tas, illetve kifutas iranyat pedig a megfelel§ sajatvektorok
(Id. (20.16)). Az iteraciot tovabb folytatva az instabil soka-
sagok menetét a 32.2 abran lathatjuk [135]].

Szembeszokd az instabil sokasag hasonlésaga a 20.1 abran
lathaté kulonds attraktorhoz. Valéban, a kiulonds attraktor a
Wu halmaz lezartjaval esik egybe. Hasonl6é kdvetkeztetésre ju-
tott Holmes [3] a Duffing-oszcillator esetében, mellyel korab-
ban (6. fejezet) részletesen foglalkoztunk, a kétdimenzids le-
képezés nemlinearis tagja itt harmadrendd.

A hiperbolikus fixpont stabil és instabil sokasagainak met-
széspontjai vagy hataresetben érintési pontjai az Un. homokli-
nikus pontok. Egy homoklinikus pont az iteracidé soran nyilvan
csak egy masik homoklinikus pontba képz&6dhet le, hiszen a két

* Transzverzalis homoklinikus pontrol beszélink, ha ténylege-
sen metszésr6l van sz6.
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32.1 &bra. Az Hénon-modell fixpontjanak invarians so-
kasagai - vazlatos kép az a=1,4, b=0,3 paraméter ér-
tékeknél

invarians sokasag koz6s pontja. Homoklinikus pontok sorozata
homoklinikus palyat képez, mely kétszeresen aszimptotikus a H
fixponthoz, azaz t 1 esetén egyarant ahhoz tart. A homokli-
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32.2 abra. Az Hénon-modell Tfixpontjanak invarians so-
kaﬁé ail— részletes kép az a=1,4, b=0,3 paraméter ér-
tékekné

nikus pontok létezése fontos szerepet jatszik abban, hogy a Wu
instabil sokasag attraktorra valhat, hiszen visszataplalasi
mechanizmust biztosit azon pontok szamara, melyek a H ko-
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zelében, Wu iranyaban exponencialis gyorsasaggal eltavolodnak.
A homoklinikus pont"ok tovabbi szerepére még visszatérink.

Most kovessik az attraktor sorsat Simo nyoman [136]," ha az
a paramétert valtoztajuk mikoézben a b paramétert, vagyis a te-
rilet 6sszehlzodas utemét jellemz6 Jacobi-determinans értékét,
rogzitetten tartjuk (a hatarozottsag kedvéért legyen to-
vabbra is b=0,3). A 20. fejezetben mar emlitettik, hogy a-t no-
velve ac = 1,4269212-nél [136] a kulonods attraktor eltinik és
egyéb Ujabb attraktor sem alakul ki a rendszerben. Ennek meg-
értéséhez elBszor tekintsik a 32.3 abrat, mely az el6bbi két
abrahoz hasonléan szintén az a=1,4 értékhez tartozik, mutatja

32.3 abra. Az Hénon-modell fixpontjainak invarians
sokasagai - kvalitativ kép

viszont a masik instabil hiperbolikus fixpont invarians soka-
sagait is. (Itt az index a fixpontok megkiuldnbdztetésénél a
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(20.5) kifejezésben szerepld négyzetgyok eléjelére utal.) Az
abran folytonos vonal abrazolja H+ instabil és H_ stabil soka-
sagat, a masik két invarians sokasagot pedig szaggatott vona-
lak jelzik [136]. Az attraktor vonzasi tarotmanyat a H_ Ffix-
pont stabil sokasiga &altal korulolelt tartomany képezi. Az
ezen tartomanyon kivil inditott pontok az iteracidé soran el-
jutnak a végtelenbe. Az a paramétert nodvelve novekszik az att-
raktor mérete és a>a. esetén eléall a 32.4 abran feltintetett
helyzet, amikoris a H+ instabil sokasaga ugynevezett heterokli-
nikus pontokban metszi H_ stabil sokasagat. Nyilvanvald, hogy

32.4 é&bra. Az Hénon-féle attraktor eltlinésének me-
chanizmusa. Az &bran A homoklinikus pontot, mig B
és C heteroklinikus pontot jelol. A C pont jelen-
léte miatt nem alkothat a H+ Ffixpont instabil so-
kasaga vonzé halmazt

ekkor H+ invarians sokasaga nem alkothat attraktort, hiszen a
kézelében mozgd pontok eldbb-utébb tuljutnak H_ stabil sokasa-
ga altal hatarolt tartomanyon.

Vizsgaljuk most meg, mi torténik, ha a-t csokkentjuk az ac
ertékrél és tartunk a™-hez, vagyis a 20. fejezetben megismert
periddus-kett6z6 bifurkaciok torlodasi pontjahoz (@ = 1,058048,
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ha b=0,3). Atalakulasok sorozatat tapasztaljuk, melyek analég-
jai a 29. és 30. fejezetben az egydimenzids leképezésnél latot-
taknak. A fent mondottakbol nyilvanvalé, hogy az eddig tekin-
tett, egy részb6l allé kulonds attraktor biztosan nem létezhet
olyan a értékre sem, amelynél H+ fixpont stabil és instabil so-
kasagai nem rendelkeznek homoklinikus pontokkal. A 32.5 abra
azt a hatéresetet mutatja be [37], amikor a sz6banforgé stabil
és instabil sokasagok éppen érintik egymast. Ha b értékével tar-
tunk zérushoz, ez érdekes parhuzamba allithaté az egydimenzids
leképezésnél a 29. fejezetben targyalt helyzettel, amely a
kontrol lparaméter p~-gyel jelolt értékénél allt el6. Ennek meg-
vilagitasadhoz definialjuk a homoklinikus trajektoria analogjat
az egydimenzids leképezésnél [137,138]. Ez olyan médon érhetd
el, ha ott az instabil fixpont stabil sokasagat egyetlen pont-
ba, magadba az instabil fixpontba slritve képzeljuk. A homokli-
nikus palya akkor egy olyan trajektéria lesz, amely az insta-
bil fixpont kozelébdl indul (t —» esetén tart a fixpontba) és
az iteraciok soran beletalal a fixpontba. Koénnyl belatni,

hogy ilyen palya csak akkor létezhet, ha a kontrollparaméter
értéke az

f(3@,0) =x*, (32.1)

f(a,x) E 1—ax2

feltétellel megadott értéknél nagyobb (¢ jeloli a Fixpontot).
Vegyuk észre, hogy ez a feltétel azonos a (29.1) oOsszefiggés-
sel (hiszen most x = 0), mely az egy sav— két sav bifurkacioés
pontot jellemezte. Jelentését a mostani szempontbdl vilagosan
szemlélteti a 32.6 abra. Marotto kimutatta [137,138], hogy az
egydimenzids leképezésnél (b=0) ilyen tulajdonsagu palya léte-
zése biztositja azt, hogy a megfeleld instabil Ffixponthoz tar-
toz6 homoklinikus palya létezik a kétdimenzidés leképezésben,
elegend6en kis b érték esetén. Visszatérve az Hénon-modellre
azt varjuk, és szamitogépes eredmények is azt mutatjak [136],
hogy a értékét a 32.6 abradhoz tartozd érték ala csodkkentve
két részb6l allo kulonds attraktort talalhatunk a bizonyos ér-
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32.5 abra. Az Hénon-modell H+ Fixpontjanak stabil
és instabil sokasagai az a = 1,15357, b = 0,3 pa-
raméter értékeknél. Az 1,2,3,4,5 jell pontok ho-

moklinikus pontok. Az abra feltiinteti a koordina-
tarendszer kezd6pontjat és a koordinata tengelyek

egy-egy pontjat



32.6 abra. Az f(a,x) = l-ax™ leképezés (@ = 1,544)

tékei mellett. Ekkor az eddigi instabil H+ fixpont szerepét az
instabil kettes periddusu palya pontjai veszik at. A kiuloénos
attraktort ezen pontok instabil sokasagainak lezarasa alkotja.
Vonz6é halmazt megint csak akkor varhatunk, ha ezen instabil pon-
tok sokasagai transzverzalis homoklinikus pontokkal rendelkez-
nek. Csokkentve a értékét, elérkezink a 32.7 abran feltintetett
helyzethez [37], amikor a kettes periédusu instabil palya sta-
bil és instabil sokasagai éppen csak érintik egymast és ezzel
megszlinik két részb6l allé kilonds attraktor kialakulasanak le-
het6sége.

Eddigi gondolatmenetinket koénnyen kiterjeszthetjuk és azt
varjuk, hogy a kilénos attraktor az egydimenzids leképezésnél
latott kett6zb6dési folyamatot mutatja, ha a~ felé kozeledink.
Erdekes megemliteni, hogy ellenkez6 iranyban haladva mi az a
mechanizmus, amely egy adott felépités(i attraktor létezését mar
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32.7 abra. Az Hénon-modell kettes periddusu trajek-
toriajanak (] és F2 pontok) invarians sokasagai az
a = 1,08, b =0,3 paraméter értékeknél. A 0,1,2,3,4
jeld pontok homoklinikus pontok. Az abra feltinteti
a koordinatarendszer kezdépontjat és a koordinata

tengelyek egy-fegy pontjat



nem teszi lehetévé, ha a kontrollparaméter bizonyos értéket
meghalad. Pl. a értékét novelve és elérve a 32.6 abran fel-
tintetett helyzethez, mi szinteti meg a kettes periddusu palya
instabil sokasagai vonzd jellegét. Be lehet latni, hogy ennél
nagyobb a értékeknél ezek az instabil sokasagok heteroklinikus
pontokkal rendelkeznek a H+ hiperbolikus pont stabil sokasaga-
val. Ilyen heteroklinikus pontok létezése hasonlé médon okozza
a két részbsl allé attraktor eltlinését, mint azt koradbban lat-
tuk ac felett az egy részb6l all6 attraktorra.

A vonzd periodikus trajektoriak és a kulonds attraktorok
valtakozédsanak részleteir6l azonban sokkal kevesebb informécid
all rendelkezésre, mint az egydimenzids esetben. Alapvetd ki-
16nbség, hogy tobb kuloénb6z6 attraktor lehet jelen ugyanazon a
érték mellett kilonb6z6 vonzasi tartomanyokkal. Jo betekintést
nydjt erre vontkozélag a Ljapunov-exponens viselkedése az a pa-
raméter fuggvényében. A Ljapunov-exponens az Hénon-leképezésre
a (16.6)0sszeflggéssel definialt mennyiség kézenfekvsé altala-
nositasa két dimenzidra [79,139,136,140]. Célszerl( két Ljapu-
nov-exponenst bevezetni az aléabbi definicioval:

Xi(xo"yo) = I\!!Vrp) n In AiIN> o “yo) * i=1-2 (32.2)
ahol nM~-k jelolik a
axXN (xo"yo> AYy"r"Yo*
3axo 3yo

3YN (x0"yo0) 3YN %o ,yo>
L 3Xo aﬁm
matrix sajatértékeit.
Kénnyd belatni, hogy az Hénon-modellre

X1 + N2 = 0In b. (32.3)

Legyen definicidszerien n
Ha a X1 Ljapunov-exponens nagyobb, mint zérus, fennall a

kezd6értékre vald érzékenység, ami a kaosz egyik ismérve. A
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(32.3) Osszefiggésb6l kovetkezik, hogy A2-nek negativnak
kell lennie. A nyljtasnak és Osszenyomasnak ezt a kombinacio-
Jat nevezzik hiperbolicitasnak.

A Ljapunov-exponens viselkedését toébb szerzf is vizsgalta
az Hénon-modell esetében [139,136,140]. A 32.8a és b &bran
Curry eredményét [140] mutatjuk be. Az a paraméter az

32.8 é&bra. Ljapunov-exponens kilonboz6 kezdeti érté-
kekre szamolva

1,07 &4 a & 1,08 intervallumban valtozik, b=0,3. A két abra ki-
16nb6z6 KO»Y0) kezdbértékekkel szamolt Ljapunov-exponenst mu-
tat. Az @) abran O»Y0) = (0,0), mig a b) abran a kezd6pont
mindig az el6z6 a értéknél végzett szamolas utolsé pontja (az
a értéke 0,0001 Iépésenként valtozott). Az a = 1,07 kontroli-
paraméter értéknél a két gorbénél a kezdeti értékek megegyez-
tek. Az abréak vilagosan mutatjak a mar emlitett tulajdonsa-
got, hogy egy adott a értéknél tobb attraktor is eléfordul,
amelyekhez kiloénb6z6 Ljapunov-exponensek tartoznak. Az Hénon-
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modellben a kiloénb6z6 attraktorok el6fordulasi sorrendje is
nagyon eltérhet az egydimenzids leképezésnél latottaktol, ha-
csak b értéke nem nagyon kicsi, vagyis nem vagyunk aszimptoti-
kusan kozel az egydimenzidés esethez. Szembeszokd példa erre,
hogy a harmas periddusi attraktor Feit vizsgalatai szerint
[139] az a = 2,6575 kontrollparaméter értéknél jelenik meg,
mely nagyobb, mint ac, ahol az egy részb6l allo kilonos attrak-
tor eltlnik.

TérjiunK vissza végiul az Henon-modellben megvalésuld kilonds
attraktor természetére. Elfogadtuk a modellben kuldnbds attrak-
toroknak azokat, amelyeket az eddigi pontossaggal végzett sza-
mitogépes kisérletek azoknak mutatnak. Praktikus szempontbdl
ez kielégité feltétel lehet, de természetesen felmeril a kér-
dés, hogy lehet-e ennél tdbbet is tudni. Az egydimenzids leké-
pezéseknél hangsulyoztuk (Id. 27. fejezet), hogy az ergodici-
tds az attraktoron a kaotikus viselkedés egyik szikséges fel-
tétele és lattuk, hogy a (2.1 ), vagy az azzal ekivalens
(32.1) oOsszefluggés teljesiilése esetén példaul ez fennall. Az
Hénon-leképezésnél a 32.5 abran feltintetett helyzetben var-
hatnank analégia alapjan hasonlé viselkedést, de nem ismeretes,
hogy ez valdban igy van-e. Masrészt viszont bizonyitott [141],
hogy a kontrollparaméter ezen értéke kozelében az Hénon-leké-
pezésnek végtelen sok vonzasi tartomannyal kell rendelkeznie,
azaz kulonb6z6 kezdeti feltételekb6l a pontok végtelen sok ki-
16nb6z6 periodikus palyahoz fognak tartanai. Nem sokkal kedve-
z6bb a helyzet, ha az Hénon-modell attraktorat az eredetileg
vizsgalt paraméterértékeknél nézzik (@ = 1,4; b = 0,3). Szi-
goru értelemben kiulonds attraktorként az csak akkor lenne el-
fogadhatd, ha eleget tenne az "Axiom A" attraktor kovetelmé-
nyeinek [16,142] (ilyen a szolenoid leképezés [142,20] kulonos
attraktora). A standard Hénon-attraktorrél viszont biztosan
lehet tudni, hogy nem "Axiom A" attraktor (Id. Ruelle cikkét
[79], és az abban lev6é hivatkozasokat). Ez a kovetelmény azon-
ban feltehetéen nemcsak az Hénon-attraktornal, hanem a gyakor-
latilag el6forduld esetek tulnyomé tobbségénél sem teljesil
és az attraktorok szamos osztalyat kell megkiulénboztetni az
egyszer(i attraktorok és a kilonds Axiam A attraktor kozott. Saj-
nos egyel6re nem lehet tudni, hogy az Hénon-modell kiuldndsnek
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latsz6 attraktorai ezen a skalan hol helyezkednek el.

Eppen ezért tanulmanyoztak [137,138,143,135] azt a sokkal
szerényebb kérdést, hogy valamilyen kaotikus mozgas bizonyitha-
toéan létrejon-e a modellben. Ebb6l a szempontbdl dontd a
transzverzalis homoklinikus pontok létezése. A homoklinikus
pontoknak a mult szazadban Poincaré altal tortént felfedezése
o6ta vilagos volt, hogy a kvazi-véletlen mozgasok kialakulasa-
ban meghatarozé szerepik van. Elég itt Smale [16] megforditha-
té és differencialhatd leképezésekre (diffeomorfizmusokra)
vonatkoz6 tételére utalnunk, melynek mondanivaléja a kdovetkez6-
képpen foglalhaté Ossze: Jeldlje T a szobanforgd leképezést
és a T-nek M-szeres alkalmazasaval kapott leképezést!
Smale tétele kimondja, hogy ha T rendelkezik egy transzverza-
lis homoklinikus palyaval, akkor létezik egy Cantor-halmaz,
amelyben (valamilyen pozitiv egész M-értékre) topologiku-
san ekvivalens az eltolasi leképezéssel (shift-automorfizmus).
A minket érdékls kétdimenzids esetben az eltolds két szimbolum
kétszeresen végtelen sorozatan torténik és altalanositasa
annak a Bernoulli-eltolasnak, amely el6fordult a 26. fe-
jezetben a haromszog leképezés kapcsan (Id. még [20]). Mindaz ,
ami elhangzott a Bernoulli-eltolasnak megfeleld§ egydimenzids
leképezés altal generalt mozgas véletlenszer(liségérél, atvihetd
a kétdimenzids esetre.

A tétel jelentését megvilagitja, ha idézzik nem-invertalha-
t6 leképezésekre vonatkozé, Marottotél szarmazé valtozatat
[137,13] , melynél gondolhatunk az altalunk is részletesen
vizsgalt egydimenzids leképezésre. Ez kimondja, hogy ha léte-
zik a 32.6 abra kapcsan diszkutalt, a homoklinikus palyaval
analo6g palya, akkor a leképezés kaotikus a Li és Yorké [144]
altal megfogalmazott értelemben: létezik végtelen sok kildn-
b6z6 periddusé periodikus palya, a leképezés a kezddfeltéte-
lekre érzékeny flggést mutat a kezd6pont parok meg nem szam-
lalhat6é halmazara.

Egydimenzids leképezésnél ez a helyzet megvalosul, pl. és
PQ kozé es6 kontrollparaméter értékekre, amikor az instabil
fixpont rendelkezik a kivant tulajdonsaggal. A 30. fejezetben
lattuk, hogy ebben a tartomanyban egyszer( periodikus attrak-
tor is kialakulhat és ilyenkor nullmértékd azon kezdd értékek
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halmaza, ahonnan a leképezés kaotikus mozgast general. A je-
lenlevdé kaoszra emlékeztet azonban a periodikus attraktorhoz
valo kozeledés médja (Id. 30. fejezet) és az, hogy a topologi-
kus entroépia nem zérus.

Visszatérve a kétdimenzids leképezés problémijara, megemlit-
Juk, hogy transzverzalis homoklinikus palya létezését Marotto
[137,138] bizonyitotta arra az esetre, ha kézel vagyunk az
egydimenzids leképezéshez (b kicsi), mig Franceschini és Russo
[135] az a = 1,4, b = 0,3 paraméter értékekre, melyekre vonat-
koztak Hénon eredeti vizsgalatai.

Végil emlékeztetink arra, hogy a periodikus és a kaotikus
mozgasok egymasba agyazédasa egyre bonyolultabba valik, ha
|b]-et néveljuk, ami jelzi, hogy ebbd8l a szempontbol igen bo-
nyolult helyzetet varhatunk |[b] = 1-nél, mely a Hamilton-rend-
szereknek felel meg. Valdéban a mar korabban bemutatott 6.1 és
6.2 abrak is err6l tanuskodnak és ezt fogjuk latni részlete-
sen tovabbi fejezetekben is. El6bb azonban még a disszipativ
haromdimenziés aramlasokkal foglalkozunk.

33. KAOTIKUS VISELKEDES DIFFERENCIALEGYENLETEKKEL LEIRHATO
RENDSZEREKBEN— SZAMITOGEPES ES LABORATORIUMI KISERLETEK

Az a tény, hogy az egy-, és kétdimenzids leképezésekben ta-
lalt viselkedéshez hasonl6 viselkedés figyelhetd meg bizonyos
differencialegyenletek megoldasaban, érvényben marad a kaosz
kialakulasa utani tartomanyban is.

A sima maximummal rendelkezd egydimenzidos leképezések vizs-
galatakor azt tapasztaltuk, hogy a kontrollparamétert a torlo-
dasi pont folott tovabb novelve a kaotikus savok paronkénti
egyesilése kovetkezik be, vagyis a megel6z6 peridduskettsz6é
bifurkacié-sorozatnak mintegy a tukdrképe jatszodik le, csak
mindez most a kiUlonds attraktor szerkezetében bekdvetkez6 val-
tozasokra utal. A Rossler-modell viszonylag egyszer( példajan
Jjol tanulmanyozhaté, hogy miként mutatkozik ez meg az allapot-
térbeli gorbék képén. A 21. fejezetben mar volt szé arrodl,
milyen GOton jutunk el a ké&osz kialakuladsahoz a modellben,
nést ac > a 4,20 tartomanyban vizsgaljuk a (21.1) egyenlet
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megoldasanak viselkedését [57]. A numerikus eljaras tanusaga
szerint a cD koézelében a palyak egy vékony szalag belsejében
futnak, c = 4,21 esetén példaul a szalag térbeli elhelyezkedése
er6sen emlékeztet a c = 4,18-nal fellépd 8T periddusu palya
alakjara (Id. 33.1 &abra). Kés6bb a kozeli szalag-darabok paron-

33.1 abra. A (21.1) egyenletrendszer fazisgorbéinek
vetilete az x-y sikon a tranziensek kihalasa utan

a c > Cn tartomanyban (@ 21.1 &abra folytatasa). Alat-
tuk z(t) Fourier-komponenseinek amplituddja a frek-
vencia filggvényében. Az egyes esetekben a rendparamé-
ter értéke: E: 4,21; f: 4,23; G: 4,30; H: 4,60

ként egyesiilnek, s egy négy hurokbél allé attraktor jon létre.
Ez a helyzet ¢ = 4,23-nal. A c = 4,30 érték elérésére mar be-
kovetkezik egy ujabb 6sszeolvadas, két hurkot ir csak le az
attraktor, s végul c = 4,6-re mar egyetlen, széles, szalag-
szer(i képzdédmény alakul Ki.

Erdemes megfigyelni, mi torténik ekdzben a Fourier-spekt-
rummal. c” koézelében a szalag még nagyon vékony, ezért a
spektrum alig kulonbozik a megfeleld periodikus mozgastdol, no-
ha itt mar kaotikus viselkedés tapasztalhatd, hiszen a Ljapu-
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nov-exponens pozitiv (egyeldre azonban még kis szam). A c=4,21
értéknél példaul az atlagos korbefutasi id6 még jo kozelités-
sel 8T, ezért a spektrumban az /8, /4, /2 és f frekvenciak-
nal, és felharmonikusainal éles csucsok talalhatok. Az egész
spektrum nagyon hasonlit a 21.1D abran latottra, minddssze a
csucsok kozotti tartomanyok tlinnek kicsik zajosabbnak. Az 6sz-
szeolvadas utan az atlagos korbefutasi i1d6 4T kordli érték
lesz, ezért eltlinik az /8 alapfrekvencia. A két hurkot tartal-
maz6 attraktor kialakulasakor az f/4 csidcs is megszlinik, s mi-
vel a szalag egyre szélesebb, a kdzbens6 tartomanyok egyre za-
jJosabba valnak. A legszabalytalanabb spektrum a "teljesen kitol-
tott" attraktorhoz tartozik. Emlitésre mélté, hogy a Rossler-
modellben - s ez nem tipikus - megmarad az f alapfrekvenciahoz
tartoz6 csucs. Ez az attraktor egyszerl topoldgiai szerkezeté-
vel kapcsolatos: minden trajektoria korbejarja a kozépen 1évd
viszonylag nagy méretl lyukat, Osszetettebb attraktorok esetén
ez a tulajdonsag nem marad meg.

A Rossler-modellben sikeriult meghatarozni a Ljapunov-expo-
nenseket is [95]. Ac = 5,7 kontrollparaméter érték mellett
példaul Aj = 0,075, A2 = 0, /3 = -5,372.

Masik példaként tekintsiuk - a kordbban mar tanulmanyozott -
Lorenz-modellt, most azonban induljunk a kontrollparaméter
nagy értékeitél. A nagy r-ekre érvényes viselkedés leirasa ér-
dekében mas alakba irjuk a (22.3) egyenleteket. Vegyuk észre,
hogy az Y mennyiséget formalisan kiejthetjik a rendszerbél,
ha X-re masodrend( egyenletet irunk fol, s Z helyett a
Z-X2/(2a) valtozot hasznaljuk [80-82]: az

X+ @+ DX =alr -DX - ax,
(3.1
az - XX = -abz + aX2
rendszer egyenértékid (22.3)-mai. Még szemléletesebb alakhoz
jutunk [145,21], ha az

2
X = X , q=7-(az-Xx2/2), T = t, E2

33.2)
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oOsszefluggéseknek megfelelfen Uj valtozokat vezetink be. Ekkor
(33.1)-bdl az

X + ehx + X3 + (g-Dx = 0, (33.3a)
q = -eaqg + elx2 (33.3b)
egyenleteket kapjuk, ahol

h = » a = — / R = G33.9)
/a /a /a

és a pont a x valtozé szerinti derivaltat jeloli. A (33.3)
egyenletrendszernek egyszerl mechanikai jelentése van: olyan
surlédasos anharmonikus oszcillatort ir le, melynek sajatfrek-
venciija nem alland6, valtozdsa mértékét sajat pillanatnyi ér-
téke és a kitérés pillanatnyi értéke hatdrozza meg a (33.3b)
egyenlet szerint.

Ennek ismeretében konnyen vizsgalhaté az r m <& hataratme-
net, ami az Uj jelolések szerint e -t O-nak felel meg. Ekkor
ugyanis g=alland6, s (33.3a) olyan csillapitasmentes mozgasnak
felel meg, melyet az egységnyi tomegl pont a

VX)) =2zl x2 + 1 x4 @33.5)

egydimenzids potencialban végez. Mivel ez szigoruan periodikus
mozgas, eredményink azt jelenti, hogy r > < esetén a Lorenz-
modellben hatarciklus-megoldas alakul Kki.

Arra vonatkozéan, hogy mi torténik r csdkkentésekor, szami-
togépes moédszerekre vagyunk utalva. Ezek azt mutatjak, hogy
példaul az b = 1, a = 5 értékekre [85] peridduskettd6z6 bifur-
kadcidk sorozata utan all be kaotikus viselkedés. A kontroli-
paraméter tovabbi csokkentésekor - az egydimenzids leképezések
esetén tapasztaltakhoz hasonléan - periodikus és kaotikus tar-
tomanyok valtogatjak egymast. A b = 16, a=4 esetben példaul
- adott numerikus pontossag mellett - harom periodikus ablakot
sikerult megfigyelni az inverz Hopf-bifurkaciés pont (T el-
éréséig [80,81] .
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33.2 &bra. Periodikus (P) és kaotikus (©) tartomanyok
a Lorenz-modellben (b = 16, a = 4

Periodikus savok megfigyelheték a Lorenz-modell szokasos
értékeinél (b = 8/3, a = 10) is. Egy viszonylag nagy r értékek-
hez tartoz6 talalhaté a 292,06 < r < 295,45 tartomanyban [89].
Az als6 hatarhoz kozeledve, 293,27-tol,peridduskettdz6 bifur-
kaciok sorozataval alakul ki a kédosz. A 5 exponensre kapott
érték jol egyezik a Feigenbaum-félével [89]. Egy mésik alapo-
san tanulmanyozott periodikus ablak a 145 és 166,07 kozott lé-
v6 [90], mely alulrél a standard Lorenz-attraktor tartomanya-
val érintkezik. Az r = 148,4 értékt6l csokkentve a rendparamé-
tert itt is peridduskett6z6 bifurkacié-sorozat 1ép fol. 166,07
folott a kaotikus viselkedés ugy jelenik meg, hogy a periodi-
kus megoldast eleinte csak ritkan és rovid id6re szakitjak meg
kaotikus szakaszok, majd a kontrollparaméter névelésekor egyre
inkdbb a kaotikus jelleg valik egyeduralkodéva. Ez a jelenség
az intermittenda [126].

Emlitésre kivankozik, hogy intenziven vizsgaltak a Lorenz-
modell statisztikus tulajdonsagait [86,87,92], s tanulmanyoz-
tadk a kuls6 zaj hatéasat is [94].

Ami a laboratoriumi kisérleteket illeti, els6sorban a for-
ditott bifurkacidés kaszkad (alharmonikus eltlinése a Fourier-
spektrumbdl) ill. a periodikus és kaotikus tartomanyok valta-
kozasanak megfigyelése varhatd. Az el6bbit sikerult kimutatni
kis méret-arannyal jellemzett hidrodinamikai rendszerben fel-
1ép6 Bénard-aramlasban [65], és akusztikai kisérletekben, me-



lyekben nagy intenzitdsu hang energidjanak terjedését vizsgal-
tadk folyadékban [146]. A periodikus és kaotikus tartomanyok
valtakozasara jo példa a Bjelouszov-Zsabotyinszij-reakcidban
talalt viselkedés [121].

34. INTEGRALHATO ES NEM INTEGRALHATO HAMILTON-RENDSZEREK

Az el6z6 fejezetekben mar toébb alkalommal foglalkoztunk
Hami lton-féle rendszerekkel, illetve ezek specialis esetével,
a konzervativ rendszerekkel, s targyaltuk a terilettarto leké-
pezéseket is, azokat a leképezéseket, melyek Hamilton-rendsze-
rek fazisterének Poincaré-metszeteként foghatdok fel. A 6. feje-
zetben az Hénon-féle leképezés kapcsan lattuk, hogy a Poincaré-
térképen szabalyos gorbék és kaotikusan eloszld pontok bonyo-
lultan egymasba-agyazott rétegz6dése fedezhet6 fel (6.1 és
6.2 abrak), s ezt azt sejteti, hogy a Hamilton-féle rendszerek
fazistrajektoriai bizonyos esetekben nemtrivialis strukturaval
rendelkezhetnek. Masrészt a mechanika tankdnyvekben szerepld
egyszeri példak (@@ rezgémozgas, az inga, vagy a Kepler-prob-
Iéma) analitikusan integralhatd mozgasra, a fazistérben egy-
szer( zart gorbékre utalnak. Vajon melyik mozgasforma a tipi-
kus, s mité fugg az, hogy egy Hamilton-féle rendszer hosszu
tavon hogyan viselkedik? Tetsz6leges-, vagy csak bizonyos
kezd6feltételek esetén alakulhat ki a kaotikus mozgas? Mit al-
lithatunk a konzervativ rendszerek (mint példaul a Naprendszer)
hosszU idejld stabilitasardol? llyen és hasonld jellegl kérdések-
re keressik a valaszt az itt kovetkez6 harom fejezetben.

Egy N szabadsagi foku konzervativ rendszer fazistere (alla-
pottere) 2N-dimenzids. Ebben a 2N-dimenzids térben a mozgast

a

qi = apT és pi - -7 (34*D)
kanonikus egyenletek irjak le, ahol H(p,q) a rendszer Hamil-
ton-flggvénye. A mozgas soran a fazistérbeli trajektoridk -

akarmennyi ideig varunk is - nem jarjak be a teljes fazisteret,
nem jutnak el akarmelyik pontjanak tetsz6leges Kicsiny kor-
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nyezetébe. Az x = (Q*,02,--.,9N;p™,p2, -.-.,PN> vektor kompo-
nensei kozott ugyanis a kilonbo6zé mozgasallandok létezése
miatt megszoritasokat irhatunk fel. Ha a és p~-k segitségé-
vel felirhaté egyértékl mozgasallanddék szama M, vagyis fenn-

allnak az alabbi 0Osszefliggések:

Fi(qgnPi) = o,

F2 (i"pil o

FM (qi“pi) o

akkor a tényleges mozgas a fazistérnek egy 2N-M dimenzids al-
terén, hiperfeliletén torténik.

Minden konzervativ rendszernél biztosan létezik legalabb
egy mozgasalland6, nevezetesen a rendszer energiaja:

F1=H(.,) -E=0,

de sok esetben még tobb mas olyan egyenértékld fluggvénye is
felirhaté az altalanos koordinataknak és impulzusoknak, ame-
lyek a (34.1) egyenletek kovetkeztében akarmilyen kezd6felté-
tel esetén id6ben allandbak. Szeparalhaté rendszereknél pél-
daul mindig talalhatok olyan 17,12,. .. ,1™ "hatasvaltozok', me-
lyekkel a Hamilton-fluggvény

H(,9) = HAIL,12,...,IN) (34.2)

alakba irhaté (F.6 fuggelék). Mivel az 1-khez kanonikusan kon-
Jugalt ¢~ "szogvaltozok'™ nem szerepelnek a Hami lton-figgvény-
ben (tehat ezek ciklikus koordinatak), valamennyi 1~ mozgasal-
land6. Az olyan mechanikai rendszereket, melyek Hamilton-flgg-
vénye kanonikus transzformacidéval (34.2) alakra hozhato,
integralhatd rendszereknek nevezzik, azokat pedig, melyek fa-
zispontja egy N-nél magasabb dimenziéju hiperfeluleten mozog,
nem integralhaténak hivjuk.

Az N = 1 szabadsagi foku konzervativ rendszerek mind in-
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tegralhatok, hiszen ezeknél 2N-1 = N. Ez annyit jelent, hogy
valamennyi egydimenzids konzervativ mozgas lényegében egyenér-
tékld egymassal, hiszen alkalmas kanonikus transzformacioval
H(p,q) atalakithaté H(1,p) = HQ (I) alakra, s az 0j koordinata
mozgasegyenlete expliciten megoldhato:

dH
o) =wt+ go, w = - 4.3)

A fenti megoldas segitségével adott kezddfeltételekbSl Kkiindul-
va tetsz6legesen hosszlU id6re elére meg tudjuk hatarozni a rend-
szer allapotat. Az "elbrejelzés" - véges pontossagu kezdeti
feltételek esetén - természetesen nem lehet tokéletesen pon-
tos, de az i1d6 maltaval a hiba nem exponencialisan, hanem leg-
feljebb linearisan nodvekedhet, vagyis a Ljapunov-exponens nul-
la - kovetkezésképpen a mozgas nem kaotikus. A k&osz kialakula-
sédhoz tehat konzervativ rendszereknél egynél tdbb szabadsagi
fokra, vagyis ketténél tobb dimenzids &allapottérre van szikség.
(Ez az allitas disszipativ rendszerekre is érvényes, ugyanis a
Poincaré-Bendixson-tétel szerint kétdimenzids allapottérben a
legbonyolultabb attraktor a hatarciklus, kaotikus mozgas nem
alakulhat Kki.)

A hatas- és szogvaltozokra vald attérést a legegyszer(bb
(periodikus mozgast végz6) rendszeren, az egydimenzids harmoni-
kus oszcillator példajan mutatjuk be. A

» p2 M 1 22
H = 2m + 2 m*oq

Hami Iton-figgvénnyel jellemzett rendszer impulzusa adott E
energia esetén

p(@,E) = NTE - mio"g2,
amely segitségével a hatéas

16 =i Jprdg =~

a Hami lton-flggvény pedig



H(1.,¢) = wo 1 . (34.9)

Az eredeti q és az U ¢ koordinata kozétt a kapcsolatot az

J 4
S(,) = p(g,Ddg = /2mwol - m2URq2 dq (34.5)

generatortiggvény teremti meg:

A (34.5) integralt lekonnyebben a q = 21 sina helyettesités-

sel hatarozhatjuk meg:

B<dd) I @RS ,

S innen

9S(a/1) L 3s(a,D) 8a(q, 1)
ai— + - = — ai- —a e

a_
h —
A keresett kanonikus tramszformacié tehat

-2 .
4= Tm, SI"Y r

/2mIw0 cosp ,

©
1

a mozgasegyenletek megoldasa pedig

b = b t + allando,

I =- = allando .
o}

Hasonld médon hozhatdék H = Hg (1) alakra a bonyolultabb, nem-
linearis egydimenzids rendszerek Hamilton-flggvénvei is. A har-
monikus oszcillatortdl ezek annyiban kuldnboéznek, hogy a
HQ = E (1) fuggvény altalaban nem linearis, s emiatt az
w = 3E/31 frekvencia filgg a rendszer energigjatéol, vagyis a
rezgés amplitudéjatéol. A rendszer nemlinearitasat jellemez-
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hetjuk példaul az
a=- w (34.6)

dimenzidtlan paraméterrel [147], amely harmonikus oszcillatora
nyilvanvaldéan nulla. A nemlinearis rendszerek rezgési anharmé-
nikusak, ezt a tulajdonsagot kvalitativan a

.» _ Felharmonikusok amplituddja ™M
alapharmonikus amplitiddja -

dimenzidotlan szdmmal jellemezhetjuk. A nemlinearitas és az an-
harmonicitas a nemlinearis rendszereknek két figgetlen mér6-
szama. Az er6sen anharmonikus rendszerek szikségképpen erésen
nemlinearisak kell legyenek, forditva azonban nem igaz! A 3.
fejezetben téargyalt matematikai ingara példaul nagyon nagy
energia esetén HQ@) r I jellemzd, a nemlinearitasa tehat

@ a allandé-1 miatt) a * 1. Ugyanakkor a rendszer anharmoni-
citasa nagyon kicsiny, hiszen a mozgasa ebben a hataresetben
csaknem teljesen egyenletes forgomozgas.

A toébb szabadsagi foki. csatolt, de linearis rendszerek
ugyancsak mindig integralhatéak, hiszen a mozgasegyenletik -
alkalmas linearis transzformicidéval - a normalkoordinatikra vo-
natkoz6 fluggetlen egydimenzids mozgasegyenletek rendszerévé
alakithat6. A hatas- és szogvaltozok nyelvén az ilyen rendsze-
reket a

HO(@ = wo T

Hami lton-flggvény jellemzi, ahol U és 1 N-dimenzids vektorok.
A mozgasegyenlet megoldasa

i =% t+ )

i(® =10 ,

amely a fazistérben egy N-dimenzids térusz feluletén végbeme-
né, mindegyik iranyban egyenletes szdgsebességli mozgasnak
felel meg. Hacsak nem elfajult a rendszer (vagyis semelyik két
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sajatfrekvencia nem all racionalis aranyban egymassal), Ugy a
fazistrajektoria bejarja a teljes téruszt, annak barmely pont-
Jat - elegend6en hosszu id6 alatt - tetsz6legesen megkozeliti.
Magadt a toruszt ilyenkor invarians téru$znak nevezzik, mert a
torusz pontjai az x(tQ) x(t) Tazistérbeli leképezésnek in-
varians sokasagat alkotjak.

A szeparalhaté rendszerek mozgasa - alkalmas kanonikus
transzformacidéval - egy invarians toruszon torténd egyenletes
mozgasra vezethetd vissza. Az ilyen rendszerek mindegyike fiug-
getlen harmonikus oszcillatorok halmazaval, s igy egymassal is
egyenértéki. A mozgasegyenletik explicit megoldhaté s a visel-
kedésik a kezdeti feltételek ismeretében tetszélegesen hosszl
idére eldre megjosolhatd. A kezdeti feltételek pontatlan isme-
retéb6l szarmazé hiba nagyon hosszl id6 alatt sem ndvekszik
nagyon nagyra (az id6vel legfeljebb linearisan, s nem exponen-
cialisan aranyos a hiba), emiatt a rendszer mozgasa nem valik
kaotikussa, hanem - mint a nevik is utal r4d - integralhaté.

Abban az es.etben, amikor egy szeparalhaté - és emiatt in-
tegralhatd - rendszer rezgési frekvenciai kozott fennall az
n.ui = 0 "rezonanciafeltétel”™ (= (""™,n2,...,nN) egész szamok-
b6l alloé vektor), a rendszer elfajult, mozgasa a fazistérnek
egy N-nél Kkisebb dimenzidéju alterében torténik. Ilyenkor a
rendszernek nemcsak az 1.j,12,...,IN mennyiségek mozgasallandoi,
hanem emellett még egy (vagy tobb) tovabbi egyértékid mozgasal-
land6 is felirhaté, amely altalaban a rendszernek valamilyen
"rejtett szimmetriajaval” hozhaté kapcsolatba. Példa erre a
Kepler-probléma, vagyis egy tomegpontnak a V(r) = -a/r centra-
lis potencial terében torténd mozgasa. Az impulzusmomentum
megmaradasa miatt a mozgas sikmozgas. A ¢ és r polarkoordina-
tadkhoz tartoz6 hatasvaltozok adott E energia és J impulzusmo-
mentum esetén

2
1p = Ppap =J * )
rmax . |
=h | _Sat =t -
rmin

ahonnan a hatasvaltozokkal kifejezett energia
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Ellr'¥ || ——Z(VT y. 2

Mivel ez a mennyiség csak az 1r+ldp oOsszegtél filgg, a mozgas el-
fajult, hiszen

%k _ _3F
“r " 91r ” 31l *
Az Ir és | mennyiségeken kivil tehat talalhaté még egy - t6luk

fuggetlen - mozgasallandé (@l. a 31n(pr~ddp) mennyiség, ahol o¢r
és ¢p az Ir~hez, illetve 3"-hez kanonikusan konjugalt szogval-
tozok) , s emiatt a 2N = 4 dimenzidés fazistérben a trajektoéria
egy 2N-3 = 1 dimenzids sokasagon fekszik, vagyis egy valodi
egydimenzids zart gorbét alkot.

35. A KOLMOGOROV-ARNOLD-MOSER-TETEL ES AZ ARNOLD-DIFFUZI10

Az el6z6 fejezetben leirtak szerint ahhoz, hogy egy konzer-
vativ rendszer kaotikus viselkedést mutasson, vagyis hogy ne
legyen integralhaté, az szikséges, hogy a rendszer egynél toébb
szabadsagi foku,valamint nemlinearis legyen. E két feltétel
kozal barmelyik hiadnydban a rendszer integralhatdé s a mozgasa
gyakorlatilag hosszu tavra is el6re megjésolhatd lenne.

A legegyszeribb olyan rendszer, amely kaotikus viselkedést
mutathat, egy 1 szabadsagi foku mechanikai rendszer, melyet
valamilyen adott, az 1d6t6l expliciten fuggd kuls6é erbével meg-
perturbalunk. (Erre lattunk mar konkrét példakat a korabbiak-
ban; lasd példaul Duffing-oszcillatort, illetve a periodikusan
16kdosott harmonikus oszcillatort az 5. és a 6. fejezetekben.)
A perturbalatlan mozgas Hamilton-figgvényérél tegyik fel, hogy
mar attranszformaltuk hatas- és szogvaltozékra, azaz H = Hq (1)
alakra, a perturbacioét pedig a hatason kivul a szégvaltozotol
és az i1d6tél is fuggé evV(l,6,t) taggal vesszik fFigyelembe
(e egy kicsiny paraméter):

H(1,6,€) = HOQ) + eVl .0, . (35.1)
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A "kiuls6 potencial”™ a valésagban egy olyan részrendszert, ma-
sik szabadsagi fokot modellez, amelyhez nagyon nagy 'tehetet-
lenség” tartozik, s emiatt a ra vald visszahatas elhanyagolha-

t6. Egy ilyen, '"nagy tomegl'" részrendszer impulzusa nem-, vagy
csak a sajat koordinatajatol fuggdé modon valtozik, emiatt a

2N = 4 dimenzids fazistér gyakorlatilag 3 dimenzidsra redukalé-
dik, 0Osszhangban azzal, hogy a (35.1) &ltal leirt mozgasegyen-
letek 3 darab autondm elsérend(i egyenletté alakithatdok. (Ez az
oka annak, hogy az adott kilsé er6vel perturbalt egydimenzids
rendszereket szoktak masfél szabadsagi fokunak is nevezni.)

A (35.1)-ben szerepld potencial idéflggéséerdl tételezzik
fel, hogy periodikus, valamekkora T peridédusidével. A perturba-
cio frekvenciaspektruma ilyenkor nfi alaka, ahol fi = 20/T. (A
levonhat6é kovetkeztetések lényegében valtozatlanok maradnak,
ha egy kicsit altalanosabban feltételesen peridédikus perturba-
ciokat engediink meg, tetsz6leges diszkrét Eh frekvenciaspekt-
rummal.) A folytonos spektrumi, de id6ben véges ideig tarto,
tehat impulzusszer( perturbaciok kis e esetén csak kicsit val-
toztatjak meg a rendszer jellemzdit, ezért szanunkra nem tul
érdekesek. A stacionarius, folytonos spektrumd perturbacio,
példaul kis erdélokések véletlenszerl sorozata okozhat kaotikus
viselkedést, ez azonban nem meglepd, hiszen a "véletlenszer("
elemet kivilrél vittik be a rendszerbe [148]. Minket a tovab-
biakban els6sorban az érdekel, hogy kialakulhat-e kaotikus,
“'zajos'" mozgas egy olyan egyszerd rendszerben, amely a jol-
meghatarozott sajat bels6 torvényei szerint mozog, vagy leg-
feljebb csak szabalyos periodikus kiills6é gerjesztésnek van Ki-
téve.

Egy integralhatd rendszer kis perturbacidojanal a legtermé-
szetesebb gondolat az, hogy megprobalunk a zavar kicsinységé-
re jellemzd e paraméter szerinti sorfejtést, perturbacidészami-
tast alkalmazni. Alkalmas kanonikus transzformaciéval az ere-
deti Q.0 = dA*N,p) kanonikus valtozoparrol attérhetink olyan
Uy (@2»02) valtozokra, melyekkel felirt Hamilton-fluggvény mar
csak rendben tér el egy integralhatdé rendszerétél, majd
egy (M ,dP-ra, amelyben mar csak harmadrendldén kicsi a per-
turbaci6, és igy tovabb a végtelenségig.
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A nehézséget az okozza, hogy az

(11,01) 2 (12#02) === “@ (INf*n) "meee(1,0)  (35.2)

un. Birkhoff-sorozat, amely formalisan egy integralhatdé rend-
szer Hamilton-fluggvényére vezet, altalaban divergens
[149,150,1 17]. Mit jelent az, hogy altaldban? Ha talalomra fel-
irunk egy legaladbb két szabadsagi foku rendszerre egy analiti-
kus Hami lton-fluggvényt, akkor szinte biztos, hogy az egy nem
integralhatdé rendszert fog jellemezni. Ezt a megddbbentd ered-
ményt H. Poincarénak a haromtest-problémara vonatkoz6 korai
eredményeire tamaszkodva C.L. Siegel kapta meg [149,151-153].
Egy N = 2 szabadsagi fokda analitikus rendszert példaul a

[es]

H(qi,q2,P1,P2) =5 H Z Cjkm (3573
J.k,m,n=2

konvergens Taylor-sorral lehet jellemezni, ahol a Cjkmn szamok
egy végtelen dimenzidés c vektor komponenseiként foghatok fel.
Siegel tétele szerint a nem integralhatdé Hamilton-féle rend-
szerek a c-térben mindenitt slridn helyekednek el, vagyis - a
"kornyezetet" megfelelbéen definialva - barmely c vektor tetsz6-
legesen kis kornyezetében taldlhaté olyan c® vektor, mellyel
képzett (35.3) hatvanysor konvergens ugyan, de az altala el6-
allitott H" Hamilton-fuggvény végtelen Birkhoff-sorozata diver-
gens. Ugyanez az integralhatd rendszerekre nem igaz; ezek

Hami Iton-flggvénye az analitikus Hamilton-flggvények terében
nem alkot mindenutt sird halmazt.

A (35.2) Birkhoff-sorozatnak a konvergenciajat az dan. "Kis
nevez6k problémaja'" akadalyozza. Ezt egy egyszerl és kozismert
példan, a parametrikus rezonancian mutatjuk be. Tekintsink
egy olyan ingat, amely sajatfrekvencigjat valamely rogzitett
érték korul periodikusan valtoztatjuk. (Ezt valésitja meg a
hintan Gl6 és azt hajtani akard kisgyerek, amikor a sulypont-
Jat periodikusan fel-le mozgatja.) A rendszer Hamilton-flggvé-
nye

2
H(p,q,t) = + (1-cosq)(1+e cosfit) ,



melyet Kis kitérések esetén q szerint sorba fejthetink:
2 2 4
N « + ~~(1+e cosfit) - . G359
Attérve a harmonikus oszcillator hatas- és szégvaltozdira
2
HA.<G,©) = 1 + el co6”® cosfit - 5 cos”™p

adédik, melyet - elhanyagolva a gyorsan oszcillalé tagokat, s
csak a bizonyos rezonancia-értéknél lassan valtozé cos(2<)-fit)-
vel aranyos kifejezést tartva meg -, igy is felirhatunk:

el

HOL0.® » 1+ S cos o0 - J& .

Prébaljuk meg a fenti Hamilton-fuggvényb6l egy kanonikus transz-
transzformaciéval "kiolni" az e-nal aranyos, s a rendszer in-
tegralhatosagat elronté tagot. Az (1 ,p) = (12,02) kanonikus
transzformacidé generatorfiggvényét

Fd24,t) = i2 ¢ + e ¢d 2)cos(@d-nt)
alakban keresve
1 = = 12 + 2edcos(rp-At) ,
$2 = g = ¢ + (e-nal aranyos tagok) ,
SF ~2 120 ..
H2 (12,02) = H + =12 +e- +20 - @& - - co3(2p-in) +
+ (magasabb rend(i tagok)

adddik. Az e-nal aranyos kifejezés eltlinésének feltétele

12/4
b = fie(Q-12/8)

Latjuk, hogy a kanonikus transzformaci6é nem alkalmazhat6, ha
teljesul a parametrikus rezonancia fi » 2 feltétele, ilyenkor
ugyanis a transzformacidban szerepld ¢ figgvény nevezbje Kki-
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csivé valik, s e-® nem e-rend(i, hanem annal sokkal nagyobb is
lehet.

Megjegyezzik, hogy amennyiben £ * 2, a rendszer energiaja
névekedni kezd, de nem korlatlanul, mint ahogy egy rezonans
csillapitas nélkuli harmonikus oszcillator tenné, hanem csak
e-nal aranyos mértékben. Ennek a rendszer nemlinearitasa az
oka: az amplitiudé novekedtével ugyanis a lengés frekvenciaja
fokozatosan elhangolddik, s rogzitett ti esetén egyszer csak
elromlik a rezonancia-feltétel. Ez a nemlinearis stabilizacié
mechanizmusa. (A hintazdé gyerek amplitudondvekedésének nem ez,
hanem az egyre fokozdodd kozegellenallds szab gatat. A nemlinea-
ris stabilizacidés mechanizmusa ebben az esetben azért nem mi-
kiudik, mert a gyerekek nem egy eldre elhatarozott, hanem mindig
a hinta pillanatnyi lengési szaporasagadhoz igazodd N frekven-
ciaval hajtjak magukat.)

A Siegel-tétel értelmében az integralhaté rendszerek nagyon
csekély - mondhatni elhanyagolhatd - hanyadat alkotjak a kon-
zervativ rendszereknek, s ami a lényegesebb probléma: egy in-
tegralhaté rendszer altaldban tetsz6legesen kicsiny perturba-
cio hatasara nem integralhatova valik, vagyis az integralhato-
sag, mint tulajdonsag, a kils6 perturbacidkkal szemben insta-
bil .

Az integralhatd rendszerek fazisterében invarians toruszok
talalhaték, a mozgas tetsz6leges kezd6feltétel esetén valame-
lyik N-dimenziés toruszon megy végbe. A kiuls6 perturbacidk ha-
tadsara az invarians toruszok egy része eltinik, s a mozgas a
fazistérnek egy N-nél nagyobb dimenzidéju alterébe terjed Ki.
Vannak azonban a perturbalatlan rendszernek olyan téruszai,
melyek tulélik a perturbaciét (amennyiben ez nem tul erdés),

- ezt allitja a Kolmogorov, Arnold és Moser munk&ibdl kiala-
kult KAM-elmélet [/1A4-157,149, 1173 =

A parametrikusan gerjesztett inganal elmondottakhoz hason-
16an be lehet latni, hogy ha egy Ho<l) Hamilton-flggvénnyel
leirt integralhatdé rendszert a

H(T,®) = HO (D) + eH1(T.D) (35.5)
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médon megperturbalunk, s megprobal juk meghatarozni azt az
S(1" ,0) generatorfuggvényt, amely H-t H*(1") alakra transzfor-
malna, akkor naiv perturbaciodszamitassal

S(,PD =1" ¢ + ie YL vIvy ~ eim™ + ... (35.6)
imo m wo @,)
adodik, ahol
+ A
“e(@ = arl
a perturbalatlan rendszer frekvenciait, pedig Fourier-
egylutthatoit jeloli:
H1(i/) =E eim .
m

A (35.6) hatvanysorral biztosan baj van akkor, amikor az
Mﬁo = 0 rezonanciafeltétel teljesiul, vagyis amikor az bloj- frek-
venciak racionalis aranyban allnak egymassal, - ekkor ugyanis
a nevez6be nulla keril. Ennél azonban még rosszabb a helyzet:
még ha nem is all fenn a rezonanciafeltétel, tehat wQi-k aréa-
nya irracionalis, a (385.6)-ban szerepld o6sszegben elegendben
nagy m-ekig elmenve mu0 tetsz6legesen Kkicsivé valhat, s ez
kétségessé teszi, hogy (35.6) valamilyen 17 és ¢ értékeknél
egyaltalan konvergalhat-e!

Kolmogorov, Arnold és Moser hires tétele, a "KAM-tétel"
szerint a formalis (35.6) hatvanysor konvergal minden olyan
esetben, amikor a frekvenciak aranya nemcsak hogy nem raciona-
lis, hanem "elegend6en irracionalis", azaz csak nehezen koze-
lithetd meg racionalis szamokkal [158]. Ez pontosabban (az
egyszerliség kedvéért N = 2 szabadsagi fokra megfogalmazva)
annyit jelent, hogy létezik egy olyan - a perturbacidé erGssé-
gétdl figg6, s e @m0 limeszben nullahoz tarté - K(e) szam,
mellyel barmely egész r és s-re

“ol r _ K(e)

HBQ——SS > g <5 35.7)

Szemléletesen a fenti feltétel annyit jelent, hogy az
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irracionalis szam tetsz6leges pontossaggal kozelithetd racio-
nalis szamokkal, de ha azt akarjuk, hogy ez a kozelités nagyon
pontos legyen, akkor nagyon nagy nevez6jl racionalis szamot
kell valasztanunk.
Vajon az invarians toruszoknak hanyad része éli tdl a per-

turbaciot? Becsiuljik meg a (0,1) intervallumba es6 azon
a = wo-Ju02 sz”™mok halmazanak mértékét, melyek nem teljesitik
(35.7)-t, vagyis amelyekhez tartozd invarians toéruszokat el-
tilnteti a perturbacido. Az s nevez6ji tortektél (ezek szama s)
legfeljebb K/sz'5 tavol levd pontok mértéke biztosan kisebb,
mint ZsK/sz'5 (35.1 abra), ezeket Osszegezve

/il 2s 275 = 2K X] "TT5 ~ K(e) *

s=1 S s=1 S
addédik, amely mennyiség e -m0 esetben nullahoz tart. Az ele-
gendéen gyenge perturbaciot tehat csaknem valamennyi invarians

35.1 abra. AO < a< 1 intervallumbdl elhagyva a ra-
cionalis és a '"nem eléggé irracionalis" szamokat

(a vonalkazott szakaszokat), a megmaradd rész mér-
téke pozitiv

torusz "tuléli, de ezek az ugynevezett KAM-toruszok nem al-
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kotnak sr( halmazt, kozottiuk elvalaszté savok talalhaték, me-
lyekben a mozgas kaotikus. (A KAM-téruszok Cantor-halmazt ké-
peznek; lasd F.5 fuggelék.)

Mivel akarmelyik KAM-tOruszhoz tetszés szerinti kozelségben
talalunk kaotikus tartomanyt, a kezd6feltételek véges pontos-
sagu mérésével lehetetlen bebizonyitani, hogy a mozgas egy to-
ruszon torténik s emiatt példaul korlatos. (Ez lenne szikséges
a Naprendszer stabilitasanak '"igazolasahoz'!) A forditott eset
azonban megvalésulhat: egy véges pontossagu mérés is meggy6z-
het benninket arrél, hogy a KAM-toruszoktol tavol, egy széles
kaotikus sav belsejében tartézkodik a rendszer; ekkor a mozgasa
hosszlU tavra biztosan megjosolhatatlan, kaotikus.

A perturbacié hatasara az eredetileg integralhaté rendszer
invarians toruszai kozul nagyon sok eltinik, s csak az egymas-
tol véges tavolsagra fekv6 KAM-toruszok maradnak meg. Két KAM-
torusz kozti tartomanyban a fazistrajektéria nem N, hanem an-
nal magasabb (konzervativ rendszernél pl. 2N-1) dimenzids hi-
perfelileten fekszik, s emiatt a fazispont elég hosszu id6
alatt - az integralhatd rendszerektdl eltér6en - a fazistérnek
akarmilyen messzi részébe el tud jutni. Ez a jelenség az ugy-
nevezett Arnold-diffuzio, amely szerint a rendszer allapotat
jellemz6 fazispont az invarians - és emiatt a fazistrajektoériak
szamara atmetszhetetlen - KAM-téruszokat elkertlve, azok ko-
zott bujkadlva a fazistérnek a kiindulasi ponttél akarmilyen ta-
vol fekvl részébe is eljuthat. Konnyen be lehet latni, hogy az
Arnold-diffuzié mikodéséhez N > 2 szabadsagi fokra van szik-
ség [158,12 []- Az N=1 eset ugyanis mindig integralhatdo, N=2
szabadsagi foknal pedig egy konzervativ rendszer 2N-1 = 3 di-
menzids fazisterében a KAM-tdruszok valédi kétdimenzids feli-
letek (35.2 abra), melyek egymast korulfogjak, s a fazistra-
jektoria nem tud kozilik "kiszabadulni'. Ha a fazisteret a per-
turbalatlan rendszer hatas- és szogvaltozodival parametrizaljuk
(35.3 abra), akkor minden egyes toérusz az sikon egy-
-egy pontnak felel meg. (A [0,2u] intervallumban valtozé ¢l és
12 szbgeket az abrazolhatésag kedvéért nem tintettik fel.)

Az integralhaté rendszerek fazistrajektéoriaja az (IM1j) sikon
egy mozdulatlan pont lenne, a perturbacié hatasara integralha-
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35.2 abra. Egy két szabadsagi foku konzervativ rend-
szer (redukalt) fazistere 3 dimenzids, ebben a KAM-
feluletek valodi kétdimenzids toruszok. A tdoruszok
kozotti kaotikus tartomanybol a feluletek atmetszé-
se nélkil nem lehet "kiszabadulni', ezért az Arnold-
diffizid ebben az esetben nem mikddik

35.3 abra. Két szabadsagi foku konzervativ rendszer
hatasvaltozéi csak az 1*n<1. < i"ax ((=|f2) korla-
tos intervallumokon belul valtozhatnak



tatlanna vald mozgas azonban valtozé IM-nek és 12~nek felel
meg. Mivel azonban a rendszer konzervativ, az energia allando-
saga megszoritast teremt 11 és 12 kozott, a mozgas csakis az
E(1™,12) = allandé gorbe mentén torténhet. Ezen a gorbén fekvls
KAM-tOruszok azonban megakadalyozzak 1™ és 12 korlatlan valto-
zasat, s igy az Arnold-diffuzié jelensége nem lép fel. N i 3
szabadsagi foknal a fenti megszoritas nyilvan elesik, ugyanis
ilyenkor pl. 1™ és 12 szabadon valtozhat (az energia allando6-
saga az N szami hatasvaltoz6bdl csak egyet szorit meg), s az
(1™, 12) sikon "bolyongd' fazispontnak a KAM-téruszoknak meg-
felel6 pontok nem allhatjék utjat (35.4 &bra).

35.4 &abra. Harom, vagy tobb szabadsagi fokd konzer-
vativ rendszer fazisterében a KAM-téruszok kozott
akadrmilyen messzire eljuthat a rendszer fazistrajek-
toriaja, a hatasvaltozok megvaltozasa elég hosszu
id6 alatt tetsz6legesen nagy lehet. Ez az Arnold-
diffuzidé jelensége



Az Arnold-diffuzié, amely feltehetéen minden N > 2 szabad-
sagi foku konzervativ (illetve n i1 5 dimenzids allapotter(
autonom) rendszernél fellép, nagyon lassu folyamat. N.N.
Nyeharosev becslése szerint a diffiuzidés alland6é egy integréal-
hatdé rendszer e erBsségli perturbacidéjaval létrejott neminteg-
ralhaté rendszerben i

i

D » e /B (35.8)

nagysagrendl [/160-161]. Figyelemre mélté, hogy (35.8) szerint

D nem analitikus fuggvénye e-nak az e = 0 pontban, az integral-
hatd rendszerb6l Kiindulva tehat e szerinti perturbacidszami-
tassal nem kaphatjuk meg az Arnold-diffuzio jellemzbit!

A perturbacio erdsségét, e-t csokkentve a diffuzid sebessé-
ge minden hatvanynal gyorsabban nulladhoz tart, vagyis a fazis-
térben egy véges tavolsag megtételéhez szikséges id6 minden
hatvanynal gyorsabban végtelenhez tart. (Ennek az a szemléle-
tes magyarazata, hogy e csokkenésével K(e) is nulldhoz tart,
ennek megfelelben egyre slirdbben helyezkednek el a fazistér-
ben a KAM-téruszok (lasd a 35.1 és 35.4 abrakat), s kozottik csak egy-
re "kacskaringdsabb™ Uton haladhat a fazistrajektdria.)Ennek a
hihetetlen lassusagnak az a gyakorlati kovetkezménye, hogy a
Naprendszer stabilitidsa szempontjabol teljesen lényegtelen,
hogy a rendszer pillanatnyi adatai (kezd&6feltételek) egy KAM-
toruszon vald mozgasnak (stabilitasnak) Tfelelnek-e meg, vagy
pedig a toruszok kozti diffuziodnak, mert ez utébbi karakterisz-
tikus ideje nemcsak a disszipaci6é idéalland6janal, de még az
"Univerzum életkoranal"™ is sok nagysagrenddel nagyobb. Nem
hanyagolhaté viszont el az Arnold-diffuzidé a tarolégydriiben
kering6 toltott részecskék (protonok, elektronok, pozitronok,
...), illetve a fuzids reaktor kisérleteknél a plazma mozgasa-
nak stabilitasvizsgalatanal. Ugy tinik, hogy az Arnold-diffi-
zio univerzalisan felléps jelenség A620, s hacsak nem alkal-
mazunk valamilyen, az instabilla valé rendszer allapotatol
figgd negativ visszacsatolast, az emlitett berendezések ter-
vezésénél figyelembe kell venni egy athaghatatlan stabilitasi
korlat létezését.
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36. HAMILTON-RENDSZEREK LEKEPEZESEI ES A KA0SZ

Egy bonyolult rendszer viselkedésének tanulmanyozasanal -
mint azt mar tobbszor lattuk - nagyon hasznos az allapottér-
beli folytonos mozgas helyett annak egy diszkrét leképezését,
Poincaré-térképét vizsgalnunk. Ezt tesszik most a konzervativ-,
illetve a Hamilton-féle rendszerekkel is.

Az egyszerilség kedvéért tekintsink egy két szabadsagi foku
konzervativ rendszert! Ennek fazistere 4, az adott energiaju
hiperfelilete 3, a Poincaré-térképe pedig 2 dimenzidés (lasd az
F.2 és F .6 fuggelékeket). Amennyiben a rendszer integralhato,
ugy a fazistérben a mozgas - hatas- és szogvaltozokat hasznal-
va - mindig téruszokon torténik. A Poincaré-térképen a toruszok
metszetei korokként, vagy altalanosabban: zart gorbékként je-
lennek meg.

Egy lehetséges metszet: ©¢2 értékét lerogzitjuk pl. nulla-
nak (lasd F6.2 &bra), s igy a sikon 1n és kilonb6z6 érté-
keinek megfelel8en pontokat kapunk. A toérusz egyenlete:

I = alland6, a leképezés pedig

Intl ” Xn *
(36.1)

on+l = on + a(ln) =

(Az attekinthet6ség kedvéért elhagytuk az 1l-es indexeket.) Ez
a leképezés a sik pontjainak valamekkora - az origotdl mért
tadvolsagatdl fuggd - szoggel torténd elforgatasat irja le.
Amennyiben a o = ogfV/i2 frekvencia-arany, az Un. csavarasi szam,
a ar egységekben mért ''csavarasi sz6g'" racionalis szam, ugy
(36.1) egy véges ciklust ir le (36.1 abra), amely a fazistér-
ben egy zart palyanak felel meg. Ha viszont a irracionalis,
ugy (36.1)-t nagyon sokszor iteralva a pontok.egy teljes kort,
a leképezés invarians sokasagat jarjak be (36.2 abra), ami a
fazistérben az invarians toéruszon valé feltételesen periodi-
kus (kvaziperiodikus) mozgast tikrozi.

Mi torténik, ha az eredetileg integralhatdé rendszert egy
kicsit megperturbaljuk? llyenkor a (36.1) leképezés, melyet
""csavar-leképezésnek' is szoktak nevezni, egy kicsit modosul:
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36.1 abra. Racionalis csavarasi szam, példaul a=1/6
esetén a leképezés egy véges ciklus; ez a fazistér-
ben az elfajult, zart gorbe mentén torténd mozgasnak

felel meg

36.2 abra. Irracionalis csavarasi szam esetén a le-

képezés invarians sokasagai korok
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In+| - In + f(ln’¢%) ’

(36.2)

Prer- = Gn * 20 A + gUL-9,)

Az f és g fuggvények Kis I-kre I-nél gyorsabban tartanak nulla-
hoz, ezért az origdé kozelében kis perturbaciot jelentenek csu-
pan .

A KAM-tételt ezek utan a leképezések nyelvén a kovetkezb-
képpen fogalmazhatjuk meg.

Az integralhatd rendszer Poincaré-leképezésének invarians
gorbéi, a koncentrikus korok kozul az origé koézelében tovabbra
is invarians gorbék - KAM-toruszok - maradnak mindazok, melyek
csavarasi szama eléggé irracionalis, azaz

> hal

a-3g > sé{ée (minden egész r és s-re) . (36-3)

Mi torténik azokkal a toéruszokkal, melyek a perturbacio nél-
kali rendszerben olyan o-val rendelkeztek, melyek tul jol ko-
zelithet6k racionalis szamokkal, vagyis nem teljesitik
(36.3)-t? Tekintsiuk a legrosszabb esetet, amikor a(lQ) = m/n"
alakd racionalis szami Az m2-szdr egymas utan elvégzett pertur-
balatlan leképezés a @ sz6get nem (pontosabban csak 2w egész
tobbszorosével) valtoztatja meg, s ezt a perturbacid csak egy
kicsit modositja:

Vm2=d¢n +b(o"¢n) * (36*49)

ahol h az f és g-b6l megkonstrualhaté, In a0-ra linearisnal
gyorsabban nullahoz tarté flggvény. Ez annyit jelent, hogy*ta—
lathatunk az I = I egyenletli korhdéz koézel egy olyan I =1 @)
gorbét, melynek pontjai nem csavarodnak, hanem csak radialisan
mozdulnak el (36.3 abra). Ennek a gbrbéaek a képe az m,-szor
iteralt transzformacidé utan egy olyan*ln mzcm gorbe kell le-,
gyen, amely biztosan metszi valahol In @®)-t, hiszen ellenkez6
esetben az altaluk koérulzart tertlet nem lehetne egyforma
nagy, ami pedig a konzervativ (és a Hamilton-féle) rendszerek
Poincaré-leképezésének egyik sajatsaga (F.2 fuggelék). A met-
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36.3 abra. A racionalis csavarodasi szammal jellemzett
torusz a perturbacidé hatasara elliptikus- és hiperbo-
likus fixpontok lancolatara hasad szét (Poincaré-

Birkhoff-tétel)

36.4 abra. Egy elliptikus fixpont kérnyezetében kao-
tikus tartomanyok és elliptikus fixpontokat korilve-
v6 KAM-toruszok egyarant megtaladlhatok. Ez utobbiak

barmelyikét kinagyitva ugyanolyan jellegl képet ka-

punk, mint amit ez az abra mutat
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széspontok - melyek szama nyilvanval6an paros - fixpontjai az
n"-szor ismételt leképezésnek, méghozza elliptikus-, illetve
hiperbolikus fixpontok felvaltva kovetik egymast.Ezt allitja

- természetesen a szikséges feltételeket matematikailag preci-
zen megfogalmazva - a Poincaré-Birkhoff-féle fixpont-tétel.

(A Tixpontok jellegét az azok koriali linearis kozelitésbsl le-
het meghatarozni. Mivel a radialis "mozgas™ a fixpont-lancok
mentén végighaladva valtakozik a "kifelé” és a'befelé" iranyok
koézott, a tangencialis elmozdulas pedig l1-nek folytonos, dif-
ferencidlhat6 fuggvénye és 1Q-nal nulla volt, ha egy kicsit
beljebb mondjuk az 6ramutatdé jarasaval megegyez6 iranyu, akkor
I -tdi Kijjebb éppen ellentétes kell legyen (36.3 ébra).)

A fentiek alapjan a Hamilton-rendszerek Poincaré-térképérdl
- és ezen keresztil a teljes fazisterér6l - a kovetkez6 kvali-
tativ képet alakithatjuk ki. Egy elliptikus fixpont kis kor-
nyezetében (vagy ami ezzel egyenértéki(: egy integralhatd rend-
szer invarians sokasagait egy kicsit megperturbalva) invarians
gorbéket, KAM-toruszokat talalunk azokon a helyeken, ahol a
leképezés ''csavarodas! szama' nem kozelithetd elegendben gyor-
san racionalis szamokkal. (Ezek az invarians sokasagok termé-
szetesen csak a fazistérben toéruszok, a Poincaré-térképen egy-
szer( zart gorbék.) A nagyjabdl koncentrikus koérokhoéz hasonlé
"toruszok" kozott véges szélességli savok talalhatok, amely sa-
vokban valamely racionalis csavarodasi szamhoz tartoz6, 3
emiatt a perturbaciét tal nem él6 térusznak a "tormelékei™,
elliptikus és hiperbolikus pontoknak a lancolata figyelhet§
meg (36.4 abra).

A hiperbolikus pontok kdrnyezetében a leképezés nagyon
"vad'", a pontok rendezetlen sorozatban, latszélag minden sza-
balyszerliség nélkil, kaotikusan koévetik egymast. Ennek a vi-
selkedésnek a magyarazata - mint arra a 32. fejezetben a disz-
szipativ rendszerek targyalasanal mar utaltunk - a fixpont
stabil és instabil sokasaganak (a leképezés szeparatrixanak)
metszéspontjaiban, a homoklinikus pontok létezésében lelhetd
meg. A 36.5 dbran a konzervativ Hénon-leképezés egyik hiperbo-
likus pontjanak stabil- és instabil szeparatrixat rajzoltuk
fel vazlatosan. (Egy ilyen abra numerikusan ugy kaphaté "meg,
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36.5 &bra. A konzervativ Hénon-modell invarians sa-
jJatsagai (szeparatrixai) az A,B,C,... homoklinikus
pontokban metszik egymast

hogy felveszink az instabil fixpont két sajatvektora mentén,
de a fixponthoz nagyon kdzel jé sok, mondjuk 10000 pontot és
megnézzik, hogy a leképezést sokszor ismételve hova képz&édnek
le. A stabil invarians sokasag gorbéje az iteracid 'visszafe-
1é jaratasaval" rajzolddik ki.) Amennyiben a két szeparatrix
valahol véges szbgben metszi egymast - marpedig sok leképezés-
nél agy tidnik, hogy ez a helyzet, s a konzervativ Hénon-leké-
pezésre analitikus bizonyitas is rendelkezésre all [7]

- akkor végtelen sok mas pontban is metszeniiuk kell még egy-
mast. A metszéspont (a homoklinikus pont) ugyanis az invarians
sokasag definicidja alapjan csakis Ujabb metszéspontba képz6d-
het le, s ez nem lehet a fixpont, hiszen oda egy kuls6é pontbél
véges sok leképezéssel nem juthatunk el! A homoklinikus pontok
tehat végtelen sokan vannak, s a tavolsaguk - ha egyszer a
fixpont kozelébe kerilnek, oda, ahol mar alakalmazhaté a leké-
pezés linearizalt alakja - exponencialisan csokken. Masrészt a
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leképezés Jacobi-determinansa 1, emiatt a két homoklinikus pont
k6zott a szeparatrixok altal kézrefogott (@ 36.5 abran vonal-
kazassal jelolt ) terilet ugyanakkora kell maradjon. Ez csak
ugy fér ossze a homoklinikus pontok s(lristdésével, ha az onma-
gukat at nem metszhetd szeparatrixok rettentd s(lirin és kanyar-
gésan behdlézzak az instabil fixpont kdérnyékét (36.6 abra).
Emiatt a leképezés hihetetlenil érzékeny a kezdéfeltételek pon-
tos értékére, s az egymashoz kozeli pontok képe gyorsan (expo-
nencialis Utemben eltavolodik egymastol, vagyis a leképezés

(s a fazistérben a mozgas) egy viszonylag roévid idén tulmenben
teljesen megjosolhatatlan, - tehat a mozgas kaotikus.

36.6 abra. A Ws stabil és Wu instabil sokasag gorbéi
nagyon s(rin behal6zzak az instabil fixpont kérnyékét [159]
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A Birkhoff-lanc elliptikus fixpontjainak mindegyikére alkalmaz-
hatjuk a fentebb elmondottakat, tehat ezek Kkis koérnyezetében
ugyancsak talalunk koncentrikus KAM-téruszokat, azok kozott
Ujabb fixpont-lancot, melyek kozil minden masodik elliptikus,
és igy tovabb. A finomabb szerkezet természetesen csak nagyobb
felbontas mellett valik lathatova. Ha viszont a felbontéképes-
ség novelésére van lehet6ség és ki tudjuk nagyitani a 36.4

abra akarmelyik elliptikus fixpontjanak kis kdrnyezetét, akkor
- jellegét tekintve - ténylegesen ugyanezt az abrat kapjuk vis
vissza, annak valamelyik KAM-tdéruszat kinagyitva a "képz&édmény"
ismét megismétli onmagat, és igy tovabb a végtelenségig, vagy
legalabbis addig, amig valami (példaul a kvantumos effektusok,
vagy az eddig elhanyagolt disszipaci6) el nem rontja a felte-
véseinket, nevezetesen azt, hogy egy klasszikus, egzaktul
Hamilton-féle rendszert vizsgalunk.

A Hamilton-rendszerek fazisterének fentebb vazolt szerke-
zete a perturbaci6 erfsségére jellemz6 e paraméter egy adott
értékére vonatkozott. Akarmekkora e > O-ra a fazistérben egy-
szerre jelen vannak a szabalyos és a kaotikus tartomanyok, s
ezek bonyolult, egymasbafonddé strukturat alkotnak.

Mi torténik akkor, ha e-t fokozatosan valtoztatni, mondjuk
névelni kezdjuk. Kicsiny e-nal a KAM-téruszok altal elfoglalt
regularis rész aranya egyre csokken. Mivel a KAM-tételben sze-
replé K mennyiség fiugg e-t6l, annak monoton ndvekvd figgvénye,
a perturbacié erdstdésére egyre tobb KAM-torusz tinik el, ala-
kul at Birkhoff-lancca. Ezzel egyidejlileg a megmaraddé toruszok
kozti kaotikus savok kiszélesednek, de bennuk - igaz, egyre ki-
sebb és kisebb méretben - mindig taladlunk apré regularis "szi-
geteket” [163]-. Ezeknek a szigeteknek a belsejébe - egy, a szi-
getet hatarold KAM-torusz miatt - soha nem juthat el a fazis-
pont, amiatt a KAM-tétel feltételeinek (példaul a Hamilton-
figgvény analitikussaganak) eleget tevd két szabadsagi foku
rendszerek szembetin6en nem lehetnek ergodikusak. Szingularis
Hami Iton-fiuggvénnyel leirt rendszerek kozott talaltak olyano-
kat, melyek bizonyithatéan ergodikusak. Ilyen példaul bizonyos
esetekben a siknak egy zart gorbe altal korulhatarolt részén
a falakrol rugalmasan visszapattand tomegpont mozgasa, az uUgy-



nevezett biliardprobléma [160,164].

A perturbacio er6sdodésekor a Poincaré-leképezés egy ellip-
tikus fixpontja koruli koncentrikus "korok™ kozial elfszor a
tavolabbiak, majd a kozelebbiek is eltinnek. Egy adott KAM-fe-
luletre létezik egy olyan kontrollparaméter-érték, amely felett
a felilet eltlinik. Pontosan a kiszobértéknél még létezik a fe-
lilet, de mar nem "sima" [165], s az azon vald mozgas érdekes
skala-tulajdonsagokkal rendelkezik [166]. Ugyanakkor a pertur-
baci6é er6sségére jellemz6 szam, vagy a rendszert meghatarozo
barmely mas paraméter valtoztatasa egy elliptikus fixpont hi-
perbolikussa valhat és periddus-kett6z6 bifurkacidk sorozata-
val 0j elliptikus fixpontok alakulhatnak ki (36.7 &bra). Mint
azt a 20. fejezetben mar emlitettik, a bifurkacidés pontok pa-
raméterértékei a disszipativ rendszerekhez hasonldéan egy -
aszimptotikusan mértani sorozathoz tartdé - Feigenbaum-soroza-
tot alkotnak, s ezeket egységesen a (Ukonz = 8,7210972... al-
landé jellemzi. Aligha van még egy olyan mennyiség, amely eny-
nyire univerzalisan jellemz6 lenne gyakorlatilag valamennyi
konzervativ rendszerre, Tfuggetlenil azok Hamilton-flggvényének
konkrét alakjatol és a rendszer valtozoinak fizikai jelentésé-
t6l. A kontrollparaméter értékét a Feigenbaum-sorozat torloda-
si pontjan tul novelve a Poincaré-térkép egyik részén eltinnek
ugyan az elliptikus fixpontok, de mashol ett6l még megmarad-
hatnak. Ezek akarmelyiké a paraméterek alkalmas valtoztatasaval
egy masik Feigenbaum-sorozaton keresztil ugyancsak szétdarabol-
haté 2,4,8,16,...«= elliptikus fixponttd, de a KAM-tdéruszoktol
a teljes fazistérben sohasem szabadulhatunk meg. Azt viszont
elérhetjik, hogy a legnagyobb méretd tdéruszokat 'szétdarabol-
Juk'™, s ezadltal a korabban csak nagyon finom skalan észrevehe-
t6 kaotikus tartomanyokat (mikroszkopikus kaosz) a teljes fa-
zistérrel Osszemérhetdé nagysagura noveljuk (makroszkopikus
kdosz).

A legkulonbdz6bb fizikai rendszerek (pl. egy "magneses pa-
lackba™ zart plazma, vagy egy, a fels6 holtpont kozelébdl in-
ditott és periodikusan gyengén perturbalt inga) mozgasa jelle-
mezheté az
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36.7 &bra. Periddus-kett6z6 bifurkacio egy konzerva-
tiv rendszernél [163]

xn+l = xn + K sin yn -

(36.9

yn+l = yn + xn+1

terilettartd sikbeli leképezéssel, amelyet standard-leképezés-
nek is szoktak nevezni. A standard-leképezés mindkét valtozo6-
Jat 2n szerint periodikusnak tekintjuk, igy biztosan korlatos
a mozgas a (1) , tehat véges nagysagu tartomanyon. A stan-
dard leképezést sokat és sokféle szempontbdl vizsgaltak nume-
rikusan is. Meghataroztak példaul, hogy az xq = yQ = 0 pontbdl,
amely a leképezésnek K > O-ra instabil fixpontja, atlagosan



hany leképezés utan jut el a rendszer a tartomany tulsé felé-
be, az X = r pontok kozelébe. Ha N-nel jeloljuk ezt a lépés-
szamot, akkor az N(K) figgvényre a 36.8 abran lathaté alakot
kapjuk [147]. Szembetlind, hogy a leképezés nemlinearitasara
jellemz8 K paramétert nagy értékek felodl csokkentve K ~ 1-nél
N(K) nagyon élesen ndvekszik és végtelenhez tart, K < l-re pe-

LgN

N 105
(K - 0.589 )2%

36.8 abra. A standard-leképezés soran egy instabil
fixpont kozelébdl az allapottér tulsé felébe vald
eljutashoz szikséges lépésszam a kontrollparaméter

flggvényében

213



dig a leképezés soha nem visz ki az instabil fixponton atmend
szeparatrix-agak szlk kornyezetéb6l, az Un. sztochasztikus ré-
tegbdl .

A kétféle mozgasformanak, a mikroszkopikus és a makroszkoé-
pikus kaosznak az éles, fazisatalakulasra emlékeztetd szétva-
lasahoz Chirikov nyoman a kovetkezd szemléletes képet flizhet-
Juk. A kaotikus tartomanyban valé moz-gas egy rezonancianak
foghaté fel. A rezonanciak - annak ellenére, hogy a rendszer-
ben nincsen disszipacid - véges sebességlek és véges ampliti-
déjuak; ennek a korabban mar emlitett nemlinearis stabilizacié
a magyarazata. Amig az egyes rezonancidk tavol vannak egymas-
tol, addig a rendszer paraméterei csak egy szlk - a rezonancia
szélességének megfelel§ - savon, az Un. sztochasztikus rétegen
beluil valtozhatnak. A KAM-elmélet nyelvén ez annyit jelent,
hogy két kaotikus tartomanyt egy invarians térusz valaszt el
egymastol. A nemlinearitast, vagy a kiuls6 perturbacidk erfssé-
gét novelve a rezonanciak atfedésbe kerilhetnek és a rendszer
most mar a kdzos,szélesebb rezonancia mentén mozoghat. A KAM-
elméletben az annak felel meg, hogy e-t névelve K(e) olyan
naggya valik, amely mellett mar nem teljesul (35.7) a két kao-
tikus tartomanyt elvalaszté toéruszra, igy az is felbomlik,
szétesik egy Birkhoff-lancra. Ha az egymast atfeddé rezonanciak
szama végtelen, akkor a rendszert jellemz6 mennyiségek még
infinitezimalisan kicsiny perturbacié esetén is véges nagysa-
gut valtozhatnak, méghozz4 az egyes rezonanciakon torténd
szabalytalan ide-oda ugralas miatt lényegében véletlenszer(len.
Ez az Un. sztochasztikus instabilitas. Ujabban végzett renor-
malasi csoport szamitasok kvantitative is jO eredményre vezet-
tek a stochasztikus kuszob értékére Hamilton-rendszerekben
[167-168]. (Erdemes itt megjegyezni, hogy a renormalasi cso-
port moédszer az intermittenda [169-170] vizsgalatara is ki-
terjeszthetd volt terilettartd leképezéseknél [171] D

Mivel a matematikai egzisztencia-tétel jellegli KAM-elmélet
magaban még semmit nem mond arrdl, hogy egy konkrét nem in-
tegralhaté rendszer fazisterében a mozgas milyen mértékben
sztochasztikus, illetve szabalyos, hogy hol helyezkednek el
a KAM-toéruszok és a fazistérfogat hanyadrészét toltik ki és
hogy mennviben gatoljak a rendszer mozgasat; a Ffizikusok sza-
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mara elsBrendlden fontos a sztochasztikus rétegek vastagsaganak
és a sztochasztikus kiszob értékének kiszamitasa, vagy megbecs-
lése, a fazistrajektoridk széttartasara jellemz§ Ljapunov-expo-
nens meghatarozasa, s altalaban a nem integralhatdé rendszerek
fazisterének minél részletesebb feltérképezése. Erthetd, hogy

a legujabb kutatasok elsBsorban ezeken a terileteken folynak.

215



FUGGELEK

F.1 DIFFERENCIALEGYENLETEK MEGOLDASA A SZINGULARIS PONTOK
KOZELEBEN

Az n-valtozés elsérendli autondm

4171 =1

differencialegyenlet xQ pontjat szingularisnak nevezzik, ha
T(x0) = 0 Az ilyen pontokban a dx/dt derivaltvektor iranya
nem egyértelml, ezért xQ-on nem feltétlenul egy trajektoéria
(megoldasgorbe) halad keresztil, hanem esetleg végtelen sok,
vagy egyetlen egy sem.
A szingularis pont - melyet az x ® X + xq transzformacidéval

az origdba tolhatunk - kis kornyezetében ?(x) &altalaban egy
linearis fuggvénnyel kozelithet6:

?x) = ?200) X + ... ~ DX,
X x=0
ahol a D derivalt-tenzor elemei
3fi
°ik " 3xk X:O’

Ebben a kozelitésben a mozgasegyenlet
ff = D £(1),

amely (@ véletlen elfajulasnak tekinthetd tobbsz6rdos sajatér-
tékek esetét leszamitva) hasonldsagi transzformacidval dia-
gonizalva D-t, mindig flggetlen egyenletekre bonthatd szét.
Képezzink ugyanis D bal és jobb oldali sajatvektoraibdol egy C
és C 1 matrixot, ezekkel D a

CDC-” - i I2 ° -~
1° eme)/
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diagonalis alakra hozhaté, ahol A™-k D-nek (Altalaban komplex)
sajatértékei. Ekkor viszont az y = C x (j vektorvaltozora at-
térve - vagyis az eredeti x” koordinatadkkal megadott térben al-
kalmas ferdeszogl bazist valasztva - a

dy= (©)
—dt- =V i (d 1 = 1727%**"n)

egyenletrendszer adédik, melynek megoldasa

At
Yi(® =yx(O)e 1 .

Amennyiben valamennyi A valds része negativ, Ugy

limy(t) =0,

-£-»-00

ilyenkor az x = 0 pontot vonz6 fixpontnak nevezzik. Ha vala-
mennyi A-ra Re A > 0, Ugy az x = 0 pont taszitd fixpont. Ha
pozitiv és negativ valés részi sajatértékek egyarant eléfordul-
nak, 0gy a Fixpont bizonyos iranyokbdél vonzénak, més iranyok-
bél pedig taszitdénak mutatkozik; ez az ugynevezett hiperbolikus
pont esete.

Vizsgaljuk meg kicsit részletesebben a kétkomponens(i (tehat
a sikbeli) x vektor esetét! (Tobbdimenzids mozgasok szingula-
ris pontjainak osztalyozasa hasonléan végezhetd6 el.)

a.) Ha D mindkét sajatértéke valds és negativ, akkor

i A.t
vi © e .

A2t
y2@© e .

yi@®

y2(@®

vagyis a palyagorbék egyenlete: y2 = allandé*(y™Ma;

a = A2/A™ > 0. Az origon végtelen sok megoldasgorbe, neveze-
tesen a-adfokld parabola halad at, melyek A = A2 esetben egye-
nesekbe mennek at (F1.1 &bra) A nyilak az id6beli haladasi
iranyra utalnak. Az origét - melyet ebben az esetben csomépont-
nak nevezink - az &allapottér barmely pontjabdl indulva csak
végtelen hosszld i1d6 alatt érhetjuk el.
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F1.1 &bra. Vonzdé csomépont kulonb6zé, illetve egyen-
16 sajatértékek esetén

A pozitiv valdés sajatértékek esetében a mozgas a fentiek
idétukrozottje lesz, ilyenkor a szingularis pontot taszitd
csomopontnak hivjuk.

b. ) Ha a sajatértékek valosak, de ellenkez6 el6jelliek,
a megoldasok

-U-, |t
y* = allandé - e I ,
+1X, |t
Y2 = 4lland6 = e s
vagyis a palyagorbék egyenlete
yj ¥2% = allands, a =31+ s0.

Ezek, az F1.2 &bran lathatdé gorbék az a=1 esetben hiperbolak.

Az origon - melyet most nyeregpontnak, vagy hiperbolikus pont-

nak nevezink - két megoldasgorbe halad at.

agy

C. ) Amennyiban a (valés) D matrixnak komplex gy®kei vannak,

ugy ezek csakis komplex konjugalt parban jelenhetnek meg:

X1,2 = “Y * ia)-



F1.2 &bra. Nyeregpont, masnéven hiperbolikus pont

A megoldast az eredeti koordinatakkal

x1(®

e A1l cos(cot - &.]),

1
()

Xj ® Aj sin()t - éj)
alakban irhatjuk fel, melyek egy exponencialis Utemben csokke-
né Fféltengelylu "ellipszist" irnak le. Alkalmas elforgatassal
és nyujtassal elérhet6, hogy A = Aj, illetve =¢é =0
teljesuljon, ekkor a palyagorbékre az F1.3 &bran lathaté loga-
ritmikus spiralokat kapjuk. Az origd elnevezése ebben az eset-
ben fokusz. Abban az esetben, amikor a sajatértékek valds ré-
sze nem negativ, mint ahogy azt a fentiekben feltételeztik,
hanem pozitiv, akkor a mozgas nem a fokuszba befele, hanem
forditva, onnan kifelé torténik.

d.) Az el6z6 eset specialis része az, amikor y = °, vagyis
a sajatértékek tisztan képzetes szamok. A palyagdrbék ilyenkor
ellipszisek, melyek linearis transzformacidéval korokké alakit-
hatok (F1.4 abra). Az origon - melyet ekkor centrumnak, vagy
elliptikus fixpontnak hivnak - egyetlen megoldasgdrbe sem ha-
lad &t.
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F1.3 abra. Komplex konjugalt sajatértékek esetén a
szingularis pont fokusz

F1.4 abra. Elliptikus fixpont, masnéven centrum

e.) Ha D valamelyik sajatértéke nulla, a masik pedig nega-
tiv, akkor a megoldasok:



y1l(® y1@©) allando,

Y2(®

Y2@© e XS

a megoldasgorbék pedig egyenesek (F1.5 &bra). Ebben az eset-
ben az origdé nem egy izolalt szingularis pont, hanem az
y2 - 0 egyenletli egyenes valamennyi pontja fixpont. Ilyenkor

F1.5 abra. Parabolikus fixpont (& =0, A2 < 0)

tulajdonképpen "fix-vonalrdol™ kellene beszéljiunk, ez azonban
strukturalisan nem stabil alakzat, hiszen csak a paraméterek
nagyon specialis értékénél létezhet. A differencialegyenlet
valamelyik paraméterét tetsz6legesen Kicsit megvaltoztava el-
romlik a det D = 0 feltétel, a fix-vonal eltinik, s az origd
(melyet ebben az elfajult esetben parabolikus pontnak nevez-
nek) det D eldjelétdl fuggben nyeregpontta, vagy csomdpontta
alakul at.



F.2 POINCARE-LEKEPEZESEK

A. Diszkrét leképezések

Egy n-komponensi x(t) vektorfiggvényre vonatkozé

8F = 1) (F2.D)
els6rendl autondém differencialegyenlet helyett sokszor célsze-
rdbb (és technikailag sokkal egyszeri(bb) az egyenletb8l szar-
maztathato

Xi+l = P(xt) G =0,1,2,...) (F2-2)

diszkrét leképezést tanulmanyozni. Mivel az ilyen tipusu leké-
pezéseket mechanikai rendszerek mozgasanak hosszu idejld stabi-
litasvizsgalatara H. Poincaré francia matematikus alkalmazta
el6szor, ezeket szokas Poincaré-leképezéseknek is nevezni.

Egyik lehet6ség a Poincaré-leképezésre az, ha az n-dimen-
zi6s allapottérben kijeldlunk egy(n-1)-dimenziés hiperfelile-
tet, melyet a trajektoriak rendre atmetszenek. Az egymas utani
metszéspontokat x"-vel jeldlve (ezek tulajdonképpen csak(n-1)-
dimenzidés vektorok, hiszen egy koordinatijuk kifejezhetd a
tobbivel) mindegyikik helyzete - mivel az (F2.1) egyenlet el-
sérendl - egyértelmliien meghatarozza a rakodvetkez6t, tehat
XQ-bol x» = P(xq), abbol X2 = P(x1), stb. szamithaté. A leké-
pezés P fuggvényalakja - mivel az (F2.1)-ben szereplé f(X) nem
figg az 1d6t6l és folytonos - ugyancsak egy folytonos és a
pontsorozat indexétdl figgetlen Tflggvény.

A legnagyobb gyakorlati jelent6sége a haromdimenzids alla-
pottérben képezhetd6 kétdimenzids Poincaré-leképezésnek van.
Erre az esetre vezet a haromvaltozés disszipativ rendszerek,
illetve a két szabadsigi foku konzervativ rendszerek vizsgala-
ta. Ez utoébbinal ugyan a fazistér 4-dimenzids, de mivel a
rendszer teljes energiaja mozgasallandé, a tényleges mozgas a
3-dimenzidos H@",P2, ™ 2) = E "energia-hiperfelileten" torté-
nik. Megallapodas szerint a Poincaré-leképezés megkonstruala-
sanal a kijelolt feluletnek csak azokat a pontjait szoktak fi-
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F2.1 &bra. Egy haromdimenzids allapottérben torténd
mozgas Poincaré-leképezése

gyelembe venni, melyekben az allapottérbeli trajektéria ugyan-
abbdol az iranybol metszi at a feluletet (F2.1 4&bra).

Egy masik lehetéség Poincaré-leképezésre olyan rendszerek-
nél addédik, melyeket egy nem-autondém

= £(S,1) F2-3)

egyenletrendszer ir le, melyben azonban ?(x,t) a t idbévaltozo6-
nak periodikus figgvénye: ?(X,t+T) = ?(X,t). Ekkor valamely
t=tQ pillanatbeli x(tQ) = xq egyértelmien meghatarozza

X(tQ+T) = xM-et, az pedig x(tQ+2T) = x2~t, és igy tovabb. Az

x(to+i*T) E x. = P(E ) F2.%)

hozzarendelés egy Poincaré-leképezés, xi+l csak x™-t6l figg,

az i1d6tél, illetve az ennek megfeleld i indextél - ?(x,t) pe-
riodicitasa miatt - expliciten nem. Ez a leképezés latszolag
mas jellegli, mint a fentebb targyalt (felUlet-4tmetszéssel adé6-
do) eset, de valdjaban nem kuldonbdzik lIényegesen attél. Ha
ugyanis az n-komponensi x vektort kiegészitjik egy olyan
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n+l-edik komponenssel, amely az idének periodikus figgvénye,
pl. xn+tl = sin 4pt, akkor az (n+l1)-dimenzidés allapottérben az
xn+” = alland6é felulettel generalt Poincaré-leképezés éppen az
(F2.4) hozzarendelést valdsitja meg. Lényeges azonban, hogy az
(F2.4)-ben szereplé T 1d6 megegyezzék az f(x,t) Tlggvény peri-
Odusidejével, vagy annak egész tobbszorodse legyen, ellenkez6
esetben f(x1,x2,...,xn,xn+1) nem lenne egyértékiu flggvény.
Ugyanilyen tipusu leképezésnek foghatjuk fel azt is, amikor
egy (F2.1) alaku differencialegyenlet megoldasat az
x. = x(tQ+i*At) diszkrét idékozokben vizsgaljuk csupan, s x™-
b6l szadmoljuk ki xi+l értékét. Ez az egyenlet ugyanis specia-
lis esete (F2.3)-nak, nevezetesen az a specialis esete, amikor
f(x,t) egyaltalan nem figg t-tél. Természetesen egy ilyen
f(x,t) akarmekkora At id6tartamra nézve ''periodikus', tehat
(F2.4) akarmekkora T = At id6tartamra nézve egy egyeértékui,

folytonos leképezést definial.

Fontos fogalom a leképezések elméletében az invarians soka-
sag fogalma. Ezek olyan H ponthalmazok, melyek a leképezés so-
ran onmagukba mennek &at, vagyis minden x e H-ra fennall, hogy
P(X) 6 H. Invarians sokasag lehet pl. egy N pontbél allé pont-
sorozat, ilyenkor véges (N periddusi) ciklusrél beszélink. Jel-
lemzGje:

P(x ) = x2,

P(x2) = x3,

P(*N-1> = *N-

P(xN)= x1;

ilyenkor H = {xr x2, ..., XN> Az invarians sokasag azonban
nemcsak egy véges pontsorozat, hanem pl. egy gorbe is lehet.

A sikbeli x = (X,y) pontokra felirt
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Xi+l = X cosa - sina

W14

X5 sina + ¥, cosa

leképezés egy a szogli forgas-transzformacionak felel meg, s en-
nek irracionalis 211/a esetén nincsenek véges ciklusai, az

X2 + y2 = alland6 egyenletl korok viszont invarians sokasagot
alkotnak.

B . Konzervativ rendszerek leképezései

A leképezések lényeges jellemz6je a terlletcsdkkenés mérté-
két meghatarozé

Jacobi-determinans. Az aléabbiakban bebizonyitjuk, hogy a kon-
zervativ rendszerek Poincaré-leképezése terilettartd, vagy
alkalmas koordinatakat (alkalmas invarians mértéket) hasznal-
va terilettartova tehetd.

Amennyiben egy id&6figgetlen H(p,q) Hamilton-fuggvénybdl
szarmaztatjuk az x = (Ql,g2iee*x31 ;| »P2>e««/PN) vektor kom-
ponenseinek

dg+ H dp+ H
at ~ "3p~ 0s dt 3g™

mozgasegyenleteit, uUgy az allapottérbeli trajektéoriak infini-
tezimalis dt id6ékulonbségl pontjainak kapcsolatat megadd

X (Q+dt) = x1 = P(x0) = Pp(to)]

transzformacié Jacobi-determinansa

e + ifiLdt - 32H at ,

j= A n =14 iliL-ibLdt.b
_3gu_dt LB - 32H dt 3p?q 3q3pj
Sp3p 3aq3p
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s ebb8l integralassal véges At idékiulonbségl leképezésre is J=1
adédik. Ugyanez érvényes akkor is, amikor H expliciten figg az
id6t6l, de annak T periddusé flggvénye; az x(tQ) és x(tQ+T)
pontokat o6sszekotd Poincaré-leképezés Jacobi-determinansa eb-

ben az esetben is 1.

A fazistérbeli trajektéoriaknak egy adott felllettel torté-
né elmetszésével addédd Poincaré-leképezés vizsgalata kicsit bo-
nyolultabb, mint a rogzitett idékilonbséghez tartozd leképezé-
seké. Az altalanos eset helyett tekintsik egy két szabadsagi
foku konzervativ rendszer négydimenzids fazisterében a harom-
dimenzidés energia-hiperfelileten mozgd trajektoriakat!

EI8szOor megmutatjuk, hogy egy - a fazistérbeli aramlassal
egylttmozgd - kétdimenzids feliletre vett

I =1 dgqldpl + ij dg2 dp2 (F2.5)

integral a mozgas soran idében alland6é marad. Nyilvan elegend6
ezt egy infinitezimalis feliletdarabkara és infinitezimalis
idétartamra belatni, ebb6l a véges eset integralassal adodik.

Jel6ljuk a két szabadsagi foku rendszer altalanos koordina-
tait x-szel és y-nal, a hozzajuk kanonikusan konjugalt impulzu-
sok pedig legyenek p és q! A £ = (X,y,p,q) TFTazistérbeli pontbol
két kilénbdz6 iranyban

AE (Ox, Oy . Ap,Aq)

OF = (Ax™,0y".0p".Aq")

infinitezimalis vektorokkal elmozdulva egy olyan kétdimenzids
F fellletdarabkat (pontosabban annak cslcsait) jarhatjuk vé-
gig, melyet a pg] és af"vektorok "feszitenek ki". Erre a feli-
letre képezve az (F2.5) integralokat

I = (AXAp™ - AX"Ap) + (AYAQ" - Ay"Ag) (F2.6)



adédik. Tekintve, hogy a fazistérbeli aramlast a Hamilton-
-egyenleteken keresztil a

v(y = <vvy rvv =l Il. -If, - 1D

négydimenziés sebességmezd irja le, valamely K pont At id6
alatt at + v(?) At helyre, a £ + A? koordinataju pont pedig a

% + ] + v(I+APDAt * % + A? + al At
H

helyre kerul, igy az elmozdulas vektor At id6 alatt a

al* = a] + - A? At
x

AC" pedig a

AF* aol" + W; a]® At

crd
vektorba megy at. Ezekkel képezve az (F2.5) integralt az

I* = <AXYAD* - AXTFADX) + (AY*AQTF - AYTRAGY)  (F2.7)

kifejezés adddik, annak els6 tagjara pedig (At-ben els6rendig
szamolva)

* * 3v 3v
Ax Ap" = (AX + — - ACAD) (Ap® + — E AC"AY) =
H Mn
r 3v 3v r 3v vy
= AXApPT +At JAApT + ~g~) +—JAXAX" + ApAp* | +
3v ov 3v 3v
+ At AxAy" + AXAQ" + Ap" Ay + Ap"Aq

A kerek zardjelben allo kifejezés a mozgasegyenletek szerint

azonosan nulla, a kapcsos zaréjelben allé két tag invarians a
A =m A%" transzformaciodra, ezérr Ax'*Ap* megfeleld részeivel
éppen kiejtik egymast, s igy az j dx dp integralra a
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Ox Ap™ - X" Ap = AXAp® - AXTAp +
3v 3v
+ At (xOQy" - AyAXT)-j™M- + (AXAQ®T - AXTAQ)-N- +  (F2.8)

3v 3v =
+ (AyAp® - Ay"Ap)-~ + (AgAp™ - AqTAp)-"

eredmény adodik. Hasonldéan szamithato ki az dy dq integral
is, melynek eredménye a fentiekb8l (XxjpJI*iyjq) helyettesités-
sel is megkaphat6:

'K 'K K K
Ay AQ" - Ay" Ag = AyAqQ" -Ay"Aq +

3v 3v
+ At (AyAX" - AXAy")-"2- + (AyAp" - AYy"AD)-j-2- + (F2.9)

3v 3v
+ (AXAQ® - AXTAQ)T + (APAQ™ - AgAp™)

(F2.8) és (F2.9) egyenletek 6sszegéb8l a szogletes zarodjelben
allé tagok kiejtik egymdst, s marad, hogy 1 :]_5 vagyis a

ij (dxdp + dydq)

integral a mozgas soran allandé marad.

A fenti eredmény birtokdban mar kénnyen bebizonyithatjuk,
hogy a haromdimenzids energia-hiperfelilleten mozgé allapotvek-
torok trajektoériainak pl. az y=0 sikkal vett metszéspontjaira
érvényes Poincaré-leképezés terilettartdé. Mérjiuk fel egy ha-
romdimenzids derékszogld koordinata rendszer tengelyeire az
X,p,yY koordinatakat; a t vektor negyedik komponensét, g-t nem
abrazoljuk, hanem szikség esetén a H(X,y,p,q) = E egyenlfség-
b6l kiszamithatjuk. Vegylunk fel az y=0 sikban egy AF nagysagu
felliletdarabkat (mondjuk téglalapot), s nézzik meg, hogy ennek
a fellletdarabkanak a pontjain atmend fazistér-trajektoriak
mekkora A teriletet surolnak, amikor legkdzelebb ismét
(ugyanarrol az oldalrol) atmetszik az y=0 feluletet. Az ere-
detileg (t=0-kor) a felilet n normalisaval parhuzamos AF vek-
tor a visszatérés t=t id6pontjaban mar nem lesz ii iranyud,
hanem "kibillen", s egy AF vektorral jellemezhetd, V sebes-
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F2.2 abra. Egy konzervativ rendszer Poincara-leké-
pezése terilettarté, vagy alkalmas mérték valaszta-
saval teriulettartova tehetd

séggel mozgo feliletelemmé alakul (F2.2 &bra). A kuldnbdzé
id6pillanatokban végigsurolt felilet AF -gal és v-vel a

Anv =AF Vv

azaz az
A = AFy + AF, =7+ AFP

alakban fejezhetd ki, s ez a AF felluletelemet kifeszitd

Af = (AX,Ap,Av) és AC" = (Ax",0y",Ap") vektorok komponenseivel

Vv Y%
A = (AXAp"-Ax"Ap) + "-(ApAy"-AyAp") + N (AyAx"-AxAy"

y Y (F2.10)

alakban is felirhatd. Masrészt viszont a A% és af" vektorok

altal kifeszitett fellUletelemre és annak t=0 pillanatbeli meg-
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felelbjére vett (F2.5) integralok (a fent bizonyitott tétel
értelmében) egyenl6ek, tehat

IAF] = (AXAp™ - AX"Ap) + (AyAQ™ - AgAy").

Ha ebbe behelyettesitjik a

S N T R

P q > X p y 49

Osszefluggésekbdl kifejezhet6 Aq és AQ™ értékeket,

Vv Vv
IAFI = (AXAp"-ApAx") + — (ApAy"-Ap"Ay)+ —E (QyAx"-AxAyO0
vy vy

vagyis

azaz a Poincaré-leképezés terilettarto.

A levezetés soran tulajdonképpen csak azt hasznaltuk Ki,
hogy a metsz§ fellulet mentén y=allandé, nem pedig azt, hogy
y=0, ezért a trajektdéria-seregnek barmely y=y TFTelilettel vett
metszete alland6 teriletli. Egy tetsz8leges F felilettel kép-
zett Poincaré-leképezés altaldban nem lesz terllettartd, vi-
szont igaz az, hogy az (X,y,p) koordinata rendszerben mérhetd
AF surolt feluletdarabkakra

Jip(x,p)dF = if PX,p)dF . (F2.11)
AF AF

Létezik tehat invarians mérték, melynek konkrét alakja a feli-
let ii normalvektoraval és a fazistérbeli aramlads v sebességé-
vel p = n*v/Vy médon fejezhetd ki. Lényeges, hogy az invarians
mérték a fazistérbeli koordinataknak nem szingularis flggvénye.
A disszipativ rendszereknél is talalhaté ugyanis olyan p filgg-
vény, mellyel (F2.11) formalisan teljesil, pl. az

230



XI+l = xi”
Pi+l = pi/2

leképezésnél

i) b+ dp.dx; = D pitl ARy 10X 1L

de ilyen esetekben a p(x,p) TFfuggvény bizonyos tartomanyokban
(az idézett példadban a p=0 egyenes mentén) szingularis.

C . Leképezések FTixpontjainak stabilitas-vizsgalata

Az x™+J = P(xt) leképezés fixpontjanak azon x pontot nevez-
zik, melyre fennall, hogy

P(x*) = x*. (F2.12)

A fixpont Kkis kérnyezetében a differencialhaténak feltételezett
P flggvény sorbafejthets, s igy

Xitl - x* =M X - x ) (F2.13)

irhaté, ahol M a leképezés derivalt-tenzora a fixpontban. A
koordinatarendszer kezdépontjat a Ffixpontba tolva az

X.+l = M xz% (F2.1%)
egyenletet kapjuk, melynek megoldasa

X’K = XO i} (F2.15)

Az xk pontsorozat k = °°-beli viselkedését az M matrix sajatér-
tékei hatarozzak meg. Alkalmas ferdeszogii koordinata rendszer-

ben ugyanis a 2x2-es M matrix
Y10

M #CMC-1 =
¥ y2
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alakra transzformalhaté, s ekkor az az x = (X,¥) (transzfor-
mait) vektor komponenseire

xk = X0

yk = "2 Y0

adédik. Amennyiben p. < 1 és p, < 1 (vagy komplex sajatértékek
esetén |y <1 és |y2]<dD ,ug§ xK 0, az origd tehat vonzo
fixpont. Ha a sajatértékek mindegyike egynél nagyobb abszolut
értékld, akkor a fixpont instabil, taszité. Akkor is instabil a
leképezés Ffixpontja, ha az egyik sajatérték egynél nagyobb, a
masik pedig egynél kisebb valés szam; ilyenkor hiperbolikus
fixpontrol beszélink. Ebben az esetben van egy olyan irany,
amely feldl vonzé, egy masik feldl pedig taszité a fixpont,
altaldban pedig a mozgas (a leképezések sorozata) az x = C/xu
egyenletd invarians gorbék mentén torténik (@ = -1ny.|/1ny2 =
= allandé > 0). A vonzd és a taszitd Ffixpontok kozott hatarese-
tet képez az, amikor |y = |y2] = 1/ vagyis y» = elk és
p2 = e la. (Valés matrix sajatértékei mindig komplex konjugalt
parokban kell el&forduljanak. Ugyanezen okbél |y > 1 és
Ily21 < 1 csak valdés y-k mellett teljesiulhet.) Ilyenkor a leké-
pezés alkalmas koordinata transzformacié utan egy a szogl for-
gatassal irhaté le, az invarians gorbék koncentrikus korok,
vagy X és y iranyban kiulonbo6zé lIéptéket hasznalva; ellipszi-
sek. Emiatt az ilyen fixpontot elliptikus pontnak is szoktak
nevezni .

A leképezések linearis stabilitas-vizsgalata szoros kapcso-
latba hozhaté az F.1 figgelékben targyalt

i f mD3"u

linearis differencialegyenlet-rendszerek stabilitas-analizisé-
vel. Ez utobbi megoldasa ugyanisx

xX@® =eb x=0),



ami annyit jelent, hogy az x+ = x(t=i At) pontok kozti (F2.14)
tipusu Poincaré-leképezés matrixa

M- oD At
A D matrix és A2 sajatértékei K sajatértékeivel az
ANAL A2At
e = P1, e =y2

kapcsolatban allnak. A stabilitas feltétele az, hogyv Ee A < O,
vagyis |y < 1 teljesuljon. Konzervativ rendszerekre Sp D =
= A + A2 = 0, ennek a leképezéseknél det M = p *p2 =
= exp{Sp(D At)}= 1 felel meg. Egy konzervativ rendszer
Poincaré-leképezésének csak hiperbolikus, vagy elliptikus fix-
pontja lehet.

A kiuldnbbz6 sajatértékekhez tartozd leképezések invarians so-
kasagai az F .1 fiuggelékben felrajzolt gorbék.

F.3 KETDIMENZI0OS KVADRATIKUS LEKEPEZESEK

Megmutatjuk, hogy minden olyan kétdimenzids kvadratikus le-
képezés, melynek Jacobi-determinansa alland6, két lényeges pa-
ramétertdl figg csak, s mindig

Xi+l = Y+ + 1 - a X.2,

*i+1l = b Xi

alakra hozhat6. A legaltalanosabb kétdimenzids kvadratikus le-
képezés, amely &altaldban az

X i+l a Xt + byx + ¢ X2 +d x.y. + ey2 + ¥,

(F3.1)

Yy

- - . 2 - . 2
te1 a X1 + b Yq + C Xq + d XqYq + e ¥q + F

alakba T1rhat6é, 12 paramétert tartalmaz. Ezek szama azonban x
és y alkalmasan valasztott linearis transzformacigjaval,
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vagyis az (X,y) sikon alkalmas ferdeszogl koordinatarendszer
bevezetésével lényegesen csokkentheté. Masrészt az (F3.1) le-
képezés Jacobi-determinansa

a + 2cx_i + dyi.., b +d xi + 2e¥-

J =
a" + Zc'x_i + d'gl, b* + d'x.i + 2e'}j.i
(F3.2)
= 2x?(cd"-c"d) + 2y?(de"-d"e) + 4x~y~N(Cc e"-c"e) +
+ x™ (2cb"+ad"-2c"b-a"d) + y*(2ae"+d*b"-2a"e-d"b) +
+ ab" - a"b,

s ennek a kifejezésnek az allanddsagabol egy sor megszoritas
adodik a leképezés paramétereire. A tisztan kvadratikus tagok
eltiinéséb6l példaul

£l =C, =SL &9 (F3.3)

kovetkezik. Az (X,y) sikbeli koordinata rendszer alkalmas elfor-
gatasaval a c x 2 +dx y+ey 2 kvadratikus alak diagonalizal-
haté, vagyis d nullava teheté6. Ekkor viszont (F3.3) miatt d°

is nulla kell legyen, se®" = X ¢, e = X e alakba irhat6. Ezek-
kel a jelolésekkel (F3.2) jobboldalan az els6rendl tagok akkor
tlnnek el, ha

c(Xb - b") =0,
(F3.9
e(Xa - a") = 0.

Amennyiben sem c, sem pedig e nem lenne nulla, uUgy b" = Xb és
a" = Xa, vagyis (F3.3)-mal Osszevetve Yi+l = X + &allandé
kovetkezne. Illyenkor a leképezés az (X,y) siknak egy egyenesén,
tehat két dimenzid helyett csak egy dimenziéban torténne, s
emiatt szadmunkra pillanatnyilag érdektelen volna. Ha c=e=0,

ugy az (F3.1) leképezés linearis. Ez az eset szamunkra ugyan-

csak érdektelen, ezért feltehetjuk, hogy c és e valamelyike,
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mondjuk e nullaval egyenl6. (A c=0 eset az x és y koordinatak
felcserélésével visszavezethetd erre.) Ekkor b® = X b adédik,
tehat a leképezés

Xi+l ax. + by. + cxj + T,
(F3.5)

yi+tl = a"xt + Xbytx + Xcx? + F

alakl. Vezessik be ezekutadn az x és y koordinatak helyett az
X =X ésy =y - Xx 0 (Fferdeszogl koordinata rendszernek meg-
felel6) valtozékat, ekkor (F3.5) igy irhaté fel:

Xitl = axt + b(yx + Xxx) + ¢ x* + f,
(F3.6)

yi+l @ - Xa)xx + [[l - XF).

Mivel ¢ + 0, az x valtozo alkalmas eltolasaval (F3.6) els6
egyenletéb8l az SL-val aranyos tag kitranszformalhaté, a maso-
dik egyenlet jobb oldalardl pedig (az y valtozd nullpontjanak
megfeleld eltolasaval) a konstans tag tintethet6 el. igy tehat
(@ megkulonboztetd kigydé-jelet elhagyva) a koévetkez6 alakot
kapjuk:

Xi+1l axi + 1 + Y*

Y1+l 6 X1

I
o
X
T

Azx+ixésy + 1y skalatranszformaciéval (@ koordinataten-
gelyek egységeinek alkalmas megvalasztasaval) R és y 1l-gyé te-
het6, s igy végil az

Xi+l =1 + *i " axi-
(F3.7)

Yy = b X
alakot kapjuk. (Ebben a és b természetesen mas paraméterek,
mint az (F3.1)-ben szerepld mennyiségek!) Ez az Hénon-féle disz-
szipativ (J = -b Jacobi-determinansi) leképezés normalalakja.
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Megjegyezzik, hogy a leképezés megforditva ugyanilyen jel-
legli marad:

xi = b1 yi+i©

Y1 = Xi+1 "™ 1 + a b“M +i~

vagyis (F3.7) a siknak 6nmagara vald egy-egy értelmi leképezé-
sét adja.

A b = -1 esetben (terilettartd leképezés) az (F3.7) leképe-
zés csak egyetlen paramétert tartalmaz:

xi+l = 1 + Y+ " axj,
(F3.8)

yi+tl = "Xi?

ez a Hénon-f<=le konzervativ leképezés. Amennyiben a >-1, Ugy a
fenti leképezésnek van két invarians pontja, vagyis amelyekre
Xi+l = x+ és y++1 = yi teljestl. Ezek valamelyikébe eltolva a
koordinata rendszer kezd6pontjat (F3.8) linearis transzformacio6-
val hiperbolikus fixpont esetén az

Xxi+1l = xi cha + (yi - x?)sha ,
5 (F3.9)
Yi+l = xx sha + (yi - x~cha
alakra, elliptikus fixpontnal pedig az
2
Xi+l = xi CO0Sa “ ¥+ “ xi)sina,
(F3.10)

yi+l = Xt sma A Gt - x.2)cosa

alakra hozhaté. Ez utobbi nagyon szemléletes, hiszen az origo
kbzelében a linearis rész egy a szogl forgas transzformaciot ir
le, s ezt a transzformaciot a kvadratikus tag az origotél tavo-
lodva egyre jobban és jobban eltorzitja.

A nulla Jacobi-determinansu gegydimenziésra redukal 6do)
b = 0 esetben az xi+{ =1 - a X, egyenlethez jutunk.
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F.4 AZ EGYDIMENZIOS LEKEPEZESEK FEIGENBAUM-SZEKVENCIAINAK
UNIVERZALIS ELMELETE

Az alabbiakban ismertetjik az egydimenziodos leképezések in-
tuitiv elméletének legfontosabb allitasait. Els6sorban
Feigenbaum munkaira tamaszkodunk [34-36]-

Univerzalis Tflggvények

Tekintsik ezuttal az olyan f(r,x) = rF(x) Tfuggvényeket,
amelyek egyetlen, z-ed rendl differencialhaté maximumukat az
X = 0 helyen veszik fel, azaz |x] << 1 esetén f(X) ~F(0)-b]x] ,
ahol z > 1. Vezessik be az aQ = 1/f(r»,0) és az

a = -f" - (r.K 0) V4 i (rk+l' ,O)(ZE}amokat! Az T - (r.K X))
leképezés 2K~1 szamu, az fv ; (™+~,X) pedig kétszer eny-
nyi szuperstabil, p=2 peridédusu hatarciklussal rendelkezik. A

h") = (1)kak...aQfF @ *(k+l ,x/(-1)kak..,aQ) (F4.1)
leképezésben 2k szaml p=2 periddusu hatarciklus jon létre,
amelyek egyikét az x = 0 és a h?(0) = 1 pontok alkotjak. Az
F4 .1 &bran bemutatjuk a hik (69 fﬁggvényeknek az origo korali
kvalitativ menetét.

1 A
FA.1 abra. A hu X) leképezés x=0 pontot tartalmazé,
p=2 peridédusu natarciklusa
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Az elmélet egyik alapvetd allitasa, hogy létezik a

lim a, = a (F4.2)
k== K
hatarérték, amely csak az f(r,x) maximumanak z rendjétél Tfigg.
Ha z=2, akkor a = 2,502907875... . Létezik tovabba a
lim h? & = g-(X F4.3
lim 2 60 = 9.0 (F4.3)

hatarérték-figgvény, amely az azonos z kitev6hoz tartoz6 flgg-
vények osztalyan univerzalis. A g(xX) figgvény szimmetrikus,
gl = g™N(-x). Az, hogy az univerzalitasi osztalyokat z in-
dexeli, kézenfekvd, ha meggondoljuk, hogy a h, (X) figgvények-
hez az x maximumhely kdrnyékének kinagyl'tésévgll jutottunk. Azt
mondhatjuk, a g™"(x) leképezés a szuperstabil, p=2 periddusu
hatarciklus univerzalis fuggvénye. Az rM-hez koézeli kontroll-
paraméterek mellett a 17.6 abran a bifurkaciés diagram X maxi-
mumhely koruli szerkezetét a gM(x) Tluggvény, azaz kdzvetve a
z index hatarozza meg.
A

90Q ) = -agl(gl (x/a)) F4.4)

leképezés, amelynek az x=0 és az x = -a pontok szuperstabil Ffix-
pontjai, szintén univerzalis.

A fentiekkel analdg médon vezessik be a 2S periddusu hatar-
ciklus univerzalis gs () flggvényét a

l!_l}gl(—a)kf(z Ja K+S,x/(—a)k) i I!_hrg hE(X) = gé:(x) (F4.5)
definicidval. Az attekinthetfség kedvéért nem indexeltik kulon
a nyajtasi faktorokat, amelyek a h™~(0) szamokat a kivant ér-
tékekre allitjak be. Kés6bb a h™(0)=1 kovetelménytdl eltérd
normalast fogunk hasznalni.

Ha létezik a

r, = re

Iim
kv K
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hatarérték, akkor a

lim (-=a)kf@ ] oo,x/(-a)k) =g(x) (F4.6)
ke

szimmetrikus univerzalis hatarérték-figgvény létezése is ké-
zenfekv6. Az (F4.5) definicidébol latszik, hogy ekkor varhatdéan

limg & =g 4.7

Stao S
A g(x) leképezés a végtelen periddusu hatarciklus univerzéalis
flggvénye.

Az (F4.5) definicio alapjan
gs®® " -a gs+l(gs+1(x/a)) , (F4.8)

mig a gs(X) sorozat hatarértékére fennall

g() =-ag(g(/a)) . (F4.9)

A renormalasi transzformacio

Az T flggvényen végrehajtott renormalasi transzformaciodnak
nevezzik az

R(F) = -a F(F(x/-0))

operaciot. Lathaté, a z indexd univerzalitasi osztalyban a
g(x) fuggvény a renormalasi transzformacio fixpont flggvénye

g=R@ f

és ha a renormalast nem a g(x) Tfilggvényen hajtjuk végre, ak-
kor tavolodunk téle,

gs = R(gs+l> *

Az (F4.9) fTixpont egyenlet adott z esetén egyértelmiien megha-
tarozza az a tényez6t és a g(x) TFTuggvényt. A z=2 esetben pél-

239



daul az a szamon kiviul numerikusan meghataroztak g(x) Taylor-
sora vezetd tagjainak egyutthatdit is.

Vizsgaljuk rogzitett z mellett a flggvénytér geometriajat!
Az (F4.6) 0Osszefiggés szerint ekkor minden f(r™"l-re

RK (F(ro,x)) = RR( -.REC™,X))-..)) wg®

Nevezzik kritikus feliletnek az f(rra,X) flggvények Osszessé-
gét. A kritikus feliulet egy flggvényét transzformalva g(x)-
hez tartd '"'sorozatot kapunk. Ha viszont az f(rN,x) flgg-
vényt transzformaljuk, akkor a sorozat egyes tagjai egyre job-
ban megkozelitik az alacsony s << N index( gg(X) TFfuggvényeket

RN @ = caVSEN S i xrc-ayN ST « gg

a g(x) Tixpont fuggvényt6l azonban tavolodnak. A flggvénytér
szerkezetét az F4.2 abra szemlélteti. A figgbleges tengely a

Hco,>X)n n fIs"1x) gqfLH- X
\ n _— -

>0M AN (- «) sfigps.ik/(- )]
"o o

05 o) R
g X)6-——— 0*~0-—————- O— ®@— O———— *———— 0
gs-i® 920  gi® (o]0 0%9)

F4.2 &bra. A fuggvénytér és az R renormalasi transz-
formaci6é. Az abra jobb fels6 sarkaban bejeloltik a 19.
fejezetben az f=fL logisztikus leképezésen végrehaj-
tott transzformaciot
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kritikus feliletet jelképezi, a vizszintes egyenes pedig a
leggy°rsabb tavolodas iranyat mutatja.

Tekintsiuk a g(xX) fixpont figgvény kdzvetlen kdrnyezetét!
Vezessuk be a

B =gsti) - gsd (F4.10)

jelolést! Ha az

R(gs+1l> = gs

egyenletet az s >> 1 hataresetben vizsgaljuk, akkor a

6gs-1() = ot 69s (g(x/a) ) + g"(g(¥/a) )Sgs (a) + 0([6gsP) ,

a Fixpont fuggvény korul linearizalt renormalasi transzforma-
ci6hoz jutunk. Az egyenletet kielégithetjik a

6gs () = a-s h(x) (F4.11)

figgvénnyel, ahol [ allandd és h(x) eleget tesz a

h(x) = - "Nh(@x/a)> + g~ (@ (x/a) )h x/a)J (F4.12)

univerzalis fiuggvényegyenletnek. Ha (F4.9) alapjan g(x) és a
ismeretes, akkor (F4.12) meghatarozza a h(x) flggvényt és a [
szamot.

A fixpont fluggvényhez vald konvergencia tehat exponenciali-
san gyors

gs® = g(xX) - Ks h(x)/ @-4A~1D) . (F4.13)

A h(x) Tfuggvény (F4.12) szerint egy konstans szorz6 erejéig ha-
tarozatlan. A g(x) Tfixpont figgvény szokasos normalasa g(0)=0,
és kivanjuk meg, hogy gQ (0)=0 legyen. Ekkor az 6sszes 9S ()
szamot meghatarozott értékre allitottuk be és h(x) valaszta-
sat is egyértelmlivé tettik. [Megjegyezzik, hogy (F4.9) alapjan
g@® = -1/a, ezért az f(r,x=0)=1 szerint normalt fuggvények r»
pontjat megbecsulhetjuk. A g(xX) fixpont fuggvényt a legjobban

M
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az f(r=r ,X) fTuggvény kozeliti, ahonnan az f(rOr,l) » -1/a
egyenletg)t kapjuk. Az f1l e l—ax2 flggvényre igy az

a » 1,399... torlddasi ponthoz jutunk, mig az egzakt eredmény
a = 1,4011... , becslésink tehat jo6.] A bevezetett normalas

miatt a g1(@© =1 konvencidé is modosul.
Mi a A szam jelentése? Vezessik be a

6F(2k) < W X) E FQ2K)(?k+s+1"x) - F(2k) (?k+s"X)
jelolést, amelynek alapjéan

6g = lim (-a)k6FR ] Ck+s,x/(-a)k) .
s ko

Mivel 6gs * A-1 6 g ~ , azért kozelitbleg
(-a)k 6F(K) <rk+s,0) * A-1(-a)k+16F(k 1)U k+s,0)

kovetkezésképpen a k+s = n jeloléssel

- K] bkt
" f 6F <V o * 6f (n"o0) =

Tovabbi kozelitéssel a
c Bstarn .0 * £ i o)
becslést kapjuk. Felhasznaljuk, hogy f(r,0) = rF(©) = r és igy
anef@D m,0) = (cONFR >(m+1,00 - a)nf@ *(r*o) -~
K gl@® - gQ(@ = allandé
kozelitéssel a

An (r

ntl " ']'ﬂ) ~ &allandé (F4A.1%)

aszimptotikus kifejezést nyerjuk. Innen latszik,a fixpont
flggvényhez vald konvergenciat ugyanaz a
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AEG®G (F4.15)

szam jellemzi, mint a z indexszel jellemzett univerzalitasi
osztaly fuggvényeinél a szuperstabilitasi pontok konvergenciéa-
Jat.

Az (F4.13) osszefluggés definial egy

S
rL - r8 = ——=-TT / s =0,1...
S 6 '

sorozatot, amelyet végigkdvetve az egyre nagyobb periddusé,
szuperstabil hatarciklushoz vezet6 gg fuggvényekhez jutunk.
Tekintsiuk az s indexet folytonosnak. Ekkor a kontrollparaméter
folytonosan valtozhat az [r£,r£] intervallumban, és (F4.13)
alapjan bevezethetjik a

gr® =9 - " - NhC) (F4.16)

univerzalis figgvényeket. Ha r #@r£, akkor gr () attraktoranak
pontjai bifurkacidk végtelen sorozatan mennek keresztil, ily
médon az F4 .2 abra vizszintes tengelyét folytonosan paraméte-
rezhetjik. A szokasos elnevezést kovetve azt mondjuk, hogy a
gr fuggvények folytonos vonala a linearizalt renormalési
transzformaci6é relevans sajatiranya. Relevans, mert a transz-
formacidé soran a fixpont fluggvényt6l tavolodunk, sajatiranynak
pedig azért nevezzik, mert az R operaciot elvégezve a vonal-
rol nem térink le. Fennall az

R(h) = R(@th) - R(@ = h6 F4.17)

egyenlet, ezért §>1 a linearizalt transzformacio relevans
iranyhoz tartoz6 sajatértéke, h(x) pedig a 6-hoz tartozé sajat-
fuggvény.

A fentiekkel tehat elméletileg megalapoztuk a 19. fejezet-
ben alkalmazott renormalasi transzformaciot.
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A hasonlésag univerzalis figgvénye és a spektrum univerzalis
tulajdonsagai

Megallapitottuk, hogy a bifurkacids diagram (17.6 &bra) ska-
laviselkedését az X maximumhely koérnyezetében az a szam hata-
rozza meg, amely csak az f(r,x) leképezés maximumanak z rend-
Jjétdl fugg. Ebb6l kovetkezik, hogy a diagram fels6 hataran, az
f(r,x) hely kozelében, a bifurkacids villdk &againak tavolsaga
az az faktorral skalazoédik. Az alabbiakban az attraktor skala-
tulajdonsagait a maximumhely tetsz6leges f~(r,x) iteraltja-
nak kornyezetében vizsgaljuk.

Tekintsuk az egyes hatarciklusokat a megfeleld stabilitasu

kontrol lparaméter értékeknél, példaul az szuperstabilitasi
pontokban. A 2n periddus attraktoranak pontjai legyenek
x*) E X, X1 i FfO (M, ,.. . és =f< 1 - Az

iteracid periodikus x*n*= x~"n- A hatérciklus egy pontja és
annak 2n_1l-edik iteraltja az el6z6, 2n 1 periddusidejl ciklus
ugyanazon pontjabol keletkezett bifurkacio Utjan. Kovetkezés-
képp a

a"n> 1 *"7> - (F4.18)

szam a maximum t-edik iteraltjat tartalmazo kétagu bifurkacios
villa &againak tavolsagat méri az rn pontban. Tegyuk fel, hogy
létezik a

lim lim — —% = a(y) (F4.19)
t/ 2n+4 n--~ dt

hatarérték, azaz az egymasbol leadgazd kétagu villak szélessé-
geinek aranya aszimptotikusan alland6é. A d™),n = d™n”™ és a

d*n-1 = ~d™n”" Osszefiggésekbbl kovetkezben a o(x) hasonldésagi
figgvény a
a(y+tld) = c(y) (F4.20)
és a
ay + 9 = - oy) (F4.21)
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tulajdonsagoknak tesz eleget. A maximumhely és annak els6 ite-

raltja koruli skalafaktorokat ismerjik,
<«

00 = -o0(/2) )=a@® = -1r7a =
=o@* -0 = -0 I/2-0) = a= 1-0) (F4.22)
és
a@»> + 0 = 1/az , (F4.23)

a a(y) fuggvény tehat az y = 0 és az y = 1/2 pontokban nem
folytonos.

Szamitsuk ki a hasonlésagi figgvény értékeit az y = 2-s_1,
s=0,1... pontokban. Az altalanossdg megszoritasa nélkul felte-
hetjuk, hogy X = 0, s ekkor az (F4.18) definicidobél azonos &at-
alakitéssal nyerjuk a

d<fis = f<2n-S)(?n,0)-f<2n"1)(?n>F(2n-S) (?n,0) =

@n-s) - @n-s) - -
=f < (n-s)+s"°>-F < (n-s)+s*f (m-~0))

(F4.24)

Osszefiiggést. Rogzitett, tetszbleges s mellett aszimptotikusan
teljesul tehat, hogy

lim -/1- [(-/a)n-sgs (0)-(-/a)n Sg (((=a)n.s ((Vaynlg ©O)] =1,
nwo dl " L

n-s
(F4.25)

ahol felhasznaltuk az univerzalis gg () figgvények (F4.5) de-
finicigjat. A a(X) hasonldsagi fuggvény (F4.19) definicidja
alapjan innen a

a(2_§_i') N QEI]]-_(O)__"__9§1'!-_@:§__1_@)2 (F4.26)
gs(°) - gs(*“ s g1(0))

kifejezés adodik.(Kihasznaltuk, hogy gg szimmetrikus.))A hason-
16sag fuggvénye kovetkezésképp univerzalis. E pontokban azon-
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ban a(x) nem folytonos. A

" dE+~ /d***  >o02“s 1 + 0
-s+tl  2n_s+1 (2"s. )

hataratmenet soran ugyanis a szamlalot (F4.24) és (F4.25) alap-
jan a

df) A * F@ . (L/Dn-sg @) -
- f(rn ,(-1/a)n-sgs (@l sg1(@©)) s

S -b(1/a)z(n_s) [gZ(@© - gz (al_sgi (O]

aszimptotikus alakba irhatjuk, ahol Ff(x) r f(0)-b]x]z, [x|<<l.
A nevez6t hasonléan kifejtve nyerjuk

gs (0)_gs (a NN())

o280y = WLDZGHIEHIO) w555 o (razny

A korabbi vizsgalataink alapjan felirt (F4.22) és (F4.23)
egyenl6ségeket az Olvasd (F4.26) és (F4.27) Telhasznaléasaval
utdélagosan igazolhatja.

Tetsz6leges racionalis y argumentum mellett a fentiekhez ha-
sonl6é eljarassal hatarozhatjuk meg %_?ason!%gé univerzéli_$_3~l
fuggvényének értékét, ha az y = 2 +2 +...+2 =
=t/2n+l kettes szamrendszerbeli tort alakot hasznaljuk, és
(F4.18) -ban az x™n* = £ ~ (?n,xX) Tlggvényt a t egész szam
binaris kifejtése alapjan bontjuk kozvetett filggvények lanco-
latara .

A hasonlésagi fiuggvény a racionalis helyeken nem folytonos,
azaz o(y) ¢ o(y+0), belédthatd azonban, hogy az irracionalis
pontokban viszont folytonos. A hasonlésagi figgvény 1/0(y) in-
verzének kvalitativ menetét z=2 esetén az F4.3 abran tintettik
fel. A flggvény ugrasa az y=1/2 és az y=1/4 pontokban a legna-
gyobb, mig a [0,/4] intervallumban j6 kodzelitéssel 1/a(y) saz,
s az [1/4,1/2] szakaszon pedig 1/a(y) t a.

Meghataroztuk tehat a bifurkacids diagram aszimptotikus ska-
laviselkedését az attraktor tetsz6leges részén, azaz a 17.6
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F4 .3 dbra. A kvadratikus maximumu leképezések univer-
zalis hasonlésagi fuggvénye. A fuggbleges tengelyre
1/7a(y)-t mértik fel

abra flugg6leges tengelye mentén. Felhivjuk a figyelmet arra,
hogy y valtozdé nem a fuggbleges tengely paramétere, hanem azt
jelzi, a maximumhelytS6l hany iteracidéval jutunk a tengely egy
pontjaba.

A hasonlésagi fluggvény az iteracid frekvenciaspektrumanak

aszimptotikus tulajdonsagait is jellemzi. A p(n) = 2n periddus-
idejd hatarciklus Fourier-transzformaltja
N @) —’1 -
Oyt o, 0O S (F4.28)
t=0
ahol (17.7) szerint w = w ® = 2/p(M), K = 0,1... . A

p(n+l) hatarciklus trajektoriajanak Fourier-transzformaltjat
azonos atalakitassal az

X (n+1)<%+1(k)), _
p(n-1 r i
- 1, ? 7 (m+D+( Kk (M) = -%(k/2)t
2pInT -, Xxt +( Xt+p(n) e (F4.29)
t=0 L 1

alakra hozhatjuk. A paros k=2Z index(i harmonikusok a nagy n
hataresetben a bifurkaciok soran alig valtoznak. A bifurkacios
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p(n) 72-1 1
«Mowl]l . 77 xIn,lzi*al '<,(y/2).2rtS't2,'*1-"M'tll/2]ay
r=0 o (F4.30)

aszimptotikusan egzakt egyenl8séghez jutunk. Mig tehat egy
hatarciklus Osszes komponense egy bifurkacid utan lényegében
valtozatlanul megtaldlhaté az Uj spektrumban, addig a megjele-
né 0j, paratlan index(i komponenseket az el6z6 hatarciklus
spektrumanak paratlan komponensei az (F4.30) univerzalis 0sz-
szefiggésen keresztiul hatarozzak meg.

Az 0Osszefiggés jobboldalan szerepld integralt atalakithat-
Juk

a(y/2)e2vryz dy =

=2 W °<y/2>e2*IYZ 1 - 4T o"(y/2)e2rriYady, (F4.31)
o] o]

ahol 0"(W/2) a a(y/2) figgvény formalisan értelmezett derivaltja.
A kifejezés segitségével becsléseket tehetink. Ha ugyanis
o(y)-t szakaszonként allandé flggvénnyel kozelitjik, akkor

ofy) =1 (O - 6j~iMy - yj)

ahol S(@) a Dirac-féle delta fuggvény és o. r a(y) az (y.,y- J

2ttiz

intervallumban. Mivel z = 21"+1 - (2£+1)/2, azért e = -1.
A o"(y) Tuggvény kozelitd kifejezését hasznilva

3

J a(y/2)e2rriyzdy = - (/2-0) + a(+0) +

0

+ T (a. - a. e47ﬁ¥'Z
j(J Ji’ I,

adoédik. A kapott formuldt az (F4.30) képletbe helyettesitve
az
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villak szélessége ugyanis zérushoz tart, x™n £
r x{:g\én)./xin) » 1, s ezért x (n+l) (a>n+f @) » (Lun ®).-
Egy hatarciklus paros harmonikusai tehat az el6z6 ciklus tel-
jes spektrumat eléallitjak. Eredményunk fuggetlen attél, hogy
az egyes hatarciklusokat milyen kontrollparaméter értékeknél
hasonlitjuk Ossze, feltéve, hogy az rm torldodasi ponthoz kozel
vagyunk.

Vizsgaljuk a k = 2&+1 péaratlan indexd harmonikusokat. Tér-
Junk at az egyszeribb x ~* ® = x*n*WCK)) jeldlésre. Az
(F4.29) formula szerint

P(n)-1r 1
D) _ 1 N=7 (D) ..(n+D) -itQRe+1)Y/p()
X (£+1) = 2FTKT Z_, [Xt _xt+p(n)Je
t=0

A hasonlosagi figgvény (F4.19) definicidja alapjan a nagy n
hataresetben

-1
(D) ... 1 p\gn) ? - O O -iffEFLD/p(n)
X (ED):: aTH- 2 _ a(/2p(n)xt  —xt+p(n-i)Je
=0
Az 1
x@ = o, M) (e2Trikt/p(n)

k=0

inverz Fourier-transzformaci6 felhasznalasaval

xt(n,— tl-pp}(n—l’) -2 P()é_lllxlnl(Zr-lleZ 1,2,1"*1,/p(nl
i'=0

adodik., ahonnan az
p -1 p(n) /2-1
X(-DEHD) ,, _i_y ; Yy ; x (M(t™+D -
=0 «™=0
e o(/2p(n)) e24[2t".1-2i.-1D)/2]t/p<nd

oOsszefluggést nyerjuk. Ha n s <=, akkor &attérhetink az y=t/p(n)
Uuj valtoz6 szerinti integralasra. Illyenforman az
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p (N)/2-1
X(M+D)EHLD) i - 223 Y [ x(n)@A"+1)/[29"+1-(25+1)/2] =
A"=0

e a1/2-0) +a(+0) + E (ck-a..N)ed7Tiyj "2Si"+1" (RE+1 >/2J
3 (F4.32)

kozelitd oOsszefiggést nyerjik.
Kozelitsik a a(y) hasonlésagi fluggvényt a
"1/&x, ha 0 <y & 1/4 ,

O(y) = = (F4.33)
1/aZ, ha 1/4 <y & 1/2

IépcsGs fiuggvénnyel. Felhasznalva, hogy e7rii2A +1 (29+1)/2] _
=i(-DE, az

x (M) 1) ~ - 2RI [1/o + 1/aZ + i (-1)*(1/a - 1/ctZ) -
- ﬂ|_ x (N) (23" +1)/[29"+1-(25+1) /2]

becsléshez jutunk. Térjunk at az oOsszegzésrél integralasra az
a H ar2a+l) /p(n+l) és n' = 2a¢(A4"+1) /p () Folytonosnak tekin-
tett frekvenciak bevezetésével. Ekkor az amplitudék kozott az

X<n*1l, <> * Zl7l4ronf| ./ «22) 7Fl ff(;s_!u
0
Osszeflggés adodik, ahol P/ a f6érték integral jele.
Ha n koézel van a 10,2T intervallum kdézepéhez, akkor az integ-
ralast a teljes szamegyenesre kiterjeszthetjiuk. A Fourier-
transzformacio (F4.28) definicidjabol latszik, hogy x(n)(©)
analitikusan kifolytathaté az als6 komplex félsikra, ezért

D » I esetén |

x(M+tD)@W »1 WR@/a2+1/a2z) x(nN)®@ ey x()©@ ,

ahol y = 0,15... . Pontosabb kozelitések a y = 0,1525... ered-
ményhez vezetnek. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a jobb és
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a baloldali w véges n mellett nem ugyanazt a szamot jelenti.

Ha a jobboldali w a p(n) hatarciklus 2m+l paratlan index( frek-
venciaja, w = 27@2m+D) /p (n) , akkor a baloldalon az uj hatarcik-
lus w-hoz legktzelebb esd paratlan indexd frekvenciai,
2r(4m+1)/p (n+1) és 2w (4m+3)/p (n+1) szerepelnek. Eredménylnk
szerint tehat az egymasbdl bifurkacid utjan keletkez6 hatarcik—
lusok spektrumanak paratlan indexdi komponensei aranyat jo ko-
zelitéssel az univerzalis y skalafaktor hatarozza meg, felté-
ve, hogy a vizsgalt frekvencidk elegendfen kézel vannak a i
értékhez.

A Fourier-amplitidékat mérhetjuk logaritmikus skalan is. Az
egymast kovetd hatarciklusok paratlan indexd amplitudéinak ki-
16nbsége els6 kozelitésben 10 log™Q y = 8,18 db. Kozelitésink
hibajanak meghatarozasa tovabbi szamitasokat igényel. Ezeket
mell6zve kozoljiuk, hogy egy szamitogéppel végzett ellenbrzés
szerint a p (@ = 24 hatarciklus logaritmikus Fourier-ampliti-
déinal csupan 0,5 % hibat okozott az, hogy a hasonldésag uni-
verzalis figgvényét az (F4.33) Iépcs6s fuggvénnyel kozelitet-
ték .

Mig az (F4.30) Osszefiiggés egzakt moédon leirja az alharmo-
nikusok keletkezését, addig a beldle leszarmaztatott y univer-
zalis szam csupan specidlis, w g n frekvenciadk mellett hasznal-
hat6. Az w - O hataresetben példaul mas alland6é jellemzi a
spektrumot. Az r” pontban az n index(i alharmonikusok kozul a
2i/2n legkisebb paratlan index(i frekvencidhoz tartozé x™"n~(1)
komponens 1010g10] x Q)/x(+1* @ |~ 9,35 db univerzalis Kki-
tev6vel csokken exponencialis moédon [132]. Az alharmonikusok
amplitidoi négyzetatlaganak csokkenését numerikus kisérletek

szerint a 101oglQ[x™nM 2/|x’\n+1"| 2 ~ 13,2 db exponens irja le
[172]. A fenti allanddék alacsony n indexd alharmonikusok ara-
nyat is jOo kozelitéssel megadjak. Megjegyezzik, hogy a g(x)
fixpont flggvény alharmonikusainak négyzetatlaga egy egzaktul
bizonyitott tétel szerint 13,5 és 14 db kozotti kitevdvel tart
zérushoz [174]. A fentiek alapjan megallapithatjuk, a 0, i és
2n frekvenciak korul gyorsabban tlinnek el az alharmonikus amp-
litddok, mint a kdztes tartomanyokban.
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F.5 HAUSDORFF-DIMENZIO, CANTOR-HALMAZ
A kulonts attraktorok térbeli Kkiterjedésének jellemzésére

tadsa [130] alkalmas, mely nem feltétlenil szolgaltat egész
értékeket.
Tekintsik a szokasos értelemben vett n—-dimenzids tér(n egész)

valamely adott részhalmazat! Vegyink £ élhosszlUsagu, n—-dimen-
zi6s kockakat, s legyen N(e) a szoban forgd halmaz lefedéséhez

minimadlisan szikséges ilyen kockak szama! A d dimenzidszam de-

donsagot, hogy az e 0 hataresetben. N(e) végtelenhez tart,
annal gyorsabban, minél nagyobb a halmaz dimenzidészama. Azt
is mondhatjuk, hogy a dimenzié kapcsolatos azzal az informa-
cioval, ami a halmaz térbeli elhelyezkedésének megadasahoz
szikséges, veéges pontossag esetén. A d Hausdorff-dimenzidt
vagy mas néven fraxtal dimenzidt ezek utan a kdvetkez§ Ossze-
figgéssel definialjuk: az e 0 hatarértékben

N (®) K e“d,
ahol K e-t6l fuggetlen alland6. Ebbdl

¢ = 1im 0N (5.1)
E+O In o

Mas szavakkal: a Hausdorff-dimenzid a
dee)! = In_Nfep (5.2)
szamok hatarértéke, vagyis
d =1limd@E - (F5.3)
E>0

A fenti definicid egyszerl esetekben a megszokott eredményt
szolgaltatja: A pont példaul mindig lefedhetd egyetlen n—di-
menzids kockaval, ezért ravonatkozdéan d = 0. Ha az egységkoc-
kaban huzédé valamely feluletdarabot tekintjik, s a kockat fel-
osztjuk (/e) egyforma részre, akkor kis e esetén kb. (1/e)2
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kis kocka fogja a feluletdarabot tartalmazni, tehat d = 2 ado-
dik .

Tekintsik az alédbbiakban a [0,1] intervallum bizonyos Kkimet-
szései utin visszamaradt halmazokat!

Ha a kozéps6 egyharmadot tavolitjuk el, valaszthatjuk e-t
el6szor 1/3-nak, ekkor N = 2, majd e = 1/(2"3)-nak, ekkor N = 2 .
Altalaban

e = , N = 2r+1 , r = 1,2,...
2r3

d(e) m «+1)In2-
rin2 '+ In3
Az e @m0 hatarérték r °°-nek felel meg, s igy d = l-et kapunk.
A halmaz mértéke (az intervallumok hossza) természetesen

NE = 2/3.
Ha az el6bbi két szakasz kozéps6 egyharmadat megint elta-
volitjuk, a lehetséges e valasztasok, s a megfelelé6 N szamok

e = -1 , N = 4e2r , r = 1,2,...
2r9
(F5.2) alapjan ebbdl

d(e)V = r(fﬁf)inz%m -

melynek hatarértéke ismét d = l-et szolgaltat. A mérték most
Ne = (2/3)2.

Az eljarast tovabb is folytathatjuk, ha a maradék interval-
lumok kozéps6é egyharmadat Ujra és Ujra kimetsszik, q szamu
ilyen lépés utan valaszthatjuk az

e = — — r = 1,2,...
2r3*

beosztast. Ekkor N = 2r2», s

die) -*(q-4 [ ] <xe<»
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A megszerkesztés modjabol nyilvanvalé, hogy a 0 és 1 kozot-
ti halmaz ugyanugy néz ki, mind a 0 és 1/3 kdzotti, haromszo-
ros nagyitas utan. A Cantor-halmaz tehat skala-invarians. Ez
az a tulajdonsag, amivel a kil6nds attraktorok vizsgalatakor
oly gyakran talalkozunk.

A Cantor-halmaz kuloénb6zé6 altalanositasaival jutunk az dn.
Cantor-tipusu halmazokhoz [20], melyek egyik érdekes példaja
az, amit a [0,1] intervallumb6l agy kapunk, hogy kozéprél el6-
szOr el hosszUsagu szakaszt vagunk ki, majd a maradék kozepé-
b6l a maradék e2 hosszlUsagu részét, a kovetkezd 1épésben a ma-
radék e2 hosszusagu részét stb., ahol az <D, i =1,2,...
szamok adottak. Konnyen lathaté, hogy az (F5.1) definicidban
e valaszthat6, mint

q rl-e, \

s ekkor N = 2q. Ez a tipus azért érdekes, mert megfelelben
felvett e+ értékek mellett a dimenzidé lehet 1, annak ellené-
re, hogy a halmaz még nulla mértéki. Ennek az esetnek a disz-
kusszidjara és a Cantor-tipusu halmazok tovabbi tulajdonsagai-
ra nézve [20] -ra utalunk.

Végul megemlitjik, hogy a kiuldonoés attraktorok Hausdorff-di-
menzidja kapcsolatos a Ljapunov-exponensekkel, s ez egyszer(en
megbecsilheté [173], amennyiben a Jacobi-determinans allando.
Két Ljapunov-szammal jellemzett kaotikus viselkedésl disszipa-
tiv rendszerben (& >0, +T2 <0

d*1-y- . (F5.5)
2

Az Hénon-leképezés esetén (@ = 1,4, b = 0,3) példaul d = 1,26-
ot kapunk, mely jol egyezik a mas moédon szamolt d = 1,19 ér-
tékkel [95,136]. Arra az esetre, amikor tobb Ljapunov-exponens
(Al > A2 > ... > An) tartozik a rendszerhez (F5.5) a kdvetke-
z6képpen altalanosithaté
éri 1

a * j — y N . (F5.6)

Ai+l
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Vegylk észre, hogy az e a0 hatareset két alapvet6en kuldnbozb
médon valdosulhat meg, az r #°, vagy a q - ® hataratmenetekkel.
A d(q,r) fuggvényben azonban ez a két limesz nem cserélhet§
fel. Ha el8szor r tart végtelenhez és g rogzitett, az azt irja
le, hogy véges szamu kimetszés utan megallunk, s lemérjik a
halmaz dimenzidjat, amire természetesen d = 1 adodik. Ha vi-
szont elfszo6r q tart végtelenhez, az annyit jelent, hogy a ko-
zéps6 egyharmad részek végtelenszer ismételt kivagasaval egy
Uj tipusu halmazt konstrualunk meg, az uUn. Cantor-halmazt. Ez
mar nem intervallumokbol all, de belathaté, hogy megszamlal-
hatatlanul végtelen sok pontot tartalmaz, mértéke azonban nul-
la, hiszen 41@ Ne = 4;m 2/3)~ = 0. Ebben a hatarérték-sor-
rendben (F5.4)-b6l a Cantor-halmaz Hausdorff-dimenzidjat kap-
Juk, melyre

d = In2/In3 = 0,630

F5.1 &bra. A Cantor-halmaz konstrualasanak elsé né-
hany 1épése
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ahol j az a legnagyobb szam, melyre _é? A. még pozitiv. Példa-
ként tekintsik a Rossler-modellt, beﬁﬁe az a=b =0,2,

c = 5,7 paraméter értékekre T1 = 0,075, ~2 =0, T3 = -5,372.

A J index tehat 2, s (F5.6)-b6l d = 2,014 adoédik [95].

F.6 HATAS- ES SZOGVALTOZOK A KLASSZIKUS MECHANIKABAN

Tekintsink egy H(p,q) Hamilton-figgvénnyel jellemzett egy
szabadsagi foku konzervativ rendszert, amely korlatos - és igy
az egyetlen egy szabadsagi foka miatt szikségképpen periodikus
- mozgast végez. Adott E energia mellett képezhetjik egy tel-
jes periddusra az

KE) = 9PpE.Ddg (F6.1)

"hatdsintegralt”, valamint az

S@.B) =1 pE.Pdq

fuggvényt. Mivel 1 csak E-t6l fiigg, ezt invertalva E(l)-n ke-
resztil S-t is felirhatjuk q és 1 figgvényeként. Az S(q,l)
figgvény - mint generatorfiggvény - segitségével a (p,q) kano-
nikus koordinatakrol attérhetink az (1 ,b) valtozoparra, az
ugynevezett hatas- és szogvaltozoéokra [1]:

™

_ 35D (ez s(q,1) definiciéjabol kovet-
8q kezéen teljesil),

o = in (ez az (j szogkoordinata definicidja) .
Minthogy S expliciten nem figg az id6t6l, az Gj H(,p) Hamil-

ton-flggvény megegyezik az 0j valtozokkal kifejezett régi H-
val s

HA L) =HPA.0).q.D1],

masrészt H(1,p) = E is fennall, s (F6.1)-n keresztil az E ener-
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gia egyértelmlen kifejezhetd az 1 hatasvaltozéval, H nem Figg-
het ¢-t6l, hanem

HA.®) =EWd)

alaka kell legyen.
Az (j valtozok mozgasegyenlete

;- -u-° n

tehat | mozgasalland6, tovabba

§=H_dEO _ ol « arnands |

vagyis
b@® = w()*t + o0

Hangsulyoznunk kell, hogy S(q,l1) nem egyértékd figgvénye a
valtozodinak, hiszen a nagysaga minden egyes periddus alatt

értékkel novekszik. Ezalatt a ¢ szogvaltozé megvaltozasa
Ob = A gY - AS - 2it .

A ¢ szogvaltozo tobbértékiségéet ugy kerilhetjuk el, hogy az
(1,9) valtozokkal paraméterezett fazisteret nem egy végtelen
siknak, hanem egy henger palastjanak képzeljuk el, melyen a
b =0 és a ¢ = 2+« koordinataju pontokat azonosnak tekintjik
(F6.1 abra). Az ilyen - hengerpalast - topoldégigju fazistérben
a mozgas az | = alland6 egyenletl kordok mentén torténik, I1-t6l
figgd - de id6ben alland6 - szbgsebességgel.

Tobb szabadsagi foku konzervativ rendszereknél bizonyos
esetekben a Hamilton-Jacobi egyenlet megoldasa

S(ql,q2#eme/Uap) * S (q")+S52(q2)+-<-+Sjj (q"])
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F6.1 dbra. Egy szabadsagi foklU rendszer hatas- és
szogvaltozéval jellemzett fazistere

Osszeg alakjaban allithato el6. Az ilyen tulajdonsagu - ugyne-
vezett szeparalhaté - rendszereknél a

_3S_ _dSi(qi}
Pi 3qi dg+

kanonikus impulzusok csak egy-egy koordinatatol fuggnek, ezért
az egy szabadsagi foklu esethez hasonldan itt is attérthetink
hatds- és szogvaltozokra. Definialjuk a - valamennyi valtozo-
jJaban korlatosnak feltételezett mozgasu - rendszer hatasval-
tozoit az

Y -a € Pi<qi>dqi

integrallal! Az

si(qi) = J p.dq.
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figgvények - az egyvaltozos esethez hasonldéan - nem egyérté-
kGiek, hanem az i-edik koordinata egy teljes periddusa alatt

AS, = 2T 1

1 1

értékkel valtoznak meg.

A= (2" e- és p = (@ ,p2,.--,pN) valtozokrol az
T = (ejf*2"eee" hatads-, és a hozzajuk kanonikusan konjugalt
$ =0iilLH
st

szogvaltozdokra az S(q,f) generatorfiggvény segitségével térhe-
tink at. A mozgasegyenletek

di = _ 34D =
dt 4
E |
_ 3H(D

i - - = »«h

alakuak, vagyis
i = alland6 ,
+ allandé.

A ot szogvaltozdé a g+ koordinata valtozasanak egy teljes pe-
riddusa alatt 2ir-vel novekszik, tehat nem egyértékli flggvénye
a p és g kanonikus koordinataknak. Azok viszont ¢p~kKnek 2v
szerint periodikus figgvényei, s ezért p és q barmely egyér-
réki F figgvénye

00 00 00

F(. -V V"\.. y ~ F it »12 V -..w

alakban irhaté fel. Ezek az ugynevezett feltételesen periodi-
kus fuggvények. A rendszer altalaban semmilyen véges id§ alatt
nem tér vissza a fazistérnek ugyanabba a pontjaba - emiatt

F(p,q) altaldban nem periodikus figgvénye az idbnek, - de ele-
gendBen hosszu id6 elteltével tetszés szerint megkdzeliti azt
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(erre utal a "feltételes" jelz0).

A hatas- és szdgvaltozdkkal paraméterezett fazistérben a
mozgads az 1 = &lland6 hiperfeluletek mentén toérténik. Ezek a
felliletek - a ¢. valtozék mindegyikében '6sszevarrva™ a 0 és 2n
pontokat - N-dimenzids toéruszok, példaul N = 2 esetben az F6.2
abran lathaté kétdimenzids toérusz. Hacsak nem teljesul az,

F6.2 &bra. Egy szabadsagi foku szeparalhatdé rend-
szer mozgasa a hatas- és szogvaltozékkal paramet-
rizalt fazistérben. Az H = alland6 és 12 = al-
land6 egyenletld feluletek téruszok, melyeken a
trajektoria elegend6en hosszu i1d6 elteltével gya-
korlatilag a teljes fellletet beburkolja. Ez alol
kivételt csupan azok az elfajult esetek képeznek,
melyeknél a keringési i1d6k aranya racionalis szam,
ekkor a fazistrajektoria egy zart gorbe

hogy az

3E s » E
wi = 4%] és “K - égﬂk
frekvencidk aranya egy racionalis szam, a fazistérbeli trajek-
toridk nem zart gorbék, s a rendszer fazispontja idbvel bejar-
Ja az egész N-dimenzids hiperfeliletet. annak barmely pontja-
nak tetszés szerinti kicsiny koérnyezetébe eljut.
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Amennyiben viszont talalhatdék olyan n™ és n™ egész szamok,
melyekkel fennall, hogy

ni““i = nk\ *

ugy a p = rKcfK-rij» mennyiség idbéderivaltja nulla. Masrészt p
maga ugyan nem egyértékl fiuggvény, de a bizonytalansaga 2n
egész tobbszorése, i1gy trigonometrikus fuggvényei (l. simp,
cos2t]j, .-.) mar egyértékiek. Illyen esetben a 1.,I-,...,1,, ha-
tasvaltozok mellett létezik még egy (tbbbszorés frekvencia-
elfajuldas esetén még tobb) egyértéki mozgasalland6, s igy a
fazispont nem a teljes N-dimenzids téruszt, hanem annak csak
egy alacsonyabb dimenzids alterét jarja be.

F .7 KAOSZ RETARDALT RENDSZEREKBEN

A szabalyozott rendszerek nagy része nem irhaté le egyszerl(
differencialegyenletekkel, ugyanis figyelembe kell venni azt a
tényt is, hogy egy kils6é hatasra adott valasz nem pillanatsze-
rGi, hanem &atlagosan valamilyen x késleltetési i1d6 malva alakul
csak ki. Az ilyen tipusu jelenségek széles koréhez a

= F(&x(®) ,.xx®) F7.D)

retardalt differencialegyenlet rendelhetd hozza, ahol x (di-
menzidtlan) mennyiség, XT X id6vel korabbi értéke:

XT@® Ex@ - X , (7.2

s F nemlinearis figgvény. Az (F7.1) egyenlet egyértelmd megol-
dadsahoz az szikséges, hogy x(t)-t egy X hosszlusagu intervallu-
mon ismerjik. A rendszer tehat végtelen-dimenzids allapotérrel
jellemezhet6 (ennyiben analdg a parcialis differencialegyenlet-
tel leirhatd rendszerekkel), s tanulmanyozadsa a kaosz szempont-
Jabol azért kulonosen érdekes, mert informaciot nydjt arra vo-
natkozdan, hogyan jelenik meg és fejl6édik tovabb a kaotikus
viselkedés nagy szabadsagi foku rendszerekben.
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A tovabbiakban az

= g(Xq) - yx F7.3
egyenletet vizsgaljuk, ami azt fejezi ki, hogy az X mennyiség
utanpotlas hianyaban y relaxacios idével bomlik le, keletkezé-
si Uteme viszont nem alland6, a x id6ével korabbi értéktol
figg - a g(x») figgvény szerint megadott médon. Azt kivanjuk
folderiteni, milyen hatassal van a T késleltetési i1d6 novelé-

se az egyenlet megoldasaira, azaz a T-t kontrollparaméternek
tekintjik. Konkrét valasztasként a

gk ) = - (F7.4)
T 1+x9

alakot tekintjuk. A numerikus szadmolasok eredménye az
a=20,2 , y = 0,1 , c = 10 (F7.5)
értékekre vonatkozik majd.
Az (F7.3) egyenlet linearis stabilitas-vizsgalata a stacio-

narius megoldas koérial altalanosan is elvégezhetd6. Az xgq sta-
cionarius megoldast a

g(x0) = YX0

Osszeflggés hatarozza meg. Az ezen pont kdornyezetében érvényes
linearis egyenlet a

6X = X - X0 , 6XT = XT - X0
jeloléssel

@) = g"(XQ)BXT - yéx (F7.6)

alakl. Keressik a megoldast a 6x ~ eAt feltevés alapjan, ahol
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és r ill. w valés szamok. (F7.6)-bol
X = g"(xo)e-(r+iw)T - vy

adédik, aminek valds és képzetes részébdl két egyenletet ka-
punk:

r = g"(xQ)e rT cosiox - y

= -g"(XQ)e rr simor
Atrendezés utéan
r=-y- (ccg<o) ,
©="Mg"(xQ)]12e_2rT - (r+Y)2 =

A i = O hataresetben r = g=(xQ)-y, amirél foltesszik, hogy ne-
gativ, tovabba = 0. A fenti transzcendens egyenletrendszernek
pozitiv T értékek mellett végtelen sok megoldasa van, de ele-
gendfen kicsi t esetén az r szamok mind negativak. xQ akkor
veszti el stabilitasat, amikor a legnagyobb r megoldas elgjelet
valt. Az ehhez tartozo kritikus késleltetési i1d6 az

o© ctg(i0T) = -y

egyenlet legkisebb (nem zérus) megoldasa. A T £ x* tartomanyban

OC=41y cor 2 " y2

frekvenciaju hatéarciklus alakul Ki.

Tovabbi bifurkaciok mar csak szamitdgépes eljarasok igénybe-
vételével hatarozhatdok meg. g-nek (F7.4)-gyel megadott alakja
esetén az (F7.5) paraméter értékek mellett a kovetkezd viselke-
dést talaltak [175]: az xQ = 1 stacionarius megoldas a
tc ~ 4,53 késleltetési id6 elérésig stabil. Ezutan, a
4,53 < T < 13,3 tartomanyban egyszerld hatarciklus lesz az att-
raktor, majd x = 13,3-nél a keringési i1d6 megduplazodik. Ezzel
peridduskettb6z6 bifurkacio-sorozat indul meg, s tart a
T = 16 torlddasi pont eléréséig. A x™ folotti tartomanyra
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kilonoés attraktor jelenléte jellemzd, megszakitva periodikus
ablakokkal. Az F7.1 &bra a trajektéridk futasat mutatja - a
tranziensek kihalasa utan - az x(t), x(t-x) sikon egy torlodasi

pont alatti (2T-periddusi), és harom kaotikus viselkedésl eset-
ben.

F7.1 &bra. Az (F7.3)-(F7.5 rendszer megoldasabdl
szerkesztett x(t), x(t-x) grafikon. A késleltetési
id6 értékei: a) T = 14,0 < Too/™H) x = 17,0 > Xxi0;
©) x = 23,0 > x0N, d) x = 300 » xM

Az eltérb x értékekhez tartozé kulonds attraktorok kvantita-
tiv megkilénbdztetésére is lehet6ség nyilik a Ljapunov-exponen-
sek spektrumanak meghatarozasaval. Kozvetlenil xx folott még
csak egy pozitiv Ljapunov-exponens jellemz6 a rendszerre,

X = 30-ra mar kett6, x = 100-ra hat, x = 350-re pedig hisz po-
zitiv exponens tartozik az aramlashoz. A pozitiv Ljapunov-ex-
ponensek szamaban linearis novekedési tendencia figyelhetd

meg - nem szabad azonban megfeledkezni arrél, hogy a Ljapunov-
exponensek a x kontrollparaméter fluggvényében hasonléan bonyo-
lult valtozast mutatnak, mint az egydimenzids leképezésekben,
hiszen a periodikus attraktorokhoz tartozé x értékek esetén
minden Ljapunov-exponens negativ.
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Vizsgalhaté az is, hogyan figg a kuldnoés attraktor Haus-
dorff-dimenzidja a késleltetési i1d6td6l. A kozvetlen szamolas

[175] meger6siti, hogy az (F5.6) becslés j6 kdzelitéssel ér-
vényes nagy i értékekre is. Nem sokkal folott az attraktor
dimenzidja 2,1, mig T » 200-ra 20 (1) koruli érték. A ndveke-
dés linearis tendenciat mutat.

A konkrét végtelen-dimenzidés rendszerre vonatkozé szamito-
gépes szimulalas tanulsaga tehat a kovetkez6kben foglalhatd 6sz-
sze. A kaosz kialakulasa itt is hasonlé médon torténik, mint
kevés szabadsagi foku rendszerekben; bifurkacié-sorozat utan
(alacsony dimenziés) kulonds attraktor jon létre, annak elle-
nére, hogy lehetséges lenne bonyolult kvaziperiodikus mozgas-
formak kialakulasa is; ez alatamasztja Ruelle és Takens alli-
tasat, miszerint a kulonds attraktor megjelenése tipikus. A
kontrol lparaméter novelésekor a kuldnoés attraktor egyre bonyo-
lultabba valik abban az értelemben, hogy dimenzidéja egyre ma-
gasabb lesz.

Az (F7.1) tipusu egyenletek alkalmazasa igen széleskord le-
het, az elektronikatél kezdve a biologian keresztil egészen
gazdasagi jelenségek modellezéséig. Konkrét példaként csupan
az un. dinamikai betegségek (Id. [176] és az abban 1év6 hivat-
kozasok) leirasat emlitjuk. Dinamikainak az olyan betegsége-
ket nevezzik, melyek a szervezet szabalyozé rendszerének dina-
mikajaban létrejoévé valtozas kovetkezményei: El6Fordulhat,
hogy a normalis allapotban oszcillalé rendszer leall vagy sza-
balytalan médon kezd viselkedni, illetve az is, hogy az egyéb-
ként stacionarius rendszer oszcillacidkba kezd. A dinamikai
betegségek korébe tartoznak példaul a 1égzési rendellenessé-
gek, a vérképzés és a szivmikddés bizonyos zavarai, valamint
szamos idegrendszeri megbetegedés, mint az epilepszia, almat-
lansag, skizofrénia stb. Konkrétan, az (F7.3-4) egyenleteket a
leukémia egy fajtajaban a véralkotérészek koncentracidjanak
id6flggésében tapasztalt valtozasok leirasara vezették be
[176] -
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1. KAOSZ HOMOGEN KEMIAI RENDSZEREKBEN

1.1 Kisérletek
»
Az els6 reakcid, melyben kémiai kaosz jelenlétét kimutattak,
egy enzim-reakci6é volt [1], az ezt kovetd kisérletek azonban
els6sorban a Bjelouszov-Zsabotvinszkij-reakciéra (BZ-reakciodra)
[2,3] vonatkoztak, mely az egyik legjobban ismert periodikus ké-
miai folyamat [4-7]. A BZ-reakci6é polikarbonsavak savas bromat-
tal torténd katalitikus oxidacioja. Altalaban malonsavat
(CH2 (COOH)2) hasznalnak, amit natrium-bromattal (NaBr03> oxidal-
nak kénsav jelenlétében, s a katalizald cérium-ionokat valami-
lyen cérium sébol (pl. Ce2(S04>3) nyerik. A homogenitast az ol-
dat allandd keverésével biztositjak. A koncentraciok viszonylag
széles tartomanyaban egyszerl vagy bonyolultabb [8,9] oszcilla-
ciok lépnek fol. Ezek amplitiudéja zart rendszerben lassan csok-
ken, adott Osszetétell oldat folytonos ataramoltatasaval (nyilt
rendszer) azonban el lehet érni, hogy a jelenség szigoruan pe-
riodikus legyen. Kaotikus viselkedést el8sz6r bonyolult oszcil-
laciokhoz kozeli koncentracidk esetében Figyeltek meg. Az els6
mérések [10-12] még csak arra szoritkoztak, hogy kimutassak a
kaotikus tartomanyok létezését, késBbb azutan lehetségessé valt
az is, hogy valamely kontrollparaméter fokozatos valtoztatasa-
val az esemélynek egymasutanjat is megallapitsak. Ez el8szor
1979-ben sikeriult [13].

Kontrol lparaméterként altalaban az ataramlasi sebességet
(v), vagy az un. tartozkodasi idét (1) hasznaljadk. Ez utébbi a
reaktor térfogatanak és az aramlasi sebességnek a hanyadosa.
Nagy v értékek esetén beall egy stacionarius allapot: a rend-
szer folveszi az ataramlé oldatban 1év6 koncentréacidkat. Nul-
lahoz tartdé aramlasi sebességnél viszont a termodinamikai
egyensulyi allapot alakul ki, a tranziensek kihalasa utan. Bo-
nyolult id6fliggs viselkedés tehat kozepes v értékeknél varhaté.

A [13] kisérletben az aramlasi sebességet 2,9 ml/perc mini-
malis értéktél novelték. Az emlitett stacionarius allapot
5,5 ml/perc folott (& < 4,6 perc) allt be. A négy csatornan be-
aramlé oldatban a malonsav, natrium-bromat, kénsav, cérium-ion
koncentréacié rendre 0,3 ,0,14 ,0,2 és 0,001 m6l/1 volt. A hé-
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mérsékletet 25 C°-on stabilizaltak. A mért mennyiség a Br
centracio6 volt,

kon-
melyet bromid-szelektiv elektréd potencialjanak
mérése alapjan hataroztak meg. Az aramlasi

sebesség novelésével
kalo6nb6z6,

tobbcsucsu periodikus oszcillaciok alakultak Ki.
rom tartomanyban nemperiodikus viselkedést figyeltek meg, min-
degyikben a megel6z6, s a kovetkezd periodikus tartomanyra jel-
lemz6 jelalak keveredett, szabalytalan médon (Id. 1.1 &bra).

Ha-

1.1 &abra. A bromid-szelektiv elektréd potencialjanak
id6flggése a [13] kisérletben: a) v=4,06 ml/perc, pe-
riodikus, b) v=4,31 ml/perc, nemperiodikus,
c) v=4,34 ml/perc, periodikuse



A kisérletben tapasztalt teljes eseménysort az 1. téablazat
foglalja Ossze; a megfeleld jelalakok az 1.8 és 1.9 abra balol-
dali oszlopaban lathatok. A tablazat feltinteti a mért aramlasi
sebességet (melyet = 0,01 ml/perc pontossaggal stabilizaltak),
valamint azt, hogy hany csicsi jelek fordulnak el az adott
tartomanyban, s hogy periodikus (P) vagy nemperiodikus () a
viselkedés a tranziensek eltilinése-utan. Az egyes jelalakok 48
oran keresztul is fennmaradnak, nem mennek &t spontan egymésba,
s6t még kiuls6 perturbacidkkal (@ keverés rovid ideji lealli-
tasra, vegyszerek bejuttatasa a reaktortérbe) szemben is sta-
bilak. A rendszer ugyanezeken az allapotokon megy keresztil
akkor 1is, ha az aramlasi sebességet 5,5 ml/perc értékr6l csok-
kentik (hiszterézist nem figyeltek meg). A kisérlet jol repro-
dukalhato.

4

I. tédblazat. A [13] kisérlet eseménysora

v [ml/perc] tipus

2,91 1 csucs P
3,76 1 csucs + 2 cslcs P
4,06 2 csulcs P
4,31 2,3 csucs N
4,34 3 cslcs )
4,51 3,4 csucs N
4,62 4 csucs P
4,76 4,5 cslcs N
4,81 5 cslcs P
5,37 sok csucs P
5,42 1 cstucs (sok amplitudd) P
5,50 stacionarius

Az aramlasi sebesség novelésekor kvalitativen hasonld visel-
kedést tapasztaltak mas koncentracio-tartomanyban is [14,15].

Végeztek mérést arra vonatkozoéan is, hogy milyen eseménysor
alakul ki az aramlasi sebesség kis értékeinél. A [16] Kisér-
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letben a T tartézkodasi id6 0,5 6ra és 4 6ra kozott valtozott,
lIényegében ugyanazon koncentracidk mellett, mint [13]-ban,
ahol viszont a tartdozkodasi id6 0,08 o6ra és 0,2 kozott volt.
(Egyelbre nincsenek mérések a 0,2<x<0,5 intervallumbol.) A
[16] kisérlet azt mutatta, hogy periodikus és nemperiodikus
tartomanyok valtogatjak egymast T novelésekor. A periodikus
tartomanyban fellép6 cslcsok szama egyesével novekszik; a nem-
periodikus tartomanyban kialakuldé amplitidék jelentés ingado-

zast mutatnak (Id. 1.2 abra).

1.2 abra. A bromid-szelektiv elektréd potencialjanak
idéfuggése a [16] kisérletben: a) T = 0,49 Ora,”pe-
riodikus, b) T = 0,90 6ra, nemperiodikus, ¢) T = 1,03
6ra, periodikus

A teljes eseménysort az 1.3 abra szemlélteti.olyan periodi-
kus tartomanyt jeldl, melyben k csucs (egy nagy amplitudéjua,
k-1 kis amplitudéju) jelenik meg. Nk a Pk és Pk+l kozott 1évd
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nemperiodikus tartomany. P" (a termodinamikai egyensuly kodze-
1ében kialakuld) kis amplitidddju sinus-rezgés tartomanya.

1.3 abra. A [16] kisérletben tapsztalt ese-
ménysor

1.2 A kaotikussag vizsgalata

Lényeges kérdés annak eldontése, hogy a nemperiodikus tarto-
manyokban tapasztalt viselkedés ténylegesen kaotikus-e. Ennek
érdekében a mérési eredményeket kulonbdz6 médszerekkel anali-
zaltak .

Az egyik médszer a B(t) bromid-ion potencial Fourier-transz-
formalasa. A periodikus tartomanyokban a periddusidének megfe-
lel6 frekvencianal és ennek felharmonikusainal megjelenik egy-
egy éles cslcs. A nemperiodikus tartomanyokban az éles csucsok
eltlnnek, s a spektrum kiszélesedik [16-18] (Id. 1.4 &bra).

A rendszer dinamikajara jellemz6 fazisgorbék szerkesztheték
abban az esetben is, ha csak egyetlen mennyiséget (jelen eset-
ben B (t)-t) mertek [19]: az egyik lehetb6ség az, hogy az egyes

tengelyekre a B(t), B(t+T), B(t+2T), ... mennyiségeket rajzol-
Jjuk fol, ahol T tetsz6leges id6eltolasi érték, a masik pedig
az, hogy B@® mellett a B(t), B(t), ... id6-derivaltakat &bra.-

zoljuk. (A két médszer kombinalhatd is.) A kétdimenzids fazis-
gorbék azt mutatjak, hogy a periodikus tartomanyokban hatar-
ciklus alakul ki, a nemperiodikus tartomanyokban viszont joéval
bonyolultabb az attraktor [16-18] (Id. 1.4 abra).
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1.4 abra. A bromid-szelektiv elektrdd potencialjanak
teljesitmény-spektruma és a B(t), B(t+ 8,8sec) meny-
nyiségek altal definialt allapottérbeli gorbék a [16]
kisérletben: a a P. tarotmany ( = 0,49 ¢ra),

b) az tartomany x = 0,90 ¢ra).

A haromdimenzidés Tazisgorbék vizsgalatabdl kiderilt, hogy
az attraktor jo kozelitéssel fellleten helyezkedik el [17,18] .
Poincaré-metszete tehat egydimenzidés, ezért jogos a rendszerre
jellemz6 egydimenzids Poincaré-leképezéseket vizsgalni. igy
példaul a [13] mérés els6 nemperiodikus tartomanyaban a bromid-
-szelektiv potencial minimalis értékeinek (Id. 1.1b abra) re-
kurzidja az 1.5 abran megadott figgvényt rajzolja ki [17,20] .
Hasonld eredmény adoédik a [16 ] kisérlet tartomanyaban is az
1.4b abran feltintetett fazisgorbe Poincaré-metszetén (szagga-
tott vonal) megjelend doféspontok rekurzidjaként [18]. Az 1.5
abran feltintetett Poincaré-leképezés a kontrollparaméter val-
toztatasakor els6 kozelitésben csak annyit médosul, hogy 6nma-
gaval parhuzamosan eltolddik (ha a tartézkodasi id6 csokken,
akkor fugg6legesen lefelé) [20].
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1.5 abra. Poincaré-leképezés: A bromid-ion potenciéal
minimumainak rekurzidéja a [13] mérés els6 nemperio-
dikus tartomanyaban (x = 6,01 perc) [17]

A Poincaré-leképezés ismeretében kénnyen meghatarozhaté a

X . h,, 1™~1og2 |g]- a.n
s
ahol (dy/dx)™ a leképezés iranytangense az

Ljapunov-exponens,
feltintetett mérési

i-edifc iteracios értéknél. Az 1.5 abran
pontokbdl

| » 0,62 4 1.2

adodik [17]. X pozitiv volta azt jelzi, hogy a szomszédos tra-
jektoriak divergalnak, s a rendszer viselkedése kaotikus.

A kaotikus viselkedés velejaréja az, hogy az informaci6é, me-
lyet az adott pontossaggal ismert kezdeti érték jelent, véges
szamu iteraciods lIépés utan elvész. A Ljapunov-exponens nagy
pozitiv értéke esetén az informaciovesztés gyors. Altalanosan
igaz [21], hogy I informacio

N = I/X 1.3)
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lépés utan vész el a X (0) exponenssel jellemzett kaotikus al-
lapotban .

A [13] kisérletben a bromid-szelektiv elektréd potencialjat
2“8 relativ pontossaggal mérték. (1.2) és (1.3) szerint ez az

informacio
N = 8/0,62 «13 .9

Iépésben vész el (az els6 nemperiodikus tartomanyban), Az ered-
mény kvalitativ ellenbrzéseként elvégezték a kovetkezd numeri-
kus kisérletet [17]: A 0-tol 255-ig futd skalan kezdéfeltétel-
ként valasztottak tiz kozeli értéket 159,5 és 160,4 kozott. A
kovetkez8d iteracids értékeket az 1.5 abran feltintetett flgg-
vény segitségével szamitottdk ki. A harmadik iteracids lépésig
a trajektéridk gyakorlatilag egyutt maradnak, az otodik 1épés-
nél a szétszordédas mar nyilvanvald, s a tizedik iteracio utan

a teljes rendelkezésre allo tartomanyt beszorjak a pontok

(Id. 1.6 abra).

1.6 abra. A kozeli értékek szétszoérodasa

Mindezek alapjan jogosan mondhatjuk, hogy az 1.1 fejezet-
ben leirt kisérletekben talalt nemperiodikus tartomanyokban
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ténylegesen kaotikus viselkedés tapasztalhaté. A kisérleti mod-
szerek érzékenyebbé valasaval az eseménysor finom strukturajéa-
nak felderitése varhatd. Annyit mar mostanaig is sikerilt Ki-
mutatni [18], hogy a tartomanyban felé kozeledve perié6-
dus kettbz6dés torténik, melyet 2,4,8 periddusig tudtak nyo-
mon kdvetni. Mindez arra utal, hogy a kaotikus viselkedés a
Feigenbaum-féle forgatékonyv szerint alakul ki. A kaotikus-
-periodikus tartomanyok valtakozasa parhuzamba allithaté [15]
a logisztikus leképezésnél talalt kaotikus-periodikus &tmene-
tekkel [22]. (Nem szabad azonban elfelejteni, hogy az 1.5 &bréan
lathaté Poincaré-leképezés alapvetéen kilonbozik a logiszti-
kustél; az univerzalitas csak a kaosz kialakulasara érvényes.)
Végezetul megjegyezzik, hogy ugyancsak a Bjelouszov-Zsabo-
tyinszKkij-reakcidban, de az itt ismertetett kisérletekben
hasznalttol lIényegesen eltérd koncentréacié-tartomanyban, talal-
tak intermittenciat is [23,15].

1.3 ElIméletek

Miel6tt az 1.1 fejezetben ismertetett kisérletekben megfi-
gyelt eseménysor elméleti értelmezésére tett proébalkozasokkal
foglalkoznank, érdemes megemliteni, hogy a kémiai kaosz kuta-
tasara iranyuld kisérletek megindulasaban lényeges szerepe volt
annak, hogy O.E. Rossler 1976-ban egy egyszer( harom-komponensi
reakcio-modellel Kkimutatta, hogy kémia rendszerben is fellép-
het kaotikus viselkedés [2] .

A BZ-reakciodban talalt kisérleti eredmények elméleti magya-
razatanak megkisérlésekor természetesnek tlinik a kinetikai
egyenletekt6l torténd indulas. Az analitikai vizsgalat [4 ]
szerint azonban a teljes folyamat tdbb mint hisz reakciét tar-
talmaz, s mindegyik nyomonkdvetése meglehetésen reménytelen.

Az egyszer(ibb leiras érdekében ki kell tehat valasztani a leg-
fontosabbakat. o6t reakcidé latszik kiulondsen lényegesnek, me-
lyekben a bromat, bromit, bromid és a Ce ionok vesznek részt.
A reakcidnak ez az ot-lépéses modellje az Un. Oregonator [5],
melynek egyenletei a kodvetkezbek:
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A+ X ———*2X + Z, @.5)

k4
Z —>»Y,
k5
ahol az egyes beti(k jelentése: A = BrO,~, X = HBrOo, Y = Br—~,
Z = 2Ce . P, Q semleges termékeket jeldol. Mivel a bromat kon-

centracié még zart rendszerben torténd reakcidban is csak igen
lassan valtozik, A koncentraciojat allandonak tekinthetjik.

Dimenziotlan egységekben (1.5)-bdi a koévetkezd nemlinearis Ki-
netikai egyenletet kapjuk [6,7]:

X =s(y -xy +X - gx2), (1.6a)
Y =-<-¥Y - xy + z), (1.6b)
i =wx - 2), (@.60)

ahol az Uj valtozok és a koncentraciok kozoétti kapcsolat:

k2tq]
K = KATAT *
_ k2[¥]
Yy = KJ[AT -
k2k5[Z21

Z-kr3@1?
a paraméterek:

,TK7 2k1k4 k5

Vk7 -~ q=-k~T * w =r- .8)
1 23 1TK AR
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és a pont a tf — k™K A -t valtozé szerinti derivalast jelo-
li. A mérések alapjan becsult sebességi-allandd értékekkel

q ~ 8*%10-6, s s 77. Mivel s nagy szam, (1.6)-bol leolvashaté,
hogy X kapcsol6 valtozdé, ami dsszhangban van azzal a megfigye
léssel, hogy a HBr0O2 koncentraci6ja lényegében csak két érté-
ket vehet fol. Ha a reakci6 nem zart térben torténik, az (1.6)
egyenletek jobboldalan megjelenik egy aramlasi tag is, mely
leirja, hogy adott anyagmennyiség atlagosan x ideig tartézkod-
hat a reaktorban. Az (1.6a-c) egyenletekben ezek az aramlasi
tagok rendre (x-xQ)/x, (y-yQ)/T, (z-zQ)/x-val aranyosak, ahol
X ,Yy ,Z az egyes anyagok koncentraciéja a bearaml6é oldatban,
az uj valtozokkal kifejezve.

Az Oregonator modell kielégité leirasat adja a BZ-rakci6
egyszerl oszcillacios jelenségeinek. A Kkisérletekben talalt
bonyolultabb periodikus valtozasok viszont csak
az (1.5) reakcio6-rendszer méodositott valtozataival (pl.s
[25,26]) értelmezhet6k. Egyeldre vitatott kérdés azonban, hogy
a szamos moédositott valtozat kozul melyik tekinthetf kémiai
szempontb6l a legredlisabbnak. A helyzetet neheziti, hogy az
egyes reakciodk sebességi—-allanddi csak nagyon pontatlanul is
mertek.

Ezek utan nem meglep6, hogy az Oregonator modell szamitogé-
pes szimulacidi soran (a sebességi-allandok kémiailag megenge-
dett tartomanyaban) nem tapasztaltak kaotikus viselkedést. A
médositott valtozatokban azonban sikerult kaotikus fazisok
jelenlétét kimutatni [27,28,16]. Kozuluk a [16]-ban ismertetett
prébalkozas tinik a legbiztatdobbnak ugyanis visszaadja a
P1,N1,P2,N2,... eseménysort (Id. 1.3 abra), noha a szamitott
és a mért értékek kozott egy tizes faktor eltérés mutatkozik.
A vizsgalt modellben egyébként egy negyedik anyag koncentraci6-
jat is valtozonak tekintik, s mindegyik reakciot reverzibilis-
nek tételezik fol (tiz reakcidallandol).

A fentitdl alapvetben kilonbdz6 megkodzelitési méd a kovet-
kez6 [29]. Tekintsik az
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Xx=hx+y+0,1z ,

y = “x* @.9)

ei = f(,2) = th[I00(L + 4z - 16Q] - 4@ + X + X3)

egyenletrendszert, melyben e << 1, tehat z kapcsolé valtozé.
(Ilyen tipusu egyenletekkel mar talalkoztunk [30].) A stacio-
narius megoldas: xq = 0, yQ n -1/40, zq « 1/4, mely stabil

h < hO-ra® ah°l hQ u 0,1, és instabil h > hQ-ra. Az (1.9
egyenlet numerikus megoldasaval kapott z(t) fuggvény (e = 0,1
esetén) h(>hQ) valtoztatasaval hasonl6 jelalakot ad, mint a
[13] kisérletben mért bromid-ion potencial (Id. 1.8 és 1.9
abra). Ez kvalitativan megérthetd az (1.9) rendszerhez tartozé
Poincaré-leképezés alapjan. Mivel kis x-ekre x » -(z-z ), a
linearis rendszer kénnyen megoldhaté, s a zi+l r zVeqjhrOi-O,D]
leképezést kapjuk. Ez mindaddig érvényben marad, amig el nem
érink egy z* értéket, ahol megtorténik az atkapcsolas az
f(x,z) - 0 felilet masik levelére. A z» = z* pontban a leképe-
zésnek szakadasa van. A z > z* tartomanyban a leképezés csak
numerikus médszerekkel hatarozhaté meg [29]: ebbdl az addodik,
hogy a zi+,(z..) figgvénynek valamely zm > z* helyen minimuma
van (Id. 1.7 &bra), ami lényeges 0j tulajdonsag a [30]-ban
vizsgalt Poincaré-leképezésekhez képest.

Az egy pulzuson belidli csucsok szama a z*-nal kisebb z-ér-
tékl iteraciok szamanal eggyel nagyobb. Mivel h csokkentésével
az egyenes szakasz meredeksége kozeledik a szogfelezb6éhez, az
egy pulzuson beluli cslcsok szama noévekszik.

A z helyen 1év6 minimum létezésének alapvetd kovetkezmé-
nye, hogy zm kornyékén a trajektéoriak kontrahalddnak. Ezért
érthet6, hogy ha valamely zm korili pont n-edik iteracidja
szintén zm kozelébe kerul, akkor a h kontrollparaméter viszony-
lag széles tartomanyaban kialakulhat stabil n elemli hatarcik-
lus. Ha a feltétel nem teljesil, kaotikus viselkedés varhato,
h csokkentésekor a kaotikus tartomanyok mindig két periodikus
tartomany kozott jelennek meg. h < hQ-ra a z = 0 fixponthoz
jutunk (Id. 1.8 és 1.9 &bra).
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1.7 &bra. Az (1.9) rendszer Poincaré-leképezése
(egyben z(t) maximumainak rekurzidja)

Az (1.9) egyenlet természetesen nem irhat le kémiai reak-
ciot. A fenti vizsgalat jelent6sége az, hogy a Poincaré-leké-
pczések tanulmanyozasara felhivja a figyelmet. Lehetséges,
hogy az 1.7 abran bemutatott Poincaré-leképezés reakciodkineti-
kai egyenletekbdl is koévetkezhet. Erdekes kérdés az
adodhat (adodhat-e) a fenti ill. a mérés alapjan meghatarozott
Poincaré-leképezésekb6l (Id. 1.5, 1.7 &bra) azonos eseménysor.

osszefoglalasként azt mondhatjuk, hogy a BZ-reakcidban ta-
lalt kaotikus viselkedés Kkielégité elméleti értelmezése egye-
16re varat magara.

is, hogyan
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1.8. abra. A BZ-reakcioban mért Br —potencial kulonboz6 v érte-
kekre (baloldali oszlop), az (1.9) rendszermegoldasa: z(®) (3
zépen) kulonbtzé h-k esetén, és a Poincaré-leképezés (jobboldali
oszlop). Kulénos attraktorok: pontozott négyzet; stabil periodi-
kus pontok: kis korck. &) egy cslcs, periodikus (v=2,91 ml/perc,
h=0,3); b) egy cslcs+két cslcs, periodikus (v=3,76 ml/perc,
h=0,25); ©) két csics, periodikus (v=4,06 ml/perc, h=0,2);

d) két, harem cslics, nemperiodikus (v=4,31 ml/perc, h=0,188);

€) harem csics, periodikus (v=4,34 ml/perc, h=0,18); f) harom,
négy cslics, nemperiodikus (v=4,51 ml/perc, h=0,1652)



1.9 dbra. Mint az el6z6 dbran, a) négy cslcs, periodikus
(v=4,62 ml/perc, h=0,16); b) négyet csucs, nemperlodlkus
[z(t)—ben harom cstcs is ] (v=4,76 ml/perc, h=0,1501); c) ot
csics, periodikus (V4,81 ml/perc, h=0,148); d) sok cslcs

[a mérésben periodikus, a szamolasban nemperiodikus]

(5,37 ml/perc, h=0,12); e) kis amplitidéju rezgés

(5,42 ml/perc, h=0,1004); ) stabil Ffixpont (v=5,5 ml/perc,
h=0,08)
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2. KAOSZ INHOMOGEN KEMIAI RENDSZEREKBEN (KEMIAI TURBULENCIA)
2.1 Bevezetés

Az inhomogén (hem kevert) kémiai rendszerekben kialakulé
kaosz joggal nevezhet6 kémiai turbulencianak, hiszen ilyenkor
id6ben is és térben is szabalytalan viselkedést mutat a rend-
szer. Kvantitativ kisérletek végzése rendkivili nehézségekbe
Utkozik, mert a kémia reakcio mas (pl. hidrodinamikai) szabad-
sagi fokokkal csatolddik. Az eddigi kisérletek inkabb csak
kvalitativen jelzik a jelenséget [31], melyben az egyes anya-
gok diffuzidéja nyilvanvaléan alapvetd§ szerepet jatszik.

A kémiai turbulencia megkdzelitésében egyelbre tehat els6-
sorban elméleti modellekre vagyunk utalva. A térbeli inhomoge-
nitasok leirasa természetesen parcialis differencialegyenle-
tekkel torténik. (Altalanosan fogalmazva, a turbulencia par-
cialis differencialegyenletek kaotikus megoldasaival kapcso-
latos.)

2*2 Az altalanositott Ginzburg-Landau-egyenlet

A legegyszerilibb, disszipativ struktira kialakulasat mutato
reakci6é-modell az un. Brusselator [6], ami a kévetkez6, harom-
-molekulas Utkodzést is tartalmazé absztrakt kémiai rendszer:

A X ,

B+ X @Y +D ,
2.1
2X + Y a 3X, ¢ )

X = E,

melyben az A és B anyagok koncentraciéjat konstansnak szokas
tekinteni (nyilt rendszer). A sebességi-allandokat az egysze-
riség kedvéért egységnyinek valasztva, s a diffuziét is figye-
lembe véve az X és Y anyagok x(r,t) ill. y(r,t) lokalis kon-
centraciora a
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Wy = a - bx - x - x2y + B AX,
2.2)
= bx - x2y + DMy

egyenletrendszert kapjuk, ahol A a Laplace-operator, DV, az
X ill. Y diffuziés allandéja, a, b pedig az A ill. B anyag
(konstans) koncentracidja. Kontrollparaméterként a b mennyisé-
get valtoztatjuk.

Amennyiben a Dx/D arany elegend6en nagy, a b paraméter
csokkentésekor olyan instabilitas Iép fol, melynél hatarciklus
alakul ki, s a homogén stacionarius megoldas elveszti stabili-
tasat [6]- A kritikus érték bc = 1+a . Az instabilitasi pont-
hoz kozel megjelenik egy lassan relaxalé moédus. A gyors médusok
ennek mozgasat kovetik, igy a rendszer viselkedését alapvetben
a lassan relaxald modus viselkedése szabja meg. Ez utébbi amp-
litidéjat szokds rendparaméternek nevezni; altaldban komplex
mennyiségként irhat6é. A Brusselatorban a linearis analizis
alapjan a <>(r,t) rendparaméter [32,33] :

b=-2 X-y vV, @3

relaxacios frekvenciaja

0 = (b-bc)/2 + ia. Q.4

A gyors médusok az adiabatikus eliminalasi médszerrel [3]
kikiszob6lhet6k, s a rendparaméter mozgdsara az instabilitéasi
pont kdzelében az alédbbi tipusu nemlinearis egyenletet kapjuk
[32,33], melyet - mivel a benne szerepld paraméterek komplexek
- altalanositott Ginzburg-Landau-egyenletnek nevezink;

-ty = ~u2¢ + aAp - udlp2¢. 2.5)

A Brusselatorban u2 megegyezik a (2.4)-gyei definialt w-val,
tovabbéa
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D_+D -D
a= ‘22X« ja X Y - .6)
» _ 2¥2a~ , . 4-Ta2+4a n\
ud = ~~2 + I ——=- 21— ° -7
2a 6a

A (2.5) egyenlet jelent6ségét az adja, hogy altalanos két-
komponensi autokatolitikus reakcio-rendszerre (s6t altalaban a
hatarciklusra vezet§ instabilitasok széles osztalyara) [ 35,36]
belathat6é, hogy a lassan relaxalé médus mozgasegyenlete (2.5),
s a kontrollparamétert6l valdé fuggés csak ™ valOs részében
lényeges, ami linearisan tinik el az instabilitasi pontban:

u2l> = fic - X- .8)

Itt A az alkalmas egységekben mért kontrollparaméter, Ac pedig
kritikus pontbeli értéké. Stabil, homogén megoldas akkor Ié-
tezhet csak, ha a(l) és u’(l) pozitiv. Az alabbiakban a (2.8)
paraméterezést hasznaljuk.

A hatarciklus-megoldas megkeresése érdekében tegyuk fol,
hogy az aszimptotikus allapotban (t +» <) a rendparaméter
<>r,© = ¥exp (-iwrct) alaku, ahol ¥ valdés mennyiség. (2.5)-be
behelyettesitve a

4Y-1lwlc + u2 +un"2) =0 .9

feltételt kapjuk. A > Ac~re a, (2.9) valOs részébsl adodo,
uild A-A

megoldas stabil. A Y amplitiddéju hatarciklus frekvencigjat
(2.9) képzetes része hatarozza meg. Ebb6I

wlc = u22) + ui2)y2 =u22 + YHTY (@1 " V* (2-11)
ud

Az amplitidé tehat A-Ac gyokével, a frekvencia pedig els6 hat-
vanyaval novekszik. (A valds egyutthatdéju esetben w”c*re ter-

* Komplex szamokra a kovetkezd jelolést hasznaljuk: Re z= z~ \
Im z= z(2).
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mészetesen nulla adédik.) A bifurkdcidés diagramot a 2.1 abra
mutatja.

2.1 é&bra. A hatarciklus amplitiddoja és frekvencigja
a kontrollparaméter flggvényében

A homogén megoldas altalanositasaként X > Xc~re mindig ta-
lalhaté sikhullam-megoldas is. Konnyen ellenérizhetf, hogy ez

—-i(w—"t + gr)
<_E~*—(r,t) = qae n .12
ahol J u<d) + a(@)g2
H-+- 2 Wy —-— . 1)
I ud
* (* 12’ «eo' >
4 uéd ud

és IgK\j(N-X )Ya@ . A fenti megoldas terjed6 kémiai hullamot
reprezental. Hasonld tipusu megoldas adédik a szupravezetés
Ginzburg-Landau-elméletében, ahol a rendparaméter a Cooper-pa-
rok hullamfuggvénye. A kémiai hulldm megjelenése itt tehat
spontan szimmetriasértés eredménye.
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2.3 A fazis-instabilitas

Annak érdekében, hogy megvizsgalhassuk a homogén hatarcik-
lus stabilitasat, vezessuk be a ijj@r,v) = ¢, exp (iwrt)
mennyiséget, aminek szemléletes jelentése: a rendparaméter ér-
téke a hatarciklus frekvencigjaval rezg6 vonatkoztatasi rend-
szerben. Amennyiben tf#(r,t) a homogén hatarciklus-megoldas,
>Mr,t) = ¥, tehat valés. Ha <fX(r,t) kissé eltér a homogén hatar-
ciklus-megoldastol, <X3>(r,t)-nek lesz képzetes része is, valds
része azonban els§ kozelitésben tovabbra is U marad. Tirhatjuk
tehat, hogy = Vexp@@O(r,t)), ahol a p tér fazisa, a
o(r,t) valds mennyiség, joval Kkisebb egynél. A fazis és az ere-
deti rendparaméter kodzotti kapcsolat:

-iw, t 10(r,0
oQ,t) = Ye e .15

A hatarciklus akkor stabil, ha tetsz6leges kezdeti fazis t »-
re egy allandbéhoz tart.

2.5 és (2.15) alapjan meghatarozhat6é a 0 fazis mozgas-
egyenlete. Feltételezve, hogy O id6ben lassan valtozik, azt
kapjuk [37], hogy

1t = afl0 - vAa2o0 + y(V0)2, (2.16)

ahol V a nabla operator,

a = a«l* ¢ a<2>u<2>/u<l>, Q.17

V =-—- -Wy = - , (2.18)
2u2 2(A—AC)

y = a(@>u<2)/u<1> - a(2). 2.19)

A (2.16) egyenlet alkalmas a BZ-reakcidban kialakulé kémiai
spiralok [38] leirasara [39]is, mi azonban most nem a spiral-
-megoldasokkal foglalkozunk, hanem azt vizsgaljuk, mikor vesz-
ti el stabilitasat a 0 = allandd - vagyis a hatarciklusnak
megfeleld - megoldas, makroszkopikus rendszerben. Ennek érde-
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kében attérink a 0:£(t) Fourier-komponensekre. (2.16) lineari-
zalt valtozata ekkor a kovetkez6 alakba irhatd:

D
- = - T#* . (2.20)
ahol a relaxacios id6
Y = ak2 + vk4. 2.21)
a > 0 esetén minden pozitiv, ha azonban a a kombinacidé ne-

a K < kc = /-CT/v"hulldamszamu Fourier-komponensek id&ben

gativ,
a 0 = alland6 megoldas tehat nem stabil.

novekedni kezdenek,

2.2 dbra. A Y], relaxacios i1d6 k filggvényében

Masképpen fogalmazva, ha lerogzitjik az eredeti kontrollpa-

raméter M>~c) értékét, s a (2.16) mennyiséget tekintjuk Uj

kontrol Iparaméternek, akkor a csokkentésével eljutunk a a = 0

ami alatt a homogén hatarciklus megoldas instabilla

pontig,
a kérdés, mi torténik a a < 0

valik. Természetesen meriul fol
tartomanyban.
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2.4 A fazis-kaosz

A fazis-instabilitas utani viselkedés tanulmanyozasa numeri-
kus médszerekkel lehetséges. Ennek érdekében célszer( a (2.15)
egyenletet atirni dimenziotlan mennyiségekrei a < O-ra a

t" = (@2/v)t, r = /-a/v'r, 0" = -(y/a)0 2.22)

valtozokkal a
hé)tl = -["0" - A"20" + (V"07)2 (2-23)

paraméter nélkili egyenletet kapjuk. (2.23) egydimenziés valto-
zataban tehat a rendszer L" hossza az egyetlen adat. A szami-
tégépes szimuldlds szerint elegend6en nagy L"-re a O(x",t")
fuggvény az aszimptotikus allapotban (t° -=» ) minden pillanat-
ban szabalytalan lefutasu [40]s

2.3 abra. A (2.23) egyenlet egydimenzids megoldasa
egy adott pillanatban. L* = 820 (periodikus hatar-
feltételek)

(Hasonl6 eredmények adédnak a (2.5) egyenlet ill. a Brusse-
lator numerikus megoldasakor is a a < 0 tartomanyban [41,12 ].)
A szabalytalan viselkedés kialakuldsanak megértése érdeké-
ben célszerl L"-t valtoztatni. Ha a o (X" ,t)=£Ah (©oosirnx7L")
Fourier-sorb6l két id6fiuggd egyutthatot kivalasztunk, és eze-

294



két egymas fuggvényében abrazoljuk, akkor azt tapasztaljuk

[43], hogy kis L" esetén egyszeri hatarciklus alakul ki, majd
L" novelésekor periddus-kétszerezések kovetik egymast a
Feigenbaum-féle univerzalis exponensekkel az I/ r 16,7 torléda-
si pont eléréséig, ahol kaotikussa valik a mozgas. A (2.22)
megoldasaban L" > I/ esetén tapasztalt szabalytalan viselkedés
ezért joggal mondhaté kaotikusnak. A jelenséget fazis-kaosznak
vagy fazis-turbulencianak szokas nevezni [42].

Mivel a kaotikus viselkedés a fazisban mutatkozik meg, az
eredeti rendapraméter (v.6. (2.15)) mozgasarol azt mondhatjuk,
hogy lokalisan mindenitt hatarciklust latunk, a hatarciklusok
k6zotti szinkronizacid azonban megsziint: a szomszédos hatarcik-
lusok kozotti faziskiulonbség szabalytalanul valtozik (Id. 2.4
abra). Ezt a képet a numerikus vizsgalatok alatamasztjak [42] .

2.4 abra. A fazis-kaosz

Azt a tényt, hogy a kdosz L"-nél kovetkezik be, s el6tte
(L"-ben) periddus-kétszerezés torténik, (2.22) alapjan koénnyen
lefordithatjuk az eredeti valtozék nyelvére: a torlddasi pont,
rogzitett o esetén az L = /-v/a L" értéknél, vagy - és ez a
természetesebb - rotzitétt L esetéf a ac = - vi/2/L2 értéknél
van. Koénnyen lathatdé, hogy mind allandé a, mind alland6é L ese-
tén Feigenbaum-szekvencia torténik. A "fazisdiagram" a o-L

sikon tehat a kovetkez6:
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2.5 dbra. A fazis-kaosz kialakulasa L flggvényében

A fentiekbdl kodvetkezik, hogy L -re ac m0. A 2.3 feje-
zet szerint viszont ilyenkor a fazis-instabilitids is a - 0-nal
torténik. L > @ esetén tehat a Feigenbaum-szekvencia tartoma-
nya Osszezsugorodik. A makroszkopikus méretl inhomogén rend-
szerekben tehat a kaosz kialakulhat egyetlen instabilitason ke-
resztil is.

Végezetul hangsulyozzuk, hogy a (2.16), (2.5) egyenletek
igen altalanosak. 1igy példaul (2.16)-ot hasznaljak az égés so-
ran a langban kialakul6é frontok leirasara [44], a (2.5) egyen-
let diszkrét valtozata pedig alkalmas a forgd hengerek kozott
kialakul6é, Un. Taylor-aramlason végzett kisérleti eredmények
értelmezésére [45]. A fTazis-kaosz sem korlatozédik tehat ki-
zarolag kémiai folyamatokra, sokkal inkabb inhomogén dinamikai
rendszerek altalanos tulajdonsaga.
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1. BEVEZETES. KISERLETI EREDMENYEK

El6Ffordul, hogy disszipativ dinamikai rendszerek stabil pe-
riodikus viselkedésb6l kaotikusba mennek at olymédon, hogy id6-
ben egymastdl jol szeparalt, véletlenszer( ''robbanasok' jelen-
nek meg a periodikus fazisban, ismerkedjink meg néhany ilyen
kisérleti eredménnyel!

a) A Rayleigh-Bénard-aramlas flgg6leges sebességét mérték
egy derékszogld cella kozepén [1]. A folyadék (szilikon olaj)
Prandtl-szama 130, igen nagy. Kontrollparaméterként az R/R™ re-
lativ Rayleigh-szam szolgalt; Rc = 1700, a kritikus Rayleigh-
szam, ennél az értéknél jelenik meg a konvekcio.

1.1 &bra. A fuggbleges sebességkomponens idéflggése;
A: R/RC = 270; B: R/RC = 300; C: R/RC = 335 [1]

A kisérleti eredményeket az 1.1 abra mutatja. Az A gorbe
(R/Rc = 270) periodikus viselkedésre utal, a B gorbén

(R/Rc = 300) lathatd a kaotikus szakaszok véletlenszer( megje-
lenése, a C gorbén (R/Rc = 335) ezek mar kitdoltik a korabbi
periodikus tartomanyt.
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b) Ugyancsak a Rayleigh-Bénard-kisérletben a cella tetejére
helyezett bolométerrel a hémérséklet i1d6beli valtozasat mérték
[2]1- A folyadék (folyékony 4He) Prandtl-széma 0,62, igen Kkicsi,

a kontrollparaméter ismét az R/Rc relativ Rayleigh-szam.

1.2 &bra. A Bénard-cella tetejére helyezett bolométer
gbrbéje az i1d6 fuggvényében [2]

A kisérleti eredmények az 1.2 abran lathatok. R/Rc = 74,5-nél

a gobrbe lényegében kvaziperiodikus, a Fourier-analizis két frek-
vencia jelenlétét mutatta ki. R/Rc = 75,5-nél kaotikus szaka-
szok jelennek meg, ezekben az amplitud6é joéval nagyobb, mint a
kvaziperiodikus tartomanyban. R/Rc = 76,5-nél slrisédnek a kao-
tikus szakaszok, mig R/Rc = 78,9-nél mar a vizsgalt teljes tar-
tomany kaotikus.

(9)) A Ce4+ ion "koncentracigojat mérték a Bjelouszov-
ZsabotyinszKij-reakcidoban [3,4]. Kontrollparaméter az 4n. tar-
tozkodasi 1d6, ami forditottan aranyos a reakci6ban részt vevd
komponensek aramlasi sebességével. Az 1.3 abran lathatdé, hogy
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1.3 abra. Ce4 * oszcillaci6é az i1d6 fuggvényében; tar-
tozkodasi 1d6 a) 100 min; b) 76 min; c) 35 min [3]

egy bizonyos oOsszetétell oldat esetén a) x = 100 min mellett a
Ce4+ koncentracid szabalyosan oszcillal, b) x = 76 min esetén
a latszdlag stabil oszcillacidkat szabalytalan id6koézokben nagy
csucsok szakitjak meg, ¢ x = 35 min értéknél a csucsok gyak-
rabban jelennek meg, és a kozbens6 oszcillaciok szabalytalanab-
bak .

d) P. Manneville és Y.Pomeau a Lorenz-modellt vizsgalta sza-
mitogépen [5]- A Lorenz-féle egyenletrendszer:

ay -,

-XZ + rx -y,

- <X
1

Xy - bz.
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A szamitégépes vizsgalat soran a a = 10, b = 8/3 értékekkel
dolgoztak, és r-et valtoztattak a 145-170 tartomanyban,

r = 145-nél a palya aperiodikus egy 1™ kuléndés attraktoron [6].-
Novekvé r mellett el8szor nagy periddusidejli trajektoridk ala-
kulnak ki, majd periodusfelezé bifurkaciok sorozataval r = 149-
nél viszonylag egyszerid periodikus palya valik stabilia. Ez a
hatarciklus r = 166-ig stabil, majd r tovabbi ndvelése esetén a
palya ismét aperiodikussa valik, egy 1™ kuléndés attraktorhoz
tart (1.4 &abra). L2 valészinlleg nagyon hasonlit L™-re, hogy
azonosak-e, azt egyel6re nem tudjuk eldonteni. Az aperiodikus
palya az 1.5 abran lathaté médon alakul ki, az abran a z(t)
flggvényt tintették fel.

1.4 &bra. a) aperiodikus trajektéoria L.|]-en, b) 4T peri-
odikus trajektoria, c) T periodikus hatarciklus,
d) aperiodikus trajektoéria I1™-n [5]



1.5 abra. A Lorenz-modell z(t) fuggvényének valtozasa
r = 166 és r = 167 kozott [5]

Az abrak és a korabban elmondott kisérleti eredmények alap-
jJjan megfogalmazzuk az intermittencia egy lehetséges, "kisér-

Intermittensnek nevezzik azt az atmenetet, amikor a kont-
rollparaméter valamilyen értékénél a periodikus fazisban kaoti-
kus szakaszok jelennek meg, a kontrollparaméter ndvekedésekor

(csokkenésekor) sirisoddnek, majd teljesen kitéltik a korabbi
periodikus fazist.

2. EGYDIMENZI0S LEKEPEZESEK

Az intermittencia jelensége jol szemléltethetd egydimenzids
leképezésen. Példanak az

X :Rxn(l—xn), 0 <x_ <1, 0O <R &4

n+1 n

logisztikus leképezést valasztjuk. A 3 U R a 4 tartomanyban ez
a kovetkez6 jellegzetességeket mutatja [7]:

R = 3,57 a periddus kétszerez6 bifurkaciok
torlddasi pontja,

R > 3,57 a kaotikus tartomanyban szlik ablakok
léteznek, amelyeken belll egy-egy
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paratlan szama pontbdél allé hatar-
ciklus stabil,

R=Rc = 1+/£=3,83 a harompontos ciklus megjelenési
pontja,

R > 3,83 periddus kétszerez6 bifurkaciok
kaszkaddjan keresztul ismét kaoti-
kussa -valik a leképezés.

Benninket most az érdekel, hogyan alakul ki csokkend (novekvd)
R mellett az Pc eldtti (utani) kaotikus (stabil hatarciklust
tartalmaz6é) tartomany. Vizsgaljuk e célbol az

xn+3 = F () Cn) = F(F(F(xn))), F(X) = Rx(@-x)

leképezést! A 2.1 abran az F~ (X) gbrbe menete lathaté.

2.1 &bra. Az &) harmadik iteralt leképezés R=R -nél
FOO = Rx(@-x)) C



R = Rc~nél az xc = (0,160; 0,514; 0,956) pontokban a gorbe
érintbje éppen az f(X) = x egyenes, az els6 szognegyed szogfe-
lez6je. R > R esetén a szogfelez6 hat '"0j" pontban metszi a
gobrbét, az xng’\ = F(3) (x ) leképezésnek harom stabil, harom in-
stabil fix-pontja jelenik meg. A harom stabil fix-pont alkotja
az xn+] = F(xn) leképezés harompontos ciklusat. R 4 Rc esetén
az F\3)(x) gorbe és a szogfelezb kozott "csatorna™ keletkezik
az el6bbi harom xc pont kdrnyezetében. Egy-egy stabil és insta-
bil fix-pont "Osszeltkozik'™, és mindkettd eltinik. E jelenség
neve tangens bifurkacidé. A 2.2 abran az egyik ilyen csatorna
nagyitott képe lathaté. A csatornaba rajzolt lépcs6 az itera-

2.2 abra. lteracid a '‘csatornan” keresztul, xn+l = F(S)' &)

racios lépéseket mutatja. Konkrét szamolas nélkiul is megalla-
pithaté, hogy a csatornaban az iteracidé lassi. Az xn+1=F(xn)
leképezésnek harompontos "kvéaziciklusa" van.) A csatornan Kkivil
az iteracio eredménye kaotikus, majd véletlenszerlien valahol
visszatér a harom csatorna egyikébe, és Ujra kezd6édik a kvazi-
periodikus fazis. Erdemes most visszaemlékezni, hogy a kisérleti
gorbék pontosan ilyen viselkedést mutattak.
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Fejtsuk sorba az (x,R) fuggvényt xc ,Rc koril!
F*3" (x,R) s X, + (x=x ) + @ (x—xU)Z + ka(RU—R) + ——=

Vezessik be az

x-x * FA)& ,r)-x
y=-g-, fy) = —-—- 5—————- , a=abhc, e =R -R
c c

uj valtozokat!
2
f@G) =y + ay + e + (magasabbrendu tagok)

(A sorfejtés altalanos esetben f(y) =y + ayz + e + ... alakd,
z értéke szerint univerzalitas! osztalyokat szokas megkulon-
boztetni. Leggyakrabban z = 2 fordul el6.) Vizsgaljuk most az
Yn+l = f(yn> leképezést!

yn+l °yn + ayn + € + eee

Nagy n mellett a fenti egyenlet differencialegyenletté alakit-
hato:

dy 2

ds

yn+i - yn = —ay + e-

Tegyuk fel, hogy a sorfejtés a -yQ <Y < yQ tartomanyban érvé-
nyes, és a csatornaban az iteraci6 valamilyen -yQ < y™n < yQ
értéknél indul! A differencialegyenlet megoldasa,

1 ' yo Yin
n(Yo) = 7(ae).T72 | arct? @ /2 - arct?® 7(ae) 1/23

megadja az iteracités lépések szamat, azaz a csatornaban eltol-
tott "idét”. Kis e mellett, yin < O esetén n ~ e N 2. (Az al-
talanos esetben n ~ e ~17z.) Az eredmény fizikai interpreta-
lasa kézenfekvf: kis e mellett, azaz R = Fc esetén sokaig tart
a (latszolag) periodikus fazis.

A leképezést szokas a \ Ljapunov-exponenssel jellemezni,
ennek definicidja a kovetkez6:
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Hmﬂﬁ:IMIm%[“@0+m—xﬂgﬂ,
e O 40

ahol X, az n-edik iteréacioé eredménxe, x0 és x0 + [ két kozeli
kezd6pont. X a kezdeti feltételre vald érzékenységet jellemzi.
A > 0 esetén két kozeli kezdBpont az iteracid soran exponencia-
lisan eltavolodik egymastél. A differencialas lancszabalyanak
segitségével konnyen megallapithatdé, hogy a csatornan valdo ke-
resztilhaladasra nézve a Ljapunov-exponens,

A =1 In[fF"yn)Ff"(yn_1)...F"(y1)F"(yo)] - el/2.

Az elmondottak alapjan intermittensnek nevezzik azt az atme-
netet, amikor hatarciklusbdl (Fix pontbél) tangens bifurkacion
keresztul aperiodikus trajektoria alakul ki. A kvaziperiodikus
allapotban valé tartézkodas ideje ~|R-R | 1+1/zF ahol Rc a
kontrol lparaméter kritikus értéke, z az univerzalitasi osztaly-
ra jellemzd,ketténél new Kkisebb egész szam.

3. MEGJEGYZESEK

Befejezésill néhany megjegyzést flizok az elmondottakhoz.

i) Az intermittenda mas leképezéseken is vizsgalhat6é. Pl.
az xn+N = Fon>, fxX) = 1—px2, O<y<2, -1 <x< 1 leképezés
p = 7/4-nél harompontos ciklusb6l tangens bifurkacion keresztil
kaotikusba megy at.

ii) Problémat jelent, hogy (f6leg kisérletileg) nehéz megki-
16nb6ztetni a valddi kaoszt és a nagyon hosszu stabil peridédu-
sokat. A frekvencia-spektrum meghatarozasa nyujthat segitséget
ennek megoldaséaban.

iii) A tangens bifurkaci6é olyan, hogy nehéz elképzelni, mi a
kadosz kozeledtének jele (lehet, hogy semmi!), mivel az instabil
fix pont nem latszik. A tranziensek feltehetéen nagyon hosszuak
a kritikus pont kbézelében.

iv) A masodikként emlitett kisérletben a bolométer gorbéjé-

a

b6i szamitott Ljapunov-exponens ~e~, ahol 1 < a < 1,5. Ez sem-
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milyen univerzalitasi osztalynak nem felel meg.

V) Az egydimenzids leképezésektdl természetesen hosszu Gt
vezet a kisérletileg megfigyelt jelenségekig. A fizikai (ké-
miai, bioldgiai stb.) jelenségeket altaldban valamilyen harom-

vagy tobbvaltozés differencialegyenlet-rendszer irja le. A
trajektoria Poincaré-leképezésébdl lehet egydimenzids leképe-
zést konstrualni. Abban bizhatunk, hogy az intermittencia l1é-
nyege nem vész el e hosszu U(ton.
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1. BEVEZETES

A legutobbi években a fizika legkulonboz6bb teriletein fel-
1ép6 nemegyensulyi jelenségek tanulmanyozasa magara vonta a fi-
zikusok érdeklédését. Ennek tobb oka is van. El68szor is, kide-
ralt, hogy az egyensulyi termodinamikabol, illetve statisztikus
mechanikabol megismert legtdobb fogalom atvihetf a nemegyensu-
lyi rendszerekre is. igy pl. talalkozunk olyan jelenségekkel,
melyek az els6-, masod-, vagy magasabbrendl fazisatalakulasok-
kal mutatnak szoros analégiat. Az ilyen fazisatalakulasoknal
az egyensulyi esethez hasonldéan fontos szerepet jatszanak a
kritikus fluktuaciok és ugyanigy fellép a kritikus lelassulas
jelensége is. A masik - és talan legfontosabb ok - a jelenségek
univerzalitdsa. Azaz, a kritikus pont (fazisatalakulasi pont)
kozelében a legkulonb6z6bb rendszerek viselkedése (a@z un.
kritikus viselkedés) egymashoz igen nagymértékben hasonlit.
Eppen ez az univerzalitas teszi fontossa az ilyen jelenségek
tanulmanyozasat, és ez képezi a kulonbdz6 tudomanyterileteken
végbemend nemegyensulyi (és nemlineéaris) jelenségek egységes
targyalasara szolgald, - szinenergetikanak nevezett - 0 in-
terdiszciplinaris tudomany alapjat [1]-

A lézer, illetve altalanosabban a kvantumoptikai jelenségek
a termikus egyensulytol tavoli rendszerekben végbemend fazisat-
alakulas szerl jelenségek prototipusat jelentik. Egyrészt is-
merjuk a fény-anyag kdlcsonhatas mikroszkopikus modelljét egé-
szen kulonbdz6 szinteken (kvantumelektrodinamika-fenomenoldgi-
kus elméletek). Ezek segitségével nyomon tudjuk kévetni, hogy
az egyes atomok egyedi viselkedéséb6l hogyan épul fel a mak-
roszkopikus méretl(i anyagot jellemz6 kooperativ viselkedés. Eh-
hez minddssze némi statisztikus fizikai ismeret és jozan
észre tamaszkodd néhany tovabbi megfontolas szikséges. Mi-
elétt azonban a jelenségek részletes ismertetésébe belekezde-
nénk, ejtsink néhany szot arrél, mi is az a kvantumoptika? Op-
tika alatt legsziikebb értelemben a lathatdé fénnyel kapcsolatos
jJelenségeket értjik. Ez azonban csak egy igen szlik szinképtar-
tomanyt érint, hiszen az emberi szem az 5—1014 Hz koruli elekt-
romagneses sugarzasokra érzékeny. Tagabb értelemben optikan a
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mikrohul lamoknal roévidebb, de a rontgensugarzasnal hosszabb
hullamhosszusagl - tehat a 107-10" Hz kozé es6 - elektromag-
neses sugarzasokkal torténd kélcsonhatasokat értjuk. Sokaig ki-
elégité volt ebben a tartomanyban az un. fizikai-optikai meg-
kozelités, amely a fény hullamelméletén alapult és a vele kol-
csobnhatasba 1ép6 anyagot fenomenoldégikus allandokkal (tdérésmu-
tato, dielektromos fuggvény stb.) jellemezte. Ez a leirasmoéd
mindaddig megfelelt, amig nem volt viszonylag koherens, mono-
kromatikus fényforras. A lézerek megjelenése azonban alapvetéen
megvaltoztatta a helyzetet. Lehetévé valt igen keskeny rezonan-
ciajelenségek megfigyelése, létrejott a nemlinearis és koherens
optika. Mindezek értelmezése mar nem lehetséges a fenomenologi-
kus modell keretein belil és - legalabbis a fénnyel kdlcsonhato
anyagra - kvantumelméletet kell alkalmaznunk. A lézer mikoédésé-
vel, valamint a bel6le kijové koherens (valamint monokromati-
kus, nagyintenzitasu és egyéb jotulajdonsagokkal rendelkez®)
fénnyel torténd kdlcsonhatisokkal kapcsolatos jelenségeket és
ezek vizsgalatat nevezzik kvantumoptikanak. Az el6z6 Statiszti-
kus Fizikai Iskoldkon ezekr6l részletesen volt sz6 [2,3]- El6-
sz6r abbdol a szempontbdl targyaltuk a kvantumoptikai jelensé-
geket, hogy a nemegyensulyi rendszerekben végbemen6é fazisatala-
kulasokra jelentenek jellegzetes példakat. Els6rendl fazisat-
alakulasra példakéntaz un. optikai bistabilitast vizsgaltuk.
Masodrendld fazisatalakulasra maga a lézer a legjobb példa, itt
a lézerkiszob jatssza az atalakulasi pont szerepét. Az insta-
bilitads mindkét esetben lagy moédus tipusu volt. Lattuk a lézer-
-modell kapcsolatat az atmoszféra turbulencidira kidolgozott
un. Lorenz-modellel és ennek alapjan azt varhatjuk, hogy lézer-
-rendszerekben is lehetséges magasabbrendl atalakulasok fellé-
pése [4]. Foglalkoztunk rezonans koézegen athaladdé koherens im-
pulzus altal kivaltott jelenségekkel (6nindukalt atlatszoésag,
fotonvisszhang) és tranziens optikai jelenségekkel is (szuper-
fluoreszcencia) . A kovetkez6 Iskolan a tobbmédusu l1ézerek el-
méletével, elsBsorban a médusversengéssel ismerkedtink meg, és
megmutattuk ezen elmélet kapcsolatat az un. evollcités elméle-
tekkel. 11y médon betekintést nyertink a szinenergetikanak ne-
vezett, interdiszciplinaris tudomany eszkoztaraba is.
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Mindezen jJelenségek leirasara mikroszkopikus elméletet hasz-
naltunk, a rezonans fény-anyag kdlcsonhatasra vonatkozé Dicke-
model 1b61l indultunk Ki. Innen azonban olyan egyenleteket szar-
maztattunk (az un. Maxwell-Bloch-egyenleteket), amelyek fél-
fenomenolégikus médon sokkal egyszer(ibben szarmaztathatok. A
mikroszkopikus megalapozas egy diakkdri Nyari Iskoladn hangzott
el magyarul [5] , a mi céljaink szadmara azonban elegend§ a
MaxwelI-Bloch-egyenletek ismerete. Ezért a kovetkezd fejezetben
attekintjuk ezen kvantumoptikai egyenletek rovid levezetését.

A harmadik fejezetben a kivilrél injektalt optikai jel jelen-
1étében végbemené l1ézermikoddést vizsgaljuk meg. Ez volt az el-
s6 olyan optikai rendszer, amelyben elméletileg kaotikus kimend
jelet josoltak. A negyedik fejezetben a bistabil optikai rend-
szerekben kialakuld kaotikus viselkedésrél esik sz6. Ez volt
az els6 olyan optikai rendszer, amelyben ténylegesen meg is
figyeltek kaotikus kimend jelet. Végul az otodik fejezetben az
eredmények roévid osszefoglalasa mellett utalunk a mikroszkoépi-
kus modellel vald kapcsolatra, valamint az egyéb fizikai és
nemFizikai rendszerekben fellépd kaotikus viselkedéssel fenn-
allo kapcsolatra.

2. A MAXWELL-BLOCH (MB) EGYENLETEK

Az anyagi kozegben kialakuldé elektromagneses teret a Maxwell-
egyenletekkel irjuk le, ezek szokasos alakja a Gauss-féle cgs

egységrendszerben:
divD = 4tpsz, divB = 0 ,
- 41 3B 4r n 1 30
rotE - - I Tt rotH =ir 3 +r 3t

Nem magneses dielektrikumban B = H, p
polarizaciovektor jellemzi, akkor D =

0. Ha a kbzeget a P
4mP. A veszteségeket

m
+

(disszipacid stb.) pedig egyszerien a OE Ohm-térvénnyel
vesszik figyelembe. E kétszeres rotacidojat véve és felhasznal-
va a rotrot = graddiv -V 0Osszefluggést (tovabba feltéve, hogy

a transzverzalitas miatt div P = 0), E-re az aléabbi hullamegyen-

(S
I

letet nyerjuk :
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Latszatra ez egy inhomogén linearis differencialegyenlet. Valo-
jJaban azonban ez egy nemlinearis egyenlet.A jobboldali forras-
tagban ugyanis a polarizacié szerepel. Ez pedig a térerisség
figgvénye. Linearis kozegben azzal aranyos (@z aranyossagi té-
nyez6 a szuszceptibilitas), altaldban azonban a térer6sség ma-
gasabb hatvanyait is tartalmazza, mint azt majd az anyagi e-
gyenleteknél latni fogjuk.

Tegyuk fel, hogy a kdzegben linearisan polarizalt jel (z-
komponens) alakul ki, vagy terjed az x-iranyban. Ekkor (2.1)-
b6i elhagyhatjuk a vektorjeldlést és csak ezt az egyetlen kom-
ponenst tekintjik. A nemlinearis rezgésekre kidolgozott
Bogol jubov-Krulov-médszer szerint a megoldast

E = Eq cos(wt - kx + @) 2.2

alakban keressik, ahol Eq = EQ (x,t) lassan valtoz6 amplitudo
és ¢ = p(x,n) Hlassan valtozé fazis. A P polarizaciordol pedig
feltesszik, hogy

P =C cos(wt - kx + ¢) + s sin(@t - kx + @) @.3)

alakban firhat6. (2.2)-t és (2-3)-at (2.1)-be helyettesitve, Eq
és ¢ masodik derivaltjat, valamint az els6 derivaltjaik szor-
zatat tartalmazd tagokat elhagyva és az egyenlet két oldalan a
sin-0s és cos-0s tagok egyutthatdit egyenlévé téve, végiul a
kovetkez6 egyenleteket kapjuk:

3E 2E
CT3r + Tl + Ko = -2™g (2-4)
(uwl + ct' 7+ lid)eo = -2V C = (2-5
Itt K = 2mma; = w-fi, ahol fi = ck a passziv rezonator sajat-

frekvencigja, igy Im. az elhangolas. (2.4) a kialakuldé nemli-
nearis rezgések amplitudéojat, (2.5 pedig a fazisat hatarozza
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meg. Fizikai jelentésiuk jobb megértéséhez tekintsink két egy-
szerl példat:

a) Szabad oszcillacié, S=C=0. Ekkor =0, a ¢ fazis min-
dentutt alland6. (2.4)-bdi pedig Eq ® Eq O)exp(-Kt), azaz
pl. egy rezonatorba beinjektalt jel a tukrokon keresztil
"kifolyik™, T = k ~ id6allandoval.

b) Linearis kozeg, ez egy x komplex szuszceptibilitassal jel-
lemezhetS6. Ekkor

P=1 Re(XE) =" Re[(X” + iX")EQe-1(b_kx+®)]=

1 1
=~ x"Eocos(wt - kx + ¢) + X"EOsin (Wt - kx + @) ,
Innen leolvashatjuk, hogy C = (X"EO0/41T) és S = (X'EO/41T).
Ezeket (2.4)-be és (2.5)-be helyettesitve (2.5)-bbi azonnal
adodik, hogy

w=-_-T__

azaz a kozeg jelenléte médositotta az oszcillacio frekvencigjat.
(2.4)-b6i pedig a

® xE
N St *T> ko <2'6>

egyenlet adodik, ami a kdzegen valdé athaladasra vonatkozo
Lambert-Beer-tdrvény (exponencialis gyengulés) differencialis
alakja. Mar innen latjuk azonban, hogy X' < 0 esetén a kozeg
er6sithet is.

Forditsuk figyelminket ezek utan az elektromagneses térrel
koélcsdnhaté anyagi kozeget leird egyenletekre. Csak a rezonans
atmenetre gyakorolt hatasat vesszik figyelembe az elektromag-
neses sugarzasnak, azaz kétnivos rendszert vizsgalunk. Az also
nivo perturbalatlan, idéfiggetlen sajatfiggvénye legyen ul, a
hozzatartozé energia E~(Hou. = EMuN), a felséé U2, illetve
E2 (HQU2 = E2U2). A teljes Hamilton-operator H = Hq + H" alaku,
ahol H®" a (kétnivos) atom és az elektromagneses hullam kol-
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csObnhatasat irja le. A perturbalt atom ¢ hullamfiggvényének
meghatarozasahoz az

i* | = Hp Q.7

Schrodinger-egyenletet kell megoldanunk. Ennek megoldasat tel-
jes altalanossagban kereshetjiuk ¢ = aul + bu2 alakban. Felte-
hetjuk tovabba, hogy H" az atom elektromos dipdlusmomentuma és
az elektromagneses hullam koézotti kdolcsonhatast ir le, azaz

H* = - er E(t) (itt mar kihasznaltuk az un. dipolkozelitést,
amennyiben E-t helyt6l fuggetlennek tekintettik). Ha ul és u2
ellentétes paritastuak, akkor ~ 1@Ealjl)=u22(e”2) =0. Valaszthat-
jJjuk tovabba ul/u2/ fazisat uagy, hogy 2 valés legyen. Ha még
az elektromagneses hulldm linearisan polarizalt, akkor irhatd, hogy

H12 = H21 " 1E(D) " -8
ahol 1 a 1172 = h2i ve~tor vetilete a polarizaciods iranyra.
Felhasznalva ¢ fenti alakjat, tovabba (2.8)-at (2.7)-ben, az

ut-re, illetve u2~re torténd vetitéssel megkaphatjuk a és b
mozgasegyenletét:

ifth = E"a + H"b t

@.9
ifib = E2b + H2la .
Definialjunk egy fiktiv R(t) vektort a kdvetkezd mobdon:
- =ab +ab, R2 = i(ab -ab),
@ .10)

Vilagos, hogy ha adott a és b, akkor R is egyértelmien megha-
tarozott, R megadasa azonban csak ja]-t, |[b]-t és a relativ
fazisukat rogziti. Az abszolit fazisokat azonban a (2.9)
Schrédinger-egyenlet sem hatarozza meg egyértelmien. Ezért R
megadasa Fizikai szempontbdél teljesen ekvivalens (2.9) megol-
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dasaval. Vezessink be még egy fiktiv w(t) vektort:

1 1
oL = (2 ~2Dr —1 2 - M1Ar
@.11D)

b3 = E1 - E2 = - Two .

Felhasznalva ezen definicidkat, (2.9)-et a kovetkez6 alakba ir-
hatjuk at:

R=ITx R . .12)

Formailag ez az egyenlet megegyezik a - pl. a mag magneses re-
zonancia elméletébdl jol ismert - Bloch-egyenlettel. Lineéari-
san polarizalt esetben ((2.8)-at (.11)-ben felhasznalva) lat-
haté, hogy o2 = 0. Tovabba <H> = $0 er™® = |jR. R™ az inver-
ziét adja meg. R2~nek nincs ilyen szemléletes jelentése (cirku-
larisan polarizalt esetben ez mar nem igaz) , ezért KikiUszdboljiuk
az elméletb6l. Ha (2.12)—t komponensenként Kkiirjuk, akkor az
R™"-re vonatkoz6 egyenletet mégegyszer derivalva és R2-t (2-12)
masodik egyenletébdl helyettesitve az alabbi egyenletek adod-
nak :

R1 + wol = -h2 ER3" 2.13)
R—3 = - ER., - .19

(2.13) egy veszteségnélkuli, harmonikus oszcillatort ir le.
Természetes altalanositas egy veszteségi tagot bevezetni ebbe
az egyenletbe. Ennek forrasa pl. a természetes élettartam, ato-
mok egymaskozti Utkozése stb. lehet. Hasonldéan bevezethetink
(2.14) -be is egy veszteségi tagot, mely az atomoknak a 2-es
nivéorol az 1l-esre torténd bomlasat irja le. Az igy médositott
egyenletek alakja a kovetkez6:

e 0 o] 2uw

R1 + T2 R1 + “oR1 = -TT2 ER3" (2-15)
“ R, 4

R3 + 3 1 3 =- ]glLuJJ(—) ER'l' (2.16)
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R° az inverzid egyensulyi értéke. Termikus egyensulyban joé ko-
zelitéssel R° = 1 (minden atom alapallapotban), lézerallapotban
a pumpalassal azonban ettél lIényegesen kiuloénbozé is lehet

(l. R3< 0, azaz tobb atom lesz gerjesztett allapotban, mint
alapallapotban). A fenti Kiegészitések annak felelnek meg,
mintha a (2.12) Bloch-egyenlet jobb oldalat a

_(TARL™ TAR2" T~V

vektorral egészitettik volna ki. Legyen most N a térfogategy-

ségre es6 atomok szama. Jeldlje D az inverzidsilriséget (D=NR3)
és P a makroszkoépikus polarizaciot (dipolusmomentum -sirliséget,
P=NpR”™). Ezekre atirva (2.15)-0t és (2.16)-ot:

~ p 21i2m

P+Y-P + </p = —— °ED, @.17)
D-D

6 + —rif = - rUEl;ER— (2*18)

E-t valasszuk a (2.2) alakban, P-t pedig (2.3)-nak megfelelben.
Ezeket (2.17)-be és (2.18)-ba helyettesitve, most a lassan val-
toz6 S,C és D-re adodik az alabbi egyenletrendszer (az eljaras
ugyanaz, mint amit (.4) és (2.5) levezetésénél kovettink):

D-D
6 + -rf = - H EoS~ (2-19)
S = (A + ®C - "%—S + A2 EQD, (2.20)
C = -(Qw2 + »)S - y~C. 2.21)

Itt w2 = w-w - A .49, (2.5, (@19, (.200 és (2-21) egyen-
letek zart egyenletrendszert alkotnak az ot meghatarozando
mennyiségre: a tér amplitiddjara és fazisara, a polarizaciodnak
a térrel fazisban levd, illetve W2 -t kés6 komponensére és az
inverzidéra. Osszefoglaléan Maxwell-Bloch-egyenleteknek nevezziik
6ket [6] és a tovabbiakban ezeket alkalmazzuk a vizsgalandd je-
lenségek leirasara. El6szor a lézermi(ikddést vizsgaljuk kivulroél
beinjektalt jel esetén.
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3. LEZER KULSO JELLEL

Ahhoz, hogy a kiuls6 tér jelenlétét figyelembe tudjuk venni,
legegyszerilbben ugy jarhatunk el, hogy a (2.4) egyenletet Kis-
mértékben modositjuk. Anyag jelenléte nélkul (S5=0) a rezonator-
ban kialakulé Eq amplitud6o, a kezdeti értékétél fiuggetlenul az
EN értékhez tart, ahol EN a Kivilrél becsatolt tér amplitiddja.
Ezt a szituaciot a

T

L [

IR i
egyenlet irja le. Térjunk &t az igy médositott Maxwell-Bloch-
egyenletekben a komplex irasmédra a kovetkez6 definiciokkal:

E = Eoe—t(¢+r|Lu1), P = (C + 18)e-x(p+ra,b) , G2

és hasonldéan E™-ra. Pl. a (2.2)-beli P polarizacié a (3.2)-beli
mennyiség valdés része stb. A (3.1), (2.5, (2.19-21) MB-egyen-
letek ekkor az alabbi egyszeribb alakot oltik:

4Ff + -l = - kK(E-EK) + ig™"P, gl = 2iw , @G-3)
H =-\P-1Ig2kD" g2=T" \ = - Gd
UL =-Y, (D-D0) - 2ig3 (PE*-P*E),

3.5
_ _1
1- g3 n e

H-hl

Yn

Ez a harom egyenlet jelenti a kiindulast, segitségikkel vizs-
galjuk meg az (id6fiuggd) kulsé tér hatasa alatt 1év6é lézer-
rendszert. Feltesszik, hogy k << y~, y , azaz az atomi rendszer
relaxacidja sokkal gyorsabb, mint a téré (ez jo lézer rezonatorok
esetén mindig fennall). Ekkor - az un. adiabatikus eliminacios
eljarassal - (3.4) és (3.5 segitségével P-t és D-t kikiszobol-
juk (3-3)-bdl ugy, hogy P-t és D-t a P=D=0 algebrai egyenlet-
b6l addédd stacionarius megoldasokkal helyettesitjik. Ekkor a
kovetkez6 egyenletet kapjuk a térerdsségre:
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X = —-ifix + (z-1)x + A(T) t (3-6)

ahol 1/2 1/2
»/9293\ LTIt , /9293~ ,, iIfit
\y1Yii/ Wiy, 7/ N
R 1g2°
TKt, z 2 " n— 9 \9 KO
1+x7 Y1 K

A levezetésnél feltettik, hogy a kétallapotlu atomok atmeneti
frekvenciidja megegyezik a rezonator-médus frekvenciajaval, a
téramplitddo térben homogén (5/3x = 0). Ponttal a T szerinti
derivalast jeloltuk, fi pedig a kulsé tér frekvencijjanak és a
rezonatorfrekvencianak a kulonbsége (az elhangolasi paraméter),
K egységekben mérve. A kilsé tér modulacidjat A(X) irja le.

(3.6)-bol elbBszér is lathatdé, hogy a kilsé tér nélkili
esetben (i = A(t) =.0; lézer) az egyenletnek két stacionarius
megoldasa (& = 0) létezik: x*» =0, ill. z = 1. Az els6 megol-
das érvényes a lézerkiszob alatt, a masodik pedig a lézerki-
szbb felett, amint az egy egyszerl stabilitasanalizisb6l kide-
rul. Az eredmény igen szemléletessé tehet6, ha R-et D /D, a-
lakban irjuk, ahol a kiUszobinverzio.

Ezutan vizsgaljuk a kiulsé jel hatasat. Legyen el8szor
A(t) = a (=allandd). Ekkor (3.6)-nak ismét van egy zg stacio-
narius megoldasa, amely a

2

z +-—-_2 2=R 3"
(zs—ir+sT G™

egyenletet elégiti ki. Ez a megoldas instabilla valik, ha a

o N —R z n nom
* - 2*-V +if (zs"D) +nJ1FS=° (3-8

egyenlet gyoke pozitiv. Ez mindig teljesul, ha R elég nagy

(@ tulpumpalt lézert egy kis kilsé jel is megzavarja). Az in-
stabilitas kemény médus tipusu és kis a, valamint rogzitett i
esetén R = 1+2a /M pumpaléasi értéknél l1ép fel. Jo6llehet a be-
Jové elektromos tér a amplitiddéja iddben alland6, a lézer Kki-
menete mégis spontan modulaltta valik. Lényegesen nehezebb a



modulalt kilsé jel hatasanak vizsgalata. Tegyiuk fel, hogy a jel
alakja a kovetkez6:

A(t) = a + a"cosR"t . G.9)

Ha ezt az alakot helyettesitjik a (3.8) egyenletbe, akkor az
gy adodé egyenlet id6fejlédésének vizsgalata mar csak numeri-
kusan végezhet6 el. Ennek csak az eredményét foglaljuk roéviden
Ossze. Kis a" esetén a rendszer kvaziperiodikus viselkedést mu-
tat, két karakterisztikus frekvenciaval, fi"-vei és fQ-lal. Itt
BO az a" = 0 esethez tartoz6 hatarciklus korfrekvenciaja, a”
novelésével a rendszer elf6szor teljesen periddikussa valik, a”
egy Ujabb kiszobértéknél ez a periddikus allapot elveszti a
stabilitasat és a kimenet kaotikussa valik. Igen nagy a" esetén
a kimenet ismét teljesen periddikus lesz, az 3" karakteriszti-
kus frekvenciaval. Ezt megel6z6en azonban periddikus és kaoti-
kus allapotok valtogatjak egymast és a rendszer teljes bifurka-
cids sémija igen bonyolult képet mutat [7].

4. KAOSZ AZ OPTIKAI BISTABILITASBAN

Az optikai bistabilitas jelensége roviden a koévetkezd [2,5]:
Képzeljiuk el, hogy egy optikai rezonatorba (legegyszeribben két
tukor kozé) valamilyen normaldllapotu (tehat nem invertalt,
azaz nem-lézer) kozeget helyezink, amely rezonans médon ab-
szorbeal egy adott frekvencian és a kozeg nemlinearitéasa is
nagy. Ha ezt a rendszert az egyik tikron keresztil megvilagit-
Juk, a rezonancia-frekvencianak megfeleld frekvenciaju elektro-
magneses sugarzassal, és a rendszer masik oldalan kilép6 fényt
- azaz a transzmissziot - vizsgaljuk, akkor a kovetkez6t ta-
pasztal juk. Kis térerdsségeknél a rendszer erBsen abszorbeal.
Novelve a belépd intenzitast, a rendszer egy kiszobértéknél
hirtelen kiviladgo“"sodik és ateresztévé valik. Ha ebben a kivila-
gosodott allapotban csokkenteni kezdjik a bees intenzitast, a
rendszer a bejévé iIntenzitas masik - az el6z6nél Kisebb -
értékénél sotétedik el ismét. A viselkedés nagymértékben hason-

323
21*



16 a hiszterézist is mutaté elsbrendld fazisatalakulasokhoz.
A jelenség megfigyelése és elméleti leirdsa egyarant a 3.1
abran lathaté,un. ring-rezonator elrendezésben valésithato

meg legkdnnyebben.

3.1 &bra. Ring-rezonator. 1 és 2 két féligatereszt§
tukor, 3 és 4 100 %-ot reflektadlnak. g a bees6 amp-
litdd6, Et a transzmittalt amplitido.

A kaotikus viselkedés felléptének lehetfsége a kovetkezd
felismerésen alapul. Altaladban ezt a rendszert folytonos dif-
ferencialegyenletekkel irjak le. Ha azonban, a rezonator t,,
korulfutadsi ideje nagyobb, mint a kodzeg y"\‘l vagy y“l relaxgciés
ideje, akkor differenciaegyenletek irjak le a rendszert. Ennek
megoldasa pedig ott is instabilla valhat, ahol a megfeleld dif-
ferencialegyenlet megoldasa stabil. Kovessik ezt egy kis sza-
mitassal nyomon. Tegyuk fel, hogy differenciaegyenletink a

kovetkez6é alakui:

K+l = <4-D

ahol xn egy vektor, T egy (Altalaban nemlinearis) vektorfigg-
vény, n pedig a lépésindex. A stacionarius allapotokat
xn+1l = xn definialja, ezen egyenlet megoldasait pedig jelol-
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Juk "3k-val. A stabilitasanalizist a kovetkez6 médon hajtjuk

végre. Vezessik be az 1T Kis eltéréseket: x = Ik + I'h 6ssze-
fuggéssel. Ezutan a problémat linearizaljuk a stacionarius ér-
ték koruli sorfejtéssel és hatarozzuk meg az igy adodd matrix
ik sajatértékeit. A k-adik allapot stabil, ha minden sajatér-
tékre N |< 1. Vizsgaljuk ezutan a diszkrét problémahoz ren-

delheté folytonos differencialegyenlet tulajdonsagait. Kozeli-
téleg X -3 =50+ N, ahol t, az id6kulonbség n és 3r . ko-

+ 1 nr 1

zott. i1gy (4.1)-b6i a

tdT= FOO - (4.2)

differencialegyenletet nyerjuk, melynek stacionarius allapotai
megegyeznek (4.1)-éivel. A (4.2) stabilitasanalizisével nyer-
het6 Ak-k kapcsolata Ak-kal:

Ak = (K - 1)/tR, “.3)

és YK akkor stabil, ha ReAX < 0. Innen lathatjuk, hogy ha a
differencialegyenlet instabil, akkor a differenciaegyenlet is
instabil. Ha azonban a differencialegyenlet stabil, a dif-
ferenciaegyenlet megoldasa még mindig lehet instabil.

Ha a MB-egyenletek integralasanal figyelembe vesszik a vé-
ges korulfutasi i1d6t, a kovetkez6 csatolt egyenletrendszert
kapjuk:

E@® =A + BE(t - tR)el” (®"od , .4

Th® - p@® + sgn(n2)IE(t-tR)y 2 , “4.5)

-1

T=Y 1

=Y,
Itt E a (dimenzidtlanitott) elektromos térerfsség, ¢ a fazis-
tolas a nemlinearis kozegben, ¢o az elhangolas (= w-w0), 72 a
nemlinearis torésmutaté (masodrendben), A = VT1Efa, B = R

(T = transzmisszi6, R = reflexid). Ha tR << t, akkor (4.5
stacionarius megoldasat (4.4)-be helyettesithetjik. Az igy
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adodd egyenlet stacionarius megoldasa csak a paraméterek egy
bizonyos tartomanyaban stabil. Ismét csak az egyenlet szamito-
gépes vizsgalata azt mutatja, hogy a rendszer szukcessziv bi-
furkaciokon megy at. Az egyes tartomanyokban a transzmittalt
fény spontan modulalt lesz, mégpedig ntR (n 5 2) periddusid6-
vel, mig végul a kimenet teljesen kaotikussa valik.

Ennek a jelenségnek az ad kilonés jelentfséget, hogy kisér-
letileg is megfigyelték [8]. Széles tartomanyban valtoztattak
a visszacsatolasi id6t. A tR ~ yJI tartomanyban semmilyen EN
beesd intenzitasnal nem figyeltek meg instabilitast. A
t << y 1 tartomanyban a bees6 intenzitast novelve a rendszer
kimenete az intenzitas egy kiszobértékénél kaotikussa valt,
igen jO 6sszhangban az elméleti joéslatokkal.

5. OSSZEFOGLALAS

A kvantumoptikaban ismert, fazisatalakulasszer( jelenségek
k6zil néhanyat ismertettink a jelen cikkben. Leirasukhoz Ki-
dolgoztunk egy konzekvens modellt, amely szamos jelenség egy-
séges targyalasat teszi lehetévé - ez a Maxwell-Bloch-egyen-
letrendszer. Segitségével itt két specialis problémat vizs-
galtunk: kuls6 jel hatasat lézerre, illetve az optikai bista-
bilitast. Azt talaltuk, hogy bizonyos paramétertartomanyban
mindkét rendszer kimenete kaotikus lehet. Az MB-egyenletek az
itt targyaltnal sokkal altalanosabban is alkalmazhatdok, segit-
ségikkel csaknem a teljes kvantumoptika targyalhat6o. igy pél-
daul a terjedési jJelenségek: onindukalt atlatszésag, foton
visszhang. A lézer és az optikai bistabilitas sokkal altalano-
sabb analizise is elvégezhet§ segitségikkel. Leolvashatdo bel6-
lik az un. 1l1ézerpotencial (Altalanositott szabad-energia) is,
és igy egy statisztikus fizikai altalanositasra is tag teret
adnak. Igen érdekes tulajdonsaguk, hogy leképezheték a
Lorenz-modellre, igy annak egy valodi fizikai realizacidgjat
adjak. Mindez mar &atvezet a szinenergetika teruletére, ahol a
struktirédk kialakulasanak és altaldban az evolucib6nak a tanul-
manyozasara a kvantumoptikai rendszereket modell-rendszereknek
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tekintik éppen a konnyld kisérleti hozzaférhetfség és a vi-
szonylag legrészletesebben kidolgozott elméleti alapok miatt.
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1. BEVEZETES

El8adasomban néhany égi mechanikai probléma integralhatésa-
gaval, illetve a megoldas sztochasztikus jellegével kapcsolatos
eredményekré6l adok attekintést.

A vizsgalt problémakban a Haromtestprobléma kilonb6z6 ese-
tei szerepelnek. Célszeri ezeket roviden attekinteni. Altala-
nos haromtestprobléma: harom, tomegpontnak tekinthetd test
mozgasat vizsgaljuk, feltéve, hogy ezek tdbmege azonos nagysag-
rendd, és rajuk csak a Newton-féle kolcsbnds gravitacids von-
z6er6k hatnak. Korlatozott haromtestprobléma; az egyik test el-
hanyagolhatéan kicsi tomegld a masik kettb6hotz képest. A két re-
lative nagytomegl test a kozos tomegkdzéppontjuk korul kor-
vagy ellipszispalyan kering or,illetve elliptikus korlatozott
haromtestprobléma), meghatarozandé a harmadik test mozgasa.
Megkilonboztethet6 a térbeli és a sikbeli eset, ez utébbiban a
harom test mindig ugyanazon sikban helyezkedik el.

2. A METSZESFELULETI MODSZER (A POINCARE-LEKEPEZES MODSZERE)

Konzervativ dinamikai rendszerek vizsgalatara gyakran al-
kalmazzadk a metszésfellleti médszert (method of surface of
section), melynek gondolata Poincaré nevéhez T(iz6dik [1], és
amelyet Hénon és Heiles elevenitett fel [2].

A médszer lényege, hogy a fazistérben nem a teljes fazis-
trajektoériat, hanem annak egy alkalmasan megvalasztott met-
szésfelllettel valé metszéspontjait vizsgaljak. A médszer.al-
kalmazasa legegyszerilibb két szabadsagi fokd konzervativ rend-
szerek esetén. Ekkor a fazistér négydimenzids. Adott energia-
hoz tartoz6 fazistrajektériak a fazistér egy haromdimenziods
alterére korlatozodnak. Ha a probléma integralhat6é, tehat az
energiaintegral mellett létezik még egy fuggetlen els6 integ-
ral, a fazistrajektoridk egy kétdimenzids fellleten helyezked-
nek el (pl. kvaziperiodikus megoldasnak téruszfelilet Tfelel
meg). A metszésfelilet is kétdimenzids, pl. egy sik. Egy adott
trajektorianak a metszésfelulettel alkotott egymast kodvetd
metszéspontjai a metszésfeliulet 6nmagara vald leképezéseként
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foghatok fel. A leképezés fix pontjai periodikus megoldasnak
felelnek meg. Ha a probléma integralhaté, a kétdimenzids fell-
leten hiuzodé fazistrajektoriak a metszésfeliletet zart gorbe
(vagy gorbék) mentén metszik, ezek a leképezés invarians gor-
béi. A nem integralhatdé esetben a haromdimenzidés altérre kor-
latoz6do fazistrajektoriak a metszésfeliuletet rendszertelenil
elhelyezked6 pontokban metszik. Ennek megfelelfen a metszés-
felluleti modszer alkalmazasakor a szabalytalanul szétszoért
metszéspontok létezésébdl a probléma nem integralhaté voltara,
a megoldas kaotikus jellegére lehet kovetkeztetni.

Hénon és Heiles [2] egy sztellardinamikai problémahoz kap-
csoldédva azt vizsgaltak, hogy egy tengelyszimmetrikus (galak-
tikus) potencialtér meridiansikjaban mozgdé részecskére az
energiaintegral mellett létezik-e mas integral is? A metszés-
felluleti médszer alkalmazasaval kimutattdk, hogy kis pozitiv
energiakra a fazistérben léteznek olyan tartomanyok, ahol in-
varians gorbék, illetve ezek lancolatai talalhaték (@ probléma
tehat integralhatd), mig nagyobb energiakra a metszésiellleter
a metszéspontok rendszertelenil helyezkednek el, a megoldas
jellege kaotikus.

A metszésfelileti médszerrel a sikbeli koér korlatozott ha-
romtestproblémat is behatdé vizsgalatoknak vetették ala [3-5].
Kimutattak, hogy a fazistér itt is kulonbb6z6 tulajdonsagu tar-
tomanyokbdl all. Vannak olyan tartomanyok, ahol a trajektoridk
tobbsége valamilyen integralfelileten helyezkedik el, mig mas
tartomanyokban a palyak kaotikusak, am ilyen tartomanyokban is
taldlhatok stabilitasra utald, Kkisméretl invarians gorbékbdl
allé lancolatok.

Kés6bb a térbeli kor korlatozott haromtestproblémara [6]
és az altaladnos héaromtestproblémara [7] vonatkozodan is végez-
tek hasonld vizsgalatokat. A metszésfeluleti médszer alkalma-
zasa ezekben az esetekben komplikdltabb, hiszen a szabadsagi
fokok szama nagyobb, mint kettd.

A tovabbiakban részletesebben a metszésfelileti médszernek
a Kirkwood-féle zonak problémajara [8] valé alkalmazasaval
kapott eredményekre térek Kki.

A Kirkwood-féle zénak a kisbolygok kdzépmozgas szerinti el-
oszlasédban az n/nj = 2/1, 7/3, 5/2, 3/1 rezonanciaknal jelent-
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kez6 minimumhelyek [9] (n illetve n a Kkisbolygok illetve a
Jupiter kozépmozgasa, azaz palyamenti kozepes szogsebessége).
A zonak keletkezésének oka a mai napig sem tisztazott. Az utdb-
bi évtizedben Jefferys otlete nyoman elterjedt az Utkdzési hi-
potézis [10], amely a zobénak kialakulasat a kisbolygdk egymas
kozotti Utkozéseivel magyarazza. Az Utkdzési hipotézis a palya-
elemek, elsBsorban a palyaexcentricitas valtozéasaira épit. Mi-
vel rezonans palyakon (tehat ahol az n/nj arany jo kozelitéssel
kis egész szamok hanyadosaként fejezhetd ki) a Jupiter pertur-
bacioi erdsebbek, az ilyen palyakon kering6 kisbolygok palya-
excentricitasa nagyobb értékeket érhet el, mint a szomszédos,
nem rezonans palyadkon (ez az elképzelés a megfigyelésekkel is
6sszhangban van). Minél lapultabb a rezonans palya, annal todbb
szomszédos palyat metszhet, a rezonans kisbolygékra tehat megnd
az Utkozés valoészinlsége. Ha ez az (tkozés bekdvetkezik, utana na-
gyobb valdszinlséggel nem rezonans palyak alakulnak ki, a rezo-
nans palyak tehat fokozatosan elnéptelenednek.

Az Utkozési hipotézis szempontjabol tehat lényeges az ex-
centricitas valtozéasainak vizsgalata. Els6sorban azt kell meg-
nézni, hogy rezonancia esetén Kkis excentricitasu palyakbol ki-
alakulhatnak-e nagy excentricitasu palyak a perturbaciok hata-
sara?

Ilyen vizsgalatokat Giffen [11 ], valamint Scholl és
Froeschlé [12,13] végeztek a metszésfellleti modszer alkalmaza-
saval. A vizsgalt modell a sikbeli elliptikus korlatozott"ha-
romtestprobléma volt, amelyet a Nap-Jupiter-Kkisbolygé rendszer-
re alkalmazva feltételezték, hogy egy kisbolygd napkoérili moz-
gasat csak a Jupiter befolyasolja, a Jupiter a Nap korul el-
lipszispalyan kering, s a kisbolygd mindig a Jupiter palyasik-
jJaban van. A mozgasegyenleteket a Schubart-médszer [14] alkal-
mazasaval egy rezonanciaperiédusra (néhanyszor tiz év) atla-
goltadk. A rovidperiddusu valtozasoktol ily médon ""megszabadi-
tott" atlagolt problémara létezik egy

H(a,e,a,w) = h

integral, ahol h konstans, a a kisbolyg6é palyajanak fél nagy-
tengelye, e az excentricitasa, a a rezonanciavaltoz6 (ez meg-
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adja a kisbolygd és a Jupiter egyuttallasanak szégkoordinata-
jat) , bl a perihélium argumentuma.

Adott h-ra az egyik valtoz6, pl. w kifejezhet6 a masik ha-
rommal, s igy a lehetséges megoldasok a négydimenzids konfigu-
racios tér egy haromdimenzids alterére korlatozédnak. Metszés-
feliletnek pl. az a = konst, sikot valasztva vizsgalhatok a
konfiguracids tér trajektoriainak ezen sikkal valé metszéspont-
jai (melyek az atlagolt mozgasegyenletekbdl numerikus integra-
lassal meghatarozhaték). Ezzel a modszerrel sok esetben sike-
ralt is kimutatni, hogy a kezdeti kis excentricitas megndveked-
het .

A vizsgalatok egyik érdekes eredménye a Giffen-féle ergodi-
kus palya (.1 abra). Ennél a metszésfelileten a metszéspontok
rendszertelenil kovetik egymast, a kisbolygopalya fejlddése
tehat kaotikus jellegli. Erdekes azonban, hogy sem az a, sem az
e értéke nem tér el lényegesen a kezdeti értékektél, a Giffen-
-féle palya tehat ebben az értelemben bizonyos stabilitast mu-
tat. Mivel a metszéspontokat csak mintegy 60000 éves periddus-

Kezd6értékek;
a = 3,254

eo 0,14
VO

h

o

0
2,382939

2.1 &bra. A Giffen-féle ergodikus palya [11] az
a = amax metszésfelileten

ra szamitottdk, felvetddott annak gondolata, hé&tha hosszabb
id6 alatt mégis csak jelentkezik valami nagyobb valtozas az e-
ben. Scholl és Giffen [15] ezért 200000 évre integraltak a
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Giffen-Téle palyat, de excentricitasntvekedést nem tapasztal-
tak, a metszéspontok tovabbra is a 2.1 abran jelzett tartomany-
ba estek.

A jelenség magyarazatat Froeschlé és Scholl [16] adta meg.
A H(a,e,0,0>) = h Osszefiggésbbl adott h-ra rogzitett a mellett
az (e,a) sikon meghataroztak azt a tartomanyt, ahol megoldas
nem lehetséges (2.2 abra). igy kiderilt, hogy az ergodikus z6-
nat részben tiltott tartomany, masfeldl pedig invarians gorbék
hataroljak. Az ergodikus palya tehat nem tud "kifejlédni' eb-
b6l a tartomanybdl.

2.2 4abra. A Giffen-féle ergodikus palya hatarai [16]

Scholl és Froeschlé azt is vizsgaltadk, hogy a Kirkwood-z6-
nakban a palyak integralhaté vagy ergodikus jelleglek-e? Sza-
mitasaikat a metszésfeluleti mdédszerrel, a mozgasegyenletek
kb. 10000 évre torténd integralasaval végezték. Sok partikula-
ris palyat koévettek nyomon, ezek majd mindegyike integralhato-
nak mutatkozott (@abban az értelemben, hogy ezekre invarians
gobrbék adédtak). Az 5/2, 7/3 rezonancidkra egyetlen ergodikus
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pélxét sem talaltak. 2/1-nél Uy = 90°-ra és W, = 180°-ra az
0sszes vizsgalt palya integralhaténak bizonyult. Csak ao = 0 -
ra a zona hataran jelentkezik ergodikus viselkedés. A 2.3 abran
kilonb6z6 kezd6feltételekb6l szamitott palyadk jellege lathato.
Eszerint a legtobb palya integralhaté, s ergodikus viselkedés
csak ritkan fordul el6, s6t a fél nagytengely nodvekedésével ez
utébbi meg is szinik. A 3/l1-es rezonanciara hasonld eredmények
adédtak, a kulonbség csak annyi, hogy a0 = 90°-nal jelentkezik
ergodikus viselkedés. (Erdemes megemliteni, hogy ezekben a
vizsgalatokban az ergodikus kifejezést nem a fogalom szigoru
matematikai értelmében hasznaljak, hanem csak annak jelzésére,
hogy a palyak fejlédése kaotikus jellegi.)

€0 0./=3,2725 _ _a 32>, raho
o84 I 1HIN1I 1 i - 1 1 1K1

i
OMd ECEEEE 1 m11EBFE 1 1m
1

03B1 1 1EEE 1ml1i11mi1
o1 11am1 11 "Il 1mi11-

-0 ¢ P50 3F 0 30°

2.3 &bra. Integralhaté (1) és ergodikus () palyak a
2/1-es rezonancia esetében [16]

3. A LJAPUNOV-FELE KARAKTERISZTIKUS SZAMOK

Egy palya sztochasztikussaganak kvantitativ mértéke a
Ljapunov-exponensekkel adhaté meg [17], melyeket az égi me-
chanikai irodalomban Ljapunov-féle karakterisztikus szamoknak
(Ljapunov Characteristic Number, roviditve LCN) szokas nevezni.
Ezek azt a tapasztalatot fejezik ki egzakt formaban, hogy a fa-
zistér két egymashoz kozeli pontjabdol kiinduld trajektoriak el-
térése az i1dével linearisan novekszik, ha a két kezd6pont in-
tegralhatd tartomanyba esik, mig az eltérés exponencialis lesz,
ha a kezd6pontok a fazistér egy sztochasztikus tartomanyaban
talalhatok.
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Az LCN-ek elmélete szerint egy n szabadsagi fokd Hamilton-

-rendszerben minden palyara 2n szamu LCN létezik, és ezek
(i-1,...,n) alakiak. Ha a fazistér valamely tartomanyaban

p szamu integral létezik, 2p szami LCN értéke nulla lesz. Az

bCN—ek kiszamitasara Benettin és Galgini [18] adtak meg egy el-

jJarast. A legnagyobb LCN ett6l fuggetlenul is kiszamithatdé az

alabbi moédszerrel [19].

A fazistérben tekintsink két egymashoz kozeli Po-illetve Pg
Pontot (3.1 &bra), ezek tavolsaga legyen d*. Az egyenleteket
integralva 1 i1d6 elteltével a P~,illetve P" pontba jutunk, ezek
tavolsaga d1. A P~" szakaszra P"b61 mérjuk fel a kezdeti d
tavolsagot, ekkor a P" pontot kapjuk. Folytassuk az integra-
last a P1, P™ pontokbdl. Az eljaras ismétlésével addédd d. ta-
volsagokkal képezzik a

n
w do"T) =H? 2] InOT
i=1 °
kifejezést. Kimutathatd, hogy n #* < esetén Y, €9y do—téi és
T-t6l fuggetlen hatarértékhez tart, ez a hatarérték AT(PO)’ a
legnagyobb LCN.

3.1 &bra. A legnagyobb LCN kiszamitasa

Froeschlé és Scholl [20] az LCN-ek felhasznalasaval vizsgal-
tak a Giffen-féle ergodikus palya sztochasztikussigat. Mivel a
Schubart-médszerrel [14] &tlagolt sikbeli elliptikus korlato-
zott haromtestprobléma 2 szabadsagi foku Hamilton-rendszer,
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azért az LCN-ek széma 4. Ezek kozul azonban kettének az értéke
0, mert létezik egy H = h integral. A megmaradd ketté X1, ahol
+T1 a legnagyobb LCN. A 3.2 abran a yn részletosszegek lathatok
az n integracios lépésnek megfeleldé id6tartam fluggvényében a
Giffen-féle ergodikus palyara, és egy ahhoz koézeli, de integral-
hat6é palyara. Meglepd, hogy lefutasa kb. 8000 évig mindkét
palyara igen hasonlé ( = 9,5 év), és csak ezutan valik szét a
két eset. Az integralhaté palyara yn tovabb cstkken 0 felé, mig
a Giffen-féle palya esetében yn egy Kicsi pozitiv hatarértékhez
tart. Az igen kicsi LCN érték arra utal, hogy a Giffen-féle pa-
lya csak kevéssé sztochasztikus.

3.2 abra. Ay részletosszegek valtozasa az id6 figg-
vényében a Gi?fen-féle ergodikus, és egy ahhoz kézel
es@ integralhatd palyara [20]

Gonczi és Froeschlé [21] a térbeli kor korlatozott harom-
testprobléma egy egyparaméteres gorbeseregének sztochasztikus-
sagat vizsgalta az LCN-ek alkalmazasaval. A két véges (és a
vizsgalt problémdban egyenl6) tomegl test M1 és M2, a harmadik,
elhanyagolhatd tomegd M3. A gdrbesereg paramétere az M2 és M3
kozti d tavolsag. (Tavolsagegység az , M2 kozti tavolsag,
igy 0 <d a 0,5.) Had kicsi, M3 messze van M.j-t6l, annak hata-
sa nem jelent8s, i1gy a mozgas varhatdéan integralhatdé. Ha d nagy,
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MJ hatdsara M™ mozgédsa kaotikussa valhat. A numerikus integra—
lassal meghatarozott gorbesereg viselkedése ezt az elb6zetes va-
rakozast meg is erfsiti. Az LCN-ekkel végzett vizsgalat célja
az volt, hogy megallapitsak, miként tukrozik az LCN-ek a gorbe-
sereg mar ismert integralhato,illetve kaotikus viselkedését.

A vizsgalatok eredménye lathaté a 3.3 és 3.4 abran. Mivel 3
szabadsagi foku Hamilton-rendszerrél van sz6, az LCN-ek
+Ai (1=1,2,3) alakuak. Mig d kicsi, d S 0,25, a T -két kozelitd
Yn>i (i=1,2,3) sorozat mindegyike O-hoz tart, ami arra enged
kovetkeztetni, hogy a vizsgalt megoldasgoérbe Pq kezd6pontja in-
tegralhaté tartomanyban talalhaté. Ha d > 0,25, akkor amint az
a 3.4 abrarol lathatd, az egyik y fl 0O-hoz tart (ez a kor kor-
latozott haromtestprobléma Jacobi-integraljanak felel meg, ami
az energiaintegrallal ekvivalens), a masik kettd pedig véges
pozitiv hatarértékhez. Ebben az esetben a gorbesereg tagjai te-
hat sztochasztikusak.

3.3 dbra. A yn t (i=1,2,3) 1idbbeli valtozasa egy
integralhatd esetben [21]
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3.4 abra. Ay . (i=1,2,3) idb6beli valtozasa egy
sztochasztikus®esetben [21]

4. REZONANCIAK ATFEDESE

Azt, hogy a fazistér mely tartomanyai lesznek sztochasztiku-
sak, eldre pontosan megmondani nem lehet. Olyan problémakban,
ahol zérdérendld, nem linearis rezonanciak atfedik egymast, a
Chirikov-kritérium [22] kozelitbleg valaszt ad erre a kérdésre.
A rezonanciak atfedésének kritériumat Wisdom [23] a sikbeli kor
korlatozott haromtestproblémara alkalmazta.

A sikbeli kor korlatozott haromtestprobléma Hamilton-flggvé-

nye
H=_ - R, “.1)

ahol



2093 .+ con

R=pL K. (L,G)cos[i£+j (t-9) 1.
i=0 j=o00
t az id6, L, G, £, g a Delaunay—féle valtozék, a —K pedig
ismert egyltthatok. A palyaelemekkel kifejezve

L=/7Qwa , £ = kdzépanomalia,

4-2)

G - /kl—u)a(l—ezj, g = pericentrum argumentumg:

és a a fél nagytengely, e az excentricitas. (A g paraméter meg-
adja a pericentrum iranyat a palyasfkban, az £ pedig a mozgé
testnek a pericentrumtdl vald kdzepes szogtavolsagat.) Az egy-
ségek valasztasa olyan, hogy 1-p és p a két f6 toémeg (l. a
Nap és a Jupiter), ezek egységnyi tavolsagra vannak, tovabba a
gravitacios allanddé is 1. Az R perturbacios fluggvényben a t id6
azért szerepel, mivel a két f6 tomegpont a kozds tomegkdzéppont-
Juk korul allandé szogsebességgel korpalyan kering.

Az £, g, L, G valtozdékra kanonikus egyenletek érvényesek:

dE & d. A
dt 3L" dt o -

4.3
& A dc A “-3)
dt 36" dt ~ 7 3g *

Ezek az egyenletek alkalmasak pl. arra, hogy meghatarozzuk egy
kisbolygonak a Jupiter altal perturbalt napkoéruli mozgasat.
Az £-re és g-re vonatkoz6 egyenletek kozelitdé megoldasa:

£ = lot + konst., g = uw t + konst.,

ahol
blE E §Lr" (1§ﬁ2 - AﬁRLP(L'le'

"™ ukKO,0 L ,G* *

.9

l

Wg

Behelyettesitve R-be, a cos-ok argumentumdban a t id§ egyltt-
hatéja 1gy i0e. + j(1—[]jg) lesz.
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Rezonanciaroél beszélink, ha valamely s,s* > 0 relativ prim
egész szamokra jo kozelitéssel teljesul, hogy

-SHE + (sts")(@-)g) = O. “.5

A rezonancia feltétele m elhanyagolasaval és a fél nagytengel-
lyel kifejezve:

, S .2/3
s+s7

as,s”

Rezonancia esetén a (4.3) egyenletek megoldasat kereshetjiuk
ugy, hogy (4.1)-b6i kivalasztjuk a konstans és rezonans tago-
kat, az i1gy addddé zéro-rendd rezonans Hami lton-figgvénnyel
megoldjuk a (4.3) egyenleteket, majd a kapott megoldast pertur-
baljuk a maradék tagokkal.

A rezonancia vizsgalatara célszer(i a Poincaré-féle rezonan-
ciavaltozékat hasznalni:

® = -si. + (sts")(t-9), v ,
4.6)
oOmt . g-t, * - 13<3">1-5G,
ahol ¢ éppen a kritikus argumentum. A ¢, O, ¥, ¢ valtozoékra
kanonikus egyenletek érvényesek, amelyekben a Hamilton-flggvény:
2
H* ———— n-P) *+ (G+s")1 - o - R
2(0-sV)
és R-et az Uj valtozokkal kell Kkifejezni.
Az Uj rezonanciafeltétel:
r 2

0 =—- —@y) , + (sts")V - YKN . = 0. “.n
b L 2(0-3Y)2 or_g

A zérdérendl rezonans Hamilton-figgvény:

2 Y4
HYNON, = - *1 ~ + (s+s")Y-0-u / .K.coskip, (4.8)
s,S 2 (O-sP)i1 k=0

ahol
Kk ~ Kks,-k(s+s")”
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Mivel HgOg/ nem fugg explicite az id6tél, tovabba ¢ ciklikus,
és i1gy ¢ konstans, azért a problémara két integral létezik, és
fgy az egyenletek integralhaték. A megoldas jellege azonban az
egyenletek tényleges megoldasa nélkil is megallapithato a
fuggvénynek a ¢ = konstans sikokkal vald metszetei alapjan.

Mivel a feladat tul sok paramétert tartalmaz, célszerl egy-
szerlsit6 feltevésekkel élni. Ilyen az, hogy a < 1 és e kicsi
(e 4 kb. 0,15), azaz a két 6 tomegpont relativ palyajan belili
kis lapultsagu ellipszispalyat vizsgalunk. Kimutathatdé, hogy
K" a e , és mivel a < 1 esetén s" i1 1, a legfontosabbak az
s = 1-re adddd rezonanciadk. A kovetkez6kben csak ezeket vizs-
galjuk .

Adott y-hdz és s-hez (4.7)-bbi meghatarozhaté a pontos rezo-
nancianak megfelel6 ¥ =Y érték. (4.8) jobboldali els6 tagjat
af helyen Taylor-sorba fejtve, és a masodiknal nagyobb
hatvanyokat elhanyagolva, tovabba a K, (¢,!) egyitthatokat a
rezonanciatartomanyban Kk (¢,4Yk)-el helyettesitve és a k > 2 ta-
gokat elhagyva jo kozelitéssel egyszerilen meghatarozhatok
HMIl-nak a ¢ = konst, sikokkal valé metszetei. Egy tipikus met-
szetet a 4.1 &bra mutat be.

4.1 éabra. A seh figgvény konturvonalai a ¢=konsB” sikon
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A 4.1 abrarol leolvashatd a ¢ rezonanciavaltozé két 6 vi-
selkedési médja. Ha egy konturvonal korbezarja az origot, o
cirkulal. Ha egy kontdrvonal nem fogja kdzre az origot, ¢ osz-
cillal, vagy masképpen libral. A rezonanciara a libraci6 a jel-
lemz6. A librald és a cirkulald tartomanyt a szeparatrix va-
lasztja el egymastol.

Mivel az Wi, w TFfrekvenciak (4.4) szerint az L és G fuggvé-
nyei, a (4.5 rezonanciafeltétel L-t6l és G-t6l fluggben tobb
s,s” parra teljesulhet. Ennek megfelel6en mivel a (4.7) felté-
tel kilonbdz6 s-ekre mas 47-eket ad, egy adott ¢ = konst, sikon
tobb olyan tartomany is létezik, ahol a ¢ valtozé libral. Kulo-
nésen nehéz problémat jelent, ha a megoldast olyan tartomanyban
akarjuk vizsgalni, ahol két vagy tobb rezonancia kozel esik
egymashoz, vagy atfedik egymast. Az egyszerre két rezonancia
hatasa alatt allé mozgas (pl. Trojai kisbolygék) az égi mecha-
nika kiemelked6en nehéz, jelenleg is megoldatlan problémaja
[24]-

Mikor mondjuk azt, hogy két rezonancia kozel esik egymashoz?
A rezonanciak atfedésének kritériuma [22] szerint akkor, ha a
két szeparatrix metszi egymast. Wisdom [23] a rezonanciak atfe-
dését a kovetkez8képpen hatarozta meg. A figgvény a y, s
paraméterektél, és végsé soron az a, e, £, g valtozoktél fugg.
Az t és g kezdéértékét onkényesen nullanak valasztotta (ez an-
nak felel meg, hogy a harom test egyuttallasban, azaz egy egye-
nesen van). Ezutan megvizsgalta, hogy adott y és s mellett az
(a,e) sikon mely aQ,eo kezd6értékek vezetnek a ¢ valtozé libra-
cigjara. Ehhez ao,eQ-bol (4.2) és (4.6) alapjan kiszamitotta
¢o és Vo értékét, majd megnézte, hogy a ¢ = ¢o sikon 4™ a lib-
racios tartomanyba esik-e? Az s értékét valtoztatva ily moédon
minden egyes s/(s+l) rezonanciara megallapitotta a rezonancia-
tartomanyt. Ezeket az (a,e) sikon felrajzolva az atfedések koz-
vetlenil szemlélhet6k.

Ilyen atfedést mutat be a 4.2a abra y = 10_3—ra két rezodnan-

cia esetére, mig a 4.2b abra ugyancsak y 10_3—ra a teljes at-

fedési képet mutatja.

Wisdom y = 10~ fe & D -re is meghatarozta az atfedése-
ket, majd az eredményeket ellen6rzésnek vetette ala. Az elbze-
tes varakozas az, hogy a fazistér azon tartomanyai, ahol rezo-
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4.2 adbra. (@ Két rezonanciatartomany atfedése [23]. Az
1/(a~3/2_i) kifejezés s-sel egyenld, mikor aQ = as i.
() Rezonanciatartomanyok &atfedése (satirozott terile-
tek) [23]

nancidk atfedik egymast, sztochasztikusak lesznek. Ezért egymas-
hoz kozeli palydk divergenciajat vizsgalta mind az integralha-
té (nincs atfedés), mind a sztochasztikus (atfedés van) tarto-
manyban. Rogzitett eQ mellett (0,05, illetve 0,10) az aQ értékét
valtoztatva haladt az atfedetlen tartomanytél az atfedett felé.
A 4.3 abra mutatja, mennyire helyesen jelzi az atfedési krité-
rium a sztochasztikussag kezdetét. A vizszintes szakaszok bal
oldali végpontja jelzi azt a helyet, ahol rezonancidk atfedése
el6szor megjelenik, a jobboldali pedig azt, ahonnan mar csak
atfedés van. A korok azt a helyet jelzik, ahol a fazistér szom-
szédos pontjaibdol kiinduld palyak hirtelen exponencialisan ta-
volodni kezdenek egymastol.

A rezonancidk atfedésének vizsgalata a Kirkwood-féle zdnak
problémajanak tisztazasaban is hasznos lehet. Ehhez azonban az
itt ismertetett szadmitdsokat egy, a valdsagnak jobban megfeleld
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4.3 abra. A sztochasztikus tartomany kezdete a rezonan-
cidk atfedése (vizszintes szakasz) és a kozeli palyak
divergenciaja (kor) alapjan [23]

modellre, pl. a térbeli elliptikus korlatozott haromtesproblé-
mara kellene Kiterjeszteni. Ez a feladat lényegesen nehezebb a
sikbeli kor korlatozott haromtestproblémara bemutatott vizsga-

latoknal, megoldasatol azonban érdekes, (j eredmények varhatok.
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1. A PROBLEMAKOR ATTEKINTESE

Az égi mechanika volt a newtoni fizikanak az az &aga, amelyik
legkorabban gyakorolt jelentfs hatast a matematika fejl6désére.
A csillagaszati adatok igen pontosan mérheték, ezért a Naprend-
szer mozgasaval kapcsolatos gyakorlati feladatok /hatékony nu-
merikus eljaras kidolgozasa a bolygdék helyzetének hosszutavu
elbrejelzésére/ és elméleti problémak /6rokké egylttmarad-e a
Naprendszer, ha a Napra és a bolygékra kilsé er6 nem hat és
ko6zottik a tomegvonzas az egyetlen kélcsdnhatas?/ gazdag matema-
tikai apparatus kidolgozasara 6sztontzték a matematikusokat.
Ezeknek a kutatasoknak az eredménye a Hamilton-formalizmus, a
differencialegyenletek stabilitasanak elmélete, az algebrai to-
polégia, ergodelmélet és sok mas ma is tovabb fejl6dé matemati-
kai diszciplina.

Az alapproblémara a Kolmogorov-Arnold-Moser-elmélet (1954-
-1963) adja meg a valaszt. A jelen elBadas célja ismertetni és
példakkal illusztralni azokat a matematikai nehézségeket, ame-
lyek a Naprendszer stabilitasa kérdésének egzakt matematikai
megoldasa soran felléptek, és megmutatni e nehézségek lekizdé-
sének modszereit.

A feladat tomoren megfogalmazva a kovetkez6: ha a bolygdk
tomege O lenne, akkor a Naprendszer mozgasat a Kepler-tor-
vények pontosan leirnadk; alkalmasan valasztott koordinatarend-

szerben az n bolygd wl,...,un frekvenciaju,egymastol flgget-
len periodikus mozgast végezne. Az ilyen mozgast kvaziperiodi-
kus mozgasnak nevezzik; az w?,..., wn frekvencidk a rendszer

kezdeti allapotatél figgenek. Kérdés, hogy a rendszer mozgasa-
nak kvaziperiodikus jellege meg6rz6dik-e, ha a rendszert Kissé
megzavar juk /perturbaljuk/; ilyen perturbaci6é lehet a bolygok
véges tomegének, az ismeretlen kisbolygék hatasanak és a rela-
tivitaselméletb6l adoédd korrekcionak a Figyelembevétele. A va-
lasz "agnosztikus': a kvaziperiodikus jelleg megmarad, s6t az
wN,...,wn perioddusok értéke is valtozatlan lesz a kezdeti ér-
tékeknek egy zart, sehol sem siri /Cantor-tipusu/ halmazan.

Bar a fazistéren alkalmasan megadott valdsziniségi mérték sze-
rint a "megmaradd” kezdeti értékek valészinisége annal kdzelebb
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van 1-hez, minél kisebb perturbaciét engedink meg, véges pontos-
sagu méréssel nem tudjuk eldbnteni, hogy a Naprendszer eay adott
idépontbeli allapota "megmaradé' kezdeti érték-e? A bizonyitas
pontosabb analizise azonban garantalja egy b alland6 létezé-
sét és a Naprendszer

1b

ideig tartd egyilttmaradasat, ha a perturbacié mértéke e.

Mint latni fogjuk, az alapvetd nehézséget az un. rezonancia
lehet6sége okozza, azaz a frekvenciak aranyanak egész szamok
aradnyaval valo jo kozelithetdsége. A korlatozott 3-test problé-
man illusztraljuk azt az esetet, amikor csak véges sok kivéte-
les aranyt kell kizarnunk.

Végul felidézzuk a Hamilton-tipusu rendszerekre érvényes
Liouvilie-tételt:

a 2n-dimenziés fazis-

A{2.1) differencialegyenlet trajektoriai
ialjak} amely megdérzi a

térnek olyan leképezéscsoportgat defin
dxdy Lebesgue-mértéket.

2. A HAMILTON-FORMALI1ZMUS. HAMILTON-RENDSZEREK STABILITASANAK
ALTALANOS VIZSGALATA

A matematikusoknak az a tdrekvése, hogy a newtoni mechanika
egyenleteit altalanos extrémum feladatokbdél szarmaztassak, ve-
zetett el a Hamilton-féle differencialegyenletek felirasahoz,
és a veluk Osszefiggd valtozoétranszformaciok elméletének kidol-
gozasahoz. Egy n szabadsagi foku rendszer mozgasat a 2n-di-
menzids fazistérben az

“ _9H _ T
Xk = = HYk " Yk "~ = \ (k=1..._.n) @.Dn
egyenletrendszer irja le, ahol x.-k ill. y.-k az altalano-

sitott hely, ill. impulzus koordinatak, H(.) egy 2n-valtozoés
valos fuggvény /Hamilton-fuggvény/. Az altalunk vizsgalt esetek-
ben a (2.1) egyenletet alkalmasan valasztott koordinata-transz-
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formacioval attekinthetébb alakra hozzuk. Az egyszerliség kedvé-
ért az (xX1»...,xn, y™,...,yn) valtozékat (z",...,z2n)-nel, a
keresett Ml»-..»nk) uj valtozékat pedig( x,, -..,C2n)~
nel jeldljuk. A differencialkalkulus elemi mdédszereivel meggy6-
z6dhetink arrol, hogy a (£.,--.,72n) véltozékggn*a (2;1) ggyen—
let akkor és csak akkor lesz Hamilton-tipusu (£,=H , r\,==0 )

a az = , tuggvénymatrix szimplektikus, azaz kielégiti
h IlIt={ §?l } F > atri implektik kielégiti

a

’0 1 ( 0 1
W = (2.2)
-1 Oj [ O
egyenletet (I az n X n-es egységmatrix).

Kénnyen lathatdé, hogy ha z = w(£), akkor H(?) = HWw(s)).Az
ilyen koordinata-transzformacidkat kanonikus transzformaciodknak
nevezzik? vegyluk észre, hogy a kanonikussag feltétele fluggetlen
a Hamilton-fuggvény alakjatdl. A kanonikus transzformacidk un.
generatorfiggvényekkel is megadhatdok, azaz bizonyos regularita-
si feltételek mellett minden kanonikus transzformacidhoz léte-
zik egy olyan S(x,n) 2n-valtozos figgvény, hogy Sxk: vk ,

X

SHK: 5k « Az S(x,n) generatorfiggvény Kkielégiti a H(X,SX) =

= HISAjh) Hamilton-Jacobi-féle parcialis differencialegyenle-
tet.

Konkrét feladatok megoldasakor a ﬁ(E»n) figgvényrél felte-
szik, hogy egyszer(ibb alakda, mint az eredeti H(X,y), pl. csak
az n valtozoktol figg (. 4.fejezet). A generatorfiuggvény lé-
tezése a(2.2)feltételbdl kovetkezik? a (2.2) feltétel analdg a
Cauchy-Riemann-differencialegyenletekkel, amelyek biztositjak,
hogy a siknak valamely onmagaba valé leképezése megadhat6é komp-
lex analitikus fuggvénnyel /1. 3.fejezet/.

Az "Erlangeni Program"” szellemében megallapithatjuk, hogy a
klasszikus pontmechanika feladata a kanonikus transzformaciok
csoportjaval szembeni invariansok vizsgalata.

Térjiunk at a (2.1) rendszer stabilitasanak kérdésére. Az
egyszerlség kedvéért tegyik fel, hogy
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%? zg:O - 8
azaz a z(t) = 0 kielégiti a (2.1)egyenletet. A tovabbiakban
mindig a z(t) =0 egyensulyi helyzet stabilitasarol lesz sz6.
Ljapunov definicidja szerint a z(t) = 0 megoldast akkor ne-
vezzik stabilisnak ill. aszimptotikusan stabilisnak, ha a 2n-
dimenzids fazistérben vannak a O-nak olyan és kérnye-
zetei, hogy z(@©) 6 U6-bol kovetkezik a z(t) e G minden
t > 0-ra ill. a lim z(t) = 0 relacid. Ljapunov altalanos téte-
1éb61 kovetkezik™+= hogy a z(t) = 0 megoldas csak akkor lehet
aszimptotikusan stabilis, ha az

,010 1 32H

~N1-1 oV 3zj3zk
matrix sajatértékeinek valds része negativ. A (2.1)egyenlet
specialis alakjabol kovetkezik, hogy ha a sajatértéke /-nak,
akkor a -a, h, -a szamok is sajatértékei, azaz a (2.1) rend-
szer nem lehet aszimptotikusan stabilis. Ez a tény nem megle-
pé, hiszen a Hamilton-rendszerek konzervativak, és az aszimpto-
tikus stabilitas disszipativ rendszerekben fordul el6. Ljapunov
tétele szerint a (2.1) rendszer legfeljebb stabilis lehet, és
ennek szikséges feltétel”™ az, hogy a sajatértékek imaginarius
szamok legyenek. Ez még nem elegend6 feltétele a stabilitasnak
- tehat esetinkben az egyenlet linearis kozelitése alapjan nem
tudjuk elddnteni, hogy a z(t) = 0 egyensulyi helyzet stabi-
lis-e.

Jelédlje fan,..., zan a 2n sajatértéket . Linearis algeb-
rai modszerekkel bebizonyithatd /1. Moser [2]/, hogy
lIétezik olyan linearis kanonikus transzformaci6, hogy a H(z)
Taylor-sorfejtésében a masodfoklu tagok

n ia, 0O O
ki 2 kTR @

alakuak, azaz a linearizalt rendszer n Tflggetlen harmonikus
oszcillator egyenlete. A linearizalt rendszer természetesen
mindig stabilis. Ha a (2.3) kifejezésben az 1iak egylutthatok
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azonos elbjellek, akkor az eredeti rendszer is stabilis, ugyan-
is a H(z) Tfuggvény nivofeluletei a O pont elegendb6en kicsiny
kérnyezetében kompakt halmazok, és a H(z) a (2.1) egyenlet-

rendszer integralja, azaz z(t) mindig a H(z) egy adott nivo-
feliletén marad. Ha az ia” egylutthaték kialénbozé eléjeliek,

a stabilitads kérdése nem dontheté el a H(z) Figgvény Taylor-
soranak masodfokl része alapjan. Az n=2 esetet illusztralja

a 2.1 ébra:

\ =Xk + "~k " k=172

2.1 abra. A Hamilton-figgvény nivofeliletei

A stabilitas kérdését "elméletileg” megoldana Birkhoff kévet-
kez6 tétele. ha a benne szerepl§ formalis hatvanysorok konver-
galnanak :

Ha H(s) egy formalis, konstans és linearis tagokat nem tar-
talmazo6,valés hatvanysor, melynek masodfokd tagjai (2.3) alakv-
ak, és az <Grk racionalisan fuggetlen imaginarius szamok, ak-
kor létezik egy olyan formalis valés hatvanysorral megadott
z = w(5) kanonikus transzformaci6, hogy a HW(?)) Tflggvény az
RN = £2 + TR2,..., Rn = £2 + valtozék P Q@®R™, ...,Rn) hatvany-
sora. /A bizonyitast lasd Moser, Siegel [3])/.

Jeloljuk r~-val a IN(.) Rk szerinti parcialis derivaltjat,
akkor T =2Chn # |I1_ = 2nklk
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azaz a transzformalt rendszer

K— 2V k . "k = 2V k <2-4>

alaka. Ebb6l az kovetkezik, hogy Rk = 0 , és minthogy

csak az RIf.._,R valtozék fuggvénye, ~ =0 , azaz a

r ,...,I'n  TfTuggvények integralok. Ezért a (2.4) rendszer integ-
ralhato :

£k + ink = e 21t k(k ©) + ink (@) , .5)

ahol a 2Fk frekvenciak fuggnek az R3(O) (jO:I,-.-,n) ampli-
tudoktol. A (2.5) formulédbol leolvashaté, hogy a rendszer sta-
bilis .

Siegel (1954) azonban megmutatta, hogy tipikus esetben a
z=w(5) formalis hatvanysor divergal.

3. ANALITIKUS RENDSZEREK, A KIS NEVEZOK PROBLEMAJA

Tekintsik a kovetkez6 differencial-egyenletrendszert
=2 =Az+ ..., G-

ahol z = (z®,.-., zr) egy komplex vektor, f(z) szintén komp-
lex vektor, melynek komponensei holomorfak a z = 0 koérnyeze-
tében, végil A egy n x n -es komplex matrix - az f(z2) els6
derivaltjainak matrixa a z = 0 helyen. Ebben a fejezetben is
a z(t) = 0 egyensulyi helyzet stabilitasat vizsgaljuk. Azért
valasztottuk tanulmanyunk targyaul ezt a feladatot, mert itt
kénnyebben ra tudunk mutatni azokra a nehézségekre, amelyek a
Hami lton-tipusu rendszereknél fellépnek. Ennek az az oka,hogy
a megengedett z=u(f£) koordinata transzformacidok csoportja - a
lokalisan invertalhaté holomorf flggvények csoportja - egysze-
rGbb, mint a kanonikus transzformaci6é csoport.

Ljapunov tételébsl most is kdvetkezik, hogy kétiranyu
(t =@, t -® ) stabilitas csak akkor allhat fenn, ha az A
matrix sajatértékei imaginarius szamok. A Carathéodory-Cartan
(1932) tétel értelmében:



A z(t) = 0 megoldas akkor és csak akkor stabilis @E*2)s ha A
saj atértékel imaginarius szamok, és létezik olyan

z=u@)=?+... 3.2
holomorf leképezés, amely a (3.1) egyenletet
X=AC @G-3)

alakra transzformalja.

A feltétel elegendfsége nyilvanval6é: a stabilitads koordinata-
transzformaciéval szemben invarians tulajdonsadg. A szikségesség
viszont meglep6. Hogyan ellenérizhet6 a fenti feltétel?
Kiséreljuk meg folirni a z = u(c) fuggvény hatvanysorat, ke-

ressik uU)-t e + 2 u.S3 alakban, ahol (= j,,----0 )
ji>2 J
nemnegativ egész vektor és ~ = A 3K . Az egyszeriség ked-
N M k=1
a
véért tegyuk fel, hogy A= Yo . Ha u -val jeloljik a
0 a 5

n

{3 matrixot .k = I,....n), akkor (3.1), (3.2) és (3.3)
Osszefiuggésekb6l un-A? = f(u(?)) egyenletet nyerjuk. Ebb6I
az egyenletb8l az u™ egyltthatdokra rekurziv formulak vezethe-
ték le: ((a,Dl - Aur kifejezhetd az T fuggvény Taylor-so-
ranak egyutthatéival és az |A] < |jl indexd u” egyiltthatéok-
kal. A rekurziv egyenletek megoldhatésaganak formalis feltétele,
hogy az ((a,j)1-A) matrixok ne legyenek szinguléarisak, azaz
minden nemnegativ j vektorra és k=l,...,n-re teljesiljon az
(@,j) o a~ feltétel.

Egy példaval illusztraljuk, hogy a fenti feltétel megsér-
tése valdban instabilitdshoz vezet:

Legyen n=2; p>l, g>0 természetes szamok és teljesiljon

ajP + a2q = at (3.9
feltétel. Ekkor a

Zi = (ax + zP 1 z])zlf z2 = a2z2 (3.5

egyenletrendszernek vannak olyan megoldasai, amelyek kielégitik
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a zP-1z? = (const-(p-Dt)-1 feltételt. /A (3.4) Osszeflggés

és (3.5) egyenlet alapjan igazolhatdé, hogy z z| =

- (p-Dz~- Zj </ Alkalmasan valasztott konstans esetében a

fenti feltétel ellentmond a z(t) = 0 megoldas stabilitasanak.
Siegel (1952) bebizonyitotta a kovetkez6t:

Az u(f) = C + ... hatvanysor konvergenciajanak elegendd fel-
tételej hogy Ulétezzenek olyan pozitiv o0,z konstansok, amelyek
minden nemnegativ egész Jj (lJl ~2) vektorra kielégitik a

1g,a) - ak|]| > clj|'"T (3-6)
egyenlétlenséget.
Kénnyen lathat6é, hogy pl. n=2-re azok az a®, /imagina-

rius/ "frekvenciak'”, amelyekre a (3.6) egyenlétlenség-rendszer
valamelyike nem teljesiul, olyan nyilt halmazt alkotnak,amely
mindenitt sirt az a"™a2 > 0 térnegyedekben /3.1 abra/.

3.1 abra. Frekvenciadk,amelyekre a rekurzié nem midkoddik

Ha T elegend6en nagy és c¢ elegendb6en kicsi, akkor a Ki-
vételes pontok halmazanak Lebesgue-mértéke /egy tetszdbleges
korlatos halmazban, pl. az egységkodrben/ tetsz6legesen kicsi
lehet, ugyanakkor a "jo pontok'™ halmaza, egy zart, sehol sem
suri /Cantor-tipusu/ halmaz lesz.

Az analitikus differencialegyenlet vizsgalatakor arra a meg-
lep6 eredményre jutottunk, hogy a stabilitast akkor tudjuk ga-
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rantalni, ha bizonyos irracionalis szamok nem kézelitheték "tul-
sagosan jol" kis nevez6ji racionalis szamokkal. A (j,a)-ak ti-
pusu mennyiségeket - mivel a rekurziv egyenletek megoldasakor
osztoként szerepelnek - nevezik kis nevez6knek. Torténetileg
Siegel fenti tétele az els§ példa arra, hogy konvergencia bizo-
nyithaté a "kis nevez6k jelenlétében.

4. INTEGRALHATO rendszerek, a kolmogorov-arnold-tétel

A (2.D)Hamilton-tipusu egyenletet akkor nevezzik integralha-
tonak, ha létezik olyan z = w(5,n) kanonikus transzformacio,
hogy H(W(£,n)) csak n-t6l fugg és w"(?,n) 2mr-re periodikus a
£, ...,En valtozdékban.

igy a transzformalt rendszer a

kK % : (4n>
alakot olti.
Legyenek c”™,...,cn tetsz6leges konstansok, az
r) = Cyeenasey = € “4.2)

egyenletek a 2n-dimenzidés fazistérben egy n-dimenzids tdéruszt
jelolnek ki /a £k valtozokat mod(2ir) kell tekinteni/. A (4.1)
egyenletnek a (4.2) alaki toruszok invarians halmazai. Ha nk
jeloli H_ értékét a Cy»---2Cy helyen, akkor a (4.1) egyenlet
megoldasai a £k(®) = ak + modQRir) alakiuak az n-dimenzidés in-
varians toruszon; az ilyen megoldasokat kvaziperiodikusaknak
nevezzik, mert n Tflggetlen wn Frekvenciiju periodi-
kus mozgast Irnak le.

Egy Hamilton-tipusu egyenletrendszer elméletileg egy olyan
kanonikus transzformaciéval hozhatdé integralhaté alakra, amely-
nek S(x,n) generatorfiggvénye kielégiti a

H(x,Sx) = H() “4.3)

Hami lton-Jacobi-egyenletet / 2.fejezet/ valamilyen csak g-tol
figgb A Hami Iton-fuggvénnyel .
A C ill. n valtozékat szokas szog- ill. hatasvaltozodknak
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is nevezni. A két legismertebb integralhaté rendszer /n flgget-
len harmonikus oszcillator? idealizalt Naprendszer/ esetében a
sz8g- és hatasvaltozok konnyen megadhatdk, mert ismerjik az
egyenletek megoldasat.

A szogvaltozokat ugy kell megvalasztani, hogy a mozgas kvazi-
periodikus legyen, a hatasvaltozékat pedig Ugy, hogy a periédu-
sok a Hamilton-fluggvény megfeleld parcialis derivaltjai legye-
nek. Mindkét esetben elegendd 1 szabadsagi fokl rendszer esetén
megadni a sz6g- és hatasvaltozéokat, mert mindkét n szabadséagi
fokl rendszer n flggetlen 1 szabadsagi foku rendszerbdl all.

a/ Harmonikus oszcillator:
_ 2 2 S, - L
H = 9YX + y~) , a kivant kanonikus transzformacié az

X+iy = vai e”™ 0Osszefiggésbbl vezetheté le. Vegylk észre,
hogy az a periodus flggetlen n-tol.

b/ Kepler-probléma /lBkp és egy elhanyagolhatéan Kkis tomegl boly-

go/ :
T 2~ 2 . const
H=YXx+Y2+ =

J2,2

/X1+X2
A Kepler-torvényekb6l (ill. a megmaradasi tételekbdl) tudjuk,
hogy ez a rendszer is gyakorlatilag 1 szabadsagi foku, és £
szogvaltozoként a < {(-e,0),(0,0),(x",x )} "ellipsziscikk"

teriletét kell valasztani /4. ldbra/ , azzal a normaléasi fel-
tétellel, hogy a teljes ellipszis teriulete 2r (2.Kepler-
torvény).

4.1 abra. A Kepler-féle terilet toérvény
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Mig n hatasvaltozoként /a-1 kell valasztanunk, ahol a a fél

nagytengely, mert 3
n = = const H const a~2
a n2 C
(3. Kepler-torvény) . Ittt a periddus valdban filgg az n érté-

kétél. (A fenti formuldkban szerepld konstansok nem egyenldk
egymassall)

Ismeretes, hogy a (4.3) egyenlet lokalisan mindig megoldhato,
azaz lokalisan minden rendszer integralhat6. A globalis integ-
ralhatésag csak integralhatd rendszerek®™ perturbacidi esetén
vizsgalhaté: a kérdés az, hogy kis perturbacidé esetén milyen
feltételek biztositjak egyes invarians toruszok megmaradasat.
Erre a kérdésre ad valaszt a Kolmogorov-Arnold-tétel:

Legyen a H(x,y,\I) egy integralhaté rendszer H”*iy) Hamilton-
fugg vény perturbacidinak egy egyparaméteres serege - feltesszik,
hagy X/ ill. y a perturbalatlan rendszer sztg-, ill. hatas-
valtozbi, és H(.x,y,\i) valamennyi (2n+1) valtozéjaban valés,
analitikus, az x valtozokban 2uw-re periodikus flggvény :
HOGY.\D) = HQ(Y) + Hr(x,y) + ...

Mint lattuk, adott «c,,..., Cj, konstansokra az y”~=c”,...»Yn=cn
torusz a perturbalatlan rendszer invarians halmaza, melyen a
mozgas kvaziperiodikus

_ 3H(Y) 3N m frekvenciakkal .
AT K

1 =Cl1.... “n 3yn yn=Cn

Tegyuk fel, hogy a c~,...,0 konstansokat wnagy valasztottuk
meg, hogy a

oy JER >y uIeT “4-4

egyenlétlenség teljesiljon minden j,0-t6l kilénbdz6 egész vek~
torra és valamilyen pozitiv y és T szamokra.

A 3. fejezetben lattuk, hogy a (4.4) egyenlétlenségnek ele-
get tev6 w vektorok egy Cantor-tipusu halmazt alkotnak - és
ha az frekvencidk folytonosan fuggnek az y”~ hatéasvaltozok-
tol /pl. az idealizalt Naprendszer esetében ez igy van/, akkor
a (4.4 ) egyenlétlenség a hatasvaltozok terében is egy Cantor-
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tipusu halmazt jeldl Ki.

Ha ezen Kkiviul a helyen a
32Ho ()
ay gy— matrix nem szingularis, akkor elegend6en kiesi

\i-re létezik egy invarians tarusz, melynek paraméteres egyenle-
te

X

6 + u(6,y)
c + v(9,y)/

4.5

y

és amelyen a mozgasegyenlet

O =
alaka. A (4.5 egyenletben szereplé u(9,y),v(0,y) Tuggvények
n+l valtozas valds,analitikus, és a 0 valtozékban 2v-re peri-
odikus fuggvények.

A tétel bizonyitasanak alapgondolatat Kolmogorov 1954-ben ismer-
tette, a részletes bizonyitast Arnold 1963-ban publikalta. Eb-
ben az elbadasban e tétel diszkrét analogonja /"twist-lemma'/
bizonyitasanak alapjaul szolgaldé gyorsan konvergald gyodkkeres
eljarast ismertetjik.

Megjegyezzik még, hogy a (4.4) egyenlétlenség lényeges meg-
szoritas; Arnold bebizonyitotta, hogy 3-nal nagyobb szabadsagi
fokl rendszerekben az invarians toruszok nem maradnak meg a
hatidsvaltozok minden kezdeti értékére /Arnold-diffuzid/. A
hatasvaltozék eltavolodasa a kezdeti értékté6l azonban igen las-
st; Nyehorosev /1. Moser, [2] / megmutatta, hogy léteznek olyan
a>0 és b >0 , csak a HQ(y)-tél fiuggdé konstansok, hogy
Y@ -y®l < ya , ha b

t< eod

Azaz, ha a perturbaci6é mértéke kicsi, akkor a kezdeti &llapot-
tol fuggetlenil hosszu ideig keveset valtozik a rendszer.



5. A KORLATOZOTT 3-TEST PROBLEMA, ARNOLD TETELE

Mint ismeretes, az uUgynevezett n-test problémanak /n toémeg-
pont mozog egymas gravitacids terében/ n Kk 3 esetén altalaban
nincs explicit megoldasa. Bruns /1887/ bebizonyitotta, hogy a
mozgasegyenleteknek nincs az ismert 10 integraltél fuggetlen
algebrai integralja. Az el6z6 fejezetben ismertetett Kolmogorov-
Arnold-tétel abban az esetben alkalmazhaté, ha az egyik pont to6-
mege lényegesen nagyobb, mint az Osszes tobbié egyluttvéve. A
"globalis integralhatdésag', azaz invarians toruszok létezése ek-
kor is csak a kezdeti értékeknek egy Cantor-tipusu halmazara
garantalhatd. Ezért nem érdektelen annak a specialis esetnek a
vizsgalata, amikor 3 tomegpont koziul az egyik tdmege gyakorlati-
lag 0. Ez a korlatozott 3-test probléma. Mar Lagrange megmutat-
ta, hogy tetsz6leges tomegek esetén a 3-test problémanak 5
olyan megoldasa van, amely egy alkalmasan valasztott egyenlete-
sen forgd sikbeli koordinatarendszerben "allni latszik". Ebb6l
3 megoldas olyan, hogy a 3 tomegpont egy egyenesbe esik, a 4.
és 5. megoldasban a 3 tomegpont egy szabalyos haromszéget alkot
/ 5.1 abra/.

5.1 abra. A Lagrange-féle egyensulyi helyzetek

Az abran lathat6é 5 egyensulyi helyzet (I"-L,.) természetesen a
korlatozott 3-test probléma esetében is fennall. Ismeretes,
hogy az és L™ egyensulyi helyzetek instabilisak. Te-
gyuk fel, hogy a két nem zérus tdomeg aranya y és

0 <y(l-y) < 4pj ,azaz O <y <yl. Az L4 és L5 egyensulyi
helyzetek kornyezetében - alkalmasan megvalasztott koordinata-
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rendszerben a sikbeli /2 szabadsagi fokd/ probléma Hamilton-
flggvénye

2 a 2 b
H = k:EI ~2~ Rk + j,l%:l ﬂ Fi,’an(k + °a5 én
alal_<ra hozhaté /v.6. 2.fejezet Birkhoff tétele/, ahol
R\)( :Xé’ + , es @@ jelenti a Iegalabb otodfoku tagokat
3
Az és a2 frekvencidk az a -a +(— ) y(-y) = egyen-

let megoldasai és a”a2 < 0 > tehat a stabilitas kérdése a
masodfokld tagok alapjan nem dontheté el /2.1 dbra /.
Arnold alébbi tétele viszont alkalmazhaté:

3
Ha - o £ , p,g=1,2,3,4 ,

bll b12al
= det b2 b22a2 N~ 0 , akkor az x =0, y =0

al a2°

stabilis egyensulyi helyzet.
A Deprit hazaspar 1966-ban a D determinansra a kévetkez
Osszefiggést talalta:

X 36—541&?2 +644a’\4a£'
b="28 (I—éta’2 a%)’('df—a'ga%a%‘)

A D(y) fuggvény alakja az 5.2 abran lathato.

5.2 abra. A determinans értéke y flggvényében



A (@, vi ) intervallumban a D determinans csak a yQ érték-

nél lesz egyenld O-val, a Uj és 3 értéket azért kell kizar-
ni, mert

- = - dpl " 414
a2 = § )
A tétel bizonyitasa a Kolmogorov-Arnold-tétel 2-dimenziés

diszkrét analogonjan, a Mosert6l szarmazé twist-lemman /1962/
alapszik.

Legyen M az 1 < x2+y2 < 2 korgydrd onmagara valo olyan leké-
pezése, amelynek a koncentrikus korok invarians halmazai. Polar-
koordinéatéakban:

ME
R.,0) -0 "i@) T

R1 =R, 1tR<2,
O =0+y(® , 0 <0< ar .
Tegyuk fel, hogy N 00, 1<R<2

Legyen az Mt az wmQ leképezésének egy, az alabbi formulakkal
adott perturbacidserege:

R
0

R + ef(R,0,e)

0 +y(QR) + egi.R0,e) . G-2)

Az f és g Tuggvények Q-ban 2n-re periddikusak és mindharom
valtozojukban valés analitikusak. Ha minden e-ra az le-
képezés mértéktartd, akkor tetsz6leges olyan w-ra

Y@ <w<y@), anelyre az + - 2 clql
2T 4

feltételrendszer teljesul - rogzitett c O, T > 0-ra és minden
£ racionalis szdmra - és elegend6en kicsi £-ra, az M leké—
q _. . - . . - . P ..
pezésnek létezik egy zart invarians gorbéje. Ez a gorbe
az alabbi paraméteres egyenletrendszerrel adhatdé meg:

R=F(p.e) , 0=0¢+ G6(p.e) ,
ahol F és G a <?nek 2ir-re periodikus flggvényei. Az ME£ megszori-
tésa a C,,,, goOrbére : M

. o — o+ w .
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Ez utobbi megjegyzésb6l latszik, hogy az R = y-1Q)
kor Kkis perturbaciéjanak tekinthetd /5.3 abra/.

5.3 &bra. A twist-leképezés
A tovabbiakban - feltételezve, hogy a t*wist-lemma igaz —
ismertetjik az Arnold-tétel bizonyitasanak gondolatmenetét. Az
(5.1) Hamilton-fuggvényben végrehajtva az x,y me_1x, e-ly
valtoz6 transzformaciot, az alabbi F Hamilton-flggvényt kap-
Juk:

F = e 2H(ex,ey) = 1 R + e2 T rr + 0(e3). (5.3
k=1 z 1,k=1 4 3K

Polarkoordinatakban a mozgasegyenlet a

K
K

®k

0(e3),

_ak +e2 ™M bkjRj + °<e3> G.D

alakban irhaté fel. A tovabbiakban vizsgalatainkat az F = c,
=TT

Icl < - - energiafeliletre korlatozzuk. Ezen a fellleten

R2 = *(RIF OIf 02) = - ~ (Rx - |£) + 0(e2). (5.5)

Tekintsuk 0 _-t fluggetlen valtozonak, akkor az RO,00 mennyisé-
gek az F = c¢ feliuleten egy nemautonom Hamilton-tipusu egyen-
letnek tesznek eleget; (6.4) és (5.5) Osszefluggésekbdl adodik,
hogy
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aR, ..
= 00 = R (5.6 )

de2 i de2
altal létesitett leképe-

Minthogy az (5.6) rendszer megoldasai

zés is megbrzi a Lebesgue-mértéket /a Liouville-tétel nemauto-

nom Hamilton-rendszerekre is érvényes/ az

RA0), 01(0) —Y > R1(2iT), 0r211)

leképezés is mértéktarté /5.4 dbra/. Megmutatjuk, hogy az ME

leképezésére alkalmazhaté a twist-lemma.

5.4 abra. A mozgasegyenletekhez rendelt twist-leképezés

Az (5.6) egyenletrendszert 0(e3) pontossaggal megoldva, az

R1@ir) = R(0) + 0(el3) ,
4 wcP2
01(2it) = 0(0) + 217- + lkkk— (a2b12_alb22) -
2 a2
- DR + 0(e3)
a2

Osszefiggéseket nyerjuk, ahol D az Arnold-tételben szerepld

determinans. A D ¢® O feltétel biztositja a twist-lemmaban
szerepl§ ~ 0 0 TfTeltétel teljesilését. Ha c-t elegend6-



en kicsire valasztjuk, akkor az ME£ leképezésnek az 1Is 2
korgylriben minden alkalmas bi-ra Zami az (5.3) transzformacio
miatt az e2—x%+y2|—2e2 korgydrinek felel meg/ van egy n
invarians gorbéje. Ez azt jelenti, hogy az ME£ leképezés a

Cm,e belsejében 1évd pontokat a QU,e belsej:]ébe viszi at.

Az R™=0 , R2=0 -egyensulyi helyzet stabilitasahoz azt kell
igazolni, hogy az adott n-ra van olyan e és 0, hogy minden
t-re R™M) + RMt) n , ha e elegendb6en Kicsi és RMNCOH
+ R2(0) < 5 . Legyen e olyan kicsi, hogy az RN + R < n tar-
tomany magaba foglalja az

IF| <---- , 1<R. <2 tartomanyt /5.5 dbra, 5.6.4bra; az

2 1
5.6 abran a megfeleld6 tartomanyok a valéjaban 2-dimenzids R™ si-
kon lathatok/.

5.5 adra. Az 1 <R < 2 tartomany az (R”", R2) térben



5.6 dbra. Az 1 < < 2 tartomany az sikban

A cuw e invarians gorbék megakadalyozzak, hogy az F = const
nivofelileten 1év6 trajektérianak az sikra valo vetiulete
elhagyja az R™ < 2 tartomanyt.

Megjegyzés: A fenti gondolatmenetben lényegesen kihasznaltuk,
hogy az (56.6) egyenletben a ®(R, 0", ©2) Hamilton-fliggvény a
©2 fuggetlen valtozo periodikus figgvénye - ez a koriulmény
tette lehetévé a folytonos mozgas diszkrét leképezéssel torténd
helyettesitését.

6. EGY "OSZTASMENTES" GYOKKERES6 ALGORITMUS

Ebben a fejezetben ismertetjiuk a twist-lemma bizonyitasanak
alapgondolatat.

Az egyszerilség kedvéért tegyuk fel, hogy az ME leképezésé-
ben ((6.2)) szereplé y(R) = R , az e szorzét pedig olvasszuk be
az f és g fiuggvényekbe. Az idealis az lenne, ha minden w-ra
létezne invarians gorbe, azaz létezne olyan

0=5+u(tn) , R=T1+v(E,n) (6.1)

képletekkel adott koordinata-transzformacid, hogy
M(E,n)= (E + n, n) . Ehhez az szikséges, hogy az

u(C +n,n)=u+v+FfF(P + u,ri +v)/ (6-2)

VE +n, n)=V +g(E +u, n+V)
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nemlinearis filggvényegyenletet megoldjuk.

A (6.2) egyenletet explicit médon természetesen nem lehet
megoldani, ezért egy kozelité megoldashoz ugy prébalunk eljut-
ni, hogy a (6.2) egyenletet linearizaljuk:

) uE +w,n)- u(E,n) = f(E,n) + v(,n),
, 2T (6-3)
aan v + @ - v@,n) =g9C@.n - T g€, n)d?.
o}
/Vegyik észre, hogy a (6.3) csak akkor oldhaté meg, ha (i) és
(ii) jobboldalainak integralja a [0,2t«] intervallumon zérus./
A (6.3) egyenlet megoldasdhoz a

w(x + w) - wx) = h(x) 6.4

tipusu differencialegyenletet kell megoldanunk /el8szdr a maso-
dik - (ii) - egyenletet oldjuk meg, majd az els6t - (i)/.
Ha h(x) Fourier-sora

h(x) = Eh, e”™x

k#0 k
akkor w(x) Fourier-sora
wx) =1 mkhk eikx . (6.5)
el -1

A twist-lemma feltételei szerint h(x) 2mr-re periodikus va-
16s, analitikus fluggvény, azaz h(x) analitikusan folytathaté az
Im z <6, komplex tartomanyra, ezért a Cauchy-integralformula
miatt a h, egyltthaték exponencialisan tartanak O-hoz:

Ih, 1 < const e . Ugyancsak a twist-lemma feltételeib6l ko-
ve;kezik, hogy az e "™ _ 1 nevezék egyetlen k-ra sem egyen-
16k O-val, s6t le ik)-1] = 2 sin |y >4 const |Kk|] T,

tehat a egyltthaték is exponencialisan tartanak O-hoz.
Kovetkezésképp a w(x) megoldas-figgvény is analitikusan foly-
tathaté valamilyen szikebb Im z < 5° < 6 tartomanyra.

A bizonyitas a tovabbiakban azon alapszik, hogy a (6.3)
linearizalt egyenletrendszert megoldva egy olyan (6.2) alaku
koordinatatranszformaciéhoz jutunk, amely az g =w elegendben
kicsi UM kornyezetében az ME leképezést kozelebb viszi az

idealis (£,0) ( + n, h) alakhoz.
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(£,0) -*~(¢ + n + o(C,n), n + d(c,n))5
01+ o] < 6 -6°T (@2r+3)+a(uw)

A a( ) fiuggvény explicit moédon kifejezhet§ az UE kdrnyezet
méreteivel. E becslés gondos elemzésével igazolhaté, hogy a
fenti linearizacios eljarast szukcessziven alkalmazva az w

kérnyezeteiben olyan koordinata -transzformacidé sorozatot
kapunk, hogy az ME£ leképezés egyre kozelebb lesz a kivant
alakuhoz - és hatarértékben egy invarians gorbéhez jutunk./Ter-
mészetesen UM~ kdrnyezet az n-edik transzformacidéval nyert
koordinatakban értend6. /

A Kolmogorov-Arnold-tétel bizonyitasanak gondolatmenete ha-
sonld, csak ott egy nemlinearis parcialis differencialegyenlet-
rendszer kodzelitd megoldasainak sorozataval jutunk el az inva-
riadns toéruszokhoz.

Feltétlenul érdemes megjegyezni, hogy e tételek hosszadalmas
és latszolag attekinthetetlen bizonyitasa egy altalanosan alkal-
mazhaté gyodkkeres6é algoritmuson alapszik, melyet Kolmogorov ja-
vasolt 1954-ben.

A konvergencia bizonyitasa nélkiul ismertetjik az iteracios
sémat.

Tegyuk fel, hogy f(xX) kétszer differencialhaté figgvény az

XI < r intervallumban. Ha\; p{r M"NTFQOC)-x] + r|fF'(xX)]|} elegen-
<r

déen kicsi, akkor az f(x)=0 egyenletnek van megoldasa az

IXI < r intervallumban.

Bebizonyithaté, hogy az

O) Xk+1 = xk - ak TV 6 6)
an ak+l = ak +.ak@ - f,(xk)ak} *©
xo = 0 - ao = b

képletekkel adott rekurziv eljaras exponencialis sebességgel
konvergadl az f(x) zérushelyéhez. Ez azt jelenti, hogy ha

) =0 ,

| xk - XJ < const]xk_1-xoo]2 . 6.7
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Ismeretes, hogy a Newton-eljaras gyorsabban konvergal - a (6.7)
becslés kitev6jében ™ helyett 2 szerepel -, de minden egyes lé-
pésnél osztani kell az f"(xk> derivalttal. A (6.6) eljaras nem
tartalmaz osztast /Kivéve a O-ik lépést: az F(x) fFluggvényt ugy
normaltuk, hogy f"(0) koézel legyen 1-hez/. Ez a korulmény kulo-
nésen a tobbvaltozds esetben lényeges, ahol az osztas helyett
matrixot kell invertalni. A konvergencia sebesség az (ii) itera-
cié modositasaval javithato.

Végul megemlitjuk, hogy Visser 1937-ben mar alkalmazta a
(6.6) iteracio egy specialis esetét, pozitiv operatorok négyzet-
gyokének meghatarozasara /1. F. Riesz, B. Sz.-Nagy [4])/.

A Visser-eljaras egydimenzids esetben a kdvetkez6:

Legyen O <b <1 . A b—x2 = 0 egyenlet pozitiv megolda-
sat az

Yk+1 = §(Yk + 1 - b) (6-8)

iteracio szolgaltatja: 1 - lim yk = /b . A kapcsolat a (6.6)

itericiodval nyilvanvalé. Ha ak =1 , akkor (6.-8) (6.6)(i)-bdl
addodik, az ak =jJ valasztdsa az yk=0-nak (6.6)(ii)-be helyette-

sitésével igazolhaté - ez utdébbi természetesen durva kozelités.
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1. BEVEZETES. AZ ELOADAS LOGIKAI VAZA

El6adasomban a turbulencia Ruelle-Takens-féle matematikai
modelljével foglalkozom. Ez a modell a turbulenciat egy "kulo-
nos attraktorral” rendelkezd dinamikaval azonositja, azaz egy
olyan dinamikaval, amelynek trajektériai asszimptotikusan egy
bonyolult struktdriaju kompakt halmaz felé tartanak (amely nem
egy kvaziperiodikus trajektoria lezarasal!). Ez a halmaz a "ki-
16n6s attraktor™.

Mivel a modell kifejezetten matematikai, el6adasom is téte-
lek kijelentéséb6l és hozzajuk Tlizott megjegyzésekbdl, magyara-
zatokbol all. Az elBadas logikai strukturajat, a tételek kap-
csolatat az alabbi "blokk-diagramm" mutatja be:

Hopf-tétel K 2-ben) ==7 Hopf-tétel Banach-térben A
Centrumsokasag-tételJ STABIL CIKLUS KIALAKULASAI
Poincaré-leképezés Lib
Naimark-bifurkacio |
Centrumsokasag-tétel J
=5> STAEIL T2 TORUSZ KIALAKULASA ...7... (=u>)
STABIL T TORUSZ KIALAKULASA | TURBULENCIA

R.-T. konstrukcio6 (kulénds attraktor)J

Az eredeti (R -ben megfogalmazott) Hopf-tétel kimondja,
hogy ha adott egy kontrollparamétert6l figgd kozdnséges dif-
ferencialegyenlet-rendszer altal meghatarozott folyam a sikon,
akkor a paraméter valtozasaval bizonyos korulmények kozott a
folyam egy stabil fTixpontjarol egy, a paramétert6l figg6é sta-
bil ciklus valik le, a fixpont pedig instabil lesz.

A centrumsokasag-tétel szerint ha adva van egy Banach-tér-

ben egy folytonosan derivalhaté folyam, amelynek 0 Ffixpontja,
akkor - bizonyos feltételek mellett - a fixpont egy kdrnyezeté-
ben "minden lényeges dolog" egy véges dimenzidju (@ mi esetink-
ben d=2) alsokasagban torténik. Analog tétel fogalmazhatd meg
egy diffeomorfizmus altal generdalt - diszkrét idejd - dinami-

kara is. (Az el6adds soran a diszkrét idejd tételt fogom meg-
fogalmazni .)
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A Poincaré-leképezést a legszigorubb értelemben - periodi-
kus ciklus kornyezetében transzverzalis metszés UOtjan nyert
diszkrét idejl leképezés - hasznalom. Ennek létezését és tu-
lajdonsagait tételek irjak le. (Lasd pl. [1-3].)

A Naimark-tétel allitasa latszolag analdég a Hopf-tételével,
diffeomorfizmus altal generalt diszkrét idejli dinamikara megfo-
galmazva. (A diffeomorfizmus stabil fixpontjarol egy invarians,
stabil zart gorbe valik le, a fixpont pedig instabil lesz.)
Ezért gyakran "'Hopf-tétel diffeomorfizmusokra™ néven emlitik.
Azonban - mint latni fogjuk - lényeges kiuldnbségek is vannak a
két allitids tartalma kozott.

Lathaté a fenti vazlatbol, hogy a szigoru levezetés egy he-
lyen megszakad. Ennek oka, hogy - legalabbis tudomasom sze-
rint - a kétdimenzidés téruszon tali bifurkacidk leirdsara nin-
csenek tételek. Feltételezhetd azonban, hogy a téruszos bifur-
kaciok hierarchiaja nem szakad meg két dimenzidnal.

A Ruelle-Takens-elmélet szerint a négydimenzids, vonzd to-
rusz kialakulasa utan (tehat tovéabbi két - feltételezett - bi-
furkacié utidn) jellegzetesen (latni fogjuk, milyen értelemben!)
kulonds attraktorral rendelkezd dinamika alakul ki. Ebb8l az
koévetkezik, hogy - legaldbbis az attraktor egy koérnyezetében

(vonzéasi tartomanyaban) - a mozgas aszimptotikusan (t - ~)
kaotikus lesz. A Ruelle-Takens—elmélet ezt azonositja a tur-
bulenciaval .

Az elmélet e?y (jabb valtozata szerint (Newhouse-Ruelle-
Takens [4] ) ehhez elegend6 egy vonzé haromdimenzids toérusz Ki-
alakulasa (@ Na"imark-bifurkacié utani tovabbi egy bifurkaciod) .

A tovabbiakban a felsorolt tételeknek pontos megfogalmaza-
sat és magyarazatat irom le (bizonyitas nélkul).

2. HOPF-TETEL IR2-BEN

Tétel_Legyen X : R w R ahol y£(-6,6) egy paramétertél
fiigg8 CK*G<i4) veéiormezé—sereg a sikon gy, hogy
[Vy £(-6,6) J: X*(0) = 0. X: RAB(-6,6) *=K3, XEY) = X (0,0)
@ = (X,y)) a paraméter dimenzidval bévitett sokasagon értei-

k-szor folytonosan differencialhato
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mezett vektormezd, amelynek dinamikdba* a y = const, sikokat
invariansan hagyja, és ezekben a sikokban megegyezik a megfe-

leld X veﬁ;ormezé dinamikajaval. Ha DX _(0)** sajatértékei

A(P).A(p) Ugy,hogy [Vp]: ImA(P) @& O, p<(>)0 ReA(P)<(>)0,

dReA(p)/dp 1 o i 0, akkor

a. ) létezik egy olyan p: (-e,e) = (-6,6) flggvény, amelyre

-[Vxe (-8,6) 1: (X,0,p(X)) eyx ®» aol. yx X dinamikadjanak perio-
dikus ciklusa:

- Yx periddusa « 2a/]A(0)]i

- amplitddéja {'sugara') ,/JEX)]|-

-Y@O = 0;

b. ) létezik (0,0,0) -nak egy olyan U kérnyezete, amely a fen-

tieken kivil mas periodikus ciklust nem tartalmaz;

c. ) ha (0,0) XQ dinamikajanak attraktora, akkor x £ 0 < (I(x)>0

és a ciklusok vonzéak (szuperkritikus bifurkdcio);

d. ) ha (0,0) (-Xq) dinamikijanak attraktora, akkor

X N0 - p(xX)<0 és a ciklusok taszitdak (szubkritikus bifurka-

cio) .
Megjegyzések
1. ) A fazistér Kib6vitése a paraméter-dimenzidval technikai

okokbol szikséges, mivel a tétel allitadsa a paraméterre vonat-
kozoéan is lokalis jelleg(i: az IR®(-6,6) sokasag origdjanak egy
kérnyezetét irja le.

2. ) A tétel bizonyitasa meglehetésen bonyolult. Lényegesen
felhasznalt elemek: koordinata-atalakitas, Poincaré-leképezés,
implicit figgvények tétele.

3. ) Ac.) pontban megfogalmazott feltétel Xq egyszeri dif-
ferencidlasa utjan nem donthetd el, mivel ReA(@) = 0. A hely-
zet analég a kovetkez§ egydimenzids iteracids dinamikaval:
xXt+l = M0) = 0. Ha p < 0 akkor |f"(0)] < 1. Ha
p =0, akkor fE(0) = 1, f£(0) = 0 és fE£(0) < O TiTszuperkriti-

*

A tovabbiakban az X vektormezé dinamikajan a dx/dt=X(x)
differencialegyenlet altal meghatarozott dinamikat értjuk.

DX())(? az X leképezés x helyen vett differencialja (Jelen
esetben X™ linearizalt alakja).
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kus) , vagy () > 0 (szubkritikus) .

2.1 &bra. Az analdg iteracios leképezés

Létezik azonban analitikus médszer a stabilitis-feltételek el-
dontésére ([3], 3. fejezet).

4.) A tétel allitasanak fenomenologikus leirasa.

A 2.2 abra a y (X) figgvény képét mutatja be. A flggvény ké-
pe az (X,y) sikban helyezkedik el. Az y tengely csak a 2.3 ab-
rdval vald Osszevetés kedvéért van feltintetve.

A 2.3 abra a paraméter-dimenzidval bévitett fazisteret mu-
tatja be. A y tengelyen, y < 0 értékeknél vonz6, y > 0 érté-
keknél taszitdé fixpontok helyezkednek el. Megfigyelhetd, hogy
a y tengelyen pozitiv iranyba haladva y = 0 értéknél miként
valik le (huzédik fel) a vonzé fFixpontrol (-ra) a vonzé (ta-
szitd) periodikus ciklus, és veszti el a fixpont stabilitasat.
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2.2 dbra. A y(x) Tfuggvény

2.3 é&bra. X dinamikdjanak periodikus ciklusai

A 2.4 abra a valédi fazisteret mutatja be kiulonb6zd u érté-
keknél .

A 2.2-2_4 abrédkban aj szuperkritikus, bj szubkritikus bifur-
kaciora vonatkozik.
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3. CENTRUMSOKASAG-TETEL (DIFFEOMORFIZMUSOKRA)

Tétel. Legyen Y:V mZ C" leképezés, ahol Z Banach-tér,
VCZ 0-nak kérnyezete, ""@ = 0. (Tehat D*O) eL(Z) lineéris,
korlatos.) Ha o(@41(0) ) = oUcs™i ahol cC{lloc]IX] n p < 1}
és 02 CIX GC UIA] = 1)*, tovabba diidY =d < =, ahol y a a"-hoz
tartoz6 invarians altere b'd#(0)-nak, akkor létezik o-nak egy U
kérnyezete (OOUCVb amelyben létezik egy O-t tartalmazd, Y-t
O-ban érint6" a-dimenzids, C sokasdg ) Ugy, hogy

a. ) xG M) és G) el) => 4R 6M

b.) 6 U) és CVYGINI Jr~x) 6 U) =% inf UL -y || +0.
yGM

Megjegyzések

1. ) A tétel A. Kelley Un. '"stabil-, centrum-stabil-, cent-
rum-, centrum-instabil-, instabil sokasag tétel'"-ének sajatos
esete. (Lasd [2], fuggelék.)

2. ) A tétel lényegében azt allitja, hogy a fenti feltéte-
lek mellett a 0 kdrnyezetéb6l induld trajektériak aszimptoti-
kusan a véges dimenzidéju M sokasadghoz tartanak. Ebb6l az ko-
vetkezik, hogy végs6 soron az invarians M sokasagra korlatozott
dinamika a meghatarozo.

3. ) A bizonyitas soran felhasznalt elemek: Benach-terek és
korlatos linearis operatorok altalanos elmélete, kontrakciok
metrikus terekben (Fixpont-tétel).

4. ) Analég tétel fogalmazhaté meg folytonos idejli, Banach-
térbeli dinamikakra is.

4. HOPF-TETEL BANACH-TEREKBEN

Tétel. A tétel a kétdimenzidshoz hasonld jelenséget rr
le. Feltételei a kovetkez6 médon fogalmazanddak at:

a@®Ox O ) = ajucr, ahol = {A).AQ)} a mar ismert feltéte-
lekkel, és a2 C{A G C |JReX < -e}. A periodikus ciklusok az XQ

* a(A)-val az A korlatos, linearis operator spektrumat je-
1éi jok .
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folyamanak aentrumsokasdgan helyezkednek el.

Megjegyzések

1. ) A bizonyitas soran XQ dinamikajanak centrumsokasagat egy
diffeomorfizmussal képezziik le DXQ (0)-nak {A) ,XTUI}-hoz tar-
toz6 sajat-sikjara, majd ezen a sikon alkalmazzuk az eredeti
Hopf-tételt.

2. ) Példa: szubkritikus bifurkacidé toérténik a Lorenz-modell-
ben a = 10, b = 8/3, rc = 24,74 paraméter-értékeknél. A két
stabil fixpontra rahuzédik egy-egy instabil ciklus, és ezaltal
a Fixpontok instabilla valnak (@=3) . d- [3].)

3. ) Lényeges, hogy a tétel Banach-térbeli dinamikakra is
megfogalmazhatd, mivel igy fluggvényterekben folyamokrol allit-
hatunk valamit.

5. NAIMARK-BIFURKACI0
Az altalanos Hopf-tétel értelmében a paraméter kritikus ér-

tékénél egy stabil Fixpontrdl levalik egy vonzé ciklus, és
ugyanakkor a fixpont instabil lesz.

5.1 &abra. A Poincaré-leképezés értelmezéséhez
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5.) Egy kiszamithat6é, de nem trivialis példa:
z =z(@0 + u + azz), ahol z =y + iy,
r-1 szuperkritikus,

a=-mn
+1 szubkritikus.

2.4 &bra. A 2.3 abra metszetei u = const, sikokban,
azaz az vektormez8k dinamikajanak fazisképei



A Poincaré-leképezés tételének alapjan a kialakult ciklus
tetsz6leges pontja kornyezetében a ciklusra transzverzalis
metszetet felvéve, egy ¢:D %D "els6 visszatérési leképezést"
értelmezhetink (6.1 abra). A tétel szerint ez a leképezés
diffeomorfizmus lesz, tovabba diffeomorf a ciklus barmely pont-
jJaban hasonldé médon értelmezett leképezéssel. A fentiekb6l ko-
vetkezik, hogy az ily moédon diszkrét idejlivé tett dinamika le-
irasabol lényeges kovetkeztetéseket vonhatunk le a folytonos
idejld dinamikara vonatkozéan - a ciklus koérnyezetében.
(Poincaré-leképezésre vonatkozéan Id. [1-3].) A fenti esetben
a Y ciklus és a metsz6 sokasag P metszéspontja a ¢ Poincaré-
leképezés stabil fixpontja lesz.

Tétel (Naimark, Ruelle-Takens, Sacker): Legyen ¢*: R~
paramétert6l fuggd diffeomorfizmussereg, ahol y£(-6,6) a
kontrollparaméter. Ha [VWi€(-6,6)]:¢ (0) = 0 és Opy(0) sajatér-
tékei \(u)jk(n), amelyek kielégitik a kovetkez6 feltételeket:

[val: ImA(n) / 0, n<(>)0 AW KE 1, dIX(wW Vdu [ ¢ 0,
ImMfk(®)) 170 ham=1,2,...,5, akkor két eset lehetséges:
a. ) amennyiben O ©¢Q-nak attraktora [3e 6(0,6)]: ugy, hogy

[Vu £ (0,e)]-ra ¢y-nek van egy vonzdé, invarians kodre 0 koril
(szuperkritikus bifurkdoiod);

b. ) amennyiben O %o -nak attraktora, [3e 6(0,6)]: uUgy, hogy
[W 6 (-e,0)]-ra o™-nek van egy taszitd, invarians koére O korul
(szubkritikus bifurkdoiod).

Megjegyzések

1.) A tétel allitasa a Hopf-tételével - legalabbis latszo6-
lag - analdg: egy eredetileg stabil fixpontrél egy vonzd, in-
varians zart gorbe valik le (illetve a fixpontra egy taszito,
invarians zart goérbe huzédik ra), és ezaltal a fixpont insta-
bil lesz. Lényeges kiuldénbség azonban, hogy mig a folytonos
idejl esetben a bifurkacid periodikus ciklus kialakulaséat
vonja maga utan, itt semmiféle periodicitasrél nincs szé. To-
vabbi lIényeges kildnbségek a bizonyitas soran deriulnek Kki.



2. ) A bizonyitasban felhasznalt lényeges elemek: koordinata
atalakitasok és a ¢§ diffeomorfizmus un. kanonikus &talakita-
sa (ehhez szikséges a sajatértékekre vonatkoz6 utols6é, furcsa-
nak tindé feltétel), a kontrakcidk tétele teljes metrikus te-
rekben. (A tétel rokon a Kramli Andras el6adasaban bemutatot-
takkal )

3. ) A diszkrét idejld centrumsokasag-tétel alkalmazaséaval

fenti tétel is altalanosithatd tetsz6leges Banach-terekre.

6. A BIFURKACIOK HIERARCHIAJA

A Hopf-tétel szerint a kontrollparaméter els6 kritikus ér-
tékénél egy stabil fixpontbol (O-dimenzidés térusz: T°) egy
stabil ciklus (1-dimenzidés toérusz: TI) valik le, a Ffixpont
pedig instabil lesz.

A Naimark- és a Poincaré-leképezés-tételekbdl kovetkezik,
hogy a paraméter masodik kritikus értékénél a stabil periodi-
kus ciklusb6l egy stabil invarians kétdimenzids térusz (TO)
valik le, és ezuttal a ciklus is instabil lesz. (Kénnyen be-
lathat6é, hogy a Poincaré-leképezés T invarians toruszanak
az eredeti folytonos idejli folyam azonos stabilitasu Tk+l in-
varians torusza felel meg.)

Az egymas utani bifurkaciok tehat az alabbi médon néznek
Kki:

6.1 abra. Az els6 két bifurkacio
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Magasabbrendfi bifurkacidk eléallasat feltételezzik, bar er-
re vonatkozéan nem ismerink tételeket.

7. A RUELLE-TAKENS-KONSTRUKCIO

Tétel. Legyen X(Tk) a Tk téruszon értelmezett Ck 1 vektor-
mezbk tere (ka4). Ebben a térben megfelel§ normat valasztva X Banaah-
tér lesz. Legyen un 6 X tetsz6leges konstans vektormez§. a-nak
minden X-beli V kodrnyezete tartalmaz egy olyan U nyilt halmazt,
amelyben [VX 6 U\-ra X dinamikajanak kiulontés attraktora van
[4-6]-

Megjegyzések

1.) Mivel a toruszon értelmezett o = const, vektormezé kva-
ziperiodikus dinamikat hataroz meg, a tétel l1ényegében azt al-
litja, hogy mig a kvaziperiodikus dinamikak nem tipikusak (pl.
azért, mert instabilak: tetsz6legesen kis perturbacidé megszin-
teti a kvaziperiodicitast), barmely koérnyezetikben tipikusan
el6fordulnak kiulonds attraktord dinamikak. (Azaz: a fenti érte-
lemben "nagy'" a kulonds attraktoru dinamikadk halmaza.) Ez azért
fontos, mert a turbulencia Ruelle-Takens-elmélete a Hopf-
Landau-Lifsic-elmélet alternativajaként fogalmazédott meg,
amely elmélet szerint a turbulencia tulajdonképpen bonyolult
kvaziperiodikus dinamika.

2=) A tétel bizonyitasa technikailag meglehetésen bonyolult
(6], 9- rész). A lényeges lépések a kovetkezbk:

a. ) Konstrualhat6é egy kulénds attraktoru dinamika TM-n. Az an-
nak megfeleld§ vektormezét jeloljik XQ-val.

b. ) Bizonyithaté,hogy egy jol megvalasztott transzformaciodval
Xo "eltolhaté” o-nak tetsz6leges kdrnyezetébe. Tehat o-nak bar-
mely V kdrnyezetében létezik egy X vektormez4, amelynek kulo-
nds attraktora van.

Cc. ) Egy stabilitasi tételbdl kovetkezik, hogy X-nek egy U" Kkor-
nyezete is kiulonds attraktoru dinamikakat tartalmaz. U = VFIU".
3.) A fenti a.) pont részletesebben: nevezzik k-dimenzids
tomdr tdérusznak (vagy k-dimenzids szolenoidnak) a T = T®(0,1)

385



halmazt. Belathaté, hogy ez a sokasag diffeomorf a (k+1l)-dimen-
zi6s torusz egy nyilt szeletével. Pl. k=1-re Id. a 7.1 abrat.

7.1 é&bra. ?l diffeomorf leképezése T2—be

Kovetkezik,hogy a Tk-n értelmezett tetsz6leges diffeomorfizmus
iterjeszthetd ~en. T2—n adott a "szolenoid diffemorfizmu-
sa'':

©:T2 -T2, o@®,0,p) = @, arctg"ii£|"], 1(p2 + 4pcos(@-6)+4)1/2),

amelynek kiulonos attraktora van. (Részletek [7]-ben.) Mivel o
kiterjeszthet6 T3-on, uUgy tekinthetjik, hogy adott T3-on egy
diffeomorfizmus, amelynek kiuldnbés attraktora van. Tekintsik a
fenti diffeomorfizmust Ugy, mint egy, a T"-en értelmezett fo-
lyan t=1 idejl els6 visszatérési leképezését (Poincaré-leké-
pezését). (T3 T4-nek transzverzalis metszete.) Ennek a folyam-
nak szintén kulonés attraktora lesz. Az igy értelmezett folyam-
nak megfelel6 vektormezd legyen az a bizonyos kivalasztott XQ.
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8. PROBLEMAK

A tovabbi problémak harom f6 csoportba oszthatok:

a. ) Mennyiben alkalmazhaté a fent vazolt elmélet a parcia-

lis differencialegyenletek altal meghatarozott folyamokra
(konkrétan a hidrodinamika egyenleteire)? A fenti tételek
ugyanis folytonosan differencialhaté vektormezék altal megha-
tarozott dinamikakra vonatkoznak. Bizonyos altalanositasok
megtalalhatéak [3] 5. fejezetében.

b. ) Mit tudunk a kilonés attraktorok kialakulasarol? A
Ruelle-Takens-elmélet ugyanis kilonds attraktoru dinamikak ti-
pikus eléfordulasat bizonyitja, de kialakulasukrél nem szél
(d. 7. fejezet).

c. ) Milyen értelemben kaotikusak a kuldn6és attraktoru dina-
mikdk? Erre a kérdésre Szasz Domokos elfaddsa utalt részlete-
sen. E probléma a statisztikus fizika alapkérdéseire vo-
natkozéan is jelentls.
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1. EGYENSULYI KA0OSZ - AZ OTLET

Termodinamikai egyensulyban a makroszkopikus mennyiségek
id6ben nem valtoznak. Az el6z6 elbadasokban ismertetett kaosz
viszont a rendszerek id6fejlédésével, illetve id6fejlédésiknek
a kezdeti feltételekre vald rendkivili érzékenységével volt
kapcsolatos. igy aztan el8szor nem vilagos, mit is kell érte-
nink egyensulyi rendszerekben fellépd kaoszon.

Az "egyensulyi kaosz'" gondolata olyan fazisatalakulasok vizs-
galata soran merult fel [1], amelyekben a makroszkopikus rend
(pl. magnesezettség vagy toltéssliriség) térben modulalt. A
CeSb ritka-foldfém magnesben példaul a Néel-hémérséklet alatt
(T < TN) a magneses momentumok egy kristalytani iranyra (@ me-
réleges sikokban ferromagnesesen rendez6dnek, a magnesezettség
(M nagysaga azonban sikrol-sikra valtozik (M = M(z)). A CeSb
érdekessége, h°gy a magnesezettség periodikusan valtozik
M(ztp) = M(z2)), a magnesezettség perioddusa a kristalyracs pe-
riddusanak (@) egész szamu tobbszordose (p = Na), s a hémérsék-
let csokkentésével a magnesezettség periddusa tobbszor ugras-
szerlen valtozik (pontosabban: N rendre a 3, 13, 7, 18, 11, 4
értékeket veszi fel a [TN,0] hémérséklet-intervallumban).

1.1 abra. A magnesezettség z-flggése kulénb6z6 hémér-
sékleteken
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Az 1.1 abran a magnesezettség z-flggése lathatd kilonbozé
T < TN hémérsékleteken (természetesen nem kisérleti adatokrol
van sz0, hanem olyan modellszamitasok eredményeirél, amelyek
Jol reprodukaljak a kisérletekben megfigyelt periddusokat, azok
sorrendjét is beleértve [2]).-

Ha az 1.1 &bran nem ismernénk a valtozok jelentését, akkor
els6 gondolatunk az lenne, hogy kilénbdz6 frekvenciaval ger-
jesztett, enyhén nemlinearis oszcillatorok kitéréseit rajzoltuk
fel diszkrét id6pontokban (folytonos vonalként berajzoltuk a
linearis oszcillator kitérésének idéfuggését is). Ebb6l az osz-
cillacidébol ered az "egyensulyi kaosz™ gondolata: Amennyiben
M(zZ) egy oszcillator x(t) kitérésének képzelhets, akkor a CeSb-
ben végbemend fazisatmenet '"oszcillator-nyelven" azt jelenti,
hogy az oszcillatort kulonbdz6 frekvencidju kilsé erb6k gerjesz-
tik, s az er8k nagysagatél fuggbéen az oszcillator kilonbozé
frekvenciaju allapotokba ugrik be. Ilyen mechanikai rendszerben
azonban a paraméterek megfelel6 megvalasztasaval elérhetd, hogy
x(t) kaotikusan valtozzék. Ha az M(z) ® > x(t) analdgia igaz,
akkor ez azt jelentené, hogy a kils6 paraméterek (hémérséklet,
nyomas, magneses tér stb.) megfeleld megvalasztasaval elérhetd,
hogy M z-fluggése kaotikus legyen. Ebben az esetben x(t) kezdeti
feltételekre vald érzékenysége M(z)-nek a hatarfeltételekre
valo rendkivili érzékenységét jelentené. Ez tehat az otlet,
egyensulyi kaoszrol akkor beszélink, ha a rendszer makroszkopi-
kus rendparamétere térben kaotikusan valtozik.

Tovabbra is folytatva az oszcillator analdgiat, x(t) varha-
téan akkor valik kaotikussa, ha az oszcillator épp egy insta-
bilitasi pont kornyékén van, azaz épp atbillen az egyik adott
frekvencidju oszcillaci6bdl egy masikba. '""Magneses nyelvre'™ le-
forditva: a CeSb-ben M(z) kaotikus viselkedése a fazisatmeneti
pontokban,ill. azok kozvetlen koézelében varhatd, hiszen ezek
azok a pontok, ahol a magnesezettség térbeli periddusa megval-
tozik. Egy kaotikus fazis beékelbdése két periodikus fazis ko-
zé neutronszorasi kisérletekben mérheté lenne, hiszen a perio-
dikus fazisokban jol definialt magneses Bragg-csucsok a kaoti-
kus fazisban eltiinnének. Ilyen jellegl kisérleti eredményekrdl
egyenlére azonban még nem szamolhatunk be.
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A fentiekben ismertetett egyensulyi kaosz kép leggyengébb
pontja az M(z) w=* x(t) megfeleltetés: elsd ranézésre teljesen
formalisnak, latsz6lagosnak tlinhet. A 2. fejezetben megmutat-
Juk, hogy ez a megfeleltetés mélyebb: molekularis-tér kozeli-
tésben a statisztikus fizikai rendszerek tulajdonsagai szarmaz-
tathatok kils6 térben mozgd mechanikai toémegpontok trajekto-
ridibol. A 3. fejezetben azutan konkrét modellen vizsgaljuk
meg, hogy a tomegpontok kaotikus trajektoriai vezethetnek-e
egyensulyi kaoszra a statisztikus fizikai rendszerben.

2. STATISZTIKUS FI1ZIKA MOLEKULARIS-TER KOZELITESBEN - EKVIVA-
LENCIA MECHANIKAI RENDSZEREKKEL

Vizsgaljunk egy termodinamikai rendszert, amelyben a rende-
z6dés a tér egy iranyadban (mondjuk a z-tengely iranyaban) modu-
lalt. Ekkor a rendparaméter M csak a z koordinatatol Tfigg, s
félmakroszkopikus szinten az altalanositott szabadenergiat ()
a kovetkez6képpen Tirhatjuk:

* 2
F =§ dz[i(&F) + u<IT"M<z>)b Q.D)

ahol a gradiens tag biztositja, hogy magas hémérsékleten a ho-
mogén fazis a legstabilabb, s az U fuggvény megfeleld megva-
lasztasaval elérhetd, hogy alacsony hémérsékleten kulénb6zé
hullamhosszal modulalt fazisok stabilizalddjanak. Ha példaul
egy N1 és egy X" hullamhosszu modulacié versengését akarjuk le-
irni, akkor U-t a kovetkez6képpen valaszthatjuk [3]:

U(T.M(@) ) = A(T)cos @ @) - “z) + B(Dcos @@)- 12) @2

ahol <P@-t az M(2) = Moexp(i<j>(2)) Osszefuggés definialja.

A (2.1) képlet mogé természtesen azt kell képzelniunk, hogy a
mikroszkopikus rendszer allapotdsszegének szamitasa soran az
irrelevans szabadsagi fokokat mar kiintegraltuk, s igy kaptuk
F-et, ami mar csak a rendparaméter funkcionalja. Elvileg most
tovabb kellene integralni M(z) lehetséges alakjaira is, azon-
ban ezt nagyon egyszerid U(T,M(z)) valasztasoktol eltekintve nem
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tudjuk elvégezni. Ezért szokasos itt a molekularis-tér kozeli-
tés: M (@) Fluktuacidit elhanyagoljuk és M(z) atlagat helyette-
sitjik legvaloszinlibb értékével, tehat azzal az értékkel, amely
minimalizalja az altalanositott szabadenergiat. Ekkor az M(z)-t
meghatarozé egyenlet (6F/6M(z) = 0):

Efu = 12, .3
dz2 M

ami nem mas, mint a Newton-egyenlet,

<N=-2Y, cC.5H
dt dx
ha az
M(Z) == x(t); z =% t; -um) <=mVvV(x) 2.5

azonositasokat elvégezzik.

Lathaté, hogy a -U potencialban mozgd egységnyi tomegld ré-
szecske trajektérigja hatarozza meg a rendparaméter helyflggé-
sét, tehat az M(2) x(t) megfeleltetés éppen az, amit az
egyensulyi kéosz fogalmanak 1. fejezetbeli bevezetésekor felté-
teleztink .

A megfeleltetés természetesen még most sem teljes, hiszen
egyrészt nem tudjuk, hogy M(z) fluktuacidinak elhanyagolasa
mennyire jogos, masrészt a (2.4) egyenletnek igen sok megoldasa
van, a megfeleld (2.3) egyenlet megoldasaibdél azonban csak az a
fizikailag is megvalosulo, amely minimalizalja F-et. Ha tehat
(2.4) megoldasai kozott kaotikus trajektoriakat talalunk, abbol
még egyaltalan nem kovetkezik, hogy a megfeleld M(z) Tfizikailag
megvalosul. Ha példaul a (2.2) potencialt valasztjuk, akkor a
mechanikai probléma egy egységnyi tomegl részecske mozgasa két
szinusz-hullam terében:

2

iMr =Asin(X--1© +Bsinx -- 1. .6)

dat2 X X*
Az A és B paraméterek bizonyos tartomanyaban a (2.6) egyenlet
megoldasai kozott kaotikus trajektoriak is megjelennek [3]. Eb-
b6l azonban nem lehet arra koévetkeztetni, hogy két modulalt fa-
zis versenyéb6l kaotikus allapotok sziletnének, mivel eddig még
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nem vizsgaltadk meg, hogy ezek az allapotok minimalizaljak-e a
szabadenergiat.

A kovetkezd fejezetben egy olyan modellrél lesz sz6, amelyre
a szabadenergia minimalizalasanak problémajat is megkisérelték
megoldani.

3. KAOSZ AZ ANNNI-MODELLBEN?

Az egyik legegyszeribb modell, amely modulalt fazisok leira-
sara alkalmas, az Un. "axial next-nearest-neighbour Ising",
vagy roviden ANNNI-modell [4]. A 3.1 abran egyszer( kobds ra-
cson értelmezett valtozatat lathatjuk:

3.1 abra. Az ANNNI-modell kolcsonhatasai kodbds racson

A racspontokban Ising-spinek (m = 1) Ulnek, a legkodzelebbi
szomszédok ferromagnesesen csatoldédnak > 0), a
z-tengely iranyaban fekv6 masodik szomszédok kozétt pedig an-
tiferromagneses a kdlcsbnhatas (J2 < 0).

Ebben a modellben a moduldlt fazisok létét a ferro- és anti-
ferromagneses csatolasok versenyére vezethetjik vissza. Ala-
csony hémérsékleten a z-tengelyre mer6leges sikokban a spinek
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ferromagnesesen rendez6dnek, egy sik magnesezettségének az ira-
nyat és nagysagat azonban a hanyados hatarozza meg. Egé-
szen alacsony hémérsékleten példaul, ahol az energiaviszonyok a
lényegesek, a rendszer homogén ferromagneses fazisban van a

0O0< 1 VI < 0,5 tartomanyban (@a ferromagneses csatolas domi-
nal), még ha > 0,5, a sikok mignesezettségei a +++++t++
sorrendben kovetik egymast (az antiferromagneses csatolas domi-
nal) . Ez utdbbi esetben a rendparaméter M(z) peridédusa a racs-
alland6 négyszerese.

Alacsony-hémérsékleti sorfejtések [5], Monte-Carlo [6] és mo-
lekularis-tér [2] szamitasok azt mutatjak, hogy a > 0,5
tartomanyban névelve a hémérsékletet, a rendszer egy sor fazis-
atmeneten megy at, amelyek soran M(z) periddusa ugrasszerien
megvaltozik. E fazisatmenetek kornyékén elvileg elképzelhetd
M(z) kaotikus valtozasa is. Mivel a kaotikus fazisok detektala-
sa nem varhato alacsony-hémérsékleti sorfejtésektfl és véges
rendszereken végzett Monte-Carlo szimulacidéktél, a tovabbiakban
a molekularis-tér kozelitésre koncentralunk [1,2].

M~r-vel jelblve a z-tengelyre mer6leges i-edik sik atlagos
magnesezettségét, a molekularis-tér kozelités szokasos konzisz-
tenciaegyenletei :

—ij ; uM:J + T tanh 1MX =0, G.D
ahol J1,3 = Jl“ ha iiﬁ = 0,+1, Ji,j = Ji’ ha i15 = _2> egyéb-
ként pedig J. = 0. Mivel a z-tengely mentén a magnesezettség

elvileg kaotikusan is valtozhat, a (3.1) végtelen, nemlinearis
egyenletrendszer o6sszes lehetséges megoldasabol kellene kiva-
lasztanunk azt, amelyik minimalizalja a szabadenergiat:

. Mz
F=-3J/,3J. MM + T2, j tanh_loda G2
i,j 1-3 3 i o

(a konzisztenciaegyenletek természetesen megegyeznek a minima-
lizalas szukséges feltételeivel 3F/3W* = 0).

A (3.1) egyenletrendszer o6sszes megoldasat megtalalni elég
reménytelen feladat. Legjobb esetben azt lehet feltételezni,
hogy Fh+k = Fh , azaz az M(z) maximalis periddusa L racséallando.
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Ekkor (3.1) L egyenletre redukalddik, amit L nem tdl nagy

(L ~ 20-30) értékeire szamitogép segitségével vizsgalhatunk.
Ebben a kozelitésben megtalalhatok M(z) kulénbdz6 periddusval-
tdsai, azonban vannak olyan paramétertartomanyok, amelyekben a
stabil fazisra addddé periddus L nagysagrendl, ami arra utal,
hogy L novelésével Ujabb és djabb fazisokat detektalhatnank.
Vilagos, hogy a kaotikus fazis keresésére mas kozelitést kell
alkalmaznunk.

A véges rendszereken végzett Monte-Carlo és molekularis-tér
szamolasok kozds vonasa, hogy a fazisatmenetek soran csak a
magnesezettség periddusa valtozik, az amplitiddéja gyakorlatilag
alland6. Ezt a megfigyelést hasznilta fel Bak egy olyan kozeli-
tés kidolgozasara, amelynek segitségével (3.1) megoldasait
L = < hataresetben is vizsgalhatjuk,

irjuk a magnesezettséget

= Mocoa(p™ + M) @G3

alakban. Az Mg amplitudét valamelyik jol definialt és kénnyen
szamithatd (pl. 11liillli) fazisban meghatarozzuk, s attol kezd-
ve hémérsékletfiiggését adottnak tekintjuk. Mivel nagy periédusu
fazisok érdekelnek bennunket, ¢™-rél feltételezzik, hogy lassan
valtozik (@1 - ¢+ << 1), s a szabadenergiat sorbafejtjik

(i)} - p~ben. Az eredmény (@llanddé szorzoktél eltekintve) :

F~L M ol1+# -1t - 6)2 + cVU.)], S
1

ahol 6 = J1/(4131D, c = T/(2W"J2) és

« MoCQsh, M eins- _j -
y@ ) =d ] tanh ado + J tanh oda . (3.5
Uu o o

Attekinthetdbbé valik ez az eredmény olyan paramétertartomany-
ban, ahol M Kicsi és V sorbafejtheté M -ban. Ekkor

M4
VEDI) ~ 9N cosd*i” @3.6)

tehat a szabadenergia masodik tagja ¢k = j behelyettesitéssel
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minimalizalhaté. Figyelembe véve (3.3)-at, ez azt jelenti, hogy

V @™) a X = 4a hullamhosszu modulaciét valasztja ki, ahol a a

racsallanddé (amint azt az el6z6ekben lattuk, ez a T r 0O hémér-

sékletld fazis modulacidja). A szabadenergia els6 tagjat viszont
= 61 minimalizalja, ami ismét csak (3.3)-bol egy

»>mVTIWUL Y <3-7»

hullamhosszi moduléaciét jelent a magnesezettségben.

Lathatd tehat, hogy a (3.4) szabadenergia a 2. fejezetben
felirt fenomenoldégikus szabadenergidhoz hasonldéan két kulénb6z6
hullamhosszi modulacid versenyét irja le. A (2.1) és (2.2) ki-
fejezésekhez képest az a kiuldnbség, hogy (3-4)-ben nincs olyan
tag, amely a magashémérsékleti homogén fazist részesitené e-
16nyben. Ez annak a kdvetkezménye, hogy (3.4) levezetésekor fel-
tételeztik, hogy az alacsony-hémérsékleti rendezett fazisban
fejtink sorba.

A (B.4)-et minimalizalé ¢ konfiguracidkat a kovetkez6 vég-
telen, nemlinearis differencia-egyenletrendszerb6l kell meg-
hataroznunk :

W =<ki+i - *i> - <0 - W + °v "H>i> = °-  (378)

Ezeket az egyenleteket rekurzidkként is felirhatjuk, ha beve-
zetjuk aw. = ¢ - ¢p1_1 "impulzust':

w1

Wt - eV™ (@),
G-9

Oer = 95 T VW1~

A fenti rekurziok kilénb6zé megoldasait szamitdgép segitsé-
gével konnyen meghatarozhatjuk (3.2 &bra). Mint varhaté volt,
a megoldasok kodzott kaotikus trajektoridkat is taldlunk. Ko-
vetkez6 l1épésként meg kell vizsgalni, hogy ezek a trajektoériak
minimalizalhatjdk-e a szabadenergiat. Numerikus szamolasok
alapjan Bak azt allitja [1], hogy két periodikusan modulalt

fazis kozott az atmenet kaotikus fazison keresztil torténik.
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3.2 dbra. A (3.9) rekurziék megoldasai c = 3,68 (@
és ¢ = 8 () paraméter értékek esetén.

Valoszinld azonban, hogy ezek a numerikus szamolasok nem eléggé
megbizhatéak, mivel Aubry egy még nem publikalt bizonyitasara
hivatkozva azt allitja [7], hogy egy iranyban kaotikusan valto-
z0 rendparaméter csak akkor minimalizalhatja a szabadenergiat,
ha az alapallapot makroszkopikusan degeneralt. Mivel az ANNNI
modellben az alapallapot kétszeresen degeneralt a

0 < U21/J31 < 0,5, és négyszeresen degeneralt a > 0.5
tartomanyban; Aubry bizonyitasa kizarja a Bak &altal numerikusan
taldlt kaotikus fazisokat.

A kaotikus fazisok léte tehat nyitott kérdés mind elméleti,
mind pedig kisérleti szempontb6l. A kérdés elég egyszerl és ér-
dekes, ugyhogy a kozeljov6ben valészinlleg sokan megproébaljak
majd megvalaszolni.
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1. BEVEZETES

A modell ismertetése el6tt érdemes rovid kitérét tenni a fi-
zika olyan teriletére, ahol az iskolan bemutatott kulonds fo-
lyamatok kulon-kulon is, egymassal keveredve is megvalésulhat-
nék. A plazmafizikardol van szé.

Ismeretes, hogy a plazmat kialénb6z6 hullamok, rezgések hal-
mazaként foghatjuk fel. Hullamzik a toltésslriiség, a belsd
elektromagneses tér. A hullamok altalaban csillapodnak. Mint-
hogy azonban egymassal kélcsdnhatasban vannak, parametrikus
rezonancia allhat be, s ha valamilyen kils6 gerjesztés is van
jelen, amplitudéjuk novekedésnek indulhat, mig fazisuk szink-
ronban marad. Az amplitudénovekedésnek bomlasi instabilitas
szab korlatot, ez Ujabb csillapodé hullamok keletkezését je-
lenti, melyek atveszik a folos energiat.

Matematikailag igen egyszerien felirhatjuk a kélcsdnhatas
dinamikajat, ha két rezonancidban 1év6é hullamot tekintink, kol-
csOnhatéasban egy harmadik, bomlasi instabilitasbol szarmazo
hullammal [1]. A komplex amplitidok idébeli valtozasara ekkor
a kovetkez6 egyenletrendszer érvényes:

*

— “"aza3 ” ™aj 9
_ * *
a2 = ada3 “ v2a2 + hal , 1.1)

*

a3 = ala2 - a3

ahol v], V2 a csillapodasi kitevd, h aranyos a kiuls6 gerjesz-
tés amplitidojaval, csillaggal a konjugalt komplex mennyiséget
jeloljuk, a pontok pedig id6ébeli derivaltat jelentenek. Latjuk,
hogy gerjesztés (h = 0) nélkil linearis kozelitésben (tehat 6n-
magukban véve) mindharom hullam csillapodé, a kélcsdnhatas a
nemlinearis tagokban és a kulsd gerjesztésben fejez6dik Ki.
Minthogy az egyenletrendszer az

al - alelgG, a2 a2e-10, a3 a3e2lG

transzformacioval szemben invarians, ami a fazismegvalasztas
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tetsz6legességét jelenti, az at amplitudékat valésaknak tekint-
hetjuk, és x = a~,y = a2, z ~ a3 jeldléssel a kiindulé egyen-
letrendszer a kovetkez6 alakot olti:

X=hy - VX -vyz, y=hx -v2y + xz, z = -z + Xxy. a.2

irjuk most fel az iskolan is szerepl6, ismert és népszerd(

Lorenz-rendszert [2]:
X=TY =X -YZ, ¥ =ax - oY, Z=-bz + XY . @.3)

Meglep6 formalis hasonldsagot veszink észre a két egyenletrend-
szer kozott, s igy az mar nem is lep meg benninket, hogy az
(1.2) rendszer viselkedése a h kontroli-paraméter valtozasa so-
ran teljesen analdég az (1.3) rendszer viselkedésével. Az rt-nak
megfeleld kritikus pont h * 4,84, ennél nagyobb h esetén csak
kilonos attraktort taldlunk a rendszerben, s ez h * 13,4 érté-
kig tart. Utana ismét stabilis hatarciklusok jelennek meg, a
kadosz eltinik.

A példa egy paranyi részt ragadott ki a plazmaban zajlé fo-
lyamatokb6ol. Szélesebb attekintést adnak a plazma viselkedésé-
r6l az ugynevezett transzport modellek, vagy ahogyan a matema-
tikai vizsgalati modszerekkel egyitt nevezzik, a transzport
koédok. Ezek a plazmaban 1év6 részecskék és energia transzport-
Jat irjak le a plazmat Osszetartd magnestér jelenlétében, és
rendkivil hasznosnak bizonyultak a lassu, evolucids folyamatok
tanulmanyozasara toroidalis plazmaban. Manapsag a transzport
kéd valamilyen verzidéja gyakorlatilag minden laboratériumban
lIétezik, ahol toroidalis berendezést alkalmaznak. A sok kozul
haromra utalunk: [3-5]. Segitenek a mérési eredmények Kkiértéke
lésében, 0 kisérletek megtervezésében és azok eredményeinek
megjosolasaban, s6t még a kisérleti berendezések Ujabb genera-
cidjanak megtervezésében is.

Nézzink most meg kozelebbrél egy transzport modellt [6]. Ten
gelyszimmetria esetén az i1d6tél eltekintve a modell kétdimen-
zios. Minthogy azonban a magneses er6vonalak mentén és rajuk
mer8legesen a részecskék mozgasa lényegesen kuldnbozik, hossz-
iranyban szabadon keveredhetnek,az egyutt tartast keresztiranyban
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kell megvalésitani, egy térbeli dimenzidra szoritkozhatunk.
Alljon a plazma elektronokbdl és hidrogén-ionokbél, a magnes-
fellletek metszetei pedig a meridionalis sikban legyenek kon-
centrikus korok. Ekkor a transzport modell alapja a kdvetkez6
egyenletrendszer lehet:

In 1 3, -
3t p 3p pln P-

3/2A<"V \ V 5/2Vn> > TI m COF*°e-°el,
3/72 TeC'tT> *i & (p(v 5/7airnll- -Veeir-
B0 _c2 9,1 3. 3 ,jb.

3t 44 3prap dp(PBO)} “ ¢ P a
a9

Itt a p magnesfelilet radiusza, n(t,p) a plazmasiriség, Te (t,p),
T~(t,p) az elektron- és i6nhémérséklet, Bg(t,p) a poloidalis
magnestér. Ez a rendszer rendkivil egyszerlsitett, nem szerepel
benne példaul az nQ semleges hattér, amellyel pedig az n plaz-
mas(irtiség allandd kolcstnhatasban van, hiszen ionizacid és re-
kombinacié allandéan zajlik a plazmaban, vagy hianyoznak a
szennyez® atomok, amelyek jelent8sen befolyasolhatjak mind a
slrliségeloszlast, mind az energetikai viszonyokat. Az (1.4)
egyenletrendszer azonban ilyen egyszerid alakban is nagyon sok
érdekes folyamatot hordoz. Nézzik meg kozelebbrél a rendszert
alkotd egyenleteket.

Az els6 egyenlet a részecskesilriség viselkedését irja le.
Fn a részecskefluxus, amely a kifelé iranyulé FD = -D au/3p
diffuzidés fFluxusbél és a befelé iranyuld FAr = nv/~r drift-
-Fluxusboél all:

m =1rD + rdr = “D f? + nvdr" aams
P tartalmazza a forras és nyeld tagokat:

P = (<a™u> + <agu>)Nn -<aru>n2, .6)

ahol a” az i1onokkal val6 Utkozés, az elektronokkal valé Ut-
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kbzés ionizacids hataskeresztmetszete, N pedig a semleges hat-
tér slrlisége. Azonnal latszik, hogy ha N-re is felirnank a meg-
felel6 egyensulyi egyenletet, amely formailag teljesen analdg
az els6 egyenlettel, mar ez a két egyenlet is nemlinearisan
csatolt rendszert alkotna, s hasonlé médon csatolédna hozzajuk
egy harmadik, példaul valamilyen szennyezd ionok koncentréacio-
Jat leird egyenlet.

Az (1.4 egyenletrendszer masodik és harmadik egyenletében
QUF az ohmikus f(itést jeloli, Q“J_pedig az elektronok és ionok
kozotti energiacserét, klasszikus meghatarozasara

edvh"4 n2(T -T.)

Q . =4/2——-—————- -, @.n
el m.. T_3/2
i e
ahol e az elektrontoltés, mg, mb az elektron- és iontdmeg,
és az elektronok és ionok energiailuxusa; ionokra példaul
3T.
4 = - ? a*s

ahol Xi a h6vezetési alland6, tovabba

Qe

- ] (<0iu> + <oeu>)NnTe,

a.o

Qi - | (<oexu>+ <atn> + <oeu >+ <aeu>)Nn(Tx-TN),
ahol a,, &z attoltédési hataskeresztmetszet, TM a semleges gaz
hémérséklete.

Lathaté, hogy az (1.4) egyenletrendszer els6é harom egyenle-
te nemlinearisan csatolt rendszert alkot. Ha foltesszik, hogy
valami oknal fogva a térbeli valtozas elhanyagolhatdé bennik,
az id6beli valtozasokat akkor is olyan egyenletrendszer irja
le formailag, amelyben elvileg kaotikus viselkedés allhat elé6.
Ha pedig azt tesszik fel, hogy az id6beli valtozas mar lezaj-
lott, stacionaris allapot allt be - erre egyenesen tdrekszink
példaul a fuzids reaktoroknal, formailag akkor is megmarad a
nemlinearisan csatolt oszcillatorok rendszere, bar a flggetlen
valtoz6 most az id6 helyett a csatolasban explicite szintén
nem szereplé p radiusz. Az Hénon-Heiles -modell tanulmanyozasa-
bol latni fogjuk, hogy ilyen oszcillatorokbol kettd is elég
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ahhoz, hogy a rendszer kaotikusan viselkedjék.

A plazma alkotdéi , a toltott részecskéket tekintve, egyéb-
ként is nemlinearis oszcillatorok halmazaként foghat6 fel.
Egyetlen részecske mozgasegyenlete még homogén magnestérben
is (tengelyszimmetria esetében)

f + w2r = y2/r3 , (1.10)

ahol w = e/2m)Bo, y = rQZBQ az azimutalis kezd6sebesség és ra-
diusz szorzata, ha pedig az indukci6é térben valtozik, az ener-
gia a koordinatadk kozott drasztikusan atrendezédhet, novekvd
indukcional példaul, az axialis (vagy er6vonalmenti) sebesség
nullava vagy negativva valhat, s a sebesség azimutalis irany-
ban jelent6sen megnévekszik. Ebben a szabadsagi fokban a mag-
nestér csak forgaté nyomatékkai hat, a mas részecskékkel vald
kélcsdnhatast energetikailag nem befolyasolja. Ilyen nemlinea-
ris oszcillatorok serege hat egymasra a plazmaban.

Nem beszéltink még az (1.4) egyenletrendszer utolsé egyen-
letér6l. Ez is parabolikus parcialis differencialegyenlet,
a jobb oldal masodik tagja csatolja a tobbihez. Itt o a plazma
vezetbképessége, JN pedig a j@ toroidalis aram egyik komponen-
se az alabbi o6sszefiiggés szerint

3 = 3G + jb = °Ep + V (1*11)

J~ a plazmasliriség, valamint a hémérséklet gradiense miatt ke-
letkezik, E, a toroidalis elektromos tér.

Mig korabban a plazmadban zajlé folyamatok egy-egy epizédja-
rol volt sz6, most a folyamatokat hordoz6 szerkezetrél kellene
beszélni, hiszen BO biztositja lényegében, hogy ezek a folya-
matok véges térfogatban menjenek végbe. EIS8bb azonban célszerl(
a Hénon-Heiles-modellel megismerkedni.
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2. AZ HENON-HEILES-MODELL

Nagyjabol [2]-vei egyidbében készilt és jelent meg a [7] dol-
gozat, sorsuk is nagyjabol azonos. Evekig nem valtottak ki ki-
16ndsebb érdeklédést, majd felfigyeltek rajuk, s mindmaig élén-
ken foglalkoztatjdk a tudomanyos kozvéleményt.

Alapvetd kulonbség a két dolgozat kézoétt az, hogy mig [2]
disszipativ rendszert vizsgal, [7] konzervativ rendszerben éb-
red6 kaoszt regisztral. Szembetlind kuldnbség a két rendszer tu-
lajdonsagaiban az, hogy mig [2]-ben egyetlen paraméter, az
r Rayleigh-szam értéke eldonti, mikor megy at a rendszer regula-
ris allapotbd6l kaotikusba, addig [7]-ben a helyzet bonyolul-
tabb. Itt az energia nullardél novekedvén egy bizonyos értéknél
csak a kaosz lehetlségét teremti meg, s a kezdeti feltételek
dontik el, reguléaris vagy kaotikus lesz-e a mozgas? Az energia
tovabbi nodvekedése csokkenti a regularis tartomanyok térfoga-
tat a fazistérben, kellé kinagyitas utan azonban ekkor is he-
terogén szerkezetet figyélhetink meg. Ismerkedjunk most meg
részletesen a [7] dolgozat eredményeivel.

A feladat klasszikus mechanikai mozgas, adott esetben csil-
lagok galaktikai mozgasanak tanulmanyozasa. A probléma a tudo-
manyok kezdete Ota létezik, ezen az iskolan is szerepelnek bi-
zonyos aspektusai (l. [8,9])., s hogy a matematikusokat sem
hagyja nyugodni, talan elég egyetlen, a maga nemében Kitind
elb6adasra [10] utalnom. A mozgas hatdimenzids fazistérben zaj-
lik. Teljes leirasahoz hengeres koordinatakban ismernink kel-
lene ot

13(R,0,Z,R,0,2) g=1,.-.,5) @.D
mozgasintegralt, vagyis ot darab

j = (=1-t61 5-ig), Cj=const. .2
hiperfellletet, ezek metszete adna a trajektériat. Létezésik
sem bizonyos. Ha léteznek is, lehetnek izoladlék vagy nem izo-

1alék , utdébbiaknak hasznat sem vehetjuk - ezekkel a kérdések-
kel nem fogunk foglalkozni. Annyit tudunk, hogy két integral



biztosan létezik, a teljes energia és a szimmetriatengelyre
vett momentum:

11

U RD + -|(R2 + R2Q2 + Z2), 2.3
12 = R20 . .4

Itt Ug a gravitaciés potencial, amelyet (2.4) ismeretében,
12=C2 ~rt™ket adva, atirhatunk:

UR.D = Uy R.D + CZAZRD), @.5
és a mozgasegyenletet formalisan sik problémara irhatjuk fel,
R = - 3U/3R, Z = - 3U/3Z. 2.6)

irjunk most R és Z helyett x és y jeloléseket annak demonstra-
lasara, hogy az (X,y,*,J) Tazistér most négy-dimenzidés. Harom
figgetlen mozgasintegralra lenne szikségink a mozgas teljes
meghatarozasara, és ebbdl csak a rendszer

11 = U(X,y) + I(xX2 +y2) Q.

teljes energiajat ismerjuk,minthogy U(X,y) nem feltétlenul
szimmetrikus, s igy a szégmomentumra vonatkozdé integral mar nem
irhaté fel. Létezik-e masodik integral? Ez a potencialfliggvény
alakjatol fugg-

[7]1-ben bizonyos meggondolasok alapjan

Ux,y) = (2+y2+2x2y- -|y2) 2-8

alaku potencialt valasztottak. Térképét a 2.1 abra mutatja.
A teljes E energiat (ez az 1™ els6 integral) a (2.7) egyenlet
adja. A mozgasegyenletek:

X
I

-3U/3x = -x-2xy,
@99
—-3U/3y = —y—x2+y2-

<
1
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2.1 abra. (2.8) ekvipotencial gorbéi

Az egyenletrendszert kvadraturaval nem sikerult integralni.
Szerencsére akkor mar léteztek nagykapacitasu elektronikus
szamitégépek (CDC 1604 és IBM 7090 gépekkel végezték a szami-
tasokat) , valamint j6é numerikus médszerek (Adams-és Runge-Kutta-
médszert alkalmaztak). A hiba akkumulacidjat kévetni lehetett,
hiszen az E teljes energia valtozasaval jar

E = UKX,y) + \(k2+y2)

alapjan, ez a valtozas orvendetesen kevésnek bizonyult.

Mit varhatunk a (2.9%) egyenletrendszer integralasa soran?
Valamit mar puszta kvalitativ meggondolasok alapjan is megjo-
solhatunk. A linearis tagok egyszer(i harmonikus oszcillatorok,
a nemlinearis tagokkal csatoldédnak egymashoz. Ez a csatolas

azonban nem szimmetrikus. Rendezzik at egy kevéssé a rend-
szert:

x + (@A+2y)x = 0,
@.9
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Azt latjuk, hogy az elsd oszcillator tovabbra is linearis: bar-
milyen flggvénye is y az id6nek, parametrikus tipusi gerjesz-
tést jelent. A masodik oszcillator viszont nemlinearis, és x
nélkial is instabil, id6ben névekvé megoldast varunk, mivel y
formalisan pozitiv er6hatast képvisel. Ezt az er6hatast x n6-
vekedése kompenzalhatja, s6t ha gyorsabban ndvekszik, mint vy,
csillapité hatast valthat ki, hatart szabhat y novekedésének.

A novekedésnek persze az E energia is korlatot szab, azonban ez
a korlat is, mint (2.8) alapjan latjuk, akkor jelentkezik va-
16jaban, ha x2 > y2, 1évén y3 eléjele negativ.

Tegyuk most fel, hogy az oszcillatorok nag&on kis amplitu-
déval kezdenek rezegni, annyira, hogy x és y elhanyagolhato.
Rezonanciarél a masodik egyenletben nem beszélhetink, mert
mindkét oszcillator egységnyi frekvenciaval kezd rezegni, ezért
a jobb oldalon kétszeres frekvencia jelenik meg. Az els6 egyen-
letben azonban felléphet parametrikus rezonancia. Legyen ebben
a stadiumban y=-b cos t.Akkor az els6 egyenlet Mathieu-tipusu
lesz, s hogy ennek a standard stabilitasi térképét hasznalhas-
suk (2.2 abra), vezessik be T Uj valtozét t=2T szerint. Ekkor

+ (@ - 8b cos2T)x = O. (2.10)
dT2
Az &abran a b™-an, b2~a2, b™a”, ... gorbék kozé esd tarto-
manyokban a megoldas instabil, az aQ-b”, a™-b2, a2~b2,
gorbék kozott viszont stabil. A térkép alapjan latjuk, hogy
a=4, q=4b, és a mozgas nagy b értékig instabilis tartomanyban
zajlik. Az egyenlet megoldasa

x = enp (T,0) 2.1)

alakban firhaté, ahol @ periodikus figgvény (periddusa w), y és
a pedig valés paraméterek, y pozitiv. Ertékik a és q értéke
alapjan kiszamithato.

Minthogy x amplitiddéja exponencialisan névekszik, szerepe a
masodik egyenletben gyorsan jelentfssé valik, s ndvekedését
gyorsan a visszajara forditja. Amde ekkor b (és ) értéke csok-
ken, vele egyutt y értéke is, igy elébb-utébb visszajutunk a
kiindulé allapot kozelébe és a dolog kezdédik élGir6l. Kozben
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2.2 &bra. A_Mathieu-egyenlet stabilitasi térképe [16]
alapjan az x+(a-2q cos2T)x = 0 jeloléssel, a- és b-
a periodikus megoldasok stabilitasi hatarai 1

azonban mas is torténik. Minthogy az els6 egyenletben a para-
metrikus rezonancia is az egyszeres frekvenciat gerjesztette
t-ben, ennek kovetkeztében a masodik egyenletet a kétszeres
frekvencia fogja gerjeszteni, amit az y visz magaval az els6
egyenletb8l, onnan ismét ennek kétszerese is visszajon és igy
tovabb. Vagyis gyorsan zajlik a frekvenciakett6z6déses mecha-
nizmus. Mindegyik frekvenciahoz mas a fazis tartozik, 1igy be-

szOrjak az egész frekvencia-tengelyt.
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Nézziuk most a numerikus kisérleteket. A (2.9) egyenletrend-
szer fazistere négydimenzids, nem szemléletes. Poincaré-leké-
pezést alkalmaztak az eredmények interpretdlasara. Ez abban
allt, hogy felrajzoltak egy trajektorianak az x=0 sikon ejtett

doféspontjaihoz tartozd (y,y) értékeket, amikor x > 0, mint azt
sematikusan a 2.3 abra mutatja.

2.3 abra. A trajektoéria doféspontjainak definicidja:
x>0, x =0

A doféspontok egy tipikus sorozatat a 2.4 abra mutatja E = 1/12
energiaértéknéel.

2.4 &bra. Tipikus doféspont-sorozat
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Az E energia kicsiny értékeinél az (y,y) fazissikon a fazis-
térkép teljesen regularis viselkedést mutat. Mint a 2.5 abra
mutatja, hét kiulonleges pont kozil harom hiperbolikus, négy pe-
dig centrum, korulottik onmagukba zart trajektoriakkal; a tra-
jektoriak lefedik az egész létezési tartomanyt (természetesen
csak a metszetben kirajzoldodd zart gorbékre gondolunk, nem a
valddi trajektoériakra) . Kés6ébb elmondjuk, hogy két-két atelle-
nes centrum kozott Osszeflggés van.

2.5 &bra. Poincaré-térkép E = 1/12 esetén.

Az energia novekedésével E=1/8 érték korul a reguléaris kép
drasztikusan megvaltozik (2.6 abra). Nem mindegy, hol vesszik
fel a trajektoria kezd6pontjat. A régi négy centrum (ellipti-
kus pont) koriul tovabbra is megmaradnak regularis tartomanyok,
de tertuletuk leszikial, Gjabb elliptikus pontok jelennek meg,
korulottiuk a zart gorbére rendez6dé doféspontok strukturija
bonyolultabb. Az abran lathaté 6t Kkicsiny ellipszist példaul a
nagyobb regularis zoéna kozul egyetlen trajektoria épiti fel
olyképpen, hogy az egymasutani doféspontok az d6ramutatd jara-
saval ellenkez6 iranyban mozogva mindig a szomszédos ellipszis-
re esnek, az ot ellipszis egyszerre készil el. Ha azonban a
regularis tartomanyokon kivil barmely pontban veszink fel
kezd6értékeket, a doféspontok teljesen kaotikus médon beszoérjak
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2.6 abra. Poincaré-térkép E = 1/8 esetén

az egész szabadon maradt tartomanyt.
Ha tovabb néveljuk az energiat,
rulete szlkul,

lapotot mutat,
tolti ki.

a reguléaris tartomanyok te-
illetve tovabb bomlik. A 2.7 &bra mar olyan al

amikor a fazissik nagyrészét a kaotikus allapot

2.7 abra. Poincaré-térkép E = 1/6 esetén
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El kell még mondani, hogy az ot kis regularis zoénan, '"szi-
getecskén a kaosz tengerében' Kkivil még sok mas, Kkisebb felile-
tl sziget is létezik, csak éppen az alkalmazott Iéptékben nem
lehet kénnyen észrevenni 6ket. Ha kinagyitanank a kaotikus tar-
tomany egy-egy részét, valdszinlleg ismét bonyolult struktiara-
val talalkoznank. Erre mutat egy hiba koévetkezménye is, amelyet
a KFKI-ben kovettink el. Megismételtik [7] numerikus Kkisérle-
tét és egy alkalommal elfelejtettik hivni a programban azt az
utasitast, hogy csak x > 0 értékekhez tartozé doféspontokat
gyljtsobn be a gép. Vagyis azokat a koordinatakat is tarolta,
amelyek a P", P, ... pontoknak felelnek meg a 2.3 &bran. Csak
amikor a plotter az eredményt kirajzolta, vettik észre, hogy
két zart gorbe jelenik meg, egy ellipszis az y > 0 félsikon,
és egy kiflialakd a masik oldalon. Ha forditva, a kifli alaku
tartomanyban vesszik fel a kezd6pontot x < O értékkel, vissza-
kapjuk az ellipszist is. Ugyanigy Osszefigg a 2.6 abran lat-
hatd két regularis sziget y ~ 0 és y > 0, valamint y < 0 tarto-
manyaban. Az o6t Kkicsiny szigetnek is van megfelelbje, ezekrél
[7]-ben nem torténik emlités. A kdzéppontokat a 2.6 abran ke-
reszttel jeloltik, a sorrendet pedig, ahogy a trajektoria be-
jarja a szigeteket, arab szamokkal mutattuk meg. Tehat még ki-
nagyitas nélkul is talalhatok Gjabb regularis zonak.

AzHénon-Hei les-modellt sokan és sokféleképpen diszkutaltak.
Van szerz6 [12], aki szerint sem maga, sem "akiket megkérde-
zett"” nem hajlanddk valamiféle numerikus kisérlet eredményeit
torvényként elfogadni. Megproébalta a problémat analitikusan
megoldani, ez nem sikerilt, de kdzben egy sor mas vonatkozas-
ban igen értékes cikket publikalt, vagyis a modell termékenyi-
téleg hatott r4d. Masok [13] komolyan vették a dolgot, eldvet-
ték Painlevé régi elméletét a nemlinearis kozénséges diffe-
rencialegyenletekrél, azok rogzitett és mozgd (@ kezdeti érté-
kekt6l flggd) szingularis pontjairol, s maris vannak, legalabb-
is a differencialegyenletek elméletében, érdekes eredményeik.

A modellnek azonban varnak prézaian gyakorlati vonatkozasai
is, ennek szemléltetésére térjink vissza a magnestérhez.
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3. AZHENON-HEILES-MODELL ES A MAGNESES FELULETEK

Az (1.4) egyenletrendszer utolsoé egyenlete azt a magnesteret
irja le, arelyet kiils6 és a plazmadban folyé aramok egyuttesen
hoznak lIétre. Nagyon tanulsagos azonban megvizsgalni a kilsé
aramok altal gerjesztett magnesteret, s ennek perturbacidjaként
tekinteni a belsd aramok hatasat. Ezt fogjuk most tenni [14]
nyoman.

Tekintsik a B = (Bx,B",Bz) indukciéju magnesteret. Az eré-
vonalakat a

dx _dy _dz
B By B,

egyenletrendszerb8l hatarozhatjuk meg, amelyet igy irhatunk:
dx Bx(X,y,z)

dz “ B X.,y,z)"
Z G-

dy By (X,y,2)
dz " B~ (x,y,2) *

Ezt az egyenletrendszert olyan dinamikai rendszerként foghat-
Jjuk fel, amelyben az i1d6 szerepét a z koordinata vette at. Te-
gyik most fel, hogy létezik a rendszernek

H = HX.Yy.2) G-D
pontos mozgasintegralja. Ez az integral egy
z = Z(xy.H) @-29)

fellletsereget hataroz meg. Ha egy-egy feliletet metszink a
z=const. sikkal,

y = y(X,H,z=const) (3.2

sikgorbét kapunk. Ha ez a gérbe barmely z-re zart, akkor be-
szélink magneses feluletrdl.
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Nézziuk most a gyakorlatban az egyik legérdekesebb modellt,
a hengeres csavart magnesteret. Ez a tér a

© =Bz + Lbl_(nfosinlp(<- 7 B = Yo, @G.3)

skalar-potenciaibol szarmaztathaté, ahol L a csavarmenet l1ép-
téke, | a képzetes argumentumu Bessel-flggvény, n pedig pozi-
tiv egész szam. A koordinata rendszert a 3.1 &abra mutatja.

3.1 abra

Ebben a koordinatarendszerben (3.1) konkrét alakja

dr ~ EF ~ qu_ BID
dz ~B * dz B *

2 2 (3.1
7] _ 0 R _ 13 o = 30

r “ar" o r ap" z 3z

Ha Bg =L =1, és 0 = -z szerint Uj valtozot vezetink be,

Br = bnln'(nr)sin no; BED =

<! |,:‘

In (nr)cos no;

G-9
BZ = 1-bn In (nr)cos no;
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@y
Bz dz = bnln (nr)sin nO*

3.5
BL- =-1+bn(@ + Ap) 1. (nr)cos IO,
2 dz J? n
ahol a vessz§6 az argumentum szerinti derivalast jelent, Bz pe-
dig (3B.4) szerint (r,0) figgvényként értend6. A (3.5) egyenlet-

rendszer integralja, mint arrél derivalassal meggy6z6dhetink:
H=<r3 - bri~(nr)cos no, (3.6)

s ennek konstans értékei hatarozzak meg az

r=rQo.m

magneses fellleteket. A (3.6) integralt dinamikai potencialnak
tekinthetjik, s6t mint azonnal latni fogjuk, Hamilton-filigg-
vényként is kezelhetjuk. Vezessink be z helyett gj t ('id6'")
valtozot

= Bz = 1-bnln (nr)cos nO @G.7D

szerint, és az Gj valtozoban Irjuk fel a (3.5) egyenletrend-
szert. Ha most még a p = E Uj koordinatat is bevezetjik,

kénnyen belathatjuk, hogy a (3.6) integral a kovetkez6 szép
interpretaciot teszi lehetévé:

- - ™A

O~""7p " pmJQ * (3-8)
ahol a pont t szerinti derivalast jelent. Formalisan teljesen
kanonikus rendszert kapunk, amelyben at lehet térni példaul a
hatds-szdg-valtozékra

1 =1(H) =1 r°do, w = w(l) = dB{I) 3.9

szerint, akkor

-
I

L

©
I

TOR (3-10)
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ahol

*@©,D
(3.11)
s(, 1)

J r2do,

és a [I1]-ben ismertetett teljes matematikai apparatus alkal-
mazhaté bonyolultabb kérdések megvalaszolasara is. Példaul fol-
tehetjuk, hogy a belsd aramok perturbaljak a skalar-potencialt:

GJ:(DO + qul,

s megvizsgalhatjuk ennek hatasat a dinamikara, vagy perturbald
kinetikai effektust is bevonunk a vizsgalatba. A (3.6) "dina-
mikai potencial™ mindenesetre meghataroz6 jellegli. Nézzik meg
ennek a potencialnak a térképét n=3 esetén. Ha a Bessel-flgg-
vény soranak csak az els6 tagjat vesszik, és derékszogl koor-
dinatdkra térink vissza, irhatjuk, mivel x = rcosO, y = rsin0O,

r3cos30 = r3cos0 (1-4sin20) = x(r2-4y2) = 3x(-Ix2-y2),
ezért, a dinamikai potencial, ha b™ Gjabb allando:
H = 1(x2+y2) + b1(xy2 - -p3). G-.12)

Lathatjuk, hogy ez a kifejezés a b* konstans értéket nem te-
kintve a (2.8) Hénon-Heiles-potencialnak felel meg, csak az x
és y valtozok cserélédnek fel. A Bessel-sor er6s konvergencia-
ja miatt (3.6) korrekt térképe nem sokban tér el a (3.12) ko-
zelitést6l, mint a 3.2 abra sematikusan mutatja. A hatarolé
gobrbék majdnem egyenesek.

Az Hénon-Heiles-modell tehat azt mutatja, hogy a magnesfe-
luletek stochasztikus sérilést szenvedhetnek a perturbacidé so-
ran. Ezt a tényt masfajta, a mostanitél fuggetlen analitikus
szamitasokkal is meg lehet mutatni [157], a laboratOériumi méré-
sek is igazoljadk. A zart magneses felliletek garantaljak a tér
gradiensének létezését és igy a plazmat egyitt-tartdé hatasat is.
A stochasztikus felbomlas ezt a hatas szintetheti meg.
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3.2 adbra. A (3.6) integral "ekvipontencialja"
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1. ELOZMENYEK

A kéosszal foglalkoz6 vizsgalatok tulnyomé részében determi-
nisztikus mozgasegyenletekkel (pl. Navier-Stokes-egyenlet) jel-
lemzett rendszerek kaotikus mozgasat targyaljuk statisztikus
eszkdzokkel (ez aldl csak a '"zajos kaosz'" esete kivétel). Termé-
szetesen meriul fel a kérdés, hogy az igy nyert megértésbdél mit
kap vissza a hagyomanyos statisztikus fizika, amely a sokré-
szecske-rendszerek kaotikus mozgasanak statisztikus tulajdonsa-
gait inkadbb posztuldlja, mint levezeti.

Az a kérdéscsoport, hogy a statisztikus fizika hagyomanyos
alkalmazasai a mozgas milyen statisztikus sajatsagain alapulnak
és hogy ezek a sajatsagok hogyan vezethet6k vissza a klasszi-
kus, ill. kvantummechanikai mozgasengyenletek megoldasaira,
egyaltalan nem (j. Ezzel foglalkozik a matematika ergodelmélet-
nek nevezett 4ga, amely a 30-as években sok ragyogé eredményt
ért el, majd az utdbbi évtizedben Gjabb viragzasnak indult. Ezt
az Ujabb fejlédést ismerteti Szasz Domokos el6adasa. Meg kell
azonban mondani, hogy a modern ergodelméletet eléggé vékony
szalak flzik 6sproblematikajdhoz, a statisztikus fizika mega-
lapozasahoz. Ezeket a szalakat proébalja kovetni a jelen el6a-
das, Tizikusok altal irott osszefoglald cikkek [1-6] és eredeti
publikacidok alapjan.

Példaképpen induljunk ki egy edényb6l, amelybe egy pohar vi-
zet helyeztink, majd t = O-ban lezartuk az edényt. Kovessik egy
egyszer(i termodinamikai mennyiségnek: a g6zfazisban levd viz-
molekuldk N (® szamdnak idébeli valtozasat (1.1 &bra). A ta-
pasztalat szerint a valtozas egy sima id6fuggésb6l és a r4 szu-
perponalt gyors, szemre kaotikus, de kicsiny amplitiudoju fluk-
tuaciokbol tevédik Ossze. Igen fontos korulmény, hogy a kisér-
letet tobbszor megismételve bar a pontos id6beli lefutas min-
dig mas lesz, de stabilan reprodukadlédik mind a sima, nagyamp-
litddéju valtozas, mind a fluktuacidk statisztikus jellemzdi
(négyzetes atlageltérés, frekvencia-spektrum stb.).

A statisztikus fizika hagyomanyosan azt a feladatot vallal-
ja magara, hogy valamilyen atlagolasi eljarassal megszabadulva
a kisérletrél-kisérletre valtoz6, attekinthetetlen és érdekte-
len egyedi sajatsagoktol, meghatarozza a sokkal egyszeribb és
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1.1 &bra. Vizmolekulak szama egy pohar viz folotti zart
gb6ztérben. Folytonos, ill. pontozott vonal: két mérés
eredménye (sematikus abra)

Iényegesebb stabilan reprodukalddé tulajdonsagokat, mindenek-
el6tt a termodinamikai mennyiségek atlagértékeinek sima valto-
zasait és egyensulyi értékét.

Az ergodelmélet Boltzmannak abbdél az élesen megfogalmazott
észrevételéb6l nétt ki, hogy az atlagolasnak két lényegesen
kilonb6z6 moédja lehetséges, és a statisztikus modszerrel szem-
beni alapvetd kovetelmény, hogy a kétféle atlagolas azonos e-
redményre vezessen. Az atlagolas kétféle modja:

1. I1d6atlagolas. Egyedi rendszeren elég hosszu id6re Ki-
terjesztve a vizsgalt mennyiség termodinamikai egyensulyi ér-
tékét szolgaltatja. Nemegyensulyi valtozasok kovetésére alkal-
matlan. Egyensulyi atlagok meghatarozasara elvben egyértelmd.
EIméleti fizikai technikava nem fejleszthetd, mert kiszamitasa
a sokrészecske-rendszer mozgasegyenletének teljes megoldasat
igényli.

2. Sokasagatlagolas. Ez valojaban a kisérlet sokszori meg-
ismétlésének szemléltetése egyidbében, makroszképikusan azonos
korulmények kozott inditott kisérletek sokasagaval. igy tet-
sz6leges nemegyensulyi helyzet is vizsgalhatdé. A szamolas al-
taldban oOriasi mértékben leegyszerilsddik az idéatlagolashoz
képest. Alapvetd nehézség azonban, hogy nincs egyértelmi logi-
kai 0t annak meghatarozasara, hogy makroszkoépikusan azonos ko-
rilmények kozott milyen eloszlasban l1épnek fel a kilonb6zbé
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mikroszkopikus kezdeti allapotok.

Az alébbiakban klasszikus statisztikara korlatozzuk a vizs-
galatot: az N azonos részecskéb6l allé rendszer allapotat a
eN-dimenzidés fazistér x = (ri1,r2,...,p",--..,pN) pontjaval jel-
lemezzik, a sokasagot pedig ezen pontok p(x,t) normalt elosz-
lasfiggvénye irja le.

Gibbstél szarmazik az adott makroszkoépikus korilményeket
helyesen reprezentald sokasag megkeresésének az a stratégiaja,
hogy el8szor izolalt, termikus egyensulyban lev6é rendszerek
leirasat keressik. Valdban, kornyezetiikkkel kdlcs6nhatdé rend-
szerek tekinthet6k nagy izolalt rendszer Kis- részének, nem-
egyensulyi allapotok pedig eldallithatdok egyensulyi allapotok
kénnyen jellemezehtd perturbacidival.

Az izolalt rendszerhez H(x) Hamilton-fuggvényt rendelhe-
tink; az x(t) fazispont mozgasat a Hamilton-egyenletek rend-
szere, a p(x,t) eloszlasfiggvény valtozasat pedig a Liouville-
egyenlet irja le.

Egyensulyi allapotban a tapasztalat szerint a megfigyelhetd
mennyiségeknek nem csak atlagértéke, hanem a sok kisérletben
mért értékek atlag koruli eloszlasa is fluggetlen az id6tol.
Ennek megfelelben az egyensulyi allapotot id6tél fuggetlen
p(x,t) = p() Tazistérbeli eloszlasfiggvénnyel kell reprezen-
talnunk. Ez csak ugy lehetséges, ha p csak a mozgasallanddkon
keresztul fugg x-t6l, oly médon,hogy a benne explicite megje-
len6 mozgasallandok értékét mint paramétert rogziti. Mivel a-
zonban a sokasag egy makroszkopikusan azonos kisérletsorozatot
reprezental, csak azon mozgasallandok értékét rogzithetjuk, a-
melyeket makroszkopikusan kontrollalni tudunk. Ilyen mozgas-
allandd altalaban csak egy van: az energia (az 6sszimpulzus és
o6sszimpulzus-momentumcsak akkor mozgasallandék, ha a rendszer
er6mentes térben lebeg, a tobbi 6N-2 mozgasallandd értéke pedig
kisérletrél-kisérletre valtozik). igy az egyensulyi p csak
H(x)-en keresztul figghet x-t6l, mégpedig ugy, hogy H(x)-et
tobbé-kevéshé élesen egy meghatarozott E értékre korlatozza.
Ezeknek a kovetelményeknek csak a mikrokanonikus sokasag tesz
eleget:
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mikr(XIE) = 6(H()-E)/W(E) ,

ahol W(E) normalasi tényez6.

Most kell visszatérniunk Boltzmann eredeti kérdésfeltevésé-
hez: az ilyen moédon meghatarozott egyensulyi sokasagra vett
atlagérték megegyezik-e az idéatlaggal? Ez nyilvan attol
flugg, hogy milyen a vizsgalt rendszer, milyen az atlagolandé
mennyiség, s6t még attdl is, hogy mennyi id6re atlagolunk.
Mindenesetre célszer( kiindulasul bevezetni a kdvetkezd maxi-
malista definicidot: ergodikus rendszer az a dinamikai rendszer,
amelynek x(t) = T~x i1d6fejlbdésére végtelen ideig &tlagolva,
tetsz6leges T(X) Tizikai mennyiségre teljesil:

t +T
Hm £ 5 T (Ttx)dt =J f<>Pmikr <« |E)dx.

T+co t
0

Ennek a tulajdonsagnak: az ergodicitasnak teljesitléséhez nyil-
van szikséges, hogy az x(t) fazispont be tu,dja jarni az egész
energiafeliletet: a mozgast ne gatolja sem az energiafelilet
esetleges szétesése kulonalld részekre, sem valamely, az ener-
gian kivuli egyértékld ('izolaldé'™) mozgasalland6 l1étezése

(v-6. [7D- Amelyik rendszerre az ergodicitasnak ez a sziksé-
ges feltétele teljesil, arra azt mondjuk, hogy mozgasa metri-
kusan tranzitiv, mas szoval energiafelilete metrikusan felbont-
hatatlan (azaz minden invarians része 0 vagy 1 mértékd).

Ergodikus tételnek nevezzik azt az allitast, hogy a metri-
kus tranzitivitas nemcsak szikséges feltétele az. ergodicitas-
nak, hanem lényegében elégséges is. A "lényegében™ majdnem
trivialis, csak matematikai érdekességli feltételeket jelent;
ilyen feltételek kuldnbdz6 rendszereire a 30-as években
Birkhoff, Hopf és Neumann bizonyitott be ergod-tételeket.

Ezzel azonban - mint kiderult - korantsem kaptak a fizikusok
megnyugtaté valaszt arra a kérdésre, hogy realis rendszerekre
vagy modellrendszerekre mikor, miért és meddig lehet alkalmaz-
ni a statisztikus Fizikat.
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2. A FOGALOMKOR KRITIKAJA ES BOVITESE

Az ergodelmélettel kapcsolatos kezdeti optimizmusra a konk-
rét rendszereken végzett vizsgalatok tdbbszérdsen racafoltak.

1. Az ergodicitas egyfeldl a vartnal gyakoribb (pl. a né-
hany szabadsagfoku Hénon-Heiles-modell is mutathat ergodikus

emozgasokat), masfel6l a vartnal ritkabb (@@ KAM-tétel szerint
minden véges, sima kdlcsbnhatasl rendszer fazisterének véges
mértékld részét toltik ki nemergodikus mozgasok; Fermi, Pasta
és Ulam szamitdgépes kisérlete (1955) szerint egy anharmonikus
oszcillator-rendszer nem ergodikus).

2. Az ergodicitas egyfeldl tul er6s megszoritas a statisz-
tikus fizika céljaira (folosleges vizsgalni tetsz6leges F(x)-et
és végtelen idb6kre vett atlagot), masfeldl tdl gyenge (@l. az
egydimenzidés harmonikus oszcillator mozgasa ergodikus, de az
atlagok koruli "fluktuaciok™ se kicsik, se véletlenszerlek).

A legutoljara emlitett nehézségekb6l a kiut mar Gibbs mun-
kaiban megtalalhat6. A dinamikus rendszerek statisztikus visel-
kedését Gibbs nem az ergodicitas, hanem egy egész mas tulajdon-
sag; a keverés fel6l kozelitette meg. A keverés a mozgas azon
(posztulalt) sajatsagat jelenti, hogy az energiafelileten egy
kezdetben kompakt sokasag (2.1 abra; A) id6vel amébalabakat
ereszt, majd ezek vékonyodnak és tovabb &agazédnak, végul a so-
kasag agai sirin betoltik az egész energiafeliletet, bar koézben
a fazispontok mennyisége - Osszhangban a Liouville-egyenlettel
- nem valtozott. Az egész arra hasonlit, amikor - Gibbs puritan
lelkében tamadt hasonlat szerint - egy csepp tinta aprd szem-
cséi keveréskor egy pohar viz minden részébe eljutnak, vagy a-
mikor - Arnold és Moser kifinomultabb Izlése szerint - egy ku-
pica gin cseppecskéi megjelennek egy pohar vermut minden kor-
tydban. Ha a kezdeti sokasag 1 sir(iséggel toltott ki egy olyan
A tartomanyt, amelynek mértéke az egész energiafeliletének E
hanyada volt, akkor elég hosszu i1d6 utan a szétkevert sokasag
az energiafelllet tetsz6leges B részének éppen E hanyadat fogja
kitolteni;

lim ~ pdp = E~ dy ,
" B B
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ahol /dy az energiafelileti mérték szerinti integralast jelenti

2.1 abra. Az A kezdeti sokasag fejl6édése soran a nyi-
lakkal jelzett alakokat veszi fel, fokozatosan behaldéz-
va az energiafeliletet. Ezt a B tartomanybdl vett min-
takon kovethetjuk.

A keveredés tulajdonsaga sem kertlte el az ergodelmélet ko-
rai kutatdéinak figyelmét: pl. Hopf bebizonyitotta, hogy az SE
energiafelilet 6nmagaval vett direkt szorzatanak metrikus fel-
bonthatatlansagabol kovetkezik a keverés tulajdonséaga.

Hat a keverésb6l mi kovetkezik? Mindenekelétt az ergodici-
tas: konnyl megmutatni, hogy minden kever6é rendszer metrikusan
tranzitiv, tehat ergodikus. Masfel6l a keverés az egyensuly
beallasanak is modellje és adekvat leirasa: a jol elkevert so-
kasagon az atlagértékek idében allanddak, a fluktuaciok kicsi-
nyek .

Egy Krulov nevid, fiatalon elhunyt szovjet matematikus is-
merte fel, hogy a keverd6 rendszerek legszembettlébb tulajdon-
sadga a Tazistérbeli palyak teljes instabilitasa: egy kompakt
kezdeti sokasagban egymas kozvetlen kozelében levd pontok a
fejlédés soran az energiafelilet legtavolabbi pontjaiba jut-
hatnak el. Masfeld6l az ilyen tipusu instabilitast tekintjuk a
kaotikus viselkedés alapvetd kritériumanak is. A keverés fo-
galma tehat 6sszekapcsolja a statisztikus fizika megalapozasat
a kaosz vizsgalataval.
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Az ergodicitassal és keveréssel megkezdett sort a matemati-

kusok az elmult években hosszan folytattak:

ergodikus rendszer,

gyengén kever6 rendszer,

er6sen keverdé rendszer,

K-rendszer,

Bernoulli-rendszer.
Ezek a kifejezések a dinamikus rendszerek sztohasztikus visel-
kedésének kulonb6z6 szintd modelljeit fedik, némelyikik jelen-
tését Szasz Domokos elBaddsaban [8] lehet megtalalni. A felso-
rolas sorrendje egyre er8sebb tulajdonsagok felé halad: minde-
gyikbdl kovetkezik, hogy a rendszer az Osszes megel6z6 katego-
riakba is beletartozik. A modellek hierarchidjanak épitése igen
nagy mértékben a matematikusok belligye; fizikus szempontbdl az
ad neki érdekességet, hogy egyes modellrendszerekre (amelyek
nem feltétlenul dinamikai rendszerek) az erd6sebb tulajdonsagot
kénnyebb lehet bebizonyitani, mint a gyengébbet.

Fizikusok szamara érdekes és szinte egyaltalan nem vizsgalt
kérdés, hogy a jelen pont elején az ergodicitas fogalmaval
szemben emelt aggalyok hogyan élednek Ujja az er6sebb tulajdon-
sagok kapcsan.

3. A MODELLTULAJDONSAGOK MEGVALOSULASA DINAMIKAI RENDSZEREKBEN

Diszkrét leképezések korében viszonylag konnyl példat talal-
ni a véletlenszeriséget szimuladlé tulajdonsagok el6z6 pontban
emlitett hierarchiajara. Ennél sokkal nehezebb ilyen tulajdonsa-
gokat bizonyitani vagy cafolni egy Hamilton-fuggvénnyel jel-
lemzett és ennek megfelelfen mozgd dinamikal rendszer esetén.
Az analitikus vizsgalatok a matematikai cslcsteljesitmények
birodalmaba tartoznak. Tag tere nyilik a szamitégépes kisérle-
tezésnek, azonban ennek korlatozott pontossiaga miatt komoly
elméleti matematikai feladat annak eldontése, hogy mit is lehet
szamitdégéppel bizonyitani [9] -

Kildnds hirnévre tett szert Szinaj eredménye, aki a roéla el-
nevezett biliardmodellrél (Id. [10]) bebizonyitotta, hogy
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ergodikus és kever§. Nem kevésbé hiresek a Fermi, Pasta és

Ulam 1113 altal kezdeményezett szamitogépes vizsgalatok csatolt
oszcillatorokbol allo rendszereken, amelyekr6l Gjra és Ujra Ki-
deril, hogy nem ergodikusak. A kétféle modell annyira tévol-
esik egymastol, hogy a kéztik levd senki Toldjét szamitogépes
kisérlettel bejarni és pusztan empirikus utalasokat keresni az
ergodikussagot, keverést stb. meghatarozd dinamikai sajatsa-
gokra, értelmetlen id6pocsékolasnak latszik. Szerencsére az el-
mélet ad némi utalast arra, hogy hol kell keresnink:

a) A Szinaj-biliard potencialja a helynek "szogletes"™ fiugg-
vénye, az oszcillator-potencial pedig sima. Mivel a KAM-tétel
(ld. Q2] csak elegendBen sima potencidlra mondja ki az integ-
ralhaté palyak sokasaganak létét, érdemes megvizsgalni egymas-
hoz hasonlé, de a potencial 'durvasagaban' kilonb6zé modellek
ergodicitasi sajatsagait.

b) Az oszcillator-rendszerek integralhaté mozgasai nem-
csillapodé nemlinearis gerjesztések meghatarozott osztalyahoz:
a szolitonokhoz kapcsoldédnak [13]. Hasznosnak tlinik annak meg-
vizsgalédsa, hogy egybeesnek-e a szolitonszeri( gerjesztések
stabilitdsanak és a nemergodikus viselkedésnek a feltételei.

c) Alapvetd és sokatigérd rendez6é elvnek latszik a hiperbo-
licitas. Poincaré-leképezésekben a kaotikus viselkedés hataro-
zottan Osszekapcsolddik a hiperbolikus fixpontok és a hozzajuk
tartozé homoklinikus pontok létezésével [4,6].

Az empiria oldalardol egy lényeges korilmény merilt fel: az
integralhaté mozgasra hajlamos modellrendszerek altaldban egy
ergodicitasi kiuszobenergia folott kezdenek kaotikus mozgast
mutatni. Ez azonban feltehetbéen hiperbolikus fixpontok megje-
lenéséhez kapcsolhaté, igy nem jelent lényegesen (j szempontot,
csak a Ffixpontok jellegének energiafiggésére iranyitja a fi-
gyelmet. Megemlitjuk, hogy Cercignani és munkatarsai [14] az
ergodicitasi kiuszoébenergiat a kvantummechanikai zéruspont-ener-
giadval hoztak analdgidba. Barmilyen messze vihetd§ is az analo-
gia, feltehetbéen csak véletlen hasonlésagrol van szo.
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4. KIS RENDSZER, NAGY RENDSZER

Bar az el6z6 pontban lett volna helye, fontossaga miatt ke-
ruolt kulon pontba annak a kérdésnek a vizsgalata, hogy az er-
godicitas, keverés stb. tulajdonsagok mennyiben kapcsoldédnak
a nagy rendszer hataresetéhez, az un. termodinamikai limeszhez
(N,V  »; N/V véges), és hogy Kkicsiny, izolalt rendszerekre
mennyiben alkalmazhaté a sokasag-atlagolas médszere (nem izo-
lalt kis rendszert természetesen kanonikus, ill. nagykanonikus
sokasaggal lehet jellemezni).

A fenti kérdésfeltevéstdl célszerl élesen elvalasztani azt
a - statisztikus fizikaban standardnak szamité - problémakort,
hogy a sokasagatlagolas médszerének felhasznalasaval milyen
tulajdonsagokat lehet bebizonyitani a termodinamikai limesz-
ben. Illyen, makroszkopikus testekre jellemz6 kozismert tulaj-
donsagok: az extenziv mennyiségek alakfiggetlensége, a fazis-
atmenetek létezése, a véges transzportegyiltthatok létezése
sth. A kétféle kérdésfeltevés nem szerencsés Osszekeveredésé-
nek tlnik Lebowitznak az a nem kevés publicitast kapott ered-
ménye, hogy keverd rendszerben a transzportegyitthatok eltin-
nek [15]. Valdéjaban ez annak a koévetkezménye, hogy a keverés
véges rendszerben viszont a transzportegyltthaték azért tin-
nek el, mert a Kubo-formuldaban nem lehet elvégezni a q hullam-
vektoron a q 0 hataratmenetet.

Visszatérve a minket érdekl$ kérdéshez, az optimista vara-
kozads ezen a téren az, hogy a részecskeszam novelésével Ossze-
zsugorodnak a KAM-tételben emlitett integralhat6é palyak, és a
fazisteret egyre ndvekvd mértékben kitdolti a kaotikus mozgas.
Anharmonikus oszcillator-rendszerek ennek a varakozasnak nem
latszanak eleget tenni, de tudjuk, hogy esetikben ezt a szoli-
tonok kivételes(nek tind) stabilitasa okozza.

Egy lényegesen eltérd modellrendszert vizsgalt szamitogép-
pel Froeschlé és Scheidecker, némi csillagaszati alkalmaza-
soktol is motivalva [16]: N darab parhuzamos, yz iranyban
végtelen kiterjedésl lemez x iranyu mozgasat, ha a lemezek ko-
zO6tt tomegvonzas hat, és a lemezek Osszelutkozve &thaladhatnak
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egymason. A kaotikus viselkedés legfontosabb ismérveként a
rendszer fazistérbeli palyainak stabilitasat vizsgaltak: vélet-
lenszerlien, egymashoz igen kdzel inditott palyaparok eltavo-
lodasat az i1d6 mulasaval. Az eredmény a fentemlitett optimista
varakozasnak felelt meg: N = 3-ra a mozgas tulnyomd tobbségé-
ben stabilnak (integralhaténak) mutatkozott, N = 4-5-re mar
csak elvétve fordultak eld integralhaté palyak (egymas kozelé-
ben maradé palyaparok), mig N > 6 esetén mar csak teljesen
instabil, kaotikus mozgast lehetett Kkimutatni.

Természetesen megmarad a kérdés, hogy hol a hatar a gravi-
talo lepények és az anharmonikus oszcillatorok ellentétes vi-
selkedése kozott? Lényeges-e az egydimenzids gravitacios erf
ugrasa 0 tavolsagnal? Ossze lehet-e kapcsolni a megfigyelt vi-
selkedést hiperbolicitassal?

>»

5. BEFEJEZES: MEG MINDIG KERDESEK

A gyakorldé fizikus persze teljesen helyesen cselekszik, ha
az eddig vizsgalt kérdések mindegyikében az "optimista vara-
kozasok™ talajan marad. Erre az &allaspontra egyetlen enyhén
aggasztd tény vet némi arnyat: az anharmonikus oszcillatorok
patologikus viselkedése, mivel ilyen rendszerekkel gyakorla-
tibb esetekben (pl. dielektrikumok hévezetésének magyarazata-
nal) is van dolgunk.

Aki azonban hivatasszerlien akar foglalkozni a statisztikus
fizika megalapozasaval, az szamos érdekes nyitott kérdéssel
talalja magat szembe. Talan a legegyszeribb realis rendszerek
integralhatd részrendszereinek kérdése: ilyen pl. a magspinek
mozgasa enyhén inhomogén magneses térben, ami a spin-ekhd je-
lenségért felelfs, az ekhdé-jel gyengilése pedig kozvetlen meg-
figyelési lehetbésége annak, hogy a kaotikus kérnyezettdl eredd
zaj hogyan médositja az oOnmagukban integralhaté szabadsagfokok
mozgasat. Mas ekhé-jelenségek hasonlé médon targyalhatok.

Az ergodelmélet kb. 1935-65 kdzotti csendesebb id6szakanak
6 kutatasi iranya volt a makroszkopikus (termodinamikai)
mennyiségek explicit megkiulonbbztetése az elméletben. Ugyan-
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ezt érdemes lenne elvégezni az ergodicitasnal erdsebb modellek
esetében is, hiszen pl. a keverésbdl kovetkez§ tetszbleges
mennyiség egyensulyhoz tartasa, ami nyilvan irredlisan er@s
megszoritas.

Az érgodelmélet latokoréb6l rendszeresen kiesnek a termodi-
namikai limeszben megjelend mechanizmusok, amelyek pedig pl. az
egyensulyhoz tartasnak alapvetéen lényeges oldalat ragadjak meg:
pl. gazokban az Utkdzések egymasutanja addig targyalhaté atte-
kinthetéen, amig a falakrol val6 visszaver6désrél elfelejtkez-
hetink. Az Utkézés-lanc, mint végtelen rendszerben mikodd ke-
verés-szer( mechanizmus feltarasa biztosan nem Utkdzne nagy
nehézségekbe.

Hasonld iranyba mutat annak felismerése, hogy a disszipati-
vitads a makroszkopikus rendszerek meghatarozott szabadsagfokai-
ra vetitett konzervativ folyamatok sajatsaga. Ha igy vesszik,
tulajdonképpen a 'disszipativ kaosz" minden megismert mechaniz-
musa egyben "‘konzervativ kaoszt" is eredményez, csak az elméle-
ti targyalas megkivanja a disszipativan viselked6 szabadsagfo-
kok explicit kivalasztasat. Ebben az iranyban mar megindult né-
mi aktivitas [17], de sokkal tobb a tennivald, mint az eredmény.
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Galilei: ... 6sid6k oOta a véletlen jelen-
ségekben, mint a kockadobas, a madarak
ropte, az aldozati allat majanak szabaly-
talan vonalai, az istenek akaratanak meg-
nyilvanulasat lattadk, és mindezek szent
borzadassal toltotték el az embereket.
(Rényi: A természet konyvének nyelve.)

1. BEVEZETES

A statisztikus Tfizika klasszikusainak (Gibbs, Boltzmann,
Maxwell) Telfogasa szerint a fizikai rendszereknél a szabad-
sagi fokok szamanak redukcidja vezet statisztikus todrvénysze-
riségek megjelenéséhez, sztochasztikus viselkedéshez. Lényegé-
ben a 70-es évekig ugy tint, ez a kép - kiegészitve a kvantum-
elmélettel - elegend6 a kilonféle rendszerekben fellépd szto-
chasztikus viselkedés leirasahoz. Példanak okaért a Brown-moz-
gas szigoru megalapozasanal - bar ez a kérdés még megoldatlan -
mai megértésink szintjén is ez a helyes hozzaallas.

A fizikai véletlen megalapozédsanak problémajat Hilbert is a
szdzad el6tt all6 kiemelt feladatnak tekintette 1900-ban tar-
tott hires elBadasaban, és e tekintetben is jelent8s Iépés
volt Kolmogorov 1933-ban irt - szintén hires - dolgozata a va-
16szinUségszamitas megalapozasarol. A valoszinlUségszamitas ki-
l6nféle sztochasztikus tulajdonsagokat vezetett be és ezeket
részletesen tanulmanyozta. A valdszinlUségszamitason belidl el-
s6sorban az ergodelméletnek volt célja ezeket a tulajdonsago-
kat (konzervativ) fizikai rendszerekre alkalmazni, és erre
igen hatékony moédszereket dolgozott ki. A klasszikus ergodel-
mélet egyik csucsteljesitménye volt, amikor Szinaj 1970-ben
bebizonyitotta a rdola elnevezett biliard ergodicitasat - sé6t
Kolmogorov-kever$ tulajdonsagat is. Mint kés6bb itt is lesz
err6l szo, ez volt az els6 fizikai jellegld modell, amelyrél
sikerilt -mégpedig elég er6s -ergodikus tulajdonsagokat iga-
zolni, és a hasznalt, igen mély mdédszer messzemenfen altalano-
sithatd is. A bizonyitads azon alapszik, hogy a jo ergodikus
viselkedést a rendszer hiperbolikus jellege vonja maga utan.
De Szinaj eredményének nemcsak ennek,a mar Krilovnal is meg-
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fogalmazodott gondolatnak a technikailag is rendkivil bonyolult
érvényrejuttatasa a mondanivaléja, hanem a kdovetkezdé is - jol-
lehet egy ideig ezt még nem vették észre a sztochasztikus
viselkedést mar kisszamu részecske is - a Szinaj-biliardnal
egy, kemény golydéknal kettd is elég - produkalni tudja.

Ugyanerre a meglepd kovetkeztetésre jutott a kutatas egy
gyobkeresen mas - a turbulencia jelenségét tanulmanyozé - irany-
zata. Lorenz 1963-ban a hidrodinamika egyenleteinek sajat maga
altal haromvaltozosra egyszerlsitett alakjanal is sztochaszti-
kus viselkedést tapasztalt. Kés6bb egy sor mas alacsonydimen-
zi6s determinisztikus dinamika is ugyanezt az un. kaotikus vi-
selkedést mutatta, és az is kiderult, hogy a magyarazat ugyan-
az, mint a Szinaj-biliardnal: a dinamika hiperbolikus jellege.
Az utobbi évtizedben e gondolatkdér vonzasi tartomanyaba a ter-
mészet Ujabb és Ujabb jelenségei keriltek, az ergodelméleten
belul igen jelent6s szerephez jutott a nem konzervativ rend-
szerek tanulmanyozasa: ilyen rendszerekre is definialtak kialon-
féle sztochasztikus tulajdonsagokat, feltételeket kerestek
ezek meglétére és konkrét modellekben ellenbrizni proébaltak
ezeket a feltételeket.

Célunk az alébbiakban a fentiek illusztraldsa. A mésodik
- szintén bevezetd jellegli - fejezetben dinamikadkra, dinamikai
rendszerekre vonatkozé néhany alapfogalmat definialunk. A har-
madik rész ismerteti a klasszikus ergodelmélet néhany alapgon-
dolatat, mig a negyedik részben a szolenoid leképezésén keresz-
tul megmutatjuk, hogyan sz6l egy tipikus allitas a nem konzer-
vativ ergodelméletben (nhevezetesen a Bowen-Ruelle-tétel), majd
az altalanos esetben is eljutunk az el6bbi tétel kimondasahoz.

Célunk kettl6s: egyrészt lehet6leg meg is magyarazott alli-
tadsok vannak azok szamara, akik"a témaval most ismerkednek,
masrészt az Ujabb eredményekbél is adunk izelitét azoknak,
akik a témaban mar jaratosak.

440



2. DINAMIKA - DINAMIKAI RENDSZER

E fejezet targya egyparaméteres leképezéscsoportok,illet6-
leg leképezésfélcsoportok - ezeket nevezzik altalanosan dina-
mikanak - vizsgalata. Ha a dinamikat egyitt tekintjuk egy ra
vonatkozéan invarians mértékkel, akkor beszélink dinamikai
rendszerr6l. Nem célunk ezen objektumok legaltalanosabb defi-
nici¢jat adni, inkabb példakat sorolunk fel a dinamikdk illet-
ve a dinamikai rendszerek f6bb tipusaira.

Tekintsik a

d-dt~ = vWt)) r Q.1

differencialegyenletet a d -dimenzidés euklideszi tér ( )
valamely A tartomanydban, vagy a d -dimenzids gombfelileten
vagy a d -dimenzidés toruszon (Sd , ahol S=S.) vagy
altaladban valamely M Riemann-sokasagon. Riemann-sokasagnak
nevezink egy M differenciadlhatdé sokasagot, ha valamennyi
XEM pontbeli tx M érintéterén adott egy skalarszorzat, amely
siman fligg x -t6i. Megjegyezzik, hogy a differencialhaté so-
kasagokra”™ illetve leképezésekre vonatkoz6 fogalmak szerepelnek
V. L. Arnold, a kdzeljov6ben magyar forditasban is megjelend,
az iskolan targyalt témak szempontjabdol is igen érdekes kony-
vében [1]. A tovabbiakban m(A) jeloli egy ACM halmaznak a
Riemann-metrika altal meghatarozott mértékét, tehat AC]Rd
esetén m(A) az A halmaz kozdnséges értelemben vett d -di-
menzids térfogata (Lebesgue-mértéke).

Visszatérve a (2.1) differencialegyenletre, tegyuk fel,
hogy az egyenletnek minden x kezdeti Tfeltételre egyetlen
x(t) (=<t) megoldasa van (tehat x(0)=x ). Legyen
T R K (ill. M -==M ) a megoldas altal adott leképezéscso-
Portulnés széva{ EN5$¥£F) , ha x(?)zx —<t<S) . (A csoport—
tulajdonsag: T =TT .D)Eza T~ , —w<t® diffeomorfiz-
mus-csoport alappéldiaja a folytonos paraméter( dinamikaknak,
amelyeket altalaban folyamoknak nevezink. (Diffeomorfizmusnak
nevezzik az M sokasag olyan kélcsdndsen egyértelmid differen-
cialhatd leképezését, amelynek inverze is differencialhatd.)
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2.1 abra. Riemann-sokasagok

A fizika, a kémia, a bioldégia stb. differencialegyenletei
folyamokat definidlnak. [15]-ben olvashatunk a Navier-Stokes-
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egyenletré” illetve annak radikalisan egyszerisitett, de még
igy is kulonosen viselkedd, alakjarél: a Lorenz-egyenletrend-
szerr6l. A mechanikaban részletesen tanulmanyoztik a Hamilton-
egyenleteket, amelyekre jol ismerta Liouville-tétel. Ez Kki-
mondja, hogy a Hamilton-egyenletek altal definialt folyam meg-
tartja a térfogati mértéket. A térfogat invarianciajat szem-
lIélteti Arnold abraja, ahol megismerke®dhetink a macska képé-
nek terilettartd leképezésével. (A kés6bb targyalandd 'macska
automorfizmusanal', amely szintén terilettartd, a macska ha-
tarozottan rosszabbul fog jarni, mint itt.)

2.2 é&bra. Teriulettartas

Egy folyamot altalaban (M,Tt) -vei jeldlunk (dinamikal),
mig ha adott egy ranézve invarians p mérték is, akkor a je-
16lés (M, T~,p) (dinamikai rendszer!). Matematikai targyalas-
médnal szokas a mérhetd halmazok a -algebrajat is feltintet-
ni, ettél mi itt - s6t altalaban a mérhet6ség kérdésétsl - el-
tekintink. A p mérték invarianciaja azt jelenti, hogy
A (m) -re és minden t -re u(TtA)=y(A) .

Fontos modellje a klasszikus mechanikanak kemény golyok
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egyenesvonall egyenletes mozgasa, kolcsonhatasként a golyok
rugalmas Utkozését véve. E modell megoldasai az Utkozési id6-
pontokban nem differencialhatok, a (2.1)-nek megfeleld egyen-
let csak az Utkodzési idépontoktol eltekintve teljesiul, és ha-
tarfeltételként jelenik meg a rugalmas Utkdzés. Viszont a
Liouville-tétel itt is igaz, modellink ismét dinamikai rend-
szer, nevezetesen folyam.

Folyamok vizsgalatanal gyakran el6nyds a paramétertarto-
many alkalmas diszkretizaldsa, ami a dimenzid csdkkentését is
eredményezi. Példaként elég a Poincaré-leképezésre hivatkoz-
nunk. Ha T:M->-M tetsz6leges leképezés, akkor tekinthetjik az
M,Tn: n=0,1,2,...) leképezésfélcsoportot, illetve az
WM, Tn:n=...,-1,0,1,...) leképezéscsoportot aszerint, hogy T
nem invertalhaté vagy invertalhaté. (T invertalhaté, ha T
egy-egy értelmién képez le.) Ezek a diszkrét paraméterd dina-
mikdk megadhaték az (M,T) par segitségével. Abban a fontos
specialis esetben, amikor a dinamika rendelkezik valamely vy
invarians mértékkel, a tekintett (M,T,y) dinamikai rendszert
endomorfizmusnak nevezzik (azaz ACM -re y(T-"A)=y(A) ). Ha
T még invertalhaté is, akkor (M,T,y) -t automorfizmusnak ne-
vezzik. A tobb elb6adasban is targyalt intervallumleképezések
altalaban nem invertalhatdéak. Mély kérdés a sirliségfiggvénnyel
is rendelkez6 invarians mértékek létezése. Erre vonatkozdan
M. V. Jakobszon [5] ért el Ujabban jelent6s eredményeket.

A diadikus leképezés egyszer( példa endomorfizmusra. Mivel
tobb vonatkozasban is szukségunk lesz ra, ezért itt pontosan
bevezetjuk. Itt M=[0,1) , T:[0,1)-+ [0,1) a Txs2x (mod 1)
relacidéval értelmezett (ugyancsak T -t definialja a 2.3 abra
grafikonja). T -nek a hosszmérték, azaz a Lebesgue-mérték,
invarians mértéke (m(T-1A)=m(A)).

Fontos példa az Hénon-leképezés is. Itt T:3R9 J*]ﬁa a ko-
vetkez6képpen értelmezett:

TX,,Y) = (y+1 - ax2,bx) ,

ahol a és b valds paraméterek. b0 -ra T invertalhato:



T1XY = (b ly, x-1+ab 2y2) .

Mivel Jac T = -b , azért [P|=1 esetén a teriletmérték inva-
rians T -re, T automorfizmus.

2.3 abra. A diadikus leképezés

3. DINAMIKAI RENDSZEREK (KLASSZIKUS ERGODELMELET)
3.1 Birkhoff-Hincsin-ergodtétel

A Hami lton-egyenletek altal adott dinamikara nézve a kons-
tans energiaju nivofeliletek invarians halmazokat adnak, és a

dinamikatél jo ergodikus viselkedés csak ezekre a nivosoka-
sagokra megszoritva varhaté. Lényegesen kulonbdzik egymastol
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az a két eset, amikor egy ilyen nivisokasag kompakt, illet6leg
nem az. Az els6 esetben a nivésokasagon értelmezett Liouville-
mérték véges, a masodik esetben végtelen. Az egyszeriliség ked-
véért a tovabbiakban az érdekesebb els6é esetre szoritkozunk,
jollehet az ergodelmélet szamos eredménye - példaul az alabb
kovetkez6 ergodtétel - végtelen invarians mérték esetére is
fennall. Ha a mérték véges, akkor viszont az altalanossag meg-
szoritasa nélkil feltehet6, hogy értéke a tekintett teljes so-
kasagra 1

Masik egyszerisitéssel is élunk: a tételeket csak diszkrét
paraméter( rendszerek esetére fogalmazzuk meg, a folytonos pa-
raméterd rendszerek esete analdg.

Tekintsink tehat egy (M,T,y) dinamikai rendszert
y(w=1) , és legyen wn:M-*-X integralhatoé fuggvény
(Wwidy <) .

Birkhoff-Hincsin-tétel (1931)
1. Ha ,T,y) endomorfizmus, akkor y - m.m. XxEM -re

n (TKX) i) G.D

(a baloldali atlag az iUn. iddatlag).
2. Ha (M,T,y) automorfizmus, akkor y - m.m. Xx€M -re

Iimn—*‘_n ,\C:d' u(™). =

fim 1 ':g;ﬂﬁﬁk xﬁ‘:

n*n

Iimn—s—» 2n+1 E—tlkkn UETkX) = UQ()'

3. Mindkét esetben

O) uM=u(xX) vy - mm. xEM -re (azaz u invarians
fluggvény).
(ii) PRwuldy=/luldy (azaz az alapul vett u Ffilggvényre és



idéatlagainak u hatarértékére a tératlagok megegyez-
nek) .

Az allitasokban szereplé y - m.m. (y - majdnem minden)
jelentése: 3 M"cm , hogy y(M\M*)=0 és minden x™M" -re az
allitads mar igaz. Mivel az allitasok az egyes trajektoriak
térben nem atlagolt aszimptotikus viselkedésérél szolnak, a
fenti tételt individualis ergodtételnek is nevezik.

Megjegyzések: 1. Abban az esetben, ha u(x) valamely ACM
halmaz indikatorfiggvénye, azaz

1 , xXCA
u®) = XA ="
.0 , XNA

N EE g Xg (TIxX) megmutatja, hogy az x pont képei n id6pon-
tig az 1d6 hanyadrészét toltik az A halmazban.

2. Ha u()=const. y - m.m., akkor nyilvan y - m.m. XxCM -
re

u(Tkx) u=/udy ,

tehat az ergodikus hipotézisnek megfeleld allitast olvashatunk
ki: az i1d6atlagok a tératlaghoz konvergalnak. Ez a megjegyzés
vezet a leggyengébb ergodikus tulajdonsag, az ergodicitas de-
finicidjahoz .

Definicio. Az (M,T,y) leképezés ergodikus, ha minden T -re
invarians u Tfluggvény (azaz u(Mx)=u(x) y - m.m. X -re)

y - m.m. egyenld egy allandéval, (masképp: csak trivialis in-
varians fuggvények vannak!).

Ekvivalens definici6é. (M, T,y) ergodikus, ha y((A\T "™*Au
u( 1A\A))=0 (azaz az A halmaz invarians) maga utan vonja,

hogy y(A)=0 vagy 1 (csak trivialis invarians halmazok van-
nak ).

Nem ergodikus rendszerre jol ismert példa egy fallal két



részre osztott zart edényben lev6 gaz (1. 3.1l.a abra). Az
edény egyik, illetve masik részében lev6é gaz a rendszer ergodi-
kus komponensei. Ha a falon lyukat vagunk, akkor a rendszer
mar ergodikis (3.1.b abra).

3.1 &bra. a ) nem ergodikis rendszer; b ) ergodikis rendszer

Ugyancsak nem ergodikis a biliard egy ellipszisben. Mit is
nevezink az ergodelméletben biliardnak? Legyen QC]JRa kom-
pakt (azaz korlatos és zart) halmaz, melynek hatara szakaszon-
ként sima. A biliard fazistere M=QxS™_1 . Tehdt x6M -re
x=141P) " ahol (q£Q a pontszer(i biliardgoly6é helye és
pSS~-~ , azaz p az egységnyi nagysagu sebesség iranya (1. a
3.2 &brat). A dinamika nem mas, mint szabad mozgas Q belse-
Jében és rugalmas Utkozés Q hataran. A Liouville-tétel sze-
rint az

m = térfogati mérték Q -n x Feluleti mérték -n
mérték invarians erre a dinamikara.

Definici6. Biliardnak az igy definialt M,Tt,m) dinamikai
rendszert nevezzik.

” 2 , . - .
Marmost ha qclr ellipszis, akkor M=QxS 3-dimenzids so-
kasag, és igaz a kovetkez6 elemi geometriai tény; ha az x™M

448



3.2 abra. Biliard fazistere

altal meghatarozott hdr nem metszi (metszi) a fokuszok kozotti
szakaszt, akkor a teljes T x , -“><x0 trajektéria Osszes
hirja érint egy ellipszist (hiperbolat) (@ . a 3.3 &brat).

3.3 abra. Biliard ellipszisben

Az gy fellépb ellipsziseket,ill. hiperbolakat burkoldéknak
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vagy kausztikaknak nevezzik. Ebb8l a képb6l vilagos, hogy ha
egy idealisan sima, ellipszis alakl teremben a fallal kis szo-
get bezarva bocsatunk ki hangot, akkor a hangenergia mindvégig
a fal kis kornyezetében marad, és igy konnyl nem-trivialis in-
varians halmazokat konstrualnunk. Tehat az ellipszis-biliard
nem ergodikus. Mint ismeretes (Bunyimovics [3]), mar meglepd
moédon ergodikus a stadion-biliard.

Fenti megjegyzésiunk is sugallja, hogy akusztikai szempont-
bol is érdekesek a konvex halmazon vett billiardok. Lazutkin
[10] bebizonyitotta, hogy sima (5653-szor differencialhatd) ha-
taru konvex halmaz teriletének pozitiv mértéki részét toltik
ki a burkolok, ami ismét kiadja a megfelel6 biliard nem-ergo-
dikus voltat. Daoudy [4] - a KAM-elmélet alkalmazasaval - nagy-
mértékben enyhitette Lazutkin simasagi feltételét. Lazutkin és
Snyirelman [12] konvex halmazon vett biliardok ergodicitasa-
nak a Schrodinger-operator sajatfiggvényeinek viselkedésével
valé kapcsolatat tisztaztak: ha a nagy sajatértékekhez tartozo
sajatfuggvények a halmazon koézel allanddk, a biliard ergodi-
kus, mig ha a biliardnal vannak burkolok, akkor az el&bbi sa-
Jjatfiggvények ezek kornyezetére koncentralddnak.

Ergodikus rendszerre is lathatunk majd toébb példat. Altala-
nos szituaciot takar a diadikus endomorfizmus példaja. Ennek
targyalasa céljabol kitérét teszink a szimbolikus dinamika fo-
galmahoz .

3.2 Szimbolikus dinamika

Az érdekes dinamikak fazistere kontinuum szamossagu. Gya-
korlati méréseink véges pontossaguak, igy egy-egy megfigyelés-
sel csak annyit tudunk elddnteni, hogy a fazispont véges sok
halmaz kozul éppen melyikben van. Ezeknek a megfigyeléseknek
idébeli ismétlésével a fazistér egyre finomodé felbontasat
kapjuk, mig ha méréseink felbontdképessége mégis elég jo, ak-
kor végtelen ideig tarté megfigyeléssorozattal a fazispont
helyzete egyértelmien meghatarozhat6. Ez a gondolatmenet indo-
kolja a szimbolikus dinamika bevezetését.

Legyen (M,T) valamilyen dinamika és tekintsik M vala-
mely M=Uj Q Aj , r<° felbontdsat (azaz AjnA=@ , ha
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j~k ). Ertelmezzik a ?M:M-*0,1,..., r} TFuggvényt a kévetke-
z6képpen: £n(X)=k csakkor, ha Tnxegk , azaz XxeT-nAK

Definicid6. 50 , ,*=. az {A"} Tfelbontas altal meghataro-
zott szimbolikus dinamika.

Rogton megjegyezzik, hogy ha a T:M—<-M leképezés egy-egy
értelml, akkor 7?n negativ egész n -ekre is értelmes, és de-
finiadlhaté a két iranyban végtelen ..., 57,5 5 ,...
szimbolikus dinamika is.

Tekintsik a ([0,1),T) diadikus leképezést, egyelre az m
invarians mérték nélkul, tovabba a fazistér [0,1)=A UA. =
=[0,—% )&[—,I) felbontasat. A szimbolikus dinamika dgfinl'ci()ja
szerint

"0, x€[0.,y)
M x>=
1 , X6 [i,D) ,
o , XE€E[0,1)uli,])
«l<* >
11, x€[i,PDULl. D,
0 .
52 (x )=
-1 - s

A () Figgvények alakjat a 3.4 abra mutatja. Vegylk észre,
hogy xe[O,l) esetén

I Y R

vagyis x diadikus alakja éppen x=0, : - Marmost,
ha a @ figgvény minden x€[o,l1) valdés szamhoz hozzarendeli
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3.4 é&bra. Szimbolikus dinamika a diadikus leképezésnél

452



a diadikus kifejtésében szerepld jegyekbél allé sorozatot

X "1 "52°" — ) *
akkor nyilvan
r2r”~31**)

Megjegyezzik, hogy @ a diadikusan racionalis szamoktol elte-
kintve egy-egyértelmien képez le. Tehat a kovetkezd képhez jJu-
tunk : legyen

M= {(E0O >™Ni /52 / ®==):5n=0 vagy 1, n=0,1,...},

ekkor a

[0,1)— 2=+ M
T T G.2)

[0,1)— 2= >M

diagram kommutativ, vagyis T@EoT (mindkét oldal [0,1)—wW ).
T -nek ez a szoros kapcsolata a valds szamok diadikus sorfej-
tésével mar indokolja a diadikus leképezés elnevezést. A kap-
csolat azonban még erdésebb.

Vizsgaljuk ugyanis az m invarians mértéket is [0,1) -en.

Nyilvan
, 0 .1
m<x: 5n =1 )=2 *
s6t
m ~X: 5Mm;1 = jb = <*”" ?2nk = 2~k )= ~~jT
hacsak ni<h2<“"*nk és j»,..., j#=0 vagy 1 . Vagyis ha
m -et valoészinuségként értjuk, akkor ¢Q , N ieee ekviva-
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lens egy szabalyos érmével vald fluggetlen dobas-sorozat kime-
neteleinek sorozataval. Az ilyen tipusu sorozatok bizonyos ér-
telemben a legvéletlenebbek, hosszu ideig els6sorban ezek ta-
nulmanyozasaval foglalkozott a valdsziniségszamitas.

Definicid. Legyen

N={ ( . £2/me) = {0,1,.%=,r},n-0,1,... } ,
’ G*3)
w(eni=jl "eee” 5nk=jk)=pjl---pjk *

hacsak ni<n2<eee<nk , ahol Pj>0 és Ej_ O Pj=1 = Az
(M,T,v®) endomorfizmust Bernoulli-eltolasnak vagy Bernoulli-
shiftnek nevezzik.

Tehat a diadikus endomorfizmusra
€o,1) ,T,m) —-——» M, 1,0) ,

ami azt jelenti, hogy T kommutal a Bernoulli-eltolassal és
® az m mértéket is u -be viszi. Ha ¢ emellett - mint
példankban is - majdnem mindenitt egy-egy értelmli, akkor azt
mondjuk, hogy @ 1izomorfiat létesit a két dinamikai rendszer

kozott.
Megjegyzések: 1. (3.3)-ban M definicidjat médositva

M= {( N L) EN (0,1, eier},n—...,-1,0,1,...},
és 1 -ot értelemszerlien igy definialva:
/o“) :(o oo . N § K2 /eee ) -

a két iranyban végtelen Bernoulli-eltolas fogalmahoz jutunk.
Sz az (A, T,§) B-eltolas automorfizmus .
2. Konnyl belatni, hogy izomorf rendszerek ekvi-ergodiku-
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sak, azaz vagy mindkettd ergodikus, vagy egyik sem. Mivel a
diadikus leképezés izomorf egy Bernoulli-eltolassal, elegendd
belatni altalaban a B-eltolasok ergodikus voltat. Ezekre azon-
ban er6sebb ergodikus tulajdonsagok is fennallnak. Ezeket
vizsgaljuk a kovetkezd pontban.

3.3 Keverés, Kolmogorov-keverés
Kezdjiuk az ergodicitas tovabbi ekvivalens &atfogalmazasaval.

Allitas. Az (M,T,y) endomorfizmus csakkor ergodikus, ha min-
den A,BCM -ve
lim_ o = E-1Y(T-KAMB) = u(A)y(B) -

Mivel az A és B események figgetlensége azt jelentené,
hogy y(AnB)=y(A)y(B) , azért a fenti kodvetelményt jogos agy
értelmeznink, hogy azt fejezi ki, hogy T kA és B atlagban
aszimptotikusan fuggetlenek. Ha e tulajdonsag nem csak atlag-
ban véve teljesil, a keverés fogalmdhoz jutunk.

Definici6o. Az (M,T,y) endomorfizmus keverd, ha tetszéleges
A,BCM -re

lim y(T-nAneB) = y Ay B)
Nyilvanvaléan igaz a kovetkezd
Allitas. A keverésbdl kovetkezik az ergodicitas.

A kvazi-periodikus mozgasok példakat szolgaltatnak ergodi-
kus, de nem keverd rendszerekre, igy a keverés ténylegesen
erbsebb tulajdonsag,-mint az ergodicitads. A keverés igen fontos
tulajdonsag fizikai szempontbdl is, ugyanis biztositja bizo-
nyos nem egyensulyi dinamikak egyensulyhoz valé konvergencia-
jat. Ha adott valamely (M,T,y) endomorfizmus és a yQ nem-
egyensulyi mérték, akkor e mérték az n id6pontban kifejezhe-
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t6 yQ segitségével: yn(A)=yQ (T nA)

Tétel. Ha (M,T,y) keverd és létezik hogy Jf2dy<c°
és minden ACM -re W A)=/fdp (@zaz yQ -nak y -re vonat-
dyo A

keze> Hl]- s(riségfuggvénye létezik és négyzetesen integral-
haté),, akkor

Ez a tétel széles korben alkalmazhatd véges szabadsagi Tokud
rendszereknél. Azonban a modern statisztikus mechanikaban szo-
kasos végtelen szabadsagi foku rendszereknél a négyzetes in-
tegralhatésag tul er6s megkotés, és. egyelbre csak a keverésnél
er6sebb feltételekkel sikeriult hasznalhatd kritériumokat adni
az egyensulyhoz val6é konvergenciara (. [9])-

Most legyen (M,T,y) automorfizmus. Rogzitsiunk valamely
A={Ai , O<i<r} Tfelbontast és legyen , 12 "eee a fel_
bontas altal adott szimbolikus dinamika.

Definici6é. A T automorfizmus Kolmogorov-keverdé (réviden K-
keverd), ha tetsz6leges A felbontasra igaz: minden BCM -re

lirv=0 suPCean () |MCB)-y(C)y(B) |=° ,

ahol an(d) acsak 7?n ,Cn+l ,... -t6i Figgd események halma-
za.

Megjegyezzik, hogy a K-keverés fogalmat automorfizmusokra
vezettik be. Endomorfizmusok esetére analdg fogalom a pontos
endomorfizmus fogalma (. [8]).-

Latszatra mar nem nyilvanval6, de igaz a kovetkez6

Al litdis. A K-keverés erdsebb tulajdonsag, mint a keverés.

Sz6ban a K-keverésrél azt mondhatjuk, hogy olyan keverés,
amely bizonyos értelemben egyenletes.
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Visszatérve a diadikus endomorfizmusra, annak ergodicitasa
a 0-1 torvénybdl adodik.

0-1 torvény. Barmely Bernoulli-eltolas K-keverd.

Valéban: a diadikus endomorfizmus.- mint lattuk - izomorf,
tehat ekvi-ergodikus egy Bernoulli-eltoléassal, amely a 0-1
torvény kovetkeztében K-keverd, igy ergodikus is. Az ergodici-
tas ilyen egyszerl, kerek formaban csak szerencsés®™ esetekben
adddik. A 3.4 fejezetben bevezetendd 'macska automorfizmusa-
nak™ ergodicitasat majd egy masik gondolatmenettel bizonylt-
Jjuk, amely lényegesen tovabbfejleszthetd.

Befejezésil megjegyezzik még, hogy az ergodicitas, keverés,
K-keverés mellett szamos mas sztochasztikus tulajdonsag mertl
fel és alkalmazhato kulonféle problémakban. A teljesség igénye
nélkil megnevezink ezek kodziul néhany fontosat:

1) A korrelécié lecsengése.

2) A Kolmogorov-Szinaj—entropia (. 4.6 fejezet) pozitivi-—
tasa.

3) Markov-felbontas létezése.

4) Bernoulli-tulajdonsag.

5) Centralis hatareloszlastétel teljesilése.

6) Lokalis centralis hatareloszlastétel teljesilése.

3.4 A macska automorfizmusa - hiperbolicitas

Az itt bevezetend6 '"macska automorfizmusanal'™ tanulmanyoz-
hatjuk legegyszerlbb formaban a hiperbolikus viselkedést. Ez
nemcsak itt, hanem sokkalta bonyolultabb dinamikai rendszerek-
nél is az ergodikus tulajdonsagok fellépésének és bizonyitasa-
nak alapja. S6t, jelenlegi ismereteink szerint, dinamikak ese-
tén ugyancsak a hiperbolicitas az, ami elég ers sztochaszti-
kus viselkedéshez, kaoszhoz vezet.

Tekintsik a
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matrixszal adott linearis operatort a sikon. Ennek egyrészt
determinansa 1 , azaz a leképezés mértéktartd, masrészt az
egész koordinataju vektorok racsat sajatmagara képezi le. E
tulajdonsagok kovetkezménye, hogy ha megvizsgaljuk az egység-
négyzet képét, akkor olyan paralelogrammat kapunk, amelynek a
négyzethald altal kimetszett darabjaibol eltoldssal - ponto-
sabban a sik minden pontjanak koordinatait mod 1 véve - ismét
az egységnégyzet all eld. Ezaltal, amint az a 3.5 abran is
lathat6é, G egyldttal az egységnégyzetnek - pontosabban a
szemkdzti oldalainal Osszeragasztott egységnégyzetnek: a to-
rusznak is oOnmagara vald, mértéktartd, egy-egy értelmid T le-
képezését adja. Ezt az (S2,T,m) dinamikai rendszert nevezik
a macska automorfizmusanak, avagy tudomanyosabban a torusz al-
gebrai automorfizmusanak.

3.5 abra. A macska automorfizmusa
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Tétel. A macska automorfizmusa ergodikus.

A bizonyitas alapgondolata: 1. A Birkhoff-Hincsin-tételb6l ko-
vetkezik, hogy m - m.m. x€S -re léteznek a
lim

s B EOL u(Mkx) = u+ O

limnse A B 1 U k) - u 6

hatarértékek (u:52> R, /uldn < ®),és m - mm. X -re
u+ (X)=u~(x)=u(x)

2. Mint mondottuk, az ergodicitas ekvivalens azzal, hogy
minden szébajové u Tflggvényre wu=const. m - m.m. Egyszerien
belathaté, hogy ezt a tulajdonsagot elég folytonos filggvények-
re bizonyitani.

3. G sajatértékei: XS és Xu kiszamolhatok. Neklnk
csupan annyi fontos, hogy O0<Xg<l<Xu (természetesen
Xs Xy=1 ). Jeloljuk a megfeleld sajatiranyokat eg -filletve
e, -val (eg , eue]RZ )-

4. Fontos fogalmakat vezetink be: a siknak egy egyenesét
sz(ikiulé egyenesnek (taguld egyenesnek) nevezzik, ha parhuzamos
eg -sei (ill. ey -val). Az S  tdrusz egy részhalmazat sgji-
kulé fonalnak (taguld fonalnak) ne\(/)ezzuk, ha az egy szikilé
(illetve taguld) egyenesnek mod S (azaz mindkét koordinatat
mod 1 tekintve) vett képe (1. 3.6 abra). Tehat a szikiulé fo-
nal nem mas mint egy szlUkul6 egyenes feltekerése a toéruszrdf,
vagyis veégul is a sz(kulé fonal egy suri, de O-mértéki rész-
halmaz .

5. lgaz a kovetkez6

Allitas. 1. Ha ys tetsz8leges sz(kiulé fon&l és x,yeys , ak-
kor

W(Tkx)-u(Tky) ) = 0 ;
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3.6 abra. Szikulé fonal

2.Ha yu tetsz6leges tagulé fonal, és x,y€yu j akkor
limktio (U(T_kx)-u(T_ky)) =0

Az allitas kovetkezik u egyenletes folytonossagabol, va-
lamint a sz(kilé és a taguld fonalak definicigjabol. Megje-
gyezzik, hogy az altalanosan hasznalt s és u indexek a
stabilis (stable) és instabilis (unstable) viselkedésre mutat-
nak .

6. Ennél a l1épésnél azt is feltesszik, hogy minden xes
-re létezik u+(),u X)) és U(X), és u+(X)su- X)=i(x) . Al-
taldban ez nem all, ami a bizonyitasban tovabbi lényeges ne-
hézségeket okoz, amelyeket Vetier [15] részletesebben targyal.

Célunk belatni, hogy barmely u folytonos figgvényre u=
=const. Valasszunk egy tetsz6leges X,y£S pontpart. x -en
keresztul megy egyetlen yg sz(Gkulé fonal, y -on keresztil
egyetlen yu taguld fonal. A két fonalnak szamos metszéspont-

ja van, ezek egyike legyen z
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Marmost igaz a kovetkez6 egyenl8ségsorozat:

u@)= u+t( &= ut@=u“@ = u“ @) = u(y).-

Itt a masodik és a negyedik egyenl&ségnél felhasznaltuk az 5.
1épésnél szereplé allitas vonatkozo részét. Az egyenl8ségsoro-
zat els6 és utols6 tagja adja a kivant allitast.

A fenti bizonyitas lényegesen felhasznalta a sz(kilé és a
taguld fonalak létezését valamint azok bizonyos geometriai tu-
lajdonsagait. Egyszerl( modellinknek ez a hiperbolikus viselke-
dése az, ami lIényegesen altalanosabban is megfogalmazhat6, és
sok érdekes és fontos esetben fellelhet6. Talan a legfontosabb
példa erre a Szinaj-biliard.

vVagjunk ki a d -dimenzidés toruszbol, SN -n (a 3.8 4&bran
d=2) véges sok, szakaszonként sima gorbékkel hatarolt, szigo-
rdan konvex halmazt; legyenez ezek H. ,..., H . Legyen Q=
—s? ur:TLLH.l _A Szinaj-biliard fazistere M=0xs8 1 2d-1 -di-

menzids sokasadg. x=(qg,p)EM esetén q a pontszerl részecske
helye, p sebességének iranya. A biliardnak a 3.1 fejezet-
ben adott definicidja alkalmazasaval az (M, Tt,m) dinamikai
rendszerhez jutunk; ez a Szinaj-biliard (@. 3.7 &bra).

3.7 &bra. Szinaj-biliard
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1970-ben Szinajnak a réla elnevezett biliard hiperbolikus
viselkedésének mély analizisével sikerilt bebizonyitania annak
ergodicitasat, s6t K -keverd voltat is [14] . Ez volt az els6
fizikai jellegl rendszer, amelyre az ergodicitast bizonyitot-
tak. Hogy a Szinaj-biliard mennyire altalanos modell, az ab-
bol is latszik, hogy a téruszon vagy edényben mozgd kemény go-
lyok rendszere lényegében olyan magas dimenzidju valtozata a
Szinaj-biliardnak, amelyben a H* kivagott halmazok, az Un.
szorotestek ugyan konvexek, de nem szigoruan konvexek. Ez a
gyengébb feltevés erBsen neheziti a modell kezelését. Szinaj
szobeli kozlése szerint Csernovval kozosen most fejeznek be
egy dolgozatot, amelyben e modell ergodicitasa lesz bizonyitva
legfeljebb 6t, a két-dimenzids toéruszon mozgdé korong esetére.

4. dinamikadk (ergodelmélet és kaosz)
4.1 Egyszerl disszipativ modell; a szolenoid leképezése

A matematika - és valdszinuleg nemcsak a matematika - ha-
gyomanyainak megfelelden bonyolult jelenségeket minél egysze-
rdbb példan keresztiul igyekszink megérteni és megvilagitani.
Kiulonés attraktorok és nem-konzervativ ergodelméleti tételek
bemutatdsara az instruktiv példa a szolenoid leképezése.

A szolenoid nem mas, mint a tomor térusz, azaz a tomor Uszod-
karika. Formalisan K={(z,w):idi=1, Wl },ahol z és w
komplex koordinatdk, az elébbi az un. longitudinalis, az utéb-
bi a transzverzalis koordinata. Definialjuk a T:K *TK le-
képezést a kovetkezbképpen

T(z,w) = (Z2, 1z +jw .

Ez a leképezés kolcsonbdsen egyértelmi. A K szolenoid TK
képe vékonyabb, viszont kétszer megtekert tomoér gyldrd lesz,
mig T2k mar négyszer megtekert, és igy tovabb. K, TK, T2K,
keresztmetszeteit szemlélteti a 4.1 abra. Nyilvan K3TK3T K3
3. .. . ElIs6 kérdés: milyen halmaz a képek hatarértéke, a
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4.1 abra. A szolenoid képeinek keresztmetszetei

ngK halmaz? Valasz: szorzata egy longitudinalis vonalnak és
egy transzverzalis Cantor-halmaznak.

4.2 Cantor-halmazok

Disszipativ dinamikaknal a sztochasztikus viselkedés szoro-
san Osszefugg kiUlonos attraktorok megjelenésével, amelyek le-
irasadhoz fontos segédeszkdz a Cantor—tipusu halmaz fogalma.
ElI8sz6r definiadljuk a torténetileg elsd ilyen halmazt: a Can-
tor-halmazt. (A Cantor-halmaz hosszu ideig csak patologikus



jelenségnek tint, és els6sorban ellenpéldak konstrukcidjara
hasznaltadk. Mig feltaladldjat, Georg Cantor német matematikust
(1845-1918), a modern halmazelmélet atyjat kora meg nem értése
6riletbe vitte, mar a Brown-mozgas matematikai modelljének, a
Wiener-folyamatnak a tanulmanyozasanal Kkiderult, hogy a Can-
tor-halmazok alapvetéen fontos, "létez6" objektumok. A kildnoés

attraktorok Ujabb, meglepd példai a Cantor-halmazok realitasa-
nak. )

Kezdjik tehat a Cantor-halmazzal, amely a Co=[0,I] inter-
vallum részhalmaza. Ennek k6zéps6é harmadat eltavolitva jutunk
a CA=[0;i]M % il] halmazhoz. Majd a megmaradt intervallumok
k6zéps6 harmadrészeit ismét kivagva és az eljarast minden ha-
taron tal folytatva a C -.=M0 ... csokkend halmazso-
rozathoz jutunk. Elemeinek c = 8cn metszete a Cantor-hal-
maz. Konnyld latni, hogy C nem mas, mint azon valds szamok
részhalmaza a [0,1] intervallumb6l, amelyek triadikus sor-
fejtése csak 0 -t és 2 -t tartalmaz, 1 -t egyaltalan nem.

A Cantor halmaz néhany alapvetd tulajdonsaga:

@ mC)H=0 ;

(if) C kontinuum-szamossagu (azaz C -nek van a [0,1]
intervallumra valé kélcsonésen egyértelmi leképezése);

(iii) C zart;

(iv) C perfekt (azaz minden pontja torlddasi pontja);

(v) C minden pontja kondenzacids pontja is C -nek (azaz
minden pontjanak tetsz6leges kérnyezetében C -nek kontinuum
sok pontja van);

(vi) C sehol sem siuri (azaz barmilyen intervallumnak van
C -t6i idegen részintervalluma);

(vii) C igen altalanos szerkezetl perfekt halmaz (Iénye-

gében az egydimenzids, izolalt pontok nélkuli perfekt halma-
zok hasonléak C -hoz).

A Cantor-halmaznak messzemend altalanositasi lehetdségei
vannak.



a) Tobbdimenziés Cantor-halaazok

vVagjuk fel a DQ egységnégyzetet 9 egyenld négyzetre, és
vegyuk el a kdzépsd, keresztszerien elhelyezked§ 5 négyzetet.

A megmaradt 4 kisebb négyzetbdl allé halmaz négyzeteire
az eljarast hasonldéan megismételve a D2 halmazhoz jutunk, és
azmiteréciét ismét folytatjuk. A D03D3,DQ93--- halmazsorozat

D=0oDn metszete sikbeli Cantor-halmaz, amelyre allnak az (i)-
(vi) tulajdonsagok. Koénnyld latni, hogy D=CxC

4.2 4&bra. Sikbeli Cantor-halmaz szarmaztatasa

A konstrukcié nemcsak magasabb dimenzidban alkalmazhato,
hanem azt is megfigyelhetjik, hogy ugyanez a gondolatmenet
adja a szolenoid leképezésénél, hogy a kaTkaT2ka___  halmaz-
sorozat JI= g%nK metszetének keresztmetszete sikbeli Cantor-

tipuslt halmaz a (i)-(vi) tulajdonsagokkal.

b) Pozitiv mértéki Cantor-halmazok

Egyszer(ség kedvéért csak egydimenzids példat mutatunk be.
Legyen CQ=[0,1] . Vagjuk ki a CQ e~ -szeresét CQ kbozepé-
r6l. A maradék két intervallum egyesitése ~ ,és nyilvan
mEl)=1-el = Most vagjuk ki a maradék két intervallum -



sz6roseit az intervallumok kozepér6l. A megmaradt négy inter-
vallumbol allé halmaz C2 ,és m(C2)=(1-el)(I-e2) . Ha marmost
elére megadunk egy , €2 ,£3 , ee= (O<en<l) szamsorozatot,
akkor a fenti moédon egy C halmazsorozathoz jutunk.

4.3 &bra. Altalanosabb Cantor-halmaz szarmaztatasa

Ha C=ncn , akkor nyilvan m(C):ﬁ (I-en). C rendelkezik a
(in)-(vi) tulajdonségokkgl, de m(C)>0 is lehetséges, mégpe-
dig pontosan akkor, ha Een<uw =

Erdemes C Haussdorff-dimenzidjat, un. fraktal-dimenzidjat
is kiszdmolnunk (a definiciot illetéen 1. [16]):

log 2 - ~ E log(l-en)

Innen latszik, hogy ha m(C)>0 , akkor dimHC=1 . De C Hauss-
dorff-dimenziéja m(C)=0 esetén is lehet 1 , mégpedig mindig,

1 o
haii&fio,halﬁ
4.3 Ergodtétel a szolenoid leképezésére
A szolenoidnak a 4.1 fejezetben definialt leképezésénél
megjelent a /1= gTnK halmaz. Ennek keresztmetszete - mint lat-
tuk az elébbi pontban - Cantor tipusu halmaz. Durva képet a

A halmazrdl ugy kaphatunk, ha egy kontinuum sokszor koérbecsa-
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vart beféttesgumira gondolunk. Mivel T iteraltjainak képei
egyre inkabb rahftzédnak a A halmazra, érezhet6, hogy Tn
aszimptotikus viselkedésében A -nak jut alapvetd§ szerep. Valoé-
ban, a Bowen-Ruelle-ergodtétel a szolenoid esetében igy sz6l:

Bowen-Ruelle tétele a szolenoidra. Létezik egyetlen olyan vy

valészinliségi mérték K -n, amely e-gyrészt J1 -ra van koncent-
ralva (azaz y(K\A)=0) , masrészt m - m.m. x£EK -ra (azaz van
K'ck , m(K\K")=0 , hogy minden Xx€K"-re)

n~" u(tl<xx) - /udy , .0
o] n

ahol u tetsz6leges folytonos flggvény.

A tétel allitasabol eld8szor is kovetkezik, hogy y invari-
ans mérték, azaz (J1,T,y) dinamikai rendszer (ahol T és vy
tulajdonképpen a T leképezés, illetve a y mérték A -re valo
megszoritasat jelentik). Maga az a tény, hogy a (1,T) dina-
mika egyaltalan rendelkezik invarians mértékkel, a Bogoljubov-
-Krilov-tétel (1937) kovetkezménye (1. [8], 1.8.1 tétel).

Tehat a Birkhoff-Hincsin-tételb6l annyi addédna, hogy vy -
m.m. XxGA -ra all (4.1) - s6t nemcsak folytonos u -kra is.
Viszont itt (4.1) érvényességét m - m.m. XGK -ra tudjuk, ami
példaul nem zarja ki, hogy (4.1) egyetlen xen -re se legyen
igaz, hiszen m(A)=0

Erdemes véazolnunk a tétel bizonyitasanak alapgondolatat.

A bizonyitas alapgondolata

Az allitast el6szor csak olyan u Tflggvényekre igazoljuk,
amelyek csak 2z -t6i, a longitudinilis koordinidtatél figgnek.
Legyen z=e™xi0 (0<0<l1l) . Ha a T |leképezést csak a 1z, il-
letve a e koordinataban tekintjik, akkor ez a koordina-
ta-leképezés gy néz Ki:

T~0 =20 @od 1) ,

ami a jol ismert diadikus leképezés. Ennek invarians mértéke a
szogmérték, és a megfeleld dinamikai rendszer ergodikus. A
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Birkhoff-Hincsin-ergodtétel allitasaban szerepel a rossz 9
pontok O -mértékd halmaza, ahol (4.1) nem all. Esetinkben a

T leképezés esetlegesen rossz pontjainak K\K* halmaza a ko-
vetkez6 lesz: K mindazon pontjai, amelyek longitudinalis
szbg-koordinataja -re vonatkozbéan rossz 9 pont. Ez a hal-
maz nyilvan nullmértéki (m-re vonatkozélag), és barmely csak

z -téi fuggd u TFuggvényre nyilvan létezik a (4.1)-ben sze-
replé hatarérték. u -t itt nem definialjuk precizen; annyit
jegyzink meg, hogy u4 a 0 szoég-valtozé szerint egyenletes
eloszlasit, tovabbd u szerint J1 minden hurka egyforman va-
16szinli. (Az "egyenl@en valészini" Kifejezésnek pontos értelmet
adni nem nehéz, de ettdl itt most eltekintink. Megjegyezzik vi-

szont, hogy - érdekes médon - itt a diadikus leképezés szimbo-
likus dinamikajat hasznalhatjuk fel.)

Az altalanos eset u egyenletes folytonossaga és a TnK
halmaz hurkainak szikilése miatt az el6bbire vezethetd vissza.

A szolenoid leképezésénél is megjelenik a macska automorfiz-
musanal megismert hiperbolikus viselkedés: egyrészr6l a 2-sze-
rés longitudinalis tagulds, masrészrél a 2 -szeres transz-
verzalis szlkiulés. Az ergodtétel altalanos kimondasahoz megfo-
galmazzuk leképezések és Un. attraktorok hiperbolicitasat.

4.4 Attraktorok

A szolenoid leképezésénél megismert /1 halmaz az egyik leg-
egyszer(lbb hiperbolikus attraktor. Ennek megjelenése 06sszefligg
a sztochasztikus viselkedéssel. E pontban a fogalom altalanos

A kovetkez6kben feltesszik, hogy T koélcsontsen egyértelml
és differencialhatd leképezése (azaz diffeomorfizmusa) az M
kompakt Riemann-sokasagnak.

Definicido. A ncm részhalmazt hiperbolikus halmaznak nevez-
zik, ha
a) J1 zart és invarians T -re vonatkozolag;

b) minden xSA pont érintétere eldall a



TXM = E§ ®XEu

alakban, és a felbontas elemeire teljesilnek:

(i) dt(e=) -4 x ,

DT (E* )= E"x ,

(i) alkalmas O0<A<l -re minden n=0,1,2,... esetén
IDTnVl < AnMI , ha VEE® ,
IDT_nvi< An MI , ha VveE™ .

A definicidban szereplé DT: T M —*T M = a T leké-

pezés derivaltjat jeloli. Az (i) feltevés egyszerlen a felbon-
tas invarianciajat jelenti, mig a (ii)-ben szerepld kovetelmé-
nyek épp a felbontas elemein érvényesilé exponencialis Ossze-
hizas, illetve tagitas. Példaul a macska automorfizmuséanal

A=S2 hiperbolikus halmaz, E és EQ az e, és e, sajat-
iranyok alterei, mig A=Ag -

Definici6é. A JICM halmazt attraktornak nevezzik, ha

a) N1 hiperbolikus halmaz;

b) T megszoritasa /1 -ra topolégikusan tranzitiv (azaz
van x€A pont, hogy a {nhx,n=...,-1,0,1,...} trajektoria
surid A -n;

GDc) megadhaté egy 0/ nyilt halmaz, hogy UDTU és A=
=gT o

A definicidban szereplé U halmaz a A attraktor vonzasi

halmaza.

Er6sen jellemz6 a dinamikakat tanulmanyoz6 nem-konzervativ
ergodelméletre, hogy fogalomalkotasaiban erfsen épit a klasz-
szikus, konzervativ ergodelméletre; annak fogalmait megszaba-
ditva az invarians mértékt6l valdé fuggéstél, mar nem metrikus,
hanem un. topoldgikus fogalmakhoz jut. A fenti definicidban
szerepld topoldégikus tranzitivitads a metrikus tranzitivitas-
bol, vagyis az ergodicitasbol szarmazik ezen a modon: mind-



kettd bizonyos értelemben nem-trivialis komponensek létezését
zarja Kki.

A macska automorfizmusanal A=82 , a szolenoid leképezésénél
n=ntnk  (hiperbolikus) attraktorok.

4.5 Hiperbolikus dinamikak

Az itt bevezetendd feltételek lényege az, hogy egy diffeo-
morfizmus akkor lesz hiperbolikus, ha egy - a diffeomorfizmus
karakterizalasdhoz szikséges - elég nagy halmaz hiperbolikus.

Definicido. Az x£EM pont az (M,T) dinamika nem-vandorlé pont-

ja, ha az X pont tetsz6leges U kdrnyezetére un u Tnd
n=I

Nem-vandorlé pontok példaul a T leképezés periodikus pont-
jJai. Jeloljuk a T leképezés nem-vandorld pontjainak halmazat
2M -vei.

Definici6é (Smale, 1967). A T diffeomorfizmust A-diffeomor-
fizmusnak nevezzik, ha

(@) A(T) hiperbolikus halmaz;

(i) 4(7) T periodikus pontjai halmazanak lezaréasa.

Definicié (Anoszov, 1967). A T diffeomorfizmust U-diffeo-
morfizmusnak nevezzik, ha T A-diffeomorfizmus és A(T)=M

Példak: a macska automorfizmusa U-diffeomorfizmus, a szole-
noid leképezése A-diffeomorfizmus. Igen fontos A-diffeomorfiz-
mus a Smale-patkot definialo diffeomorfizmus, de ennek defini-
cigjatol itt eltekintink.

4 .6 Entropia és topoldgikus entropia

Az entrépia informacidelméleti fogalmat Shannon adta 1948-
ban. Erre alapozva definialtak 1958-59-ben Kolmogorov és
Szinaj dinamikai rendszerek entroépiajat, ami egyuttal kapcso-
latot teremtett a klasszikus termodinamika entroépia fogalmaval
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is. A modern ergodelmélet dinamikdkra is atvitte a fogalomal
kotast, igy jutunk a topologikus entrépiahoz.

Legyen (M,y) valésziniuségi mez6, azaz y valdOsziniségi
mérték M -en (y(W=1) . Adjuk meg M ~valamely A={Ai :0<i<r}
felbontasat, és jeloljuk: u(AX)ip- ( Hpk:1 ) -

Definicié (Shannon, 1948). Az A felbontds entrépijja

H@A) = -

omm=

Pi log2 pz

H(A) leegyszerisitett jelentése: ha csak annyit akarunk
tudni, hogy egy véletlen kisérlet kimenetele az A felbontas
melyik elemébe esik, atlagosan koérilbelul legalabb hany igen-
-nem kérdésre van ehhez szikségink. (E kép pontosithatd, ha
hosszu fluggetlen kisérletsorozatokra fogalmazzuk at.)

Példaul ha pO=pL=...=Pr=~1 < akkor HA)=log2(r+l)

Tekintsik most az (M,T,y) dinamikai rendszert. Roégzitsik
M tetsz6leges A Tfelbontasat. Az A, T ™A ..., T ~NA
felbontasok AoT-1An...nTt”(M_1)A kozb6s Finomitadsa nem mas,
mint az A altal meghatarozott szimbolikus dinamika
§0 ,£1,, "’En—I elemei altal generalt felbontas. Példaul
szabalyos érmével valé dobasnal (1. diadikus endomorfizmus) e
k6zos finomitasnak 2n eleme van és mindegyik 1/2n valdszi-
nuségi.

Definici6. Az (M,T,u) dinamikai rendszernél az A felbontas
altal meghatarozott szimbolikus dinamika entrépiaja

HCA,T) = lim i HAAnT-1An ... nT“M_1")
Moo

Definicié (Kolmogorov, 1958; Szinaj, 1959). Az (M,T,u) dina-
mikai rendszer entroépiaja

H(T) = sup H(A,T) ,
A
ahol a sup M oOsszes véges felbontasaira veendd.
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A definicié alkalmazasaval kapjuk példaul, hogy egy Ber-
noulli-eltolas entropiaja - £ p. log, p- , mig a macska auto-
o] z 1

morfizmusanak entroépiaja log2 m Ezen utolbbi O6sszefiiggés
sokkal &altalanosabb érvényld, ha lgy interpretadljuk, hogy a
macska automorfizmusanak entroépidja a tagulasi egyutthatd lo-
garitmusa. Ez az automorfizmus ugyanis a legegyenletesebb, pél-
daul a tagulasi egyltthaté mindenutt azonosan X . Az M
kompakt Riemann-sokasag elég szép T diffeomorfizmusaira
egyrészt minden pontban létezik a XX) Ljapunov-exponens,
masrészt elég szép y invarians mértékekre

H(T) = hﬁ 1069 dp

(a macska automorfizmusanal természetesen X(xX)slog2X ).
Ezen Osszefiggéssel kapcsolatban a legujabb eredményekrdél 1.
[61.

Végil egy érdekes és fontos megjegyzés: ha az (M,T,y) au-
tomorfizmus K -keverd, akkor H(T)>0

Térjunk at a topoldégikus entroépia fogalmara. Tekintsik a T
dinamikdt az M kompakt Riemann-sokasagon. A most M -nek
nem felbontasat, hanem nyilt halmazokkal valé lefedését fogja
jelenteni, azaz A={A™:0<i<r} , ahol ua”= és mindegyik A.

nyilt halmaz. Az A lefedésnek esetleg egy részlefedése is
elegend6 M lefedéséhez. Jeloljik altaldban N (A) -val az A
lefedésb6l kivalaszthaté minimalis elemszaml részlefedés sza-
mosséagat; pl. a 4.4 &bran n (A)=4

Rogzitve M -nek egy A lefedését, jeloljuk AT -nel az

0sszes A nT-1A n...nT"M-1"A alakd halmaz altal adott le-
o] 1 Al |

fedést, ahol A A ,..., A végigszaladnak A elemein
o X1 1n-1

(megjegyezzik, hogy nyilt halmazok metszete nyilt).

Definici6o. Az (M, T) dinamika A —ra vonatkoz6 topoldégikus

entropiaja
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h(A,T) = limi log2N (Ap ) .
A .

>

4.4 abra. Nyilt lefedés
Definicié (Adler-Konheim-McAndrew, 1965). Az (M,T) dinamika
topoldgikus entroépiaja

h(T) = sup h(A,T) ,
A

ahol A M -nek az 6sszes véges lefedésein fut végig.

Erdekes tény, hogy egy szép leképezés esetén a topoldgikus
entropia szoros kapcsolatban all a leképezés periodikus pont-
jJainak szémaval. Nevezetesen Bowen bizonyitotta 1970-ben,

hogy ha T A-diffeomorfizmus, akkor

h(™ = lim sup ~ log2 PN ,

=>=-00

ahol pn(@) jeloli T n -peridédusa pontjainak szamat.

473



4.7 Bowen-Ruelle ergodtételei dinamikakra

A szolenoid leképezésénél mar megismerkedtink Bowen-Ruelle
els6 ergodtételének specialis alakjaval, és lattuk, hogy e té-
tel uGgy is értelmezhetd, hogy a Birkhoff-Hincsin-tétel stabi-
litdsat mutatja, bar magabdl a tételbdl a Birkhoff-Hincsin-té-
tel allitasa altalaban nem kovetkezik. Itt megfogalmazzuk Bo-
wen-Ruelle els6 ergodtételének altalanos alakjat, tovabba Bo-
wen-Ruelle masodik ergodtételét, amely a 3.3 Tfejezetben tar-
gyalt tételhez hasonldéan, egyensulyhoz valdé konvergenciat al-
it @ [2])-

Legyen e pontban M,T) A-diffeomorfizmus és J1 korla-
tos attraktor (természetesen hiperbolikus). Legyen u a
attraktor egy vonzasi halmaza, azaz MaTUIN=NTAN @. 4.5 ab-
ra). Legyen végul u:M R folytonos fluggvény.

Bowen-Ruelle elsd ergodtétele (1975). Megadhaté egyetlen olyan
y valészinliségi mérték /1 -n, hogy (A,T,y) dinamikai rend-

szerj és m - m.m. XEU -ra

timn 2 E u® 0 = /u dy
= o n

4.5 abra. A vonzasi halmaz
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Mivel N1 kompakt, T -re invarians halmaz, és T folyto-
nos, a Bogoljubov-Krilov-tétel szerint a /1 -n értelmezett,
T -invarians mértékek halmaza nem lUres. A tétel allitasaban
szereplé un -t egy variacios elv segitségével lehet meghata-
rozni. Nevezetesen el8szor értelmezink egy ¢m :/l X flgg-
vényt, amelyet potencialnak nevezhetink. Ezt rodgzitve bebizo-
nyithaté, hogy egyetlen T -invarians u valdésziniségi mérték
létezik /1 -n, amelyre

HM +/ qudy
n n

maximadlis. 1ttt HNT) a (1,T,u) dinamikai rendszer entrépi-
aja. Tehat u a potenciaihoz tartoz6 Gibbs-eloszlas,
érdekes kapcsolatot talalunk a statisztikus fizika és az er-
godelmélet kozott.

megadnunk. Ha tehat (M,Tf®) folyam és J1 attraktor, akkor

jelolje DTt,u:Eu Eu. (Xen) a derivalt leképezés tagulé
X T X

részét. Ekkor

™M x = —d_log_Jac DTL, ux
t=0

Az egyensulyhoz val6é konvergenciara, az un. kinetikara vo-
natkozé tétel kimondasahoz szikség van a topoldgiai keverés
fogalmara.

Definici6. Az (ti,T) leképezés topolégikusan keverd, ha min-
den U,VCM nyilt halmaz-parra megadhaté N , hogy UHTnV~O
hacsak n>N

Bowen-Ruelle masodik ergodtétele a kinetikarol (1975). Ha az
el6z6 tétel fTeltételein tulmen6en T topoldgikusan keverd,
és V tetsz6leges valészinuségi mérték U -n, amelynek léte-
zik az m -re vonatkoz6 s(riségfiuggvénye (azaz van T:U-»>-]R,
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szerepelnek, és csak azt tesszik fel, hogy AI<1 és A1<C%§ -
Peszin és Szinaj Ujabban ergodtételeket bizonyitottak parcia-
lisan ergodikus rendszerekre (szobeli kozlés; egyébként a hi-
perbolikus tulajdonsagok elméletérél igen hasznos attekintést
nydajt til])e

Igen sok Hamilton-rendszernél azonban a hiperbolicitas nem
teljestul az egész fazistéren, s6t mint ismeretes, a sztochasz-
tikus és a reguléaris viselkedés tartomanyai meglehet8sen kao-
tikusan keverednek. Ennek a keveredésnek a megragadasa ma a
matematika és a Ffizika egyik legérdekesebb kérdésének latszik.

Szingularitasokkal rendelkez6 sima rendszerek egyik legne-
hezebb modellje a Szinaj-biliard. 1980-ban Bunyimovics és
Szinaj erre konstrualtak Markov-felbontast, aminek segitségé-
vel azutan centralis hatareloszlastételt is sikerult bizonyi-
taniuk (ennek érdekes koévetkezménye, hogy a sikon a Lorentz-
folyamat diffazidés hatarértéke - periodikus szoréotestek ese-
tén - a Brown-mozgas). A Lorenz - rendszernél alkalmazott Poin-
caré-leképezésnek is van szingularitasi vonala. A biliard-
technika alkalmazasaval Bunyimovicsnak erre a leképezésre is
sikerult Markov-felbontast adnia és centralis hatareloszlasté-
telt bizonyitania.

Az empirikus, szimulaciés kutatasoknal felmeril a kérdés:
megbizhatdéak-e a nyert eredmények. Az eredményeket ugyanis
nagyszami iteracid segitségével nyerjuk, de csak korlatozott
pontossaggal tudunk szamolni és a kerekitési hibak esetleg 6n-
magukban is el6idézik a szamunkra kaotikusnak tiné viselke-
dést. Jollehet a konkrét szimulacidknal az alabbi eredmények
érvényességét ellenbrizni kell, mégis megnyugtatasul utalunk
két vizsgalatra.

Bowen és Ruelle ergodtételeik stabilitasat is bebizonyitot-
tak. Nevezetesen megmutattak, hogy a J1 attraktor és az ezen
adott u T -invarians Gibbs-mérték T -t6i folytonosan figg.-
Kifér [7] a kovetkez6 sztochasztikus differencialegyenletet
vizsgalta

ff = v(xX) + e C(b),
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hogy minden acu -re v(A)= JFdm ), akkor
A

/ u((nx)V-—=* /fudy .
U e N

4.8 Kutatasi iranyok

Teljességre még joval b6vebb keretek kozott sem torekedhet-
nénk, itt csupan vazlatosan szolunk két fontos iranyzatrol.
Matematikailag is szigoru médon legrészletesebben az egydimen-
zi6s intervallumleképezések elmélete kidolgozott. A kotet
bevezetd részében lattuk, hogy ez az elmélet bizonyos
kozelitéseken keresztil relevans a fizikailag érdekes rendsze-
rekre, példaul a Lorenz-rendszerre vonatkozélag. Ennek elle-
nére, a kadosz kialakuldsanak és tulajdonsagainak megértéséhez
kivanatos lenne ezeknek a rendszereknek a kozvetlen leirédsa.

A Bowen-Ruelle-tipusu tételek alkalmazasidhoz szukség lenne a
szOban forgd leképezések és attraktorok (Hénon-attraktor, Lo-
renz-attraktor) hiperbolikus tulajdonsagainak ismeretére. In-
nen érthetd, hogy az elmélet és e rendszerekré6l szerzett in-
formaciodink kozotti hézagot két iranybol prébaljak szikiteni:
az elmélet oldalarél minél gyengébb feltételek mellett keres-
nek ergodikus tételeket, mig az empiria oldalarol - kdélcsdnha-
tasban a szamitogépekkel - e konkrét rendszerek hiperbolikus
tulajdonsagait kisérlik meg verifikalni.

Az els6, matematikai iranyzat is két részre oszthatd. Egy-
részt gyengébb hiperbolicitasi feltételeknek eleget tevd,de
differencialhatd leképezéseket vizsgalnak, masrészt megenged-
nek olyan leképezéseket is, amelyeknek szingularitasaik is van-
nak. A 4.4 fejezetben, a hiperbolikus halmaz definicidjaban
szerepl6 X ott barmely trajektdéria minden pontjaban azonos.
Ha megengedjik, hogy X értéke adott trajektdria mentén nem
tul gyorsan, de rosszabbodjon, azaz 1 -hez kdzelebb keriljon,
akkor a nem-egyenletes hiperbolicitas feltételéhez jutunk. A
parcialis hiperbolicitasnal az emlitett definicido (ii) pontja-
ban a két egyenl&tlenségnél kuloénb6zé6 X~ és X2 allandok
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ahol c(t) a fehér zaj, és bebizonyitotta, hogy e-l0 esetén
az egyenlet stacionarius megoldasanak eloszlasa konvergal az
e=0-ra vett dinamikai invarians mértékéhez.
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1. BEVEZETES

Feltételezem, hogy az Olvasd ismeri a Szinaj-biliard fogal-
mat (. [3]), és tisztaban van jelentdségével. Trasomnak célja,
hogy az Olvas6é az ergodicitas bizonyitasarél képet kapjon.
Szinaj bizonyitasat (1. [5]) még vazlatosan is nehéz lenne el-
mondani, hiszen bizonyitasa, ami sok helyen szintén csak vaz-
latos, tobb mint 50 oldal. Mégis - egy masik modellen keresz-
til - lehet6ség van rovid és szemléletes ismertetésre. Ehhez
a modellhez viszont a Bolyai-féle hiperbolikus geometria né-
hany fogalma szikséges, ezeket sorolom fel a 2. fejezetben. A
3., 4., 5. fejezetekben E. Hopf 1939-es eredményét (1. [1])
igyekszem egyszerd lépésekre lebontani. A 6. fejezetben pedig
megvillagitom, hogy ezek a lépések a Szinaj-biliard esetében
mit jelentenek, és milyen nehézségekkel jarnak.

2. A HIPERBOLIKUS SIK POINCARE-FELE MODELLJE

Ebben a modellben az euklideszi sik egységsugaru koérlapja-
nak belseje jatssza a hiperbolikus sik szerepét. A modell is-
mert tulajdonsagai (. [4] ) koézul o6sszegyljtjuk azokat, me-
lyekre szikségink lesz.

a. ) Két gorbe altal bezart szodg ugyanannyi, mint az eukli-
deszi geometriaban.
b. ) Az "elemi Ivhossz" az euklideszi Ivhossz 2/(%—r ) -sze-

rese, ahol r a kor kozéppontjatol valdé tavolsagot jelenti.
Ennek megfelelb6en az "elemi terilet" az euklideszi terilet

4/(l-r ) -szerese (1. 2.1 4&bra). Tehat a hiperbolikus geo-
metridban az Ivhosszt, illetve a teriletet az euklideszi Iv-
hossz, illetve terilet szerinti integrallal szamolhatjuk Ki.

C. ) A hiperbolikus geometridban a geodetikus vonalak (azo-
nosan 0 gorbuletli gorbék) egybeesnek az euklideszi sik olyan
koriveivel, melyek mer6legesek a korlap szélére. A korlap at-
méréit is a korivek kozé soroljuk (. 2.2 abra). A hiperboli-
kus sik geodetikus vonalai végtelen hossziak.



2.1 é&bra. "Elemi Ivhossz és terulet”

2.2 abra. Geodetikus vonalak

d. ) A hiperbolikus geometriaban horociklusnak (vagy para-
ciklusnak) nevezik az azonosan 1 gorbuleti gorbéket. A horo-
ciklusok egybeesnek az euklideszi sik olyan kérvonalaival, me-
lyek belilrél érintik a korlap szélét. Természetesen maga az
érintési pont nem tartozik a horociklushoz (. 2.3 &bra).

e. ) Két geodetikus vonalat egymassal Osszesimulénak, illet-
ve két horociklust ugyanabba a csaladba tartozoénak hivunk, ha
a nekik megfeleld euklideszi korivek a korlap szélén érintik
egymast (1. 2.4 abra).
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2.3 a&bra. Horociklus

2.4 4&bra. 6sszesimuld geodetikusok; egy csaladba tar-
toz6 horociklusok

Az G6sszesimuld geodetikus-sereg, illetve a horociklus-csa-
lad definicigjat szemlélteti a 2.5 abra. Kézenfekvd, hogy egy
Osszesimuld geodetikus-sereg ortogonalis trajektéria-rendszere
egy horociklus-csalad (1. 2.6 abra).

f. ) Tekintsik egy 6sszesimuld geodetikus-seregnek, illetve
az ortogonalis horociklus-csaladnak két-két elemét. A 2.7 ab-
ra jeloléseit hasznalva igaz, hogy az A.,jA2 geodetikus-darab
Ivhossza egyenlé a B.”~ geodetikus-darab Ivhosszaval.

g- ) Tekintsuk egy 6sszesimuld geodetikus-sereg két elemét,
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2.5 &bra. oOsszesimul6é geodetikus-sereg; horociklus-
csalad

2.6 A&bra. Ortogonalis trajektéria-rendszer

a -t és b -t. Az euklideszi geometridban a és b érinti
egymast egy C pontban. Az a és b geodetikus vonalakon
vegyuk fel az A és B pontokat Ugy, hogy ezek a pontok az
ortogonalis horociklus-seregnek ugyanazon az elemén legyenek
(1. 2.8 &bra). Ekkor A,B->-C esetén az AB horociklus-darab
Ivhossza 0O -hoz tart. A C pont nem eleme a hiperbolikus
siknak. Ezért az a és b geodetikus vonalaknak nincs kb&zos
pontjuk, csak "Osszesimulnak a végtelenben™.
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2.7 @&bra. AlA2 ivhossza = ivhossza

2.8 4dbra. a és b "osszesimul"

3. GEODETIKUS FOLYAM A HIPERBOLIKUS SIKON

Képzeljik el, hogy egy pontszerli golyd egységnyi sebesség-
gel "egyenesen', azaz geodetikus vonal mentén halad a hiper-
bolikus sikon. A golyé allapotat a helye és a sebessége adja
meg, ezért a mozgas leirasa céljabdol fazistér gyanant a hiper-
bolikus sik érint6é egységvektoraibol allé M halmazt valaszt-
Juk. Ez a halmaz kézenfekvd mdédon azonosithatdé a hiperbolikus
sik modelljeként felvett korlap folé emelt 2iI magassagu hen-
gerrel (1. 3.1 é&bra).
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3.1 a&bra. A fazistér

A goly6 mozgasa egy dinamikat értelmez M -en. Ha a
golyé most az x£EM allapotban van, akkor T&x az az allapot,

melyben a golyé t id6 mulva lesz (1. 3.2 abra). t<0

ese-
tén T&x a Id

idével ezeldétti allapotot jelenti.

3.2 a&bra. Dinamika

Mint ismeretes [2 ]-bdi,
m mérték M -en,

erre a dinamikdra invarians az az
melyet a hiperbolikus sikon vett teriletmér-
tékb6l és az iranyok halmazan tekintett szoégmértékbél

(azaz a
henger magassaganak megfeleld [O0,2n]

szakaszon vett Lebesgue-
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mértékb6l) direktszorzatként kapunk.

A kapott (M, Tfc, m) dinamikai rendszert a hiperbolikus
sikon tekintett geodetikus folyamnak nevezzik.

A hiperbolikus sik nem kompakt, és terilete sem véges. Ezért

a most kovetkezé allitas semmitmondd.

Allitas. Ha a hiperbolikus sik kompakt volna, és terilete vé-
ges volna, akkor a rajta tekintett geodetikus folyam ergodikus
volna.

Megjegyzés. Ennek az allitasnak nemcsak a premisszai, hanem
a konklidzidja is hamis, ugyanis a hiperbolikus sikon a geode-
tikus folyam nem ergodikus!

Az allitas "bizonyitasa'" mégis nagyon tanulsagos. Ugyanis

a. ) a hiperbolikus toéruszok (1. 5. fejezet) kompaktok, és
tertletik is véges, és mindaz teljesul rajuk, ami a hiperboli-
kus sikon teljesul, és amire a "bizonyitdsban" szikség van.
Ezért a "bizonyitas" gondolatmenetébdl kozvetlenil adodik a
hiperbolikus toéruszokon tekintett geodetikus folyamok ergodi-
citasanak bizonyitéasa.

b. ) Mint majd a 6. fejezetben utalunk ra, a Szinaj-biliard
ergodicitasanak bizonyitasa is ezen a gondolatmeneten alapszik.

Tétat a most kovetkezd "bizonyitas" GONDOLATMENETET kell az
Olvasbonak megérteni. A konnyebb érthetdség kedvéért kovetjiuk
ezt a matematikaban szokatlan utat, hogy egy semmitmondd alli-
tast "'bebizonyitunk™. Ha a gondolatmenetet a hiperbolikus to6-
ruszokon vett geodetikus folyamok ergodicitasanak bizonyitasa-
val mutatnank be, akkor a hiperbolikus toéruszok megemésztésé-
b6l adédd nehézségek esetleg elhomalyositanak a gondolatmenet
l1ényegét.
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4. A "BIZONYITAS"
4.1 Riemann-metrika a fazistéren

Az M Ffazistéren Riemann-metrikat értelmezink a hiperboli-
kus sik Riemann-metrikijabol. E célbdl vegyink egy dx “elemi
gbrbedarabot" M -ben, azaz a hiperbolikus sikon tekintsink
egy dqg ‘"elemi gorbedarab™ mindenegyenes q pontjaban egy
p(q) egységvektort (1. 4.1 abra). Jeldljuok da -val a p(q)

4.1 abra. dx "elemi go6rbedarab™

p(g+dg) vektoroknak a dg menti parhuzamos eltolasnal adédo
szbgét. Legyen

dx Tvhossza= 7(dq Tvhossza)~+ (da)*

Legyen most g véges ivhosszUsaga gorbe a hiperbolikus si-
kon. Ha a p(q) (geg) egységvektorok mind mer6legesek g -re,
akkor da=x(q)-dq , ahol x(q) a g gorbe gorbiletét jelenti
a (gfEg pontban. Ezért a g -b6i ily médon kapott gcwm gorbé-
re

g Ivhossza = Q)2 dgq .,
g

ahol az integralas a hiperbolikus sikon vett Ivhossz szerint
értendd.

Ha specialisan g egy horociklusnak véges ivhosszlisagu da-
rabja, akkor wn(g)=1 (geg) j és igy
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g Ivhossza = <R < g Ivhossza . “.D

4.2 Birkhoff-Hincsin-tétel

Vegyiunk egy tetsz6leges u:M*JR figgvényt, mely m szerint
integralhaté M -en. A Birkhoff-Hincsin-tétel szerint (. [3]D
az

u+t Q) = lim i Zu(Ttx)dt
G* 50

Jovébeli idéatlag és az

U6 = lims AuThodt
£*< Ao

maltbeli id6atlag majdnem minden XxSM -re létezik; majdnem
minden X£M -re

u+t ) = u- X ; .2
tovabba az u+ és az u flggvények a dinamika trajek-
toriai mentén invariansak. Azt is tudjuk, hogy az {M, , M

dinamikai rendszer ergodicitasanak igazolasahoz elég azt be-
latni, hogy az u flggvényhez van olyan c¢ konstans, hogy
majdnem minden Xx™M -re

ut(x)=u(x)=c. “4.3)

Ha a fazistér véges mértékl, akkor az ergodicitas igazolasahoz
a (4.3) egyenlfséget elég csak folytonos u Tflggvényekre iga-
zolni. Ha a fazistér kompakt, akkor a folytonos Tflggvények
egyenletesen is folytonosak, ezért a tovabbiakban tegyik fel,
hogy u egyenletesen folytonos, integralhaté figgvény M -en.
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4.3 SzlGkulé és taguld horociklusok

Tekintsink egy horociklust, és allitsunk minden pontjaba
egy egységvektort ugy, hogy ezek az egységvektorok merdélegesek
legyenek a horociklusra, és mindegyik a 4.2 abran szemlélte-
tett iranyba mutasson. A felvett egységvektorok egyittesen a
fazistérnek egydimenzidés részsokasagat alkotjak, amit szdkuld
horociklusnak nevezink. Ha az egységvektorokat ellenkez6leg
iranyitjuk, akkor tagulé horociklushoz jutunk (. 4.2 abra).

4.2 é&bra. Szikulé és taguld horociklus

Kézenfekv6, hogy ha a fazisteret hengerrel reprezentaljuk, ak-
kor a szikul6é és taguld horociklusok csavarvonalaknak felelnek
meg (. 4.3 abra).

A 2. fejezet g.) pontjaban mondottakbdl és (4.1)-b6l kovet-
kezik, hogy ha X és vy egy sz(kilé horocikluson vannak, ak-
kor Tikx és TKy tavolsaga t<® esetén 0 -hoz tart. Ha pe-
dig X és vy egy taguldé horocikluson vannak, akkor T®x és
Ty tavolsaga & esetén tart O -hoz. (Ezek a tények in-
dokoljak a '"'szdkuls'", illetve "taguld" elnevezést.)

u egyenletes folytonossaga miatt ha x és y egy szlkiuld
horocikluson vannak, akkor ® esetén u(Ttx)-u(Tty)-*0 , és
ezért

u+ OQ=lim i Zu(Tex)dt=lim ~ /u (My)dt=u+ (y) .
5> N o

=» 7
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4.3 abra. Csavarvonal
u *ra is hasonlé okoskodast végezve adodik az

Segéd-allitas. u+ invari&ns a szikildé horociklusok men-
tén, u pedig invari&ns a tagult horociklusok mentén.

4.4 Sz(kald és taguld levelek

Tekintsiunk most egy Osszesimuld geodetikus-sereget. A sereg
minden geodetikus vonalanak minden pontjaban vegyink fel egy
egységvektort &gy, hogy ez az egységvektor érintse a geodeti-
kus vonalat, és '"abba az iranyba mutasson, amerre a sereg 0sz-
szesimul™ (@. 4.4 abra). Ily médon a fazistérnek kétdimenziods
részsokasagahoz jutunk, amit sz(kilé levélnek nevezink. Ha az
egységvektorokat ellenkez6leg iranyitjuk, akkor taguld levél-
hez jutunk. Kézenfekvd, hogy ha a fazisteret hengerrel repre-
zentaljuk, akkor a sz(kilé és a taguld levelek 'csavarfeliule-
teknek" felelnek meg (. 4.5 abra).

Mivel u és u a dinamika trajektoriai mentén invarian-
sak, az 1. Segéd-allitasbol adodik a

2- Segéd-allitas. u+ invari&ns a sziukialé levelek mentén, u~-



4.4 abra. Szlikulé és tagulo level

4.5 é&bra. "Csavarfelulet”
pedig invari&ns a t&guld levelek mentén.
4.5 Ha nem lennének rossz elemek
Mint a 4.2 pontban emlitettik, majdnem minden Xx™M -re

ut(x)=u () , és azt szeretnénk belatni, hogy van olyan c
konstans, hogy majdnem minden XxSM -re u+()=u (X)=c
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3. Segéd-allitads. Ha minden Xx£M -ve u+()=u (X) , akkor van
olyan c¢ konstans, hogy minden xi=M -re u+ (X)=u- (X)=cC

Bizonyitas. Vegyunk két elemet a fazistérb6l: xN -et és x2 -
t. Keressink egy olyan y elemet, mely x* -gyei egy taguld
levélen van, x2 -vei pedig egy szikulé levélen van (1. 4.6
abra). Ekkor a 2. Segéd-allitas miatt u~-(x™)=u~(y) és

4.6 abra. x , x2 és vy szemléltetése

u (=u+(x2) . Mivel a feltétel szerint u-((y)=u+(y) és

u xX2)=u 2™ " tényleg fennall, hogy u (™)=u (x2) , vagyis
az u+eu figgvény tényleg konstanssal egyenld M -en.
Latszik, hogy ha a 3. Segéd-allitas bizonyitasaban hasznalt
y elem rossz, azaz u (y)™u+(y) , akkor nem jon ki az
u &i)=u 2)=c egyenlfség. Ezért egyaltaldn nem nyilvanvald,
hogy a 3. Segéd-allitas igaz marad akkor is, ha benne a "min-
den" szavak helyére a "majdnem minden" Kifejezést tesszik. Mar-
pedig a 3. Segéd-allitas elétt megfogalmaztuk, hogy tulajdon-
képpen erre lenne szikségink. A "bizonyitas" hatralevd részé-
ben azt mutatjuk meg, hogy ezen a nehézségen hogyan tehetjik
tul magunkat.
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4.6 Mértékek ekvivalenciaja

Két mértéket egymassal ekvivalensnek szokas nevezni, ha min-
den olyan halmaz, ami az egyik mérték szerint nullmértéki, a
masik mérték szerint is nullmértéki. Két mérték akkor és csak
akkor ekvivalens egymassal, ha egymasra vonatkozéolag pozitiv
slriségfuggvénnyel rendelkeznek. Ismert dolog, hogy ha a (ha-
romdimenzidés euklideszi) kockan tekintink egy olyan mértéket,
ami ekvivalens a térfogatmértékkel, akkor ennek a mértéknek
valamely flgg6leges szakaszon a feltételes eloszlasa és a viz-
szintes sikok menti vetileteloszlasa ekvivalens a szakaszon
vett ivhosszmértékkel, és igy egymassal is (. 4.7 abra).

4.7 @&bra. Kocka figg6leges szakasszal

Nyilvanvald, hogy ha kocka helyett hengert, figg6leges sza-
kasz helyett sz(kilé horociklusnak megfeleld csavarvonalat,
vizszintes sikok helyett pedig tagulé leveleknek megfeleld csa-
varfellleteket veszink, akkor is hasonlékat mondhatunk. Az al-
litas pontos megfogalmazasa céljabol tekintsink egy ycm szl-
kulé horociklust, és x€M esetén jeldljuk tx -szel azt a
xxGy elemet, amely egy tagulé levélen van x -szel (1. 4.8
abra). A +:M y leképezést hivjuk taguld levelek menti veti-
tésnek M -rél y -ta.

Tehat igaz a

4. Segéd-allitas. A fazistéren vett m mértéknek valamely

szUukild horoaikluson a feltételes eloszlasa és a tagult leve-
lek menti vetiuleteloszlasa ekvivalens egyméassal.
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4.8 abra. Taguld levelek menti vetités

Mint tudjuk, a fazistér majdnem minden y eleme j6, azaz
u (Y)=u () . Ezért majdnem minden sz(kilé horocikluson a fel-
tételes eloszlas szerint majdnem minden elem jo. Szemeljunk Ki
és rogzitsink egy ilyen Y szikuld horociklust. A Y horocik-
lus rossz elemeinek halmazat jeloljiuk N -nel. Tehat N a
Y -n vett feltételes eloszlas szerint nullmértéku. Mivel a
Y -n vett feltételes eloszlas és az m mértéknek a T szerin-
ti vetlleteloszlasa ekvivalens egymassal, m(T_1N)=0 (@. 4.9
abra).

4.9 abra. N és T szemléltetése

Masrészt u (xi)=u (txi) , hiszen x* és txj* egy taguld
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levélen vannak (1=1,2) , valamint U (tx~)-u (@X2) , hiszen
XX és tx2 egy szlUkiulé horocikluson vannak (1. 4.10 abra).

4.10 &bra. xx ,x2 ,tx1l tx2 szemléltetése

Ha xi”~t“IN , akkor a txx elem j6, és ezért u” (xXx.)=u+(Txz)
G=1,2) .

Mindebb8l kiaddédik, hogy xi "x2 "™ T esetén u (M=
=u (xX2) , vagyis van olyan c¢ konstans, hogy majdnem minden
xem esetén u“(X)=c . Ezt (4.2)-vel Osszevetve az igazolandd
(4.3) egyenl8séghez jutunk.

5. HIBERBOLIKUS TORUSZOK

Tekintsink el8sz6r egy egységnyi oldalu négyzetet az eukli-
deszi sikon, és a 5.1 abran lathatdé médon ciklikusan iranyit-
suk az oldalait. Az iranyitott oldalakat jeloljuk a , b , c ,

d -vei.

5.1 abra. A négyzet

496



Az euklideszi sikot "ki lehet parkettazni' ilyen négyzetekkel
Ugy, hogy az illesztéseknél az a oldal mindig -c —vei, b
pedig -d -vei talalkozzon (1. 5.2 &bra).

5.2 abra. Az euklideszi sikot "kiparkettazzuk™

Ha az euklideszi sikot faktorizaljuk a parketta-rendszert hely-
ben hagy6 egybevagdésagok (azaz az egész koordinataju eltolasok)
csoportja szerint, akkor a jol ismert euklideszi téruszhoz ju-
tunk, A faktorizacio szemléletesen annyit jelent, mintha a Ki-
indulasként felvett négyzet szemkdzti oldalait "Osszeragasztot-
tuk volna™: a=-c , bs-d
Most a hiperbolikus sikon vegyink egy olyan szabalyos 4n -

szbget, melynek bels6 szbgei -~ nagysaguak. rt2 esetén ilyen
sokszdg van, n=l -re nincs. Iranyitsuk ciklikusan az oldalait,
és jeloljuk 6ket rendre a, ,b. ,c d. ,...,a ,b ,c ,
n nel- Példaul n-2 -re a 5.3 abran lathaté nyolcszég megfe-
lel a kivanalmaknak. "Parkettazzuk ki a hiperbolikus sikot
ilyen sokszdgekkel gy, hogy az illesztéseknél a; mindig
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5.3 abra. A nyolcszig

-C. -vel, b.i pedig —d.i -vel talalkozzon (i=l,...,n) (.
5.4 abra). Ha a hiperbolikus sikot faktorizaljuk a parketta-
rendszert helyben hagyd egybevagdsagok csoportja szerint, ak-
kor kompakt, véges mértékl feliletet kapunk, amit hiperbolikus
térusznak nevezink (n"2)

Bar a hiperbolikus téruszokon a geodetikus vonalak is és a
horociklusok is 6nmagukat metsz6 gorbék, velik kapcsolatban
teljesilnek a 2. fejezetben a hiperbolikus sikra megfogalmazott
tulajdonsagok. Ezért a 3. fejezetb6l megismert gondolatmenettel
bebizonyithaté E. Hopf eredménye:

Tétel. A hiperbolikus toéruszokon tekintett geodetikus folyamok
ergodikusak.
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5.4 abra. A hiperbolikus sikot "kiparkettazzuk"
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6. HOROCIKLUSOK A SZINAJ-BILIARDBAN

A 4. fejezetben leirt "bizonyitas'-ban alapvetfen fontos
szerepet jatszottak az Osszesimuld geodetikusok, azaz Osszesi-
mulé palyak, és ezek ortogonalis trajektoriai, a horociklusok.
Ezek az objektumok a hiperbolikus sikon, illetve a hiperboli-
kus toéruszokon léteznek, de az euklideszi sikon, illetve az
euklideszi toéruszon nyilvan nem. Viszont a Szinaj-biliardban
az Utkoézék ( 3]-ban a ,---,HMm halmazok) sz6ré hatasa mi-
att talalhatok osszesimuld palyak. Szemléletesen ezt a kovet-
kez6képpen lathatjuk be.

Tegyuk fel, hogy egy x egységvektor altal meghatarozott
f fénysugar végtelen sok konvex tiukron Otkdézik. A fénysugar
"melletti” q pontbél a pCA) egységvektor iranyaban indit-
sunk egy olyan fénysugarat, mely az f fénysugarat az A
pontban metszi (. 6.1 &bra).

6.1. abra. 06sszesimuld palya konstrukcidja

Szemlélet alapjan nyilvanvalé, hogy ha az A pont az F su-
gar mentén » -be tart, akkor a p(A) egységvektor hatarhely-
zeteként olyan iranyt kapunk, hogy a q pontbdl ilyen irany-
ban inditott (<) fénysugar osszesimul a felvett F fénysu-
garral. Vegyik észre, hogy itt tényleg az Utko6z6k szdérd hatasa
érvényesil! Ugyanis ha nem lennének Utkdzdk, akkor az T(°°)

fénysugar metszené az f Tfénysugarat, és utdna T és F(*°)
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széttartana. De mield6tt ez a metszés létrejonne, bekodvetkezik
az els6 Utkdzés, ami miatt f és f(») Kkicsit kisebb szdgben
tart mar Ossze, s igy a kovetkez6 Utkozés elétt nem metszik
egymast. Ez az utkdéz6 tovabb gyengiti F és f(*“) Osszetar-
tasat, s i. t. kapjuk, hogy F és fF(») sosem metszi egymast,
de tetsz6legesen kdzel keril egymashoz.

A vazolt konstrukci6é elsd nehézsége ott jon eld, hogy
dalréol beldgd Utkozok™ miatt el6fordulhat, hogy q és A
nem kothetd Ossze fénysugarral, azaz "a q pont az A -bol
nézve nem lathaté” (1. 6.2 abra). Ezért az 6sszesimuld palyak

ol-

6.2 abra. "A g pont az A -bol nem lathato"

(fénysugarak) ortogonalis trajektoriai, a horociklusok csak
véges hosszusaguak.

S6t, mivel Ah» esetén Ujabb és Ujabb "oldalrdol belégo ut-
k6z6k l1éphetnek be, elé6fordulhat, hogy minden olyan pont, ami
nincs rajta az f fénysugaron. Ah« esetén eldbb-utdbb 'nem
lathaté6 mar A -bol, és ezért nincs az F fénysugarral Ossze-
simulé palya—sereg. Kovetkezésképpen az x elemhez tartozé
sz(ikilé horociklus 0 hosszUsagu. Ezért fontos eredmény a ko-
vetkezd

Tétel. A Szinaj-biliardban a fazistér majdnem minden eteméhez
pozitiv hosszisagu sz(kulé (és taguld) horociklus tartozik.

A "bizonyitas" 4.5 és 4.6 pontjadban fontos volt, hogy a
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fazistér barmely két és x2 eleme "horociklusok és geo-
detikusok mentén o6sszekothetd™ volt (1. pl. a 4.10 4&bran).
Mivel a Szinaj-biliardban a horociklusok véges hosszusaguak,
egyaltalan nem nyilvanvald, hogy ez itt is igaz. Szinaj bizo-
nyitidsanak igen nehéz részét képezi az '"OcHoBHas newmma'™, ami
1ényegében ezt igazolja.

A "bizonyitas" 4.6 pontjaban lathattuk, hogyan tehetjik
tul magunkat azon, hogy a fazistérben rossz elemek is lehetnek.
Erre a 4. Segéd-tételben megfogalmazott ekvivalencia adta az
alapot. A 4. Segéd-tételnek megfeleld allitas a Szinaj-bili-
ardra is igaz, de bizonyitasa ugyancsak elég nehéz.

Befejezésként arra szeretném felhivni az Olvas6 figyelmét,
hogy az a gondolatmenet, amit Irasomban prébaltam megvilagita-
ni, mas dinamikus rendszerekkel kapcsolatban is célravezet§
(lasd példaul a torusz algebrai automorfizmusat [3]-ban, vagy
a Szinaj-biliard altalanositasait tobb dimenzidra vagy er6tér-

ben mozgé golyéra).
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1. BEVEZETES

Az el6z6 fejezetek valamennyien a klasszikus mechanika prob-
Iémaival foglalkoztak. Ezekb6l kiderilt, hogy a stochasztikus,
irregularis, vagy kaotikus mozgasformdk matematikai értelmezése
a klasszikus mechanika esetén mind konzervativ, mind disszipa-
tiv rendszerekre jol kidolgozott. A klasszikus mechanikai
stochasztikus elmélet kilonbdz6 aspektusairédl és alkalmazasai-
rol szamos kitin6é osszefoglald tanulmany talalhato [1-4].

A helyzet kvantum-rendszerek esetében egészen mas. A sto-
chaszticitas vizsgalata ilyen rendszerekben a kutatas nagyon
kezdeti szakaszaban van és komoly nehézségekkel talalkozik.
Ezek alapvetfen a kvantumos és klasszikus leiras kozotti fun-
damentalis kuldnbségek koévetkezményei. Példaul, hiaba tudunk
mindent az adott klasszikus rendszerrél, még ma sem tudjuk, ho-
gyan kell egyértelmiien meghatarozni annak kvantummechanikajat.

Az el6z6 fejezetekb6l az is kiderult, hogy a klasszikus me-
chanika torvényeit kovetd mozgasokat a koévetkezbképpen oszta-
lyozhatjuk .

1) Reguléaris mozgas, melynek egyik legfontosabb jellemzgje,
hogy kicsit kulonbdz6 kezdeti feltételekhez tartoz6 fazis-
térbeli trajektoridk idében legfeljebb linearisan valnak
szét.

2) Irreguléaris mozgas, melyre az jellemzd, hogy a szomszédos
trajektoriak exponencialisan valnak szét.

Természetes kérdésként meril fel, vajon a klasszikus mozgas
eme két kulonbo6zé fajtidja hogyan jelentkezik a kvantummechani-
kaban? Mivel azonban a kvantumos leirds eredend6en statisztikus
jellegl és a trajektoria fogalma a kvantummechanikaban nem is
lIétezik (@ kvantummechanikai mozgashoz a Feyman-féle vonalin-
tegralba valamennyi klasszikus trajektéria jarulékot ad [5]),
ezért kérdés, van-e egyaltalan értelme a fenti regularis, irre-
gularis szétvalasztasnak? Ha viszont ez a szétvalasztas a klasz-
szikus mechanikaban jol definialt, akkor annak a kérdésnek,
hogy mi torténik a szemiklasszikus hataresetben (i #u0), feltét-
lentl van értelme. Illyenkor azt varjuk, hogy valamiféle kor-
reszpondencia elv alapjan kulonbség van azon szemiklasszikus
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hul lamfiggvények és sajatérték spektrumok kozott, melyek klasz-
szikus megfelel6je regularis, illetve irregularis mozgast ir
le. Hogy ezek a kulonbségek, ha egyaltalan léteznek, hogyan je-
lentkeznek a mély kvantum limitben, jelenleg altalanosan nem
ismeretes. Specialis tulajdonsagl kvantum rendszerekre szigo-
rdan bizonyithatdé, hogy nem lézetik kaotikus tartomany, noha a
megfeleld klasszikus rendszer lehet kaotikus t6]. Vizsgalatok
azt mutatjédk, hogy bizonyos feltételek mellett, szemiklasszikus
hataresetben kvantum rendszerek leirhatnak stochasztikus folya-
matokat. Ezen vizsgalatok eredményei azonban csak véges id6re
érvényesek, 1gy még azt sem tudhatjuk, hogy a megjelené sto-
chasztikus tulajdonsagok nem csupan olyan rendkivil bonyolult
folyamatok kozelitését jelentik-e, melyek teljes leirasa csak a
kvantummechanika (és nem annak szemiklasszikus hataresete) se-
gitségével torténhet.

A kovetkez6kben, a teljesség kedvéért, az olvasét a kvantum-
mechanikai kaosz kutatasanak alapvet6 médszereivel, illetve né-
hany eredményével kivanjuk megismertetni. Figyelminket konzer-
vativ rendszerekre fogjuk Osszpontositani és azokat szemiklasz-
szikus hataresetben fogjuk vizsgalni.

A 2. fejezetben ismertetjuk a klasszikus fazistérbeli feli-
letek és a szemiklasszikus hullamfuggvények kdzotti 0n.
Maszlov-i megfeleltetést. A 3. fejezetben roéviden targyaljuk a
kvantummechanika Wigner-féle reprezentacidojat, majd ennek alap-
jan felallitjuk a szemiklasszikus sajatfiggvény hipotézist er-
godikus mozgas esetére. A 4. fejezetben a kvantummechanikai
Henon-Heiles-modell segitségével kaotikus energiaspektrumot
mutatunk be. Az 5. fejezetben roviden targyaljuk a kvantum le-
képezések kérdését, végul a 6. fejezetben ismertetjik a regula-
ris és irregularis hullamfiggvények és energiaspektrumok
Parcival-féle jellemzését.

A kvantummechanikai stochasztikus elmélet tovabbi részletei
utan érdeklédéknek egy-két kivalé osszefoglaldé tanulmanyt tu-
dunk javasolni [7,8]-
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2. MASZLOV-FELE MEGFELELTETES FAZISTERBELI FELULETEK ES SZEMI-
KLASSZIKUS HULLAMFUGGVENYEK KOzZOTT

Az olyan klasszikus rendszereket, melyek fazisterében a re-
gularis mozgasnak megfeleld tartomanyok exp(-ah)-val aranyosak,
ahol h a Kolmogorov-féle entrdépia [9], a pedig egységnyi hagy-
sagrendd alland6, K-rendszereknek nevezzilk [10] . AH Hamilton-
-operatorral jellemzett kvantummechanikai rendszert kvantum K
rendszernek hivjuk, ha a megfelel6 H Hamilton-fliggvénnyel meg-
adott klasszikus rendszer K-rendszer [8]. A kvantummechanikai
kaoszt a klasszikus mechanikabol kiindulva prébaljuk értelmez-
ni. Masszoval, arra vagyunk kivancsiak, hogyan jelentkeznek a
K rendszerek kaotikus tulajdonsagai a megfeleld kvantum K
rendszerek szemiklasszikus hataresetében. Annak érdekében, hogy
erre a kérdésre barmiféle valaszt tudjunk adni, definialnunk
kell a kvantummechanika szemiklasszikus hataresetét. Ez forma-
lisan a Schrodinger-egyenletnek fi #a 0 hataresethez tartozé
megoldasaval (WBK-médszer ' 11 torténhet, de ilyenkor a kap-
csolat a kvantummechanikai és a megfeleld klasszikus rendszer
k6zott nem teljesen nyilvanvalé. Az alabbiakban ismertetendd
médszer esetében ez a kapcsolat nagyon szemléletes.

Tekintsiunk a klasszikus 2N-dimenzids q,p fazistérben, egy
N-dimenzids E feliletet (lasd a 2.1 abrat). Z nem szikségkép-
pen toérusz. E-nak pusztan geometriai médon megfeleltethetink
egy ¢ hullamfuggvényt [12,13]. Ehhez jellemezzik E-t lokalisan
a p(q) fFuggvény Segitségével. Igy | egy N paraméteres allapot-
sokasagnak felel meg a klasszikus fazistérben. Definialjunk
Z-n slriséget Ugy, hogy ezek az allapotok eme s(irl(iség szerint
egyenletesen helyezkedjenek el valamilyen 6 = {Q",Q2/<<</0ON)
koordinataban. Kényelmes eljaras az, ha Z-t egy N paraméteres
fellletsereg egy tagjanak tekintjuk. Ezek a feluletek toltsék
ki a fazisteret Z koril és legyenek parametrizalva
$ = {Pr,?2,...,PN} segitségéevel (lasd a 2.1 abrat). Ezutan te-
kintsuk 6,?-t 0j valtozdéknak, melyek qg,p-b6l kanonikus transz-
formacidval kaphatok meg. Ezt a transzformaciot az 5(q;5) ge-
nerator flggvény definialja:
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2.1 abra. A klasszikus fazistérbeli 1 felilet

@.p) < S@:? = Q.,P, Q.D

ahol
P = V4S, 2 = V/S. Q.2

(A hatas, szogvaltozokra torténd attérés, [147], fentinek egy
specialis esete.) Ezutan Z-nak a kovetkez6képpen feleltethetink
meg hullamfiggvényt:

b@ =a@elb . @3

Mivel dinamikat még nem definidltunk, ezért -t semmiféle
hullamegyenlet nem korlatozza. igy elvben akarmilyen megfelelte-
tést valaszthatnank. Létezik azonban egy "természetes megfelel-
tetés", melyet a-ra és b-re vonatkoz6 fizikai meggondolasok su-
gallnak. Az a(q) amplitiddéra megkodveteljiuk, hogy |[p]2 legyen
aranyos a klasszikus q térbeli allapotok s(iriségével. Mivel 2~
ban definicié szerint egyenletes az allapotok eloszlasa, ezért
Ld2 a d2-ban levé allapotok szadma (L allandd). igy végul (.2)
felhasznalaséaval
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az(@ = L|"§] = Lldet — —|. -5
dq 9qi3Pj
A b(q) fazist a de Broglie-szabaly segitségével kaphatjuk,
mely megadja a kapcsolatot a p(q) klasszikus impulzus és egy
lokalis sikhullam k(gq) hullamszam vektora kozéott [11]. Ebbél

Vb @ = , 2.5

vagyis q
b(@ ="3 p@Hdg" = S£ ;P> 2.6)

%

Itt ismét felhasznaltuk (2.2)-t,és S(Q;?) = 0 definicid sze-
rint. Ha fennall az Un. Lagrange-tulajdonsag (amit a tovabbiak-
ban feltételezink), vagyis

P, -
3r_r—3?]l, - -7

akkor b lokalisan egyértelmi és flggetlen a qQ és q kozotti in-
tegraciods uttél, ugyanis (.7) miatt S (lokdlisan) g-nak egy-
értékd fuggvénye [15]. (A WKB modszer ft-ban legalacsonyabb rend-
ben szintén a (.6) eredményt adja a hullamfiggvény fazisara
[11].) Végezetul (2.4) és (2.6) alapjan a ?-vel jellemzett fe-
lilethez hozzarendeltik a

i@ = Lidet |qS3p— [exp i S(q;?) @8
LI |

lokalis sikhullamot. Eddigi meggondolasaink teljesen formali-
sak és kérdés, vajon miért jo a (2.8) megfeleltetés? Hogy erre
valaszt adhassunk, tekintsik (@ .8hat kezdeti kvantum allapot-
nak, mely valamilyen H operatorral megadott Schrodinger-egyen-
let szerint valtozik, t id6 mulva a fenti ¢ allapot valamilyen
¢" allapotba megy &t. Ugyanakkor 2 pontjainak klasszikus hamil-
toni mozgasa kovetkeztében szintén valtozik és valamilyen 2°
felluletbe megy at. Ha a ¢-re vonatkozé id6figgd Schroédinger-
egyenletet, aszimptotikusan, azaz ft-ban els6 rendig megoldjuk,
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megmutathaté, hogy ¢"-t E"-bol szintén (2.8) segitségével kap-
hatjuk meg [16]. Vagyis a (2.8) megfeleltetés idb6ben megmarad,
legalabbis a szemiklasszikus hatareset szintjén és igy termé-
szetes kapcsolatot ad az i1d6ben fejl6dé kvantumal lapotok és
klasszikus palyak N paraméteres sokasagai (idSben fejl6dé
klasszikus fazistérbeli feliletek) kozott. Sajnos ez a megfélLel-
tetés at-*-« hataresetben elromlik [7].-

A tovabbiakban megvizsgaljuk a (2.8) megfeleltetés tisztan
geometriai tulajdonsagait. Ez a vizsgalat természetes médon a
Bohr-Sommerfeld-féle kvantalasi feltételekt6l kuldnb6zé EBK
(Einstein, Brillouin, Keller) kvantalasi feltételeket adja,
legalabbis regularis (fazistérbeli toruszon torténd) klasszikus
mozgas esetében.

A (2.8) megfeleltetéssel akkor van baj, ha a p(q) figgvény
nem egyértékl (példaul tdruszon torténik a mozgas). Egy ilyen
helyzetet abréazol a 2.2 abra.

2.2 abra. Tobbértékid p(q) Tuggvénnyel megadott fazis-
térbeli felilet kétdimenzids metszete
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Hasznaljuk a szuperpozicid elvét,és ((8) legyen az egyes
agakra vett (2.8)-al megadott tagok oOsszege. Ekkor azonban a
kovetkezd nehézség 1ép fel. Hogyan illesszik az egyes &agakon
vett jarulékokat a kausztikus vonalak mentén? A 2.2 &bran qg. és
q§ jelenti a kausztikus vonalakat (itt pontok) . Kausztikus vonal
az, mely a £ g-ra vett vetiletének, vagyis a megfeleld trajek-
toridk g térbeli vetuletének burkoléjat adja. Nyilvanvalo,
hogy £ vetilete a kausztikus vonal mentén szingularis. Tehat,
egyrészt nem tudjuk, hogyan illesszik a szuperpozicid egyes
tagjainak fazisat a kausztikus vonalak mentén, masrészt (.8)-
nak megvan az a kellemetlen tulajdonsaga, hogy a kausztikus vo-
nalak mentén a d3/dq Jacobi-determinans és igy az a(q) ampli-
tadé divergal. Mindkét probléma kikiszobdlhetd a Maszlov-mod-
szer segitségével [13]. Maszlov a korabbi megfeleltetést ¢ és
£ kozétt mind az impulzus,mind a helykoordinatadban megkoévetel-
te. Vagyis [2.8) ¢(p)-re is fennall, amikoris £-t a q(p;P)
fliggvény adja. Mivel £ sima felulet, ezért lehetetlen, hogy
olyan pontjai legyenek, melyek vetilete g-ban és p-ben egyszer-
re szingularisak. Ha tehat (2.8)-ban szingularitas lIép fel a
q kausztikus mentén ((p(n) esetében), akkor az impulzus megfeleld
biztosan jol viselkedik. Ugyanakkor azonban ¢ (@Q)—-t és ¢ P)-t
Fourier-transzformaci6 koti Ossze, vagyis ¢ (@)-t oszcillalo
integral adja, mely jol viselkedik a kausztikus mentén. Ha mesz-
sze vagyunk a kausztikustél, akkor a U -+ O hataresetben a
Fourier-integralt a nyeregpont médszerrel értékelhetjuk Kki.
Ilyenkor azt kapjuk, hogy ¢ (2.8) alaklu kifejezések Osszege
(szuperpozicidja), de az egyes kifejezések fazisai meghataro-
zott kapcsolatban vannak egymassal. A kapcsolatot a kovetkez6
feltétel adja. A helyes szuperpoziciodnak olyannak kell lennie,
hogy a szuperpozicié tagjainak fazisai, egyetlen £-n értel-
mezett S (@) hatasfiggvény egyes again felvett értékeinek felel-
jenek meg. igy a,2.2 abrghoz tartozo S(q) fuggvény értéeke ugyan-
az kell legyen q.l—baQ (g, -ban) nggetlenUl attol, melyik agon
kézeledink g™-hoz (g2~hoz). igy S(g)-t a
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1. ag: S =7 pl(@“)dg ,
qi
q
2. ag:- S =" p2(@7)dg-, 2.9
o)
qz g2
3. ag: S =-~ P3(@")dg" + ™ p2(g™)dg"
q q*

Osszefluggésnek megfelel6en kell valasztani.

Meg lehet mutatni [7] , hogy ha a ¢ hullamfiggvényt a
Maszlov-médszer segitségével hatarozzuk meg, akkor ¢ Ffazisban
+Tr/2-t valtozik midén athalad egy kausztikuson. Ha 1 N-térusz,
akkor N kiulonbdz6képpen térhetink vissza adott g pontba. igy

ANS = pdq 2.10)

Yi

a hatas (megfeleld aganak) valtozasa, mid6n adott g ponthoz a
torusz i-edik (¢ irreducibilis kére mentén térink vissza. Ha
ilyenkor szamu kausztikust metszink, a hullamfiuggvény fazi-
sa (MS/fi - toTr/2)-t valtozik, ¢ egyértékiségének feltétele
tehat

n Ig pda - E—/ - 2 0. .11

Yi

Itt a. az un. Maszlov-indexek, melyek lényegében azt adjak
meg, hogyan van |1 beagyazva a fazistérbe, m. egész szam.

(2.11)-et EBK kvantalasi feltételnek nevezzik, mely latha-
téan kiulonbozik az

p~dg”N = 21m 2.12)

Bohr-Sommerfeld-féle kvantalasi feltételt6l. A Bohr-Sommerfeld-
-féle feltétel hianyossagaira (csak szeparabilis rendszerekre
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alkalmazhat6, nem invarians kanonikus transzformaciéoval szem-
ben) mar Einstein is ramutatott [17]. (2.11) tehat N darab
kvantumfeltétel és noha egy tipikus torusz nem elégiti ki

Q2 .11) -et, >> 1 esetén mindig lehet talalni olyan, 2-hoz
kézeli feliletet, melyre (2.11) mar érvényes [7]- Ne feledjik,
hogy 2-definicid-szerint-egymashoz kozeli feluletek N paraméte-
res seregének egy tagja.

A ¢ hullam, melyet a kvantalt 2 felulet alapjan kapunk, al-
talaban nem sajatfiggvénye a H operatornak, hiszen id6ben val-
tozik, midén 2 a H fuggvény hatdsara deformalédik. Ha 2 inva-
rians torusz, akkor ¢ energia sajatfuggvény, melyet az N szamu
mb kvantumszam jellemez.

Azt latjuk tehat, hogy szemiklasszikus energia sajatfiggve-
nyek, Tfenti, Maszlov-i konstrukcid6ja csak akkor eredményes, ha
téruszok léteznek, azaz a mozgas regularis. Irreguléaris és e-
zen belidl ergodikus rendszerek esetén nem léteznek téruszok és
a Maszlov-mbédszer nem alkalmazhaté. Jelenleg egyaltaldn nem 1é-
tezik olyan aszimptotikus elmelet, mely az irregularis mozgés-
hoz tartoz6 hullamfiggvényeket megadnd. I1lyen esetben, a kovet-
kez6 fejezetben ismertetésre keruld szemiklasszikus hullamfigg-
vény hipotézist fogadjuk egyelére el és a kiulénb6z6 modell-sza-
molasok eredményeit eme hipotézis alatamasztasara proébaljuk
felhasznalni .

3. WIGNER-FtIGGVENY ES A SZEMIKLASSZIKUS SAJATFUGGVENY HIPOTEZIS

Szemiklasszikus leirasra a kvantummechanika Wigner—féle
reprezentacidja [18] a legalkalmasabb. Ennek lIényege, hogy a

/@ kvantumallapothoz hozzarendelink egy W(q,p) fazistér el-
oszlast a

W(g.P) = @ /\dNX exp (—1i,le"Mq— 2l><)"(q+zlj) G-

Osszeflggés segitségével. Konnyl belatni, hogy a W(q,p) Wigner-
-flggvény szimmetrikus g-ban és p-ben (ehhez csak azt kell

tudni, hogy ®(a) és p(p) egymas FOUrier-transzformaltja). Tet-
sz6leges operator, melynek hatasat a iJi@ kvantumallapotra is—
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merjuk, felirhaté a Wigner-reprezentaciodban:
Aw (@,p) =7DNx ¢ (@- -POAIMgH ) exp (- "px) - G-2

Fenti leirds teljesen ekvivalens a kvantumemchanika barmely mas
reprezentacidjaval. A Wigner-reprezentacid szamunkra azért rend-
kivial elényds, mert éppen a fazistérben lehet jol elkuldniteni

egymastol a regularis és irregularis mozgast. (3.1)-b6i a koor-

dinata térbeli valdszinlség sirliségre

10(8) 12 dNpW(a.p) G-3

adodik.

Mivel minket a szemiklasszikus hatareset érdekel, vizsgaljuk
meg, hogyan néz ki a Wigner-figgvény az el6z6 fejezetben defi-
nialt szemiklasszikus hullamfiggvény esetén. (2.8bat (3.1)-be
befrva

L2 r 32S(g+]:?) 32S(g-F;?) 1/2
w@,p) =----- \d X det ————————-———— det ——————-——
QrhN J 9qi 3Pj Bq.SPj (3>4)

1+ A
q+2x

e exp > \ dqp@,P) - Px
n Vi->.
L qg_2x

adddik, 'K ¥ 0 esetén a stacionarius fazis moédszert alkalmazva,
az integralban csak az x a0 tartomany jarulékat tartjuk meg.

igy 2
W(a,) = L2Ildet 33qpP) I5(p-p(l,?)), G.5

vagyis W(q,p) az N paraméteres fellletseregnek csak azon £ tag-
Jan kilonbozik zérustol, melyet a ¢ hullamfiggvény megkonstru-
aldsahoz hasznaltunk. Teljes stacionarius fazis analizist vé-
gezve, belathaté, hogy a (3.4) altal megadott klasszikus Wigner-
figgvény "kilagyul', azaz nemcsak £-n fog zérustol kialénbdzni.
Alkalmazzuk a fenti eredményeket olyan rendszerre (integral-
hatdé, vagy kvazi integralhatd), melyre bizonyos trajektoéoriak
fazistérbeli toéruszon haladnak. Ezekre a Maszlov megfeleltetés-
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b6i fennall az

zi =h ~ pd? = @i + G3.6)
Yi

kvantalasi szabaly, ahol I+ a rendszer i-edik hatasvaltozdja
[14]. 1gy a megfeleld allapotot az m* kvantumszamok jellemzik
és a szemiklasszikus, megfelel6en normalt Wigner-fuggvény

Wm G"P> = 77-N 6<<5"P> - Ijj). G.7D

Itt 1{(q,p) a qg,p pontokon &thaladd toérusz hatasfiggvénye. Az N-
dimenzids delta-figgvény azt fejezi ki, hogy az energia sajat-
fluggvényhez tartozé Wigner-fuggvény a fazistér azon részében
kulonbozik zérustél, melyet a hatasfuggvénynek megfeleld klasz-
szikus trajektéria végtelen id6 alatt bejar. Vagyis W a téru-
szon nem zérus.

Mint mar emlitettik, irregularis klasszikus fazistérbeli
trajektoridk esetén a Maszlov-megfeleltetés nem érvényes, nincs
egyértelml kvantalasi szabaly. Ugyanakkor a fentiek alapjan
plauzibilis ilyenkor a kovetkez6 szemiklasszikus hullamfigg-
vény hipotézist elfogadni. Irregularis mozgasnak megfelel§
Wigner-figgvény is csak a fazistérnek azon a részén kulénbdz-
zon (lényegesen) zérustol, melyet a tipikus irregularis tra-
jektoria végtelen i1d6 alatt befut. (Tipikus azt jelenti, hogy
az ett6l kulonbdzék nullmértékid halmazt képeznek.)

A fenti hipotézis illusztralasaképpen tekintsink ergodikus
rendszert (extrém irregularis eset). llyenkor minden kvantum-
allapotnak megfelel egy energiafeltulet, melyet a kvantumfelté-
tel ad meg. Hogy mik a sajatenergidk, azt nem tudjuk, hiszen
nem tudjuk altalanosan, hogyan kell ergodikus feluletet kvan-
talni. (A Szinaj-biliard esetében lasd [7].) Nyilvanval6, hogy
a fenti hipotézis, ergodikus rendszer normalt Wigner-fluggvé-
nyére a

w(oPp> = N=>6dS:-HA n 0-B
(P> = JANGd "6 (hla. By )
kifejezést eredményezi. (3.7)-tel ellentétben (3.8) egydimen-
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zi6s delta-fuggvény, ami azt fejezi ki, hogy (3.8) sokkal na-
gyobb térrészben kulonbozik zérustol, mint (3.7). A klasszikus
mozgas két (regularis, irregularis) tipusahoz tartozé Wigner-
flggvények kozotti, fenti hipotézis alapjan vart kilodnbségeket
numerikus szamolasok tamasztjak alad. A Henon-Heiles-modell ese-
tében ezt a szamolast Hutchinson és Wyatt végezték el [19].

4. A KVANTUMMECHANIKAI HENON-HEILES-MODELL ENERGIASPEKTRUMA

Az el6z6 fejezetben ismertetett szemiklasszikus hullamfigg-
vény hipotézis alapjan némi tampontunk van arra, hogyan pro-
baljuk megkilonbéztetni a regularis és irregularis (szemiklasz-
szikus) kvantum &allapotokat. A hipotézis azonban nem mond sem-
mit a regularis és irregularis energiaspektrumok kozotti ki-
16nbségekrél. Ez a kérdés szinte teljesen nyitott és toébbnyire
csak numerikus eredmények léteznek. Jelen fejezetben a kvantum-
mechanikai Henon-Heiles-modell energiaspektrumara kapott nume-
rikus eredményeket kivanjuk ismertetni [20].

A két (N=2) szabadsagi fokkal rendelkez8 Henon-Heiles-modell
Hamilton operatora

H = H@) + sin30 + (a2 - 1)r2 “4.D
alakba irhat6. Itt

He(io) = "(p2 + w2r2), “4.2
P2 =P + P2° r2 =q2 + g2. “.3

0 a kétdimenzids koordinata térben definialt polar szbg. Termé-
szetesen p,r,0 (4.1)-ben kvantummechanikai operatorok, melyek
adott felcserélési torvényeknek tesznek eleget. (A klasszikus
Henon-Heiles-modellel kapcsolatban lasd [21].)

(4.1)-ben a a kontroli-paraméter. A numerikus szamolas a H°
perturbalatlan Hamilton-operator sajatfiggvényeibdl kiinduld
Rayleigh-Ritz-médszeren alapult. Az energiaspektrum jellemzé-
sére a
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,EI,% = 1Ei(a + [la) - 2E.i @ + Es @ - ) “.9
mennyiség szolgalt. Itt Ei az i-edik allapot energiaja. Az a

kontroli-paraméter a 0,086 5 a a 0,09 tartomanyban valtozott.
A numerikus szamolas eredményeit a (4.1) abra mutatja.

4.1 &bra. Kvantummechanikai Henon-Heiles-modell ener-
giaspektruma
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Az abrabdl lathaté, hogy a spektrum jellegében E s 16,0 kortl

Jjol definiadlhaté valtozas torténik. Az E > 16,0 tartomanyt te-
kinthetjiuk a spektrum irregularis részének. A reguléaris és ir-
regularis sajatértékeket itt aszerint kiulonbdztetjik meg, ho-

gyan viselkednek lassan valtoz6 perturbacidéval szemben.

5. KVANTUM-LEKEPEZESEK

Korabban lattuk,milyen hasznos informaciét nyerhetink a
klasszikus regularis és irregularis mozgasformak kozotti Kki-

l1onbségekre diszkrét leképezések segitségével. Ilyenkor tehat
nem toérdédink a mozgas minden részletével, a koordinatak érté-

keit csak bizonyos meghatarozott (diszkrét) iddpillanatokban
regisztraljuk. Figyelembe véve, hogy ismereteink jelenlegi
szakaszaban nagymértékben szamitogépekre vagyunk utalva, feles-
leges részletezni mekkora gépiddé megtakaritast jelent diszkrét
leképezések vizsgalata.

Jelen oOsszefoglaléonk nem lenne teljes, ha nem emlitenénk par
sz6t a diszkrét kvantum-leképezésekrél. Korabban mar emlitet-
tik, hogy a £ klasszikus fazistérbeli felilet és a (2.8) altal
definialt szemiklasszikus hullamfuggvény kozotti megfeleltetés
t = esetén értelmét veszti. Hogy miért bonyolult a t = eset,
az az alabbiakbdl konnyen megérthet6. A £ felllet a t » <« eset-
ben altalaban (hacsak ' nem invarians fellilet) végteleniul bo-
nyolult szerkezet(ivé valik, akarmilyen skalan is vizsgaljuk.
Ugyanakkor a fazistér finomszerkezete h térfogatnal Kisebb tar-
tomanyban "nem befolyasolhatja a kvantumos viselkedést. Ebbdl
arra kovetkeztethetink, hogy a £ és ¢ kozotti megfeleltetés
csak egy, a fi-tol figg6 toox = tax @ ideig lehet jo6, miutan
£ és @ id6beli fejlbédése teljesen filggetlen lesz.Mas széval azt
varjuk, hogy a i w0 és t > < hataratmenetek nem felcserélhetek.
A t + » hatareset vizsgalata kvantum-mechanikai rendszerek ese-
tén rendkivil bonyolult és jelenleg az egyetlen remény, egy-
szerl modellek tanulmanyozdsa, melyeknél £ és ¢ id6beli valto-
zasa szamolhatd és i1gy meghatarozhat6é, mikor romlik el a (2.8)
megfeleltetés. (Specialis kvantumrendszerekre azonban lasd [6])
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Ez az a pont, ahol a kvantummechanikai diszkrét leképezések
szerepe szinte nélkuldzhetetlenné valik.

Nincs médunk kvantummechanikai leképezés teljes analizisére.
Inkabb egy példan keresztil azt mutatjuk be, hogyan lehet
diszkrét kvantummechanikai leképezést szerkeszteni. Tekintsik

3 H({q,p,t) = 2 + TV @) ZZCD! 6 (t-nT) GD

Hami lton—fuggvényt. I"enti Hamilton—flggvény egydimenziés moz-
gast ir le. Az i1d6 diszkretizalasa itt szinte természetesen
addédik, és a Hamilton-i mozgasegyenletekb8l a kdvetkezé leképe-
zést kaphatjuk.

Tp

gn+l =% +1r -
G-

pn+l pn "

gn+1

Adott V(q) potencialfiggvény esetén (56.2) klasszikus mechani-
kai diszkrét leképezés. Kvantummechanikai esetben (56.2) analo-
gonja

1"n+15 = U Pn>" G-3)

ahol U unitér evoluciés operator, mely megadja az (5.1)-nek
megfelel6 H Hamilton-operator T ideig tartd hatasanak eredmé-
nyét. Hogy az (56.1) altal definialt kvantum probléma U opera-
torat explicite megkonstrualhassuk, vegyuk észre, hogy a

0 <t s T tartomanyban, a T 0 hataresetben H-t a

r2
h- O£t<T,
H(@,p,) = G.4)
{wa., ,-TStsT

kifejezés segitségevei allithatjuk el6. Az els§ tartomanyban
az allapotok, az evollcids operator definicidja értelmében
[11] az



Ul =exp 1W p2(T -©) -~ (5-5

mig a masodik intervallumban az
U2 = exp -1 TVIQ) G.6)

operator hatasara fejlédnek. A T % 0 hataresetben a teljes evo-
licidés operatort tehat az

U=U2U1l = exp “E TV(Q) eXp " 2l p2T G

kifejezés adja meg. Ha (56.7)-et (56.3)-ba helyettesitjik, koor-
dinata-reprezentacitban a

VI @ = DiKe)  expj-i \ +iTV@I™ dg exp[*(a-9")2]1*n @)

-8

diszkrét kvantum leképezést kapjuk. A (5.8) kvantum-leképezés

rendkivil gazdag és bonyolult struktiraju. Részletes analizise
megtalalhaté [7]-ben és [8]-ban.

6. REGULARIS ES IRREGULARIS ENERGIASPEKTRUMOK ES ALLAPOTOK
PARCIVAL-FELE JELLEMZESE

Az utols6 fejezetben pontokba sorolva dsszefoglaljuk a re-
gularis és irregularis energiaspektrumok és allapotok jellemzd
tulajdonsagait [22]. Az alabbiak tobbnyire hipotézisek és nume-
rikus médszerek altal kapott eredményekbdl levont kdvetkezteté-
sek.

A reguléaris energiaspektrum és allapot jellemzdi:

a) A kvantumallapot vektor kvantumszammal, n= (M...11"), jel-
lemezhetd .

b) Az in-mel jellemzett allapot a klasszikus rendszer azon fa-



)

e)

Az

b)

©)

zistérbeli trajektoridihoz tartozik, melyek az N-dimenzids
invarians toruszon haladnak és melyekre fennall (3.6). To-
vabba E+ = H(I™), ahol H a klasszikus rendszer Hamilton-

-flggvénye.

A kvantumallapot "rezonal™ a klasszikus mozgas frekvencia-

jJjaval, vagyis ha két kvantumallapotra az m vektor egyik
komponense eggyel kiulonbdzik, a tobbi pedig azonos, akkor

JEk = 4ax, 6.

ahol wk a klasszikus mozgas toruszanak fundamentalis frek-
venciaja [14].

Létezik m°-hoz kodzeli, vele szomszédos kvantumallapot. A
szomszédos allapotokra az jellemz6, hogy energiajuk |JOEK |
kisszamu tdbbszdrosében tér el.

Gyenge kils6 perturbacid hatasara az m° allapot sokkal erdé-
sebben csatolédik szomszédos allapotokhoz, mint nem szomszé-
dos allapotokhoz. A csatolddas erfssége |m-m°]-kel gyorsan
csokken.

irregularis energiaspektrum és allapot jellemzdi:

A allapothoz nem rendelheté egyértelmien kvantumszam.

A kotott allapotok diszkrét spektruma a klasszikus hatare-
setben a folytonos klasszikus spektrumba megy &at. Az

rafe @) - E(0)] = w 6.2)

frekvenciak fix, stacionarius ¢o~ra és valtozé ¢-re diszkrét
eloszlast alkotnak, mely a klasszikus hataresetben folytonos
eloszlasba megy at. Az irregularis spektrum szintjeinek el-
oszlasa véletlenszer(i eloszlasra hasonlit.

A regularis esetben értelmezett szomszédos allapotok gyenge
perturbacié esetén nem léteznek. Ilyenkor (eltekintve Kiva-
lasztasi szabalyok adta megszoritasoktdl) az irreguléaris
spektrumhoz tartozo allapot azonos erdsséggel csatolodik
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d)

mindazon &allapotokhoz, melyek az irregularis spektrum kéze-

li tartomanyaban vannak.

Az irregularis spektrumhoz tartozé energiaszintek nagyon ér-
zékenyek lassan valtoz6 perburbacidéra (lasd a 4.1 abréat).
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1. EEVEZETES

A mérések elkerulhetetlen kisérGjelensége a zaj- A Fizikai
mennyiségek atlagértékik korul fluktualnak. A fluktuaciot valo-
szinlségi eloszlassal irjuk le. A fluktuacid lehet példaul ter-
mikus, méréskor ezt zajként észleljuk. a mérések véges
pontossaglak. Ez egyrészt hatart szab az észlelhetdé zajnak,
masrészt pedig maga is egyfajta zaj forrasa. Mérési zajnak ne-
vezhetjuk azt, hogy egy mennyiség mért értéke a pontos érték
koéral a mérési hibanak megfeleld szoérassal "fluktualhat''. A ter-
mikus fluktuacidk a méréssel célba vett fizikai mennyiség és
nagyszamu szabadsagi fok, a hattér koélcsonhatasanak tulajdonit-
hatéak. A mérési és termikus zajt joggal tekinthetjiuk ezért
kils6 zajnak.

Zajjal talalkozunk kaotikus &allapotban levé rendszereknél
is, lasd példaul [1]-ben a 31. és 33. fejezetek és [2].- Alap-
vetd azonban a kiuldnbség a kaoszban megfigyelhetd zaj és a
kils6 zaj kozott. A kadosz zaja ugyanis egy alacsony szabadséagi
foku rendszer - példaul egy nem invertalhatd egydimenzids leké-
pezés vagy harom megfelelben csatolt, nem-linearis differenci-
alegyenlet stb. [1] - bels6 tulajdonsagainak kovetkezménye. A
kaosz belsd zajat a rendszer nem-linearis egyenletei egyértel-
mden meghatarozzak, a zaj ezért determinisztikus.

Mi alapjan donthetd el, hogy a megfigyelt zaj kulsé vagy
pedig determinisztikus eredet(? A hémérséklet ismeretében pél-
daul megbecsitlhetjiuk a termikus,vagy annak folerf6sitett valto-
zata, a modulacidés zaj nagysagat, s ha ennél er8sebb zajt ész-
lelink, akkor kaosz jelenlétére gyanakodhatunk.

Szokatlanul nagy zaj mérésérél eddig tobben beszamoltak
[3,4], s tortént kisérlet arra is, hogy a jelenséget alacsony
szabadsagi foklU rendszer kaotikus viselkedésével magyarazzak
[@ - 1lyen esetekben altaldban az a probléma, hogy mig a zajt
vagy igen alacsony szabadsagi fok( és kaotikus viselkedést mu-
tatdé, vagy igen sok szabadsagi foklu rendszerben lehet viszony-
lag egyszerd numerikus, illetve elméleti médszerekkel vizsgalni,
addig a gyakorlatban ritkan taldlkozunk tisztdn az egyik vagy a
masik esettel. Kulsé zaj nélkul elvileg egyszerlen eldonthet-
Juk, hadny szabadsagi fokot kell figyelembe vennink ahhoz, hogy a
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kaotikus viselkedést kielégitéen megmagyarazhassuk [06] . Kuls6
zaj jelenlétében azonban a kaosz szabadsagi fokainak meghata-
rozasa mindmaig nem megoldott feladat.

Eddig a kaosz és a kils6 zaj egymasra hatasat konkrét fizi-
kai problémak helyett elsBsorban a kaosz kilénbdzé modelljein
vizsgaltdk. A tovabbiakban e vizsgalatokrol szamolunk be, rész-
letesen pedig a legegyszeribb modellt, az egydimenzids leképe-
zést targyaljuk.

2. FLUKTUACIOK A KAOTIKUS ALLAPOTBAN

Egy kaotikus allapotban lev6é rendszert kulonds attraktora-
val jellemezhetink, lasd [1] 11-14. és 29-33. Tejezeteit. Kulo-
nos attraktort jarnak be példaul megfelel6 a, I és w paraméte-
rek esetén a

G+ ap + ¢ - 4 = Tcosoit + a F(E) 2.1)

kiuls6 erdvel gerjesztett, csillapitott anharmonikus oszcilla-
tor KP®, v (@), at) Fazistérbeli trajektéridi, ha a = 0 (lasd
[1] 5. fejezete és [/D- A kuls6 zajt az f(t) véletlen valtozd
képviseli, ahol <F(@)> = 0 és <F(OF(t")> = 6(t). A zaj egy-
mast kovetd id6kben korreldlatlan. Mivel a termikus fluktua-
ciok karakterisztikus ideje joval Kisebb, mint a makroszkoépi-
kus mennyiségeké, (@.1) alkalmas arra, hogy segitségével a ter-
mikus zaj hatasat tanulmanyozzuk.

Numerikus kisérletek szerint a zaj a szorasanak Kis néve-
lése esetén a kulonds attraktor globalis szerkezete alig val-
tozik, csupan finom strukturajat torli el a novekvé kiuls6 zaj
[8,9]- Ezt illusztraljuk vazlatosan a 2.1 &bran. A kialénds
attraktor metszete zaj nélkul és megfelel6 a, I, w paraméte-
rek esetén két részb6l allo "kampd'”, amelynek az abran egy vo-
nallal jelolt része valdjaban végtelenul sok, egymashoz igen
kozel futd vonalak egylttese. Kis zaj bekapcsolasakor a vona-
lak egy része oOsszeolvad. Azt tapasztaljuk tovdbba, hogy a
zaj bekapcsolasa utan a trajektoria szivesen felkeres olyan (j
tartomanyokat, amelyek metszete a "'kampd™ vonalaba esik, vi-
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2.1 &bra. A gerjesztett, csillapitott anharmonikus
oszcillator fazistérbeli trajektoriainak metszete
a a, b), 10a kiuls6é zaj mellett, c) stabilitasi és
instabilitasi iranyok

szont kevésbé terjeszkedik keresztiranyban. Ily médon a zaj
nélkuli kilonds attraktor stabilitasi és instabilitasi iranyai-
nak hatadsa a zaj megjelenése utan is megfigyelhet6. A kil®tnos
attraktor az instabilitasi iranyban altalaban nem mutat finom-
szerkezetet, ilyenkor a zaj ebben az iranyban nem okoz minésé-
gi valtozast.

A kaotikus mozgast valdszinlségeloszlas, masképpen invari-
ans mérték hatarozza meg. A mérték invarianciajat kifejez6
egyenletnek tobb megoldasa is lehet. Belathaté azonban, hogy
kézUlik csupan stabil [11] . Barmilyen invarians mérték Irjon
is le egy trajektoriat, a kils6é zaj ki- majd bekapcsolasa utan
a mozgast a stabil invarians mérték fogja jellemezni. A zajnak
tehat fontos szerepe van a stabil invarians mérték kivalaszta-
saban. Az invarians mértékkel kapcsolatosan Id.[1] 26. fejeze-
te és [I0] . A kdosz kiulsé zajjal szembeni stabilitasat tobben
vizsgaltak, I1d. pl.[12,13]

A kils6 zajnak a kaoszt jellemz6 mennyiségekre gyakorolt
hatasat szamos modellen tanulmanyoztak. Feltartak példaul a
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kétdimenzids diszkrét leképezésekhez tartozd valdészinlségel-
oszlasoknak a zaj csokkenésével egyre finomodd szerkezetét

[14], vizsgaltadk a konzervativ rendszerek modelljeinek szamito
terilettarté leképezéseket [I15],és az Un. standard leképezések-
nél a palyaintegral formalizmusat hasznalva a fazistérbeli
diffuzidé és a kiulsé zaj kozott talaltak skaladsszefiggést
[16,17].

Végul megemlitjik, hogy egy becslés szerint egy tipikus ada-
tokkal jellemzett aramlé gazban a kifejlédott turbulenciat a
termikus fluktuaciok ngm befolyasoljak [18]. Ilgaz ugyan, hogy
a turbulenciat a kezdeti értékekre vald nagy érzékenység jel-
lemzi, annak a karakterisztikus ideje azonban, hogy egy fluk-
tuacid nyoman gyodkeresen Uj trajektéria alakuljon ki, a Ffluk-
tudciodk elhalasi idejénél joval nagyobb.

A fentieket Osszegezve megallapithatjuk, kis kiuls6 zaj a
kaotikus &llapot jellemz6it altaldban alig valtoztatja meg,
mind konkrét fizikail rendszerekben, mind a ké&osz kulonb6zé mo-

delljeiben.

Lényeges azonban a zaj szerepe a kaotikus allapotba valé at-
menet soran. Ha példaul az anharmonikus, gerjesztett oszcilla-
tor megfeleld beallitasanal az w frekvenciat lassan novelni
kezdjuk, akkor azt tapasztaljuk, hogy a 2.1 &bran bemutatott
"kamp6'" két része tovabbi két-két részre szakad. A trajektoria
minden T korulfordulasi id6é mulva mas és mas részt metsz, 4T
idénként pedig ugyanabba a részbe esik, ugyanazon a részen be-
101 azonban véletlenszerlien megvalasztott pontokat metszve.

A frekvenciat tovabb novelve hasonld kettévaldsok sorozatat
figyelhetjik meg, majd egy meghatarozott kiszébfrekvenciat tual-
1épve hatarciklusok alakulnak ki, amelyek pontjainak szama no-
vekv6é frekvenciaval csokken [7]. A kaotikus allapot és a hatar-
ciklusok kodzotti atmeneti tartomanyban az elmondottak szerint
éppen a 2.1c abran jelolt instabilitasi iranyban, azaz a
""kampd'™ mentén az attraktor, illetve a kilonds attraktor uGjabb
finomszerkezete alakul ki. Arra szamitunk ezért, a zaj a kao-
tikus &llapotba valé &tmenetet erfsen befolyasolja.



3. AZ EGYDIMENZIOS LEKEPEZES KULSO ZAJ JELENLETEBEN

Az Aatmeneti tartomanyt a tovabbiakban az egydimenzids leké-
pezésen tanulmanyozzuk, amely modellje szamos nemlinearis
jelenségnek, lasd példaul [1] 15. fejezete , és sok tulajdon-
sagaban hasonlésagot mutat a differencialegyenlet rendszerekkel,
mint arrdol [1] 14. fejezetében és az F.2 fuggelékben olvasha-
tunk .

Az egydimenzidés leképezést az

xfcll = F(r,xt) , t=0,1..., G-1)

iteraciodoval definialjuk. Az f(r,x) Tfuggvények jelentl6s oszta-
lyan azt tapasztaljuk, ha az r kontrollparamétert noveljik, ak-
kor az iteracid egyetlen attraktoranak pontjai az r~ értékeknél
megkett6z6dnek, s az rm pontban végtelen periédusu hatarciklus
alakul ki. Az r > r™ paramétert tovabb nodvelve hatarciklusok
és kaotikus allapotok valtjak egymast az [1] hivatkozas 29.1
abrajan lathato médon. A kaotikus allapotok altaldban savokra
korlatozodnak, példaul a pontokban 2k szamu interval lum-
bol all a kiulonds attraktor.
N trajektoriak kezdeti feltételre mutatott érzékenységét a
N
Axg) = lim12~01n |F(r,xt)I G.2)
N> t=0

Ljapunov-exponenssel jellemezzik, ahol f"(r,xt) az x szerinti
parcialis derivaltat jeloli az xt pontban. Ha A > 0, a trajek-
toria kaotikus, mig a A < O Ljapunov-exponens az attraktorokat,
vagyis a stabil fixpontokat és hatarciklusokat jellemzi. Az
egydimenzids leképezés tulajdonsagairol részletesen olvashatunk
[>] 15-19. és 26-31. fejezeteiben.

Kapcsoljunk be minden iteracids l1épésnél egy véletlenszam-
-generatort, vagyis legyen

xt+l = f(r,xt) + . @B-3)
A generatorbol az egymast kovetd lépések soran az el6z6 ér-
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tékektdl figgetlen, Gauss-eloszlasu szamokat nyerink

<5t> = 0, <5t5t»> = astt" * G,%

ahol 6 =1 és 5/ =0, ha t o t
Az fL (r,xg = rx(1-x) logisztikus leképezésen a a = 0,001
szorasu zaj jelenlétében generalt iteracidkat a 3,1 abran mu-

tatjuk be.(Hasonlitsuk 6ssze a rajzot [1] 29.1 &brajavall)

3.1 abra. A logisztikus leképezés trajektoriai kiulsé
zaj jelenlétében
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Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a kaotikus tartomanybeli
hatarciklusok pontjai kozti szakaszokon a trajektoria pontjait kozel
egyenletes eloszlassal talaljuk meg, mig az r™ alatt az itera-
cio lényegében a hatarciklusok pontjainak kis kérnyezetében
mozog [19]. I1ly médon tukroz6dik az a tény, hogy az r torlo-
dasi pont folott a stabil hatarciklusokat megkbzelitéqiranzien—
sek irregularisan viselkednek, mint arrol [I] 30. fejezetében
részletesen irtunk. Az r”~ pont kornyezetében a bifurkacidés &agak
és a kaotikus savok finomszerkezete 06sszemosodik, ezt a tar-
tomanyt szokas a kaoszba vald atmenet ''gap''-jenek nevezni

[8.9]-
A (3.3) zajos iteraciot azonos atalakitassal az
xt+l = <« + qt)F(r,xt) 3.5

alakba Ttrhatjuk, ahol

qt - ?t//f(r,xt)

az 0n. parametrikus zaj, amelynek x-t6l is fugg6é eloszlasat
(3.4) alapjan meghatarozhatjuk. A parametrikus zaj bevezetésé-
vel kvalitativ médon megjoésolhatjuk a kontrollparamétertdi
figgd mennyiségek zaj hatasara torténd megvaltozasat. Azt mond-
hatjuk, az egyes mennyiségek zaj jelenlétében felvehetik bar-
mely, a parametrikus zaj atlagos szoérasanak megfeleld tarto-
manyon felvett értékiket. Ekkor szemléletes médon értelmezhet-
Juk a 3.1 abrat, kuléndsen az r~ alatti és folotti periodikus
attraktorok kuldnb6z6 tipusu megvaltozasat.

A Ljapunov-exponensnek az [I] hivatkozasbeli 31.1 abrajat
véges pontossagu numerikus szamitas alapjan rajzoltak fel,
vagyis kils6 zaj jelenlétében. Az abra ezért a szamitégép pon-
tossaganak megfeleld szélességl kis Ar intervallumokra vett
atlag rajzanak tekinthetd6. A zaj novekedésével a gorbe egyre
jobban kisimul. A gorbe hossza Ar = O esetén végtelen, fraktél
dimenzidja nagyobb egynél, Id. [1] 31. fejezete és [20]. Ha a
t_A__~apunov-exponenst a kiuls6 zaj bevezetésekor Gjbol kell de-
finidlnunk. Ezt az 5. fejezetben tesszik meg.

531

34~



parametrikus zaj csokkentése soran a A(r) goérbe L hosszat
rendszeresen megmérjuk, az

L - (aD1"3

aranyossagot talaljuk, ahol 3 = 1,69 a fraktal dimenzié [9].
A zajnak tehat fontos méréstechnikai szerepe van.

Kiuls6 zaj nélkil a Ljapunov-exponens r”~ alatt negativ, az
rm)fblétt viszont X(r) burkologbrbéje pozitivva valik. Zaj be-
kapcsolasaval a Ljapunov-exponens mar az rc (0) < r” pontban
eléri a nullat, s rc folott X(r,a)> 0. Zaj esetében tehat a
kaoszba vald atmenet kritikus pontja eltolddik,

=rc(@© - rc(ae-

4. A ZAJ UNIVERZALIS FUGGVENYE

Az alabbiakban intuitiv és eddig csak numerikusan igazolt
allitasokkal a kovetkez6 fejezetben elvégzendd renormalasi
transzformaciot alapozzuk meg.

A bifurkacids szekvenciak univerzalis elmélete szerint
[21,22] a maximumat az x = 0 helyen f6lvevd leképezésekre
fennall

kT (rAF (M, .. F(r™x/ ((@Dk)..)) =

= k2 A pxX/¢-ak) g, “¢.D

ahol ¥ ~ az f figgvény X-szoros iteraltjat jeloli. Teljesiul a

-a-1 g(xa) = g(g(x)) “.2

egyenlet, amely a g(x) flggvényt és az a szamot meghatarozza,
ha kikotjuk, g(x) milyen tipusd maximummal rendelkezzék. A té-
marol attekintést kaphatunk az [1] hivatkozas F.4 fuggelékét
elolvasva.

A g(x) Tuggvény végtelen hatarciklust general, vagyis a
kaotikus allapotba val6é atmenet univerzalis Tflggvénye. Ennek
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analogiajara feltételezzik, hogy kilsé zaj jelenlétében is lé-
tezik a kaotikus allapotba valé atmenet univerzalis figgvénye,
amelyet gyenge zaj mellett a g(xX) + ?D(X) e F(x,?) alakban ke-
resink, s amely eleget tesz a

-a 1 F(xex,kf) = FEFC,ED, ) “4.3)
egyenletnek [23]. Bevezettik a k Uj univerzalis allandét. A E,
£" és zajok egyarant a szorasu, Gauss-eloszlasu véletlen
valtozok.

A jobb oldalt a véletlen valtozokban sorbafejtjik. A (4.2)
fixpont egyenletet felhasznalva adédik

g@® + CDCY) + ED@R) + C'D(X)) «
a g(@)) + ?°g"(@0IIDC) + £°D()) =
=900 + £ [97(@CIIDCAIZ + [D(gCG)I231/2 ,

ahol £ szbrasa megegyezik a masik két zajvaltozoééval. A (4.3)
egyenlet kovetkezésképpen az

a 2k202 (@) = [97(9()ID(x)]2 +[62 (9())] “@.49
univerzalis 0Osszefiggést koveteli meg, amely a Kk szamot és a
D(xX) fuggvényt meghatarozza. A négyzetes maximumi flggvények-
hez tartoz6 univerzalis D(X) figgvényt Taylor-sorral kozeli-
tették. Numerikusan meghataroztak a zaj skalafaktorat, a

K = 6,61903. .. @ .5)

univerzalis allandot [23,24].

»
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5. A RENORMALASI TRANSZFORMACIO KULSO ZzAJ JELENLETEBEN

Ebben a fejezetben a X(r,a) Ljapunov-exponenst gyenge,
0 << 1 szoérasu zaj mellett és a kaotikus allapotba torténé at-
menet kozelében vizsgaljuk. A palyaintegral-formalizmust [25]
hasznaljuk. Ezt eredetileg a Langevin-egyenlet (Id. pl. [26])
megoldasanak egy médszeréil dolgoztak ki, s kés6bb nem egyen-
sulyi kritikus jelenségek (Id. pl. [27]) tanulmanyozasanal al-
kalmaztak eredményesen. Az eljaras adaptaldsahoz az a felisme-
rés vezetett, hogy a (3.3) véletlen iterdci6é a Langevin-tipusu
sztochasztikus differencialegyenletek diszkrét megfelel§je
[24]-

ElIs6 lépésként megmutatjuk, hogyan allithaté eld az x€ vé-
letlen trajektériatél fiuggd F{xt> mennyiség kils6é zajra vett ko-
zépértéke a palyaintegréallal. Az iteraci6 kezd6pontja xQ, rogzi-
tett. Az F{xt> atlaga azonos atalakitasok utan

a
<FIxt} =j I'<jdyté(xt-yt)F{yt}> =
=1

a

T <@ytFiyt}( £(ryt-i) + ct-ryt> > =

=i
® @i

=jJ FiidytdstF{yt} <exp -i ~_ ,st(f(r,Yt-1} + ?t-1
1 t+1

-yt) >, G.-D

ahol a 6(x) Dirac-féle delta fluggvényt az s valtozdé bevezeté-
sével Fourier-transzformaltuk. Az integralas a teljes szam-
egyenesre torténik.
Hasznaljuk ki, hogy a zaj Gauss-eloszlasu, azaz
P(Et) “ exp[-£2/2cr2], s ezért
<exp - 1 & t - 1 b T T fd?texp(_ISt5t-1~?t-1/2a2) “
1 t+1

a

« | exp -s2a2/2 . G2
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Az F mennyiség atlagat (6.1) és (6.2) alapjan az

<Hytp = Z" Jyt} epf2(r,a{/ti s th 1 [dytdst 6.3
=1

palyaintegrallal allithatjuk eld, ahol

co

n =1E2 ist yt - f(r,yt 1) -02s\V2 , (5.4a)

00

zZ = ds dy expi2(r,a, » 1S - 5.4b
L Y expi2(r.a.{y }.{s H (5.4b)
A Ljapunov—exponenst a

X = 1im 1 In d<xN>/dxo G5
NESS
kifejezéssel terjesztjuk ki a véletlen iteracid esetére. Az (j
definicidé szerint a Ljapunov-exponens valtozatlanul a kezdeti

feltételre mutatott érzékenységet jellemzi. Az (5.3) kifeje-
zést felhasznalva, s az y*—r6l az x» valtozéra térve nyerjuk;

X = Llim in 1 dstdxt XN "(r.xQ) egfi =
N—<° t=1
= lim ™ In <isxN> 5 lim 1 In R(N,r,a) = X(r,0) . (6.6
N+® N>

A logaritmus alatt elhagytuk a hataratmenet soran eltind
Z és f"(r,xo) tényezbket.

A renormaléasi eljaras alapgondolata szerint nem veszitink
informaciét az r~ torlddasi pont koézelében, ha az iteracidnak
csupan minden masodik pontjat kovetjuk. Kuls6 zaj jelenlétében
hasonl6 megfontolasok érvényesek feltéve, hogy a zaj gyenge,
azaz a << 1. A renormalasi eljaras soran felhasznaljuk a leké-
pezések univerzalis skalatulajdonsagait.

Vizsgaljuk a (3.3) leképezés helyett annak 2k-adik ite-
raltj at
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xt+l = F12 3} (rxt} + Dk (rxt) - G-7)

amelyben a zajt linearis rendig vettiuk figyelembe, 5" szora-
sa valtozatlanul a , és az *t+2k xfetl G jelolést vezettik be.
A Ljapunov-exponens értéke zérus zaj esetén nyilvanvaléan
nem figg attdol, melyik Kk indexd iteralt leképezésen definial-
Juk. Hasonl6 helyzetre szamitunk gyenge zaj esetén is.
Az (j leképezés definial egy Uy fi fuggvényt. Az (56.4a) 0Osz-
szeflggés szerint

fi

ist xt-f( ]J(r,xt_.,) --2 stDk (xt-1 ,r)
t=1 L 4

fi(r.a,{xiG.{sid, O . 5.9

Az eljaras els6 1épéseként a 2k-adik iteralt leképezésrdél
attérink a 2k+l-edik iteréaci6 vizsgalatara. Ehhez meg kell sza-
badulnunk minden masodik X* és s\ valtozétél. Tekintsik az(5.4bj
"allapotdsszeg'-et! Az alabbi atalakitasok soran az "allapot-
Osszeg'-et szorzd, r-t6l és a-tol fuggetlen allanddkat figyel-
men Kkivil hagyjuk. Integraljunk el8szor a paratlan indexd s valtozékra

Z=[IT dshdexp ¥ ListGBFQR "(rxt™) -y  (EXEN) =

= ][ & '] [dxexp Xi is. G-F (r.x.J) -
©—=2t" =1 Le=2t"

_Ccf£ 2a2 pe-f@ >(r.xt_1D]J2 - _
2 StKIXt-1 t=2t"-1 2220"N(rkt 1)

00 00 r

=TT . MMM dx.exp ¥ 1 is. X-F ~(r,x ) -

=2t =1 =2t L

2, k .F£27@x )2
-TsJdiir,n) --4-J——- , ' =1,2.... (5.9

2 tk tl 2a2™(r ,xt-2) J

A paratlan index(i x€ valtozékra a nyeregpont médszer szerint
integralhatunk, ha a a + 0 hataratmenetet elvégezzik. A nye-
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regpontokat az exponens harmadik tagjanak zérushelye jel('j'I)i ki,
xt-1 = F (r,xt_2). Az integralas elvégzése utan az 0(a)-
nél magasabb rend(i tagokat elhanyagolva kapjuk,

z 'ITT ey st FQR )(rf2 *(r.xt 2)) -
=2t =2t

" | aost KA FQ2 H(x*-2,) + DM, xt.?) T (r,F&X) (r,xt 2)) 2

[ /A
= fl- 0% - ist (Xt F<2 rxt-2)) -

J =2t [e2¢
1 22 2 g Th- ~
- 2 ast Dkl rxt2*[= dxt.dstexpil(r,a,{et, },{s2t , },k+D) #
i =2t

(5.10)

A fenti Osszefiggés definialja a Dk+1(r,x) flggvényt. A nagy K
hataresetben az [I] hivatkozas 19. fejezete szerint a megfele-
16 stabilitasd r™ pontok kozott fennall

£V rke2,0 = -17a @ (k1) . G-1D

Feltesszik, hogy a zaj egyutthatéfluggvénye eleget tesz nagy K
esetén a

°k+1(fk+2"X) =-k/a °k (rk+i,xa) G.12)

Osszefluggésnek [24]. Az itt fellépd k ugyanaz a szam, amely a
(4.4 TFixpont egyenletben lép fol, s amelyet szamszerlien (4.5)—
tel adtunk meg. [Megjegyezzik, a Dk (rk+g,x) figgvények felte-
hetéen hasonld6”szerkezetl fluggvényteret alkotnak , mint
amilyet az 22 " (r. ,X) Fuggvények feszitenek ki az [I] hivat-
kozas F.4 fuggelékében leirt médon.]

Az (6.11) és (6.12) formulat az (5.10) o6sszefiggésbe helyet-
tesitve, és bevezetve az

xt, ——ux2k, r "t# ——aa "2t# - b —1,2. .« ,
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uj valtozékat, az

A(rk+20/2EFA"AS2EFr AN

= fi(rk+1,KO0,{x(,}fis",},k) (5.13)

skdladsszefluggést nyerjuk. Kovetkezésképpen az "allapotdsszeg"
is skalazodik

Z(rk+2,0) = Z(rk+1,ka) , (.14

ha tehat a zaj szintjét k-szorosara emeljuk, akkor a kontroli-
paraméter rk+” értéke mellett épp olyan tulajdonsaginak latjuk
az iteraciot, mint amilyennek az eredeti zaj mellett az ?k+2
pontban lattuk.
Legyen N paros szam. Ekkor (5.8) els6 egyenlbésége alap-
jan
®
<XN> = 2_1(I'T dStdxt XN exPfi(fk+2"a"{xt}"{st}.k) -~
=1
és felhasznalva (56.10)-et és (5.13)-at pedig
r .
<XN> = Z1j§] F <st,dxt,(=N/2/2)expS3(rk+1,Ka,{xt ,},{st,}.K)
t"=1

adédik. A Ljapunov-exponens (5.5) definicidjat hasznalva,
az (5.6)-ban végzett atalakitisoknak megfelelben kapjuk;*

*(fk+2"a) = Qg1 Inkd<XN>/dxol =

lim 1 Inla-1 d<xN/2>/dxQ |= 4 X(?k+1,ka) .
A skaldzast tobbszor megismételve a
A(rk ,@ = 2m A(rk+m,aK_m) (5.15)

altalanositott homogén figgvényalakot kapjuk [9,23,24]. A meg-
feleld stabilitasu pontok konvergenciajat a 6 univerzalis ex-
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ponens jellemzi, Id. [i] 18. fejezete. Kovetkezésképp beve-

«6 (r

zetve azr=r o~ I’k_'_,m

@~ "m ) redukalt kontrollparamé-
tert a

X(a,r) = 2k X(K’ka,r0_k) =
= r X(@r D =r X (ar ) (5-16)

kifejezéshez jutunk, ahol T = In2/In6 = 0,4498... és

u = 1n2/1nk = 0,3667... . Eredménylink szerint tehat a Ljapunov-
exponens kétvaltozos filggvénye visszavezethetd az egyvaltozoés
X< (¥ skalafuggvényre.

A kaotikus allapotba valé atmenet koruli tartomanyt - ha-
sonléan a masodrend(i fazisatalakulasok kritikus tartomanyahoz
- hatvanyfuggvények irjak le. Zérus kuls6 zaj mellett (5.16)
szerint

X(r,00 = rTx<@© ,
visszakapjuk tehat a megfeleld stabilitasi pontok sorozatéara
vonatkoz6 hatvanyfiggést (lasd az [1] hivatkozas 18. fejezetét).
Az r”~ torldédasi pontban a

X(0,0) K au
Ljapunov-exponens pozitiv, itt a legkisebb zaj megjelenése is

kaotikus allapothoz vezet. A kaoszba vald atmenet eltolddott
r @ kritikus pontjat (56.16) szerint a X< fuggvény xq nullhe

lye hatarozza meg, ahonnan

<?/x0)Y = r*"Tc@ -~

ahol y = u/T. A kritikus pont eltolddasa egyben a "gap” (ld.
3. fejezet) szélességének zajfiuggését is mutatja [9].- A harom
hatvanyfiggvény exponensei kozott fennall a y = u/t skalator-
vény, ami a kisérletez6 szamara az (5.16) skalaalak legegysze-
rdbben ellendrizhetd kovetkezménye. Numerikus mérések szerint
a skalatorvény teljesul 79,23].
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6. NEHANY MEGJEGYZES

Az (5.16) skalaalak emlékeztet az egyensulyi kritikus jelen-
ségek (lasd példaul [28,29]) rendparaméterének skalaviselkedé-
sére. Azt mondhatjuk, a Ljapunov-exponens a kaosz rendparamé-
tere (lasd tovdbba [30]). Az analdgia tovabbvihetd, s a kulsé
zajt tekinthetjik a rendparaméterhez konjugalt térnek. A kils6
tér bekapcsolasa esetén példaul az eddigi kritikus pontban a
rendparaméter hatvanyflggvény gyorsasagaval n6, /1 = OU. Ez a
tulajdonsag altaldban jellemz6 a masodrendl atalakulasokra.

Az 5. fejezetben vazolt renormalasi transzformacidé felthe-
téen Kkiterjeszthet6 az r~ torlddasi ponton tuli tartomanyra
is. Ott azonban a A<(X) skalafiiggvény szerepét varhatdéan mas
figgvény, A>(X) veszi at a megfeleld stabilitasu pontok sorozatan.

A kaotikus allapotba valé atmenet Feigenbaum-féle utjat ta-
nulmanyoztuk eddig. Az egydimenzidés leképezésben ennél egysze-
ribb feladat az intermittens atmenet [31] vizsgalata kilsé zaj
jelenlétében. A stochasztikus iteraciot Fokker-Planck-egyen-
lettel irtak le [32], s itt is skalaviselkedést talaltak
[32,33]- A problémardol olvashatunk matematikai egzaktsaggal
megirt cikket is [34].

A kényv tobbi részében a nemlinearis modellek alkalmazasi
tertleteirdl igen bdven esik szd. Ebben a cikkben ezért els6-
sorban konkrét modelleket vizsgaltunk anélkil, hogy relevan-
ciajukkal részletesen foglalkoztunk volna; A lehetséges alkal-
mazdsokra a cikk elején roviden kitértink. Nem lenne azonban
teljes a kép, ha nem tennénk emlitést egy érdekes modszerrdl.
Véletlenszer(l térbeli kdlcsbnhatasokat tartalmazé rendszer
esetén az energia sajatallapotokat,illetve a termodinamikai
egyensulyban levé allapotok egves esetekben sj”pchasztikus
iteraciok segitségével hatarozhatdéak meg. Az eljarast eredmé-
nyesen hasznaltak példaul a lokalizacid problémajara 2 és
3 dimenzidkban [35].
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1. BEVEZETES

Az itt targyaland6 jelenségeket csak megfigyelni tudjuk,
kezdeti TfTeltételeiket, valamint mas rendszerek rajuk gyakorolt
hatasat azonban nem szabhatjuk meg, s6t &altaldban nem is ismer-
Juk nagyon jol. A bels6 dinamikai okokra visszavezethet, de-
terminisztikus kadosz elméletének konyvinkben vizsgalt matemati-
kai definicidi és eredményei ezért a ténylegesen létez6 kozmi-
kus rendszerekre lényegesen kevésbé alkalmazhaték, mint a gon-
dosan preparalt laboratériumi rendszerekre. Idealizalt elméleti
modellek épitésére"viszont itt is sok lehetbség nyilik, s e mo-
dellek viselkedését a megfigyelésekkel egybevetve remélhetjlk,
hogy sikerul megragadnunk egyes geofizikai és asztrofizikai je-
lenségek lényegét. Az kétségtelen, hogy a kozmikus fizikaban
egyrészt altalanos a disszipacido és a nemlinearitas, masrészt
az egyensulytol igen tavol levé, bonyolult szerkezet( térbeli
és id6beli strukturak figyelhet6k meg, igy a kildonds attrakto-
rok kialakulasanak feltételei és jellegzetes tinetei is jelen
vannak. Hasonld tuneteket azonban kulsé behatasok is létrehoz-
hatnak, s informacionk legtdobb esetben kevés ahhoz, hogy ezt a
lehet6séget Kkizarhassuk.

Minden kozmikus rendszer bonyolult kélcsonhatasban all koér-
nyezetével . Szamunkra els6sorban az olyan rendszerek érdekesek,
amelyeknél ez a kolcsonhatas egyoldali: a vizsgalt rendszert
kivulrdl vagy csak igen kicsi, vagy egyszerld hatdsok érik, maga
a rendszer viszont kifelé viselkedhet bonyolult médon, és kor-
nyezetét erdsen is befolyasolhatja. Ilyen rendszereknél varhato,
hogy viselkedésiiket (legalabb is bizonyos szempontbol) jol le-
irhatjuk viszonylag egyszerid dinamikai modellek segitségével,

a kulvilag hatasat disszipacioként, kis perturbacidoként, ener-
giabetaplalasként és esetleg mas, egyszerli szerkezetl behata-
sokként véve figyelembe.

A k&oszhoz vezet§™ determinisztikus Ut egyértelmld bizonyité-
kait, 1gy pl. a Feigenbaum-szekvenciakat, vagy kuldnos attrak-
torok meghataroz6 szerepét még nem sikerult megfigyelni a koz-
mikus fizikaban, és az sem nyilvanval6, hogy ilyen megfigye-
lésre hol van a legnagyobb esély. Mindenesetre megprébalunk egy
rovid, kvalitat+"-v attekintést adni azokrdl a kozmikus jelensé-
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gekrél, amelyeknél ilyen megfigyelés esetleg elképzelhets, vagy
ahol legalabb a determinisztikus k&osz oldalarél valé megkdze-
lités hasznosnak bizonyulhat. Ezutan néhany, az irodalomban mar
vizsgalt geofizikai,ill. asztrofizikai ihletésli, kaotikus vi-
selkedést is mutaté modellel foglalkozunk.

2. A KOZMIKUS KAOSZ-JELENSEGEK ATTEKINTESE

A kozmiKus TFfizikaban a rendezett és kaotikus jelenségek bo-
nyolult, hierarchikus struktdraban épulnek egymasra. lgen nagy
példaul az a hullamhossztartomany, amelyben turbulencia lIéphet
fel, 1gy gyakran el6fordul, hogy a kis hullamhosszakon turbu-
lens plazma nagy méretekben regularis viselkedést mutat; a tdar-
bulencia hatasat ekkor pl. a viszkozitas és a termikus és elekt-
romos vezetdképesség megvaltozasaként vehetjuk Ffigyelembe.
Turbulens konvektiv zoénaval rendelkez6 csillagok id6ben jo ko-
zelitésben alland6 viselkedést (Fixpont) vagy szabalyos globa-
lis oszcillaciot (hatarciklus) mutathatnak. Jelentds kaotikus
sebességgel mozgd csillagokbdl és gazfelhdkbSl szép, szabalyos
spiradlkarok fejlédhetnek ki. Szigoru matematikai értelemben
ilyenkor valészinlileg mindig kaotikus allapotrél kellene be-
szélnink, modell-szinten viszont altalaban célszeri a vizsgalt
jJjelenség skalijahoz képest kis valtozasokat elhanyagolni. Az
ilyen modellek hosszutavu viselkedésének vizsgalatakor viszont
lényegessé valhat, hogy figyelembe vegyik az ilyen "bels6 zaj-
forrasok' hatasat is.

E konyv témaja elsBsorban a rend és kaosz hatarterilete, igy
nem foglalkozunk részletesen a kozmikus fizikaban eléggé elter-
jedt jol kifejlett, egyelbre csak statisztikus modellekkel meg-
kozelithetd kaosszal. A magnetohidrodinamikai turbulencia az
interplanetaris és csillagkozi térben, de valészinlleg egyes
csillagokban is jonéhany nagysagrendnyi hullamhossztartomanyban
ilyen viselkedést mutat. A kibocsatott elektromigneses sugar-
zasban és a felgyorsitott toltott részecskék energiaeloszlasa-
ban ilyenkor skalafiggetlen hatvanyspektrumok megjelenését var-
Juk, amit a tapasztalat elég jol igazol. A foldink légkdrébe
érkeze kozmikus sugarzasi részecskék energiaeloszlasa példaul
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109 és 1015 eV kozott, azaz egy hat dekados energiatartomanyban

igen jol leirhaté allanddé kitev6jid hatvanyspektrumként, s a ki-
tev6 valtozasa egy tovabbi o6t dekddos tartomanyban (1015-1020€V)

sem haladja meg a 0.5 értéket.

2.1 A fold és a bolygok

Foldunkre 1is igaz, hogy a kiviulrél jové hatasok részben egy-
szerliek (@ nap lathaté és infravorés sugarzasa, mely id6ben
alig valtozik), részben pedig kicsik a rendszeren belili kol-
csonhatasokhoz képest. Maga a fold (atmoszférijat és magneto-
szférajat is beleértve) olyan bonyolult rendszer, hogy legfel-
jebb bizonyos részrendszereinek modellezésére vallakozhatunk,
ezeknél viszont a belsd dinamika meghatarozé volta altalaban
mar kétséges. 1igy példaul az atmoszféra valtozasaiba erdsen be-
lesz6l a nagy h6kapacitasu tengerek valtozo hémérsékletelosz-
lasa, ezért az id6jaras hosszutavé elb6rejelzése tisztan meteo-
rologiai adatok alapjan meg akkor sem lenne lehetséges, ha maga
a légkér nem reagalna érzékenyen a kezdéfeltételek kis valtoza-
saira. A napbol érkez6, i1d6ben valtozé hatasok szintén befolya-
solhatjak az id6jarast, s6t magat az éghaj.latot is. A jégkor-
szakok oka példaul lehet a nap sugarzasanak néhany szazalékos
megvaltozasa, vagy mas kiuls6 hatads, de lehet a légkdor és a csa—
tolt foldi rendszerek belsé dinamikaja altal meghatarozott bi-
stabilitas, ill. kaotikus viselkedés is.

A Tfoldkéreg (vagy pontosabban a litoszféra) allapotat és igy
a foldrengések kirobbanasanak helyét és id6pontjat a fold mé-
lyebb rétegeiben végbemend mozgasok, de esetleg mas, kils6 té-
nyez6k is befolyasolhatjak. A foldrengések elbrejelzése a je-
lent6s raforditasok ellenére tavolréol sem megoldott feladat. A
szeizmikus aktivitast kivaltd fesziltségi energiak novekedési
Utemét tobb rengési zobénaban elég jol ismerjiuk, az egyes rengé-
sek kirobbanasanak helye és ideje mégis nagymértékben szto-
chasztikusnak tinik. Ha a determinisztikus k&osz-elméleten ala-
puld modellek az alapfeladatot nem is oldjak meg, a jelenség
Jjobb megértéséhez hozzajarulhatnak.

Foldink magneses tere egyrészt az er@sen turbulens napszél-
lel, masrészt a fold jol vezetd magjaval all dinamikai kapcso-
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latban. A magneses tér fenntartasaért és lassu valtozasaiért
minden bizonnyal a folyékony magban m(koédé onfenntarté magneto-
hidrodinamikai dinamé felelb6s, mig gyors, kis megvaltozasait
kbzvetve vagy kozvetleniul a napbdl eredd hatdsok okozzak. Valé-
szinli, hogy a polaritas atlagosan néhany szazezer évenként lét-
rejové atfordulasa alapvetéen belsé okokra vezethetd vissza, de
elképzelhet6, hogy a valtozasok id6épontja érzékenyen flgg a
kuls6 hatasoktol is.

A toébbi bolygodkra vonatkozé ismereteink az elmdlt hdsz évben
rohamosan gyarapodtak, 1gy ma mar komoly tudomanyagnak tekint-
heté az Osszehasonlitdé planetoldgia. Kulondésen az id6jaras és
a magneses tér gyors megvaltozasai figyelhet6k meg; sajnos a

hosszUtavu viselkedés oOsszehasonlitidsara még kozvetett adatok
is alig vannak.

2.2 A nap és a csillagok

A nap olyan bonyolult belsé dinamikdju rendszer, amelyet Ki-
viulrél jové hatasok alig befolyasolnak. A magban termelt fazids
energia vezetés Otjan, majd a kiulsé rétegekben konvekcid utjan
jut el a fotoszféraba, ahol nagyrészt lathaté fény alakjaban
kisugarzédik. A jo elektromos vezet§, turbulens konvektiv zéna-
ban magnetohidrodinamikai dinamé mikédik, és az itt generalt
magneses tér iranya mintegy 11 évenként ellenkezfjére valtozik.
Az igy létrejovd 22 éves, nem szigoruan periodikus magneses
ciklus hosszabb idén at figyelve jelentds valtozasokat mutat,
s6t ugy tinik, néha szinte teljesen szinetel. A nap felsziné-
nek, kromoszférajanak és koronajanak bonyolult viselkedését
(aktivitasat) els6sorban a magneses terek okozzak, ezért a 22
éves ciklus az aktivitas legkulonb6zébb jellemz6iben kimutatha-
t6. Egyel6re nem tudjuk, hogy a dinamé miikddésének szabalytalan
jellegét bels6 dinamikdja, vagy a nap belsejében végbemend mas,
idében valtoz6o folyamatokkal valé kapcsolata okozza-e.

A nap felszinén fellépd er6s magneses terek a nap méretéhez
képest kicsi és elég stabil, kornyezetuktdl csak gyengén TFiggd
struktirdkat alakitanak ki (magneses er6vonal-kotegek és nap-
foltok) . A kromoszféra és korona viszonylag hosszuéletii aktiv
tartomanyai is legtobbszér napfoltcsoportok felett jonnek lét-
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re. Az ezekben tarolt hatalmas magneses energia jelent8s része
valamilyen, részleteiben még nem ismert instabilitas folytan
percek alatt képes felszabadulni (Fflerek). A flerek a foldi ra-
didbsszekottetésekre is nagy hatassal vannak, ezért elbrejelzé-
sikre nagy er6feszitések torténtek, de egyeldére nem sok siker-
rel. Lehet, hogy a bels6 dinamika kaotikus tulajdonsagai e je-
lenségeknél is fontos szerepet jatszanak.

A csillagokrol l1ényegesen kevésbé részletes informacidink
vannak, mint a naprol. A naphoz hasonlé fésorozatbeli csillagok
magneses eredetl(i aktivitasa tul kicsi ahhoz, hogy ilyen mesz-
szir6l észlelni tudjuk. Vannak viszont csillagok, melyek fler-
-tevékenysége, magneses tere vagy globalis oszcilléacidi olyan
nagyok, hogy észlelésik a tavolsag ellenére sem nehéz. A szaba-
lyos és kaotikusnak t(in6 valtozasok érdekes keverékérdél tanis-
kodnak a pulzarokb6l vagy az egymastél igen kis tavolsagban ke-
ringd kettds csillagokb6l hozzank érkezé elektromagneses hul-
lamok .

2.3 A naprendszer

A naprendszer égimechanikai szempontbél a nap, a bolygok és
holdjaik, gy(r(ik, valamint a kisbolygék, a meteorok és Ustokd-
sok egylttese. A rendszer mozgasat jo kozelitésben a nap és a
nagyobb bolygdok gravitacids tere hatarozza meg; a tobbi, Kkisebb
tomegli testet tomeg nélkiuli probatestnek tekinthetjuk. A kiviul-
rél (kozeli csillagokbol) ered6 gravitacidés hatasok csak egyes
tavol kering6 Ustokosok palyajat tudjak lényegesen befolyasol-
ni. Az ar-apaly jelenségek miatti disszipaciot és az égitestek
véges méretéb6l adoddé mas hatasokat elhanyagolva konzervativ
pontrendszerre jutunk, melynek hosszitavu viselkedése igen bo-
nyolult médon fiigg a kezdeti feltételekt6l (KAM-elmélet). Erde-
kesnek tinik az a kérdés, hogy az elhanyagolt kis hatasokat
visszatéve lényegesen megvaltozik-e a rendszer hossziutavu vi-
selkedése .

Plazmafizikai szempontb6l a nap mintegy 50-100 asztrondémiai
egység sugaru kornyezetét (Helioszféra, solar cavity) a napbol
kiindulé turbulens napszél uralja. A napszél olyan hig, hogy az
""égimechanikai naprendszer'™ nagyobb tdmegeinek mozgasat igen
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kis mértékben befolyasolja. Forditott iranyban a hatas jelent6-
sebb, els@sorban a nap és a bolygék magneses tere miatt: a for-
g6 napbdl kifelé fujo, jol vezetd napszél a napegyenlitd sikja
kozelében spiral alakd magneses szerkezetet hoz létre, amelyben
a bolygokkal egyutt kering6 magnetoszférdk a nappal ellentétes
iranyban igen elnydjtott, instabil csévaval rendelkeznek. A
szuperszonikus, ill. szuperalfvenikus napszél megakadalyozza,
hogy a kérnyez6 csillagkdozi térb6l magnetohidrodinamikai hata-
sok érjék a bels6 naprendszert.

Kaotikusnak tind j.elenségek mind a mechanikai, mind a plaz-
mafizikai naprendszerben béven talalhatdk, de hasznos modellek

konstrualasara csak igen nagy elhanyagolasok és egyszerilsitések

aran van remény. Legreményteljesebbnek a Szaturnusz-gyirik
ujonnan felfedezett, rendkivil gazdag strukturijanak elemzése
és - legalabb részeinek - modellezése latszik.

2.4 Galaxisunk és mas galaxisok

Galaxisunk, a Tejutrendszer is o6nalld, kornyezetével valéd-
szinlleg csak gyengén kdlcsonhatd rendszer. A mechanikai és
plazmafizikai részrendszerek egymashoz vald viszonya altalaban
hasonl6, mint a naprendszerben, talan azzal a legfontosabb ki-
16nbséggel, hogy a gazok tdmegaranya itt lényegesen nagyobb, és
a slribb gazfelh6kben végbemend csillagkeletkezés biztositja az
anyag allandé korforgasat. A gazfelhdk "csillagokra darabolédasa™
erBsen instabil folyamat, amely esetleg a kaosz-elmélet szempont-
Jabol is érdekes lehet; csillagaszati szempontbdél mindenesetre
igen hasznos lenne a létrejové csillagok tomeg-spektrumanak a
felh6 fTizikai tulajdonsagaibdl valo levezetése. Egy masik sokat
vitatott kérdés, amelynek megoldasdban esetleg a kaosz-elmélet
is segithet, a spiralkarok eredete és id6beli fejlédése. Egyes
megfigyelések arra utalnak, hogy galaxisunk magja tobb tizmillio
évenként bekovetkez8 nagy robbanasok szinhelye - kdnnyen lehet,
hogy itt is valamilyen kaotikus jelenséggel van dolgunk.

Nincs kielégitd elmélet, amely a galaxis magneses terének
eredetét és konfiguracigjat jol leirna; valdszinld, hogy a fold-
hdéz és naphoz hasonléan itt is kaotikus tulajdonsagokat is mu-
taté ongerjesztd dinamérol van szd. A toltott kozmikus sugar-
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zasi részecskék - az extrém nagy energiajuak kivételével - a
magneses erdvonalak mentén terjednek, igy mozgasuk leirasahoz
szikséges az erdvonal-rendszer geometriajanak ismerete. Kiuldno-
sen érdekes az a kérdés, hogy az adott helyen egymashoz koézel
lev6 erdvonalak tavolsaga hogyan valtozik az erévonalak mentén
mért elmozdulas flggvényében. A jol vezetd intersztelléaris ko-
zegben ez a valtozas - legalédbb is kezdetben - exponencialis,
kés6bb azonban lelassulhat. AZ ilyen er6vonalrendszerek sok
szempontbd6l hasonld viselkedést mutathatnak, mint a kaotikus
dinamikai rendszerek fazistérbeli palyai, és mint turbulens fo-
lyadékok aramvonalai.

A galaxisok alapvet6en harom tipusba sorcjhatok: a miénkhez
hasonl6 spiral-galaxisokéba, valamint az elliptikus és irregu-
laris galaxisokéba. Erdekes, hogy tobb kézeli galaxis spiral-
-karjainak és magneses terének szerkezetét jobban ismerjik,
mint a Tejltrendszerét. Ennek oka a bels6 néz6pont kedvezdétlen
volta és a galaxisunk sikja koézelében felhalmozédott por és gaz
megfigyeléseinket gatlé hatasa. Sok galaxis a Tejutrendszernél
lényegesen nagyobb magneses aktivitast mutat; ilyenek példaul
az igen érdekes térbeli strukturat mutatd radidgalaxisok, vala-
mint a kvazarok. Ezek modellezésére mar sok kisérlet tortént,
de altalanosan elfogadott "standard modell™ még nincs. Valoszi-
nd, hogy e nagy aktivitads csak bizonyos ideig tart, és sok ga-
laxis - talan élete folyaman tobbszor is - atmegy ilyen faziso-
kon .

2.5 A galaxisnal nagyobb struktdrak

A szamunkra elvileg hozzaférhet6, Hubble-sugaron belili
Univerzumban mintegy 1010 galaxis van. Ezek nagy tobbsége hal-
mazokba, a halmazok pedig szuperhalmazokba rendez6dnek. A ga-
laxisok megfigyelt térbeli korrelaciés flggvénye elég nagy tar-
tomanyban j6 kozelitésben hatvanyfiggvény, é- igy skalafigget-
len. E jelenlegi korreléaciés flggvény egyiutt tartalmazza a
big bang korai szakaszaban meglévé (vagy létrejov6) kis siri-

ségfluktuacidk spektrumat, és a kulonbozé skalaju Fluktuaciok

id6beli fejl6dését. Amikor a silriség fluktuacidoi magaval a s(-
riséggel oOsszehasonlithatova valnak, a fluktuaciok novekedésé-
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nek leirasaban lényegessé valnak a nemlinearis tagok. A jelen-
ség megértésére sok szamolégépes szimulacidt végeztek, de sok
még a nyitott kérdés. A létrejovs siriibb tartomanyok belsd di-
namikai id6skaldja nem tekinthetd kicsinek az Univerzum korahoz
képest, uUgy hogy a kaosz-elmélet jelenlegi, végtelen hosszu
id6re vonatkozo kijelentései valdszinlileg nem alkalmazhatok
kozvetlenul.

A taguld Univerzum standard elméletének két fontos kovetkez-
ményét érdemes még itt megemliteni. Egyik, hogy az univerzalis
tagulasbol kiszakadt, kozel allandd méretli, de a termodinamikai
egyensulytél tavol 1év6 rendszerek (mint a bolygdk, csillagok
és galaxisok) szamara a tagulas 'feneketlen tartalyt” biztosit,
amely a Kkibocsatott sugarzast, gazokat és magneses fTluxust
képes "elnyelni', vagyis biztositja, hogy rendszereinket Kkiviul-
r6l ne érje tul nagy hatas, s igy érvényre juthasson belsdé di-
namikdjuk. Masik, hogy egyre Ujabb és Ujabb rendszerek kerilnek
a tagulas soran az adott rendszer horizontjan belilre, s ezzel,
ha kis mértékben is, a kordbban latott "vilagon™ kivilrdél jové,
elvileg megjoésolhatatlan perturbaciok jelennek meg. A jov6é pon-
tos elbrejelzését a kvantummechanikai, informacidelméleti és
kadosz-elméleti okok mellett e hatas is lehetetlenné teszi.

3. NAGY FOLDRENGESEK KIROBBANASANAK KAOSZ-MODELLJE

Foldunk viszonylag merev, de toredezett fels6 rétege, az at-
lagosan 100 km vastag litoszféra allandd mozgasban van. Az
alatta 1év6 képlékenyebb asztenoszféra aramlatai jégtablakként
mozgatjak a merev litoszféralemezeket, s ezek egymasratorlddasa
illetve O6sszenyomédasa soran igen nagy fesziltségi energiak ke-
letkeznek. A fesziltségek egy része csak plasztikus alakvalto-
zasokat okoz, mas része viszont kilénb6z6 magnitudéju foldren-
gések kirobbanasadhoz vezet. A szeizmikus aktivitas elsf6sorban
a lemezek hataran l1évé torésvonalak (vagy vetdk) kozelében
nagy. Egy nagy aktiv vetdé mentén jonéhany, harantiranyban to6-
résvonalakkal elvalasztott merev tabla lehet, amelyek hirtelen
elmozdulasa foldrengést okoz. A kisebb rengések a felhalmozé6-
dott fesziltségi energianak még lokalisan is csak kis részét
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szabaditjak fel; ezek leirasara teljesen kielégitének tlinnek a
valészinlségi modellek. A nagyobb rengések viszont a helyileg
felhalmozott energia nagy részét felszabadithatjak, emiatt
ugyanannak a tablanak a megcslszasa egy ilyen rengés utan hosz-
szabb ideig nem kovetkezhet be. Egy nagy rengés jelent6s hatéast
fejthet ki az illet§ vetd mentén elhelyezkedd tobbi tabla ener-
giajara ill. '"gerjesztési fokara™ is, s6t az energia kés6bbi
felhalmozdédasi sebességét is csokkentheti (vagy pontosabban: a
veté fellazitasaval novelheti a kivulrél allandé rataval bevitt
energia spontan kistlési sebességét).

Az adott vetd mentén bekdvetkezd nagy rengések térbeli és
id6beli eloszlasat befolyasolhatjak kils6 perturbacidk és a
tablak jellemz6inek heterogenitasa is. K. Ito [1] japan kutato
- els6sorban a kadosz-elmélet és a neuronrendszerek vizsgalati
eredményei alapjan - megprobalt a vetére véletlenszerd kilsé
hatasok és heterogenitas nélkili modelleket szerkeszteni. EIs6
modelljében elhanyagolta a rengéseknek a kés6bbi energiafelhal-
mozasi ratara gyakorolt hatasat (masodfaju hatas), s csupan az
els6faju, kozvetlen energiavaltozasra vezetd6 hatast hagyta meg.
Tegyuk fel, hogy az energia egy bizonyos, minden tédblara azo-
nosnak felvett kiUszobértéket az i-edik tdbladban ér el elbszor.
Az itt kirobbané rengés a kozeli tablak energiajat adott médon
noveli, a tavoliakét (adott tavolsagig) csokkenti, ezen tul pe-
dig hatdsa elhanyagolhaté. Az i-edik tabla energidja zérusra
csokken. Az i1gy megvaltoztatott energiaértékek kozul egyesek
elérhetik vagy meghaladhatjak a kiszobértéket; ebben az eset-
ben ezek a tablak is rengenek és elvesztik energiajukat, az
adott szeizmikus esemény soran nem rengett tablak energiaja
pedig a tavolsagtol fiuggd értékkel n6é vagy csokken (megjegyez-
zik, hogy a modellezett vetét Ito zart gorbének tekinti). Ezt
az eljarast mindaddig folytatja, mig a "lancreakcidé” le nem
all. Ezutan az alland6 energiabetaplalas hatasara ismét mindegyik
tabla energiaja egyenletesen, azonos rataval nd, mig egy Ujabb
tabla el nem éri a kritikus értéket és el nem kezdi az Ujabb
rengéssorozatot. Ito 100 fenti mdédon csatolt tabla viselkedé-
sét szimulalta kulonbdz6 kolcsbnhatasi paraméterekre, és sok
esetben a megfigyelésekhez hasonldé kaotikus, nem periodikus
térbeli és id6beli viselkedést talalt. Er8s pozitiv csatoléas

553



esetén, mint varhaté, a rendszer bizonyos tranziens utan cikli-
kus, mindig egylutt rengd viselkedést mutat.

A rendszer viselkedése a tabladk szamatol is figg. Két tabla
esetén a fenti feltevésekkel bizonyos tranziens utan mindig cik-
likus viselkedésre jutunk. A helyzet analég a Rossler altal
targyalt csatolt kémiai oszcillatorok viselkedéséhez [2]: itt
is igaz, hogy a periodikus viselkedést mutatdé részrendszerek
nemlinedris, negativ csatoldsa vezet a nagy rendszer kaotikus
viselkedésére. Erdekesebbé valhat azonban a két tablabol allé
rendszer is, ha a rengések masodfaju hatasat is figyelembe
vesszik, vagyis feltesszik, hogy az egyik tabla rengése utan a
masikban az energiafelhalmozédas rataja a ""normalis" 1 értéknél
kisebb lesz. Ha az i-edik (i=1,2) tabla energiaja elérte az 1
értéket, ott rengés megy végbe, amely a masik (j-edik) tabla
energiajat adott d értékkel csokkenti, és ettd8l kezdve energia-
Janak novekedési rataja r<l1 lesz. Ugyanakkor az i-edik tabla
energiaja 0 -lesz, majd 1 rataval néni kezd. A legkdzelebbi ren-
gés abban a tablaban lesz, amelyik elébb éri el az 1 értéket
(ez az i-edik, ha a j-edik energiaja a rengés pillanataban <1-r
volt, ellenkez6 esetben a j-edik). A rendszer torténetét leir-
hatjuk az xn diszkrét sorozattal, ahol xn koézvetlenul egy ren-
gést kovetben a '"'masik’™ tabla energiaja. E sorozat ismeretében
akadr a rengések kovetési idejét, akar az energiak mindenkori
értékét konnyen kiszamithatjuk. Az xn sorozat rekurzidja a fen-
tiek alapjan a kovetkezd:

« 1= T—d + r + Xn' ha Xn <1l -r,.

i—d + @fxn)/r, hax _>1 - r.

n

A rekurziés diagram (d
3.1 abran lathato.

E rekurzids diagram emlékeztet a logisztikus egyenletnél
megismertre, itt azonban a maximum koérnyékén a viselkedés nem
kvadratikus, hanem linearis (haztet6 tipusi). A fuggvénynek a
45°-0s egyenessel vald metszéspontja instabil fixpont, mivel
itt a fuggvény iranytangense -1/r, ami feltevéseink szerint ab-
szolut értékben egynél nagyobb. Mint elég koénnyen lathaté [3],
a viselkedés kaotikus, eltekintve végtelen sok taszitd

0,1, r = 2/3 paraméterértékekre) a
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3.1 &bra. Két csatolt szeizmikus tabla viselkedését
leiré "haztet6-tipusu" rekurzids diagram (részleteket
lasd a sztvegben)

hatarciklustol. Az &abran szaggatottan berajzolt tortvonal alta-
laban nemperiodikus, s csak specialis kezd6feltételek mellett
vezet valahany rengés utan onmagaba zardddé ciklusra. Kozeli
kezd6feltételek esetén az értékek tavolsaga n-nel exponen-
ciadlisan n6, i1gy a rendszer a kezd6feltételekre igen érzékenyen
reagal, s ezért az e mechanizmust kdvetd rengésekre hosszutavu
prognézis nem adhat6é, roévidtavu viszont igen.

Mind6ssze két csatolt tablat tartalmaz6é, s a kdrnyezettdl
csak elhanyagolhaté mértékben figg6 veté a valdésagban valészi-
niileg nem talalhatd, 1gy e modell legfeljebb illusztracidra al-
kalmas. Tobb tablat tartalmaz6 vet6knél fontos lenne a nagy
rengések hosszu sorozatanak behatd vizsgalata ahhoz, hogy a
bels6 dinamika dontd szerepét esetleg igazolni lehessen; a
nagy rengések viszont olyan hosszU id6kozénként fordulnak elé,
hogy erre kevés a kilatés.
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4. KOZMIKUS DINAMOK

A hétkdznapi életben f6leg ferromagneses anyagok és aramot
vezetd huzalok kozelében talalkozunk magneses terekkel. Illyen
anyagokbol épul fel a mechanikai energiat magnesessé atalakito
legegyszer(ibb szerkezet, az egypd6lusu dinamé is (4.1 é&bra).

4.1 abra. Egyp6lust dinam6é mikodési elve. A kezdetben
BO kuls6 térben forgd korongban a) toltésmegosztas
Jjon létre; b) a korong peremét a tengellyel a forgas-
iranynak megfelel6en korbefutd, kefékkel ellatott, a
forgasban részt nem vevé huzallal Osszekdtve abban
olyan 1 aram indul, amely a kezdeti magneses teret
erdsiti [4]

Figyeljuk meg, hogy e dinamé ugyanilyen iranyt forgas mellett
ellenkezd iranylu kezdeti teret is erdsiteni tudna, ha viszont a
forgasiranyt vagy a huzal korultekerési iranyat forditanank

meg (de nem mindkettdt), semmilyen teret sem effsitene. Ha a
forgatast adott forgatényomatékkal végezzik, a magneses tér
csak addig néhet, mig e forgatdényomatékot a korongot fékezd,

i x B-vel aranyos elektromagneses forgatényomaték nem kompen-
zalja. A tarcsa joO vezet6 és ferromagneses anyagbol kell hogy

késziljon, mivel maskulonben a laboratériumban elérheténél na-
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gyobb korongokra illetve fordulatszamokra lenne szikség Bq je-
lentés megnoveléséhez.

A kozmikus fizikaban jol vezet6 kozegekkel, igy ionizalt
plazmakkal, illetve a fold belsejében olvadt fémekkel gyakran
talalkozunk, huzal-szer(l képz6dmények és ferromagneses anyagok
viszont altaldban nem fordulnak el (a foldkéregben ugyan van-
nak ferromagneses asvanyok is, a hémérséklet azonban 20-25 km-
nél nagyobb mélységben ezek Curie-pontja felett van). A kozmi-
kus magneses terek eredetét igy nem egyszer(i megérteni a labo-
ratoriumi dinamék mikddése alapjan; olyan nagy Kiterjedésid, jol
vezet§, bonyolult mozgasu kozeget, mint amilyet pl. a fold bel-
sejében is feltételezink, laboratériumban nem valésithatunk
meg. Tovabb bonyolitja a helyzetet, hogy a magneses terek fenn-
tartdsahoz sok esetben nincs feltétlenul szikség aktiv regene-
raciora, mivel pl. sok csillag magneses terének "bomlasi ideje"
6sszehasonlithatdé lehet az Univerzum koraval {a bizonytalan
megfogalmazast az indokolja, hogy a plazma elektromos vezetékeé-
pességét erdsen befolyasolja a kozeg turbulenciaja, amirél ke-
veset tudunk).

A fold és a nap magneses terének bonyolult, de mégis sok
szabalyszer(iséget mutatd viselkedése feltétlenil érdekes bels
dinamikat sejtet. Ha a foldben nem mikddne o6ngerjesztd dinamd,
magneses tere mintegy 3*10" éves bomlasi id6vel tinne el [5],
ami ellentétben all a paleomagneses megfigyelésekkel. Az elmé-
leti modellek szerint mindkét égitest belsejében végbemennek
olyan folyadékaramlasok, amelyek fenntarthatjak a magneses te-
reket, a tényleges dinamé-mechanizmusrél azonban egyel6re keve-
set tudunk. Mindenesetre az egypOlusi dinamohoz hasonldan itt
is igaz, hogy ha a mechanikai mozgasok egy adott magneses kon-
figuraciot fenn tudnak tartani, ugy annak ellentettjét
(B @& -B) is éppigy fenntarthatjadk. A vezetd kozegben folyd
elektromos aramok ekkor szintén az el8bbivel ellentétesek lesz-
nek, a folyadékra visszahaté Lorentz-er6k pedig nem valtoznak,
igy ha akar kils6 hatasra, akar a rendszer belsd dinamikaja
miatt az egyébként elég stabil viselkedést mutatd tér atfordul,
a kovetkez6 hasonld atfordulasig a dinamé az el6z6h6z minden
szempontbdol hasonldéan, de forditott polaritassal fog mikodni.
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4.1 Magnetohidrodinamikai dinamé-modellek

A kozmikus dinamok mikoédését legjobban numerikus modellek
segitségével lehet tanulmanyozni. A probléma bonyolultsaga miatt
legtobben nem foglalkoztak a magneses térnek a folyadékra valo
visszahatasaval, hanem csak az un. kinematikai feladatot vizs-
galtdk. Ennél a sebességet, mint a.hely flggvényét eldbirjuk,
és azt vizsgaljuk, hogy a vezetd folyadék képes-e a magneses
tér valamilyen médusat fenntartani vagy allanddéan erfsiteni.
Egyszer( szimmetriaju, pl. tengelyszimmetrikus aramlas nem
tarthat fenn magneses teret, igy a szamolasok elég bonyolultak.
Az 50-es évek vége oOta tudjuk, hogy valdéban vannak olyan megol-
dasok, amelyek a magneses teret kils6 forras nélkil, kizardlag
egy szigeteld kozegbe agyazott, véges kiterjedésl vezetd folya-
dék aramlasa révén tartjak fenn. A magneses téren ataramlé fo-
lyadékban ekkor olyan elektromotoros erd indukalodik, amely al-
tal keltett aram pont fenntartja (vagy erd8siti) a kiindulasi
magneses teret [4,5,6]. Vannak emellett id6ben periodikusan
valtoz6 (oszcillald) magneses teret fenntartd, ill. erdsitd
stacionarius &ramléasok is.

A kinematikai dinamo-feladat linearis differencialegyenlet-
-rendszerre vezet. A zart térrészben (pl. gombben) eldirt, id6-
flggetlen sebességtér ezért nem tarthat fenn kaotikusan visel-
ked6 magneses teret. Tegyuk fel ugyanis, hogy az u(r) sebesség-
tér éppen fenn tud tartani valamilyen meghatarozott konfigura-
cidju, de hatarozatlan er6sségid S(r) magneses teret (vagy cik-
lust) , és vizsgaljuk a Au(r) alakd aramlasok hatasat (A kont-
rol- paraméter). Ha A< 1, a magneses tér exponencialisan elbom-
lik. Ha A kissé nagyobb egynél, S(r) id6ben exponencialisan no-
vekv6é faktorral szorzodik, a toébbi moédusok viszont még szubkri-
tikusak és igy elbomlanak. Novekvé A~ra egyre tobb modus valik
szuper-kritikussa, de kaotikus valtozas nem jelenik meg.

Figyelembe vehetd6 kozelitd moédon az aramld folyadék sebessé-
gének turbulens komponense is. Ha e komponens nem tikérszim-
metrikus (pl. forgd égitestekben fellépd Coriolis-erd hatasa-
ra) , akkor jol elé6segitheti magneses terek regeneralasat még
akkor is, amikor a nem turbulens komponens szimmetriatulajdon-
sagai miatt egyediul nem tarthatna fenn dinamét [7]. A kétféle
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komponens szétvalasztasa sokszor el6nyds a dinamék numerikus
vizsgalatanal, mivel ekkor a regularis (vagy atlagos) folyadék-
aramlas egyszerinek tételezhet6 fel, és sokszor az atlagos mag-
neses térre is egyszerd konfiguraciodt kapunk.

A magneses terek visszahatasat valamilyen kozelitésben fi-
gyelembe véve nemlinearis feladatra jutunk. Ennek megoldasa mu-
tathat fixpont-jellegl viselkedést (adott erdsségi és konfigu-
racioju magneses tér), de vezethet hatarciklusra vagy kaotikus
viselkedésre is. A teljes csatolt magnetohidrodinamikai egyen-
letrendszert eddig még egyszer(i esetekre sem sikerult megoldani.

4.2 A Rikitake-dinamé

A fold magneses terének polusvaltasait kvalitatlve megérthet-
Juk egy a fentieknél sokkal egyszeribb modell, a Rikitake-di-
nam6é (6,8-14] segitségével. E modell nem torekszik arra, hogy a
fold magjanak.geometriai és aramlasi viszonyait szimulalja,
csupan azt mutatja meg, hogy a magneses tér iranyanak kaotikus
megvaltozasait mar egy igen egyszeril, két csatolt forgé korong-
bol allé rendszer is produkalni képes.

4.2 abra. A Rikitake-dinamé
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Egyszer(liség kedvéért tegyuk fel, hogy a két korongot egyenld
G forgatonyomatékokkal forgatjuk; a drothurkok R ellenallasa,
az L onindukcids egylutthatd és a korongok C tehetetlenségi nyo-
matéka szintén legyen egyenlé. A koélcsbnds indukcids egylttha-
tot M-mel, a hurkokban folyé aramokat 1~ , 1.,-vel, a szbgsebes-
ségeket i—, n2-vel jelodlve a kovetkezd mozgasegyenletekre ju-
tunk :

LI1L+RI1=M 12,
Li2+RI12=MfR I,
c 01 = G- MI1lI12,
Cn2 = G- MI1lI2.
Mivel -f2 =0, N. - 2 4alland6, és a rendszer fazistere 3-

dimenzids. Az egyenleteket megfeleld skalavalasztassal dimen-
ziotlanitva a kodvetkez6t kapjuk:

X1 + yX1 =Y X2,

X2 + yX2 (Y-A) Xr

Y 1 -XIX2.

A rendszer fixpontjait (vagy stacionarius allapotait) az

X1 = X2 =Y = 0 feltételb8l meghatarozva a kovetkez6 két megol-
dast kapjuk:

X1 = 2{[A + (A2+4u2)1/2]/2p}1/2,
X2 = 1/XV
Y = UX2.

A stabilitasi vizsgalatot elvégezve azt kapjuk, hogy az A ¥ O,
p ® 0 esetben mindkét fixpont taszitdé. A rendszer viselkedése
altaldban kaotikus és sok szempontbdél emlékeztet a Lorenz-

—attraktoréra, de a Lorenz-rendszer harmadik fixpontja itt az
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Y-iranya végtelenben van [14]. A fazistérbeli pontot egy, a
fixponton atmend felilet vonzza, ezen belul viszont maga a fix-
pont taszitja; a felulet mentén a pont a masik fixpont vonzd
feliletének kornyezetébe jut, majd attol fuggd id6é maltan, hogy
milyen kozel kerilt e fixponthoz, ismét visszatér az el6bbi fe-
lilethez .

Megjegyezzik, hogy mivel a két korong szdgsebessége itt e—
gyitt valtozik B A allandd), a kaotikus energiaatadas nem
n korong, hanem a mechanikai mozgas és a magneses tér ko-
z6tt megy végbe. A tavoli magneses teret is meghatarozo

1 =11+ 12 4aram jellegzetes idb6beli valtozasat a 4.3 &bra mu-
tatja [13];

4.3 abra. A Rikitake-dinamé aramanak jellegzetes vi-
selkedése

A mechanikai energia l-vel ellentétes fazisban valtozik, és so-
hasem csokken O-ra: a korongokat mindig ugyanabban az iranyban
forgatjuk. Az aramok (és a magneses tér) elGjelvaltasanak koz-
vetlen oka Inglis [12] szerint az 11 és 12 aramok kozotti fa-

ziseltol6das megndvekedése.
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4.3 A fold és a nap magneses tere

A fold magneses potencialjanak gombfiggvények szerinti ki-
fejtését a 10-edrendld tagokig elég jol ismerjuk, s6t az ala-
csonyabbrend(i tagoknal a valtozas sebessége is elég pontosan
ismert [15]. E gombfiggvények egyltthatéit valdszinlileg csak
gyengén befolyasoljak a foldkéreg osszetételébdl adodo, altala-
ban kisebb tartomanyokra kiterjed6 magneses anomalidk és az
inoszférabdol és plazmaszférab6l szarmazd, id6ben sokkal gyor-
sabban valtoz6 hatasok. A foldfelszinen az alapvet6 jarulékot a
dipélkomponens adja (a dipolnyomaték 8*1025 gauss cm3), amely
jelenleg csokken6ben van; hasonlé Utemd tartds csotkkenés esetén
mintegy 1500 éven belul "elfogyhatna™ e komponens. Még gyorsabb
relativ valtozas figyelhet6 meg sok multipél-komponensnél . E-
mellett a fold forgastengelyével 11°-ot bezaré magneses dipol-
-tengely foldfelszini doféspontjai mar tobb évszazad O6ta szisz-
tematikusan nyugatra toldédnak (évente 0.18°), s a multipol-tér
még gyorsabb altalanos nyugatra-tolédast mutat. E valtozasok a
foldkéreg mozgasaihoz képest rendkivil gyorsak, s csak a fold
mintegy 3500 km sugaru, a legbels6 résztél eltekintve folyé-
kony magjanak tulajdonithatck.

Egyes archeoldgiai leletek (pl. égetett téglak) megdrizték a
lehdlésikkor befagyott magneses teret, igy mintegy 10000 évre
visszamen6en nyomon kovethetjik a magneses tér valtozasait
(4.4 abra).

4.4 &dbra. Archeo-magneses indikaciék a fold magneses
momentumanak valtozasaira. A 4000 évnél régebbi ada-
tok kuldnésen bizonytalanok
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E megfigyelések 8-10000 éves periodikus valtozasra utalnak
[13]-

Lényegesen hosszabb id6tartamra terjednek ki a paleomagneses
megfigyelések.Az Oceanok kozepe tajan lévl,szétnyild torésvona-
lak mentén 0j litoszféra keletkezik, s a lehlil6 k&zetekbe fa-
gyott magneses tér sok millid éven at tobbé-kevésbé pontosan
nyomon kovethetd a torésvonal mindkét oldalan. A szétnyilas se-
bessége a magneses tér valtozasainak idbpontjara és idétartama-
ra nézve is ad informacidt. E mérésekb8l az alapvetd konkluzid
az, hogy a 10000 év koruli periddusu oszcillacidok mellett sza-
balytalan, atlagosan néhany szazezer éves id6tartamonként a
magneses tér iranya megfordul. A 4.5 abran bemutatjuk az utébbi
5-10 év polaritasvaltasait, a magneses tér er@sségének feltin-
tetése nélkul [13]:

4.5 abra. Magneses polaritas-valtasok az elmalt 5 millio
évben. Normalis polaritasnak a jelenlegivel (1=0) egye-
z6t nevezzuk

A viszonylag jol hozzaférhet6 utolsé 76 millio év alatt 171 po-
laritasvaltast észleltek 1.13], az alland6é polaritasu interval-
lumok hossza 3*104 és 3—106
hogy sok roévidebb id&tartamot nem sikerilt észrevenni. EM, -alatt
az id6szak alatt a kétféle polaritas kb. szimmetrikusan visel-
kedett, de korabban, a foldtorténet okoranak végén olyan id6-
szakra is van indikaci6, amikor a polaritas mintegy 60 millid
évig forditott, vagy legalabb tulnyoméan forditott iranyu volt.
Ez a bonyolult viselkedés nyilvanvaléan nem magyarazhatdé meg
minden részletében a Rikitake-dinamé kaotikus tulajdonséagaival.
Maga a kisebb id&6tartamokban kozel periodikus viselkedés és a

év kozott ingadozik. Valészind,
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hosszabb,véletlenszer(i 1d6k6zokben bekdvetkez6 polusvaltas vi-
szont nagyon emlékeztet a 4.3 &brara. Ma még nem tudjuk, hogy
az analogia mennyire mély. Lehet, hogy a fold magjaban létrejo-
v6 és a vezetl6 kozeg aramlasa altal fenntartott elektromos &ara-
mok idénként elromld fazisviszonyai vezetnek a magneses tér
részleges Osszeomlédsara és a dipdél-komponens atfordulasara, mint
a Rikitake-dinaménal, de az is lehet, hogy ttbb, egymassal csak
gyengén 0Osszefiggd, id6ben valtozo dinamd mikoédik, és mikor
egyik leall, Ujraéledésekor a sajat helyén a tobbiek altal kel-
tett magneses teret kezdi erfsiteni [14]. A jelenség részletes
megértése még valoszinlileg sokaig varat magara.

Nem tlnik egyszeribbnek a nap magneses viselkedése sem. A
polaritasvaltas itt sokkal szabalyosabban, mintegy 11 évenként
kovetkezik be, de minden ciklus kissé mas, és a naptevékenység
erbsségét jellemzd "napfoltszam" 80-100 éves ciklikus viselke-
dést is mutat (4.6 &bra).

4.6 abra. A napfoltszam id6beli valtozéasai [16]

Erés indikaci6é van arra, hogy a nap hosszab tavon még kao-
tikusabb viselkedést is tud mutatni. igy az 1600-as évek kdze-
pétél az 1700-as évek elejéig a nap magneses tevékenysége va-
16szinldleg szinte teljesen szinetelt (Maunder-minimum), nap-
foltok megfigyelésérél alig torténik emlités (pedig ekkor élt
Newton). Arra is vannak adatok, hogy a kozmikus sugarzas ebben
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az id6szakban jobban be tudott hatolni a fold palyajaig a fel-
tehetbéen kevésbé turbulens interplanetaris magneses téren ke-
resztil. A nap dinaméjanak miikddésében valdszinldleg nagy szere-
pe van a felszin alatti turbulens zbénanak, de a részletek meg-
értéséhez még itt is sok megfigyelésre van szikség.

5. A SZATURNUSZ GYURUI

A Voyager 1 és 2 (rszondak megsokszoroztdk ismereteinket a
Szaturnusz gy(Grdirél [17-21] . Ha a bolygotél a gylri sikjaban
kifelé haladunk, igen gazdag struktdrat talalunk, s e struktira
annal gazdagabbnak t(inik, minél jobbak megfigyeléseink: ma mar
nem néhany, hanem néhany szazezer gylrirél beszélhetink, de az
is lehet, hogy a '"gylridk™ egy részét inkdbb szorosan feltekert
spiralhoz hasonlithatjuk. Mivel a megfigyelések igen Ujak, az
elméleti feldolgozads még nem teljes. Itt csupan fel szeretném
hivni a Ffigyelmet erre az érdekes jelenségre, s a kaosz-elmé-
lettel valo esetleges kapcsolatara.

Egyik lehetséges kapcsolatra Avron és Simon [19] mutatott
ra. A gydr(t alkoté részecskéket egymassal nem kélcsdnhatod
prébatestnek tekintve és a palyak kis perturbacidkra valo sta-
bilitadsat vizsgalva idéfuggetlen Schrodinger—egyenlet sajatér—
tékproblémajara jutnak. A kvantumfizikabol vett példak segitsé-
gével plauzibilissé teszik (de nem bizonyitjak), hogy a nap és
néhany Szaturnusz-hold perturbalé hatasa igen bonyolult spekt-
rumi Hami lton-operatorra vezethet: a spektrum a kaosz-elmélet-
ben is gyakran fellép6 Cantor-halmaz tipusu lehet. Illyen spekt-
rum esetén a gylrik szerkezete is igen bonyolultnak adédhat.

Egy masik érdekes lehet8ség, hogy az egyenletesen kitdltott
gylridk o6nmagukban dinaimkailag instabilak lehetnek, ha a gy(rit
alkotd részecskék feluleti s(lirisége nem elhanyagolhaté. Ez is
kaotikus, a gazfelh6k csillagokra darabolddasahoz hasonldé fo-
lyamatokra vezethet.
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1. BEVEZETES

Ez az elBadas nemcsak az ergodelmélet egyes kozmolégiai al-
kalmazasait kivanja megvilagitani, hanem kicsit bevezetés is a
modern kozmolégiaba. Kicsit, mert a kozmoldgia tudomanya pél-
datlan fejlddésnek indult a kozelmultban, s immar vaskos mono-
grafia terjedelme sem lenne elég az ambiciézus osszefoglalbéhoz.
A partos attekintés paradox moédon a kaoszra Osszpontosit a téma-
koér rendszerezésében. A kéosz és a vilagmindenség térbeli szim-
metriainak eredete a koézelmult kozmologiai kutatasainak szoro-
san oOsszefuggd kérdései. Tanulmanyaink ez utdbbi kérdésre, az
izotropia és homogenitas eredetére is valaszt kinalnak.

Ismétlem: nem all médunkban itt tébb mas, alapveté kozmolo-
giai problémat megtargyalni. Nem térhetink ki példaul a helyi
anyags(riliségek kialakulasanak dinamikajara vagy az elemkeletke-
zés modelljeire. Némi Kkarpotlasul szeretnék ramutatni arra,
hogy célkitlizéseink kovetése kozben az elméletnek vélhetben
idétallo, szilard teriletein haladunk. Az érintett részletek
irodalmara bdéségesen hivatkozom. Az idézett munkdk ennek elle-
nére a vonatkozdé irodalomnak csupan toredékét képezik. A vilag-
egyetem altalanos tagulasat a kozmologiai elmélet is koveti.

A kozmologia alapelvei az utobbi két évtizedben szilardultak
meg. A megfigyelési anyag ezalatt kell&en egyértelmivé valt az
egymassal vetélked6 koncepciok kozti dontéshez. Talan a legfon-
tosabb két fejlemény ebben, hogy (@ a tér és az i1d6 szerkeze-
tére vonatkoz6 elméletek kozul az altalédnos relativitaselméle-
tet tamasztottak ald pontosabb mérések, és (b) a kozmoldgiai
elv érvényességét tobb, egymastol fiuggetlen felfedezés bebizo-
nyitotta.

A kozmologiai elv igen hatékony eszkdz a relativisztikus
kozmolégiaban. Kimondja, hogy a vilagmindenség nagy tavolsag-
skdldan homogén és izotrop. A homogenitas azt jelenti, hogy a
vilagmindenség anyags(irlisége és geometriai tulajdonsagai a tér
kul6nb6z6 pontjaiban azonosak. Az izotrépia pedig azt fejezi
ki, hogy a vilagmindenség tulajdonsagai a megfigyelés iranyatol
is fuggetlenek. Erdemes roviden attekintenink a kozmolégiai elv
érvényességér8l ma rendelkezésinkre allé bizonyitékokat [1,2] .
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1.1 Az izotro6pia bizonyitékai

(@ A galaktikak eloszlasa az égbolton korulbelul 30 % pon-
tossaggal izotrop. A vizsgalatok 2000 Mparsec tavolsagra ter-
jednek ki [3]. Ujabb megfigyelések szerint [4] a galaktikdk cso-
portosulé hajlama még 200 Mparsec tavolsagban is megnyilvanul.

(@ A Hubble-tavolodas allandéja korulbelidl 25 % pontossag-
gal izotrop [5]- A megfigyelhetd anizotrépia galaktikank helyi
mozgasaval magyarazhaté [6,7]-

@ A radioforrasok eloszlasa nagy pontossaggal izotrop, az
anizotropia meglep6 médon kevesebb 5 %-nal [8,9,10,11].

@ A kozmikus rontgen-hattérsugarzas 5 %-nal pontosabban
izotrop [12].

(B) A kozmikus mikrohullami hattérsugarzas nemcsak atlagosan,
hanem teljesen izotrop, ezrelékes pontossaggal [3]- A megfi-
gyelhetd dipolus-anizotrépiabdél pontosan meg lehet hatarozni
galaktikank helyi sebességét [13], a maradék anizotroépia pedig

nagyobb inhomogenitasok létezésére utal [14].
1.2 A térbeli homogenitas bizonyitékai

Az izotropiara vonatkoz6é megfigyelések egyuttal a tér homo-
genitasanak bizonyitékait is szolgaltatjak, ha elfogadjuk, hogy
a Fold nincsen kituntetett helyzetben az Univerzumban (“'koper-
nikuszi elv'). A megfigyelt izotrépidbdl ugyanis kovetkezik,
hogy csak a Foldt6l radialisan mért tavolsaggal valtozhatna a
viladgmindenség szerkezete. Mas, a homogenitast megerfsité meg-
figyelések:

(@ A galaktikiknak tavolsagméréssel kiegészitett feltérké-
pezése [4]-

(@ Kozvetve a homogenitasréol tanuskodik a Hubble-térvény
linearitasa.

1.3 A Robertson-Walker-modell

A vilagmindenség szabvanyos 6srobbanas-modellje homogén és
izotrop. Az 6srobbanas-modell abban az értelemben valt szabva-
nyossa, hogy ma ezt szokas a kozmoldogiai problémakban Kkiindulo6-
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pontként elfogadni. Az &srobbanas-modell immar olyan mélyen roég-
ziult a kutatok tudatdban, hogy mintegy mellékesen, kiléndsebb
indoklas nélkul szokasos bevezetni.

Az Bsrobbands-modellben a homogén és izotrop Univerzumot a
Robertson-Walker-ivelem irja le [15]:

ds2 = dt- r2 (Ofr2 - R2()r2¢d«2*+ sin2% &) a.n
1-kr

(c=1, G=1 és H=1 egységrendszert hasznalunk). Az R(t) figgvényt
az

Rik - 1 = -8*Tik 11-21

Einstein-egyenletek hatarozzak meg. Ha az egyenletekben p=0 nyo-
mast tételezink fel, akkor az Univerzum Fridman-egyenleteit
kapjuk. Ezek megoldasait Lemaitre vezette le els6ként [16]. A
harom megoldasosztalyt a Kk = -1, 0 és 1 paraméterértékek egyi-
ke jellemzi. A k = -1 értékkel jellemzett univerzumok haromdi-
menzids tere nyilt; Kis anyags(irliséget tételeznek fel. Az anyag-
slirliség novelésével a k=0 paraméteril, euklidészi tért tartalma-
z6 modellt, majd a k = 1 paraméterrel jellemzett, zart ter( mo-
delleket nyerjuk.

Az atlagos anyags(irdségre vonatkoz6 becslések nem eléggé
pontosak ahhoz, hogy a harom Fridman-osztaly koézil kivalasszuk
az Univerzumot leird modellt.

2. LEVEZETHETO-E A KOZMOLOGIAI ELV?

A Fridman-féle kozmoldogiai modellek olyan kitlnd &sszhangban
vannak a megfigyelésekkel, hogy felmeril a kérdés: kell-e egy-
altalan vizsgalnunk a kozmolégiai elvvel Osszeegyeztethetetlen,
nem-Fridman-modelleket. Ha elfogadjuk a Fridman-kozmologiak és
a megfigyelések Osszhangjat, meg kellene azt is értenink, hogy
miért kielégitéek ezek az egyszer( Fridman-modellek. Milyen fi-
zikai torvények irjak el6, hogy az Univerzum nagy pontossaggal
homogén és izotrop legyen? Lehetséges, hogy az Univerzum koz-
vetlenil az 6srobbanas utan erdsen szabalytalan és kaotikus
volt, és mai allapotaba kiegyenlit§ és h6éfejleszté folyamatok-
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kai jutott. Ezt az elképzelést, a kaotikus kozmoldgiat Misner
vetette fel 1968-ban E17]- A Misner-féle kaotikus kozmoldgia
nem igényli a kezdeti feltételek ismeretét. A kaotikus kozmolo-
gia - a biolégidhoz hasonléan - azt tartja, hogy a vilagminden-
ség jelenlegi allapota fejlédési folyamatok, kdovetkezménye [18].
Egyfajta gravitaciés "kivalasztasi mechanizmus™ Otjan jottek
létre a mai atfogdé tulajdonsagai. Igy levezethetnénk a vilag—
min(ieris®g unicitasat, ha meg tudjuk mutatni, hogy a jelenlegi
szerkezet jon létre a kezdeti feltételektdl fuggetlenil.

Ezzel szemben a nyugalmas kozmoldgia azt hirdeti, hogy a
vilagmindenség kezdett6l fogva homogén és izotrop. Jelenlegi
szerkezetét a kezdeti feltételek magyaradzzak meg. Az &srobbanas
szingularitasa meghatarozott tulajdonsagokkal rendelkezett,
aminek az oka stabilitasban, onkonzisztenciaban vagy egyértel-
musegben keresend§. Ez azt jelenti, hogy a gravitacités fejlédé-
si folyamatok nem a vilagmindenség altalanos felépitését, hanem
olyan alrendszereket alakitottak ki, mint a galaktikak, csilla-
gok és bolygok.

A kozmologiai elmélet fejlddését az elmult évtizedben nagy-
mértékben 0Osztondzte e kétfFajta koncepcid kozotti dontés vagya.
Ebben a munKaban nélkuldézhetetlen a nem—Fridman—kozmoldgiak tu-
lajdonsagainak elemzése. A kaotikus kozmoldgia példaul megkove-
teli, hogy a nem-Fridman-tipusd univerzum dinamikai tulajdonsa-
gai aszimptotikusan elvezessenek a Fridman-modellek egyikéhez.
Az egész vilagegyetemet kiegyengetd dinamikat talalni igen ne-
héz feladat, amit jol érzékeltet a kozmoldgiai horizontprob—
1éma.

Részecskehorizontnak vagy multbeli eseményhorizontnak ne-
vezzik a test id6rendi multjanak a hatarat [19]. A részecske-
horizont azokat a térid6-pontokat hatarolja, amelyekb6l a test
a fénysebessegnel nem gyorsabban elérhetf. Fridman—univerzumban
l1éteznek diszjunkt idérendi multak. A 2.1 dbran feltintettik
A és B kvazarokat és részecskehorizontjukat-. A kvazarokat ab-
ban a pillanatban &abrazoltuk, amikor kibocsatottdk a ma hozzank
érkez6 fényt. A két kvazar id6érendi mualtja diszjunkt, és ezért
kialakulasukban semmiféle oksagi kapcsolat sem allhatott fenn
kozottik. Az észlelés mégis azt mutatja, hogy tavolodasuk bele-
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2.1 é&bra. A taguldé Fridman-univerzum izotrop. Mi ren-
dezi 6ssze A és B megfigyelt kvazar mozgasat, ha ezek
maltja elkulonult?

illeszkedik az Univerzum altalanos izotropiajaba. Hogyan lehet
az Univerzumnak oksagilag teljesen elkulonulé, horizonttal el-
valasztott két tartomanya oly hasonlé egymashoz? Ez a kozmolo-
giai horizontprobléma, A megoldas olyan korai univerzumszerke-
zetben keresend6, amelyben attorhetd a Fridman-vilag részecske-
horizontja. Ilyen modellhez vezetett el a Kasner-univerzum ta-
nulmanyozasa. A Kasner-univerzum a homogén rde nem izotrop terd
modellek kozil az egyik legegyszeribb.

3. HOMOGEN TEREK
4

Ha engednink kell a kozmologiai elvbél, akkor inkabb ra-
gaszkodunk a homogenitashoz, mint az izotrdpiahoz. A modell ho-
mogenitasa ugyanis kifejezi, hogy a Foldink nincsen kitintetett
helyzetben a vilagmindenségben. Az Univerzum lehet homogén és
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anizotrop, de nem lehet inhomogén és izotrop. Az izotrépiabol
kévetkezik a homogenitas [20] , amit kdonnyen belathatunk. Ha a-
dott pontbdl izotropnak mutatkozik az Univerzum, akkor a tu-
lajdonsagai csak a ponttél mérve radialisan valtozhatnak. Masik
ponthoz képest a feltételezett valtozas iranyai mar nem radiali-
sak, és ezért szikségképpen homogén az Univerzum.

Miképpen ontjuk matematikai formaba azt a kovetelményt, hogy
a tér homogén? Szogezzik le el6szor is, hogy itt a tér fogalma
a négy-dimenzids vilagnak egy harom-dimenzids térszerd hiper-
fellletét jelenti. A négy-dimenzids vilagban sokféleképpen va-
laszthatunk meg ilyen hiperfeliletet; valasztasunkban az adott
térid6é szimmetridihoz vagy mas megkulonbdztetd tulajdonsagahoz
alkalmazkodhatunk. Tetsz6leges P és Q pontban leképezéssel ha-
sonlitjuk 6ssze a tér tulajdonsagait.

Definicid6. Ha a teret leképezhetjuk onmagara ugy, hogy egy
adott P pontja tetsz6leges Q pontra képzédik le, akkor a teret
homogénnak mondjuk. O

Emeljiuk ki a definicidbdél, hogy a tér valdban le is képezhe-
t6 onmagara minden esetben, vagyis a leképezés megbrzi a geo-
metriai viszonyokat minden egyes pont és képe kozott (3.1 abra).

3.1 abra. A tér onmagara torténd egyparaméteres le-
képezései
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A geometriai viszonyokat a mértéktenzor irja le maradéktalanul.
A mértéktenzort megbrzd leképezéseket izometrianak nevezzik.

Az izometriak elméletének elemeibdl ismeretes [21], hogy az
izometriak generatorai olyan vektorok, amelyek megoldjak a
Killing-egyenletet:

ViKy + Vi Ky =0 G.1)
Itt VA a kovarians derivald operatort jelodli és harom-dimenzios
térben a A és y indexek az 1, 2 és 3 értékeket vehetik fel. A
(3.1) egyenletet kielégité K = Ky 3/3xy vektort Killing-vektor-
nak nevezzik. Wilhelm K.J. Killing vezette le 90 évvel ezelétt
a (3.1 egyenletet.

Adott tér izometriai folytonos csoportot alkotnak. A csoport
szerkezetét annak Lie-algebraja jellemzi. A csoport generato-
rait KA~val jeldélve (A = 1,2,...,m, ahol m a csoport paraméte-
reinek szama), az algebra alapveté kommutatorait igy irhatjuk
fel:

[KA"V = CABC V -2

r - - . . -
Itt a CAB kombinacidés egylutthatdék a csoport szerkezeti allan-
déi, amelyek alsé indexparjukban antiszimmetrikusak:

CagC = ~CyaCae (B33

A Lie-zardjelekre vonatkozé Jacobi-féle azonossagbol és a (3.2)
felcserélési torvényb6l kovetkezik, hogy a szerkezeti allan-dok
kielégitik a

cabRcrcD + cbcRcraD + ccaRcrbD = 0 (G*D

egyenletet.

A homogén terek és osztalyozasuk elmélete meglehetdsen komp-
likalt, és annak kilonféle részletei szétszortan talalhatdok meg
az irodalomban [22,23,24]. Megkisérlem ezért a homogén terek
osztalyozasahoz vezet§ f6bb eredményeket O6sszefoglalni.
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1. TETEL [22]. Egy d-dimenzids sokaséag izometriacsoportja
legfeljebb d(d+1)/2 paraméteres. O

A bizonyitas nem tdl nehéz, és batoritasképpen kitérek ra.
Tegyuk fel, hogy az izometriacsoport paramétereinek szama
r > d(d+1)/2. Legyen a Lie-algebra egy bazisa L. Az L = CaKa
vektor is Killing-vektor, ha Cg tetsz6leges allandok. Az L vek-
tor komponenseinek széma d. Az L vektor kovarians derivaltja
d(d-1)/2 figgetlen komponenst tartalmaz, mivel antiszimmetrikus

a (3.1 Killing-egyenlet folytan. Tetsz6leges P p i elér-
hetjuk a Cg egyitthatok alkalmas, de Ca ¢ O valasz Tal, hogy
ott az L vektor és kovarians derivaltja eltinj ; ez ot oan

d(d+1)/2 feltétel a d szamu egyltthatéra. Az ~z alcsopor , a-
melynek L a generatora, P pontot és P pontban a vektorokat on-
magukba viszi at. Minthogy az alcsoport is izometriacsoport
meg6rzi a metrikus tenzor alakjat. P pontbdl egy tetszb6leges
masik pontba futd geodetikus vonal mentén mért téavolsag is val-
tozatlan marad. igy a sokasag egyetlen pontja sem mozdul el,és
L = 0. Ezért Cg = 0, a korabbi Tfeltevésinkkel ellentétben.

A d = 3 dimenzidés tér a tétel szerint legfeljebb 6-paraméte-
res izometriacsoporttal rendelkezik. Az izometriakat tovabb
korlatozza a kovetkez§ tétel.

2. FUBINI TETELE [25]. A d > 2 dimenzidés sokasagban nincs
d(d+1)/2-1 paraméteres izometriacsoport. O

Minthogy a 2. tétel megtiltja a maximalisnal eggyel ala-
csonyabb paraméterszamu csoportot, a harom-dimenzids térben
nem létezik 5-paraméteres izometria. A paraméterek szama nem
lehet kevesebb 3-nal, mert ellenkez6 esetben a transzformaciok
nem lennének tranzitivak a téren. Maradnak tehat a 3-, 4- és
6-paraméteres csoportok.

3. EISENHART TETELE 122]. A maximalis paraméterszani izo-
metriacsoportot megengedd sokasag alland6é gorbileti!. O

A tér alland6 gorbuleti! a Fridman-univerzumokban, amelyeknek
6-paraméteres izometriacsoportjuk van. Ez tartalmaz (@ harom
paraméteres izotropiacsoportot és (b) haromparaméteres, a té-
ren tranzitiv alcsoportot. Ha az izotrop Fridman-modellektdl
eltekintink, akkor az izometridk 3-vagy 4-paraméteresek lehet-
nek .
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4. JLGOROV TETELE [26). Barmely 4-paraméteres csoportnak van
3-paraméteres alcsoportja. O
Az 1-4. tételek alapjan kimondhatjuk, hogy homogén tereknek
mindig van 3-paraméteres izometriacsoportjuk. A homogén terek
Bianchi-féle osztalyozasa [23] nem mas, mint a 3-paraméteres
Lie-csoportok osztalyozasa.
Haromparaméteres Lie-csoport strukturaallandoit egyértelmien,
jellemzik az azokbol képzett
rtedino®
vfeahi- ,, CAB = _~RSC B G-5
i/ Jib
linearis kombin, cidk, amelyekben 6ABB egyltthaték az antiszim-
metrikus Levi-Civita-szimb6élum komponensei (6123:1)- Bontsuk
fel a C® matrixot szimmetrikus és antiszimmetrikus részre, és az
antiszimmetrikus részt irjuk fel ismét a (3.5 minta szerint:

CAB = NAB + 6ABC Ac. (3.6)

Itt NAB = NBA Jelolésinkben a struktiraallandékra vonatkozo

(3.4) algebrai egyenletet igy irhatjuk fel:

NP ap = 0. G.D

Az egyenlet tartalma, hogy AD az [i”O]matrixnak O sajatértékhez
tartoz6 sajatvektora.

Vizsgaljuk most meg a strukturaallandok viselkedését a Lie-
-algebra bazistranszformacidinak hatasara! A Kg bazisrol attér-
tink a Kg bazisra a

KA = a/kp @G.%

transzformacioval, ahol tetsz6leges allandd egyitthatok. A
(3.8) transzformaciodkkal szemben a strukturaallanddk tenzorként
viselkednek, amint arrdol a (3.2) felcserélési torvények segit-
ségével konnyen meggy6z8dhetink. igy példaul az [NAB] szimmet-
rikus matrix transzformacidés tulajdonsagai megegyeznek a 3-di-
menzids tér metrikus tenzoranak tulajdonsagaival. Ezért a (3.8)
transzformaciok segitségével elérhetjik, hogy [NAB] diagonalis
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legyen,és féatlojaban csak +1 és 0 forduljon el6. Az ilyen ala-
ki "metrikat" még megbrzik specialis transzformaciok. (Eéldaul az

[hab]= 111

"metrika” invarianciatranszformaciéi az 0(3) csoportot alkotjék.)
A fennmaradd transzformacidkat felhasznaljuk az*"A”™ vektorhoz
illesztett koordinidtédk bevezetésére:

A
(Ad) = 0 . 3.9

A (3.7) sajatértékegyenlet:

N1A = 0.

*
A haromparaméteres csoportok két alapvet§ osztalyat kaptuk:

@A A =0¢és (B N1 =0. Az osztalyozast ugy finomitjuk, hogy
megadjuk N1, N2, N3 és A kulonféle lehetséges értékeit [27].

Ezek jellemzik a homogén terek Bianchi-féle tipusait (I.tablazat).

I. tablazat. A Bianchi-tipusok

Osz- - ,
taly Tipus N1 N2 N3 A Univerzum
A | 0 0 0O 0

Fridman(k=0) [40], Kasner [29],
Taub-NUT [41] s -

i1 1 0 O 0 Taub [30]

Vi 0 1 -1 0 Barnes [35], Dunn-Tupper [36]

vil 0 1 1 0 Barnes [35] - Kantowski-Sach C.

VI 1 1 41 0 [28]

IX 1 1 1 0 Fridman(k=1 , Mixmaster [31]

B il 0 1 -1 1 Ryan-Shepley [24]

v 0 O 1 1 Harvey-Tsoubelis [34]

Vv 0O 0O O 1 Fridman(k=-1)

VIA 0 1 -1 A Siklés [3]

vn p 0 1 1 A Siklés [33] Lukash [371],
Melvin [33]

VI1/3 0 1 -1 1/3



4. 1 KASNER-UNIVERZUM
Az erfs anizotropiat mutaté homogén terd kozmoldgiai model-
lek i1gen egyszerld mintapéldanya a Kasner-univerzum [29]. Mér-
téktenzora:
ds2 = dt2 - d£2, “.1)
2 . S
ahol a dt a tér metrikija,

al2 = t2pi1dx2 + t2p2dy2 + t2p3dz2. “.2

Itt p~, p2 és p2 valés szamok. Az lres tér R™ = 0 gravitéacios
egyenleteib8l a paraméterekre a

P1L + p2 + p3

1
=
L]

4.3

+ P2 + P3

I
=

(49

algebrai egyenletek szarmaznak. Az egyenletek nem elégitheték
ki azzal a feltevéssel, hogy mindharom paraméter egyenlé egy-
massal. Ha feltesszik, hogy két paraméter egyenld, akkor a

(pl,p2,p3) 41D “4.5)

@11P27P3) = (0,0,1) 4.6)

megoldasokat kapjuk, amelyek kozil (4.6) sik téridét jellemez.
Minden mas esetben elrendezhetjik a harom paramétert a kovetke-
z6képpen:

Pl <p2<p3 = “@*n

A paraméterek széls értékeit (4.5) és (4.6) szolgaltatjak. A
megengedett értéktartomanyuk:

-1 <Pl 40, O0<p2S|], & Sp3s1 4.9

A (4.3) és (4.4 egyenletek megoldasat egyetlen u paraméterrel
jellemezhetjuk [31]:
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i - Yo, pg — g, po — Uy (11183
1 1+u+u 1+u+u 1+u+u

Elegend6 az u M tartomanyra szoritkozni ahhoz, hogy valameny-
nyi megoldast eléallitsuk. Az u6[0,1] tartomanyban masodszor is
megkapjuk a megoldasokat, amint az a

PIL@ =P1@ -

p2(¢™ =P3W , (4.10)

p3@ = p2W

szimmetriatulajdonsagokbdl lathatdé. A 4.1 abran feltintettik

p~, p2 és p3 értékét az u Lifsic-paraméter reciproka flggvényé-
ben .

4.1 &bra. A Kasner-kitev6k a Lifsic-paraméter recip-
roka flggvényében
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A Kasner-térid6 fizikai értelmezése 1958-ig Vvaratott magara.

Kozmoloégiai interpretaciéjat Schicking és Heckmann javasoltak
[39]- A metrika (4.1), (4.2) alakjabol koévetkezik, hogy a
t=konst. térszerl hiperfeliletek gorbuletien harom-dimenzids
terek. Az (X,y,z) koordinatak allandé értékével jellemzett gor-
bék i1d6szer(i geodetikus vonalak, amelyek szabadon mozgdé galakti-
kdk vagy megfigyel8k torténetét abrazoljak. Ha két szomszédos
megfigyel6nek példaul csak x koordinataja kiulonbozik, akkor ta-
volsaguk = tMAX. (4.3) szerint a két megfigyeld tavolodik
egymastol : « tP1. Az y tengely mentén két megfigyeld az

“ N2 torvény szerint tavolodik (4.2 &bra) A z tengely men-
tén elhelyezkedd megfigyel8k viszont altalaban koézelednek egy-
mashoz, mivel pj negativ. A Kasner-univerzumban az égbolt két
atellenes pontja korul kékeltolodas figyelhetd meg, az égbolt
mas részein pedig voroseltolodas.

4.2 dbra. A Kasner-univerzum geometrigja
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A Kasner-univerzum tagul. A térfogatelem a t idével ndvek-
szik: —_—
\I- g"= v3)g = t. ¢“4.11)

Az 6srobbanas (szingularitas) t=0 id6pontban volt.

Egyarant tekinthetjik nyiltnak vagy zartnak a Kasner-univer-
zumot. A metrika nem fugg az (X,y,z) térkoordinataktéol, ezért
az univerzumbol kivagott szeletet végessé tehetjik a t=konst.
térszerd hiperfeliuletek pereme mentén elhelyezkedd pontok pa-
ronkénti azonositasaval. A (4.6) paraméterértékekkel jellemzett
Kasner-modell példaul a Minkowski-térid6. A Minkowski-téridében
nincsen részecskehorizont. Ha oll6-és-ragaszté médszeriinkkel
végessé tesszik, véges i1d6 alatt korbejarhatjak fényjelek. Ez
fennall a Minkowski-téridéhtz elegendben kozeli paraméterek ese-
tén is a Kasner-univerzumra, mivel a metrika folytonosan figg a
paraméterektdl.

A kaotikus kozmoldgia szemszogeb6l igen biztaté a Kasner-
univerzumok némelyikének az a tulajdonsaga, hogy fényjelek vé-
ges i1d6 alatt korbejarjak. Ha feltételezzik, hogy az Univerzum
korai fejlddési szakaszaiban ilyen stadiumba jutott, akkor eset-
leg megmagyarazhatjuk az izotropia kialakulasat. Az ilyen
Kasner-id8szakokban "attorhets" a késBbbi Fridman-univerzum
részecskehorizontja. A kovetkezd fejezetben az Einstein-egyen-
leteknek olyan kozmoldgiai megoldasat ismertetjuk, amely a fej-
16dése folyaman ismételten Kasner-geometriakat kozelit meg.

5. A MIXMASTER-UNIVERZUM

A Kasner-univerzumnal altalanosabb anyagmentes térid6 leve-
zetéséhez elBszér a (4.2) Kasner-metrikat térben invarians a-
lakra hozzuk, majd a konkrét fuggvényalakréol elfeledkezve be-
helyettesitink az Einstein-egyenletekbe.

Vezessilk be a Kasner-univerzum terében a k, m és n bazisvek-

torokat rendre az X, y és z iranyban. Ezzel a (4.2) metrika
fgy frhaté fel:
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alz U 2k+kk + b2T#*TK + c2n#nk>dx"~xk , G.D

ahol p p P
a=1t\ b=tm, c=tn, G2

és ds2 = dt2-di,2. Itt Belinszkij, Lifsic és Khalatnikov munkaja
nyoman [31,42] a nagysag szerint nem rendezett paraméterharmas-
ra a qgk_, QT, IF;n) indexezést hasznaljuk. A bazisvektorok kompo-
nensei koordinata-rendszeriinkben k» = 6~ mi = 6~ s mM~-= &
alaklak. Eppen‘ezt az alakot és az (5.2) figgést kivanjuk most
elfelejteni az altalanosabb téridd levezetésekor. Feltesszik
viszont, hogy a ks m és n vektorok tovabbra is kielégitik a

K.+ B3WV_K =0 G.3)
1 : 11

Killing-egyenletet, mivel homogén univerzumot keresink.

A tér izometriacsoportjanak a szerkezetére a Bianchi-tipusok
(I. tablazat) koziul barmelyikkel megproébalkozhatunk. Belinszkij,
Lifsic és Khalatnikov ugy talaltak, hogy ezek koézil a Bianchi-IX
tipus mutatja a legérdekesebb viselkedést. Ez az univerzum ha-
talmas anyagkeveréként viselkedik, ezért a Mixmaster-univerzum
elnevezést kapta [32] . A IX tipus szerkezeti allanddit az
N =N2=N3= 1,A =0 feltételek jellemzik, amelyek az 0(3)
csoportnak felélnek meg. Ezek a megszoritasok a (3.5 és (3.6)
képletek segitségével felirhatdk kozvetlenul a CABC allanddkra,
amelyeket a (3.2) felcserélési torvények felhasznalasaval koz-
vetlenul a bazisvektorokkal és azok kovarians derivaltjaival
irhatunk fel:

K rot K = 1, mrotm =1, nrotn=1 G.9H

és a bazisvektoroknak minden vegyes valasztasakor a megfeleld
kifejezések eltlinnek (példaul k rot m = 0). ily médon a struk-
taraallandokra fennallé feltételeket a Ricci-féle forgasi e-
gyiutthatokkal ittuk fel. A gravitacidés egyenletek bal oldalan
alloé Ricci-tenzort kifejezhetjuk a forgasi egyltthatokkal és
azok derivaltjaival, ha a Ricci-tenzort a bazison vett kompo-
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nenseivel irjuk fel [22]. igy az = 0 vakuumegyenletekbdl
kapjuk:

D K (abc)” 1 ...4 L2 2,2, _
- Rk~ = “5al o zbzcz[a ~b-~-~c)1=o0, (5.5a)
"5.5b,
— abc 2a bc
SR = @DTA L Ay é - (@ v 0, (5.50)
- abc 2a bc
"RO® =1 +1 +1 = °= (5.5d)

Itt pont jeldli a t 1d6 szerint torténé parcialis derivalast.
A derivaltakat tartalmazé tagok egyszer(isddnek, ha bevezetjik

az Uj t id6koordinatat a

dt = abc dx G.6)

Osszefiiggéssel, és az a, b, c fluggvények helyett azok logarit-
musat:
a=--e, b =e", c = e‘: G.D

Ezzel a téregyenletek:

2aTT =(b2-c2)2 - a4, (5.8a)
28TT = (@2-c2)2 - b4, (5-8b)
2yTT = (@2-b2)2 - c4, (5-8c)
I(a + B + y)tt =axRBT + ax¥YT + 3tyt . (5-8d)

Az egyenleteknek egy els6 integraljat kapjuk ugy, hogy (5.8a)-
(5.8c)0sszegébbl kikuszoboljik a derivaltakat (5.8d) segitsé-
gével :

aTRT + axYT + BRTYT = \ (a4+b2+c4-2a2b2-2a2c2-2b2c2). (5.9)

Az els6 integral ismeretében egyszerilbbé valik a megoldasok
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dinamikajanak elemzése.

Ha behelyettesitjik a téregyenletekbe az a, b és c fuggvé-
nyeknek a Kasner-univerzumra érvényes (56.2) alakjat, akkor azt
taladljuk, hogy a bal oldal minden esetben eltl(inik. A jobb olda-
laknak is el kell tinnitk. Ha ez teljesiul valamely t id6pont-
ban, i1d6vel szukségképpen_elromlik. l1dbében visszafelé kodvetve
az eseményeket, az a = t ' fuggvény kitev6je negativ, ezért a
jobb oldalakon az a tagok dominaléva valnak. Ezeket a tagokat
tartva meg a jobb oldalakon, az (56.8) téregyenletek kozelitd
alakja:

“er = " I@4«T (5.10a)
BTT = Ytt = teda. (5-10b)

A kozelitd egyenletek kozil (6.10a) alakilag az egy-dimen-
zi6s térben mozgdé pont Newton-féle mozgasegyenlete. A pont ko-
ordinatdja a, a pontra haté er6 potencialja U = ~eda. a ismereté-
ben 8 és y konnyen kiszamithaté. (5.10b) egyenletb8l kovetke-
zik,r hogy ar + BT = alland6 és ar * v, = allando.

5.1 &bra. Az oszcillaciok U effektiv potencialja
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Az 5.1 abran feltintettem az U potencial helyflggését. Ho-
gyan mozog az ''univerzum-részecske™ ezen a potencialfalon?
Megjegyzend6, hogy Kasner-univerzumra abc = 1 és (56.6) szerint
T = In t. Az els6 derivaltak az (6.2) és (56.7) egyenletekbdl:

°4 = Pp Rx = P2" YT =P3 « G-1D)

Az univerzum-pont aT sebessége allandd. Szabad mozgast végez,
minthogy a Kasner-univerzumra (5.10a) jobb oldala eltlnik. Ez
az a*® limesznek felel meg. A pont sebessége negativ. Az 5.1
abran, 1id6ben visszafelé haladva a pont nagy negativ a értékek
fel6l megkézeliti a potencialfalat, majd visszaverédik, és egy
Ujabb Kasner-korszakhoz kozeledik. A visszaverddés utan azon-
ban mas paraméterértékekkel jellemzett Kasner-univerzumot ko-
zelit meg. Rugalmas szOras torténik, ezért a kimen§ sebesség
aszimptotikusan:

Plki = - pilbe*

A mozgasallandokba behelyettesitve:

P2Ki p2be + 2plbe*

p3Ki

p3be + 2plbe*

Az Uj Kasner-luzemmdédban a paraméterek nem maradnak nagysag sze-
rint rendezettek. igy irhatjuk fel 6ket a régi paraméterekkel:

P LI

Ply Phey ] I
IPI| " pn'~ T-2|p'J * (5-12)

pk'  1-21PI| pm' = 1-2
Most p , negativ, ezért csokkend t-re b n6. A térben K és m
vektorok iranya szerepet cserélt.

Az egymas utan kovetkezd Kasner-korszakok kozotti (5.12) at-

menetet az u paraméter segitségével is jellemezhetjuk. Az els6
Kasner-korszakban:

Pk = P1(u*" Pm = P2(u* Pn = P3(u).
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A masodik Kasner-korszakban a (4.9) paraméterezés igy alakul:

pE =P 2@-1), Pm=Pl@u-1>" pn = P3(n_1)- (5713)

A harmadik Kasner-korszakban ismét szerepet cserél a K és m
irany és u paraméter Ujbol csokken eggyel. Természetesen, a
Kasner-korszakok kozotti atmenetben a téregyenletek jobb olda-
lan a4ll6 perturbacids tagok megnének, ezért a leirds bonyolul-
tabb.

Meddig folytatédik a Kasner-korszakoknak ez a sorozata? Az u
paraméter csak az u > 1 értékekre cimkézi egyértelmiien a Kasner-
univerzumot. Ha az atmenetek soran u értéke 1 alad csokken, ak-
kor u reciprokara kell attérnink a (4.10) képletek felhasznala-
saval. A (4.10) transzformacidé a két pozitiv kitevét (p2 és p3>
felcseréli. Az attérés pillanataban vagy Pk,vagy pedig pm nega-
tiv. Ezutan (4.10) szerint pn lesz a kisebb pozitiv kitevd és
ez cserélédik majd a tovabbiakban a negativ kitevével.

6. KASNER-KOROK AZ EGYSEGINTERVALLUMON

Az 5. fejezetben megvizsgaltuk a Mixmaster-univerzum oszcil-
lacidit egymast kovetd Kasner-korszakokon keresztul. Az egyes
korszakokat az u Lifsic-paraméter értéke jellemzi. A korszak-
valtasokban a tér kontrahdldé tengelye felcserélddik a kevésbé
taguld tengellyel és az u paranéter értéke eggyel csokken. A
Kasner-korszakoknak ez a sorozata az univerzum fejlddésének
egyetlen korat alkotja. Ez a kor addig tart, mig az u paraméter
értéke 1-nél kisebb lesz. Ha az s-edik kor kezdetekor az u para-
méﬁgr értéke uﬁg;*és ebben a korban a Kasner-korszakok széama
K S , akkor

u@ =k@®G + x(s), 6.D)
ahol 0 4 x(5 < 1.

A kovetkez6, (s+l)-edik kor kezdetén (4.10) szerint az u
paraméter értéke:
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umax =5 D- 6-2>
A rekurziv szabaly:
X® = 1 i g
KGHD) X G  * 6-3)
ahol
vitd) _ 1
(O -

A rekurziv szabaly ismételt alkalmazasaval az x (0) szam lanc-
tortfelbontasat kapjuk:

x <0) = 1
k<> + J 6.4
K<2) T - €9

k<3> +

A Mixmaster-univerzum fazisterében a (6.3) korvaltasok
Poincaré-leképezést definiadlnak [43]. A T: [O0,1]*> visszatérd
leképezés egydimenziés,és

xn+1l = T(xn) = Xnl - [xnlb Gn ¢ 0 (6.5
TO) =0

alakban is felirhatjuk. A leképezés szakaszonként folytonos.
Szakadasi helyei az x=1/r pontokban vannak, ahol r egész. A
leképezés az xe (U/ (r+1),1/r) intervallumban analitikus és

TX) = x 1-r alakd. Az y = 1/x-[1/x] fuggvényt a 6.1 abran raj-
zoltam fel. A gorbe az y = 1/x gorbéb6l keletkezik annak egy-
ségnyi magassagu részekre darabolasaval.

A 6.1 abra feltinteti a (6.5) leképezés iteracidjaval kapott
pontokat az 1/e kezd6pontbol. Irracionalis kezdBpontot valasz-
tottunk az egységintervallumon, mert racionalis szamokra - ame-
lyek nulla mértékl halmazt alkotnak - a (6.4) lanctortfelbon-
tds véges szaml iteracid utan megszakad. Az iteracid soran a
flggvényértékek lathatéan véletlenszerlen bolyongjak be az in-
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6.1 abra. A korvaltasokkal definialt Poincaré- leképezés

tervallumot. Felmeriul a gyand, hogy a Mixmaster-univerzum vi-
selkedése kaotikus. A feltevés igazolasara mindenek elétt meg-
hatarozzuk az invarians mértéket a (6.5) leképezésre.
Definicid [45]. m invarians mérték, ha barmely (mérhetd) A
halmazra
mA) =m(T ™M) . O (6-6)

Az m invarians mértéket a valdszinlségre vonatkozé megmaradasi
torvény felhasznalasaval szamithatjuk ki. Ha az n-edik iteracio
utan az X valtozé biztosan az (y, y+dy) intervallumban tartéz-
kodik, akkor az iteréacid elétt a (fly, Tt (y+tdy)) intervallu-
mok egyikében volt biztosan (6.1 &abra). Ha az m(y) valdészinil-
ségeloszlas invarians a T leképezéssel szemben, akkor Tirhatjuk:
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©

w@) Iyl = m (X,K) ldx,KI - CY)

Itt x» = /(K . A (6.7) Osszeflggésbdl kapjuk:

me =l —-—jm-L- . 6.9
k=1 (y+k) y+k

A (6.8) Tfuggvényegyenlet megolddsat mar Gauss ismerte:

TY) = In2(y+1) = (6-9)

Az 1/In2 tényez8 az m mértéket 1-re normalja.

7. A MIXMASTER-UNIVERZUM KOLMOGOROV-ENTROPIAJA

Az atlagos Ljapunov-kitevét vagy Kolmogorov-entropiat [45]
(amelyet olykor még metrikus entroépianak is neveznek) elséként
Barrow szamitotta ki [43] a Mixmaster-univerzumra. A Ljapunov-
kitev6 a palyadk széttartasanak mértéke a rendszer fazisterében.
A Poincaré-leképezés derivaltjat T"(X)-szel, az invarians mérté-
ket pedig m-mel jelodlve, az atlagos Ljapunov-kitevéd:

1
A=2m(x) log2|T"(x)I1dx. 7.D
0
A Mixmaster-univerzum Kasner-koraira (6.5) szerint;

IT"C)l = x-2 (xe (/(r+1),1/r)). .2

Behelyettesitink, Tfelhasznalva az invarians mérték (6.7) alak-

jat:
1 1
X=—= 2m(x) InIT" ) ldx = - — p\—--— Inx dx. (7.3)
In2 J O+ J x+l

Az itt szerepld hatarozott integral:

A 2
SFT In Xdk =-12 »
0
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Ezzel a Ljapunov-kitevére a

1 = - |’2—*6 z 3,42371474 .. (7.9
6 (In2)
értéket kapjuk. Minthogy a Ljapunov-Kitev6 pozitiv, megegyezik
a Kolmogorov-entroépiaval [46], és a rendszer kaotikus.

A 1 szam a Mixmaster-univerzum ergodikus tulajdonsagait jel-
lemzi. Igen nagy Kolmogorov-entroépia ez, mds, korabban tanulma-
nyozott rendszerekéhez viszonyitva. A Lorenz-féle kilonés att-
raktor Kolmogorov-entrépiaja példaul [44] X = 0,98..., ami
harmada sincs a Mixmasterének. Hogyan all el a nagy entrodpia.
Megjegyzend6, hogy a Kasner-univerzum - amely az a, b és c
figgvények két egymas utani fordulodpontja kozott kozelitbleg
egybeesik a Mixmaster-univerzummal - zérus entroépiaju. Hason-
10képpen zérus entropiaju a két, egymas utani Kasner-korszakot
tartalmaz6 Bianchi-11 tipusu univerzum [43]. Az entrépia forra-
sat nem az u u-1 tipusi korszakvaltasban kell keresnink. Az
allitast rovid szamolassal konnyen alatamaszthatjuk.

Definialjuk a korszakvaltas Poincaré-leképezését:

T :u->u"=u1l. (7.5

A derivalt leképezésre T" = 1, ezért (7.1)-b6i N = 0. Az entro6-
pia tehat nem a korszakokkal, hanem a korok valtozasaval flgg
0ssze.

Felmeril az a kérdés is, hogy mennyire érzékenyen flgg a Mixmas-
ter-univerzum ergodikus viselkedése a valasztott dinamikatol. Vajon
er8sen megvaltozik-e a Kolmogorov-entrépia, ha a rendszer moz-
gastorvényeit perturbaljuk? Ennek eldontésére megvaltoztatjuk
a (6.5 Poincaré-leképezés alakjat az perturbacidés paramé-
tert tartalmazé jarulékos taggal:

xn+1 E T(V = Xnl " [xnl +] " (7-6)

ahol £ £ 0 és xE[-E, 1-e], Minthogy a (7.6) leképezés meredek-
ségének abszolut értéke 1-nél nagyobb, Lasota és Yorké szerint
[47] Métezik hozza egy mT invarians és folytonos mérték. A (7.6)
leképezés viszonylag "enyhe" perturbaciét modellez: a T° deri-
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valt leképezést (ott, ahol Ilétezik) nem valtoztatja meg. A
(7.1) entroépiakifejezésben csupan az invarians mérték modosul.

A Ljapunov-kitevé a (7.6) perturbacidéra a 0 a £ < (3-/5)/2
interval lumban perturbaciés paraméterrel logaritmikusan né,
majd £ = 0,5-ig alland6é marad (7.1 abra). A [0, 3-/5j/2] inter-
val lumban:

X(TE,me) = X(T,m) ) - “@-n

Ez a viselkedés arra enged kovetkeztetni, hogy a nagy entropia
a Mixmaster-univerzumnak stabilis tulajdonsécra.

7.1 ébra. A Ljapunov-kitev6 az e perturbacio fuggvé-
nyében .
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8. A TOPOLOGIKUS ENTROPIA

A Kolmogorov-entropia mellett jellemezhetjik a T Mixmaster-
leképezést annak topoldégikus entropiajaval is, amely az m in-
varians mértéktél fuggetlen. A topolégikus entropia azt méri,

hogy a T leképezés iteralasaval milyen gyakorisaggal valnak
szét a szomszédos allapotok palyai [45,48,49].

R e

T

T
T
T

H_'

atugrik egy masik
monoton szakaszra

8.1 abra. Topoldégikus entroépia

Két allapotot elkilonultnek tekintink, ha adott e tavolsag-
nal messzebbre vannak egymast6l. A 8.1 abran harom, kezdetben
szomszédos pont torténetét abrazoltuk az egységintervallum 6n-
magara torténd, ismételt T leképezése soran. Az n-edik iteracio
utan az elkulonult pontok szamat N(e,n) jeloli.

A topoldgikus entropia definicidjanak részleteiben nem egy-

ontetld a szakirodalom [50,51,52]. A tovabbiakban a h(T) topolo6-
gikus entropiat a
log.N(e,n)
h@ = lim lim ————————- 6.1
£-=0 n"®
xettfs hataratmenettel definialjuk, ahol N(e,n) az n iteracid
utan egymastol e-nal tavolabbra esé palyak maximalis szamat je-
16li. (8.1 szerint a kezdeti feltételek emléke korulbelul h-1
iterédcié malva mosdodik el.
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Erdekes kérdés, hogy olyan rendszerekre, amelyekre létezik
az m invarians mérték, miként viszonyul egymashoz a Kolmogorov-
entropia és a topoldgikus entropia. Nem orilnénk annak, ha va-
lamely fizikai rendszerre a kétféle entrépia két kilonbozé ér-
tékld lenne. Ha azt nem is sikerul bebizonyitani, hogy a kétféle
entropia értéke adott rendszerre - ha létezik - egyenld, de
fennall:

TETEL [53]

X(T,m) <h(T). O B.2

Szamitsuk ki a Mixmaster-univerzum oszcillacidinak topoldogi-
kus entropigjat! Felhasznaljuk, hogy a Kasner-korok. hosszat az
u (@ kezdeti paraméter x ® tortrészének (6.4) lanctortfelbon-
tadsa szolgaltatja, x~™ lanctortjének n-edik kozelitését ugy
kapjuk, hogy a k ( utan kovetkez6 tagokat levagjuk. Kozbds ne-
vez6re hozas utadn legyen a k-adik kozelités nevez6je gn> A to-

tetésére vezessink be n-nel csokkend e paramétert:

1
en Hn (gui +gn—17T ’

Ekkor az en~nél nagyobb tavolsagra es6 palyak szama gR (@n+qn+/")
igy a (8.1) topoldgikus entrépia:

h@ = lim ——————- . 3.3
»n In 2

Az itt szerepld limeszt Lévy tétele segitségével szamitjuk Ki:
LEVY TETELE [54]

Iiqun)lln - e12 in 2 A {élb

e
Ebb8l a topoldgikus entroépiara kapjuk:
2
h@ =—-2—= . 3.5
6 (In2)

Megkénnyebbilve vesszik tudomasul, hogy a Kolmogorov-entropia
megegyezik a topoldgikus entropiaval [55].
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A (7.4 Ljapunov-kitev6é Kkiszamitasakor azt a Poincaré-leké-
pezést hasznaltuk fel, amelyet a (6.5) korvaltasok definialnak
a Mixmaster-univerzum fazisterében. Mas mddszerrel is kiszamit-
hatjuk a Ljapunov-kitevét. Barrow 143] elvégezte a szamitast
X-nak kozvetlen dinamikai jelentésébdl kiindulva.

Hadd ismételjem meg, hogy a X atlagos Ljapunov-kitevf a fa-
zistérben a palyak széttartasat méri. A palyak széttartasat
jellemezhetjuk a rezgési amplitidd logaritmusanak fluktuacidja-
val adott koron beliul. Legyen adott korban az a2, b2 és c?
fluggvények maximuma max{az,b2 ,02}, minimuma pedig min{az,b2 ,CZ}-
Jel6ljuk hanyadosukat az n-edik korban An-~nel:

A i max{a2,b2,c2} . (8.6
T nhBAB%2c 3

Doroskevics és Novikov [56] eredménye szerint

InAﬂ:k’i?--.Iﬁ% In Ao @.7

ahol Ag a (8.6) hanyados értéke a kezdeti korban és k™,k2,...
az u kezdeti paraméter (6.4) alakd lanctortfelbontasanak
egyltthatoi:

u=(kl,k2,....kn,...} . (CRS))

A Ljapunov-kitevét most az

Tr, In A

ez Pl (8-9)

o}

Osszefluggésb6l hatarozhatjuk meg. Figyelemre méltd, hogy
aszimptotikusan X valéban fuggetlen n-t6l. Ezt a lanctortek el-
méletének egyik tétele biztositja.

HINCSIN TETELE [57,58] . Majdnem minden u szam

':k'*,,z,’ 1 "
K3 + ———

lanctort-felbontasaban a k™ egészek mértani kozepe univerza-

595
38~



lis allandbéhoz tart:
*® Inr
lim (kik2...k )I/n = 7T [(r+D2/r(r+D] In2 i K, (8.10)
r=1
ahol K =2,685452001 0 O
Egyik kivételes eset az e = (2,1,2,1,1,4,1,1,6,...} szam, a-
- i/n .. _1/3
mekyre lim (k. j...kn) n
>e

Hincsin tétele értelmében a Ljapunov-kitevs értéke, (8.9)-
et felhasznalva:

I = InK2 = 1,97569.. .. @B-11)
Az u = e kezd6érték(i Mixmaster-univerzumra tehdt a Ljapunov-ki-
tevd végtelen. Ezzel alatamasztottuk a 6.1 &bran elészér megfi-
gyelt véletlenszer( viselkedést az x = 1/u paraméter 1/e kezd6-
értéke esetében.

9. A KAOTIKUS KOZMOLOGIA BUKASA

Az el6z6 fejezetekben megvizsgaltuk a Mixmaster-univerzum
oszcillaciot egymast kovetd Kasner-korszakok és korok kozott.

A kaotikus kozmolégia érvelése szerint az 8srobbanas utan ezek
a rezgések az anyag teljes keveredéséhez és az Univerzum kezde-
ti irregularitasainak kisimulasdhoz vezettek. Ez az elképzelés
azonban téves.

A kaotikus kozmolégia - amely magyarazatot hivatott adni ar-
ra, hogy a vilagmindenség tavoli tartomanyai hogyan keriltek
igen nagy pontossaggal azonos allapotba - a Mixmaster-oszcil-
laciokra épit. Chitre [60] megmutatta, hogy nemcsak a fény, ha-
nem hanghullamok (sirliségingadozasok) is néhany oszcillaci6 a-
latt korbejarjak az Univerzumot. Az anyag keveredése igy két-
ségtelenul végbemegy. Meg kellene azonban mutatni azt is, hogy
a kezdeti allapottél fuggetlenul kifejlédnek a keveréshez szik-
séges oszcillaciok. Abban az esetben ugyanis, ha bizonyos kez-
deti allapotokbdl kiindulva nincs anyagkeverés, meghiusul a
kaotikus kozmoldégia programja, amely a kezdeti allapottél fiug-
getlen dinamikai folyamatokra vezeti vissza az Univerzum szer-
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kezetét.

Az el6z6ekben a Mixmaster-univerzum viselkedését vizsgalva
feltettik, hogy a fejl6édés adott idSpontban kozelitéleg Kasner-
geometriabol indul ki. Altalanos esetben el kell hagynunk ezt
a feltevést. Szerencsére érvényes marad a fejlédés leirdsa az
5. fejezetben ismertetett modszerrel, az "univerzum-pont" moz-
gasaval. Az univerzum-pont két dimenzidéban, sikon mozog, amely
nem mas, mint a Misner-féle "minisuperspace'" [62] egyik igen
egyszer( mintapéldanya. A koordinatak a B_és B+ anizotroépia-
paraméterek, amelyek a metrika segitségével igy fejezhetbk Kki:

1. 91 1 . 91190p
B =-=In - : B. =- In I\ — . .1
- 4A g2 + 8 923

Az effektiv potencial szintvonalait a 9.1 &abran talaljuk meg.

Az abra adott t=t pillanatban abrazolja a V effektiv potencialt.
Id6ben visszafelé kdzeledve a t=0 szingularitédshoz, a potenciél-
godor alakja nem valtozik, azonban a goédor gyorsan tagul.

9.1 &bra. A Mixmaster-potencial szintvonalai
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A V potencial falai exponencialis meredekségnek. A harom-
szog alaku potencialgodrot végtelen magas, figg6leges falu do-
bozzal koézelithetjuk ('kvalitativ kozmoloégia™ [24]). A doboz
csicskeiben (példaul a pozitiv R+ tengely mentén) csatornak
nyilnak. Az univerzum-részecske kozelit6leg allandd sebességgel
mozog a dobozban, mig a falhoz nem ér. Itt visszapattan a fal-
rol. A 9.2 &bran az univerzum-részecske egyik lehetséges palya-
jat latjuk. A taguldé potencialgoddrben ide-oda pattog.

téncialgoédorben™VerzUm-rn"SzeCSlie m© M 4S*« 1 pe*

A @& = _ = 0 pontban maradd univerzum-részecske a Fridman-
kozmologiat jellemzi. A Mixmaster-univerzum Kasner-oszcilla-
ciodi ugy jonnek létre, hogy az univerzum-részecske behatol a
doboz sarkaibdl kiinduldé harom csatorna egyikébe. Ott a szlku-
16 falak kozott oszcillalva halad. Ez megfelel a Kasner-korsza-
kok egy sorozatanak. Az univerzum-részecske oszcillalva bizo-
nyos mélységig el6rehalad a csatorndban, majd visszatér [63,64]
(9.3 4bra). Ezzel a Kasner-korok egyike ért véget. Az univer-
zum-részecske ismét behatol az egyik csatornaba.
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csak ebben a keskeny
savban léphet be az
univerzum; kilonben
nincs horizontattorés

9.3 abra. Kasner-oszcillaciok képe a potencialgo-
dorben.

9.4 &bra. Elemi tércella fejlédése a Taub-NUT koz-
molégidban



A pozitiv R+-tengely mentén haladdé univerzum-pont a Taub-NUT
kozmologiat [41] irja le. A Taub-NUT kozmolégia elemi tércella-
jJanak idébeli fejl6dését a 9.4 abran szemléltetjuk. Az elemi
cella kezdetben korong alaki, majd lapos ellipszoidda vastagszik.
Amint térfogata eléri maximumat, szivar alakivA nyulik meg. Ez-
utan ismét korong alakava omlik 6ssze. Az ilyen szingularitast
"palacsintaszingularitasnak' nevezzik. A palacsintaszingulari-
tashoz koézelitve, a vékonyodd iranyban fényszer(i geodetikus vo-
nalak tetsz6legesen sokszor korbe tudjak jarni az Univerzumot.

Ha az univerzum-pont csaknem pontosan a R+ tengely mentén
hatol be az itteni csatorndba, akkor lehetségessé valik a
"horizontattorés': fotonok, neutrindk vagy lokéshullamok kozmi-
kus tavolsagokra hordoznak energiat. Ekkor jon létre a kevere-
dés, amely "kivasalja” az inhomogenitasokat. Az effektiv poten-
cial azonban t-vel gyorsan tagul, ezért a csatorna szlk beja-
ratat nehéz pontosan eltalalni (9.1 adbra). A (6.5) Poincaré-le-
képezés tanulmanyozasaval Doroskevics, Lukash és Novikov [59]
megallapitottak, hogy altalaban nem jon létre a keveredés.
Chitre [60] szerint az eseteknek kevesebb, mint 2 %-a mutat ke-
veredést.

A kaotikus kozmolégia koncepcidja tobb mas csapast is szen-
vedett [65,66]. A legsulyosabb ellenérvet az entrdpiaviszonyok
tanulmanyozasa szolgaltatja. Az univerzum entrépiajat a
foton/barion hanyados méri. A hanyados azt jellemzi, hogy az
anyag hanyadrésze van jelen a maximalis entropiaju hésugarzas
formajaban. A héhalal allapotaban (példaul) az univerzumot Ki-
zarolag sugarzasi tér tolti ki. A foton/barion hanyados értéke
10 . Tévedés lenne azt hinni, hogy ez az entrdépia nagy. Az
anyag keveredését létrehoz6 gravitacidés folyamatok minden eset-
ben sok nagysagrenddel nagyobb entroépiat termelnek. Barrow és
Matzner [67] megmutattdk, hogy ebbdl er6s korlat szarmazik a
disszipacio utjan kiegyenlitett anizotropiara. Az anyagelosz-
las kezdeti inhomogenitasa nem éri el a s(riség 10-31-ed ré-
szét!
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10. A TERIDO ENTROPIAJA - AVAGY ELJEN A KAOTIKUS KOZMOLOGIA!

A gravitaciot6s tér entroépiajat altalanossagban még nem tudjuk
egzakt modszerekkel kezelni. Kivételt képeznek a fekete lyukak,
amelyeknek a termodinamikajat kimeritd és pontos elmélet irja
le [68-71]. A fekete lyuk a téridbének olyan tartomanya, amely-
b6l a kdrnyezetbe nem jut ki fényjel vagy mas hatads. Hatara az
eseményhorizont. A legegyszer(ibb, gtmbszimmetrikus fekete Iyuk
kéral az Ures teret a Schwarzschild-ivelem irja le. Az M tome-
gl, gomb alaka fekete lyuk sugara 2M. Az eseményhorizont A te-
rilete a lyuk tomegének négyzetével aranyos:

A = 16mMR. (10.1)
A lyuk perturbacidinak viselkedésébdl Jcitint, hogy klasszi-
kus fizikai folyamatokban az A terilet nem cstkkenhet: 6A 6 O.
A perturbaciok hatasara torténd valtozasokat a termodinamika
fotételeivel alakilag pontosan megegyez6 Osszefiiggések irjak
le [72]. Bekenstein [73] felismerte, hogy ezekben az 6sszeflg-
gésekben az eseményhorizont A terilete az entroépiaval analdg.
A fekete lyukak hémérsékleti sugarzasanak felfedezésével bebi-
zonyosodott [71 ], hogy nem csupan formai az analdgia. Az ese-
ményhorizont A terilete és S entropiaja kozott fennall az

S = JKA (10.2)

Osszeflggés, ahol k a Boltzmann-allandé.

Nem koénnyl beletdérédni, hogy az lres tér entroépiat hordoz.
Masképpen azonban nem tarthatjuk fenn a termodinamika érvényes-
ségét fekete lyukak jelenlétében. A lyukba hulldé anyagnak téme-
gén, impulzusmomentuman és elektromos toltésén kivul minden mas
fizikai sajatsaga visszahozhatatlanul elvész. A fekete lyuk
egyensulyi allapotanak e harom jellemzén kivil nincsen mas fig-
getlen paramétere [75,76 ]- A termodinamika masodik f6tétele ugy
maradhat érvényben, ha a behulld test entrépidjanak rovasara a
fekete lyuk entropiaja gyarapszik. A fekete lyuk hémérsékleti
sugarzasa megsérti ugyan a klasszikus teruleti torvényt,
6A t 0, de nem hatol at az eseményhorizonton. A hémérsékleti
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sugarzas a horizont kornyezetében, azon kivil keletkezik, és a
lyuk energiavesztesége alaglteffektus és negativ energia bearam-
lasa szamlajara Trando [74,77].

Megjegyzend6, hogy a gravitaciods entropia viselkedése anoma-
liakat mutat [78], amelyek mar a newtoni elméletben is jelent-
keznek. Gravitacid jelenlétében a rendszer fajh6je sok esetben
negativ. Ez kétségtelenul fennall a fekete lyukakra. A hémér-
sékleti sugarzas kibocsatasa kozben a fekete lyuk forrobba va-
lik. De a jelenség megfigyelhet6 a Fold koridl keringd mestersé-
ges hold esetében is [74]. A légkori surlédasbol szarmazo disz-
szipaci6 kovetkeztében a hold felgyorsul. Az ilyenfajta paradox
jelenségek a gravitacios kolcsbnhatas vonzo jellegével magya-
rdzhatok .

A (10.1) és (10.2) egyenletek segitségével kiszamithatjuk a
gravitacios oOsszeomlas soran létrejovd entroépiat. Ha az Ossze-
oml6 csillag 1 M tome G, akkor az egy barionra juté fajlagos
entropia 10 8- Egy 10 M@ tomegl galaktika, amelynek a centru-
maban 10 M~ tomegl fekete lyuk van, 10~/barion fajlagos ent-
ropiat hordoz [74]. Ha az Univerzum anyagsirisége elegend§ len-
ne a végs6 Osszeomlashoz, akkor a galaktikak fekete lyukka e-
gyesitlése utan a fajlagos entropia 1040/barion lenne. Megfor-
ditva az i1d6 iranyat, latjuk, hogy az 6srobbanasban rendkivil ma-
gas fajlagos entropianak kellett jelen lennie, ha az kaotikus
volt. A megfigyelt érték ennek csupan "10-31-szerese.

Collins és Hawking [79] megvizsgaltak, hogy mennyire stabi-
lis a nyilt Fridman-univerzumok izotropiaja perturbaciokkal
szemben. Eredményik, hogy a kezdeti izotropia fokozatosan el-
romlik, hacsak az univerzum nem pontosan gorbiletien ter(
(k=0). Barrow és Tipler szerint [80] a gorbuletien teri
Fridman-univerzum is instabil. Az instabilitas a fekete lyukak
kvantumtulajdonsagaival kapcsolatos, és igy csak a jov6ben, a
lyukak kialakulasa utan vezet kaotikus térgeometria kifejlédé-
sére. Ugy tlnik, hogy '"talpara kell allitanunk" a kaotikus koz-
mologiat: az univerzum magas szimmetriaval és alacsony entro-
piaval kezdte torténetét - akar véges, akar végtelen ez a tor-
ténet a jovBben - és aszimmetrikus, nagy entropiaju allapot
felé tart. Ez az elképzelés megnyugtatdéan tiszteletben tartja
a termodinamika masodik fétételét, amely szerint az Osszentroé-
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pia zart rendszerben nem csokken.

A gravitacios entropia természetét illetéen szélsBséges al-
laspontok csapnak Ossze. Gibbons és Hawking [81] ugy vélik,
hogy fekete lyukak tavollétében a gravitacios entropia zérus.
Ez valdszinlileg helytelen, amint azt a kovetkez6 kvalitativ ér-
velés mutatja. Az elektromagneses tér entroépiajat a fotonok
szama méri. A gravitonok a gravitacidés tér sajat szabadsagi fo-
kainak gerjesztései, mint ahogyan a fotonok az elektromigneses
tér kvantumai. A Maxwell-tenzor vagy térersség gravitacioés
parja a Weyl-gorbulet. Valamiképpen a Weyl-gcrbuletnek kell
hordoznia a gravitacios entropiat [82]. Az érvelés Penrose-tol
szarmazik, aki tovabbi okfejtéssel is alatamasztja javaslatat.

A nyugalmas kozmoloégia allaspontjara helyezkedve, az 6srob-
banastél napjainkig a Fridman-kozmolégiaval modellezzik az uni-
verzum szerkezetét. A Fridman-univerzumokban a Weyl-tenzor zé-
rus, a nyugalmas kozmolégianak azzal a tanitasaval 6sszhangban,
hogy az 6srobbanas idején alacsony entroépiaval indul a fejlé-
dés. A Weyl-tenzor zérus volta Osszefigg az univerzum izotro-
piajaval. A gravitacios tér nem tintet ki fényszerld f6iranyo-
kat [21]. Amint az anyag csomésodik, a s(ristdéseket Weyl-
gorbulettel rendelkez6 tartomany veszi koriul. A sir(isodések n6-
vekedtével nének az er6s Weyl -gorbilettel jellemzett tartoma-
nyok. Gravitacios osszeomlassal térid6-szingularitasok kelet-
keznek, amelyek kozelében Mixmaster-tipusu oszcillacidk l1épnek
fel. Ezekben a tartomanyokban a Weyl-gorbilet mellett elhanya-
golhatd a Ricci-gorbilet.

Azt a javaslatot, hogy a gravitaci6 entropiajat a Weyl-gor-
bulet hordozza, egyel6re nem sikerilt kvantitativ alakban meg-
fogalmazni. Ez a modern kozmoldgianak egyik sarkalatos problé-
maja, megszabaditani a graviticidos entroépia leirdsat az ese-
ményhorizonttdél. A Mixmaster-oszcillédcidk és a kdosz kapcsola-
tanak a megértése ebben az Osszeflggésben jelentés igazan, és
nem a korai univerzum modellezésében. El&6szor sikerilt a gra-
vitacitos tér entropiajat kiszamitani eseményhorizont tavollé-
tében. Ha még nem is tudjuk végigkdvetni a Poincaré-leképezé-
sekt6l a Weyl-tenzorig vezetd oOsvényeket, az Ut egy része mar
mégottink van.
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