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ADALEK A VISSZAFUTO SOROK ELMELETEHEZ.

Irta VESZ JANOS ARMIN r. tag.

A visszafuto sorok fogalma.

1. §

Ha a kivetkez6 végszerii tort

A+Bx 4 Ox2+4 ... +EKx»—! 1

at+bx + ex24 ... F kx4 Ixm 7T
a benne tartalmazott x valtozo halado egész hatvanyai sze-
rint sorba fejtetik, akkor az eredt végtelen sor

M+M x4+ M: x2+n.0. + My 32 + .00 2)
(m—1)-ed rendii visszafutd sornak neveztetik; és pedig ha
m=1 akkor a sor egyszerii mértani sort képez, melynek bar

hanyadik tagjat nyerjik, ha az eléttevalo tagot (——%)-val 870~

rozzuk ; az alkotd tort ez esethen
A
: a+bx
Ha m=2, vagyis ha az alkoto tort
' A-+Bx
a-+bx+cx?
akkor a megfelelé sor barmelyik tagjanak egyiitthatojat meg

lehet hatarozni az 4ltal, ha az eléttevalo egyﬁtthatét(——g)-

val a méasodelottit pedig (—2)-173.1 szorozzuk. Bpen igy a har-
madrendii visszafuté sor egyiitthatoi agy erednek az elétte-
valokbol, hogy a kizvetlen elottevalo “egyiitthato (——2)-‘val,a.

M. TUD. AKAD, BRTEK. A MATH. TUDOYANYOK KOREBOL. 1874. 1%
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»masod eléttevalo (—-g—)wal, a harmad el6ttevalo pedig

(ﬁi‘l—)-val szoroztatik. — Hasonszerii torvény all a maga-

sabb rendii visszafuto sorokra nézve is.

%,

Viszont, ha az alkotd tort helyett a visszafutd sor van
megadva, akkor az el6bbi az utébbibdl Lagrange utmutatisa
szerint szintén meghatarozhato.

Ha ugyanis a 2) alatti adott sor roviden S el jeloltetik,
akkor az egység osztatik S-el, de az osztéas csakis a hanyados
két elso tagjaig folytattatik, e szerint

1: =M My BTR XS+Rz L

2
=M'+M' x+ Sl—g
haamaradékot S, x2el jeloljiik ; azutan S osztatik 8, -el, szin-
tén csak a hanyados két elso tagjala szoritkozva lesz:
S: 8, =M"“4+M", x4 s—
1
hol S. x? az uj maradékot jelenti; most ismét S, osztatik
ugyanazon feltételek mellett S.-vel, és ezen miitétel addig
folytattatik, mig az osztas, két hanyadosi tag utan, maradek
nélkiil nem sikeriill. — Az adott visszafutd sor ez esetben
annyadrendii, a hany osztas vitetett végbe addig, mig a
semmi maradékra jutottunk,
Osmervén a visszafuté sor rendjét, amnak altalanos
alakja felirhato, és a benne foglalt egyiitthatok a hatarozat-
lan egyiitthatok elve szerint konnyen meghatarozhatok.

Az dltalinos tag meghatdrozdsa.
3. §

Valamint minden sornal, ugy a visszafutonal is a leg-
nagyobb fontossaggal bir az dltaldnos, vagyis az n-edik tag
meghatarozasa az n fiiggvényében, és pedig oly alakban, hogy
az gyakorlati kiszdmitasra alkalmas legyen. — S miutan ezen
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kovetelményeknek a mértani sor, vagyis az elsé rendii vissza-
futdé sor altalanos tagja eleget tesz, ennél ugyanis

n—1 n—1
1A b . 3)

an

M, e

azért czélszerii a visszafuto sor alkoto tortjét csupa - A5

a+bx
alakt részlet tortekre bontani szét, minden ily sornak meg-
felel6 mértani sorat kifejteni, és a nyert sorok altalanos tag-
jait osszeadni.

Ezen eljaras tokéletesen helyes, és konnyen ki is viheto
mindaddig, mig az alkoto tort csupa valds egyszerii tortekre
bonthato szét.

Az ely helyes ugyan még akkor is, ha a részlet tort kép-
zetes, mert ez esetben a 3)-ik képlethben- A és a ugyan képzete-
sek, de miutan a képzetes részlet torthoz még egy masik kap-
esolt részlet tort tartozik, azért az altalanos taghan is ket
kapesolt értékii rész fordulvan eld, ezek dsszege okvetlen valos
leend. — De méar ez esetben a 3) alatti képlet kiszimitasra
nem alkalmas, miutan a benne eléfordulo A és a ezen eset
ben P+ Qi és illetoleg p+ qi alakfiak lévén, a logarok kozvet-
len alkalmazéasat lehetlenné teszik.

4. &
Ha az 1) alatti alkoto tortet részlet tortjeire szétbont -
juk, akkor ezek alakja, ha |/—1 =i

P4+Qi 5
@A)
melyhez (ha Q és g nem egyenlék a semmivel) még egy kap-
csolt tort is jarul, ugyanis:

P—Qi
(p—ai-x)"
Ezen alakok a részlettortekrei bontas mind a négy ese-
tét magokban foglaljak, ugyanis
1. ha a nevezé csupa egymastol kiillonhozo valos gyok- -
k el bir, akkor csakis a 4) alatti képlet jut érvényre, a mely-
ben még Q=q=o0, és r=1 teendd.
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2. ha a gyokok valosak ugyan, de egyenlok, akkor szin-
tén a 4) képlet maga érvényes, tehat Q=q=o, r pedlg ez
esetben az egyenl6 gyokok szamat jelenti.

3. ha a gyokok képzetesek, de egymastol kiillonbozok,
akkor mind a két képlet érvényes, de bennok r=1, végre

4. ha nevezé egyenlé képzetes gyokikkel bir, akkor a
4) és 5) alatti képletekbenr az egyenlo gyokok szamat jelenti

5. §
A 4) alatti tortet sorba fejtvén, ered: ,
P+Qi _ P4Qi [1+L_,_"_,? r(r+1)  x* J
@+a—)" — @+a) | T1pra' 12 (pfa)
s azért ezen sor altalanos tagjanak egyiitthatoja
A P4+Qi r(r+1) (1—}-))_ ({:{—n—.‘?) 1
T eta)T L2 3. (1) @+a)r
T4+ n—2 P+Qi |
52 [ n—1 ] (+a)+?
vagy miutan r rendesen csak kis szam, holott n a végtelenig
nagyithato, tekintetbe véve, hogy

mft e
8 m—s |
kovetkezik meég :

' _ | n4r—2 P+Qi
A [ r—1 [@tayrr Y
mely érteknek kapcesolt értéke az 5) alatti keplet kifejtésébol
v |ndr—2 B
Mo [ ](p—qi) apeylene D
Ha tehat még a 6) és 7) alatti értékeket Osszeadjuk,
megnyerjiitk az adott sor altalanos tagjanak egyiitthatojat,
h[u—l Sx [n+r—2 [ P+Ql P—Ql _j
r—1 (p-ui) 2Py (pgi)2tat
[n+r—2](1)+ Qi) (p—ai)*~! + (P—Qi) (p+ qi)>+—!
i (Dot
vagy meg :

Moy — [n+r‘2Jx
r—1

+
(pZ_q2) n+4r—1

n+r——1]

542:8)
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A jelen képlet egészen altalanos, és a felsorolt mind a
négy esetre alkalmazhato ; :
az 1. esetben g=Q=o0 és r=1 lévén, beléle egyszeriien

ered a 3) alatti képlet,ha 2P= — 2 és p= —-l—;— helyette-

b
sittetik:
a 2. esethen
_|n+r—2 2P
M. —‘[ r—1 ]‘ p 21
a 3. esethen
1 . : N LB
elora” +o—a |-+ a"—e—w |
M. e R e A e ot
! (@*+a?"
végre a 4. esethen maga a 8) alatti képlet alkalmazando.
6. §

Az 1. és 2. esetben a nyert képlet logar hasznalatra
kozvetlen alkalmas lévén, az altalanos tag kiszamitasa semmi
nehézséggel sem jé,f, de a 3. és 4. eset tetemes atvaltoztatist
igényel, mit a kovetkezo modon lehet eszkozolni.

Legyen e* % =e* (cosh4-isinb) =p+qi...9)

akkor p= e'cosh és q:easinb

a LN A
tehat e = |/ p*+q® és b=arctg %—
De ha u=(p+aqi) "
akkor a 9) alatti képlet szerint
“Ju=nl(p+4qi)
= n (a+bi)

=N [1 V-ﬁjiag— +1 arcthqT]
és ismét a megfeleld szamokra térve vissza :
u=e" (1 V—p—;—(i—%-l arctg%)
vagyis
(p+ qi)n= Vor+q? s [cos n arctg% 4+ isinnare tgg—]
hasonloan

(P—qi)n——“- V(ETJ- q?) " [cos n arctgg— — isinn arc tgg»]
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mely egyenletek osszeadasa és kivonasa altal ered :

(p+ai) "+ (p—qi)n=2 V@*+q?) " cosn arctg’%
6 ...10)
és (p+qi)n:(p—qi)n=2iV(p2+ g?) . sinn arctgg— 2

mely értekeket a 8) alatti képletbe helyettesitve, ha egysuzer-

smind n helyibe (n+4r—1)-et irunk, lesz rovid Osszevonas

utan:

f n-4r—2
e 2[ =1 }x

P. cos (n4r—1) arctg%—’,— Q sin (n4r—1) ‘.su'ctg(L
ik p

A T‘;‘;:‘" D el | |

Ve tp) )

mely képlet szintén egészen altalanos, abban benn foglaltat-
van mind a négy eset, és mely segitségével most mar az alta-
lanos tag, logarok alkalmazasa mellett, valos alakban min-
den eléfordulhato esethen konnyen kiszamithato.

Az elsé n tag osszege.

7P
Meg lévén ekkép hatarozva az dltaldnos tag, most mar
megoldhato azon kérdeés is, miképen kell meghatarozni egy
adott visszafuto sornal az els6 n tag osszegét.
Ha n végtelen nagy, akkor a visszafutd sor Osszege
maga az 1) alatti alkoto tort,

g0 A4-Bx+4+Cx24-. .. - Kxmt
©aFbxdex .. Fkx o f Ixm
ha tovabba az elsoé n tag dsszeget Sn —el jeloljitk, valamennyi
tobbi taghol pedig a kozos x* tényezot kiemeljiik, s annak
egyiitthatojat S'-el jeloljitk, akkor
Sy = S— S'x»
sigy csakis S’-et kellmeghatarozni ; -— ez pedig szintén egy vég-

szeril tort, melynél a nevezé azonos a S tort nevezojével, mert

ugyanazon visszafuto sor folytatasa lévén, a képzodeés torve-
nye is ugyanaz,
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Igy tehét
§ A4+ Bx+Cx24 ... FKxmt
T a4 bx4 ex .. 4 kxmllx®

mely tortnél még esak az A‘, B', ... egyiitthatok lesznek
meghatarozandok.

Minthogy pedig a 2) alatti képlet szerint: :
A4 Bx+Cx24.... FKixnt : k.
P - g g g R Mo Mo axti
M., Muty,, ... értékei az altalanos taghol osmertek lévén,
kovetkezik a A‘, BY, . ... egyiitthatok részére:

A'=a M, ;

B'=a Mn+1+b hln

C'=a Mujo-+b Muyi+c¢ My
hol My, M, 41,.. . . egyiitthatok a 11) alatti kepletbol egysze-
riien kovetkeznek, ha abban n helyébe rendre n41, n+4-2,
n+-3... értékek helyettesittetnek.

Feladat.

8. §.
Az elobbiekben kifejtett elvek alkalmazasara legyen
megadva a kovetkezd sor:
S=1-42x43x>-}-3:3x5+3:01x 44241 Tx 5}
+1:7589x¢  +117513x7+0'729921x -
+0'4044257x°} . . ...
kerestetik :
a) az adott sor alkoto tortje, és ebbdl az alakulasi .
torveny, kerestetik
b) az adott sornak n-edik tagja n fiiggvényéhen
kifejezve, és
¢) az elsé n tag dsszege azon esetben, ha a valtozo
x helyébe az egység iratott.

9. 8.
Az els6 a) pontot illetéleg osztassék a 2. §. értelme sze-
rint az egység S-el, lesz
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14-2.7x+3.59x2-}-3603x34-3.0 75 1x4 -
+-2:34267x°41.628039x *-1.0400163x 7.
S

%:1——21{ +-x”

=1—2x-~|—%x2
Osztva tovabba S-et S;-¢l, ered :
1-34 2.21x+-2.457x24-22269x -+
B i il IO e
S; S
S:
=1—07x+41"3x2
S

hol S.-6t megkapjuk, ha a masodik maradékhol a kozis 1'3
tényezot elkiilonitjiik. Végre S.-et osztva S.-vel az osztas
tovabbi maradékot nem ad, jeléiil annak, hogy az adott sor
harmadrendii visszafutd sor, vagyis hogy

_ A4Bx+40Cx>

" atbx+ex24dx?

=142x + 3x24-83x34-3'01x*4-2417x54 . . . .
hol a tort allandéinak meghatarozasara az elsé hat tag ele-
gendo. )

FEzekbol ugyanis :

3:3a+3b+2¢4 d=o
3:01a+-3.3b+ 3¢+ 2d=0
2:417a+3.01b-}3'3c}-3d=0
mely egyenletekb6l konnyen kovetkezik :
b=—1'Ta; c=a, 65.d—02a
Tovabba
A=a
—2 a-+b=2 a—1'7 a=0'3a
és C=3a-+}2b+4c=4a —3.4a =0'6a
mely értékek helyettesitése, és csekeély rovidités altal ered : -
Skt BH L sl )
10—17x410x2—2x3
a sor alkotési torvénye tehat abban all, hogy az elobbi egyiitt-
hato szoroztatik 1-7-el, abbol levonatik a masod eldtti egyiitt-
hato, és a kiillonbséghez adatik a harmad el6tti egyttthato
szorozva 0°2-vel,
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10. §.

A 8. § alatti b) pont meghatarozasara nézve elobb a

12) alatt talalt tortet kell részlet tortjeire szétbontani, és
az 6smert modok szerint kivetkezik :

104-3x-6x: 0 | _(—3:i_+_1f’i)
e e x| 1,8 "
3
}2_(—37—1&)
£ S <8}
—l—i-l—s————x
272

s miutan az altalanos tag meghatarozasara a 6.§. 11) képlete
szolgal, a jelen esetben abban r=1 lesz teend6, mi altal, te-
kintetbe véve az elso valos tortet is

40 2 : q : q
M, = ;n-}--—%\"[P cos n arctg—Qsin.n.arctg J
2 Vo449 P P
; 3 37 16 3 1

C ta ot i S ® =— — =g ==
s miutdn a mi esetiinkben P 2 ;Q g P=38a=7

Mn—l =4_0 ( 2

n \ 1 oy ] 1
on 'Vl_d) [37.cos. n. arctgg—lbsm.n. arctg?’]u)
hol arctg%—= 18° 26' 58"

Igy példaul ha n=8, vagyis ha kerestetik az x7 egyiitthatoja
ez az elobbi képlethol logarok segitségével konnyen talalta-
tik =117513 mint az adott sorban, igy ha az x'° egyiittha-
toja kerestetik, akkor n—=20 és M, =—0003523 . . .

11. §.

Végre a feladat c) pontjat illetéleg elgszor meghataro-
zando §', vagyis a sor osszege az n-edik tagtol kezdve. De
- S'=Myx* Moy x4 Mg X224
n
=X [Mn+Mn+1 X+Mn+2 X2+ . ]

<2 AfEx L COxr
. 10—17x+410x2—2x3




12 VESZ JANOS ARMIN.

hol M, M,,,.. . rtokei a 14) alatti képletb6l veenddk, ha
abban n helyébe n4-1, n4-2, . . helyettesittetnek, innét tehat

A'=10 M,

B'=10 M, —17 M,

C'=10 Mypy.—17 M, 410 M,

Miutan azonban a feltett kérdeés szerint csakis azon
esetben kivantatik az 6sszeg, ha x=1, lesz

S'=A'+4B'4-C

=10 My y.—7 M, 1,43 M,

és az értékek helyettesitése utan :

n+3f
Sf= 120,,:1_03 10(1/2_) 3[37 cos (n+3) arctg—l—]
—16 sin (n+3 arctg ]
ik 2 )H[ !
e T 37 co 2)arctg—
outz | (VlO cos (n-2) arc g !
—16 sin (n-2) arctg J+ I%
340 [ 2 \r+ ’
Eu—g——-q.(v‘ﬁ)) [37 o8 (n—j—-l)alctg—3—— ,

—16sin (n4-1) alctg ] J
mely kifejezés azonban tetemesen egyszeriisithetd, tévén els-

1
legesen arctg-g =y

A : 3 . ~
mibél kovetkezik y= arc cos —— =arc sln—l;_
AT |10

3 1L
tehat cosy =—— ; és siny — —_
y Vl() ; Y
ezen értékekkel azutan :

cos (n+1) y_—_v—?i_cos ny -—Vllzosin ny
sin (n+1) y -—V__cos ny —}—vil_osin' ny

6
—sin ny

cos (n42) y -—cos e ie
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Lo

sin (n42)y = cos ny -+ ——sm ny

cos (n43)y =

sin ny

18
v—° 10V1‘0'
sin (n43) y =10_vi6.co ny v_ sin ny

mind ezen értékeket a 15) alatti képletbe helyettesitvén és
kelléen dsszevonvan, ered :

Se 4—0—( . ) [21 cos ny—>3 sin ny] 16)

2® - \V10 :

egy elégge egyszerii képlet, mely az n-edik tagtol kezdett sor
tovabbi osszegének konnyii kiszamitasara alkalmas.

Tey ha n=8, talaltatik S‘'=1:33897
vagy miutan az egész sor osszege S=19, kovetkezik, hogy az
elsé nyolcz tag Osszege, ha x=1

Sy =S—8'=1769108 ‘
s valoban ugyanezen osszeget talaljuk, ha az adett sorban aﬁ :
elsé nyolez megadott egyiitthatot 6sszeadjuk.

Bpen igy talaltatik ha n-—20, vagyis az els6 20 tag
Osszegére nézve: :

S20=19001198.... ; miutdn a 21-ik tagtol kezdve a.
végtelenig a sor dsszege S‘=-0'001298 . ..

Kiilon esetek.

12. §.
Meg lehet itt még jegyezni, hogy az Aaltalanos tagt
egyiitthatoja (6. §. 11. képlet) azon esetben, ha az alkoto tort

nevezdje csakis két kapesolt képzetes szorzobol 4ll, a kovet-
kezo alaki :

2P cos n arc tg~g+2 Q sin n arctg—g
Vor+ar®

és ha még azonfelil p=q

P cosn—”—l— Q e
-+ 4 f
Mn—l — H

n—1

Mn— 1

n

2% p
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4

vehet fel (n igenleges egész szam lévén) kovetkezik, hogy a
szamlalo nyolez tagt szakot fog képezni, ugyanis:

me A Buci BU 0L e,
& Ve Ve Ve

Ha pedig p=o0, vagyis ha a nevezo csak tiszta képzetes
gyokoket tartalmaz, akkor

miutan pedig cos Les sm——csalus V__, 0, és -1 értékeket

ar cos———{— 2Q sin n_2n
ML= £
; gqn

s miutan cos %’—’és sinn—; felvaltva csakis 0 és 41 lehet, az-

ért ez esetben a szdmlalo négy tagh szakokat fog képezni,
ugyanis
2Q; —2P; —2Q; és 2P

igy ha az alkototort - _4:_:};2 :
akkor ez részlet tortekre bontva lesz
3 5, 3 5
Tt G iy
2% 2+2i—x ToTEEE
itt tehat P-——-— T 2 ; p=q=2 lévén, az illet6 sor

leend: :
x3 Xt Bxs 4x5 39x7

3
_+23+ 3e T g a7 v T g gt

- ezen els6 nyolez tag utén az egyiitthatok szamlaloi ismétlod-

nek, a nevezd alkotasi tiirvénye szintén egészen vilagos.

Ha pedig az alkoto tort volna, akkor a négy sza-

4—]— x?
kos sor volna:
1 S IR T Gl BN
ORI TR B TR T T
az elébbi esetben az altalanos tag
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nmz . nm
3 cos 4 —5_s1nz

Van

s Mn—l e

az utobbiban pedig :
nz . nn
4 cos—2+ sin—5-

9n+1

Mn_l =

13. &.

A 6. §. 10) alatti képlete még egy nevezetes kovetkez-
tetésre szolgaltat alkalmat. Ha ugyanis
x3—ax-+b=0
akkor a Cardau képlete szerint

Vo oV

mely képlet tovabb nem alkalmazhato, ha
sf_> b—z, vagyis ha&‘v.g>l.
iRk 3bY/3

amde épen ez esethen, tévén eldlegesen
b 3 a’ b et
g=Mé&s \[or—7=02 Cardan képletébol ered :

1 1
3 Lo
x =—do+a) + o—a)
és az emlitett 10) alatti képlet alkalmazéisa 4ltal
=— 2V(p2+2q) § Cosy arctg%

vagy a p és q értekei visszahelyezése utin csekély osszevo-

nassal
£ i 1 ar \/ 443
X =— 2 V 3 cos arctg 2——~7b2—1

=2 v cos  arc cos——v—
2aVa
mely képlet szerint a harmadfokti egyenlet gydke kénnyen

3b V
kiszamithato, miutan feltetel szerint 2——3— valodi tort.
ala
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