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I. FEJEZET.

TÖBBVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK.

1. A többváltozós függvény. Edd igeié főként olyan mennyiségek­
kel foglalkoztunk, melyek számértéke egyetlen mennyiség szám­
értékétől függött. Ezt az utóbbit, melynek rendszerint egészen sza­
badon tulajdoníthattunk különböző értékeket, független változónak 
neveztük ; azt a mennyiséget pedig, amelynek értéke e független 
változó mindenkori értékétől függött, mely tehát ehhez a függet­
len változóhoz valamiképpen hozzá volt rendelve, ezen változó függ­
vényének neveztük. Ezeket a most már jól ismert fogalmakat akar­
juk tágítani.

Képzeljük az x és y független változókat; vagyis képzeljünk 
olyan két mennyiséget, melyeknek szabadon tulajdoníthatunk szám­
értékeket (egyelőre reálisakat). Az x és y változóknak tulajdonít­
ható értékek összessége e változók értékrendszerét alkotja. Ez a 
legkülönfélébb lehet. Megeshetik, hogy úgy az x, mint az y minden 
számértéket felvehetnek; megeshetik, hogy csak pozitív számérté­
keket tulajdoníthatunk nekik, vagy csak egész számértékeket, vagy 
pl.: .r-nek minden számértéket tulajdoníthatunk, mely a 0...1 köz­
ben van (pl. : a határokat is beleértve) és y-nak azokat, amelyek 
—1 és -]-l között vannak s í. t. Az x és y egy-egy értékpárját az 
x és y rendszer helyének fogjuk nevezni; például, ha .r-nek ezt a szám­
értéket tulajdonítjuk: 3, y-nak pedig ezt: 5, akkor azt mondjuk : 
az x=3, y=5 a változók értékrendszerének egy megadott helye.

Szemléletessé válik az itt előadott, ha geometriai ábrázolásra 
gondolunk. Ugyanis az x=a, y—b értékeket a sík azon pontjával 
ábrázoljuk, amelynek abscissája: a, ordinátája: b. Innen vettük a 
hely elnevezést is. Az x és y által felvehető számértékek összessé­
gét a sík tartományának is fogjuk nevezni. E tartomány meg­
határozása a legkülönfélébb módokon történhetik. Ha x és y csak 
egész számú értékeket vesznek fel, akkor egy rácsot létesíthetünk 
a síkon oly módon, hogy a 0, 1, 2,..., —1, —2,... távolságokban 
az x és y tengelyekkel párhuzamosakat vonunk; ezek metszés­
pontjai : a rácspontok ábrázolják a változók értékrendszereit. Sok-
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szór meg éppen geometriai szemlélettel határozzuk meg a változók 
tartományát, azt mondva pl.: hogy x és y vegyék fel mindazon 
értékeket, melyeket egy C középpontú, r sugarú kör kerületén és 
belsejében levő pontok ábrázolnak s í. t.

Bár egyszerűnek látszik, különösen geometriai szempontból, a 
tartomány értelmezése, de rendkívül komplikálttá lesz, ha a geo­
metriai szemlélettől függetlenül értelmezni és a szemléletet elemezni 
akarjuk. így pl.: ha a szemlélettől függetlenül akarjuk megállapítani 
a tartomány belső és határhelyeinek, a tartományt határoló görbé­
nek, a tartomány összefüggőségének (hogy t. i.: egyik helyétől a 
másik helyéhez, mindig belül haladva, eljuthatunk) stb. definíció­
ját. Ezekkel, részben a mathematikai analízisbe, részben az ana­
lízis situsba, a helyzet analizisébe vágó kérdésekkel nem akarunk 
foglalkozni és ezúttal főként a geometriai szemlélet nyújtotta fogal­
makat fogjuk felhasználni.

Ha már most egy tartományt jelölünk ki (pl. : az x=a, x—b; 
y—c, y=d egyenesek közé foglalt derékszögű négyszög belsejét) 
és ennek minden helyéhez a z mennyiség valamely értékét rendeljük, 
akkor a z az x, y változóknak a szóban forgó tartományban adott 
függvénye. Ennek a jelölésére a z=f(x, y) jelet használjuk. A hozzá­
rendelés különféle módon történhetik; a legtöbbször formula 
segítségével, vagyis bizonyos meghatározott mathematikai ope­
rációkkal számítható ki az x, y értékekhez tartozó z érték. Például,
ha azt mondjuk, hogy z = (x-|-y)2, z — , z = 
a megadott x és y számértékekből a négy alapművelettel számít­
ható ki a hozzájuk tartozó z érték, ha e műveletek egyáltalában 
elvégezhetők. Sokszor táblázat segítségével rendeljük a z értékeket 
az x, y értékrendszeréhez vagy pedig geometriai eljárással. Ez 
utóbbi igen gyakori és szemléletes képét nyújtja a hozzárendelés­
nek. Ha három egymásra egy 0 pontban merőleges egyenest kép­
zelünk : a koordináta tengelyeket, melyek közül az X és Y a víz­
szintes síkban vannak és Z erre merőleges és (x, y) azon P pontot 
jelenti, melynek abscissája az XV síkban x, ordinátája : y, továbbá az 
(x> !/) pontokban az XY síkra emelt merőlegesekre az illető (x, y)-hoz 
rendelt z értékeket rámérjük, akkor ezzel egy felületet állapítottunk 
meg, mely a z=/ (x, y) függvény grafikus előállítására szolgál.

Közelfekvő gondolat a függvényfogalom további általánosítása. 
Ha n mennyiség: xt, x2)... xn akár bizonyos korlátok között, akár 
korlátlanul szabadon változtathatja az értékét, akkor ezeket füg­
getlen változóknak nevezzük. így pl.: ha &1<x1<a1, fe2<x2<a2,... 
bn<xn<ani vagy ha x1,x2,...xn olyan értékeket vesznek fel, 
amelyekre nézve:

(Xi - )2 + (x2 - a2 )2 ----- p (xn - an )2 < r2.
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Az xlt x2)... xn által fölvehető értékcsoportok, értékrendszerek 
összessége itt is tartományt alkot, a független változók érték­
tartományát. Az x1=a1, x2—xn=an, ahol ot2,... an meg­
határozott számértékek, e tartomány egyik helye.

Ha már most az xr, x2,... xn változók értéktartományának 
minden egyes helyéhez a 2-nek meghatározott értékét rendeljük, 
akkor a z-t az x1?x2,... xn változók e tartományban meghatá­
rozott függvényének nevezzük és ezt az n változós függvényt pél­
dául így jelöljük:

xzi •r85---> xn)-

2. A többváltozós függvény határértéke. A legegyszerűbb esetek­
ben is előfordulhat, hogy az — f(x, y) kétváltozós függvény, bár 
ismeretes a z kiszámítására szolgáló formula, egyes helyeken még­
sem számítható ki, mert a műveletek végrehajIhatatlanok. így pl. az 

1 — az x—0, i/=() helyen nem számítható ki, mert — alakra 
•*+?/ sin(x-u') °
vezet a helyettesítés, ami értelmetlen ; vagy —— ---- — értéke azx y
x—y esetében, tehát a kezdőponton átmenő és az x tengelyhez 45° 
alatt hajló egyenes egyetlen pontjában sem állapítható meg. Ilyenkor 
behelyettesítésről, az x és y számértékeinek a formulába való helyet­
tesítéséről nem lehet szó, tehát megint, éppen úgy, mint az egy­
változós függvény esetében, a függvényre nézve egy új fogalmat, a 
határérték fogalmát vezetjük be és ezt a fontos fogalmat a kiszámít­
hatóságtól teljesen függetlenül állapítjuk meg.

Hogy ezt a fogalmat értelmezhessük, megmondjuk előbb, hogy 
mit értsünk az (a, b) hely környezetén. Ha az (a, /?) körül, mint 
középpont körül q sugárral kört rajzolunk, akkor e kör belsejében 
levő pontok, vagyis azok, melyekre nézve

(x-a)2+(y-h)2<e2
az (a, b) hely (> sugarú környezetét alkotják. Ha már most bármely 
kis pozitív e számhoz található olyan g, hogy a g sugarú környe­
zetben, vagyis mindazon (x, y) helyeken, melyekre nézve :

(x—a)2+(y—ft)2<(»2
az |/\x, y)-A |<e,

akkor definícióképpen azt mondjuk, hogy / (x, y) függvénynek az 
(a, b) helyen a határértéke: A. Ezt így írjuk:

lim /‘(x, y)=A..t. n, y-b
Ez más szóval azt jelenti, hogy mindazon (x, y) helyeken, melyek 
az (x—aj24-(y—b)2=g2 körön belül vannak,
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A—e<f(x, y)<A+é.

[Geometriai interpretálása ennek a következő : Ha az (a, b) körül q 
sugarú kört rajzolunk és e körre, mint alapra, körhengert állítunk, 
akkor ez a henger a z = f(x, y) felületből olyan görbét vág ki, 
amelyen belül levő pontjai a felületnek az (x, y) sík fölött A-f-fi-nál 
alacsonyabban és A—6-nál magasabban vannak.|

Némelykor a környezet fogalmát másképpen állapítjuk meg és 
ennek megfelelően a határérték definíciója is formailag kissé eltérő 
lesz. Azt mondjuk például, hogy az x—a—ó, x=a-)-c); y=b—o, 
y—b-j-d egyenesek által bezárt négyzeten belül levő pontokat tekint­
jük az (a, b) környezetének; tehát azon pontokat, melyekre nézve :

| x—a | < J, | y—b | < d.

A környezet ezen megállapítása után : lim f(x, y)—A még így 
is értelmezhető : Minden pozitív fi-hoz tartozik J küszöb, olymódon,

|x—a|<J, | y—

egyenlőtlenségek által meghatározott tartomány belsejében levő
helyekre nézve:

| f(x, y)—A | < «.

Nyilván a két értelmezés identikus; mert ha az (a, b) helyei 
körülvehetjük ilyen négyzettel, akkor körülvehetjük egy — e négy­
zetbe írható — körrel is és fordítva, ha körülvehetjük körrel, akkor 
körülvehetjük ebbe beírható négyzettel is.

Könnyű lesz most már e fogalmat átvinni n változós függvény 
esetére is. Az a2, . . . an) hely környezetének nevezzük pl. a má­
sodik értelmezés szerint azon (xt, x2,...xn) helyeket, melyekre nézve :

| |x2 a21 < ... |xn —an | <Z S;
(síkon négyzet, térben kocka, n változó esetében sokszor össze­
foglalóan e helyek összességét n dimenziós kockának mondjuk).

Az /"(«!, x2,..., xn)-ről akkor mondjuk, hogy az ava2,...,an 
helyen A a határértéke, ha bármely kis pozitív e adatik, megjelöl­
hető az at, a2,... an helynek olyan

I xi~ai I < | x2—a2 | < ó, ... | xn—an | < J
környezete, melyen belül levő helyeken

Ezt így jelöljük :
X2,... Xn')—A\<C.

lim^, x2,... xn) = A.
.. x„=a„

Ha a*lim£(x, y) létezik (azaz végesés meghatározott A szám), 
akkor, miként láttuk, az (a, b) hely egy kis környezetében tetszés



TÖBBVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK. 9

szerinti kevéssel tér el az /'(x, y) az A-tól. Ebből következik, hogy 
ha e környezetnek két tetszés szerinti helyét kiszemeljük, e helye­
ken levő függvényértékek egymástól is tetszés szerinti kevéssel 
különböznek. Ezen állítás pontosabb igazolása a következőképpen 
történhetik. Adatik egy tetszés szerinti kis pozitív 8. Vegyük ennek 
a felét és határozzuk meg a g póz. számot úgy, hogy az (a, b) 
hely (x—a)2 -j- (y—b)2 < p2 környezetének minden (x, y) helyén 

€\f(x,y')—A\ < - legyen. Eszerint tehát, ha (xt, yt) és (x2, y2) e kör­
nyezet két, tetszés szerinti helye, akkor:

fi fi
a

fi fi
A- 2 <f'^ y*)<A + 2 ’

tehát e két egyenlőtlenségből:

- « < l\xt, yj - f(x2, y2) < «,

vagy>s I /’Oi, Ui) - /’(^2,1/2) I < «•
Látjuk tehát, hogy ha lim/‘(x, y) véges és meghatározott szám, 

x=a, y=b
akkor van olyan környezete az (a, ft) helynek, melyen belül bármely 
két helyen vett függvényértékek egymástól a tetszés szerinti meg­
adott í-nál kevesebbel különböznek. Azonnal látni fogjuk, hogy 
viszont, ha bármely kis pozitív 5-hoz tartozik olyan környezet, amelyen 
belül akárhol vett függvényértékek különbsége abszolút értékre «-nál 
kisebb, akkor a lim létezik.

x—a, y-b
imént bizonyított tétel n változós függvény esetében is 

éppen így állapítható meg. Elég lesz, ha megfogalmazzuk.
Ha lim/’(x1, x2,... xn) véges és meghatározott szám, akkor 

= • • Xn — Cln
minden e-hoz tartozik az an.. ., a„ helynek olyan környezete, amely 
környezetből vett tetszés szerinti két: x't, x2,... x'n és x", x",... x" 
helyen

|/(x;, x2,..., x;)-/(xí, x",..., x")|<é.

3. A határérték létezésének kritériuma. Mielőtt az előbbi tételnek megfordí­
tásával foglalkoznánk, mely a határérték létezésének kritériumát szolgál­
tatja, előbb röviden rekapituláljuk az alsó és felső határ fogalmára vonat­
kozó ismereteinket, alkalmazva a kétváltozós függvény értékkészletének 
halmazára. Ha adatik az (x, y) valamely tartománya és e tartomány helyei­
hez hozzárendeljük a z értékeket, vagyis értelmezzük e tartományban a 
z =/(x, y) függvényt, akkor e függvény által felvett számértékek egy szám­
halmazt alkotnak. E számhalmazt korlátosnak mondjuk, ha van olyan M szám, 
mely a halmaz minden számánál nagyobb és olyan in, mely mindegyiknél 
kisebb. E számhalmaz felső határát jelöljük /f-val, alsó határát ft-val. Akkor
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tudjuk, hogy a halmaz egy száma sem nagyobb W-nál. ellenben, ha s 
tetszés szerinti kis pozitív szám, akkor a halmazban van H—e-nál nagyobb 
szám is. Éppen így: a halmaz egy száma sem nyúlik a h alá, ellenben ha t 
tetszés szerinti kis póz. szám, akkor h+s-nál kisebb szám van a halmazban. Az 
f(x,y) tehát W-nál nagyobbá nem lesz, de H—E-nál nagyobbá igen; A-nál 
kisebbé nem lesz, de h+t-nál kisebbé igen.

Ha az adott tartománynak egy részét tekintjük és (x, y) e részben levő 
helyeket jelenti, akkor az/(x, y) értékei az előbbi halmaznak csak egy részét 
alkotják; tehát nyilván ezen részhalmaz felső határa csak H vagy H-nál 
kisebb, alsó határa pedig h vagy /i-nál nagyobb lehet.

Ezek előrebocsátása után áttérünk a jelzett kritérium megállapítására. 
Ha minden pozitív e-hoz tartozik az («, />) helynek olyan környezete, amelyen 
belül akármely (x„ y,) és (x2, y2) helyeken vett függvényértékekre nézve:

l/ki, yd —f(x2, y2)|<e, 
akkor limf(x,y) véges és meghatározott számérték, x-a, y^b

Ugyanis: Válasszuk az s-t akárhogyan. Tartozik hozzá az (a, b) hely­
nek egy p sugarú környezete, melyben mindenütt \f(xu y,) — ,/’(x2, y2) j <e. 
Vegyük most az előbbi e felét, vagy az ennél kisebb: Ej-et. Ehhez egy p, sugarú 
környezet tartozik, amely nyilván az előbbiben benne van. Vegyük felét, 
vagy ennél is kisebb s2-t. Ehhez meg p2 sugarú, az előbbiben foglalt kör­
nyezet tartozik s í. t. így jutunk a p>p, >p2,.. . sugarú, (a, b) középpontú 
koncentrikus körökre. Jelöljük a p sugarú környezetben felvett /(x, y) érté­
kek felső határát H-val, alsó határát 7i-val. A pt sugarú környezetben legyen 
a felső határ Hj, az alsó h2, s í. t. így jutunk a H, Ht, H2, . . . számokhoz, 
melyek nyilván csökkenő korlátos sorozatot alkotnak. Az általuk értelmezett 
számot jelöljük #-vel. Hasonlóképpen az h, /i,. 7t2, . . . alsó határok növekedő 
korlátos sort alkotnak. Jelöljük e sorozat értelmezte számot *F-vel.

Azt állítjuk, hogy V~<P. Ugyanis ap sugarú körben felvett/(x, y) érté­
kek eltérése e-nál kisebb. De ezen értékek felső határa H. Ez azt jelenti, 
hogy egyetlen f(x,y) sem nagyobb a H-nál, ellenben H—„ és H között 
mindenesetre van az /(x, y)-nak értéke. Éppen így: egyetlen f(x,y) sem 
kisebb a Ji-nál, ellenben h + ~ és h között van/(x, y) érték. így tehát van 
olyan két (x', y') és (x", y") hely, melyekre nézve:

/(x', y') - /(x", y") >H-^--(h + ^) = H-h-e.

[ha t. i.: (x', y'), gyanánt olyan helyet választunk. melyen/(x', y') > H —és 
(a?", y") gyanánt olyant, melyen/(x", y") < h + De minthogy bármely két 
helyre nézve az /(x, y) értékeinek eltérése e-nál kisebb, tehát ezen egyenlőt­
lenségből következik, hogy :

e>H-h-e,

azaz H— h<2e. Éppen így mutathatjuk meg, hogy a Pj-re nézve: hi<2ei,
p2-re: H2—/i2<2e2, s í. t., szóval, minthogy lim e„=^0, tehát lim (Hn—hn) = 0. 
vagyis a H. Ht, H2,. . . és h. ht. h2. . . . szabályos sorozatok ugyanazt a szá­
mot értelmezik:

Azt állítjuk már most, hogy ez a közös határérték egyúttal iim/(x, y). x-a y-b
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Ugyanis, ha egy tetszés szerinti póz. s adatik, akkor elmegyünk a H. Ht, H2,... 
'és h, h,, h2,. . . szabályos sorozatban olyan messze, hogy azon túl az összes H. 
illetőleg h számok az ő közös <P határértéküktől s-nál kevesebbel különböz­
zenek. Mondjuk, hogy ez az N-ik tagtól kezdve bekövetkezik; válaszszák az 
JV-hez tartozó pN-et; jelöljük ezt r-el. Ezen r sugarú körön belül

hN<f(x, y) <HN,
de hN<.<P <.HN,
tehát : |/(x, y) — | < HN — hN < 2e.

És ez éppen azt mondja, hogy lim/(x, y) — 4>. Ezzel tehát kimutattuk, hogy yb
ha bármely kis pozitív e-hoz található olyan környezet, amelyen belül bármely kél 
helyen az f(x, y) ingadozása: | f(xt, j/i)—f(x2, y2) I <«, akkor létezik a lim /'(x, y). x-a, y=b

Egészen hasonlóan fejezhetjük ki a határérték létezésének kritériumát 
n változós függvény esetében is a következőképpen: Ha bármely kis «-hoz 
található az an a2, . . . an helynek olyan környezete, amelyre nézve minden 
két helyen:

| x!;, . . . x'n) - /(xi', x£, . . . x'ó) | < e,

akkor létezik a lim/(xt, x2, . . . xn).
• • • Xn^tln

A határérték létezésére az imént a függvénynek az illető hely egész kör­
nyezetében való viselkedéséből következtettünk; közelfekvő gondolat mármost 
az, hogy az (a, b) helyhez görbék mentén (és pedig például véges hosszúságú 
görbék mentén) közeledjünk, azaz x-nek és y-nak olyan értékeket tulajdo­
nítsunk, amelyek egy-egy görbe pontjainak felelnek meg. Azonnal beláthat­
juk, hogy ha lim/(x, y) véges és meghatározott A szám, akkor bárminő foly- x^a, y=b
tonos görbén közeledjünk is az (a, b)=P helyhez, mindig azt találjuk, hogy 
lim/(x, y) — A. Mert ha x = <p (t), y — (/) folytonos függvények és a = <p (í0), 
b = v> (t0), akkor ha t elég közel van t,,-hoz, azaz elég közel jutunk a görbén a 
P helyhez, már olyan p környezetbe jutottunk, amelyben |/(x, y)~A | < e. 
Ha tehát lim/(x, y)=A, akkor bármely folytonos görbén haladva is a P-hez, x=a. y=b
ugyanarra a határértékre jutunk.

Hál ha az (a, b) helyen az f(x,y)-nak nincs határértéke, hogyan álla dolog 
az (a, b) helynek a görbéken való megközelítésével ?

Ha /(x, y)-nak az (a, ö) helyen nincs határértéke, akkor a határérték 
létezésére szóló kritérium ellenkezője áll fenn. Vagyis: van olyan véges e 
szám, hogy az (a, b) akárminő kis p környezetében még mindig akad kél 
olyan (x2, yt) és (x2, j/2) hely, melyekre nézve \f(xt, y1)-/(x2, y2), > e.

Szemeljük ki a p környezetet és benne két ilyen Plt P2 helyet. Vegyük 
most pt radiust akkorának, hogy úgy a Pt, mint a P2 a (>t sugarú körön kívül 
legyen, vagyis p, PP, és ^<PP2 és legyen még pj <y- Ezen a p, körön be­
lül ismét lesz olyan két pont, amelyekre nézve |/(xt, j/J—f(x2, y2) | > e. Jelöl­
jük ezeket Pj, P2-el. Ezeken belül ismét lesz két ilyen pont s í. t. így jutunk 
a P-ii P21 Pl, Pi, P'íi P21 ■ ■ ■ pontokhoz. A P, és P2 a p sugarú körön belül van­
nak, tehál P, P2<2p, éppen így P,'P2'<2p1, tehát minthogy p, < ^ : P,'P2 <p . 
Éppen így PJ'P2< P,"'P2"< . s így tovább. Hasonló meggondolás
mutatja, hogy P2Pj<2p, P2'P]'<2p1<p, P2P"'<2p2< s *-• Kössük már



12 1. FEJEZET.

most össze a P, P2 P,'Pj Pj'PÓ'. . . pontokat egy tört vonallal.* E törtvonal 
hossza véges, 2. (2? + p +-nél kisebb és a P pontba tart. Ezen 
görbe mentén haladva az x, y-nal, az fix, í/)-nak nincs limese, mert hiszen 
akármilyen messzire haladjunk is e görbén, még mindig akadunk két olyan 
helyre, amelyekben a függvény eltérése e-nél nagyobb.

így tehál az előbbi eredményt a mostanival kibővítve, látjuk, hogy 
ha lim/(x, y) = A létezik, akkor bármely folytonos görbén haladjunk is a P-be, x~a. y-b
az f(x, y)-nak mindig van limese és pedig: A. Ha pedig lim / (x, y) nem létezik, x-a.y 'b
akkor van olyan folytonos görbe, amelyen a P-be haladva, fix, y)-nak nincs 
limese.

Ebből a kettős állításból már most következik, hogy ha minden folytonos 
görbén haladva az (a, b) ponthoz, létezik lim/(x, y), akkor létezik a lim/(x, y) is.x a, y-b
Ugyanis, ha lim /(x, y) nem léteznék, akkor az előbbi szerint volna legalább x=a. y-b
egy olyan görbe, amelyen nem volna limes, ami feltevésünkkel ellenkezik. De 
ezzel egyúttal arra is jutottunk, hogy ha minden folytonos görbén, mely a P 
felé tart, van az f(x, j/)-nak limese, ez a limes közös, mindenik görbén csak 
ugyanaz lehet; mert hiszen ha minden görbén van limes, akkor létezik az 
igazi lim f(x,g) is és akkor minden görbén ugyanekkora a limes.x=a, y=b

Néhány példán megmutatjuk, hogy azon esetben, midőn határérték 
nincsen, különböző görbéken haladva, más-más határértékhez juthatunk.

X2—//“í. Példa. Legyen például /(x, y) - x2_f,2 ' Vizsgáljuk e függvényt az 
x=0, y~0 helyen. Ha az x tengely mentén haladunk a kezdőponthoz, akkor 
minden pontban j/=0; tehát az f(x,y) értéke az x tengely minden helyén: 1 
és így a határértéke is 1. Ha pedig az y tengely mentén haladunk a kezdő­
pontba, akkor mindig x=0, f(x, g) tehát mindig: —1 és igy limese is: — 1. 
Ha például egy olyan egyenes mentén haladunk a kezdőpontba, amelynek 
irányhatározója: m, vagyis, melyre nézve g=mx, akkor

í. , x2(l—m2) 1—ni2
r(x’ y) ~ xa(l+m2) - l+ma ’

e |_ jYi^
tehát limese is —=-. A lim/(x, y), tehát nem létezhetik.

2. Példa. Ha f(x,y) = ., i akkor az x tengely mentén haladva a kezdő­
pontba, minden egyes helyen y=0, tehát (x, g) minden ilyen helyen: 0, a 
limese is 0. Éppen így az g tengely mentén haladva szintén 0-ra jutunk, 
mint állandó értékre, tehát a lim/(x, y) is 0. Itt tehát az x és y tengelymenti 
határértékek megegyeznek; de ha az y—mx egyenes mentén megyünk a 
kezdőpontba, akkor f(x,y} értéke: —tehát a limese is ez.' x2+m2x2 1-f-m2 Xn2

3. 1 elda. Még különösebben viselkedik ez a függvény: f(x,y) — • 2 i , •x ~r y

* Ha e görbe valamelyik szakasza a P ponton menne keresztül, akkor 
e szakasz helyett mindig huzhatunk olyan, a P pontot elkerülő törtvonalat, 
mely kisebb a szakasz kétszeresénél (benne van a szakaszra épített egyen- 
oldalú háromszögben). Az új görbe hossza is véges.



TÖBBVÁLTOZÓS FÜGGVÉNYEK. 13

Ha az x tengely mentén haladunk a kezdőpontba, azaz, ha y=0 tesszük, 
akkor fix, y)—0. Mindig 0, tehát a limese is: 0. Ha az y mentén haladunk, 
akkor x=0, tehát lim f(x, y)=0, sőt ha az y—mx egyenes mentén haladunk, 
akkor

m'-x3 _ m2x 
~ xi+m‘>xi l- m4r!

és így ha x=0-sá válik, akkor/(x, y)=0; tehát bármely egyenes mentén men­
jünk is a kezdőpontba, a lim/(x, y) ezen egyenesek mentén mindig 0. 
És lim/(x, y) még sem létezik. Ha ugyanis egy más görbét szemelünk ki, x=o, y o '
pl. x=y2 parabolát, akkor ezen a parabolán fekvő pontokra nézve :

,. y* 1
y) - - 2 ’

mindig 1 , tehát limese is • E parabola mentén haladva tehát más határ­
értékhez jutottunk, mint az egyenesek mentén.

4. Folytonos függvény. A legtöbbször csak azon esetben szólunk 
az / (x, y)-nak az (a, ft) helyen való határértékéről, ha ezen a helyen 
az /'(x, y) eredeti értelmezése (formula, vagy másnemű értelmezés) 
fejmondja a szolgálatot. Ilyenkor rendszerint a határértékkel ki­
egészítjük az f(x,y) definícióját. De szólhatunk az (a, b) helyen 
való határértékről akkor is, ha e helyen van a függvénynek az 
eredeti értelmezése szerint elrendelt értéke: helyettesítési értéke. 
Ha ezen helyettesítési értéke a határértékével megegyezik, akkor 
azt fogjuk mondani, hogy ezen a helyen az /'(x, y) folytonos. Általá­
ban az n változós /(x1( x2,... x„) függvénynek az x1=a1, x2=a2,... 
xn=an helyhez tartozó, az eredeti értelmezése szerint e helyhez 
rendelt értékét így jelöljük:

f(<h, a2,... a„)

és e helyhez tartozó határértékét, miként már tudjuk, így:

lim/Xx!, x2,... xn).
x1=a1, x9 = aif... xn-=a»

Ha már most
lim / (x2, x2,... xn) — / (a1, a2,... an), 

X} *=*Ct-if... X>i = Cin

akkor az /(xt, x2,.. . xn) függvényt az at, a2,... an helyen folytonos­
nak mondjuk.

Ha az/(x, y) függvény az (a, ft) helyen folytonos, akkor a határ­
értéke ezen a helyen az f(a, b) számérték; vagyis, ha egy tetszés 
szerinti kis póz. e adatik, található ehhez az (a, ft)-nek olyan kör­
nyezete, amelyen belül fekvő (x, y) helyeken

I /(x, y) — f (a, b) | < é,
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ha x, y ezen környezetből vétetik, például ha |x—a| és \y—b\ kiseb­
bek a négyzetalakú környezet félszélességénél: J-nál. Éppen így az 
f(xt, x2,... xn) az aj, a2,... an helyen folytonos, ha bármely póz. 
6-hoz található d küszöb úgy, hogy:

i f(.xi > ... •cn) /(ai > a2 > • • • rtn) I <-■
ha | xt— a, | < ó', | x2—a2| <<$,... | xn—an | < J.

Ha az f(xt, x2,... xn)-ben x^a^h^ x2=a2f-h2,... xn—an-[-hn 
tesszük, akkor még úgy is mondhatjuk, hogy az /'(x1, x2,... xn) 
az at, a2)... an helyen folytonos, ha bármely pozitív «-hoz található 
olyan o, hogy

+ a2+/i2,... an-fhn}-f(a^ a2,... an)| < é,
ha

| h, | < <)', | /i21 < J,... | h„ | < J.

5. Egyenletes folytonosság. Megmondottuk, hogy mit értsünk ezen a ki­
fejezésen : a többváltozós függvény valamely helyen folytonos. Ez, amint 
láttuk, egyszerűen azt fejezi ki, hogy ha a független változókat végtelen cse­
kéllyel változtatjuk, akkor a függvény értéke is végtelen csekéllyel változik.

A legtöbbször olyan esetekkel lesz dolgunk, midőn a függvény egy 
bizonyos tartomány minden helyén folytonos. Ilyenkor nagy súlyt helyezünk 
arra, hogy a tartomány határhelyein is folytonos-e a függvény, vagy csak a 
belső helyeken, vagy a határnak csak egyes részeiben ?

Ha az /(x, y) egy bizonyos T tartománynak (pl. egy egyszerűen zárt 
görbe által határolt tartománynak) minden belső helyén és minden határ­
helyén folytonos, akkor f(x, y) e tartományban egyenletesen folytonos. Hogy 
ezen mit értünk, az a következő fejtegetésekből derül ki.

Ha az/(x, y) az (a, b) helyen folytonos, akkor, miként tudjuk, minden 
e-hoz található oly ó küszöb, hogy | f (x, y) — f(a, b) | <e, ha |x—a|<<h 
I y—b j < <J. Válasszuk az e felét és jelöljük a hozzátartozó küszöböt d-val. 
Akkor tehát, ha az (a, b) centrum körül megrajzoljuk a 2<J oldalú négyzetet — 

£
az -x--hez tartozó küszöbnégyzetet, — akkor e négyzetből választott két 
(xlt yt) és (x2, y2) helyre nézve :

f(a, b) - <f(x,, y,) <_/(a, b) + |

/(a, b) - <f(x2, y2) <f(a, b) 4- ~,

tehát |/’(x1, yt) —/(x2, ya) | <s ; vagyis, ha az f(x,y) az (a, b) helyen foly­
tonos, akkor van olyan környezete az (a, b)-nek, amelyben akármely két 
helyen vett függvényértékek eltérése a tetszés szerint megadott r-nál kisebb. 
Ezt röviden úgy mondjuk, hogy a függvény ingadozása e környezetben e-nál 
kisebb.

Ha az f(x,y) a T tartomány minden helyén, a határhelyeket is be­
számítva, folytonos, akkor eszerint, akárminő (a, b) helyét szemeljük is ki e 
tartománynak, a megadott e-hoz mindig tartozik olyan, 24 szélességű négy­
zetalakú környezet, melyen belül az ingadozás e-nál kisebb (a határhelyeken 
és azok közelében a környezet a négyzetnek egy csonka része, mely egészen 
beleesik a tartományba). De a J az (a, b) hellyel változik. Azt lehetne gon-
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dőlni, hogy e végtelen sok d-nak az alsó határa csakis 0 lehetne és akkor, 
bár minden helyhez tartozik négyzetalakú környezet, még sem mondhatnánk 
egy olyan d-t, amely valamennyi helyhez tartozhatik. Kimutatjuk, hogy ez 
nem így van. Vagyis bebizonyítjuk, hogy haf(x, y) a T tartomány minden 
helyén (a határát is beleértve) folytonos, akkor a tetszés szerint megadott t-hoz 
tartozik egy véges é ágy, hogy a tartomány bármelyik helyének 2d szélességű 
(négyzetalakú) környezetében az f(x, y) ingadozása e-nál kisebb. Vagyis, ha 
a T tartományban akárhol rajzoljuk is meg a 2d szélességű négyzetet, a bele 
(és a 2-be) eső bármely két (x, y) helyhez tartozó függvényértékek különb­
sége s-nál kisebb; tehát az «-hoz egy közös küszöbkörnyezet tartozik az 
egész T tartományban.

A bizonyítás indirekt úton történik. Tegyük fel az ellenkezőt. Az 
ellenkező állítás ez: Nem igaz, hogy minden í-hoz tartozik olyan véges 
küszöbnégyzet, amelyen belül az ingadozás s-nál kisebb; azaz van legalább 
egy olyan e, amelyre ez nem áll. Jelöljük ezt az e értéket: e-vel. Az e-hez 
tehát nem tartozik egy véges küszöbnégyzet, ami úgy értendő, hogy bár­
minő kis <J-t képzeljünk is, még mindig van a T tartományban olyan hely, 
amelynek környezetében rajzolt 2d szélességű négyzetben az ingadozás e-nél 
nagyobb.

Vegyük fel tetszés szerint a d számot. A T-ben van tehát olyan hely, 
amely körül rajzolt 2d szélességű négyzetben az ingadozás e-nél nagyobb ; 
vagyis van e négyzetben a T tartománynak két, (xt, yd és (x2,y2) helye, me­
lyekre nézve :

í/i) -/(x2, y2) | > e.
Vegyük most az előbbi d felét. A T-ben van tehát olyan hely, melynek 

környezetéül rajzolt 2- 9 szélességű négyzetben megint van 2 hely, mondjuk 
.rj, gi és .x2, y2, melyekre nézve :

di) -/(4, y'2)1 >e.

Most, pedig -et vesszük. Megint lesz valahol olyan 2 • szélességű 
négyzet, melyben a 2-nek két .rj', y'd x'f y2 helyén :

l/W', y'í) y'2) I > e

s í. t. Ilyenformán végtelen sok helyhez jutunk a T-ben. Az (xu yd, (x/^y'd, 
(x'dy'd,--- helyek legalább egy (f, y) helyen összesürüsödnek,* mely (£, y) 
vagy a T belsejében, vagy a határán van. E (5, y) hely bármely kis környe-

* Ha a T tartományban végtelen sok P, Pt, P2, . . . pontot jelölünk meg, 
akkor a tartománynak van legalább egy olyan helye : /?, amelynek tetszés 
szerinti kis környezetében végtelen sok P pont van. Ugyanis rajzoljunk a 
síkon egy négyzetes hálót 2d szélességű négyzetekkel. Ezen négyzetes háló­
nak azon négyzeteit, amelyekben a T tartomány legalább egy pontja van, 
árnyékoljuk be. A beárnyékolt négyzetek száma véges. E véges számú négy­
zetben tehát végtelen sok P pont van; tehát legalább egyik négyzetben 
kell végtelen soknak lenni. Most osszuk fel e négyzetet 4 egyenlő négyzetre. 
Legalább egyikben végtelen sok pont van az adott pontok közül. Ezt újból 
osszuk fel 4 egyenlő részre. Ezek közül megint legalább egyikben végtelen 
sok pont van s így tovább eljutunk olyan kis négyzethez, amint csak akar­
juk, amelyben végtelen sok pontja lesz a P, P„ P.,, . . . ponthalmaznak. Jelöl­
jük már most az első négyzet középpontjának koordinátáit xt,yt-e\, a má­
sodikét x2, y2-vel s í. t., akkor nyilván lím.r„ és lim yn létezik és az általuk 
értelmezett 7? pont tetszés szerinti kis környezetében a P. P,. P2, . ■ .-nek vég­
telen sok pontja van. Ez az R az adott halmaz egyik sűrűsödő helye.



16 1. FEJEZET.

zetében végtelen sok pontja van az (xlt i/,), (xí, yi), (xi', y'j), . . . ponthalmaz­
nak. De ebből egyúttal az is következik, hogy e helyen az (x2, y2), (x'a, y2), 
(xg, y2), . . . pontok is összesűrüsödnek, mert hiszen ezen pontok távolsága 
az (xn yt), (xi, yi), (x',', y"), . . pontoktól elenyésző csekéllyé válik [kisebb e 
távolság rendre a 2d, 2 • ^-, 2 • . szélességű négyzetek átlóinál]. Tehát
úgy az (Xj, y,), (xi, iff), (x!{, y‘í), . . . mint az (x2, y2), (x!2, i/2), (x!£, y'i), . . . soroza­
tokból végtelen sok hely választható ki úgy, hogy e helyek a (§, y)-hoz kon­
vergáljanak. Azt állítjuk már most, hogy az f(x, y) ezen a (g, 7) helyen nem 
lehet folytonos. Ugyanis akárminő kis környezetét vegyük is a (§, y)-nak, 
abban lesz olyan két pont, melyekben a függvényértékek e-nél többel térnek 
el egymástól; már pedig, ha f(x, y) a (£, 7) helyen folytonos lenne, ilyen 
eltérés nem volna lehetséges.

Arra jutottunk tehát, hogy f(x, y) a (5, 7) helyen nem folytonos; de 
(£, y) vagy a T-ben, vagy ennek a határán van; feltételünk szerint tehát az 
f (x, y) a (£, 7) helyen is folytonos. Eredményünk tehát a feltételünkkel ellen­
kezik ; vagyis indirekt bebizonyítottuk állításunk igazságát; bebizonyítottuk 
tehát, hogy ha f (x, y) a T-ben és a határán minden helyen folytonos, akkor 
bármely kis e-hoz tartozik olyan közös d küszöb, hogy a 2d szélességű négyzet­
ben azf(x,y} ingadozása mindig kisebb az e-nál, akármelyik pont körül rajzol­
juk is a 2d szélességű négyzetet. Az /'(x, y) függvénynek ezt a tulajdonságát 
nevezzük egyenletes folytonosságnak.

Ez az állítás többváltozójú függvényre is érvényes. így például, ha 
f (x, y, z) egy bizonyos T tartomány (pl. egy gömb) belsejében és határán 
minden helyen folytonos, akkor bármely s-hoz található egy közös d oly­
módon, hogy, ha bármely pont körül egy 2d élű kockát képzelünk, akkor a 
T tartománynak e kockába eső bármely két x„ y,, z, és x2, y2, z2 helyén

I/(®1, .Vl, Zl) — /(«2, 1/2, Z2) | <í.

6. Többváltozós függvény alsó és felső határai. Maximuma, minimuma. Ha az 
Xj, x2, . . . x„ változók bizonyos T tartományban vannak, például úgy, hogy

bt < xt < a„ b2 < x2 < a2, . . . />„ < xn < an,
ahol esetleg a < jel mellett még az egyenlőség jele is fönnállhat és e tar­
tományban az /(x„ x2, . . . xn) egyértékű függvény, mely minden helyen véges 
értéket vesz fel oly módon, hogy megadható két szám A és B, melyek közé 
esik az f(Xj,.. . x„) függvény minden értéke, akkor azt fogjuk mondani, 
hogy az /(x„ x2, . . . x„) e T tartományban korlátos függvény. Ellenkező eset­
ben az /(Xj, x2,. . . xn) a T-ben korlátlan.

Jelöljük a korlátos függvény felső határát F-el, alsó határát A-val. Ha F' 
az F-nél kisebb szám, akkor a felső határ értelmezése szerint az f{xt, x2,.. .x„) 
függvény által felvett értékek között F'-nél nagyobb is van. Vagyis, ha s egy 
tetszés szerinti kis pozitív szám, akkor az /(x,, x2 . . . x„) valahol a T-ben oly 
értéket is felvesz, mely F—e és F közé esik (esetleg maga az F). A felső 
határnak ebben van a nevezetes tulajdonsága: az f függvény az F felső határ­
nál nagyobbá sehol sem válik a T-ben, de bárminő kis szám legyen is az e, 
F-e-nél nagyobbá lesz. Éppen így az alsó határ nevezetes tulajdonsága, hogy 
az f függvény az A-nál kisebbé nem lesz, de van olyan hely a T-ben, ahol A+e 
és A közé eső értéket kap, bárminő kis szám legyen is az e.

De nem biztos, hogy van-e a T tartományban olyan hely, ahol az 
/(Xj, x2, . . . xn) éppen az F értéket venné fel. így például, ha ezt a kétváltozós 
függvényt tekintjük: sin (x-f-y), abban a körben, melynek középpontja az origo 
és rádiusa : r (tehát a T tartomány az —r2 kör belseje) és r olyan
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nagy, hogy e kört az x + y = egyenes metszi, de az x+ y = —már nem 
7Í “metszi, azaz és megállapítjuk, hogy/(x, t/) e tartományban

így legyen értelmezve: minden helyen akkora legyen, mint sin(x+y), kivéve 
7tazokat a helyeket, melyek az x -|-y = y egyenesen vannak; ezeken a he­

lyeken f(x, y)=0 legyen. Ilyen módon az/(x, y) teljesen meg van határozva 
a T-ben. A felső határa, miként rögtön látjuk: 1. Ehhez végtelen közel jut; 
de az 1 értéket sehol sem veszi fel; mert sin (x+y) e tartományban csakis 

7takkor lehet 1, ha x + y = -% és e helyeken az f(x, y) elrendelt értéke nem 
1, hanem 0. Ez az egyszerű példa is mutatja, hogy a függvény a felső ha­
tárához tetszés szerint közel juthat; de nem okvetlenül szükséges, hogy föl 
is vegye ezt az értéket. Éppen igy áll a dolog az alsó határral. De meg­
jegyezzük, hogy ez a sajátságos eset folytonos függvénnyel nem eshetik meg. 
Bebizonyítjuk, hogy ha f(xt, x2, . . . xn) a T tartományban és a halárán is foly­
tonos, akkor van a tartományban (vagy a határán) olyan hely, amelyen a függ­
vény értéke pontosan egyenlő a felső halárával.

Elég lesz a tételt kétváltozós függvényre bizonyítani; abból a bizonyítás 
menete többváltozós függvényre is világossá lesz. Legyen a T tartomány 
körülvéve egy négyzettel, melynek oldalai a tengelyekkel párhuzamosak, 
[három változós függvény esetében kockával; n változós függvény esetében 
tekintsük azon helyek összességét, amelyekre nézve — a<x,<a, —a<x2<a,... 
—á<xn<a ahol a oly nagy, hogy e tartomány egészen magában foglalja a T-t]. 
A négyzetet osszuk 4 egyenlő négyzetre, akkor legalább egyikbe (a határo­
kat is beleértve) esik a T-nek olyan része, amelyben az f(x, y) felső határa 
szintén F. Mert hiszen, ha mindenik részben F-nél kisebb volna a felső határ 
és ezek közül a legnagyobb : Ft, akkor a T-ben nem volna olyan hely, melyen 
az f (x, y) F,-nél nagyobb értékű volna : a felső határ a T-ben nem lehetne F. 
Szemeljük most ki a négy négyzet közül azt, amelyben a felső határ: F. Ezt 
megint 4 egyenlő négyzetre osztjuk. Ezek között is van legalább egy, mely­
ben a felső határ: F s í. t.

Az első, tekintetbe vett négyzetben szemeljük ki a T tartomány vala­
melyik pontját: (x„ i/jJ-et; a második négyzetben (x2, y2), a harmadikban 
(xs, lh) és i. t. pontjait a T-nek. Ezeknek a pontoknak legalább egy sűrűsö­
dési helyűk van ; azaz van legalább egy olyan R=(£, y) pont, melynek tetszés 
szerinti kis környezetében is van a kiszemelt pontok közé tartozó. Meg­
jegyezzük, hogy ez az R hely nyilván szintén a T-be vagy T határához tar­
tozik. Azt állítjuk már most, hogy ezen a (£, y) helyen az f értéke: F.

Ugyanis, ha /(£, y) nem volna egyenlő F-el, akkor csakis kisebb lehetne 
nála. Mondjuk: F\ és legyen F—F,=e. De az f(x,y) mindenütt, tehát az R 
helyen is folytonos és így az R helynek van olyan t környezete, (ha R a T 
határán fekszik, akkor csak a 7’ belsejébe eső része a kör vagy négyzet alakú 
környezetnek jön számba) melyben minden (x, y) helyen a függvény értékére 
nézve : p 

\f^,y)-f(5, 7)1 <y,

ctehát e környezetben f(x,y) az /(§,’?) + y -nél nagyobb nem lesz, vagyis 
mindig F— -en alul marad. De nincs olyan kis környezete .R-nek, amelyben

Beke: A differenciálszámítás. II. 2
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az előbbi négyzetek közül valamelyik, legalább részben, benne ne lenne, mert 
hiszen a négyzetek szélessége végtelen kicsinnyé válik; már pedig minden 
ilyen négyzetben az f(x, y) felső határa éppen F, tehát 1-ben kell olyan hely­
nek lenni, amelyen a függvény értéke az F—-nél nagyobb. így tehát az 
az állítás, hogy /(£, y) az F felső határtól különbözik, ellenmondásra veze­
tett, vagyis bebizonyítottuk, hogy a (g, 7) helyen a függvény valóban felveszi 
a felső határát.

Éppen így áll a dolog az alsó határral; vagyis összefoglalva kimondhat­
juk, hogy ha f(x, y) a T tartományban, melyhez a határát is hozzászámítjuk, foly­
tonos, akkor van e tartományban olyan hely, melyen a függvény a felső határá­
val és olyan is, melyen az alsó határával egyenlő. Ilyenkor a felső határt a függ­
vény maximális értékének, az alsó határt pedig minimális értékének nevezzük.

7. A folytonos függvény jeltartása. Ha az f(x2, x2, . . . xn) az (a2, a2, . . . a,,) 
helyen folytonos és f(at, a2, .. . an) pozitív (negatív), akkor megállapítható e 
helynek olyan környezete, amelyen belül függvényünk mindenütt pozitív 
(negatív). Ugyanis, ha jífl,. a2, . . . an)=P és P_>0, akkor tegyük e = — • A foly­
tonosság értelmezéséből következik, hogy létezik az (aj, a2,. .. an)-nek olyan 
környezete : | x^a^ | < ó, | x2-a21 < <5, . .. I xn-an | < d, amelyen belül:

|/(xt, x2, .. . xn) — fia,, a2, ... an) | < e,
tehát e környezetben:

P--y</(X1, X2, . . . Xn)<P-|--y,

és így f(x2, x2, . . . xn) mindenesetre pozitív. Ugyanígy áll a dolog, ha 
/(«!, a2, . . . an) negatív.

Ebből egyúttal azt is látjuk, hogy ha f (xt, x2, . . . xn) az (aj, a2, . . . an) 
bármely kis környezetében pozitív és negatív értékeket egyaránt fölvesz és 
tudjuk, hogy az (alt a2,... an) helyen folytonos, akkor biztosak vagyunk abban, 
hogy az (a,, a2, . . . an) helyen a függvény értéke : 0.

8. Folytonos függvények folytonos függvénye. Ha x=rcost, y=rsiní, akkor 
x és y az r és t függvényei és pedig r és l folytonos függvényei. Ha r-nek 
egy meghatározott értéket tulajdonítunk és l változik O-tól 2zv-ig, akkor, 
az (x, y) pont leírja az r sugarú kört. Ha r-et változtatjuk és l változatlanul 
marad, akkor pedig az (x, y) pont leírja azt az egyenest, amely a kezdő­
ponton át halad és az X tengelyhez t szöggel hajlik. Ha r változik O-tól p-ig 
bezárólag és t O-tól 2n-ig, akkor (x, y) a p sugarú, 0 középpontú körnek és e 
kör kerületének összes pontjait befutja. Ha az r és t ábrázolására koor­
dináta-rendszert képzelünk, melynek abcissatengelye a t tengely, ordináta­
tengelye az r tengely, akkor a (t, r) pontok, melyekre nézve 0<í<2?r, 0<r<p. 
egy derékszögű négyszög belsejében vannak. Ha a (í, r) pont ezen négyszög 
valamelyik pontját ábrázolja, akkor az x=rcosí, y—r sin/ az (x, y) koor­
dinátarendszerben a p sugarú körlap valamely pontját állítja elő. Ha a (t, r) 
pont a t tengellyel párhuzamos egyenesnek a négyszögbe eső részét futja 
be, akkor az (x, y) pont a megfelelő körvonalat írja le és ha a (í, r) pont az 
r tengellyel párhuzamosan mozog, akkor az (x, y) pont egy megfelelő rádius 
mentén halad. Ilyenkor azt szoktuk mondani, hogy az x=rcosí, y=rsiní 
formulák a (/, r) sík ezen derékszögű négyszögét «leképezik» az (x, y) sík 
egyik körére; a t tengellyel párhuzamos egyeneseket koncentrikus körökre stb.
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Sokszor előfordul, hogy ilyenformán a (£, y) változók valamely tartomá­
nyát leképezzük az (x, y) valamely tartományára. Ezt akkor mondjuk, ha

x=<P (S, 7), (/=’/' (I, 7)
a (£,»?) változóknak olyan függvényei, hogy ha (£, y) valamely r tartomány 
helyeit jelölik, akkor (x, y) egy T tartomány összes helyei.

Némelykor a t tartománynak csak egyes vonalait vesszük tekintetbe, 
úgy miként az illusztrációul szolgáló egyszerű esetünkben a í, vagy az r 
tengelyekkel párhuzamos egyenesekkel tettük. Ha például,

x-<p (t), y=y> (t)
és a t változó az a . . . b szakaszban mozog, akkor az (x, y) pontok rend­
szerint egy görbét futnak be.

Ha (f, y) egy bizonyos t tartomány összes helyei és

x~'P (§, 7), y=v (5,
a T tartomány helyei úgy, hogy a t tartomány minden egyes (g, y) helyé­
nek e T tartomány egy-egy helye felel meg (tehát x és y a g, y egyértékű 
függvényei) és f (x, y) az x, y-nak a T tartományban egyértékű függvényé, 
akkor tehát a t tartomány minden (g, y) helyének a T tartomány egy (x, y) 
helye felel meg és ennek a helynek egy f érték. így tehát a r tartomány 
minden (g, y) helyének az f függő változó egy-egy értéke felel meg, vagyis 
az f voltaképpen a (g, y) egyértékű függvényének is tekinthető a r tartomány­
ban. Megkülönböztetésül ismét azt fogjuk mondani, hogy fa g, y közvetett 
függvénye, amit így jelölünk :

/(z, í/) = f[<p(£, y), V(£, ?)]•
Vagy, ha x=y> (f) és y=y>(t) egyváltozós, egyértékű függvények és ha t az 
a . . . b szakaszból való, akkor a megfelelő (x, y) helyek a T tartományban 
vannak, melyben az /(x, y) értelmezve van : akkor tehát az a . . . b szakasz 
minden t helyének egyetlen f érték felel meg, az /(x, y) tehát voltaképpen 
mint a t változó függvénye szerepel:

y)-f[<p(t), y»(f)].
Könnyű lesz most már az általános esetet is figyelembe venni. Ha 

g15 ?2, • • • m számú változóval jellemzett helyek bizonyos v tartomány 
helyei és az n számú xlt x2,.. . xn az előbbiek függvényei:

Xi—ÍPi (gj, g2, • • • aia=^p2(g1, • • • £m)j • • • ^n=<Pn (£1, £21 • • • £zn),
melyek a t tartomány minden egyes (gt, g2, . . . gm) helyéhez a T tartomány egy- 
egy (Xj, x2, . .. xn) helyét rendelik és ha az/ír,, x2, . . . xn) n változós függvény 
e T tartományban egyértelmüleg van értelmezve, akkor a t tartomány min­
den egyes (gt, g2, . . . gm) helyéhez az f függő változó egy-egy értéke tartozik, 
vagyis az f a gt, g2,.. . közvetett függvénye. Ezt így írhatjuk :

/(Xi, X2, . . . Xn) = /[íPi(?i, S21 ■ • ■ 5m), ÍP2(?1, £2, • • • 5m)> • • ‘ íPn(£l, §2’ ■ • • £/?»)]•
E közvetett (vagy összetett) függvényekre vonatkozólag a következő 

nevezetes tételt ismertetjük : Ha a

ÍP1(£1, £2, • • • 5m), ’P2^ii S21 • • • fm)i • • • ÍPn(íu ?2, • ■ • £m)
a £2, ■ • • Sm-nek az (a*, <*», ■ ■■ am) helyen folytonos függvényei, továbbá

íPi (an o2,» • ■ am)i b2~<P2 a2i • ■ ■ am), • • • bn=<pn(at, a2, . .. am)
2*
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és , b2,. .. ó„) a T tartomány olyan helye, melyen az f (xt, x2, .. . xn) folyto­
nos, akkor az f mint a g változók függvénye is folytonos az (aj5 a2, ■ ■ ■ am) 
helyen. A tétel plauzibilis. Egyszerűen azt mondja, hogy ha az (űj, a2,... am)-től 
végtelen csekéllyel tér el fo, í2, ■ • • §m), akkor az f értékében is végtelen 
csekély lesz az eltérés, mert a <p függvények is végtelen csekéllyel változnak. 
A tétel így bizonyítható : Azt kell kimutatnunk, hogy adott e-hoz található 
olyan ó küszöbszám, hogy

I f [ifi (ai+^i, g2-|-7i2, . . . am+7inl),. . ., <pn (aj+hn a2-\-h2, ■ ■ ■ 
~/[>i («!, aa, • • • am), • • - ,<Pn (<>n a21... am)] | <e,

ha | | < <J, | h2 | < J, . . . | hn | < <J.

Az fix,, x2,... xn) a (bt, b2,... bn) helyen folytonos; tehát van olyan pozitív 
d, hogy

b2+k2,. .. bn+kn) f(b2, b2,... bn) | <f,

ha | kt | < d, | k2 I < d, . . . | kn | < d.

A <p függvények folytonosak az a2,. . . am) helyen. Válasszuk a <J-t 
úgy, hogy mindegyik <p-re nézve

I T (űi4-ki, a2-fh2,.. . am4-Zim) f (at, g2, ■ ■ ■ Gm) I <
ha | hi | < <J, | h21 < <5,... | hm | < <J.

Ez a rf az s-hoz tartozó keresett küszöb. Ugyanis, ha teljesítve van, hogy 
| hi | < <5, | h2 | < ó,.,. | hm | < J, akkor teljesül, hogy a <p függvények növe­
kedései, vagyis k^ k2,. . . kn abszolút értékben d-nél kisebbek és akkor f 
növekedése kisebb e-nál. Ezzel kimutattuk hogy ha az f az x változók foly­
tonos függvénye az említett (b,, b2, . .. b„) helyen és az x változók a g-k 
folytonos függvényei az (a,, a2, .. . a,„) helyen, akkor / a $ változóknak is 
folytonos függvénye e helyen.

Itt a r tartomány egyetlen helyéről volt szó. Ha a <Pi, <p2,. . . <pn közvetítő 
függvények a t minden helyén folytonosak és f az egész T tartományban 
folytonos, akkor az f közvetett függvény is t minden helyén folytonos.

9. Többváltozós függvény jelváltása. Ha az f(x, y) kétváltozós folytonos 
függvény az összefüggő T tartományban az (a,, bt) helyen pozitív, e tartomány 
(a2, b2) helyén pedig negatív, akkor a tartományban van olyan hely (és pedig 
rendszerint számtalan sok), amelyen az f(x, y) eltűnik. Ha ugyanis lehet­
séges, akkor az (at, b,) és (a2, b2) pontokat a T tartományban haladó egyenes­
sel összekötjük; ha egyenessel nem tehetjük, akkor egy tört vonallal, vagy 
általában valamely folytonos görbével. (Hogy a T tartomány összefüggő, az 
éppen ennek lehetőségét jelenti). Legyen e folytonos görbe egyenlete :

x = <p (t), y = w(t)
és ti-nek az aI=íp(f1), bi=y>di) és /2-nek az a2=íp(t2), b2=y> (t2) pont felel­
jen meg és ha t a tj-től í2-ig halad, akkor az (x, y) pont a T tartományban 
haladjon az (at, bt)-től (a2,b2)-ig [tört vonal esetében a <f> (f) és egyes 
szakaszokban a t lineáris függvényei]; ekkor

v (í)]
a t közvetett függvénye és pedig, minthogy <p és ip a t folytonos függvényei, 
tehát/is a t folytonos függvénye. Jelöljük annak a feltüntetésére, hogy/a f-nek 
függvénye, az f(x, y) függvényt így: F(t). Eszerint tehát F(Z1)>0, F(/2)<0,
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tehát, ha l a tx ... t2 intervallumban halad [azaz (x, y) az összekötő görbén 
megy végig], kell egy közbenső t helynek lenni, ahol F (r) — 0. Ha e t hely­
nek megfelel az összekötő görbének

a = <p(r).
pontja, akkor tehát /'(«, fi) = 0. Ezzel a tételt bebizonyítottuk.

A bizonyítás ugyanígy végezhető kettőnél több változó esetében is.
E tételből egy fontos következtetést vonhatunk a folytonos függvény 

értékrendszerére nézve. Ha ugyanis az /(Xj, x2, . . . x„) zt változós függvény 
a T tartomány minden helyén folytonos és az egyik helyen A, a másikon 
pedig B értéket veszi fel és C tetszés szerinti szám az A és B között, akkor 
kell olyan helynek is lenni a T tartományban, amelyen a függvény értéke 
éppen : C. Ugyanis tekintsük ezt a függvényt:

(X’j, X2, . . . Xn) — G,

mely a tartomány egyik helyén az A—C negatív értéket, a másik helyen 
pedig a B—C pozitív értéket veszi fel, tehát van egy olyan közbenső hely, 
melyen e függvény értéke éppen : 0, vagyis van olyan «t, a2, . . . a„ hely, 
melyen :

(«i, a2, . . . a„) = C.
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TÖBBVÁLTOZÓS FÜGGVÉNY DIFFERENCIÁLHÁNYADOSAI. 
IMPLICIT FÜGGVÉNY.

1. Parciális differenciálhányados. Az egyváltozós függvény válto­
zásának mérésére bevezettük a differenciálhányados fogalmát. Ezt 
a fogalmat akarjuk most a többváltozós függvényre is értelmezni. 
Legyen adva az f(x, y) függvény és legyen (a, b) a 1 értelmezési 
tartomány valamely belső helye.

Változtassuk meg az (a, b) helyet oly módon, hogy 7-ben az A' 
tengely irányában h-val eltoljuk ; azaz vegyük az (a, ft) pont helyett 
az (a+ft, ft) pontot. A függvény értéke ezen a helyen: f(a-]-h,b) és

/ ft) — /(a, ft)

a függvény növekménye. E növekményt a változó növekményéhez, 
a ft-hoz viszonyítjuk. így kapjuk az

/(a+/i,Jft) — /’(a, ft) 
h~

hányadost. Ha e hányadosnak van meghatározott véges határértéke, 
midőn ft a 0 felé konvergál, azaz

lim :
h-0 h

létezik és véges, akkor ezt a határértéket az /'(x, y) függvény (a, ft) 
helyhez tartozó, x szerinti parciális differenciálhányadosának nevez­
zük és így jelöljük: Ha szükséges, azt is megjelöljük, hogy ez.
a differenciálhányados az (a, ft) helyhez tartozik, pl. ilyen módon : 
í)f\( aí") ’ Sokszor ezt. a jelet, használjuk : f,'. (a, ft), vagy ezt: (Dx f )x=>a,y^b-

lim
k-o *

véges és meghatározott számérték, akkor ezt az /’(x, y) függvény y
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szerinti differenciálhányadosának nevezzük az x—a, y=b helyen és 
így jelöljük: ft, Dyf vagy, ha szükséges, még kiírjuk, hogy
e differenciálhányados az (a, ö) helyhez tartozik ilyen módon :

dl] '.v-a. y b
(Vyí).v - C.y b-

Nem okoz most már semmi nehézséget a fogalom kiter­
jesztése többváltozós függvény esetére. Ha az /'(xí, x2,... xn) n 
változós függvény bizonyos T tartományban van értelmezve és 
(.Cj-b/i,, x2,,.. xn) hely is mindig benne van e tartományban, ha |/i, | 
elég kicsiny és megalkotjuk az

hányadost, akkor azon esetben, ha ezen hányadosnak /it—0 helyen 
van véges és meghatározott határértéke, ezt a határértéket az 
/(x,, x2,... xn) függvény xt szerinti parciális differenciálhányadosá­
nak nevezzük és így jelöljük: , vagy fx, ÜXJ’. Egészen hason-

q r a r r
lóan értelmezzük a számértékeket.dx2 dx3 ,... dxn

így például, ha az adott függvény: x2—yf akkor 2x, — 2y;
vagy ha f(x,y)=sin(x—y), akkor /i=cos (x—y) és fi- — cos (x— y). Vagy ha 
f (x, y) = ex’~yt, akkor — 2.rexl~w’ és = — 2yexl~y'. Ha dx dy a

f(x, y, z) = (xy+yz+zxy', akkor : dx
^■ = n íxy+yz+zx)”-1 (z-f-x); -|J-

= n (xyd j/z f-zx)'1 1 (</+z);

n (xy+yz+zx)" 1 (x+y).

2. A véges növekmény. Az egyváltozós /’(x) függvényről tudjuk, 
hogy ha valamely x helyen differenciálható, akkor

iim =m
h-o n

-bői következik, hogy / (x-j-/i) —- /(x) — hf'(x) + /in, ahol limn=0. 
Ezt a tételt akarjuk kiterjeszteni a többváltozós függvényre. Legyen 
adva f\x, y) függvény, mely a T tartomány minden helyén úgy 
az x, mint az y szerint differenciálható [azaz a T minden helyén 
van véges parciális differenciálhányadosa úgy az x, mint az y 
szerint]. És legyen (a, b) e 7’tartomány valamely belső helye, amin 
azt értjük, hogy van olyan két szám h és /<•, hogy az (a, b\ 
(a-\-h,b\ (a-\-h,b-\-k), (a,bf-k) pontok által alkotott derékszögű négy­
szög egészen benne van a T tartományban. Készítsük el ezt a
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különbséget:
d = f (a+h, b+k) — f (a, b), 

vagyis az f(x, y) függvény növekményét az előbb említett derék­
szögű négyszög (a, b) és (a+h, b+k) csúcsaira vonatkozólag. Ezt a 
növekményt f(a,b-\-k) közbeiktatásával így írhatjuk:

d = f(a+h, b+k) — f(a, b+k) -p f(a, b+k) — /(a, fcj.

Ha az eredeti f(x,y) függvényben y=b+k konstans értéket 
tesszük, akkor az f(x,b-\-k) egyváltozós függvény lesz belőle. 
Geometriai szemléletben ez azt jelenti, hogy a z=f(x,y) által ábrá­
zolt felületet az (x, z) síkkal párhuzamos s tőle b+k távolságban 
levő y—b-\-k síkkal metszettük. A metszésvonal vetületét az (x, z) 
síkon a z — f(x, b+k) egyenlet állítja elő. Az f(x,b-\-k) egyváltozós 
függvény mindazon x értékekre nézve, melyek a b-p/c-val, mint másik 
koordinátával együtt a T tartományba eső pontot ábrázolnak [tehát 
az (x, y) síkon az y=b-p/c egyenes azon szakaszában, mely a 7-be 
esik] differenciálható és így erre az f(x,b-\-k) egyváltozós függ­
vényre ez a középértéktétel alkalmazható :

b-\-k)—f(a, b+k)=fx(a+&h, b-\-k)h 0<t><l.

A jobboldalon álló kifejezés azt jelenti, hogy az / (x, b-\-k) az x 
szerint differenciálandó és a differenciálhányados az a+&h helyen 
veendő; vagyis az /’(x, y) az x szerint differenciálandó és ez a 
differenciálhányados az x=a+&h, y=b-\-k helyen veendő. Éppen 
így az /'(«,{/') egyváltozós függvény is differenciálható a b...b-]-k 
közben tehát alkalmazható a középértéktétel, minek alapján :

/’(a, b+k) — j\a, b) = kf^ (a, b+&tk) ^<^<1.

így tehát az előbbi d növekmény:

I (a+h, b+k) — /\u, b) = l'^a+bh, b+k) . h -p /[[(a, b+,\k) . k. A)

Ezt tekinthetjük a középértéktétel általánosításának. Ezen alak 
helyett azonnal egyszerűbbet és könnyebben áttekinthető! írunk; de 
már a középértéktétel jelenlegi alakjából is fontos következtetést 
vonhatunk a függvényre. És pedig: Ha az f(x,y) parciális diff, 
hányadosai az (a, b) helyen és e helynek egy kis környezetében is 
egy megadható M véges számnál kisebb abszolút értékűek, akkor az 
/(x, y) ezen az (a,b) helyen folytonos. Ennek a bizonyítása végett 
csak arra van szükségünk, hogy megmutassuk, hogy egy tetszés 
szerinti kis e számhoz található az (a, b) olyan környezete, melyen 
belül fekvő (a-p/i, b+k) pontokon | f(g+h, b+k) — /‘(a, b) | < e. Evég- 
ből legyen á olyan kicsiny, hogy 2M(5<e, azaz J<-^. Ha már 
most |/i| < J, |Zc| < cf, és az (a—(J); (a-d, b-pj); (a-pd, b+$)
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(a-f-J,b—ó') négyzetben teljesítve van az, hogy az |/£| és |/jj kisebbek 
M-nél, akkor az d) alatt a jobboldalon álló kifejezés absz. értékre 
kisebb az e-nál, tehát I f(a-\-h, ft-|-k) — f(a, b) | < e, ha (a-f-ft, b-\-k) 
az előbb említett 2<J szélességű négyzet bármelyik helye. Ezzel ki­
mutattuk, hogy az f (x, y) az (a, b) helyen folytonos.

[Ha visszaemlékszünk az egyváltozós függvénynél e tekintetben 
mondottakra, (I. 106. 1.) észre vesszük, hogy jelentékeny különbség 
van a mostani és az akkori állításunk között. Az egyváltozós /'(x) 
függvényre abból, hogy az a helyen differenciálható, már következett, 
hogy folytonos. Most ez nem volt elég; mert még arra is szüksé­
günk volt, hogy a differenciálhányadosok absz. értékei az (a, b) hely 
elég kis környezetében korlátosak legyenek.|

A középértéktételt kissé más alakra hozzuk. Ugyanis azon eset­
ben, midőn a differenciálhányadosok az (a, ft) helyen folytonosak, 
az /2(a+’^'h, b-\-k) az (a, ft)-tői elenyésző csekéllyel különbözik,-ha 
ft és k végtelen csekélyekké válnak, vagyis:

lim /’'(a-f-Wi, b-\-k) = fá(a, b).
h o, k-0

Hasonlóképpen : lim f'(a, b-\-d\k) — /„(«, ft),
fc o " y

írjunk tehát /^(u-f-W?, ft-j-ft) helyett faja, ftj+^-t és(a, ft-f-^/i) 
helyett /[[ (a, ftj+^A, akkor és zérussá válnak, ha ft és k zérus­
hoz konvergálnak. Az és ifa bevezetésével tehát az A) alatti közép­
értéktétel ilyen alakra jut:

/\a+h, bj-k)—f(a, b)=faja, b) hj-fa(a, ft) k+qt h+^k

lim ^=0 lim rf2—0.
h o. k-o ho, k=o

Ha (a,b) helyett (x, y)-t írunk és annak a feltüntetésére, hogy ft 
az x növekménye, helyette Jx-et, k helyett pedig, amely az y növek­
ménye, Jy-t írunk és az /‘(x, y)-t röviden z-vel, az /(x-f-ft, y-\-k)—f(x, y) 
növekményt pedig Jz-vel jelöljük, erre az alakra jutunk:

Jz = jx + Ax+y., dy

lim = 0, lim = 0.
7i=o. />•=() /i=o, A=o

A Az növekményt a z függvény teljes (totális) növekményének 
is szoktuk mondani, annak a megjelöléséül, hogy nemcsak az x-et, 
hanem az y-t is megnövesztettük. Ha Jx és Ay végtelen csekélyekké 
válnak, akkor n1 és y2 is eltűnnek. Ennek a feltüntetésére a követ­
kező szimbolikus jelölést használjuk, amivel egyúttal, ha a jelölés 
igazi jelentését nem tévesztjük szem elől, sokszor könnyen operál-
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hatunk is. Az x végtelen kis növekményét dx-szel és megfelelően 
a többi növekményeket </y és </z-vel jelölve, írhatjuk, hogy:

</z = -J/- dx + </y,
dx dl]

amivel azonban nem akarunk egyebet kifejezni, mint azt, hogy az 
előbbi és if elenyésznek, ha a változók végtelen csekéllyel vál­
toznak. E formulában a </.r, </y, dz differenciálok és pedig a dz a 
totális differenciál.

A véges növekményre vonatkozó tételt két változós függvényre állapí­
tottuk meg. Egészen hasonló gondolatmenettel vezethető le a megfelelő tétel 
n változós függvény esetében is. Hogy lássuk a gondolatmenet alkalmazá­
sát, nézzük a háromváltozós: n—f(x,y,z) függvényt, melyről feltesszük, 
hogy az (a, b, c) hely környezetében mind a három parciális differenciál­
hányadosa létezik.

Az /(a-p/i, b+k, c+l) — /(a, b, c) növekmény így alakítható át:
/(a+/i, b+k, c+l) — /'(a, b+k, c+l) +J{a, b+k, c+l) —f(a, b. c).

De az f(a+h, b+k, c+l) — f(a, b+k, c+l)
úgy tekinthető, mint az f(x, b+k, c+l) egyváltozós függvény növekménye az 
x=a helyen; tehát a középértéktétel szerint:

f(a+h, b+k, c+l) —J\a, b+k, cJrl) = hffc )a+&h, b+k, c+l)
és a következő két tag: f(a, b+k, c+l) —fia, b, c) pedig úgy tekinthető, mint 
az J\a, y, z) kétváltozós függvény növekménye a b, c helyen, tehát a kétválto­
zós függvényre vonatkozó középértéktétel szerint:

J'{a, b+k, c+l) —f(a, b, c) =fy(a, b+9tk, c+l) k -fi (a. b, c+&2I) l 
és így : du =f(a+h, b+k, c+l) — fia, b, c) =

= hfí(a+»h, b+k, c+l) + kfj(a, b+»tk, c+l) + If! (a, b, C+&..1)
és ha a differenciálhányadosok az (a, b. c) helyen folytonosak, ez megint át­
alakítható :

. Su . du Su . , . A
~ dx dx + Sy + Íz dZ + ’7' + 1,2 JlJ + 73

alakra, ahol lim vt=0, lim v2=0, lim y3=0, ha dx, dy, dz limesze = 0.
ii változós függvény esetében is, ha y—f(x„ x2, . . . x„) és xf növek­

ménye : dX(,

Ay = ~3xi dXl éx2 dXi ' ----b dx dX" ^Xl + ------b V/i dx„,

vagy pedig szimbolikus alakban az y totális differenciálja:

d,) Jr'dXi + JS + • • • + dx„.

így például, ha ti = (af+tf+z2)^, akkor:

du =. (x2+t/24-z2)~'2 [xdx+ydg+zdz].

3. Közvetett differenciálás. Általános differenciálási szabály. Legye­
nek x=(jp)t'), y—y/(t) a / változónak egy bizonyos a...^ közben
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differenciálható függvényei, továbbá a z=/(r, y) az rés {/változók­
nak egy T tartományban folytonos differenciálhányadossal bíró függ­
vénye. Ha (r, y) mindig a 7-ben marad, amidőn t az a... közben 
mozog, akkor, mint már láttuk, a z voltaképpen a t függvénye e 
közben:

W)]-
Feladatul tűzzük ki, hogy e z függvénynek a t változó szerinti 
differenciálhányadosát állítsuk elő. Hogy jobban föltüntessük, hogy 
a z voltaképpen a t változó függvénye, írjuk így: z—F(í).

[így például, ha z = r2 — y2 és x = cos t, y = sin /, akkor 
z — cos2t — sin21 = cos 2t.]

Az F(t) differenciálhányadosának előállítása végett megnöveszt­
jük a f-t Jí-vel és megalkotjuk az

Fft+JQ— 
‘ J/ ’

hányadost, azután pedig ennek a határértékét vesszük Jt=0-ra. 
Ha a / értékét Jí-vel növeljük, akkor az x megváltozik Jr-el, az y 
pedig Jy-al, tehát az /’(r, y)-ból / (r-f- Jx, y-|- Jy) lesz.

így tehát a z növekménye a t-nek Jt-vel való változtatása folytán :

Jz = /’(r-f-Jr, y+ Jy) — /‘(r, y) = Jr + Jy -f- Jr + y2 Jy

ik"i i Jy , Jx > Jyes ebből: — = — +— 4-^ —+

Ha már most Al zérussá lesz, akkor Jr és Jy szintén zérussá lesz- 
nek, mert tjp(f) és folytonosak, továbbá —— -bői az r=y?^)-nek a 

, dxI helyhez tartozó differenciálhányadosa válik, amit -^--vel jelölünk; 
éppen így lim lesz. Minthogy pedig lim^1=lim rj2—0,
meg végesek, tehát az utolsó két tag limese: 0, vagyis:

dz _ df dx d/ dt]
dt dx dt dy dt

Az a gondolatmenet, amelyet most követtünk, azonnal alkal­
mazható n változó esetében is. Ha f(xt, r2,.. . rn) n változós függ­
vény minden változó szerint parciálisán differenciálható és mindenik 
parciális differenciálhányados folytonos, továbbá :

r2=<p2(t),... rn=pn(t)
a / változónak az a,.. 0 szakaszban differenciálható függvényei, 
akkor az y=^f(xx, r2)... xn) voltaképpen a / változó függvénye és

dz _ dz dxt dz dx2 dz dxn
dt dxt dt * dx2 dt dxn dt
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Azok a differenciálási szabályok, amelyek összeg, szorzat stb. 
differenciálására vonatkoztak, tulajdonképen mind e tételnek spe­
ciális esetei.

Itt azzal az esettel foglalkoztunk, midőn az x2,... x„ egyet­
len változótól függöttek. Sokszor megesik, hogy az n változó: 
xt, x2,...xn más k számú változónak, pl. yx, y2,... yfc-nak függvé­
nyei. Ha már most az / függvény az xx, x2,... xn változók szerint 
egy bizonyos T tartományban differenciálható és a differenciál­
hányadosok folytonosak, továbbá xx, x2,... xn ai y1, y2,... yk vál­
tozók bizonyos t tartományában differenciálhatok mindenik k vál­
tozó szerint, végre ha, amidőn az (yx, y2)... yk) a z-ban mozog, az 
(xx, x2,... xn) a T-ben marad, akkor az /' függvény voltaképpen 
az yx, y2,. .. yk függvényének tekinthető és az /-nek ezen k változó 
szerinti parciális differenciálhányadosai:

=
dffi

dy.>

df dxt 
dxt dyt 
df dxx 
dxx öy2

+ _°L 
dx.,

+ *£- 
őx2

dx2

öy2 V

. 4. df
+ 3xn dy±

,. + 2L 
+ axn dy2

df _ df dxt + df Öx2 ••+ df dxn
oyk dx2 dyk 1 dx2 dyk + dxn dyk —

Ez a differenciálási eljárás az általános differenciálási szabály. 
Nagyon könnyen észben tartható. Hogy először csak a legegysze­
rűbb esetet tartsuk szem előtt, azt látjuk, hogy ha az n változó 
mindegyike a t függvénye, akkor' az f függvénynek a t szerinti 
differenciálhányadosát megkapjuk, ha az /-et egyenkint minden 
változó szerint differenciáljuk, e ditlerenciálhányadosokat az illető 
változó t szerinti differenciálhányadosával megszorozzuk és az így 
nyert n szorzat összegét vesszük. Ugyanígy teszünk akkor is, 
ha az n változó nem egyetlen t változó függvénye, hanem több 
változótól függ és az /-nek e változók egyike szerinti parciális 
differenciálhányadosát keressük. Egy-kél példa megvilágosítja ezt 
az eljárást.

í. Példa. Legyen adva /(x, y) és tegyük x_rcos/, y ~rsin/, vagyis az. x, y 
helyébe vezessük be az r és l változókat, vagyis az orthogonális koordináták 
helyett az u. n. poláris koordinátákat. Határozzuk meg az így átalakított 

(x, y)-nak r, azután t szerinti differenciálhányadosait:

ff/ _ df 3x df dy 
dr “ 3x 3r + 7y <?r

3j 3 . ,— ■ cos t + sin l,3x 3y
3j _ df dx dj dy 3f . . 3f~aT ~ + -ö----= — r sin t + r cos t.dt dx dt dy dt 3x dy

így például, ha/(x, y) =x2 —y2; akkor az r és t szerinti differenciál-
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hányadosok mindjárt r és t-ben kifejezve:

= 2x cos t — 2y sin í = 2r cos21 — 2r sin2 f = 2r cos 2t.

=— 2rx sin t — 2ry cos í =— 4r2 sin t cos t =— 2r2 sin 21. dl
2. Példa. Az f (x, y, z) háromváltozós függvényben gömbi koordinátákat 

vezetünk be oly módon, hogy a tér valamely P (x, y, z) pontját az OP—r távol­
sággal és az egységsugarú gömb azon pontjával jellemezzük, amelyben az 
OP vektor e gömböt metszi. Jelöljük e metszéspontot Pj-gyel, továbbá az 
OPj-nek a z tengellyel alkotott szögét <jp-vel és a z tengelyen meg a P pon­
ton átmenő síknak az xz síkhoz való hajlásszögét ip-vel, akkor P koordinátái:

z = r cos^>; x = r sin tp cos ip; y — r sin tp sin ip.

Fejezzük ki az f(x, y, z)-nek az r, tp és y> szerinti diff. hányadosait: 

dj df dx 3f dy df dz 3f . , df . . , df~ —Q- + -A- + -A- -x- = ~ sin tp cos + -/- sin <p sin + -/- cosdr dx 3r dy dr dz 3r dx T T dy r dz
^L=df_dx 3f_^ d^dL =
dtp dx dtp dy dtp dz dtp

df , . df .= r -f— cos tp cos w + r ~ cos tp sin w — r -f- sin tp, dx dy . 3z
df 3f 3x ,df dy , df dz df . . , df .~~ = ----b -f- + -f- -öt = — r -f- sin tp sin ip + r -f- sin tp cos ip,dip dx dip dy dip dz dip dx dy

mert — 0. [z nem függ a y>-től!]

4. A középértéktétel egyszerűbb alakja. Legyen adva az./(x, y) 
kétváltozós függvény, melyről feltesszük, hogy a T tartomány min­
den helyén úgy az x, mint az y szerint differenciálható és hogy e par­
ciális differenciálhányadosok még folytonosak is. Szemeljük ki a 
tartomány (a, ti) helyét és legyen h és k két megadott számérték 
úgy, hogy az (a-\-h, b-{-k) hely is a T tartományba essék, sőt az 
(a, b) és (a-j-ft, b-)-k) összekötő egyenese is egészen benne legyen e 
tartományban. Ezen összekötő egyenes minden közbenső pontjának 
koordinátái így írhatók: a-\-ht, b-f-kt és ha t a 0...1 szakaszt futja 
be, akkor ezen az egyenesen az (a, b)-től (a-j-/i, b-f-/cj-ig haladunk. 
Tegyük most f(x, y)-ban x=a-\-hl, y=b-[-kt és jelöljük a t változó 
ezen f[a-\-ht, b-fkt] függvényét röviden F(f)-vel. Előbbi megjegyzé­
sünk szerint: F(0)=f (a, b); F(l)=f(a-}-h, b-\-k). Az F(f) függvény, 
mely az (a, ti), (a-]-h,b-Fk) egyenes mentén megegyezik az f{x, y)-al, 
a t változónak 0... 1 szakaszában mindenütt differenciálható, tehát 
az egyváltozós függvényre vonatkozó középértéktétel szerint:

F(l)-F(0)=F'(^),

ahol egy, a 0... 1 szakaszban levő közbenső hely. Állítsuk elő 
az F'(#)-t. Evégből először az F\t) számítandó ki, mint a t köz­
vetett függvényének differenciálhányadosa.
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F7a = _éL +
' ’ dx dt dy dt

, dx , du , , , De x=a+ht, y=b-\-kt, tehat -^- = h, = k es így:

F(í)=^+^.*. 
dx dy

Megjegyezzük, hogy itt az x helyébe a+ht, az y helyébe: 
b+kt írandó. Most már F'(#)-t ebből úgy nyerjük, hogy t helyébe a 
& közbenső értéket, azaz x—a-[-h&, y=b-\-k&-\, tesszük.

F'($) = h + í-|í-) k,
\ OX /x=a+h9 \ Ölj /x u+h& 

y^b+kd y~b+kd

tehát, ha F(l) helyébe megint visszatesszük az f(a+h, b-\-k) és F(0) 
helyébe az f (a, b) értéket, akkor:

/■(a+h, b+k)—f(a, b)—f^a-\-h&. b-}-k&) h-\-fy(a-\-h&, b+W>) k.

Ez a középértéktétel új alakja, amely teljesen szimmetrikus, 
amennyiben úgy az x, mint az y szerinti differenciálhányados ugyan­
azon //-val veendő.

Ennél a tételnél az egyváltozós függvényre vonatkozó középértéktételt 
használtuk, amelynél nem volt egyébre szükségünk, mint arra, hogy ezen 
egyváltozós függvény az egész szakaszban differenciálható legyen. Látszólag 
tehát nem használtuk fel azt, amit a tétel bevezetésében feltettünk, hogy 
t. i. a parciális differenciálhányadosok folytonosak. De valóságban felhasz­
náltuk, mert hiszen a közvetett differenciálás szabályának megállapításánál 
is fel kellett tennünk a differenciálhányadosok folytonosságát és a t szerinti 
differenciálásnál a közvetett differenciálást alkalmaztuk.

Ha általában f(xt, x2,... xn) egy bizonyos T tartományban 
minden helyen parciálisán differenciálható és e differenciálhánya­
dosok folytonosak, továbbá úgy az (at, a2,... an), mint az 
a2+h2, ■ • • nn+hn) hely benne van a '/'-ben, sőt minden 
a2 + h2t,... an + hnf) is benne van a 7-ben, ha 0</<l, akkor 
xi=ai+\í, x2=a2+h2t,... xn—an+hnl téve:

/(xi> x2, ■ • • xri) — f a2+h2f,... an+hnf) = F(í)

és E(l) = /’(a1 + h1, a2+h2,... an+hn), F(0) = , a2,... an) ;

továbbá az egyváltozós függvény középértéktétele szerint:

F(l) - F(0) = F'(d).

De: FW=^-k+^-^+ ■+-srh-
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és így: F'ld-) = h, 4- /i2 + • • • 4- —- h J
V \ŐX1 1 dx2 - dxn n/xl=a1+&h1

tehát: a2+/?2,... an-f-hn) — /'(^, a2)... an) =
= , a2-\-&h2,... an-\-d‘hn) h, 4----- 1-

+ lx„ (01+^4,... an4-^h„) hn

a középértéktétel általános alakja.
A középértéktétel ezen alakjából azonnal következtethetjük, 

hogy ha valamely összefüggő tarlomány minden helyén az összes 
parciális differenciálhányadosok érléke: 0, akkor e tartományban 
az illető függvény konstans értékű. Ha a függvény konstans, azonnal 
látjuk a differenciálhányados értelmezéséből, hogy a differenciál­
hányadosok minden helyen eltűnnek. Most e tétel megfordításáról 
van szó. Tegyük fel, hogy a T tartományban mindenütt: f'x(x, y)=0, 
fy(x, y)—0. Szemeljük ki e tartománynak két tetszés szerinti helyét: 
(a, h)-t és (ax, bf-et. Azt kell megmutatni, hogy f(a, b)—f(a1, bf. Ha 
az (a, b) az (a1 bf-el egy, a tartományban vonuló egyenessel összeköt­
hető, akkor u1=u-|-/i, bt=b+k téve, az előbbi tételt alkalmazhatjuk :

f(a+h, b+k) - f(a, b) = hf;(a+&h, b+&k) + k f’ (a-f&h, b+&k). 
te

De a jobboldalon álló differenciálhányadosok eltűnnek, tehát 
f(a-]-h, b-]-k)=f (a, b). Ha pedig (a„ bf az (a, ft)-vel a tartományban 
vonuló egyenessel nem köthető össze (pl. U alakú a tartomány),, 
akkor véges számú pontot iktatunk a két szélső pont közé úgy, hogy 
mindegyik az előzővel e tartományban vonuló egyenessel összeköt­
hető legyen. Ha az így közbeiktatott pontok (ccx, fif, (a2, /?2),... (a,, fif, 
akkor az előbbi szerint kimutatjuk, hogy

/■(a, b) = /(a,, 0f ; f(a„ 0f = f(a2, &)... /(a,-, /?,) = /(a,, bf, 

tehát megint igazoltuk, hogy a tartomány tetszés szerinti két he­
lyén vett függvényértékek egyenlők: fia, b)=f(av bf.

5. Implicit függvény. Implicit függvényről korán kellett már be­
szélnünk ; de általános fogalmát nem adhattuk. A most tárgyalan­
dók tehát némiképpen a régiek kiegészítésére is szolgálnak. Legyen 
adva az f(x,y) kétváltozós függvény, mely az la, b) helyen: 0. Ezt 
úgy is képzelhetjük, hogy az x—a értékhez az y—b értéket, vagyis 
azt az értéket rendeljük hozzá, amely az a-val együtt az f(x. y)-t 
zérussá teszi.

A kérdés az, megoldhatjuk-e az
/’(x, y) = 0

egyenletet y-ra nézve, azaz adott (a-hoz közeli) x értékhez tarto- 
zik-e y-nak olyan értéke, hogy f(x, y)=0 legyen?
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Tegyük fel, hogy úgy a mint a parciális differenciál­
hányadosok az (a, b) hely valamely környezetében, mondjuk például 
az |x— a\<d, \y—b\<d környezetben, folytonos függvények és 
tegyük fel továbbá, hogy az (a, b) helyen a O-tól különböző C 
szám. Ha C pozitív és B a C-nél valamivel kisebb pozitív szám,
akkor a folytonosságából következik, hogy az (a, b) helynek 

, dU , , . df . .....................................n nműh'On Iliidy J df
van olyan környezete, amelyen belül mindenütt nagyobb ennél

dy
a B pozitív számnál. Ha pedig C negatív volna és B valamivel 
nagyobb negatív szám mint C, akkor az (a, b)-nek van olyan kör­
nyezete, amelyen belül -~ mindig kisebb a B negatív számnál.
Akár az egyik, akár a másik eset forog
olyan környezete, amelyen belül az

df
\V- 
I dy

fenn, az (a, b)-nek van
egy pozitív |B|-nél nagyobb.

tehát zérussá nem válik, a jelét nem változtatja. Az általános­
ai/ ' x . df

ság csorbítása nélkül feltehetjük, hogy az (a,b) helyen pozitív,
tehát az imént említett B szám pozítiv és olyan tartomány, amelyen 
belül > B: az Ix—al<J, ly—b|<ó (és ó<d). E tartományban 
df dy

véges és folytonos és így egy bizonyos A pozitív számnál kisebb
***$ r) f
absz. értékű és > B > 0.

s dy s -• ,
Ha | h | < o, | k | < o, akkor a középértéktétel szerint, minthogy

/'(«> b) = (),
/■(a-p/i, b+k) = f^a+^h, b+&k) h + /^(a-j-ÖTi, b+&k) k.

Válasszuk most a |/i)-t egyrészt a á-nál kisebbre, másrészt 
azonban úgy, hogy még ezen felül:

| Ah | < BŐ

legyen. Minthogy az | /'(x, y) | az egész |x—a | <ó, \y— b\<d tar­
tományban kisebb az A-nál és fy(a+&h1b+D‘k)'>B, tehát ha k=+_ö 
tesszük, akkor az /'(a-p/i, b+k) kifejezésében a jobboldalon álló 
első tag absz. értékre nézve kisebb a második tag absz. értéké­
nél és így f\a+h,b+k) olyan jelű, mint e második tag. Minthogy 
/y pozitív a megjelölt tartományban, tehát ha A'=c> tesszük, akkor 
7(a+h, b-f-J) pozitív, ha pedig k — — d tesszük, f(a+h, b—J) 
negatív.

Arra jutottunk tehát, hogy ha h egy meghatározott számérték, 
amelyről csak annyit tettünk fel, hogy

| h | < <1 és | Ah | < BJ,
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akkor f(a-\-h, Z>-|-J)>0 és / \a-\-h, b— o)<0 ; vagy más jelöléssel:

/'(x, ö+c*) > 0, 
/■(x, ft-J) < 0,

ha |x—és \A(x—a)\<Bd.

Minthogy pedig /’(x, y) az y folytonos függvénye és fg(x, !/)>(), azaz 
f(x,y) növekszik, amint (x állandó lévén) y a b—J-tóI Zi-|-J-ig halad, 
tehát a — o—f-ó közben van egyetlenegy olyan k érték, amelyre nézve :

/'(x, b-\-k) = 0.
Látjuk tehát, hogy nem csak az a számértékhez tartozik olyan 

b számérték, amely az a-val együtt az /(a, ö)=0-ra vezet, vagyis 
nemcsak az (a, ö) helyen tűnik el az f(x,y), hanem egy bizonyos 
szakaszban minden x számértékhez is tartozik olyan b-\-k szám­
érték, amelyre nézve /(x, 0-f-/c)=O. így tehát ha x az a körül egy 
bizonyos utat tesz meg, akkor mindig tartozik hozzá egyetlen olyan 
y a b—ö...b-\-d szakaszban, amellyel együtt f(x,y)=0. Legyen J' 
a ó és |-^-j számok közül a kisebbik. Az (a—3'... «+<)') közben 

tehát y az x-nek egyértékű függvénye, mert az a—J'... a-|-J' sza­
kasz minden x helyéhez az /’(x, y)=0 reláció által a (ö—cL.. ö-|-o) 
szakaszból egy meghatározott y érték rendeltetett. Legyen y=^(x). 
Az /‘(x, y) — 0 által az előbb jellemzett módon értelmezett y=<p(x) 
függvényt implicit függvénynek nevezzük. A <p(x) a szóban forgó 
a—o'... a-f-J' szakaszban x-nek egyértékű függvénye.

Azonnal beláthatjuk, hogy a cp (x) implicit függvény egyúttal 
folytonos is. Ugyanis, ha az a-f-h-hoz tartozó y érték: b-\-k, akkor 

b-\-k) = 0 = b^tik^h fg(a-\-&h, b-j-fttyk,

lehál: k=- B>fy(a+&h,b+&k)

és minthogy a számlálóban álló a szóban forgó szakaszban véges, 
a nevező pedig feltételünk szerint B-nél nagyobb, tehát |Zr|<m|/i| 
(m véges pozitív szám), amiből látjuk, hogy k a h-val együtt elenyé­
szik, vagyis az y = ^>(x) az a helyen folytonos. De ha nem az (a, b) 
helytől, hanem az (a, b) környezetének egy más (belső) helyéről indul­
tunk volna ki, akkor ugyanígy következett volna, hogy azon a 
helyen folytonos; tehát az egész a—... n-f-J' szakaszban folytonos.

Sőt tovább is mehetünk és kimutathatjuk, hogy a cp(x) impli­
cit függvény differenciálható az egész a—J'...n-f-ó' szakaszban. 
Ugyanis az előbbi B) alatt álló egyenletből következik, hogy:

k b+&k)
h fg (a-\-&h, b-{-&k)

Beke: A differenciálszámítás. II. 3
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és minthogy /*-ról és /jj-ról föltettük, hogy az (a, b) helyen foly­
tonosak és a nevező egy bizonyos fí-nél nagyobb, tehát:

limT =----77-—. •h-o h

Minthogy k az y növekménye, ha h az x növekménye, tehát 
lim nz (a, b) helyen. Ugyanígy következtethetünk az
h=o h dx 
a—J'... a-j-J' köz minden x helyére nézve.

Ezzel egy igen egyszerű szabályt kaptunk az implicit függ­
vény differenciálására: Az /'(x,y)=0 által az y mint az x függvénye 
van értelmezve oly módon, hogy y-nak x szerinti diff. hányadosa :

dy dx
~dx~~~Jf_

dy

A jobboldalon álló kifejezésben y = ^(x) helyettesítendő. Ez a 
formula csakis akkor alkalmazható, ha a nevező 'nem 0. Ezen 
nevezetes differenciálási szabályra az előbbi meggondolások nélkül 
is eljuthattunk volna, ha az implicit függvény létezését föltételez­
zük. Ekkor ugyanis így okoskodhatunk. Az f(x,y)—0 az x és y 
minden összetartozó értékénél; tehát ha ezen egyenlet által értel­
mezett y=^?(x) implicit függvényt képzeljük az y helyébe téve, akkor :

/■[x, (j> (x)J = 0

minden x értékre nézve. Minthogy ez a függvény állandóan : 0, tehát 
a differenciálhányadosa is 0. Az általános differenciálási szabályt 
alkalmazva:

-ÉL-i-AÍ A = odx dy dx ’

df
miből ismét: -~r~ —-----•dx d/

dy

6. Többváltozós implicit függvény. Előbb láttuk, hogy az J(x, y)=0 az y-t 
mint az x függvényét értelmezte. Ha már most adatik az /(x,, x2,... x,„ y) 
n+1 változós függvény, (melyben az. utolsó változói az előzőktől jól meg­
különböztettük), és ./ (a15 a2, . .. a,„ b) - 0 akkor az

f (Xi, x2, . . . x,„ y) = 0
reláció áltál y mint az x,,x2, ...x„ változók függvénye van értelmezve az 
x‘i=ai, x2- a2,. . . xn=an; y=b hely környezetében, ha az (a,, a2, . . . an, b) hely- 
környezetében :



TÖBBVÁLTOZÓS FÜGGVÉNY DIFFERENCIÁLHÁNYADOSAI. 35

JL JL JL 1
dx-i ’ dx2 ’ ' ' ’ dxn ’ dy

folytonosak és az utolsó az la,, a2,... &) helyen a O-tól különböző.
Minthogy e parciális differenciálhányadosok folytonosak, tehát megálla­

pítható az (a,, a2,... an, h) olyan környezete, pl.

I xi~~ai í < | x2~a2 I \U~b\<ó,

amelyen belül mindenütt a , mely az (öj, a2,... a„, b) helyen nem 0, egy (7//
bizonyos B pozitív számnál absz. értékre nézve nagyobb. Ugyancsak ezen 
környezetben a differenciálhányadosok pedig egy bizo­
nyos A számnál absz. értékre nézve kisebbek.

A középértéktétel szerint (minthogy /(a,, a2,... a,„ ö) — 0)

./■(aH hí, a2+h2,... a„+h„, b+k) = A)
=f^ai+9hi' ■ ■ ■ ai l-Vhn, b+»k) h± +f^at | Ah,,.. . an+9h„, b+»k) h., +• ■ •+ 
+fxjai+&híl.. . an+9hn, b+»k) hn+fy (a,+Ah„... an+Ahn, b+»k) k.

Válasszuk a h„ h2,... h„ mennyiségeket úgy, hogy egyrészt mindegyik 
kisebb legyen absz. értékre nézve d-nál, másrészt azonban, a legnagyobbik 
absz. értékét h-val jelölve:

nAh < Bó

legyen. Ekkor az A) alatti jobboldalán álló első n tag összegének absz. értéke : 

h2-|----- 'fix,, hn I < ,lAh < Bő.
Az A) alatt álló utolsó tagban pedig k helyett i<J-t téve:

i fy la,[-Ah,, a2+Ah2,... aH+&hn, h±Ad) A | > B<5, 

tehát az/(«i |-h,, a24 h2,... an+h,„ h+<J) olyan jelű, mint az A) alatti egyenlőség 
jobboldalának utolsó tagja. De ez a kifejezés a d-val együtt a jelét változtatja

/■(ai+h„ a2-j-h2,... a„4-h„, b+k)

h=-|-d-nál pozitív (ha t. i. ~~ 0,
negatív (pozitív), tehát az

ellenkező esetben negatív), k = — <J-nál

/(a^hj, a2+h2,... a„+h„, y) 

egyváltozós függvény a b—ő...b+ö szakaszban legalább egy helyen zérussá 
lesz. Két vagy több helyen nem lehet 0, mert akkor e helyek között kellene 
olyan közbenső helynek is lenni, amelyen -^- = 0, ami feltételünkkel ellen­
kezik. így tehát, minden: x„ x2,... x„ értékhez, ha ez az*

|x,—at|<<f, | x2 — a2 | < <5', . . . | xn—an | < ó' 

tartományban van: tartozik egy meghatározott y érték, amely a b—i...b+í 
szakaszba esik, úgy, hogy: /(x,, x2, .. . x,„ y) = 0.

Az y tehát e tartományban mint az x2, x2, . . . xn változók egyértékű 
függvénye van értelmezve az f(xt, x2,... xn, y) = 0 reláció által, y így írható:

Bő* A'-al jelöltük a d és a közül a kisebbiket.

3*
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y = <p (Xj, X2, . . . Xn)

és /[Xj, x2, . . . xn, <p (xt, x2, . . . x„)] minden, az illető tartományba eső 
xt, x2,... xn-re nézve : 0.

Azonnal beláthatjuk, hogy ez a most értelmezett y függvény az xlt x2,.. . x,, 
folytonos, sőt mindenik változó szerint differenciálható függvénye. Ugyanis 
ha az a1+hí,a2+h2,...an+hn értékekhez tartozó y érték: b+k, akkor

f(at+h , «2+/i2, . . ■ b+k) = 0 =
=Ji1(ai4-#/i1,... an+9hn, b+&k) h 4----- I • ■ ■ an l ^bn, b+&k) hn 4-

+Jy(aí+»hi,... a„+&hn, ó4 &k) k,
miből:

• ■ • an+&hlt, &4 &k) ht |----- • ■ • «n+^n, b„+»k) h„
/J(a14 »hx,... »hn, b+»k)

és minthogy a nevező absz. értéke nagyobb 7i-nél, tehát e tört zérussá lesz, 
ha hlt h2,... hn zérussá válnak; vagyis ha az xt, x2,... xn az an a2,... an-től 
elenyésző csekéllyel különböznek, akkor y is a fc-től végtelen kicsinnyel tél­
éi. Az y tehát az (a„ a.,,... an) helyen folytonos. Ha (at, a2,... an) helyett más 
helyet választanánk az at—ő'. .. at+é',. • ., an~ó'... an+ó' tartományban, azt 
találnék, hogy azon a helyen is folytonos az y; tehát az egész értelmezési 
tartományban folytonos.

Ha h2=h2 ••• 7t„=0 tesszük, akkor a B) alattiból:

k Jx^+^h^ • • ■ un, b+»k)
ki fy (014- »ht, - an, b+»k)

minthogy pedig feltételünk szerint az f parciális differenciálhányadosai az 
(alt a2,... an, b) helyen folytonosak, ebből következik, hogy

k Ji,(ai, a2,... a,„ b)
hm — -------- 5-------------------- , —
*i-o ht Jy (alt a2,... a,„ b)

vagyis (az a„ a2, . . . an, b) helyen :
df

Jy ___ dxt 
dx±~ df '

dy
Éppen így kapjuk sorban az y implicit függvénynek az x2,... xn szerinti 

differenciálhányadosait; vagyis :

JL JL sf.
_dy __ dXj dy _ dx2 dy _ dxn
dxt dj ’ dx2 ~ ' df_ dxn~ df

dy dy éy

Ugyanerre az eredményre juthatunk, ha meggondoljuk, hogy

. y — f (xt, x2,... x„)téve az f függvényben :
f[xt, x2, . . . x,„ <p (Xi, x2, . . . xn)] = 0

minden, az y értelmezési tartományába tartozó xt, x2, . . . x„ értéknél; tehát 
a baloldalon álló függvénynek az x,, x2, . . . xn szerinti differenciálhányadosai 
is eltűnnek. Differenciáljuk ezt az identitást pl. x, szerint. Xj két helyen
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szerepel: az első helyen és az y = <p(xt . . . xn)-ben; a többi változó az xt-től 
független. Az általános differenciálási szabály szerint tehát:

Sf
3Í 4-

miként előbb találtuk.

7. Két egyenletből

miből:dy dXi ’ dx-t df
dy

Éppen így kapjuk a többi differenciálhányadost.

álló rendszer megoldása. Az előzőkben azt láttuk, hogy
az /(x„ x2,... xn, y) — 0 reláció által azon esetben, midőn valamely helyen 
f 0, de az illető hely környezetében egy meghatározott y függvény
van értelmezve. Ezt a relációt tehát a függvény egy értelmezési módjának 
tekinthetjük. Más szóval ez annyit jelent, hogy az f(x^ x2,.. . xn, y) — 0 
egyenletet az y-ra nézve megoldottuk, midőn y-t az első n változónak olyan 
(p (x1? x2,.. • xn) 
érvényes az

egyenlőség.
Most ezen

függvénye gyanánt állítottuk elő, amelyre nézve identikusán

X2, . . . Xn, (x1? x2,... xn)] = 0

az úton tovább megyünk. Legyen adva két függvény : 

x2,... x„, y, z), <p (xlt xz,... xn, y, z),
melyekben az utolsó két változót az első n változótól megkülönböztetésül 
y-nal és z-vel jelöltük.

Tegyük fel, hogy x^a^, x2=a2,... xn=an, y=b, z=c kielégítik ezt a két 
egyenletet:

f(xt, x2,... xn, y, z) = 0, <p (Xi, x2,... x„, y, z) = 0

és tegyük fel továbbá még azt is, hogy' úgy az f mint a <p, valamint az 
összes elsőrendű differenciálhányadosok e hely környezetében folytonosak és 
azon kívül még ez a determináns :

df 3<p dj d<p 
dy Sz dz dy

ezen a helyen a O-tól különböző. Ekkor tehát megállapítható e helynek olyan 
környezete, amelyen belül ezen determináns egy bizonyos B pozitív számnál 
nagyobb absz. értékű. Az at, a2,... an, b, c helyen és ~ nem lehetnek 
mindketten 0-sal egyenlők, mert hiszen akkor a fölírt determináns is zérus 
lenne; tegyük fel, hogy az első: a O-tól különböző. [Az f és <p betűk
felcserélésével ezt mindig tehetjük.] Ekkor tehát az előbbiek szerint az első 
egyenletből y mint az xt, x2,... xn, z változók egyértékű, folytonos és minden 
változó szerint differenciálható függvénye számítható ki, mely az (a,, a2,... an, c) 
hely bizonyos környezetében van értelmezve és az y is, miként előbb láttuk, 
egy bizonyos b—ö...b+ó szakaszban marad. Legyen az így meghatározott

y = V (®1, *2, • • • z)-
Helyettesítsük y ezen értékét a <p (Xj, x2,. .. xn, y, z)=0 egyenletbe. Fel­

adatunk most a z-nek meghatározása a

[Xj, x2,... xn, (x,, x2,... x„, z), z] = 0
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egyenletből. Ez az egyenlet a z-re nézve akkor oldható meg, ha az 
(a„ a2, . . . a,„ b, c) helyen a <p függvénynek z szerinti differenciálhányadosa a 
O-tól különböző. Számítsuk ki ezt a differenciálhányadost.

A <p függvényben z két helyen szerepel: a V>(x,,... xn, z)-ben és az 
utolsó helyen. Hogy zavar ne legyen, jelöljük a y-nek a z szerinti differen­
ciálhányadosát, melyet a z-nek mindkét helyen való tekintetbevételével nyer­
tünk,-^--vei, ellenben a z-nek csakis az utolsó helyen való tekintetbe véte­
lével nyert diff. hányadost: ^-vel. Eszerint tehát: [ip helyett y-t írva]

d<p _ d<f> dy . d<p 
dz “ dy dz dz

De az f(xt, x2,... x„, y, z)=0-ból: 
df

dy^ __ dz
dz " df

3y

tehát: dtp _ 1 r dtp df df dtp -i
dz ~ df L dy dz dy dz -*

dy
Minthogy feltettük, hogy a zárójelben álló determináns az (a„ a2,... a„, b, c) 

helyen nem 0, tehát e helyen O-tól különböző véges szám és így a

<P [xn x2,... xn, ip(xt, x2,... x,„ z), z] = 0

egyenlettel z mint az xn x2,... xn függvénye van értelmezve. Ha z-nek ezen 
értelmezését tekintetbe vesszük az y=»p(x1, x2,... xn, z)-nél, akkor az y is 
voltaképpen mint az x15 x2,... xn függvénye értelmeztetett, vagyis az (alt <i2,... an) 
hely valamely környezetében minden x2, x2,... xn értékhez egyetlen egy (y, z) 
értékrendszer tartozik. E szerint tehát, ha

(x2, x2,... xn, y, z) és <p (x„ x2,... x,„ y, z)

az (a„ a2,... a,,, b, c) helyen eltűnnek és e hely környezetében egyértékűek, 
folytonosak és folytonos differenciálhányadosokkal rendelkeznek, továbbá a ne n Qf q
a ------ determináns a O-tól különböző, akkor azdy dz dz dy

f(xt, x2,... x,„ y, z) = 0, tp (xt, x2,... xn, y, z) = 0

egyenletek az y és z mennyiségeket e környezetijén mint az x15 x2,... x„ 
változók egyértékű függvényeit értelmezik. Minthogy pedig csak az előbbi 
pontban követett eljárás kétszeres alkalmazásával jutottunk ehhez az ered­
ményhez, azt is hozzátehetjük, hogy az y és z függvények az x15 x2,... x„ 
szerint differenciálhatók. E differenciálhányadosok meghatározása most már 
nagyon egyszerű. Ha ugyanis az f—0, y>=0 egyenletekben y és z helyett a 
most értelmezett differenciálható függvényeket képzeljük helyettesítve, akkor 
tehát a szóban forgó környezet minden x15 x2,... xn helyén :

f fci, x2,... xn, y, z) = 0, tp (x„ x2,. .. x„, y, z) = 0
identitások állanak fenn; tehát a baloldalon álló kifejezések differenciál­
hányadosai is eltűnnek. Differenciáljunk x, szerint. Az általános differenciá­
lási szabály szerint:
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. JL — _ n. \ S<P \ 3tp dz
dxt Sy dxi r dz 8Xi ’ dxj dy dx, dz dx, '

és minthogy a
df df 
dy dz 
dip dip 4=0, tehát ezen egyenletek ,
dy dz

i
í

dJL JL
IXj dz 
ip dip —

Sf 3f 
dy dxi 
dip dip

dy _ dxt dz dz dy dxt
dx<

dy dz 
dip dtp 
dy dz

dxi ~ df df 
dy dz 
dip dip \ 
dy dz I

-g—-re megoldhatók.

8. Több egyenletből álló rendszer megoldása. Végül ugyanezzel a feladattal 
egész általánosságban is foglalkozunk. Legyen adva a következő n függvény:

(x^ X2, . . . Xp1 yi} y2, . . . í/n), A (*fi, X2l • • ■ -fp, y-ti {/2, - ■ • í/n), ■ ■ •>
fn (a-i> ^2, • • • -fpi J/u J/2> ■ • • J/n), 

ahol az első p változót az utolsó n-től jól megkülönböztettük. És tegyük 
fel, hogy ha Xi=au x2=a2, • ■ ■ xp—ap; yi=bt, y2=b2,... yn=bn, akkor

fi («i, «2, ■ ■ ■ ap, bt,... b„) = 0, f2 (a2, a2,... ap, bt,... bn) = 0, . . .
fnfai, a2,... a,„ b„ b2,... b„) =0,

továbbá a megadott n függvény az (alt a2,... ap, bt,... bn) valamely környe­
zetében, például :

I Xi-ai | < rf, | x2—a2 | < d,... | Xp-ap | < d, | yt~bt | < d,... | yn-bn | < d 
tartományban mindenütt egyértékű, véges, folytonos, sőt az összes parciális 
differenciálhányadosok is folytonosak és amit külön hangsúlyozunk, a ayi- 
differenciálhányadosokból alkotott determináns:

| dfi dfi dfi
dlh dy-. ’' dyn
df2 df2 dfr.
dyi ’ dy 2 ’ ’ dyn

dfn dfn dfn
dyi ’ dy2 ’' dyn

az űj, a2,... dp, bt,... bn helyen O-tól különböző. Ezen esetben a d úgy választ­
ható, hogy a D determináns az egész tartományban egy bizonyos pozitív B 
számnál nagyobb absz. értékű.

Azt állítjuk már most és ebben van az eddigiek általánosítása, hogy 
megállapítható az (a„ <i2,... ap) olyan környezete, amelyen belül fekvő min­
den xt, x2,... Xp helyhez az yu y2, ■ ■ ■ yn változóknak egyetlen egy meghatá­
rozott értékrendszere tartozik a (bt, b2,. . . bn) hely bizonyos környezetében, 
amely yt, y2, . . . y„ értékek az xt, x2,... xp-vel együtt az
fi (fi, • • • Xp, yt,... yn)=0, f2(xt,... Xp, i/t,... gn)=0,... fn(x2,... xp, yt, ... yn)=0 
egyenleteket kielégítik, vagyis ezen egyenletek által az y2, y2,... yn az



40 It. FEJEZET.

(a,, a2,... ctp) környezetében mint az x„ x2, ... xp változók egyértékű függvé­
nyei értelmeztetnek. Ezek az implicit függvények az (a2, o2, ■ ■ • Op) környeze­
tében egyértékűek, folytonosak és a p számú xt,... xp változó szerint diffe­
renciálhatók és ha xx=at,... xp—ap, akkor: yi=bt,... yn=bn- A I) determi­
nánst az f,f2,... f„ függvények yn y2,... yn szerinti függvény-determinánsának 
nevezzük és sokszor így is jelöljük:

pz/lt/z. •••/n.). A)
' yi, I/2, - - - Un '

Ha tehát D \ 0 az (a^ b^ helyen és az
!71, !/2i • • • í/n

/l = 0,/2 = 0,... /n = 0

egyenleteket az x1=a1. .. xp=ap, yt=bi... yn ~ bn kielégítik, akkor meghatá­
rozhatók az y,, y2,... yn mint az xlt x2,... xp olyan egyértékű differenciálható 
függvényei, amelyek az at, «2,... ap környezetében minden x2, x2,... Xp-re 
nézve az

/1 (x,... xp, y,... y„) = 0,... fn (x,... xp, yt... yn) = 0

egyenleteket kielégítik. Ezek az y,... y„ függvények e megadott egyenletek 
megoldásai.

A tételt, mely az implicit függvények létezését kimondja, teljes 
indukcióval bizonyíthatjuk. Tegyük fel ugyanis, hogy ez a tétel érvényes 
n—1 egyenlet esetében, amint hogy 2 egyenlet esetében már bebizonyítot­
tuk az érvényességét. Ebből fogjuk következtetni, hogy n egyenlet esetében 
is érvényes.

A D determináns nem 0; tehát legalább egyik aldeterminánsa nem 0. 
A jelölés esetleges változtatásával mindig elérhetjük, hogy az utolsó elemhez 
tartozó aldetermináns, vagyis a

p , fi, J2, ■ ■ ■ fn-i \

az (a,, a2,... ap, ő,, b2,... bn) helyen a O-tól különböző legyen. Akkor tehát fel­
tételünk szerint az y„ y2,... yn-i meghatározhatók az x2, x2,... xp és yn olyan 
egyértékű, differenciálható függvényei gyanánt, amelyek az (a„ a2,... ap, bn) 
bizonyos környezetében fekvő minden x„ x2, . ■ . xp, yn helyen kielégítik az

/1 = 0, y2=o,... fn-t .— 0
egyenleteket. Legyenek ezek az így értelmezett függvények:

!/i Tt (x,... Xp, yn); y2 = <p2 (x,... Xp, yn), . . . yn_2 = Vn-ií^T • • ■ Xp, Un), a) 
vagyis fönnállanak minden x,... xp, y„-re nézve (melyek a szóban forgó tar­
tományban vannak) ezek az identitások:

/i [xt ...xp, <p, (xj... Xp, y„),... </>„_, (Xj... Xp, yn), y„] = 0:...
/n-i [x,.. .Xp, (x,.. .Xp, yn),... íPn-i(Xi.. .Xp, yn), yj — 0.

Minthogy ez egyenletek baloldalain csakis x,...xp, yn fordulnak elő, 
rövidség kedvéért írjuk a löntebbi egyenleteket így:

(x2 ... Xp, y„) = 0, R (x,... Xp, y„) = 0, . . . Fn , (x2 ... xp, yn) = 0.

Ezek identikusán, azaz minden, a szóban forgó tartományhoz tartozó 
Xj...Xp, yn értékre nézve fennállanak. Nézzük most az utolsó
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tn ('11 ■ ■ ■ '*-/>• Í/1> í/i> • • • f/n-1, Un)

függvényt, melyet eddigelé még nem vettünk tekintetbe.
Ha figyelembe vesszük, hogy az itt szereplő y,, i/2,... az előbbiek 

szerint már az x,... xp’, yn függvényei (egyértékű, differenciálható függvé­
nyek), akkor voltaképpen ez az fn is csak az Xj...Xp, y„ függvénye. Ennek 
feltüntetésére megint így írjuk:

fn (®1 • • ■ ^pi ÍP*2> • • ■ í/n) = b n • ■ • ^pi Un)'

Keressük most az yn-ei., mint az x,... xp olyan függvényét, mely az 
fn-0, vagy Fn=0 egyenletnek eleget tesz, ha xt...xp az a,... a., elég kis 
környezetében vannak. Nyilvánvaló, hogy ha xt = at,. .. xp = ap és yn = bn 
tesszük, akkor Fn (a,, . . . ap, bn) eltűnik; mert hiszen a vele megegyező 
fn (a,... ap, b,, b2, • ■ ■ bn) feltételünk szerint. 0. Hogy tehát az említett környe­
zetben az Fn—0 egyenlet yn-re megoldható legyen, azaz y„ mint az x,...xp 
egyértékű, differenciálható függvénye legyen előállítható, ahhoz elégséges, 
hogy az (a,... a,„ b) helyen

<?F„ 
ay„

a O-tól különböző legyen. Ezt kell tehát kiszámítanunk. Minthogy az yn 
az /„ (x,, x2, .. . xp, </>,, íp2, .. . <pn-i, y„)-ben n helyen szerepel: a <p„_t-
ben és y„-ben, tehát az általános differenciálási szabály szerint (áttekint­
hetőség végett a <pt...<pn i helyett megint y-,. .. yn-i-et írunk)

SFn   Sfn &yt 3fn dy2 I . ^fn tyu i । Sf,, oi
9y~n~ fyi 3y„ i)y., dyn " ' dy„dy„ 1 dy,,

Az itt szereplő ~~ (f=l, 2,... n—1) parciális differenciálhányadosokat 
"Un

már ismerjük mint az Xj.. .Xp, yn függvényeit, ugyanis az y„ y2,... yn ,-et 
már az első n—1 egyenletből meghatároztuk. E differenciálhányadosok kiszá­
mítására tekintetbe vesszük, hogy fönnáll identikusán ez az n—1 egyenlet:

/i ÍX,.. .Xp, gi . . . I/n-i, Un) — • • •, fn—t (®1 • • ■ Xp, Ui • • • Un-ii Un) ■ 0,

Differenciáljuk ezt az n—1 identitást yn szerint:

Slh , Sfi + .. ayn-i
+ ayns!h SlJn + Sy2 Sljn ayn-i atjn

। Sjz 
+ Sy*

Sy-z , 
ayn

af2 ayni , af2 _
fojt Sljn ayn-i ayn h ay,t

Sfn Syi , 
Síin

Sfn 1 ay* .
ayn +

afn-x ayni , afn-t
ay* Syz ’ • “T aijn-i ay„ + ayn

Ebből az n—1 egyenletből kell az n—1 számú mennyiséget kiszámítani
[ami lehetséges, mert a rendszer determinánsa föltételünk szerint nem 0] és 

dFa -gy1- P) alatti kifejezésébe helyettesíteni.
Még egyszerűbb lesz a dolog, ha ehhez az n—1 egyenlethez n-iknek 

írjuk a fi) alattit és az így nyert n egyenletből a ,. .., dyn ayn ayn
n— 1 mennyiséget e.liminaljuk. Az elimináció eredménye:
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df, df df,
dy, dy2 ’ ’ dyn
df df df
dy. dyz ' ’ dy,,

dfn dfn dfn dFn I
dy, dy2 ' dy„ dljn 1

p ( f ■ ■ ■ fn , ' ^*n _ 2) I fi • ■ • fn\
Ui -- ffn-1 ' dyn 'yf-yn1

és minthogy az itt szereplő függvénydeterminánsok föltételünk szerint a szóban 
forgó helyen nem tűnnek el és folytonosak, tehát a az (a,. a2, • • • ap, bn] 
helyen nem 0 és e hely környezetében folytonos, tehát az Fn=0 egyenletből 
yn mint az a,... ap hely környezetében levő xt... xp egyértékű, differenciál­
ható függvénye adódik :

Un = Vn (Xi, X2. . . . Xp).

Helyettesítsük be yn most nyert értékét az a) alatti (p,, <p2, • • • íPn-i"be. 
<Pi (Xj. .. xp, y „)-ből xt, Xz,...xp függvénye : y>t (xt... xp) lesz és így : 

i/1=V,1(xI...Xp); y2=y>2(xt...xp);... yn-t=Vn 1(x1.. ,xp) és az yn=Vn (*, • ■ -xp) 
az (at... ap) környezetében olyan egyértékű differenciálható függvények, ame­
lyek az

f1 = o,/2 = o,... fn = o

egyenleteket kielégítik. Ezzel tehát az implicit függvények létezésének be­
bizonyítása n egyenlet esetében is megtörtént.

Minthogy most már tudjuk, hogy ha az A) alatti függvénydetermináns 
nem 0, akkor yr... yn differenciálhatók az xt... xp szerint, e differenciálhánya­
dosokat az adott egyenletekből közvetlenül ki is számíthatjuk. Ugyanis ha az

f1=0,/2 = 0..../„ = 0

identitásokat [melyekben már az yt... yn változókat mint az x,...xp függ­
vényeit képzeljük] az x,- szerint differenciáljuk, akkor a

ff/.- , JJf dy, dfk dy2 % 8yn _
dx, dy, dxi dy2 dxt dyn dx,

(k—1, 2... n)
rendszerre jutunk és ebből a rendszerből , JJ'-, . . . kiszámítha- 

J dx, ’ dxi dx,
lók. így kapjuk a

D (Ja::-.ln\ JflL - _ D (--------- ------------------- ) 0-i.2„ n)
' 1), • • • Un ' dXi X y,--- yj-i a-i tjj+i ...yn 

megoldásokat.

9. Inverz függvények. Már régebben megállapítottuk az inverz függvény 
fogalmát és az inverz függvény differenciálási szabályát; de inkább a szem­
léleten alapuló eljárással, a monoton emelkedő görbéből kiindulva. Most már 
az implicit függvény általános értelmezésével kapcsolatban az inverz függ­
vényt is általánosabban értelmezhetjük.

Ha ugyanis adva van y mint az x függvénye: y=f(x) és /(a) — b, továbbá 
f'(x) az a helyen nem zérus és e hely környezetében folytonos, akkor megálla-
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pítható e helynek olyan környezete, amelyen belül f'(x) sehol sem 0. Tekintsük 
most az

kétváltozós függvényt, mely az x = a és y =f(á) = b helyen eltűnik és 
melynek x szerinti parciális differenciálhányadosa nem tűnik el, akkor az 
implicit függvényre vonatkozó tárgyalásból kifolyólag az y—f(x)=0 egyenlet 
x-re megoldható, vagyis x előállítható az y egyértékű, differenciálható 
függvénye gyanánt úgy, hogy b valamely környezetébe eső minden y érték­
hez egyetlen egy x érték tartozik és az

f/-/’(x) = 0

egyenletet minden összetartozó (x, y) értékpár kielégíti. Az így értelmezett 
x függvény az /(x)-nek inverz függvénye. [y = sinx inverz függvénye 
x=arcsiny. A sinx invertálható mindazon szakaszokban, melyeken belül 

7t 7t(sinx)', azaz cos x =1=0; tehát pl. a — —^szakaszban, amit már régebben
láttunk.]

Általánosabban is értelmezhető az inverz függvény. Ha ugyanis:

Z/i — f (Xj,. . . Xn), i/2 —fz (®1» • • • *^n), • • ■ Un— fn • • • Xfl)
n egyértékű, differenciálható függvény adatik és az a,, a2,... an helyen az 
f/i, {/a, • • ■ </n a áj, á2,... b„ értékeket veszik fel, azaz:

bi — fi (o1(.. . un), b2 = f2 (at,... dn)i • • • bn = fn (üj, ... an)

továbbá az függvények függvénydeterminánsa, D( ~ ■”■)
az «i, a2,... an helyen nem 0 és az első parciális differenciálhányadosok e hely 
környezetében folytonosak, akkor az /j, f2,.. .fn függvényrendszer invertál­
ható, azaz xt, x2,... xn értelmezve vannak ezen egyenletrendszer által a 
bi, b2,... bn környezetében mint az yt, y2,... yn egyértékű, differenciálható függ­
vényei :

= íPi (yn .. • yn), x2 = <p2 (yt, ...yn),... xn = <pu(y1,... yn).

Ezt az állítást az implicit függvényekre vonatkozó tárgyalásaink alap­
ján azonnal bebizonyíthatjuk. Ugyanis az előbbi egyenletek így írhatók:

yi ~fi (x15 ■ xn) =± 0, y2 -f2 (xt,... xn) = 0, . . . yn -fn (x„ ... xn) = 0
és a baloldalon álló kifejezéseket az x,... xn, yt... yn változók függvényei­
nek tekinthetjük. Ezen függvényeknek x,, x2,... xn szerinti funkcionális de­
terminánsa nem más, mint azfüggvények funkcionális determinánsa 
(esetleg ellenkező jellel), tehát föltételünk szerint nem 0, tehát az egyenlet­
rendszer az Xj, x2,.., xn-re megoldható és az így értelmezett xt, x2, ...xn 
függvények az yt=bt, y2=&2,... yn—bn környezetében a jelzett tulajdonságok­
kal bírnak.

Az inverz függvény differenciálhányadosai is most már könnyen meg­
állapíthatók az implicit függvényre vonatkozó differenciálási szabállyal, 
vagy közvetlenül is. Ha ugyanis az

í/i —fi ($-1 ■ ■ • X,(), f/z —fz ($T • • • • ■ • yn —fn (•*■! • • • 3-n)
jobboldalain az xt,... x„ helyébe a (</,... yn), <p2 yn), . . . <pn(yt... yn) 
inverz függvényeket képzeljük, akkor
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y, = /i [<p„ <pz, ■ ■ ■ íPii], </2 —Jz [íPn íP2> • ■ • fPn]> - Un — fn [<P„ <f>2, ■ ■ ■ íP/i] 
identitásokra jutunk és ha ezen identitásokat pl. y, szerint differenciáljuk, 
akkor [y,, <p2,... <Pn helyett xn x2,... xn-et írva]

1 - ,..... . g/1 fan
dx, dy, dx2 dy, dxn dy,

.. _ df2 dx, dj2 dx2 , I df2 fan
~ ~dxf dy, dx2 dy, dxn dy.

„_ dfn fai , dfn faz . . 8fn dxn
dx, dy, + dx2 dy,^"'' dxn dy, 

egyenletrendszerre jutunk, melyből, minthogy a rendszer determinánsa O-tól 
különböző a , . . . parciális differenciálhányadosok kiszámít­ani dy, dy, 
hatók. Ha a

jj f fi, fz, • • ■ fn j 
' x„ x2,... x„

determináns első sorához tartozó aldeterminánsokat röviden D,, D2,... On-el 
jelöljük, akkor:

dx, _ Di 
dyi ” D

egyenletekre jutunk. Hasonlóan állítjuk elő az y2, y3,... y„ szerinti parciális 
differenciálhányadosokat.

A legegyszerűbb esetben, midőn n=l, tehát y=f(x) inverziója esetében: 
D=f'(x), tehát

dx _ 1
dy /'(x) ’ 

amint már régebbről tudjuk.

10. A függvénydetermináns egy nevezetes tulajdonsága. Az implicit függvények 
tárgyalásában fontos szerepe volt a függvénydeterminánsnak, melyet Jacobi- 
féle determinánsnak is nevezünk (Jacobian). Az

fi X2, . . . Xn), f> (Xj, X2, . . . Xn), . . ., fn x2, • • • xn)

n függvény függvénydeterminánsa, mint láttuk, a következő determináns:

dfi dfi 3fi
dx, dx2 dxn

I) ( f* ■ 
'■X1,x2,.

• fn \ _
• xn ’

3fz 
dx,

3fz 
dx2

df2 
dx„

3fn dfn dfn
dx, dx2 dxn

Látjuk, hogy n függvény esetében ez a determináns vitte ugyanazt a 
szerepet, amelyet egy függvény esetében a differenciálhányados töltött be. 
Minthogy még gyakran lesz alkalmunk e függvénydeterminánssal találkozni, 
már most megismerkedünk egyik-másik tulajdonságával.

U—f(x) egyváltozós függvény adatik és x=<p(z) tesszük, akkor az 
összetett függvény differenciálási szabálya szerint:

__dy dy dx
dz dx dz
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Megmutatjuk, hogy a differenciálhányados ezen tulajdonságával analog 
tulajdonsága van a függvénydeterminánsnak is. Legyen tehát adva az előbb 
felírt n függvény : ft, f2, . . . fn és tegyük fel, hogy xt, x2,... xn a zn z2,.. . zn 
új változók differenciálható függvényei (a differenciálhányadosok folytonosak); 
akkor tehát az általános differenciálási szabály szerint:

3ft = afi axt , 3ft dx2 dfi fan
dz, 3xt dZi 3x2 dzt 3xn dZi
dfz _ tfz 3Xj df2 dx2 _____ df., 3xn
dzj ‘ 3xt dz, 3x2 dzi 3xn dz, (í=i,2. . . n)

dfn _ 3fn dx, 3fn dx2 | , 3fn 3xn
Szí ~ 3xt dz, 3x2 3zí 3xn 3z,

Ezen egyenletekből a determinánsok szorzási tételével következik, hogy: 

és ez az a tétel, amelyet a közvetett differenciálás általánosításának tekint­
hetünk.

Ha ebben az általános egyenletben fi,f2,...fn betűk helyett yi} y2,... yn-et 
írunk és zítz2, ...zn helyett is 1/1, y2,... yn-et teszünk, vagyis egyrészt az 
1/1, Uzi ■ ■ ■ Un~^ az A, • ■ • xn változók függvényeinek, másrészt pedig 
xlt x2,. . . xn-et az 1/1, y2, ... yn függvényeinek tekintjük, (tehát az inverz 
függvényeket vezetjük be), akkor ez az egyenlet a következő speciális alakú 
egyenlőséggé válik:

' í/1, Uz, ■ • ■ yn ' ~ a?2,... xn > ' 1/i, g2,... yn
és minthogy a baloldalon álló kifejezés: 1, tehát az inverz függvények funk­
cionális determinánsai között ez a reláció áll fönn:

2) \ 2) (a'11 3~'2’ • • • a'n \ — i
\ xt, xa,... xn yt, y2,...yn

11. Függvények közötti összefüggés. Ha x és y változóknak ezen egyszerű függ­
vényeit tekintjük:

u -x-\-y, p=x?f-3x?y+3xy2-\-y3,

akkor minden (x, y) értékpárhoz egy u és egy v érték tartozik; de minthogy 
d=íi3, tehát a v kiszámításához nincs is szükségünk az x és az y értékekre, 
elég ha ismerjük az x és y u függvényét. Azt látjuk, hogy itt v az u függ­
vénye, a két függvény között a v—u3 összefüggés áll fenn. Ez természetesen 
csak kivételes eset. Ha példáid

u—x—y, v—x^+3xzy-\-3xy2+y3,

akkor D=(u+2y)s=—(u—2r)3,

tehát a v meghatározásához az u ismerete nem elégséges, ehhez vagy az x 
és y, vagy u és y, vagy u és x szükséges.

Ha u—y) és v=y>(x, y) függvények az (x, y) bizonyos közös tarto­
mányában vannak értelmezve és közöttük u=/(u) reláció, vagy P'(u, v) = 0 
reláció áll fenn, akkor azt mondjuk, hogy u és v függvények egymástól nem 
függetlenek; ellenkező esetben, vagyis ha u értékkészletéből a v értékeit 
meghatározni nem lehet, vagyis x és y-tól független F(u, i>)=0 alakú relá-
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ció az ti és v között nem áll fönn, akkor azt mondjuk, hogy u és v egymás­
tól függetlenek.

Általában, ha
“i = <f>i (xi, x2,... xp)Uz = % (xt, x2,... xp);.. . u„ = <pn (x15 x2,... xp) (n <p)

és az u„ u2,.., un között az F(ult m2, ... un)=0 reláció áll fenn, melyben az 
x„ x2,... Xp elő sem fordul, akkor az n„ u2,... un függvények egymástól 
nem függetlenek.

Mi a kritériuma az ilyen összefüggésnek 9 Legyen egyszerűség kedvéért 
n változó n (differenciálható) függvénye:

*— ÍP1 (Xj, X2, • • • Xn), líz ” SPa (Xj, X2, . . . Xn), . . . lln ~ <plt (Xj, X2, . . . Xn)
és ezek között álljon fenn ez a reláció :

F(u„ u2,. . . u„) =0
az x15 x2,... x„ változók valamely összefüggő tartományában ; azaz, ha 
(xt, x2,... x„) e tartomány bármely helyét jelenti, a hozzá tartozó ut, u2,... un 
értékek kielégítik az F=0 egyenletet, vagyis ha iiu u2,... un helyébe a meg­
felelő <pt (x,... x,|), <p2(xt... x„), ... <pn (xj... xn) függvényeket képzelnék, az 
F~0 identikusán állna fenn. Minthogy tehát az F mint az x15 x2,... x„ függ­
vénye identikusán 0, tehát xt, x2,... x„ szerinti differenciálhányadosai is el­
tűnnek, vagyis fennállanak ezek az egyenletek:

3F dili dF du2 ( 3F dun
dili 3u2 dxt 1 1 dun 3xi
3F dui dF du2 ___ 3F du„ _
du, dx2 du2 dx2 1 1 dlln dx2

dF dut dF du2 OF dun _
dili dxn H du2 dx„ H r 7Ü7 dxn ~ U

és minthogy nem lehet, hogy minden . -— identikusán 0
i . du^ du.2 uU-n.
legyen, mert ez azt jelentené, hogy F az u„ u2,... M„-et egyáltalában nem 
is tartalmazza, tehát kell, hogy e rendszer determinánsa 0 legyen, vagyis :

Ha az ut, u2, . . . un függvények egymástól nem függetlenek, akkor az 
xt, x2, . . . xn szerinti függvénydeterminánsuk egyenlő zérussal :

D í 'i" "3’ = 0v Xi, x2, x3,... xn'
például az előbb példaképpen említett esetben :

u^Xt+xa; u2=xf4-3x'íx2+3x1x^+,r|.
I) ( u»’ n2\ — 11 Sxjf+SxjXjs+Bxi | _ n

VX1, x2/ 11 3x?+6xiX2+3í^ I — u'
Még ennél is fontosabb a most kimondott tétel következő megfordítása 

Ha e függvények
= íPt (x,, x2,... x„), ÍÍ2 = <p2 (Xii X2í... X/i)i ... Un = Vn (Xi) X2 Xjj) 

egy bizonyos tartományban vannak értelmezve és

n (Á1!, üa, ■ • ■ un v _
' Xi, X2,...xn’
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a tartomány minden helyén (identikusán 0), akkor az ult u2,... u„ nem függetlenek 
egymástól, közöttük legalább egy F(ut, u2, • • • un)=0 reláció áll fenn minden, 
e tartományba eső xu x2,... xn-re. A differenciálható függvények determinán­
sának eltűnése a tartomány minden helyén a szükséges és elégséges feltétele 
annak, hogy e tartományban értelmezett ut, u2,. ■. un függvények között 
reláció legyen.

Tegyük fel először, hogy a D determináns valamelyik aldeterminánsa 
nem tűnik el identikusán, vagyis van a tartománynak olyan a2, a2,... an 
helye, amelyen ez az aldetermináns nem 0; akkor, minthogy a differen­
ciálhányadosokat folytonosaknak képzeljük, e helynek van olyan környezete, 
amelyen belül ez az aldetermináns nem 0. A betűk némi változtatásával el­
érhetjük, hegyez az el nem tűnő aldetermináns a D determináns utolsósorá­
nak utolsó eleméhez tartozó aldetermináns legyen. Ez az aldetermináns

\ -V* np /
*C1, **2, • • ■ J'n i

egyúttal az n2,... függvényeknek az x,, x2,... x,^-szerinti függvény­
determinánsa.

Az implicit függvényekre vonatkozó eredményeink szerint az n—1 számú:
III—ÍP1 tel, *^2, - • • 1, •*■«), U2—ÍP2 tel, ^-2, ■ • • '^n—1, *^n), • • •

Ibi -t=<Pn -1 tel, *^2, • ■ • $71—1, 3-n)

egyenlet (a,, a2, .. . a„. t) hely környezetében az x2, x2,... xn_j változókra meg­
oldható, mert a rendszernek az x,, x2,... x„ , szerinti függvénydeterminánsa 
nem 0; tehát:

x, - xpi (u„ u2,.. . Hn_j, xn), Xü = % tel, u2,... H„-i, x„), . . .
*n-i = Vn-1 («1, «2, ■ • • «n-l, *n) 0)

és igy az utolsó un függvény, mely eredetileg az xt, x2,... xn függvénye volt, 
az u„ u2,... u,i ! és x„ függvényének tekinthető, azaz:

— Vn tel, ^2, • • • *^n) “

= Vn [Vitel, U2, • ■ ■ Un_i,X„), V>2(lli, U2, . . . Hn -i,X„), . . .. i(U„ II2, . . . Un-1, Xn), XnJ.

Azt állítjuk már most, hogy az un az xn-tól nem függ, vagyis, hogy a jobb­
oldalon az x„ csak látszólag szerepel. Hogy ezt belássuk, csak azt kell meg­
mutatni, hogy a jobboldalon álló függvénynek xn szerinti differenciálhánya­
dosa minden, a tartományban tekintetbe jövő xn értékre nézve: 0, vagyis az 
xn szerinti differenciálhányados identikusán: 0. A wt, ip2, .. . helyett megint 
xn x2, . . .-t írva :

dUn _ dXj ^2 . . - - I faji-1 , fyn >
dxn dXi dx„ ' dx2 dxn ' dxn 1 dxn dxn ’ "

dx dx>ahol a jobboldali » • • • kifejezéseken a p) alatti . fűggvé-u dxn dx n
nyék xn szerinti differenciálhányadosai, vagyis az á) alatti u17 u2,... 
inverz függvényeinek xn szerinti differenciálhányadosai értendők. Ezek kiszá­
mítása végett állítsuk elő az a) alatti egyenletekből az xn szerinti differenciál­
hányadosokat, figyelembe véve, hogy most n,, u2,... un l és xn a független 
változók, tehát un u2,... n„ az xn-től függetlenek, vagyis

du, _ duz _ _ gun, _
Hx,i dx,i dx,i
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Q d<p, dx, dtp, dx.. '• + d<p, dxn_, dtp,
dx, dxn dx.. dx,,-, dxn dxn
d<p2 dx, dtp.. dx2 '• + d<p2 i .

dx, dx„ dx2 dxn_, dxn dxn

fyn t dXi d<pn i 5x2 tyn—i ^n—i , -1
dxn , dxn dxndx, dxn dx2

Ha most még ezen egyenletrendszerhez utolsónak hozzáírjuk a y) alatti

du„ _  dtpn dx, ■ ^**-2 i ... i dtpn dx,,—, , dtp,,
dxn ~ dx, dx„ dx., dxn dx,,_, dx„ dxn

egyenletet és ezen n egyenletből az n—1 számú ~^x~
mennyiséget elimináljuk, akkor a következő egyenletre jutunk:

d<Pi dtp, dtp,
dx, dx2 " dxn

dtp-i d<Pz
dx, dx.. " dxn = 0,

3<Pn dtpn dtPn
! 3x, dx2 ’ dx„ 5xn

vagyis: fiún . / yn • ■ ■ yn—i \ _ £) c yi» • • • yn \ 
dxn ' xlt x2,... xn_t ' ' x15 x2,... xn '

és minthogy a jobboldali függvénydetermináns feltevésünk szerint 0, a bal­
oldali pedig nem 0, tehát

■^ = 0,

amivel kimutattuk, hogy un = tp„ y2,. ■. «n) az xn-től független, vagyis
un = y,1(u1, u2,.. . iin-t), azaz ut, u2,... un függvények között az

Un —yn(«n«2!->-«n-i)=0 
reláció áll fenn.

E bizonyításnál szükséges volt annak a feltevése, hogy a D függvény- 
determináns valamelyik aldeterminánsa nem 0, mert különben nem követ­
keztethettük volna, hogy "l-"- = 0.

</Xn
Ha azonban minden elsőrendű aldetermináns identikusán 0 és a másod­

rendű aldeterminánsok nem tűnnek el mindannyian, akkor is hasonlóan 
következtetünk. Tegyük fel ugyanis, hogy minden elsőrendű aldetermináns 
identikusán 0; de a másodrendű aldeterminánsok nem mindannyian zérusok. 
Az indexek némi változtatásával elérhetjük, hogy

D , u„ u2,... un_2 
' xt, x2,,.. xn_2 + 0

és minthogy mindenik n—1 függvény Jacobi-féle determinánsa feltételünk sze­
rint 0, tehát:

yj / u2i • • • Un-1 \ __ q 
' x„ x2, ... x„ J

Ha xn et egészen tekinteten kívül hagyjuk (nem soroljuk a változók 
közé, hanem paraméternek tekintjük), akkor az előbbi tétel szerint követke-
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zik, hogy az u15 u2, ... Mn-i nem független egymástól, hanem közöttük

<P (Új, u2,... un_t) = 0

reláció áll fenn, melyben az x2, x2,... xn^ változók nem fordulnak elő, de 
xn esetleg előfordulhat. Megmutatjuk, hogy xn explicite ebben a relációban 
nem szerepelhet. Ugyanis ha ezt az identitást rendre x2, x2,... xn szerint 
differenciáljuk, akkor:

3<p 3ui 
dx, f

3<p 3u,^i — 0
8 III 3un-i 3xt
3ip faj , 

dx2
3<p 3un-i = 0dUi 3un^ d^2

Síp i_ ..
3<p 3un-i dip

dUi dun-i 3xn 3xn

n egyenletre jutunk. Ha ezek közül az utolsóelőttit kihagyjuk és a meg­
maradt egyenleteket rendre a rendszer determinánsának, a

ó^n-i 

dxr 3xt

dui
dxn~2 3xn~2

dUi Dun—i
3xn 3x„

vagyis D (- u,-,-P2'"'-Z-l—) függvénydeterminánsnak az utolsó oszlophoz 
tartozó aldeterminánsaival szorozzuk és az így nyert egyenleteket össze­
adjuk, akkor . . . . — együtthatói mindannyian zérusok lesz-ÖU.2 uUn-i
nek, mert föltételünk szerint minden n—1-edrendű függvénydetermináns 0, 
ellenben szorzója a aldeterminánsa, vagyis az eredeti determináns 
n—2-edfokú aldeterminánsa, a D (
rint nem 0. Tehát

-^- = 0, 
£rn

/ a2,... un 2 \ ie mely föltételünk sze-
1 X2, X2, . . . X,,-2 '

vagyis a <p függvény xn-et külön nem tartalmazza, tehát <p = 0 valóban az 
Uj, m2, közötti összefüggés. A -5-^— kiszámítása igazolja, hogy e

cP/i-l
reláció az Un-v-et okvetlenül tartalmazza. így tehát ez esetben már az első 
zi—1 függvény sem független egymástól; azaz fennáll u15 u2, . . ., un_2, u,^ 
között egy identikus reláció. Hasonlóképen bizonyíthatjuk be egy reláció 
létezését Mlt. . . un_2, “n között.

Ebből már azt is láthatjuk, hogyan kell tovább haladnunk. Ha minden 
Á*<zi függvénynek összes függvénydeterminánsai eltűnnek, de már k— 1 
függvénynek nem mindenik függvénydeterminánsa zérus, akkor k függvény 
között van reláció és pontosabban: n—k-\-l függvény a többi k— 1 által ki­
fejezhető. így például (amit az indexek kellő választásával mindig elérhe­
tünk), ha

Pl, U2. • • • Hfc-l \ . Q 
x2,... xk_x '

Beke: A differenciálszámítás. II. 4
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ellenben minden 7c-adrendű függvénydetermináns 0, akkor tehát

D í H^_.?*) = o.
' Xi, X2, . . . xk ’

És ha xk+1, xk+2,... x„-re nem tekintünk, akkor főtételünk szerint követke­
zik, hogy az iij, u2,... uk nem függetlenek egymástól, vagyis közöttük

<p (ut, u2,... uk) = 0

identikus reláció áll fenn. De ebben a relációban még az xk+1, xk+2,... xn 
külön is előfordulhatnának. Megmutatjuk, hogy ez nem lehetséges. Tekintsük 
ezek közül egyiket, pl. az x, változót (i>Aj. Meg kell mutatnunk, hogy = 0 
minden x, értékre nézve, tehát <p az x,-től független. Evégből alkossuk meg 
a <p differenciálhányadosait x„ x2,... xk_t és x,- szerint:

____ । 3uk .. 0
Sut 3xt 3uk 3xt

3<P 3Uj ____ 3<p 3ak _
3ut 3xk_t 3uk 3xk-t
3<f> 311! ____ 3<p 3uk &jp _
5u, 3xí ' 3uk 3x{ 3xí

Ha az egyenleteket a rendszer determinánsának utolsó oszlopa szerinti 
aldeterminánsaival szorozzuk, akkor ezt kapjuk :

' xt, x2,... Xfc-t7 dXi

amiből feltételünk szerint következik, hogy = 0. Ismét bebizonyíthatjuk, 
hogy -^-4=0 és ilyen módon meg van állapítva, hogy uk, uk+1, . .., un ki­
számíthatók Uj, u2, . . ., U/._t-ből.

12. Másodrendű parciális differenciálhányadosok. Ha az f(x,y) két 
változós függvény egy bizonyos T tartomány minden helyén diffe­
renciálható, akkor tehát a, parciális differenciálhányadosok 
e T tartomány minden helyén értelmezve vannak: tehát e tarto­
mányban az (x, y) függvényei. Tegyük fel, hogy e függvények úgy 
az x, mint az y szerint ismét differenciálhatók; akkor a differen­
ciálás értelmezése szerint 4 új differenciálhányadoshoz jutunk: az 
/a'.-nek x és y szerinti és az /jj-nak x és y szerinti differenciál­
hányadosaihoz. Ezek a következők:

lim. fx^+h,y-)-f^x,y) és /-'(x,y+/c)-/-'(x,y)
h-o h k-o k

valamint:
ümÁ^^rfey). és lim fy^y+^-fú^y)
h~o h k^u fc
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Ezeket a differenciálhányadosokat az eredeti f(x,y) függvény 
második differenciálhányadosainak nevezzük és sorban így jelöljük:

d2f d2f d2f d2f
dx2 ’ dxdy ’ dydx ’ dy2 ’

vagy rövidebben: fxx, fxy, fyx,

ahol a felső vonást némelykor el is hagyjuk, ha félreértés nem 
támadhat.

így például, ha f(x.y)=x2 — y2, akkor
fx = 2x, fy— —2y; fXx — 2, fxg = 0, fyx = 0, fjy — 2.

Vagy ha: /(x, y) = x2 arctg -^- — y2 arcig ~,x y
। > df n i y x2u y3 <> . yakkor: -^ = 2x arctg ± = 2x arctg f - y

‘és JL = x — 2u arctí? . 1 =
dy % y ’ dxdy x2+y2 x2-|-y2

és d2f 1 2g2 -v X2~y2
dydx x2+y2 x2+y2

Már ezeknél a példáknál is észrevesszük, hogy fXy=fyX. Bebizo­
nyítjuk egész általánosságban, hogy mindazokon a helyeken, amelye­
ken fr!! és flJX az (x, y)-nak folytonos függvényei, e két parciális 
differenciálhányados tényleg megegyezik.

Legyen a (|, rf) a T tartománynak olyan helye, amelyen ffy és 
fy'x folytonosak. Legyen h és k két olyan számérték, hogy az a 
derékszögű négyszög, amelynek átellenes csúcsai (£, rf) és (£+h, 
y-\-k), a T tartományba tartozzék. Alkossuk meg ezt a kifejezést:

V = f(£+h, y+k) - f (|+/i, 7) - f(g, y+k) + /(£, rf).

V-t kétféle alakban fogjuk írni; először így:

• V = f(£+h, y+k) - /(I, y+k) - [/\l+h, rj) - f (^, ^)],

Vezessük be ezt a függvényt:*

<j> (u) = /'(j+h, y) — f y), a)

akkor nyilván a V-ben szereplő /'(^ + h, rf) — /(I, y) = és 
/’(^+/j, >?+k) — >?+*) = <J>(ft+^ tehát:

és ha erre a középértéktételt alkalmazzuk :

V = <p(r)-\-k') — (jplrf) = k(f>\y-)-tfk'). 0<£<l. 7)

★ <p(y) egyváltozós függvény, mert § és h meghatározott számértékek.
4*
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Az a) egyenlet két oldalát y szerint differenciáljuk:

és minthogy az f’ differenciálható x szerint, a jobboldalon a 
középértéktétel újból alkalmazható [most y változatlan!], tehát 
folytatólag:

p’(y) = hf^+&1 h,y) O<A<1

és ha most y helyébe y+^-t írunk és a cp'(jf+éMc) ezen kifejezését 
y) alattiban helyettesítjük, akkor V ezen alakjára jutunk :

7=^+^+**)- A)

De a V még így is írható :

V = f (£+h, rf+k) — f(J+h, ??) — [/'(£, »?+k) — f(g, ^)] 

és ha most bevezetjük a

V7 (*) = />, »?+*) — /X®, 
egyváltozós függvényt, akkor azt látjuk, hogy: 

v = ^^+h)~ y/(£).

Erre a középértéktételt alkalmazva:

V= /iy/($+&2/i) 0<#2<l.

De a y/ (x) értelmezése szerint:

V'X®) = fx(?, rl+k) ~ fx^, 7)
és a jobboldalra ismét a középértéktételt alkalmazva :

y/'(x) = kf”y(x, 0<#3<l,

miből: yd K) = k £+&2 h, 7l+»3k~)

és innen végül: V = hk (!•-]-&2h, B)

A. V A) és B) alatti alakjából következik, hogy:

/- h,71+&k) = f"y £+&* h, y+#3 k).

Azt látjuk ebből, hogy ha e második differenciálhányadosok 
léteznek, akkor a (£. rf) hely bárminő kis környezetében van legalább 
két olyan hely (x', y') és (x", y"\ hogy ftJX(x', y') = fxy(x", y") ; de 
nem biztos, hogy a £, y helyen is megegyezik e két differenciál­
hányados. De ha mindkettő folytonos a f, rj helyen, akkor a fönti 
egyenletben egyszerűen h=0, k=0 helyettesítésével kapjuk meg a 
£, 7) helyen való differenciálhányadosok értékeit; tehát ekkor:

fyxd^ = fxy^^.
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Ezzel bebizonyítottuk, hogy ha (£,>?) helyen úgy az f'f , mint az 
f”x folytonosak, akkor e két differenciálhányados megegyezik, vagyis 
akkor mindegy, akár a -^--nek állítjuk elő az y szerinti diíferenciál- 

d& df
hányadosát, akár pedig fordítva, a —^--nak az x szerinti differenciál­
hányadosát vesszük.

13. Magasabb differenciálhányadosok. Most már nem okoz semmi 
nehézséget a magasabbrendű differenciálhányadosok értelmezése. 
Ha a másodrendű differenciálhányadosokat ismét differenciálhatjuk, 
akkor a harmadrendű differenciálhányadosokat kapjuk és ha e diffe­
renciálhányadosok folytonosak és megint tekintetbe vesszük, hogy 
folytonos differenciálhányadosok esetében a differenciálások sor­
rendje felcserélhető, akkor a következő különböző differenciálhánya­
dosokra jutunk:

d3f d3f d3f d3^
dx3. ’ dx2dy ’ dxdy2 ’ dy3 ’ 

vagy más jelöléssel:
fxxx > fxxy > fxyy > íyyy

és általában a kétváltozós függvény n-ik differenciálhányadosai ezek :

dnf
dx*dyk ’

dnf ahol i-\-k~=n. Az első : dxn
ha fc=0 tesszük, az utolsó:

jelölésünk szerint akkor 
dnf

-q^íT Ped*g> ha í=0-

keletkezik,

E differenciálhányadosok kiszámítása úgy, mint 
ben, egymásutáni lépésekben történik. Ha már az n-ik

n=2 eseté- 
differenciál-

hányadosok megállapíttattak, akkor ezeket x vagy y szerint diffe­
renciálva, megkapjuk az n-|-l-ik differenciálhányadosokat és pedig a 

dnf . . . dn+1f----—-r-ból, ha ezt x szerint differenciáljuk, keletkezik a ---- : 
dxldyk dn+lf dxl+1dyk

vagy ha y szerint differenciáljuk, akkor a ---- :—-— áll elő.
dxldyk+1

A többváltozós függvény differenciálhányadosai is ezen a módon 
értelmezhetők. Ha f(x1,x2,...xn') parciális differenciálhányadosait, a

df df df
dxL ’ dx2 ’ ’ ’ ' dxn

-et rendre x1,x2,...xn szerint differenciáljuk és a sorrendre nem 
tekintünk, akkor az \ j számú
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d2f 
dXidXfc

második differenciálhányados keletkezik. Ha ezeket újból differen­
ciáljuk, akkor az $ *j [n elemből alkotható 3-ad osztályú ismét­
léses kombinációk számával megegyező] számú

dsf
dxi dXfr dxi 

differenciálhányados s í. t. keletkezik.
így például legyen :

/(Xj, x2,... xn) = (x1-|-x24-• • • >

akkor —— ri(x2-f- x2-|-*’*'-|—x^,^ »

= " (n~1'(n-3) ****'' ’‘ -L

14. Homogén függvényekre vonatkozó Euler-tétel. Az ax2+2bxy+cy2 
kétváltozós függvény minden tagjában a változók exponenseinek 
összege : 2. Az x1/ x22... xl" szorzat exponenseinek összegét, az 
'i + l2 + ”■ + hre^ a tag rendszámának nevezzük. Ha az x15 x2,...xn 
változók valamely racionális egész függvénye olyan, hogy a tagjai 
mind egyenlő rendszámúak, akkor azt mondjuk, hogy ez a racio­
nális egész függvény homogén és pedig ha e közös rendszám: k, 
akkor k-adfokú homogén. így például: 5x3—3x2y+6xy2—2y3 az x 
és y változók harmadfokú homogén egész függvénye. E homogén 
egész függvényeknek egy igen egyszerű és jellemző tulajdonságuk 
van. Ha ugyanis f(x2, x2,... xn) k-adfokú homogén egész függvény 
és xt, x2,...xn helyett tx15 tx2,... txn-et tesszük, vagyis minden 
változót /-vei szorzunk, akkor

/ • • • ^xn) — & f x2,... Xn).
A változóknak /-vei szorzása által tehát magát a függvényt /fc-val 
szoroztuk, akárminő számot, vagy kifejezést jelentsen is a t.

Fordítva is áll a dolog. Ha ugyanis az x15 x2,... x„ valamely 
racionális egész függvényének minden t értékre nézve [bármilyen 
értékűek is xt, x2,... xn] ez a tulajdonsága van, azaz

f\txi tx2... txn) =tk f (x15 x2,... xn),
akkor az /'(xt, x2,... xn) csakis k-adfokú homogén egész függvény 
lehet. Ha ugyanis f(xv x2,... xn) racionális egész függvény, akkor a 
tagjait úgy sorozhatjuk, hogy az egyenlő rendszámúak együvé
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kerüljenek, vagyis f-et az

/=9’1+9n2+9’3 4----- F9’h>
alakban írhatjuk, ahol cpx,(jp2,... homogén egész függvények. Ha 
9^ k-sdfokú és a következők mind Zc-tól különböző fokúak, akkor 
feltételünk szerint

/■(toi, to2,... ten) = tVi+/Z9’2+-,- = zí:[9’i+9’2+"-l-

Minden t értékre nézve e két kifejezés csakis akkor egyezhe­
tik meg, ha tk, tl,... együtthatói külön-külön megegyeznek, azaz

9’i=9’i+9’2+9’3+"- és 9’2=0, 953=0,...
így tehát az f(xv x2,...xn) csakis a 9^ k-adrendű homogén részből áll.

A tárgyalt tulajdonság tehát a racionális egész függvények 
homogeneitásának jellemző tulajdonsága. És ezért ezt a tulajdon­
ságot fogjuk a homogeneitás definíciójának tekinteni, amivel a 
homogén függvény fogalmát a racionális egész függvények körén 
túl is kiterjesztjük. Ezentúl tehát k-adrendű* homogén függvénynek 
mondjuk az f(x1,x2,...xn') n változós függvényt, ha minden f-re 
nézve fennáll ez az identitás:

/■(toj, to2,... txn) — tk f x2,... x^).
, x x~ -4-
így például az — 0-adrendű homogén függvény, az ----- — első-

y _____ x y _____
rendű homogén függvény, j/+24-y2 is elsőrendű, ellenben ]/++y
-i--rendű homogén függvény.

Az /"(toj, to2,... ten) — tk f x2,... xn) 

identitás alapján a homogén függvények nevezetes tulajdonságait 
mutathatjuk ki. Ugyanis differenciáljunk mindkét oldalon t szerint. 
A baloldalon a differenciálást közvetve kell végeznünk. Ha ugyanis 
egy pillanatra tx„ tx2,... txn helyébe y1( y2,. •. yn betűket képzelünk, 
akkor a baloldal t szerinti differenciálhányadosa:

dyt
dL
dy2

df 
dyn

Az Ui, y2,.. ■ yn helyébe vissza kell tennünk a txt, tx2,... txn értéke­
ket. A jobboldal t szerinti differenciálhányadosa : ktk~'1f(x1, x2,. . .xn); 
tehát az y-okra vonatkozó megjegyzés figyelembe vételével:

x> + x>+■"+x"=

* k tetszés szerinti reális szám.
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Ez az egyenlet minden t értékre nézve fönnáll; tehát akkor is, 
ha t — 1. Ez esetben y2,... yn helyébe egyszerűen x2,... xn 
kerül, amit már a felírásban is egyszerűen úgy akarunk jelezni, 
hogy a diíferenciálást nem f/i, y2» - • • f/zi» hanem x2,...xn szerint 
végezzük [f függvény differenciálhányadosainak folytonosságát fel­
tesszük], Eszerint tehát k-ad rendű homogén függvényekre vonat­
kozólag ez az Euler-féle reláció áll fenn:

JLX + JLX +...+ JLx -kfdxt dx2 + dXnxn-^l-
így például, ha

f(x, ij, z) = a11x2+a22y2->ra33z2+2a12xy->r2a23yz-\-2a31xz,

akkor: °Lx+°Lű+JL..=2f.
dx dy dz '

A x2 4 \--^-xn = ktk~if{x1,x2,...xn)

identitást t szerint újból differenciálva, a következőre jutunk: 

jd^Xi Xk=k {k~ ° tk~2f (Xi’’ • • •Xn) 

k=i,2....n
és ha megint t=l tesszük, akkor ez az identitás átmegy ebbe:

S dXidxk XiXk = k ^k~1) x2, • • • xn)-

Ha ezt az eljárást folytatjuk, akkor r-szer differenciálván egy­
másután a fönti identitást, azt az általános Euler-tételt kapjuk, mely 
szerint, ha az f homogén függvény összes r-ik differenciálhánya­
dosait szorozzuk a megfelelő változókkal és e szorzatokat össze­
adjuk, összegül k(k—-l)(Zc—2)... (k—r-(-l)/'(xv x2,... xn)-et kapjuk: 

d'f
_ ax,,ax,f-

Végül megjegyezzük a következőt. Ha .. . xn) k-ad rendű 
homogén függvény: akkor is homogén és rendje k—1. Ugyanis a

(xj,... xf) = f (fxt,... txn) ;
identitást differenciáljuk x; szerint mind a két oldalon (ismét tx^y, 
téve), akkor:

• • • ^n) = ^/i/{ • • • lxn)i
azaz* l^fy^ ■ ■ ■ tXn)-

* • . ten) azt jelenti, hogy /(yt.. . yn) yt szerint differenciálandó
és yI=te1,.. ,yn=txn teendő. A baloldal igy is irható: /y( (xt. ..xn), ami úgy 
értendő, hogy / az y1 .. . yn szerint differenciálandó és !/i=x1, ij2=x2,... yn—xn 
teendő.
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Ez azt fejezi ki, hogy az x1,x2,...xn k— 1-edfokú homogén 
függvénye.

15. Függvények közötti homogén relációk. Láttuk, hogy az

II j (Xj, X2, ■ ■ • Xn), U2 (Xj, X2, . . ■ Xn), . . . U,, X2t ■.. xn)

differenciálható függvények egymástól akkor és csakis akkor függnek, ha a 
függvénydeterniinánsuk eltűnik. Ha a függvények száma több, mint a vál­
tozóké, akkor nem függetlenek egymástól a megadott függvények. így 
például, ha az n változónak n+1 függvénye ugyanazon tartományban van 
értelmezve és folytonos differenciálhányadosokkal bírnak :

«i = ÍPt (xt,... x„), u2 = y2 (Xj ,... xn),. .. un+1 = <pn+1 (xt,... xn),

és közülük n-et kiszemelünk, például az első n függvényt, akkor vagy 
identikusán eltűnik ezen n függvény funkcionális determinánsa, vagy nem 
tűnik el identikusán. Ha eltűnik, akkor már ezen n függvény között egy 
<p(ut, u2,... un) =0 reláció áll fenn, tehát az adott függvények nem függetle­
nek. Ha nem tűnik el ez a funkcionális determináns identikusán, akkor van 
olyan at, a2,... an hely, amelyen és amelynek környezetében nem tűnik el; 
tehát az

U1 = ÍP1 (^-l, X2, . . . Xn), . . . Un — <pn (Xj, x2,.. • xn)
egyenletek xt, x2,... xn-re megoldhatók e környezetben, vagyis

X, = («i, u2, . . . Un), ... Xn = Vfl (“1: «2, • • ■ «n)

inverz függvények egyértékű, folytonos, differenciálható függvények és így 
az n+l-ik függvény:

Un+1 — íPn+1 (V+ • • ■ V'n)

előállíttatott az un u2,...un függvénye gyanánt. Ezzel tehát kimutattuk, 
hogy n változó n-|-l függvénye között mindig van legalább egy reláció. 
Kérdés most az, hogy mikor van n változó n+1 függvénye között homogén 
reláció ?

Ha az u^íPí (xt... xn), u2=y2(x!... xn),... un+1=<pn+1 (xt... xn) függvé­
nyek között egy

<P (u2, u2,... un+1) = 0

homogén (/c-adrendű) reláció áll fenn, akkor az Euler-tétel szerint:

3<P
3u.

3<P
da2

3<P
311,1+1

un+i = k<P — 0.

Ha a <P=0 identitást sorban az xt, x2,... xn szerint differenciáljuk, 
akkor a

3<P Sut , 3<P 3u2 ____ 3<P 3un+1 _
3ut 3xt du2 dXt 3un+1 3xt

3<P őllj 3<P du2 3<P 3un+1 _
3u2 3xn 3a2 3xn 3un+1 3xn

egyenletekre jutunk; és ha az így nyert n+1 homogén lineáris egyenletből a 
3<P 3<P 3<P , . ... .-5— , -7— , . . . -x------- et elimináliuk, a3u, 3u2 ’ 3un+í J
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K =

Un 
du. 
dx. ’

zz2, .
du2
dx. ' ‘ ‘

• «n+l 

3un+. 
dx.

= 0

du. dzi2 dun+.
dxn ’ &rn ’ dxn

relációra jutunk. Ha tehát az iz2,... «n+1 között homogén reláció áll fenn, 
akkor K=0 identikusán.

Megmutatjuk, hogy — fordítva — ha K = 0 identikusán, akkor az 
zi2,... “n+i között homogén reláció áll fenn.

Tegyük fel, hogy K=0 és tegyük a K determinánsban zz,, u2,... un+. 
helyett izzt, uz2,... uzn+1-et, ahol íz az x2, x2,... xn tetszés szerinti el nem tűnő, 
differenciálható függvénye. A K determináns átmegy a következőbe:

K =

UZ11 UZ2, .. . uzn + 1
_ , ,, _ 3ll , „ dz2 du , íznd
' dx. + dx.' z* dx. + " dx. ’ •' • ~d^ + “

du 
dxn

_dz. 
dx~^

du
Z2^T +

dz2 
dx zn+i du । „ <?zn+i 

dxn dxn
tt i •' i j 1 du 1 du 1 duHa az első sort rendre —-g—-, — -5—,... --~-e\ szorozzuk és íz dx. u dx2 11 dxn

rendre a többi sorokból kivonjuk, azt kapjuk, hogy:

A=iz'I+»

zi, 
3Z. 
dx. '

z2, • • 
dz2 
dx. ’ '

zn+. 
dzn+i 
dx.

3z. dz2 3z,i+.
dxn ’ 3xn ' ’ 3xn

Az íz fölött szabadon rendelkezünk. Feltéve, hogy u. nem azonosan 
zérus, legyen u=u.; akkor, minthogy u.=uz., u2=uz2,... un+.=azn., tet­
tük, tehát

és így:
1 -ÜA us Un+1

ui ’ Uj ’ ' ■ ■ U.

0 —(Jh.\ 3 I u3 \ 3 (Uai..\
dxn \ U.!' dxn\ U. ' ' ' ' ' dxn llt )

/ J.A , ü3 Hn+1 

= U?+1 D I -Híj- ni

\ *1, X2, . . . x„
így tehát a K—0 identitásból következik (minthogy u. nem 0 identiku­

sán), hogy:
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vagyis, hogy az — , — ,... ü" — között reláció áll fönn: 
ui ui ui

<pl^. JÍS.
' ui ’

Iíl±l) = 0. 
un '

Ez a reláció nyilván az ut, ua,... un+1-ben homogén és pedig 0-adrendű, 
mert ha u15 a2,...un+1 helyett íult tn2,... tan+1-et tesszük, akkor <í> egyáltalában 
nem változik. Ezzel tehát kimutattuk, hogy ha K=0, akkor az ut, a2,... un+1 
között homogén reláció áll fenn.

16. Közvetett magasabb differenciálhányadosok. Ha x és y a t vál­
tozó függvényei, akkor f(x, y} voltaképpen a t változótól függ, tehát 
csak látszólag két változós függvény. Igen sokszor kell az ilyen 
függvénynek a t szerinti differenciálhányadosait kiszámítanunk. Az 
általános differenciálási eljárást alkalmazva, tudjuk, hogy:

df df , , df ,

df _ df dx df dy
dt dx dt dy dt ’

dx diivagy, ha helyett a rövidebb x' és megfelelően —helyett y' 
jelet használjuk :

Ha most t szerint újból differenciálhatunk, akkor az f függ­
vénynek t szerinti második differenciálhányadosát kapjuk. Differen­
ciáljuk a jobboldali kifejezést t szerint. A szorzatot differen­
ciáljuk először; ebből lesz :

<1 I df\ 
dt \ dxi

De a L-nek t szerinti differenciálása ismét az általános differen- dx
ciálási szabály szerint végzendő, azaz:

d ( df\ _ d2f , d2f , 
dt \ dx) dx2 X dxdy V '

Ha a második taggal is így bánunk el, akkor végül erre az ered­
ményre jutunk:

d2f _ d2f
~dt^~ dx2

y'í I WY I af .t" I <?■ 
OxSy y + y ’ + ftr + dy y '

így haladhatunk tovább a magasabbrendű differenciálhányado­
sok megalkotásában.

A legegyszerűbb eset, amellyel foglalkoznunk kell, az, midőn 
x és y a t-nek lineáris függvényei; pl. x—htf-a, y=kt+ft.
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Ezen esetben x" és y" már nem szerepelnek; tehát

AL_^Lh + ^Lk. 
dt dx + dy k'

d2f d2f d2f
dt2 dx2 ~ dxdy

hk + ^k2. 
dy2

Tovább haladva, vagyis az 
ból alkalmazva:

általános differenciálási szabályt új-

^£ = 2!£h.+3_^_M + 3^^ + ^£t.
dt3 dx3 dx2dy dxdy2 dy3

-ra jutunk és ebben a formában a szabály már szembeötlő. Azt 
állítjuk, hogy:

^L-^Lhn 
dtn dxn + \ 1 / dx^dy

, p\ d-f 
’r\2J dxn~2dy2

hn-2k2+...+ ^Lkn_

Ezen állítás helyességéről teljes indukcióval győződhetünk meg. 
A szabály áttekinthetőbbé lesz, ha bizonyos szimbolikus jelölés be­
vezetésével a binomiális tétellel még jobban megegyezővé tesszük. 
Vezessük be ugyanis ezt a szimbolikus kifejezést:

, d d
h —F k —— dx dy

d dés állítsuk elő ennek az n-ik hatványát, mintha a és - tény-
í d \rleg mennyiségek volnának és jegyezzük meg, hogy f alatt a

szóban forgó f függvénynek x szerinti r-ik differenciálhányadosát
értjük, a azon r-f-s-ik differenciálhánya­
dost, melyben x szerint r-szer, y szerint s-szer differenciáltunk. 
Ezen jelöléssel:

(I, _L +1f=„ + 2 M f
\ dx + Sg I 1 őt* Ő.rő9 + “ ő9* ’

tehát e szimbolikus jelöléssel:

^l-(h±. + k±Xf 
dtn \ dx + dy / 1

alakban írható. Sokszor használjuk ezt a rövidítést, hogy az n-|-l 
tag kiírását elkerüljük.

Ha x és y más változóknak, például az u és n-nek függvényei, akkor 
/(xi!/) voltaképpen az u és v függvénye; tehát az általános differenciálási 
szabály szerint /-nek u szerinti parciális differenciálhányadosa:

ff _ 3f_ dx g/ Sy
8u dx du + dy du
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Éppen így:
dv dx dv ' dy dv

Ha az elsőt ismét u szerint differenciáljuk, akkor:

= / Ar f , 9 *2/ 9x dy Ff (dyf ^x , _df_ Fy
du2 dx2 '■ du' ~ dxdy du du dy2 ' du ' ' dx du2 ‘ dy du2 

alakra jutunk, mely az f függvénynek az új u változó szerinti második diffe­
renciálhányadosát szolgáltatja. Ha pedig az első egyenlet mindkét oldalán 
v szerint, vagy a másodikban u szerint differenciálunk, akkor

_ Ff dx dx d2J / dx dy , dx dy ■
dudv dx2 du dv dxdy ' du dv ' dv du ' ~

dy_ dy_ df_ Fx df_ Fy
dy2 du dv dx dudv ' dy dudv

-re jutunk és végül, ha a második egyenlet mindkét oldalán újból v szerint 
differenciálunk, akkor

^L = ^L i^x* . 2_S_ . ZL í^y_f, sf a2x , y py
dv2 dx2 '■dv “ dxdy dv dv dy2 ' dv ■ 1 dx dv2 ' dy dv2 

parciális differenciálhányadost kapjuk.
Most már nem okoz nehézséget az itt tárgyalt képleteknek általánosí­

tása. Ha xt, x2, . . . xn a t változó függvényei, akkor az /(x„ xa, . . . xn) volta­
képpen csupán í-től függ ; tehát:

df = _dj_ dx^.Jf_ dx^, .Jf_ dxn
dt dxt dt dx2 dt ' dxn dt 

és t szerint ismét differenciálva :

d2f _ X’ , d2f dxj dxk X1 df d2Xj
dt2 4^4 dxtdxk dt dt dxt dt2

k-i ...n
Ha megint x15 . . . x„ a Z változó lineáris függvénye és pedig :

Xj—/íjZ-|-cci, x2—h2t-\~ <x2, . . . xn~hnt-j-ccJt1 
akkor egyszerűen :

d2.f _X’ W , ,dt2 dXidxk hihk
i=i,...,n

és ha ezt újból differenciáljuk t szerint:

d2f FJ dXj dxk dxt _V a3f_ _,
dt2 Zj dxtdxkdxi dt dt dt 4^ dxjdxkdxi 1 k k,n itk,l 1.2__n

s így tovább.
Ha ismét bevezetjük ezt a szimbólumot:

, d , d , d
hll^+h-i~d^+'"+hnl^'

akkor könnyen érthető jelöléssel:

-é~+ h2 i- + • • •+h-
t/v*-2 UJUfY
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Általában, ha az n változó : xn x2, . . . x„ más m változónak ylt y21. . . um- 
nek függvényei, akkor /(xlt x2,. . . xn) voltaképpen az yt, y2, . . . ^-től függ és

JL - JL Sxt , df dx2 , df dxn
Syt dxt dyt dx2 dyt 4 h dxn Sy{

és ha ezt pl. yk szerint differenciáljuk az általános differenciálási szabály 
szerint, akkor:

- Vr , - 92f dxr dXs_ JFXr
tyidyk dxrdx, 3yi dyk dxr iyi8yk

Példák. Példaképpen legyen x=rcosf, y=rsint. Számítsuk ki a-^|- 
és -gf- differenciálhányadosokat. Az új változók most r és t és

7F=COSÍ’ í = siní’ 4r=-rsint -^- = rcosf, ^- = 0, 

^ = ~sint ^± = _rcosí = -^- = cosí, -g-=-rsint

és így az előbbi formula szerint:

dí - dí COsaí + 2-^cosZsiní + -^-s>ni!f+-^ 0+-g-.0 

sin'21 ~ 2r2 cos f ■ sin t +

+ ,a~d^cos2t~r ^eost-r J^-sint.

Vagy fordítva, ha <p az r és t függvénye és x=rcos í, y=rsint helyette­
sítést végezzük és meg akarjuk határozni -^-et és -^-eL akkor az 
x = rcosf, y = rsiní-ből r = és í = ar^^. tehá^

és így:

-^ = -7^= = -; ^- = i-A = __y.A_^
</x ]/x24- r 8y r ’ dx r* ' dy ~ r*

= = _ 2xy . d-t 2xy
ax* dy* ’ dx*~ ’ ~dy2-=~

d21> _ a*<f> x2 _ d2<f> xy d2<p 
dx* df* f* -Jfdt~^+~dP
d2^ __ d2<p y^,9d2<p xy d2<p 
3y2 df* r2 “ drdt ~^+~dP

। a<p 
r* + dr 
x2 d<p 
r1 + dr

r3 dt
_ 9 a<p

r3 dt

xy 
r*
xy 
r4

Ebből azt az egyszerű relációt kapjuk, hogy : [^=x2+yZ téve-j

^fL + = d^p_ 1 d*<p , 1 dq>
8x* + dy2 df* +~f*~ ~dp~ + 7 '
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TÖBBVÁLTOZÓS FÜGGVÉNY TAYLOR SORA. 
MAXIMUM, MINIMUM.

1. Kétváltozós függvény véges Taylor sora. Az egyváltozós függ­
vény tárgyalásánál láttuk, hogy miképpen lehet az f (x) függvény­
nek egy adott helyen való értékéből és differenciálhányadosai­
nak ezen helyen való értékeiből bizonyos pontossággal megállapí­
tani e függvénynek más helyen való értékét. Erre szolgált a függ­
vénynek véges Taylor sora, mely összes eddigi tárgyalásainknak 
egyik legfontosabb eredménye volt. Ezt akarjuk most a több­
változós függvényre is kiterjeszteni.

Legyen az /'(x, y) valamely T tartományban mindenütt egy­
értékű és minden helyen az x, vagy az y szerint legalább n-szer 
differenciálható. Legyen minden differenciálhányadosa a T (a, b) 
helyén az n-ik differenciálhányadosokig megadva. Tegyük fel, hogy 
az n-ik differenciálhányadosok is folytonosak az (a, b) helyen. Hatá­
rozzuk meg ezen adatokból, tehát az

f(a,b\ f^a,b\...
y(a,b)

-bői az f(x, y) értékét az (a, b) helytől különböző, a T tartományba 
beleeső (a-|-h, b-\-k) helyen.

Ezt a feladatot visszavezetjük az egyváltozós függvény Taylor 
sorára. Ugyanis legyen t egy új változó és tegyük x=a-\-ht, y=b-\-kt, 
[vagyis kössük össze az (a, ő) helyet egyenes vonallal az (a-f-/i, b+k) 
hellyel és a függvényt ezen egyenes mentén vizsgáljuk, föltéve ter­
mészetesen, hogy ez az egyenes egészen beleesik a T tartományba], 
akkor f(x, y)-ból az b-\-kt) egyváltozós függvény válik.
Jelöljük ezt az egyváltozós függvényt egyszerűség kedvéért F(t)-vel. 
Azonnal látjuk, hogy:

/’(a, b) = F(0) és f(a+h, &+*) = F(l),

továbbá azt is látjuk, hogy ha t a O-tól 1-ig halad, vagyis a 0...1 
közt futja be, akkor az F(f) — f(a-\-ht,b-\-kf) minden t helyen leg-
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alább n-szer differenciálható; mert az F(í) differenciálhányadosai, 
x=a-\-ht, y—b-[-kt téve:

r(t)~°Lh+«Lk
dx dy

F’,fí-^Lh. + 2-^Lht + ^Llf a)

FW(0=^'■"+(,) dnf 
dxn~1dy

hn-lk+...+ ^Lknf
mindannyian az f(x, y) függvénynek (a-|-ht, b-|-/ct) helyen vett par­
ciális differenciálhányadosaiból keletkeznek szorzással és össze­
adással. Az F(t) egyváltozós függvény tehát a 0 ... 1 közben legalább 
n-szer differenciálható, az n-ik differenciálhányadosa is folytonos, 
tehát rá a Taylor-sorba fejtés alkalmazható. Tudjuk, hogy e sor­
fejtés szerint a Lagrange-féle maradéktaggal:

F'TO'i FF(i) = F(0) + F'(0) t +---- +

F"'(0jF fí'’-1)^) f-1 . F(")
+ 31~ +’“+ ' (n—l)l’ — + ~V1— ’

ahol 0<é><l.
A jelen esetben f(a-]-h, b-f-ft)-ra van szükségünk, vagyis F(l)-re.

Ebben az általános formulában tehát t helyébe 1-et tegyünk:

ni)=P(O)+no) + + +...+^2) + .

Az utolsó tagot itt is maradéktagnak tekintjük. Az F(0), F'(0), 
F"(0),. . .-I kell tehát az adott /'(a, b), b), /„(a, b), ... stb. által
kifejeznünk. Ezeket az a) alatti egyenletekből azonnal megkapjuk, 
ha t helyébe 0-t, vagyis x helyébe a-t és y helyébe b-t teszünk. 
Eszerint tehát:

F(0) = /-(a,b); F'(0) = (-fí h + -^-fc), 
\ OX díj I x—a

ahol a melléírt x=a, y=b-\el azt akarjuk jelölni, hogy a differen­
ciálás elvégzése után x helyett a, y helyett b teendő; továbbá

'■■"TO = ©'•* +2 _t2L
dx dy hk-'z^x~a

II l’

F"\ty = (S /l8 + 3~TvTh2k + 3hk2 +
\ dxA dx2dy dxdy2 1 dy3 lx-.

y-i
s í. t. ; vagy a már ismert szimbolikus jelöléssel:
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és a maradéktag :

d 
dx

d d
dx ‘ ' dy )

y=b+9k

A maradéktag tehát, amint észrevesszük, csak abban különbö­
zik a többitől, hogy x helyébe nem a, hanem a+&h és y helyébe 
nem b. hanem b+&k teendő. Eszerint tehát a kétváltozós függvény 
véges Taylor-sora :

f(a+h, b+k) = f(a, b) 4-
V-b

+ '(^Llf + 2^Lhk+^Lk+
2 \dx2 dxdy dy2 /.rZ< y^b

4- _L (-^V. h3 4- 3 —^1— h2k 4- 3 hk2 4- fc3} -(-•
+ 3! Ur3 + ö dx2dy n 6 dxdlJ2 ™ + 9y3 ) +a

y-b
ahol az Bn maradéktag:

ri'

1 [dnf 
n! Lóx" í— hn~1k + 

9y
^hn-zk2 + ...+ 
2dy~ \x*=a+-9h 

y=b+9k
2, Többváltozós függvény Taylor-sora. Könnyű lesz most már a kétváltozós

függvény Taylor-sorának megállapításánál követett eljárást többváltozós 
függvényre is alkalmazni. Legyen adva az /(xt, x2,. . . xm) m változós függ­
vény, mely a T tartomány minden helyén egyértékű, véges és legalább n-szer 
minden módon differenciálható és e differenciálhányadosok folytonosak is. 
Ki akarjuk számítani az /(a^+ht, a2+h2, . . . am+/im)-et, az f(xt, x2, ... xm)~ 
nek és differenciálhányadosainak (a,, a2, . . . am) helyen adott értékeiből ha
minden hely, melynek xk, x2,. koordinátái az af<x,<a,-4-h,- relációkat
kielégítik, (í=l, 2, .. . m), a T-ben van.

Tegyük megint xi=ai+hAt, x2=a2+h2t, . . . xm=am+hmt, akkor :
F(t)=f(aí+hlt, a2+h2t, . . . am+hmt)

a 1=1 helyen így állítható elő :

F(l) = F(0) + F'(0) + Jm + ^ 
Z I O J (n-l)I n!

ahol : F<0) = f<a„ a2, . . . am).
F'<0) = [’árhi + ~í_hí + ■ ■ ’+Amk-ai,...

F" (0) A 9xtixk hih'\
|a:1=al, ...x)n~am

dxt dXj
5'7---- 3—hj hj ... hj . . dxin '•

Beke: A differenciálszámítás. II. 5
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ahol i\, i2, . . . in az 1, 2, . . . ni számok közül minden lehető módon kiválaszt­
ható n számot jelentenek (ismétléses variációk) és így, ha az (a2, a2,. . . a,„) 
a T tartomány helye és az (a^hj, a2+h2t, ... am+hnJ) a 0 < / < 1 értékeinél 
mindig a 1 helyei és az f(xt. x2, ... xm)-nek minden r-rendú differenciálhánya­
dosai léteznek ezeken a helyeken, ha l<r<n, akkor:

ni
f (aid-bi, a2-\-h2, ... am+hm) — f (a2, a2.. . . am) 4- h, +

+ >V ,„A, + 1 V+ - +
2 dajdai; 1 3!—— dajda^dai

1 V W , •.
+ 1 n ! —1 SXj dx{ . . . dxt ü 

*1 la <n
/lín)x1=a1 + M1...®m=am+*hm’

ahol rövidség kedvéért pl. -^--t Irtunk a Xm_Om helyett s í. t.

3. Kétváltozós függvény maximuma, minimuma. Valamely egy­
változós f(x) függvényről akkor mondtuk, hogy az a helyen maxi­
muma van, ha ennek az a helynek volt olyan környezete, melyen 
belül fekvő x értékekhez tartozó /’(x) függvényértékek az /‘(a)-nál 
nem nagyobbak; azaz, ha volt olyan ó küszöbintervallum, hogy 
/’(x)</(a), ha |x—a|<J. Hasonló módon értelmeztük a mini­
mumot. Ehhez analog módon fogjuk most értelmezni a két- és 
többváltozós függvény maximumát és minimumát. Az /'(x, y) függ­
vénynek az (a, b) helyen maximuma van, ha az (a, b) hely valamely 
környezetében mindenütt f(x,y)<f(a,b) és minimuma van, ha az 
(a, b) hely valamely környezetében mindenütt / '(x, y)>f (a, b) ; vagyis 
van olyan pozitív J, hogy mindazon (x, y) helyeken, melyekre nézve 
|x—a|<<), | y—b [ < <5 (tehát egy négyzetalakú tartományban) az 
első esetben f(x, y) </(a, b) és a második esetben /'(x, y) > f(a, b).

Abban az esetben, midőn az (a, b) bármely kis környezetében 
van olyan (a, b)-tól különböző (x, y) hely is, melyen /'(x. y) = f(a, b), 
a többi helyen pedig f(x, y) < f (a, ty[f (x, y) > f (a, b)], a maxi­
mumot (minimumot) nem igazinak, azon esetben pedig, amidőn 
/’(x, y) < f (a, b) [illetőleg f (x, y) > f (a, b>] az (a, b) kellő kis környe­
zetének minden (x, y) helyén, a maximumot (minimumot) igazinak 
fogjuk mondani. Ha külön meg nem mondjuk, mindig az igazi 
maximummal (minimummal) foglalkozunk.

Csak olyan függvényeket vizsgálunk, amelyek az (a, b) hely 
bizonyos környezetében differenciálhatók (esetleg többször) és e 
differenciálhányadosok végesek és folytonosak.

Az f (x, y) függvénynek csakis olyan (a. b) helyen lehet szélső 
értéke, amelyen úgy a , mint a eltűnnek. Ezt az állítást dx dy
egyszerűen igazolhatjuk. Ugyanis, ha maximuma van f(x, y)-nak 
az fa, b) helyen, akkor az (a, b) hely említett környezetében min­
denütt f (x, y) < / (a, b); tehát az x tengellyel párhuzamos egyenes



TÖBBVÁLTOZÓS FÜGGVÉNY TAYLOR SORA. 67

mentén is fönnáll ez az egyenlőtlenség, vagyis f(x, b) < f(a, ft), 
ha |x—a|<J és így az x=a helyen az f(x,b). egyváltozós függ­
vénynek is maximuma van. Ennek .pedig, miként már tudjuk, szük­
séges feltétele, hogy /'(re, ft) x szerinti differenciálhányadosa az x—a 
helyen 0 legyen, vagyis éppen az, hogy az x=a, y—b helyen 
eltűnjék. Ugyanígy következtetjük, hogy a — 0 az (a, b) helyen. 
Éppen így áll a dolog a minimumra nézve.

Ezzel tehát kimutattuk : annak, hogy az f(x, y)-nak az (a, b) helyen 
szélső értéke legyen, szükséges feltételei, hogy ezen az (a, b) helyen:

dx dy

legyenek. De ezek a feltételek még nem elégségesek. Hogy elégséges 
feltételeket kapjunk bizonyos esetekben, tegyük fel először is, hogy 
a második differenciálhányadosok az (a, ft) helyen léteznek, foly­
tonosak és legalább egyikük O-tól különbözik. Az ilyen függvényre 
nézve a Taylor-sor segítségével próbálunk következtetni a szélső 
érték létezésére vagy nem létezésére.

Ugyanis fejtsük ki az (a, ft) környezetében az f(x,y)-t Taylor- 
sorba, e sort a második tagnál berekesztve: (-—- — 0, = 0 az

x \ dx dy
(a, b) helyen ! j

f(a+h, ft+*)=/•(<?, ft) + A- h*+2 hk + ^Lk*\-
2 Laar dxdy dy2 Jx-a+sh

y-b+Sk
Ha a jobboldalon álló második tag, vagyis a

L dx2 " dxdy dy2 ‘ Jx-a+öh 
y—b+$k

minden h, k értékre nézve pozitív, ha csak |ft|<o, |ft(< S, akkor 
f(a-j-h,b-\-k)>f(a,b) az egész (J) környezetben, tehát f(x, y)-nak az 
(a, ft) helyen minimuma van; ha pedig ez a kifejezés minden ilyen (ft, k) 
értékpárra nézve negatív, akkor f (a-\-h, b-]-k)<Zf (a, b) az egész (o) 
négyzetben, tehát az f(x, y)-nak az (a, ft) helyen maximuma van.

Ha ez a kifejezés nem mindig pozitív (negatív), akkor két eset 
lehetséges. 1°. Meglehet, hogy mindig pozitív (negatív), csak bizonyos 
(ft, k) értékeknél lesz zérussá. Ekkor a szélső érték nem igazi, mert 
az említett környezetben vannak olyan (a-|-ft, ft-f-k) helyek, amelyeken 
f\a+h, b^k) nem kisebb (nagyobb) f(a, ft)-nél. hanem egyenlő vele. 
2°. Ha pedig akárminő kicsiny legyen is a d és ft < o, | k | < d, 
még a jelét is változtatja e kifejezés, vagyis bizonyos (ft, k) értékek­
nél pozitív, másoknál pedig negatív, akkor szélső értékről az (a, ft)

5*
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helyen egyáltalában nem lehet szó, mert ekkor bármely kis kör­
nyezetben vannak olyan b-\-k) helyek, melyeken /(a-j-h, <
</'(o, b) és olyanok is, melyeken f(a-[-h, b-]-k) > f(a, ti).

A most felállított kritériumnak az a hátránya, hogy a felírt 
kifejezésben a második differenciálhányadosok az a-\-&h. b-^-ftk he­
lyeken szerepelnek, holott a & ismeretlen. De töltettük, hogy e 
differenciálhányadosok folytonosak; ebből pedig következik, hogy 
ha csak a (á) környezet elég kicsiny, akkor a differenciálhányadosok 
az a-\-&h. b4 -&k helyen nagyon kevéssel térnek el az (a, b) helyen 
való differenciálhányadosok értékeitől. Jelöljük a 
differenciálhányadosokat az (a, b) helyen: A, B, C-vel, akkor e 
differenciálhányadosok az a-\-&h, b-^-bk helyen így írhatók: A+«,

C-]-£'', ahol e, e', e" a J-val együtt elenyésznek. így tehát:

/•(a+h, b-f-k)=/'(a, b) + [Ah2+2Bhk+Ch2] + ~ [eh2+2é'h*+«"*2]. a)

Vizsgáljuk most az Ah2-\-2Bhk-\-Ck2 másodrendű alakot. Tegyük 
fel először, hogy ezen alak determinánsa, az AC— B2 nem 0; akkor 
tehát AC—B2 pozitív, vagy negatív. Ha pozitív, akkor sem A, sem 
C nem lehet 0. Nézzük ezt az esetet. Ekkor tehát Ah2A-2BhkA~Ck2 
így írható:

Ah2 + 2Bhk + Ck2 = 4- [(Ah+Bk)2 + (AC—B2)k2]

és a jobboldali kifejezésen látjuk, hogy a) csakis akkor lehet 0, ha 
h=0, k—0; és b) minden, a b=0, /c=O-tól különböző (fi, k) érték­
párnál állandó előjelű és pedig ugyanolyan jelű, mint az A. A h és k 
ilyen alakját, mely tehát e két tulajdonsággal bir, hogy állandó 
előjelű és csakis h—0, k—0 helyen válik zérussá, definit alaknak 
nevezzük.

Azt állítjuk hogy ha Ah2-\-2Bhk-\-Ck2 definit alak, akkor az 
fix, y)-nak az (a, b) helyen van szélső értéke és pedig ha A negatív, 
akkor maximuma van, ha A pozitív, akkor minimuma van.

E célból azt fogjuk megmutatni, hogy az

/•(x, y) - f(a, b} = * (A/i2+2B/ifc+Ck2) + 1 \eh2+2e'hk+e"k2\

jobboldalán álló kifejezés az (a, b) hely elég kis környezetében 
mindig olyan előjelű, mint az első tag, vagyis, hogy megállapítható 
az (a, b) helynek olyan környezete, amelyen belül a második tag 
olyan kicsiny, hogy az összeg olyan jelű marad, mint az első tag; 
de az első tag definit lévén, előjelét nem változtatja, /'(.r, y) — f(a, b) 
az (a, b) ezen környezetében olyan jelű, mint az A, tehát /(a. b) 
minimum, ha A pozitív és maximum, ha A negatív.

A jobboldali kifejezésben tegyük h—r cos a. k—rsina és jelöl-
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jük az — (A cos2a + 2B sin a cos a 4- C sin2a) kifejezést L-el, akkor 
ez a jobboldal így is írható :

I F ecos2a-|-2fi'cosasina4-fi"sin2«l
'L A cos2a4-27? sin acosa4-Csin2a J 1

A szögletes zárójelben álló kifejezésről megmutatjuk, hogy kellő 
kicsinynek véve az (a, b) hely (kör alakú) környezetét, ez a kifejezés 
mindig pozitív. Ugyanis a nevezőben álló A cos2a 4- 27? sin a cos a 4- 
4- C sin2a az A/i2 4- 2Bhk 4- Ck2 érték az egységsugarú kör valamely 
helyén; ha tehát a-nak a O-tól 2/í-ig terjedő értékeket tulajdonítjuk, 
vagyis a (Ti, k) az egységsugarú körön halad végig, az jAcos2a-|- 
4* 27? sina cos a-f-C sin2a I -nak, mely a folytonos függvénye, bizonyos 
m pozitív minimális értéke lesz. (Az m 0 nem lehet, mert az Ah2-|- 
-\-2Bhk-\-Ck2 definit lévén, csakis a 7i=0, k—0 helyen válik zérussá).
A számlálóban álló fi cos2 a -f- 2fi' cos a sin a e" sin2 ot-ról pedig tud­
juk, hogy együtthatói; fi, fi', fi" zérussá válnak, ha d zérussá válik, 
tehát akkor is, ha r zérussá lesz. így tehát, ha r elég kicsiny, akkor 

.. , ficos2a4-2fi' cos a sin a+e" sin2a ... ■a szóban forgo ,------ „ ' „ ■------------ , a ;— tetszés szerinti° A cos2a-]-27? sin a cos a-|-G sin2a
kicsinnyé, tehát például absz. értékre nézve -nél kisebbé te-

I - 3
hető és így a szögletes zárójelben álló kifejezés és — közé esik, 
vagyis mindenesetre pozitív, miként állítottuk. Látjuk, hogy az 1) alatti 
kifejezés olyan jelű, mint e szögletes zárójel előtt álló Ah2-\-2BhkA-Ck2.
Ez pedig föltételünk szerint definit alak, előjele minden 71=0, k=0- 
tól különböző (7i, k) értékpárra nézve ugyanaz, mint az A-é.

Ezzel tehát kimutattuk, hogy ha Ah2A~‘2Bhk-\-Ck2 definit pozitív 
alak [vagyis definit alak és A pozitív], akkor / (x, y)-nak az (a, b) 
helyen minimuma van, ha pedig definit negatív alak, akkor /(x, y)- 
nak az (a, b) helyen maximuma van.

Láttuk, hogy az Ah2A-2Bhk-\-Ck2 definit alak, ha AC—7?2 pozitív 
és pedig definit pozitív, ha ezenkívül még A pozitív, (ekkor C is 
pozitív), definit negatív, ha AC—7?2 pozitív és A negatív (ekkor C is 
negatív). Figyelembe véve az A, 7?, C jelentését, eredményeinket 
így fogalmazhatjuk:

Ha ?€ -)-4 - ( az *) heii/en p°zitiv és 
dx2 dy2 \ dxdy / \ax /y_b

pozitív, akkor az f(x,y)-nak az (a,b) helyen minimuma van; ha 
’’““S w a‘ * Opr

negatív, akkor maximuma van.
Folytassuk az A/i24-2fi7iZc4-CZc2 alak vizsgálatát. Előbb föltettük, 

hogy AC— B2 pozitív. Most tegyük fel. hogy AC—7?2 negatív és azt
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is tegyük fel, hogy pl. : C nem 0. Ha pl. = l tesszük, akkor az

A+2B/+CZW)
egyenletnek két különböző valós gyöke van : Z1 és Z2; vagyis :

A+2B/+ CP=C (Z-lt) (l- Z2)
és ha pl. Za<Z2, akkor a jobboldalon levő (Z—Zt)(Z—Z2) szorzat elő­
jele pozitív, ha Z<Zr vagy ha Z>Z2 ellenben negatív, ha Z1<Z</2; tehát 
azt látjuk, hogy az A-\-2Bl-\-CP előjele ugyanolyan, mint a C-é, ha 
7 az Zt előtt, vagy Z2 után van, ellenben a C'-vel ellenkező jelű, ha 
Zj és Z2 közötl van az Z. Visszatérve az eredeti Ah2 2Bhk + Ck2 

alakra, azt látjuk, hogy ha a 01 egyenes irányhatározója Zx és 02-é 
Z2, és ha (Zi, k) a besraflozott területben levő pontot jelent, 
akkor sgn (Ah2 -f 2Bhk + CZc2) = — sgn C és a másik területrészben 
sgn (Ah2 + 2Bhk + Ck2) = sgn C. Ilyenkor, mikor tehát egyes (h, k) 
értékekre az alak pozitív, másokra negatív, az Ah2-]- 2Bhk-\-Ck2 quadra- 
tikus alakot indefinit alaknak nevezzük. Ha C=0 és A nem 0, akkor 
nem hanem jelöljük /-lel és az előbbi okoskodást ismé­
telhetjük. Ha pedig A=0 és C=0 akkor a quadratikus alak: Bhk, 
tehát előjelei az első és harmadik síknegyedben sgn B, a második 
és negyedik negyedben pedig — sgn B.

Ha megint az
f(x, y) - f(a,h) = ~(Ah2 + 2BhkA-Ck2)+ ^-(eh2+2€'hk+c"k2)

jobboldalán h=r cos a. k=r sin a tesszük, akkor a jobboldal ismét
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így írható :
jr2 e ,
— (A cos2a4~2B sin a cos a-p C sin2a)

[ écos2a+2e' cos a sin a-j-s" sin2a 1
L A cos2a-]-2B cos a sin a-j-C sin2 a J

A szögletes zárójelben álló kifejezésben A cos2«-|-2B sin a cos et-f- 
+ Csin2a ismét az Ah2-\-2Bhk-\-Ck2 értékeit jelenti az egység­
sugarú körön. Ha e körön olyan szakaszt jelölünk meg, amely nem 
ér a 01, illetőleg 02 sugarakig, akkor az ilyen szakaszban az 
| A/i2+2öhZc-|-CZc2|-nak O-tól különböző alsó határa van, tehát ha (h, k) 
ilyen szakaszban van, akkor éppen úgy okoskodva, miíit az előbbi 
esetben, következtetjük, hogy a szögletes zárójelben álló kifejezés 
ezen szakaszokban pozitív; az egész szorzatnak, tehát ha r és így 
| |j, ; e" | elég kicsinyek, olyan az előjele, mint az elül álló

A cos2a-j-2B sin a cos a-j-C sin2a

-nak. Ez pedig a sraffozott területbe eső kiszemelt szakaszon 
— sgn C, a másikban pedig -p sgn C.

De az Ah2 -p 2Bhk + Ck2 = r2 (A cos2a -p 2B sin a cos « -p C sin2a), 
tehát ebből következik, hogy [x=a-ph, y=b-\-k téve]

f(a+h, bA~k) —f(a,b)

a besraffozott területrészbe eső kijelölt íveken más előjelű, mint 
a másik területrészbe eső íveken.

Ezzel tehát kimutattuk, hogy az f(x, y)-nak az (a, b) helyen 
szélső értéke nem lehet, mert bármely kis környezetét tekintsük is 
az (a, ö)-nek, a környezet egyik részében f(x, y) az f(a, ft)-nél nagyobb, 

d2f d2f / d2f \2másik részében pedig kisebb. Ha tehát az (a,b)1 ° dx2 dy2 \ dxdy /
helyen negatív, akkor az f (x, y)-nak e helyen nincs szélső értéke.

Eddigelé csak olyan esettel foglalkoztunk, midőn AC—B2 nem 0. Ha 
kazonban AC—B2 eltűnik, akkor ismét -r- = Z téve : n

Ah2+2Bhk+Ck2=h2[A+2Bl+CP] és az A-2Bl-Cl2~-0
egyenletnek két megegyező valós gyöke van : Z,, vagyis

k Ah2+2Bhk+Ck2=Ch2 (l-lt)2
és Z = -j- visszatéve :*

Ah2+2Bhk+Ck2=C (k-l,h)2.
Ilyenkor tehát az Ah2+2Bhk+Ck2 quadratikus alak nem változtatja ugyan 
az előjelét, mert egy lineáris alak négyzete; de mégis abban különbözik a

* Ha C=0 volna, akkor az A és C, valamint h és k betűket felcseréljük. 
A és C egyszerre nem lehet 0, mert akkor az AC— ZZ2—O-ból egyúttal B—0 
is következnék, amit egyelőre kizárunk.
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deflnit alaktól, hogy nem csak akkor lesz zérussá, ha h=0 és k—0, hanem 
akkor is, ha k—fh, [vagyis egy egyenes mentén]. Az ilyen alakot féldefinitnek 
(semideflnit) nevezzük. Ha ez az eset forog fenn, akkor pusztán a második 
differenciálhányadosok alapján nem dönthetjük el. hogy az fix, y)-nak van-e 
szélső értéke az (a, b) helyen, vagy nincs.

Két példát mutatunk erre a féldeflnit esetre; az egyik esetben nincs 
szélső érték, a másikban van.

í. Példa. Legyen / (x, y) a következő egyszerű negyedfokú függvény :

(x, y)=(y—x2) (y—2x2)=y2-3x2y+2x4,

és vizsgáljuk meg a függvényt az x—0. y—0 helyen, x—O-t-h, y—0-\-k téve :

(x, y) = /(0, 0) + + k +o| (A2 ^ + 2hk^ + k2-^-) + ■ • •,
1/-0 ■ y-o

vagyis : f(x, y) = k2-\----

A tekintetbe veendő Ah2-\-'2BhkA-Ck2 a jelen esetben tehát egyszerűen 
k2, mely mindenütt pozitív, de a k—Ü egyenes mentén 0; tehát semideflnit. 
Az f(x, y)-nak nincs szélső értéke. Erről a következő egyszerű geometriai 
szemlélettel győződhetünk meg : Rajzoljuk meg az y—a? és az y=2x2 para­

bolákat. Ezek egymást a kezdő­
pontban érintik. Ha (x, y) az 
y=x2 parabola belsejében levő 
pont koordinátái, akkor y —x2 
pozitív; ha (x, y) a parabola 
külsejében levő pontot jelent, 
akkor y —x2 negatív. Ugyanígy 
áll a dolog a másik parabolával. 
Eszerint, tehát, ha (x, y) az I 
területrész valamelyik pontját 
jelenti, akkor úgy az y—x2, mint 
az y — 2x2 is pozitív, tehát az 
fix. y)>0. Ha az (x, y) a III 
területrész valamelyik pontja, 
akkor y—x2 és y—2.r2 is nega­
tív, tehát /(x, y) ismét pozitív; 
ellenben, ha (x, y) a két para­
bola között levő II. rész vala­
mely pontja, akkor y—x2 pozitív 
és y—2x2 negatív, tehát f(x,y) 
is negatív. Vagyis, ha a kezdő­
pont körül akárminő kis terű­

letet állapítunk is meg, e terület belsejében lesznek olyan helyek, (sőt 
egész sík-részek) amelyeken /(x, y) pozitív és olyanok, amelyeken negatív és 
így a kezdőpontban, ahol a függvény értéke 0, szélső értéke nem lehet.

2. Példa. Nézzük most az /(x, y)=y24-x4 függvényt a kezdőpont kör­
nyezetében. Az Ah2+2Bhk+Ck2 a jelen esetben is: k2, tehát semideflnit; de 
az f (x, y) az x és y minden zérustól különböző értékénél pozitív, tehát az 
x=0, y=0 helyen minimuma van.

E két példán látjuk, hogy azon esetben, midőn Ah2->-2Bhk-\-Ck2 semi- 
deíinit, a szélső érték létezése fölött pusztán az A, B, C értékek segítségé­
vel nem dönthetünk.
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Eddigi eredményeinket összefoglalva, azt mondhatjuk, hogy a 
(folytonos első és második differenciálhányadosokkal bíró) f(x,y)- 
nak az (a, b~) helyen szélső értéke csak akkor lehet, ha

df
dx = 0, df

dg
= 0

az (a, b) helyen. Szélső értéke tényleg van is, ha az (a, b) helyen a
d2f Q2f l Q2f \2

dx2 dy2 \ dxdy /

determináns pozitív és pedig maximuma van, 
d2fmama van, ha pozitív. Ellenben szélső

d2f . . .ha „ ‘ negatív, mini- dx2
értéke nincs, ha ez a .

determináns negatív és kétes a dolog, ha ez a determináns 0.

4. A második differenciálhányadosok eltűnnek. A szóban forgó determináns 
eltűnése esetében nem tudtunk dönteni; de ha ez a determináns úgy tűnik 
el. hogy minden eleme 0, vagyis

d2í _ 32f d2f r
dx2 dxdy dy2

az (a, b) helyen és léteznek a függvény magasabb rendű differenciálhányadosai, 
akkor esetleg dönthetünk a szélső érték felől. Vizsgáljuk az f(x, y) függvényt 
az (a, b) környezetében, midőn e helyen nemcsak minden elsőrendű, hanem 
minden másodrendű differenciálhányadosa is eltűnik. Sőt, hogy tárgyalásunk 
mindjárt a kellő módon általánosíttassék, tegyük fel, hogy ezen a helyen az 
összes differenciálhányadosok az m-edrendűekig mindannyian eltűnnek, vagyis 
az első el nem tűnő differenciálhányados m+l-edrendű.

Az f(a+h, b+k) Taylor-sorát az m+l-ik tagnál rekesztjük be :
1 fj m+i

/’(a+h, b+k) =f (a, b) + h + *) fx-a+9h.y-Mk ■

A maradéktag részletesebben írva ilyen alakú:

R = 1___rg"'+1/ h,n+1 + ( m + 1) ^Lh"'k +
(m+l)I + t 1 > dx"‘dy +

z m+l, d^f ...
+ t 2 } dx^-ldy2n h + eym" ^x-a+Dh, y-b+Sk‘

Föltesszük, hogy az itt szereplő m+l-ik differenciálhányadosok az (a, b) 
hely környezetében folytonosak.

Az egyes differenciálhányadosokat az a+9h, b+9k helyen igy írhatjuk :

(3n,+ 1f\ = + ío
[dodn+i>a^h dx",+ ll,fb

J>+Sk
[dx^dy)a~M[d^dy)a\ 11' 

6+3A-

Az e0, «!,... a differenciálhányadosok folytonossága miatt zérusokká lesznek, 
ha h, k elenyésznek. így tehát az R maradéktag :
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R = (Auh",+1 + Alh"'k + A2hm-1ka + •••+ A„1+1A,"'+1) + 
+ (fohm+1 + ^h">k + • • • + f„,+1 A"'+1),

ahol Ao, A„ A2, . . . jelentik az fl-ben szereplő differenciálhányadosokat az 
(a, b) helyen a megfelelő számbeli tényezőkkel ellátva.

Vizsgáljuk az első tagot. Ismét háromféle esel lehetséges. 1. Ez a kifeje­
zés, melyet r (A, A)-val jelölünk, állandó előjelű a A=0, k=0 kivételével, 
amidőn 0. Ekkor azt mondjuk, hogy ez az m+l-edrendű alak definit alak 
és pedig, ha mindig pozitív, akkor definit pozitív, ha mindig negatív, akkor 
definit negatív alak. [Ez az eset páratlan m+1 esetében nem lehetséges]. 2. Vál­
toztatja előjelét, azaz bizonyos (A, k) értékpárnál pozitív, másnál pedig nega­
tív, ilyenkor az r (A, k) alakot indefinitnek mondjuk. 3. Az r(h, k) a jelét 
nem változtatja ugyan, de nemcsak akkor válik zérussá, ha h=0 k—0, hanem 
más esetben is [pl., ha h—a, k=ífi de ekkor h=ta, k—ta helyettesítésénél is 
zérussá lesz, vagyis a h—ta, k—ta egyenes mentén]. Ilyenkor r(A, A)-ról 
megint azt mondjuk, hogy semidefinit.

Azt állítjuk már most, hogy ha r(h, k) definit pozitív, akkor az f(x, y)-nak 
az (a, b) helyen minimuma van; ha definit negatív, akkor maximuma van ; ha 
indefinit, akkor szélső értéke nincsen. Azon esetben, midőn r(h,k) semidefinit, 
csupán az r (h, fc)-ból nem dönthetünk a szélső érték felől.

Tegyük fel tehát, hogy r(h,k) definit pozitív. Az fl ismét így írható :

R = r(h, A) [1 + + + ■.
’ L r (A, k} J

és tegyük A=pcos«, A=p sin a ; akkor a zárójelben álló második tag:

e0 eosm+1 a + cos'" a sin « + ••• + enl+1 sin",+1 a 
A„ cos"1+1 a + Aj cos"'« sin a ------ 1- A„I+1 sin"l+1 a

A nevező jelenti az r(h,k) alak értékét az egységsugarú kör valamely 
helyén. De az egységsugarú körön ez a definit alak sehol sem 0, sőt az 
abszolút értékének alsó határa sem lehet 0, mert hiszen a folytonosságából 
következnék, hogy akkor a 0 értéket fel is venné valahol e körön. Jelöljük 
az alsó határát #<-vel. Válasszuk már most a p-t oly kicsinynek, hogy ha
| h | <p, jA-|<p, mindegyik f kisebb legyen pl. "né1, am‘* mindig
tehetünk, mert feltételünk szerint limf=0. Ekkor tehát a felírt kifejezés 
számlálója kisebb absz. értékű -nél és így maga a tört kisebb absz. értékű 
2 -nél és igy a szögletes zárójelben álló kifejezés mindenesetre pozitív, fl 
olyan jelű, mint az r(h,k), vagyis minden (A, Aj-nál pozitív; tehát az (a, b) 
hely ezen p sugarú környezetében mindenütt :

. y) >f (a, b),
vagyis az f(x, y)-nak az (a, b) helyen minimuma van. Ugyanígy mutatjuk meg, 
hogy maximum van, ha r (h, k) definit negatív alak.

Ha azonban r (h, k) indefinit alak, akkor az egységsugarú körön van 
olyan ív, amelyen pozitív (azaz, ha c1<u><a2, akkor h = cos <o, k — sin u> 
értékeket téve, r(h,k) pozitív) és van olyan ív, amelyen negatív. Ha a pozitív 
szakaszon megjelölünk egy belső ívdarabot, akkor ezen nemcsak hogy 
pozitív, de az alsó határa nem 0, tehát az előbbi okoskodást újból elvégezve, 
megmutathatjuk, hogy egy bizonyos kis p sugarú körnek egy körcikkében 
fl olyan jelű, mint r (h, k), tehát pozitív és éppen így egy másik cikkben 
negatív. Akárminő kis körrel vegyük is tehát körül az (a, b) pontot, e kör-
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ben mindig lesznek olyan helyek, amelyeken f{x,y)>f(a,b) és olyanok, 
amelyeken fix, y) <f(a, b), tehát az (a, b) helyen nem lehet szélső értéke.

5. Többváltozós függvény szélső értéke. Most már nem okoz különös nehéz­
séget a szélső érték vizsgálata kettőnél több változó esetében sem. Legyen 
tehát adva az f(xt, x2, . . . xn) n változós függvény. Ennek az (a,, a2, . . . an) 
helyen maximuma van, ha e helynek van olyan környezete, amelyben 
mindenütt:

/(xt, x.2, ... xn) <flat, a2,... an), 
minimuma pedig akkor van, ha valamely környezetben mindenütt

f(xt, x2, ... xn) a2,... an).
Környezet alatt azokat az (x15 x2,. . . xn) helyeket értjük, melyekre nézve 
teljesül, hogy । x,—u, |, | x2—a2 , . . . I xn—an I mindannyian kisebbek egy bizo­
nyos pozitív rf-nál, vagy pedig hogy az

(Xt-n,)2 + (x2—a2)2 H------ f- (x„—an)2
kisebb egy bizonyos pozitív (j2 számnál.

Ezt még úgy is mondhatjuk, hogy maximum esetében
f(at+ht, a2+h2, . . . an+h„) <f\at, a2, ... an) 

minimum esetében pedig
/(at+fit, a2+h2, . . . a„+hn) >f(at, a2, .. . an)

a h1, h2, . . . h„ mindazon értékeinél, amelyek absz. értékre nézve bizonyos 
4-nál kisebbek.

Ezen egyenlőtlenségnek szélső érték esetében akkor is fenn kell állania, 
ha mindenik h növekményt — egynek kivételével — zérusnak választjuk, 
vagyis pl. maximum esetében

f(at, a2,. . . űíH-h,-, . .. an) <f(at, a2, .. . a,-, . . . an), ha | 7z,- < d.
Ez más szóval azt jelenti, hogy az f(a„ a2, . .. x,-,. . . un) egyváltozós 

függvénynek [x, az egyetlen változó] az x,-=a,- helyen szélső értéke van. De 
hogy ezen egyváltozós függvénynek szélső értéke legyen, annak szükséges 
feltétele, [ha a függvény differenciálható] hogy a differenciálhányadosa ezen 
a helyen eltűnjék. Ebből tehát látjuk, hogy ahhoz, hogy az/(x1? x2, . . . xn)- 
nek az öj, a2, . .. an helyen szélső értéke legyen (ha egyáltalában /(Xj, . . . xn) 
differenciálható) szükséges, hogy ezen a helyen az összes elsőrendű parciális 
differenciálhányadosok eltűnjenek. Szélső érték tehát csak azon a helyen lehet­
séges, ahol:

De ez még nem elégséges. Bizonyos esetekben elégséges feltételeket kapunk 
ismét a Taylor-sor vizsgálatából. Ugyanis :

f lat-\-h2, a2-{ h2, . . . an-\-hn) — fiai, a2, . . . an) +

'J-1’2----"’-

Ha ismét ) = (-t—£.--) +e/fc tesszük és föltesszük,
dXidXfc 'Xj—aj+&hj uXiuXfc 'Xj-Uj

hogy a második differenciálhányadosok folytonosak, akkor az eik számok
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zérusokká válnak, ha a h növekmények eltűnnek. Jelöljük röviden a 
-y /■—et az («i. . . an) helyen A^-val, akkor tehát:
uíl-j (Ülj-
f(a2+hlf a2+h2, . . . aa+hn) =f(at, a2, ... an) + SAikhihk + ~ Seikh:hk.

Ha a 2Aikhihk a h„ h2,... hn minden értékére pozitív (negatív) az 
egyetlen Jij = 0, h2 — 0, . . . hH — 0 helyet kivéve, amelyen 0, akkor ezt a 
SAikhihk quadratikus alakot pozitív (negatív) definit alaknak mondjuk ; ha a 
2Aikhihk a jelét változtatja, akkor indefinit és ha a jelét nem változtatja 
ugyan, de nemcsak a h1=0,.. . hn=0 értékrendszernél válik zérussá, akkor 
semidefinit.

Megint azt állítjuk, hogy ha SAikhihk definit alak, akkor az/(x1; x2,... x„) 
függvénynek az (a2, a2, .. . «n) helyen van szélső értéke és pedig maximuma, ha 
SAikhihk definit negatív, minimuma, ha definit pozitív ; ha pedig SAikhihk 
indefinit, akkor az /(xn x2,... xn) függvénynek az (alt a2, .. . an) helyen nincs 
szélső értéke. Ha 2!Aikhihk semidefinit, akkor e tagok alapján nem dönt­
hetünk.

A bizonyítás egészen úgy végezhető, mint az előbbi esetekben. Ugyanis 
ha h2 = rat, h2 = ra2, . . . h„ = ran tesszük, ahol 71? + h?2 -(------ (- A?, = r8, akkor
«i + «2 + • • • + «?i = 1 és

SAikhihk + 2*ikhihk = SAikhihk[l +

Abban az a2, a2, .. . an zárt [sűrűsödő helyeit is tartalmazó. (L. a jegy­
zetet a 90. lapon.)] számhalmazban, amely az «i+a2-l—= 1 egyenlet­
nek elegei tesz, az at=0, a2=0, . . . a„=0 nem foglaltatik, tehát ha «t, a2, . . . an 
az összes értékrendszereket fölveszik, amelyek az a? + a'j-|----- (- a?, = 1 egyen­
letet kielégítik, akkor a hozzájuk tartozó SAikaiak értékeknek O-tól külön­
böző alsó határuk lesz (mert ha 0 volna a SAjkaiak alsó határa, ezt a folyto­
nosság következtében a szóban forgó számhalmazban fel is venné). Mint­
hogy a számláló végtelen kis ? esetében végtelen kicsinnyé lesz, tehát a 
SAikhihk+2sikhjhk előjele megint ugyanaz, mint az első tagé. Ezzel már ki­
mutattuk, hogy ha 2Aikhjhk definit pozitív (negatív), akkor az f (x,, x2,... xn)- 
nek az (a„ a2, . . . an) helyen minimuma (maximuma) van. Ugyancsak ezzel az 
eljárással mutathatjuk meg, hogy ha SAtkhihk indefinit, akkor vannak akár­
minő kis környezetben olyan helyek, amelyeken

/(aj+ftt, a2+h2,. .. an+hn) a2, . . . on), 
valamint olyanok is, ahol az ellenkező egyenlőtlenség áll, vagyis az 
(a,, a2,.. . an) helyen a függvénynek szélső értéke nem lehet. Végül, ha a 
SAikhihk semidefinit, akkor további vizsgálatra van szükség.

Ha az (űi, a2, . .. an) helyen az összes második differenciálhányadosok 
eltűnnek, akkor a Taylor-sort tovább folytatjuk és akkor a szélső érték 
vizsgálata a magasabbrendű differenciálhányadosokkal alkotott alakok definit 
voltával kapcsolatos.

6. A másodrendű alak vizsgálata három változó esetében. A szélső 
érlék vizsgálata, miként láttuk, rendszerint arra a kérdésre redu­
kálódik, hogy egy másodrendű alak mikor definit? Két változó 
esetében ennek eldöntése igen könnyen végezhető. Láttuk, hogy az 
Ah2-\-2Bhk-\-Ck2 definit alak, ha AC—B2 pozitív szám és pedig, ha 
A pozitív, akkor az alak definit pozitív, ha A negatív, akkor pedig
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definit negatív. Ha AC— B2 negatív, akkor az alak indefinit, ha 
AC—B2—0, akkor pedig semidefinit.

Nézzük most, hogy

A11/i2+A22A2-f-A33/2+2J12/iA+2A23A7+2A31W

másodrendű háromváltozós (ternár) alak, mikor lesz definit pozitív? Ezt 
az alakot így Írhatjuk: [A;jt=Aw tesszük és föltesszük, hogy Alt=|=0*]

A11h2+27i[A12*+A13q + [A22*2+A33Z2+2A23W]. A)

Ez ilyen alakú: a/i2+2/?/i-|-y, ahol a, /?, / a /i-tól függetlenek 
(és a=hO), vagyis ilyen alakú: h2 [a -f- -j- • Hogy ez mindig

pozitív legyen, először is kell, hogy a pozitív legyen, mert hiszen 
a k és Z-nek oly kis és h-nak oly nagy értékeket adhatunk, hogy a 

+ -'2 az -nél kisebb absz. értékű legyen és akkor a zárójel­
ben álló kifejezés olyan jelű, mint az a. Ha még

a/i2+ 2/?/i-|-y = — [(a/i-|-)8)a+a/—[P\

tesszük, akkor pedig látjuk, hogy ez a kifejezés minden h értéknél akkor 
és csak akkor lehet pozitív, ha ay—^>0; mert ha negatív volna, 

fí . ... ay—EPh-nak----— értéket adván, a jobboldali kifejezés — ■- ■— tehát ne-a J J a
gativ lenne, ha pedig ay—fP 0 volna, akkor semidefinit esettel volna 
dolgunk, mert az alak eltűnnék h — —értéknél is.

Az a7i24-2/?/i-j-/ tehát mindig pozitív, ha: 1) a>0 2) ay— /?2>0.
Alkalmazva ezt a szóban torgó A) alakra, azt látjuk, hogy ez 

pozitív definit lesz, ha

1) Alt>0; 2) A11(A22A2+2A23W+A33P)-(A12*+A13Z)2>0.

A 2) alatti feltétel részletezve azt fejezi ki, hogy a

íca[A11A22—A22] + 2A/[A11A23 A12A13] -f- ^[AjjAgg A|s] 

quadratikus alak definit pozitív legyen. De azt már tudjuk, hogy 
ennek feltétele:

a) A1XA22—A?2>0;
/?) (A11A22—A22) (A11A33 A23) (Au Agg A12A13)2X)

legyen. A /3) alatti feltétel (az Au>0 tényezőt elhagyva) így is írható :

* Mert ha An=0 volna, akkor a /c=0, Z=0 értékekre, vagyis az egész h 
tengely mentén az alak 0 lenne, tehát definit nem lehetne.
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All ^12 ^13

1) = •^22

As2
"23
A33

tehát a szükséges 3 feltétel igen egyszerűen fogalmazható : 1) Z>>0, 
2) D determináns felső sarokaldeterminansa : 

0

és 3) ennek sarokaldeterminansa: Au>0 legyen. A tárgyalásból 
egyúttal kitűnik, hogy ezek egyúttal elégséges feltételek is.

Ha azt kívánjuk, hogy A^Z^-J-A^Zc2-)-••• alak definit negatív 
legyen, akkor az előbbiek alapján ennek a feltételeit már azonnal 
felírhatjuk; t i. e helyett azt kérdezzük, hogy az ellenkező elő­
jellel vett:

—4 /i2—A22 k2—Aaa P—2A., hk-2A.M—2A23 ki

alak mikor lesz definit pozitív? Ennek szükséges és elégséges fel­
tétele, hogy

—Au>0, A11A22-A22>0, — í)>0

legyen, vagyis ű<0, Alt A22—A22>0, An<0.

Megjegyezzük azt a könnyen észben tartható eredményt, hogy általában 
arra, hogy az n változós SAikhjhk quadratikus alak definit pozitív legyen, 
szükséges és elégséges, hogy a

An A12 A13,.. • Ant
A21 A22 a23, . . • ^211
A31 a32 A33, • . ■ a3;i

...........................
A,ii Ana A)13, . . . Ann

determináns, valamint ennnek felső baloldali sarokaldeterminánsa, továbbá 
ennek a sarokaldeterminánsa és i. t., tehát

An A12 Als
A31 A22 A2s
A3i A32 A33

mindannyian pozitivok legyenek. Ebből pedig azonnal következik, hogy a 
SAi^hjhi; definit negatív, ha a páratlan rendű determinánsok negatívok, a páros 
rendűek pedig pozitivok.

7. Példák a szélső értékek számítására. Nehány példán mutassuk meg a szélső­
érték kikeresésének módját.

1. Példa. Vizsgáljuk meg, hogy a

z - an ,t2 4- 2a12xy + a22ys + 2«13.r + 2a23y 4- a33

paraboloidnak melyik a legalacsonyabb (legmagasabb) pontja. Először is 
kell, hogy:
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A = o A = o
dx dy 

azaz :
aítx + a12y 4- a13 = 0
a21 X "I" a22 y 4~ a23 — 0

legyen. Ha atla22—aj2 determináns nem 0, akkor ez az egyenletrendszer meg­
oldható [A megoldás az altx2 + 2a12xy + a22y2 + 2a13x + 2a23y 4- a33 — 0 kúp­
szelet középpontja]. Van-e ezen a helyen szélső érték, annak eldöntésére a 

2!/'
dx2

a2f hl. , a2f
dxdy dg2

alak vizsgálandó. Ez az: atlh2 + 2a12hk 4- a22k2 definit alak, ha ana22 — a?2>0. 
Szélső érték ez esetben tehát csakis akkor van, ha az a11x24-2a]2x{/4-ö22{/24- • •—0 
kúpszelet ellipszis. Ha hyperbola, vagyis alt a22 — a?2 < 0, akkor nem lehet 
legmélyebb, vagy legmagasabb pontról szólni.

Ha ana22 — af2 = 0 és nn=f-O, a22 4=0' akkor al2 sem 0. Ez esetben az 
«) alatti egyenletrendszernek csakis akkor lesz megoldása, ha :

gll _ a12 _ a13 
fl21 fl22 a23

Jelöljük e közös számértéket Á-val, akkor tehát

2 = a22 [te + y 4- -^-f+ .a33q22-aÍ3 
í?22 ^22

melynek a te 4- y 4- _ — o egyenes mentén van szélső értéke. Ha ezen«22
egyenes valamely (a, ö) pontját kiszemeljük, akkor látjuk, hogy ezen az 
(a, b) helyen aszerint, amint «22 negatív, vagy pozitív, a z-nek nagyobb, vagy 
kisebb értéke van, mint e hely környezetében, kivéve az egyenesmenti ponto­
kat, amelyeken a függvény értéke egyenlő az (a, b) helyen felvett értékkel. 
A szélső érték tehát nem igazi.

Ha pedig atl a22—a^2=0, au=0 és a224ü, akkor egyúttal a12 is 0; tehát 
még at3 is 0. Az a) alatti második egyenletből :

tehát z = a22 y2 4- 2a23y 4- a33
hengernek az y =— mentén ismét nem igazi szélső értéke van. Ugyanez 

6^22 máll arra az esetre, midőn an 4- 0, de a22 = 0 és ezzel együtt a12 = 0 és 
még a23 = 0.

2. Példa. Határozzunk meg olyan pontot a térben, melynek megadott 
n ponttól való távolságainak négyzetösszege minimum legyen. [Adott n pontba 
helyezett egységnyi tömegek tehetetlenségi nyomatéka melyik pontra nézve 
minimális?] Legyenek az adott pontok koordinátái:

(ctj, b3, c3), (a2, b2, c2), (a3, b3l c3) . . . (an, bni cn).
A keresett pont: (x, y, z).
Kell tehát, hogy :

11 = (x-a j2 4- (y-bi)2 4- (z-Cj)2 4- (»-««)* 4- ({/-í>2)2 4- íz—ca)a 4----- F
4- (x— an)2 4- ({/—ön)2 4- (z-cn)2

minimum legyen. Ehhez kell, hogy:
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4- 4^- - (x-aj 4- (x—a2) 4-----f- (x-an) = nx - (a,4-a24-------Fan) = 0
2 ax
4- 4— — (y—bi) 4- (</—b2) 4----- h (</—bn) = ny — (J^+b^----- t-bn) = 0
2 dy
4 -yr- = (z — ci) 4- (z—cz) 4----- 1- (z—cn) = nz — (Cj4-c24------t-cn) = 0
z az

Sbi _ Sci legyen, vagyis : x = — , y = —, z

(a tömegközéppont). Hogy van-e ezen a helyen szélső érték, annak eldönté­
sére a IP 4- 44" 4---- quadratikus alak vizsgálandó. Ez az alak a jelen

ex2 dy2 
esetben egyszerűen :

2n (h2+&+P)

definit pozitív alak, tehát minimummal van dolgunk.
3. Példa. Tudjuk, hogy két ismeretlen rendszerint két egyenletből hatá­

rozható meg ; ha azt kívánjuk, hogy x és y eleget tegyenek több egyenlet­
nek, például e lineáris egyenleteknek :

aíx + biy = cí, a2x + b2y — c2, a3x 4- b3y = c3, ... anx 4- bn y = cH,

akkor az együtthatók között bizonyos relációknak kell fennállaniok, úgy, 
hogy voltaképpen csak két független egyenletünk legyen. De a gyakorlati 
mérés igen sokszor állít fel ilyen problémákat, hogy t. i. különböző mérések­
kel az a, b és c mennyiségeket alt bv ct, a2, b2, c2, .. . a„, b,„ cn-nek találtuk és 
kellene olyan x és y mennyiségeknek lenniök, amelyek a felirt egyenleteket 
kielégítsék. Ilyen x, y értékpár természetesen rendszerint nem létezik ; tehát 
akárminő (x, y) értékpárt helyettesítsünk is be, az atx+bty nem lesz c,-, 
(minden i-re) hanem ajx+b/y—Ct hibákat követünk el, midőn a meghatá­
rozandó számok helyébe ezt az értékpárt tesszük.

A gyakorlati számításban legvalóbbszínünek azon (x, y) értékpárt tekintik, 
amelyre nézve e hibák négyzetösszege minimális.

Határozzuk meg tehát azon (x, y) értékpárt, amely az

/(x, y) = (aix4-l’ig-cj2 4- (a2x+b2y~c2)2 4------ 1- ^„x+b^y-c^2,

hibanégyzet-összeget minimummá teszi. Ehhez kell, hogy

dx dy
legyen, azaz :

a, (aiX4-biy-Ci) 4- a2 (a2x+b2y-c2) 4---- 1- a,; (a,,x4-bny-c'n) = 0
bj (OiX4-biy-Ci) 4- b2 (a2x4-b2y-c2) 4 4- an (anx+bny-cn) = 0

legyen. Ez az (x, y) értékpárra két egyenletet szolgáltat:

x(aiai4-a2a24------ |-anan) + y (óib14-a2b24------*-anb'n) -
— (aiCi4-a2c24------hanCn) = 0

x (ai bi4-a2 b24- • • • 4-anbn) 4" 1/ (i’i b,4-b2b24- • • • 4-b„ bn) — 
— (b, Ci4-b2 c24------ l-bn c„) = 0.

Ha ezt a jelölést használjuk: ktlt + k2l2 ->------knln ~[k[], akkor e két
egyenlet rövidebb alakban:

[aa] x 4- [ab] y = [ac] 
ab] x 4- [bb] y = [be].
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E rendszer determinánsáról könnyen megmutathatjuk, hogy értéke : 
Slajb^—ahol (z, k) az 1, 2, . . . zz-ből alkotható különböző értékpárok ; 
tehát (ha csak ak: nem egyenlő bk: bj-gyel minden Zc-nál) e determináns 
nem 0, és így a rendszer megoldható.

Hogy az így talált (x, y) értékpár az/(x, y)-t tényleg minimummá teszi, 
arról egyszerűen győződhetünk meg.

4. Példa. Adva van két kitérő egyenes. Határozzuk meg ezeken azt a 
két pontot, melyek egymáshoz legközelebb vannak ; vagyis keressük meg a 
kitérő egyenesek legrövidebb távolságát. Legyen az egyik egyenes valamely 
pontja (q, b, c) és az egyenes iránytényezői: a, p, y, a másik egyenes egyik 
pontja : (alt bt, c,) és iránytényezői : eq, ft, yt; tehát a két egyenes egyenletei:

- U-b _ z-c _ x-qt _ y-bj _ z-ct _ .
« ? v ' “ A “ /t “ '

Az egyiken felvett (x, y, z) pontnak a másikon felvett (§, y, £)-tól való 
távolságának négyzete :

l2 = (x—£)2 + (y—y)2 + (z—ö2 = (a—at+au—a, t>)z + 
+ (b—bt+pa—ft t>)2 + (c—ct4 yu~yx v)2.

E távolságnégyzet az u és v független változóktól függ. Szélső értéke 
d dl'"akkor lehet, ha = 0 és = 0, azaz, ha u és v kielégítik ezeket azdu dv

egyenleteket:

a [a-üi+au—a, v) + (fe—ft+ftz—ft v) + y (c-c±-\-yu—y± v) = 0 
v) + ft(ü-ft+ftz-ft p) + yi(c_C1+yU_yi p) _ Q

Ezen egyenletekből: *

(a—aj+oH—aí v): (b—b^+.Bu—^v): (c—ct+yu—yt v) = 
= (0/1—Ar): (/«i—«/i): (ezft—eqft,

vagy, ha a jobboldali determinánsokat rendre A, B, C-vel jelöljük:

a—q1+«q—axv b—bj+^u—^v c—c1+yu—y1v
A ~ B ~ C

és ha még e közös értéket —h-val jelöljük :

Ah + au — v = at -- a
Bh + fti — A » = -- b 2)
Ch 4- ya — v = Ci -- c

Használjuk e jelöléseket:
A a — a^-a a — etj

-D = B ? -A , -L =
C y -yj ci-c y -yt

* Megemlítjük, hogy ezen egyenletek, vagyis
(x-5): (y-7): (2-5) = (A7!—/A) ■ (/«i-«/i) = (aft-jSűj),

egyúttal azt a geometriai tényt is kifejezik, hogy az egymáshoz legközelebb 
eső (x, y, z) és (£, tj, g) pontokat összekötő egyenes (a kitérő egyenesek ten­
gelye) mindkét egyenesre merőleges.

Beke: A differenciálszámítás. II. 6
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-M =
A at—a — at
B bt-b -pi
C ct—c —yi

a at—a 
p bi~b 
V ci-c

A

akkor:
M _ N

11 -J)' v~ D'

Most már ismerjük u és v értékeit, tehát egyúttal egyértelműen meg­
határozhatók az egymáshoz legközelebb levő (x, y, z) és (g, y, 5) pontok is az 
1) alatti egyenletekből.

A 2) alatti egyenletekből tehát:
at BL CLa_ai+au-a1V = -^, b-bi+pu-PiV=--^, c-Ci + yu-ytv=---- ö~-

Még megjegyezzük, hogy
D = A (Pví-PíV) + B (yat-yi«) + C (aft-fai) = A2 + B- + C2.

L2 (A2+B2+C2) L2 
és igy: p — 7^2 a2+B24-C2

A feladat természetéből következik, hogy ez a minimális távolság 
négyzete.



IV. FEJEZET.

A QUADRATIKUS ALAK VIZSGÁLATA.

Az előbbi fejezetben (78. lapon) kimondott eredmények megállapítása 
végett, kissé bővebben kell foglalkoznunk a quadratikus alakok elméletével, 
ami ugyan némileg elterel bennünket a tulajdonképpeni tárgyunktól, de 
érdekességénél és fontosságánál fogva megérdemli a vele való tüzetesebb 
foglalkozást.

1. n változó quadratikus alakja, Lineáris transzformáció. Az xt, x2, . . . xn vál­
tozók quadratikus alakja a következő típusú kifejezés :

íP (Xi. . . xn) = atlx? + a22xl 4----- 1- annx% 4- 2aí2xíx2 4- 2at3xtx3 4------ (-
4~ -am XjXn 4- 2a23x2x3 4- ■ • ■ 4- 2a2nx2xn 4- • ■ ■ 4- 2an_ln xn-ixn, 

vagy rövidebben írva :
<P (Xi ■ • ■ xn) = SaikXiXk (aik=aki).

i, k=l, 2,... n

A főkérdés, ami bennünket foglalkoztat, az, hogy ez a quadratikus alak 
mikor definit pozitív (negatív), vagyis, hogy az együtthatókból hogyan lehet 
felismerni az alak definit voltát?

Evégből kissé foglalkoznunk kell ezen quadratikus alak ((transzformá­
ciójával®. Ha ugyanis az xt . . . xn helyett új változókat vezetünk be ezzel a 
«lineáris transzformációval® :

X1 = «111/1 + at2Í/2 + • • • 4" ainl/m

X2 = «211/i 4- «22 </2 + • • • + a2n Un,

xn — ani!71 4“ an2Íj2 4"-------E “nnl/n,

akkor a . . xn) quadratikus alak a

V (tfi • ■ • Ijn) = Sa'ikijiyk 

quadratikus alakba megy át, melyben :

aik — ali “lí aik 4" °12 aii a2k 4- • • ■ 4“ Om ati ank 4 
4- a21 «2Í alk 4- a22a2Ía2fc 4--- \- a2n a2i ank 4-

4- • • • 4~............................................................................................

+ Om «ni «tk 4------- 4- annaniank,
vagy rovidebben :

aik ~ ^arsasiark •
r, s — 1,2,..., n

Ezt még így is írhatjuk, ha ark szerint rendezzük :

— ai/.. ^013 <XS( &2k -^O2S asj 4~ ’ ’ • 4“ ^nk^^nsasii 
SS 5

6*
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ahol az s szerinti összegezésben s értéke 1-től n-ig veendő. Ebből az alakból 
egy igen nevezetes determináns-reláció következik. Ugyanis* :

' I a'ik I — I aik I I -^ars asi I •
s

De a második tényező két determináns: (| és | aik | szorzata, tehát:
I a'ik I = I aik I2 I aik I-

Az | aífc| determinánst a <p alak, az | aik j -t pedig a transzformáció determi­
nánsának nevezzük. Arra jutottunk, hogy: a transzformált quadratikus alak 
determinánsa egyenlő az eredeti alak determinánsának a transzjormációdetermináns 
négyzetével való szorzatával.

Ha megállapodunk abban, hogy az alkalmazott lineáris transzformáció 
determinánsa ne legyen 0, akkor ennek a tételnek igen fontos folyománya 
az, hogy ha a quadratikus alak determinánsa O-tól különböző, akkor a transz­
formált alaké is különbözik a O-tól.

2. Quadratikus alak, melynek determinánsa: 0. Itt mindjárt megjegyezzük, 
hogy a 0 determinánsú quadratikus alak voltaképen kevesebb változó 
quadratikus alakjának tekinthető. Már az ax?+2bxy+cy2 quadratikus alaknál 
is láttuk, hogy ha determinánsa, az ac—b2 eltűnik, akkor

ax2 + 2bxy 4- cy2 = — (ax+by)2,
[[2

tehát ha ax+by—u tesszük, akkor az adott quadratikus alak — , csak egy 
változó alakja. Az általános tételt a következőképpen mutathatjuk meg. Ha 
| aik | = 0, akkor az

“11 §1 + °12 f 2 + •----- F atn f n — 0

a21 51 + Ö22 f2 4---------- F a2Il £tl — 0

arti fi + an2 ?2 + ' ‘ + ann fn = 0

egyenletrendszernek van olyan megoldás-rendszere, melynek nem minden 
eleme 0. Jelöljük ezt: §3,... f„-el. Tegyük már most a <p (Xj.. .x,1)=2’aI7fx1-x*
quadratikus alakban xt, x2,... xn helyébe rendre x,+).g„ o^-F^fz, • • ■ ^n+^fn-et. 
Ekkor [Taylor sorba fejtve a <p (Xj-FAfi, .. • xfi4-Zf„)-et]:

ÍP (x14-^f 1, • • • xn+^-fn) — V (X1 • ■ ■ xii) + 51 + fz -F •' • + ' 5n] +

, r , <■> <?2(P P e , , é2<p+ TOxF 5i 4- 4- 2-^,- fi É* 4- - 4- -^-5„J •

A középső tag egyszerűen átalakítható. Ugyanis
1 dtp
y = alixl + 02.^2 4---------- F OníXn,

tehát Xj, x2,. .. xn szerint rendezve :

"jy-^fí — Xt (aufi-FOiz§2+ ‘• '4-Omfn) + ” ‘4-^ (OniSid-OnzSad-• • ‘4-Onnfn)

és ez feltételünk szerint: 0. AZ2 együtthatója pedig, mint azonnal látjuk (mert 
- ^ik) nem egyéb, mint <p ($t, fz, ■ • , fn)- Ez pedig így írható :

* | e(>fc | olyan determinánst jelöl, melynek í-ik sorában a A-ik elem elfc.
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•2§í (flil 51+0(2 5zH---- F ain 5n),
tehát szintén : 0, vagyis :

SP (X1+A§1, X2-f-A§2, ■ • ■ xn~f^n) = V (®1, x2i ■ • ■ xn)

identitás fennáll xt, x2, . .. xn és A minden értékénél. Fennáll tehát akkor is,
Xha A gyanánt, amely egészen tetszőleges, ezt választjuk : A = —c— , aholSn

£n, amit a betűk változtatásával mindig elérhetünk, nem 0. Ekkor tehát:

, / 51 xn ^2xi> .. Hn — lxn M
(Xj, X2, . . . Xn) — <p (x3 , X2 j. , • ■ ■ xn-l - i + •

Sn Sn Sn

A jobboldalon álló kifejezés nem más, mint az 

n—1 változó quadratikus alakja. Ezzel lehál kimutattuk, hogy ha a quadra- 
tikus alak determinánsa: 0, akkor n-nél kevesebb változó quadratikus alak­
jára redukálható a változók egyszerű lineáris transzformációjával.

Alig szükséges mondanunk, hogy fordítva, ha az n változós quadratikus 
alak valamely el nem tűnő determinánsú lineáris transzformációval n-nél 
kevesebb változót tartalmazó quadratikus alakra transzformálható, akkor a 
determinánsa 0. Ha ugyanis a transzformált alak az yn-et nem tar­
talmazza, azaz a'ln=:a2n=-•■=a'nn=0, akkor | a‘ik | = 0, tehát | a,/,. | is eltűnik.

Az olyan alak, melynek determinánsa 0, nem lehet definit alak ; mert 
hiszen a belőle az előbbi transzformációval nyerhető Sah- ffiUk alak [n—1 vál­
tozós] eltűnik, ha

J7i=0, y2=0, . . . £/n-i=0,

vagyis az SaikXjXk eltűnik, ha az x-ek között ez az n—1 egyenlet áll fenn :
aliXi+a12X2+• • •+ ainXn=0

an-i.ia:l+<xn-l,2:c2+ " "fan-l,nxn— 0-

E rendszernek mindenesetre van a O-tól különböző megoldásrendszere, vagyis 
a SanfXiXi; quadratikus alak nemcsak akkor tűnik el, ha x2=0, x2=0, . . . 
xn=0, ami a definit alaknál nem fordulhat elő.

A San;XiXi; quadratikus alak definit voltának egyik szükséges kellékét 
tehát már meg is kaptuk ; azt, hogy az alak determinánsa ne legyen 0.

3, A quadratikus alak transzformációja kanonikus alakra, Most azzal a fontos 
kérdéssel foglalkozunk, hogy miként lehet a quadratikus alakot «kanonikus» 
alakra transzformálni, vagyis olyanra, melyben csakis a változók négy­
zeteit tartalmazó tagok szerepeljenek; mert ebből a kanonikus alakból 
közvetlenül következtethetünk majd arra, hogy az alak definit-e vagy nem. 
Kimutatjuk, hogy minden quadratikus alakot lehet ilyen módon transz­
formálni és hogy ha a quadratikus alak együtthatói valósak voltak, a transz­
formáció koefficiensei is valósak. Az eljárás a következő : Ha a quadratikus 
alakban au nem 0, akkor így írható : [xj szerint rendezve].

SaikXiXk = ű^x? + 2xj (a12x2 + a13x3 -|----- 1- alnxn) + <p (x2, x3,... xn), 
ahol a <p (x2 . . . xn) az x2 . . . x„ változók quadratikus alakja. A jobboldalt 
átalakítjuk :
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SaikXiXk = —-[(ai^+a^Xa+aisXjH---- )-ainxn)3+
all

d’Uli ÍP (X2 • ■ ■ xn) (Ui2X2-|- *' * “h^inXn)"],
vagyis, ha

Oiia'i+ai2a-2“l_ ' ‘ ’ ~\~ainxn — Ui 
tesszük :

ti'i
SaikXiXk = + V (X2, x3, ■ ■ ■ xn),

“11

tehát a quadratikus alakot átalakítottuk egy igen egyszerű lineáris transz­
formációval az y4, x2, . . . xn olyan quadratikus alakjára, amelyben y4 csakis 
egy helyen, mint négyzetes tag szerepel.

Ha a41=0, de az a22, a33, ■ • •, ctnn számok között van O-tól különböző, 
pl. a!(=|=0, akkor x, viheti az x4 előbbi szerepét, az átalakítás az előbbi 
módon elvégezhető. Ha azonban all—a22=:"-—ann=^i akkor az átalakítás így 
nem végezhető. Ez esetben, ha xt egyáltalában szerepel a quadratikus alak­
ban, az indexek megváltoztatásával mindig elérhetjük, hogy a12 ne legyen 
0, vagyis a quadratikus alakban előfordul ilyen tag: 2a12x1x2.

Ekkor tehát a SaikXiXk quadratikus alakot így rendezhetjük :

2a12x4x2 + x4y>4 (x3, x4, . . . xn) + x2y:2(x3, x4, . . . xn) 4- (x3 . . . xn), 

ahol és <p2 az x3, x4,. . . xn lineáris alakjai és y (x3 • • • xn) a quadratikus 
alak azon tagjai, amelyekben x4 és x2 már nem fordulnak elő.

Az első három tag helyett ezt írhatjuk :

Vi'Pz 
2at2

Jelöljük az xt + lineáris alakot y4-el, az x2 + -t pedig y2-vel, 
(í)i (p2 —“12 —“12' és a -í ■ quadratikus alakot, mely csak az x3,.. . xn változókat tartal- 
-“ 12

mázzá, vonjuk össze az előnbi tp-vel (és az így keletkező alakot megint 
i/»-vel jelöljük); akkor tehát

Sattx,X/c=2a12y1</2+v>(x3, x4, . . . x„) 
és tekintettel az

Uilh = toi+ü2Í2 ~ ÍJ/i-1/2)2] 
egyenlőségre :

Süikxixk = -f- (tfi+í/2)2--^- (yi-y2)2+ V (a=3, ■ • • xn),

vagy ha még yi4-y2=z4 és y4—y2=z2 tesszük, akkor

SaikXtXk - —-z? - —z^ -I- v (x3, . . . xn).

Megjegyezzük, hogy

zi=yi+y2=x1+x24- • •, z2=y4—y2=x1-x2+- • •
A quadratikus alakot tehát lineáris transzformációval, (melyben x3,... xn 

nem változtak,) átalakítottuk úgy, hogy az első két változó : z4 és z2 csakis 
négyzetes tagokban szerepelnek.

Már ebből is láthatjuk, hogy az ilyen alak nem lehet deíinit alak ; mert 
például, ha x3, . . . x„ mindannyian 0-sá tétetnek és x4=x2=|=0, akkor z2—0 és 
z1=2x1, tehát sgn SaikXiXk = sgn a12. Ha pedig xt= — x2=|=0, akkor zt = 0 és
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z2 = 2x3, tehát sgn iSa^x/X* =—sgn a12, tehát a szóban forgó alak nem lehet 
definit.

Menjünk tovább a tárgyalásunkban. Ha valamelyik négyzetes tag együtt­
hatója nem 0, akkor (ezt atl-nek véve) a quadratikus alakot az

1/1—űliX4-}-<I42X2-j- ■ • ‘ 4-U1/l Xn J X2~X2, ... xn~xn 
transzformációval átalakítottuk az

— + V (Xa, xs,... xn) 
an

-be, ha pedig mindegyik négyzetes tag együtthatója eltűnik, akkor a

z1=a1x14-a2x2-|--"-|-aílXn; z2=b1x1-^-b2x2-\----- (bnxn; x3=x3,... xn=xn

transzformációval, (ahol, mint említettük, z1=x1-|-x24---- , z2=x2—x2+*" alakú)
átalakítottuk a quadratikus alakot az

—Z2 + W (xs, x4,... xn)

-be, ahol az első esetben (x2, x3,... xn) az x2, x3,...xn és a második eset­
ben xp(x3, x4,... xn) az x3,... x„ quadratikus alakja. Akár az első, akár a má­
sodik esettel legyen dolgunk, a xp quadratikus alakon, mely kevesebb vál­
tozót tartalmaz, mint az eredeti, folytatjuk ezt az eljárást, míg végül az 
adott quadratikus alak a következőbe megy át

Saikxixk=A1zl+A2zlA----- {-Anzh, A)

ahol a Zf = ailx14-ai2x24----- |-«ínXn. B)
i=i,2,...n

Az i aik | determinánsról, a lineáris transzformáció determinánsáról, meg­
jegyezzük, hogy a most végbevitt fokozatos átalakításból következőleg ez a 
determináns nem lehet 0. Nagyon egyszerűen beláthatjuk ezen magában is 
fontos állítás helyességét: Ha egymásután két lineáris transzformációt vége­
zünk, pl. az

í/í=«íi Xj+a,-2 X24----- 1- a,n xní-1,2, ...n
és azután a Zfc=^/(1I/i+ft(2i/2-|----- iPImiin,

transzformációt, akkor ez egy lépésben is elvégezhető, ha

Zfc=(ftlail+ftí2 a2i + • • • + “ni) Xi +
+ (Piti “12+Pk2 a22~\----Pltn anz) X2-l----- F (Piti «in+" '' +Pkn ann) xn

tesszük, vagyis olyan transzformációt végzünk, melynek együtthatói az 
\aík \ és lA/cl mátrixok ((összetételéből# származnak; ha az egyes transzformá­
ciók determinánsa nem zérus, akkor a komponált transzformáció determi­
nánsa sem lehet 0. De az általunk végzett lépésenkinti transzformációknál 
csak kétféle szerepelt; olyan, amelynél

y^anXi+a^Xz-l----- balnxn; y2=x2, y3=x3,... yn=xn, hol a,!4=0
és olyan, amelynél :

Z1=X1-|-X24-a3X3-l----- (-anXn;
z2=x1—x2+ftx34----- \~Pnxn; z3~x3, z4=x4, ... zn=xn.

Azonnal látjuk, hogy az ilyen transzformációk determinánsa nem 0, 
tehát ezek kompozíciójából eredő transzformáció determinánsa sem lehet 0.
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Ezt az állítást még úgy is kifejezhetjük, hogy a zt, z2,... zn változók 
egymástól függetlenéit, azaz

ctZt+c2z2-]----- \-cnzn=0

alakú reláció minden x15 x2, ... xn-re nézve (azaz z,- helyett B) szerint 
----- F“inXn-t téve) csakis úgy állhat fenn, ha c1=c2=---=cn=0.

Ugyanis, hogy ez a reláció fönnállhasson, ahhoz kell, hogy Xj,x2, ...xn 
együtthatói mind eltűnjenek, vagyis a c2, c2,... cn eleget tegyenek ezen 
egyenletrendszernek:

C1 aií+c2 a2í+ '' ' + cn ani—h, í=1.2,. ..n.

De minthogy a rendszer determinánsa nem 0, tehát ezen egyenletrend­
szernek csakis a Cj=0, c2=0,... cn=0 értékek tesznek eleget. így tehát eddigi 
eredményeink ezen most bevezetett fogalom felhasználásával így fejez­
hetők ki:

A SaikXiXk quadratikus alak bizonyos

Zi= ait X1+«Í2 ^2-\------ \-UinXn, í-1,2,... n

O-tól különböző determinánsa lineáris transzformációval mindig átalakítható
Atzl+A2z^-\----- \-Anz2n

alakká, ahol a zt, z2,... zn az xt, x2,.. .xn változók független lineáris alakjai.
Ez az új quadratikus alak sokkal egyszerűbb, mint az eredeti volt, 

csakis négyzetes tagokat tartalmaz. Ezt az alakot a quadratikus alak kanoni­
kus alakjának nevezzük. Determinánsa: AjA^.-A,,. Megeshetik, hogy az 
At, A2,... An együtthatók közül valamelyik 0, de akkor az előbbiekből követ­
kezik, hogy az eredeti alak determinánsa is 0. Ha tehát | a&-1 =1= 0, akkor az 
Aj, A2,... An között egyik sem lehet 0.

Ezen a kanonikus alakon rögtön látjuk, hogy ha az A15 A2,... An mind­
annyian pozitivok (negatívok), akkor a SatkXiXk quadratikus alak definit pozi­
tív (negatív). Ugyanis mindig pozitív (negatív) és csakis akkor 0, ha külön:

Zj=0, z2=0, ... zn=0,
vagyis ha a,jXi+a,-2x2-|------|-«inaűi=0, í-1,2,...n
ami csak akkor lehetséges, ha x1=x2= • • • =xn=0, mert |aÍJt|=j=0.

Ha azonban az At, A2,... An között pozitivok és negatívok is vannak, 
akkor az alak nem lehet definit. Ugyanis ha például:

Sa^XiXk-A^----- y-Akz?k-z2k+1--------Bn.kz2,
ahol Aj, A2,... A/„ jB2, ... pozitivok, akkor, ha zt=z2= • • • =zk=0 tesszük 
és z/c+j,... zn nem mindannyian zérusok, a SaikXiXk negatív, ha pedig fordítva

zfc+1 = 0,.. . zn = 0
és Zj, z2,... zk nem mindannyian zérusok, akkor pedig J'a^x/Xt pozitív értékű; 
a 2taikXiXk alak jelét változtatja, tehát nem lehet definit alak.* Ebből már tehát 
arra a fontos eredményre jutottunk, hogy SaikXiXk akkor és csakis akkor 
definit, ha kanonikus alakjában az együtthatók mind egyenlő jelűek.

★ Még felmerülhet az a kérdés, hogy nem követelünk-e lehetetlent 
akkor, midőn azt kívánjuk, hogy Zj=z2= • • • =zk=0 legyen és zk+1, zk+2,.,. zn 
ne legyenek mindannyian zérusok. Nyilván nem, mert a z15 z2,... zn függet­
lenek egymástól, tehát xt, x2,... x„ úgy határozhatók meg, hogy a Zj=0, 
2?—z*„ ’ zfc+i — • • • zn = ln egyenletek kielégíttessenek tetszés sze­rinti (nem 0) lk+1, lk+2, ...ln esetében.
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Ha tehát a kanonikus alak együtthatói mind pozitivok, akkor a 2aikxtxk 
quadratikus alak definit pozitiv; ha mindannyian negatívok, akkor az alak 
definit negatív; ha pozitivok és negatívok is vannak az együtthatók között, 
akkor a SaikXiXk indefinit alak. Végül pedig, ha minden együttható pozitiv, 
de egyesek 0-ok, ami csakis akkor állhat elő, ha |aífc|=0, akkor az alak 
semidefinit. Ugyanis ez esetben csak pozitiv vagy 0 értékeket vehet fel az 
alak; de 0 lehet máskor is, mint ha mindenik x,=0. Mert ha

akkor a
SaikXiXlc= AiZf-t------mCn,

zi = °n + «12 x2 + • • • + «Ui a;n = 0 
Z2 = a21 4- a22 X2 + • • • + ®2n xn — 0

zm— aniixi am2p:2 + •'' + Kinirhi — 0 
egyenleteknek mindig van zérustól különböző megoldásuk.

4. A jelek állandósága. A kanonikus alakról mondottakkal kapcsolatban 
önként felmerül egy fontos kérdés. A ía^XiXfc-nak a kanonikus alakra 
transzformációjánál még igen nagy szabadsággal járhattunk el, úgy hogy 
sokféle módon történhetik ez az átalakítás. Kell tehát, hogy az iránt bizto­
sítva legyünk, hogy ha SaikXjXk például definit pozitiv alak, akkor minden 
valós transzformáció olyan kanonikus quadratikus alakra vezet, amelyben az 
együtthatók pozitivok. Hogy így van a dolog, következik a mondottakból, sőt 
egy többet mondó, igen szép és a quadratikus alakok elméletében alapvető 
fontosságú tételünk van: az ú. n. tehetetlenségi tétel, amely szerint akármi­
képpen történjék is a quadratikus alak álalakilása kanonikus alakra, ennek a 
kanonikus alaknak mindig ugyanannyi együtthatója lesz pozitiv. Ezt a Sylvester- 
töl eredő érdekes tételt így bizonyíthatjuk be. Ha a SatkXiXk quadratikus alakot 
átvittük egyszer az

A1gi+A2g§-|------1-An^
kanonikus alakba, azután pedig a

z?+B2 z24- • • •+-B.u z„
alakba és pedig az elsőbe az

í/i=«n^i+«í2^2H----- (1=1, 2, ... n)
valós lineáris transzformációval, a másodikba pedig a valós

zi—(í— 1, 2, . . . n)
által, ahol sem az |«&|, sem a Ift/J nem zérus, akkor, mint a determináns­
elméletben kissé járatos olvasó azonnal beláthatja, azt is mondhatjuk, hogy 
az Ajg?+A2i/24----- FAnyJ átmegy egy bizonyos

zi = ynUi+yi2y2-\----- Fyingn, (1=1, 2, . . . n)
transzformációval, melynek determinánsa szintén nem 0, a

alakba; tehát:

ahol:

Zí-|-232 z|-|------ \-Bn z„

Ai </?4-A2 gid----- |-An gA=Bi zf+B2zB-|----- \-Bn z2a,
zí = y<T.Vi+/i2'/2+---+rinyn, (<=i, 2,... n)

Tegyük fel már most az állításunk ellenkezőjét, pl. azt, hogy a balolda­
lon k számú pozitiv tag van, a jobboldalon pedig l számú, ahol l>k.

Legyen például a baloldalon az első k, a jobboldalon az első l tag pozi­
tiv. Válasszuk már most az gt, g2, ■■■Un értékeket úgy, hogy egyrészt
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í/i = !/2=--=y* = o,
másrészt pedig, hogy

zí+i= zi+z — • ‘' — zn — 0
legyen (2,4=0, z24=0, z3=|=0,..., zj=|=0). Az utóbbi egyenletek az elsők tekintetbe 
vételével ilyen alakúak:

/I+j, k+i Uk+1 + /1+j, k+2 í/k+2 H----- F Zí+J, n Un = 0, (J=1, 2, . . . H—Z)
az n—k számú y-ra nézve n—l számú egyenlet, de föltételünk szerint Zc<Z, 
az az n—Kn—k, tehát ezen egyenletrendszernek mindig van O-tól külön­
böző megoldásrendszere. Ha y,, y2,... yn ezen így meghatározott értékeit 
helyettesítjük az a)-ba, akkor a baloldal negatív vagy zérus lesz, a jobb­
oldal pedig pozitív, tehát képtelenségre jutottunk. Vagyis l>k nem lehet­
séges. Ugyanígy mutathatjuk ki, hogy l<k sem lehetséges és ezzel a tehetet­
lenségi törvény be van bizonyítva. Ezzel egyúttal az az a priori belátható tény 
is el van intézve, hogy ha a Sa^x/Xif valamelyik kanonikus alakja csupa 
pozitív (negatív) együtthatót tartalmaz, akkor minden kanonikus alakja is ilyen.

Még egyszer kimondjuk, hogy a Sa^XiXi; akkor és csakis akkor definit, ha 
a) a determinánsa nem zérus és b) kanonikus alakjában minden együtthatója 
ugyanolyan előjelű.

5. Orthogonális transzformáció, Most azzal a kérdéssel akarunk foglalkozni, 
hogy miképpen lehet ezen együtthatók előjelére nézve döntenünk a nélkül, 
hogy a kanonikus alakra való transzformációt elvégeznék; mert nyilván 
SatkXiXk együtthatóiból e döntésnek elvégezhetőnek kell lennie. Evégből 
majd egy speciális valós transzformációt tekintünk, mert hiszen már tudjuk, 
hogy akárminő valós transzformációval vigyük is át az alakot a kanonikus 
alakba, a pozitív együtthatók száma nem változik.

Azt állítjuk, hogy létezik olyan valós együtthatójú lineáris transzformáció :
»í = “fi í/i + “í2 J/z H----- 1- “ín Un,i=l, 2,... n

mely nemcsak a
SaikXiXk

quadratikus alakot viszi át az

A, í/,4-A2 y2-i-----1-An y„

kanonikus alakba, hanem egyúttal az

x?+x^4-----F^n
négyzetösszeget is átviszi az

l/i+öiH-----Fy?,
négyzetösszegbe.

Képzeljük azon valós xi,x2l-..xn értékek halmazát, amelyekre nézve: 
x? + xi-|-----

Nyilván mindegyik x, a —1 és +1 között van. Ha a SaikXiXk quadra­
tikus alakban az x változóknak e halmazbeli értékrendszert tulajdonítunk, 
akkor SatkXiXk abszolút értéke által fölvett értékhalmaz korlátos lesz, tehát 
van felső határa és minthogy \SaikXtXk\ folytonos, továbbá a tekintetbe jövő 
(xt..., xn) értékrendszerek halmaza zárt*, tehát e felső határt fel is veszi,

* Ha adatik a valós számoknak egy halmaza és a olyan valós szám, 
melynek tetszés szerinti kis környezetében (azaz a—e és a+e között — bár­
minő kicsiny legyen is e) van a halmaznak eleme, akkor azt mondjuk, hogy 
a a halmaz sűrűsödő helye. Ha a halmaz olyan, hogy minden sűrűsödő helye 
is bele tartozik, akkor zárt. Az Xi+x?-f--"+x^<l, egyenlőtlenséget kielégítő
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vagyis van maximuma. Legyenek azok az x értékek, amelyek e maximális 
értéket létesítik:

Xj — “u, Xg—CEjg, • ■ • Xn—“in*

és legyen Saufanauf — Aj.

Először is azt állítjuk, hogy:

“Íl+“12+”, + “in = 1,;
mert ha e négyzetösszeg kisebb volna 1-nél, (nagyobb nem lehet, mert hiszen 
XjH----- |-x^<l), például értéke Á2<1 volna, akkor, ha 

helyettesítést végeznek, a Sa^XiX^ absz. értéke növekednék.
Ha ^antXtXk pozitív definit vagy pozitív semidefinit alak, akkor A, 

pozitív és ez az alak maximális értéke az x?4----- hx2^l tartományban; ha
negatív definit vagy semidefinit az alak, akkor A, negatív és ez az alak 
minimális értéke az x|4----- l-x^íSl tartományban.

Alkossuk meg az au,... aín maximizáló (maximummá tevő) értékekkel ezt 
a lineáris alakot:

Lt(x) =a11 Xx+a12 x24---- l-ftm xn,

akkor azon valós x17 Xg, ...xn értékek, melyek az előbbi x|+x?+"-4-x^<l 
és azonfelül az

Lt (x) = 0

feltételt is kielégítik, az x1...xn számrendszernek egy, az előbbi halmazban 
foglalt részhalmazát alkotják. A változóknak amaz értékrendszerei között, 
melyeken |2?a£*XfX*| a most definiált tartománybeli maximumát felveszi, 
megint van legalább egy olyan Xi=a21,... xn=a2n rendszer, hogy fennáll az

“21+ “22+ • —I- “in—1

egyenlet és amely másrészt az Li(x)=0 egyenletet kielégíti, azaz:
“it «2i+«i2 “22-1-------- h“in “2n=0.

“2í“2A- legyen A2. | A2 | a A'a^.x, x;,4 maximuma a szóban forgó tar­
tományban. Készítsük el az «21, a22,... a2n maximizáló értékekkel ezt a 

lineáris alakot:
(X) = “21X1+“22X2 + '-----l"“2nXn •

és tekintsük azon xt, x2,... xn értékrendszert, amely az

x^ + xjH----- |-xS<l és az Lt(x) = 0, Lg(x) = 0
feltételeket kielégíti és a Sa^x/Xy quadratikus alak abszolút értékét maxi­
mummá teszi. Legyen ez a következő :

Xi — “31, x2 ~ a32, . . . xn = a3n,
Akkor fennáll egyrészt:

“31 + “32 4- • • • 4- “in — 1, 
másrészt pedig:

Xj, x2, ... xn számok halmazai zártak (vagyis maga az xlf x2,... xn n dimen­
ziós számhalmaz zárt) ; mert ha pl. (§,, g2,.. . §„) a halmaz sűrűsödő helye, 
mely nem tartoznék bele a halmazba, akkor Íi4-§24----- |-Sn>l volna és akkor
meghatározható volna a (5, •■•(in) pontnak olyan környezete, melyen belül a 
halmaznak egy pontja sem volna, vagyis (ít•••?„) nem volna sűrűsödő hely.
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all a31 4“ “12 “32 4"'* * 4“ aln &3n — 0, “21 “31 4“ “22 “32 4” " ‘ 4" a2n a3n — 0,

így folytatva az eljárást, n lépés után az «nl, ... ann értékrendszerhez 
jutunk, mely az | 2taikXjXk | értékét maximummá teszi és e mellett az

L1(.r)=0, L2 (x)=0, ... Ln_i(x)=0
egyenleteket kielégíti; (feltételes maximum, melyről'később tüzetesebben is 
szólunk). Legyen Saikaniank = An. | An | a | SaikXiXk\ alaknak maximuma az 
ily módon redukálódott tartományban,

Az aik számok olyan tulaj donságúak, hogy:
«il “fcl 4- «Í2 “fc2 4---------1- “ín “in

0, vagy 1 a szerint, amint i’4=k, vagy k. Azt mondjuk, hogy az aik szá­
mok orthogonális rendszert alkotnak.

Könnyen megmutathatjuk, hogy az a,;.- rendszernek az a tulajdonsága is 
megvan, hogy

“lí “lit 4- “21 a2k 4- • • • 4- “ni ank

0 vagy 1, aszerint, amint i=£k, vagy i=k.*
Vezessük most be az

x'j — “ii Xj 4* “12 4- • • • 4- “in xn
X?2 = “21 X14- “22 x2 4--------- F “2n xn

X?n — “ni^i 4- “n2^-2 4~ ‘’ 4“ “nn^n

lineáris orthogonális transzformációt. Azt állítjuk, hogy ez olyan transzfor­
máció, mely a Sa[kXiXk-t négyzetösszeggé transzformálja és emellett az 
^14-^2 4----- f-x^-et átviszi x'j-\-x2-\------(-x„-be.

Az utóbbi állítás azonnal következik az aik együtthatók orthogonálitásá- 
nak figyelembevételével, ha előállítjuk az x'j-\-x2 +---- \-x'„ négyzetösszeget.

Az első állítás pedig így bizonyítható be: A szóban forgó transzformá­
ció átviszi a 2aikXiXk quadratikus alakot a ^a^-xJ-xÁ-ba. Azt állítjuk, hogy 
xt együtthatója az előbb említett Aj érték. Ugyanis, ha Xj=ajj, x2=a12,...

* Ugyanis az ag. elemek előbbi tulajdonságából következik, hogy 
vagyis az determináns vagy 4-1, vagy —1. Az aít számok 

között fönnáll n2 egyenlet, melyek közül egyik rendszer ez:
“11 “n 4- “12 “12 4--------- 1- “in “in = 1
“21 “114“ “22 “12 4- * ’ * 4- “2n “in — ő
“31 “114- “32 “12 4- ■ • • 4- “sn “in — 0

“ni “114- “n2 “12 4-------- 1- “nn “in = 0

ami az a,,, a12,... aln-re vonatkozó lineáris egyenletrendszernek tekinthető, 
melyből ezek, minthogy a rendszer determinánsa nem 0, egyértékűen hatá­
rozhatók meg és pedig ha A^-val jelöljük az |«i*| determinánsban az a^-hoz 
tartozó aldeterminánst, akkor azonnal kiadódik, hogy

“11 = ± Au, “12 = ± A12, . .. “m = ± Aln,

hol a felső vagy alsó előjel érvényes aszerint, amint |af/. | =4-1 vagy —1. Ha 
megfelelően a többi n rendszert írjuk fel, akkor általában azt kapjuk, hogy 
ez az determináns azon nevezetes tulajdonsággal bir, hogy “f*=±A,-fc; 
minthogy pedig I “rvcl=ztl, tehát ha e determinánst az í-ik oszlopa szerint 
kifejtjük, azt kapjuk, hogy

“lí “li 4- “21 a2k 4--------F “ni ank
0 vagy 1, aszerint, amint i-^k, vagy i—k.
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xn=«ln tesszük, akkor a/2=0, xi=:0,... x},=0 lesz és xi=l. De a SatkXiXk 
ezen értékrendszernél éppen az Ar értéket veszi fel; a 2a'ikx’iXlk-bő\ 
pedig ezen helyettesítéssel a'n lesz, tehát a'u—Ai. Éppen így mutathatjuk meg, 
hogy x-2 együtthatója A,-, vagyis a ^a^x/x^-nak az

Xj = a,!, x2 ~ ítI2, • • • xn — cc/n

-hez tartozó értéke. így tehát a szóban forgó orthogonális transzformáció 
a ^űífcXíXfc-t átviszi ebbe az xi szerint rendezett quadratikus alakba:

iSajfcXiXfc — A1x'12-|- 2Bx) d- C,

ahol B az x2, a/3,... x'n lineáris alakja és C ugyanezek quadratikus alakja. 
Minthogy pedig Sx^= Sx1^; tehát:

SaikXiXk — At (x?+xiH---- 1-xJ) = At x'i + 2Bx'1 + C — AJxfd- xt/d----- 1- x^2),

vagyis: ^ai/tx,x/k- — AJx^d----- l-x?,) = 2Bx'1 + D,

ahol D az xf2...x'n quadratikus alakja. A baloldal mindazon x2, x2, ...xn 
értékeknél, melyeknek négyzetösszege : 1, nem pozitiv, illetőleg nem negatív, 
aszerint, amint Aj pozitiv, vagy negatív, mert | At | a j 2aikXiXk | maximuma; 
a jobboldalon, ha B nem volna 0, az xi nyilván úgy volna választható, hogy 
a jobboldal pozitiv (illetőleg negatív) legyen. Ezzel kimutattuk, hogy B—0, 
vagyis, hogy a szóban forgó transzformáció a Sa;kXiXk quadratikus alakot 
átviszi olyan Sa'ikx,j x);-ba, amelyben x'l csak egy helyen szerepel: az Atx'f tag­
ban. Éppen így mutatjuk ki az xt, xi,... x„-ről ugyanezt, vagyis azt látjuk, 
/iopy az

= «íi Xj + ai2 x2 d-----1- ain xn
(i-1.2,...n)

orthogonális transzformáció átviszi a 2aikXiXk alakot a következőbe:

2aik Xi xk = At x'l d- A2 xíd------1- An x'„.

6. A karakterisztikus egyenlet. A kanonikus alakban szereplő Alt A2,... An 
koefficienseknek egy nevezetes tulajdonságát mutatjuk ki; azt, hogy ezek az 
együtthatók a

D (Z) =

űll Z, a12, . . . Um 

o2i, a22—Z, ... a2íl 
= 0

ani, an2i ■ ■ ■ ann %

karakterisztikus egyenlet gyökei. Ugyanis próbáljuk alkalmazni az előbbi

x-^tt^xd----- \-BinXn
(í—1,2,... n)

orthogonális transzformációt erre a quadratikus alakra:

SaikXiXk — Aj (x?d-a^d----- 1-Xn),

akkor ez átmegy a következőbe:

(Aj—Aj) x’l -|- (A2—A,j x^ d- • • • d-
+ (A^i-Ai) x)21 + (Ai+1-Af) x£t d- • • • + (A„-Af) x'„, f)

vagyis n—1 változó quadratikus alakjába; tehát kell, hogy a
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SaikXjXk — Ai (x?-|----- |-a$)

determinánsa 0 legyen; vagyis

ön—A,, a12, ■ ■ • am 
Ö21, a22“-^í, * * * Ö2n

önii ö;(2, ■ ■ ■ &nn Aj

tehát az A, valóban eleget tesz a D(Z)=O egyenletnek. Megmutathatnak, 
hogy ha az Atx2-f A2x2-\------1- Anx„ alakban egyenlő együtthatók is van­
nak, pl. At=Ak, vagyis ha a fi) alatti kifejezésből nemcsak xj, hanem x?k is 
hiányzik, akkor az A; a Z)(A)=O egyenletnek kétszeres gyöke, s általában, ha 
A(- együttható r-szer fordul elő, akkor A(- a Z)(Z)=0 egyenletnek r-szeres 
gyöke. így tehát arra jutottunk, hogy az Aj, A2,... An a ö (Z)=0 egyenlet 
gyökei. E szerint a Sa;kXiXk quadratikus alakot egy orthogonális transzformá­
cióval mindig átvihetjük az A1x'f+ A2x2-\------|-Anx„‘ kanonikus alakba, ahol
A„ A2, -.. An koefficiensek a D (Z)=0 egyenlet gyökei.

7. A quadratikus alak definit voltának szükséges és elégséges kritériumai. Most 
már felelhetünk arra a kérdésre is, hogy miként lehet eldönteni az adott 
quadratikus alak együtthatóiból, hogy az illető alak definit-e, vagy nem?

A SajkXiXk akkor és csakis akkor definit, amint már említettük, ha az 
Au A2,... An mind egyforma jelűek; e szerint tehát definit pozitív az alak, 
ha a D(Z)=0 egyenlet gyökei mind pozitivok.

Ha a Ö(Á) determinánst Z hatványai szerint rendezzük, akkor

(-1^ D (k) = ).n - K, k"-* + K2 Zn~2 + • • • + (-1)" K,„ 
ahol

all> ai2, • • • ain
ö21» • • • a2ll

Kn = ................................... ±= D

• • • önn

és Ki a f) determináns í-edrendű főaldeterminánsainak összege, főaldcter- 
minánsnak nevezve azokat az aldeterminánsokat, amelyeknek a fődiagonális- 
ban levő elemei az eredeti determináns fődiagonálisának elemei közé tartoznak.

A Z)(Z)=0 egyenletnek összes gyökei valósak. A Descartes-féle jel­
szabályból következik, hogy ezen egyenletnek akkor és csakis akkor lesz 
minden gyöke pozitív, ha a Klt K2,... Kn összegek mindannyian pozitivok.

Arra az eredményre jutottunk tehát, hogy a Saikx;xk akkor és csakis 
akkor lesz definit pozitív alak, ha az |aiA.| determináns, továbbá e determináns 
minden i-edrendű (z=1, 2,.., n—1) föminorainak összege pozitív.

Ezt a kritériumot még egy kissé átalakítjuk; t. i. kimutatjuk, hogy 
nem is kell a főminorok összegét venni, hanem elégséges, ha a l)--\aik\ 
determináns, továbbá ennek az ann-hez tartozó aldeterminánsa: D2, ennek 
az an_i,n-i-hez tartozó aldeterminánsa: Z)2, ennek az a„_2n_2-hez tartozó 
aldeterminánsa D3 s í. t., szóval az egymásba illesztett fősarokaldetermi- 
nánsok pozitivok; vagyis megmutatjuk, hogy a D determinánsnak az a neve­
zetes tulajdonsága van, hogy ha a J), D,. D2, ■ ■ ■ Dn = alt aldeterminánsok 
pozitivok, akkor a Saikx,xk definit pozitív alak és fordítva, ha ez az alak 
definit pozitív, akkor D, Dt, D2,... Dn mindannyian pozitivok.

legyük lel, hogy a SalkXiXk definit pozitív alak; akkor Z) = |aífc| deter-
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minans pozitív, mert |aÍJc| determináns a /J (Z)=0 gyökeinek szorzata. így 
tehát most már tudjuk, hogy definit pozitív quadratikus alak determinánsa 
pozitív. Tegyük most xn=0, akkor a keletkező új Saikxixk alak (mely­
ből xn hiányzik) szintén definit pozitív, tehát a determinánsa, mely nem más, 
mint pozitív. Ha xn=0, xn_1=0 tesszük, akkor az új SaikXiXk alak, mely­
ből xn_t és xn hiányzik, szintén definit pozitív, tehát a determinánsa, mely 
nem más, mint D2, szintén pozitív s. i. t. Ezzel kimutattuk, hogy a SaikXjXk 
pozitív definit voltának szükséges jeltétele, hogy D, Dt, D2,... determinánsok mind 
pozitivok legyenek.

Most megmutatjuk, hogy fordítva, ha D, Dt, D2,... vagyis az | a;k\ minden 
fősarokaldeterminánsa, azaz sorban :

l | I all “12 O13

°11’ « n ’ °21 °22 6,23 ’ ‘ ‘
I Ű31 ö32 fl33

mindannyian pozitivok, akkor a 2aikXjXk definit pozitív. Evégből csak azt 
kell megmutatnunk, hogy ha e fölírt determinánsok pozitivok, akkor a 
D (A)=0 egyenlet minden gyöke pozitív, vagyis az előbb K2,... Kn-ne\ 
jelölt együtthatók mind pozitivok. Mi ennél többet mutatunk meg: azt, hogy 
ha a felírt fősarokaldeterminánsok mind pozitivok, akkor minden főaldetermi- 
náns pozitív. Ezen állítás bizonyítására hivatkozunk a determinánselmélet 
azon közismert tételére, hogy ha a B = | b;k | determináns b,k elemének al- 
determinánsát ffk-val jelöljük, akkor

I Prs Prt I __ p r
l/Wfl ’ ’

ahol C-vel jelöltük a B determinánsból az r-ik és u-ik sor, valamint az s-ik 
és f-ik oszlop kitörlésével keletkező n—2-edfokú determinánst.*

Alkalmazzuk ezt a tételt a következő módon: Tegyük fel, hogy az j a,* | 
determináns valamelyik p-adfokú [p sorból és oszlopból álló] főaldeterminánsa 
pozitív, például az, amely az í2, i2,... z^-ik diagonális elemeket tartalmazza 
és ezt rövidség kedvéért (z'v z2,... ÓJ-val jelöljük; és tegyük fel, hogy ennek 
p—1-edfokú fősarokaldeterminánsa pozitív (az, amely az utolsó sor utolsó 
eleméhez tartozik) és ennek minden főaldeterminánsa is pozitív. Kimutatjuk, 
hogy mindegyik p—1-edfokú főaldetermináns, például az (ij, z2,... z’jf_1, ik+1,.. ■ i?) 
pozitív. Ugyanis az előbbi tétel szerint r=ie, s—ie, t=ik, u=ik téve:

0'1, . Zp_j) (z\, . . . ík—i, ík+li • • • J'p) -“ 0*1, ’*2, • * • jp) 0'1, • • • O‘-li Oc+1, • * • ^p-1),
ahol /?-val jelöltük rövidség kedvéért az (z't, í2,... í?)-nak k-ik sorában és 
p-ik oszlopában levő elemhez tartozó aldeterminánsát. Minthogy feltételünk 
szerint a jobboldal és a baloldalon álló első tag első tényezője is pozitív, 
tehát a második tényezőnek, vagyis az z\.-ik sor és oszlop kihagyásával kelet­
kező p—1-edfokú főaldeterminánsnak is pozitívnak kell lennie.

Eszerint abból, hogy au pozitív és alta22—o?2 pozitív, következik, hogy a22 
is pozitív, vagyis az 011012 minden főaldeterminánsa pozitív. Abból, hogy

I °21 a22 I

an a12 a13
021 ^22 ^23

Ű31 ü32 Ö33

és ennek sarokaldeterminánsa, az aua22—a^, valamint ennek főaldetermi-

* L. például Baltzer : Determinanten IV. kiadás 58. lap.
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nánsai atl és a22 pozitivek, következik, hogy minden másodfokú főaldetermi- 
nánsa pozitív, vagyis az (13) = atla33—a?3, a (23) = a22a33—al3 is pozitivok és 
ebből megint, hogy a33 is pozitív.

Ha most tovább haladunk, abból, hogy az (1234) főaldetermináns és az 
(123), valamint ennek összes főaldeterminánsai [a (12), (23), (13)] pozitivek, 
következik, hogy egyúttal a (234), (134), (124) is pozitivok, de ebből megint 
az, hogy az (1234)-ben levő összes másodrendű főaldeterminánsok is poziti­
vok, vagyis az előbbi (12), (13), (23) másodrendű aldeterminánsokon kívül 
még a (14), (24), (34) is pozitív és ebből tovább, hogy az au, a22, a33-n kívül 
még az a44 is pozitív. így haladva tovább, következik, hogy általában min­
den főaldetermináns pozitív. Ezzel tehát kimutattuk, hogy ha az | a,/- | deter­
mináns sarokaldeterminánsai pozitivok, akkor minden főaldetermináns pozi­
tív és így az egyenlőrangú főaldeterminánsok összegei, a ű(Z)-ban szereplő 
Kt, K>.... Kn együtthatók is mind pozitivok, a Z)(A)=0 egyenlet gyökei is 
mindannyian pozitivok, tehát a definit pozitív.

Most már tehát véglegesen kimondhatjuk, hogy a SaucXiXi, quadratikus 
alak akkor és csakis akkor definit pozitív, ha az I a,/. | determináns sarokaldeter­
minánsai, a

an a12 a13

^21 ^22 ®23 

fl31 ű32 ű33
mindannyian pozitivok.

A Sa^XjX^ definit negatív, ha a 2-fai^XjXi;) definit pozitív, vagyis, ha

— fln> A2 — I 11 12 j , A3 — 

I a21 “22 I

zl2l>0, A3<cO, . . . A2/í_3<C0, A2;f>0, . . .
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FELTÉTELES SZÉLSŐ ÉRTÉK.

1, Feltételes szélső érték. Sokszor fordul elő az ilyen feladat: Adva van 
z—f(x, y) függvény, de az x és y változók között, a <p (x, y)=0 reláció áll fenn 
(tehát a z voltaképpen egyváltozós függvény); határozzuk meg azon x, y érté­
keket, amelyek a z függvényt maximummá (minimummá) teszik. Ilyenkor azt 
mondjuk, hogy feltételes szélsó értéket keresünk.

df dip df dip . , , ,Tegyük fel, hogy a <p (x, y) = 0, meg a = 0 egyenletek
közös gyökeinek valamelyike (£. y). Legyenek <p (x, y) első differenciálhányadosai 
a (5, y) környezetében folytonosak és az x=$, y=y helyen O-tól külön­
böző, akkor az y előállítható a § környezetében az x differenciálható függ­
vénye gyanánt y=i/>(x) alakban és az x, meg a w (x) a <p [x, y>(x)]=0 egyen­
letet az említett környezetben identikusán kielégítik. 11a y-t az x függvénye 
gyanánt így előállítva képzeljük, akkor voltaképpen az a kérdés, hogy a

z =/[x, V (X)]

egyváltozós függvénynek minő x helyen van szélső értéke? Kell, hogy e 
■ । dz _ , helyen - 0 legyen, vagyis:

dz _ df df dy _0
dx dx dy dx

legyen; másrészt azonban a <p (x, y)=0-ból ered:

d<p , dip dy _ 0 
dx dy dx ’

tehát szélső érték csak olyan (x, y) helyen lehet, amely a

= O és y>(x,y) = 0 dx dy dy dx

egyenleteket kielégíti. Ilyen hely az említett (§, y).
Ezl az eredményt még másképen is fogalmazhatjuk. Ha ugyanis vala­

mely x=í, y=y helyen a
/ \ n z. df dip dip df _tp (x, y = 0 és -5---- 5---------  -f— = 0,dx dy dx dy

akkor van olyan Z szám, mely e két egyenletet kielégíti: (x=£, y=y téve)
7

Beke: A differ enciálszámitás. II. 1
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3X dx

i-+z4L=0-Sy Sy

Fordítva, ha A ezen két egyenletet kielégíti, akkor a I) dete,'“ 
inináns 0; tehát a szélső érték helyének megállapítása végeit e k/t egyen­
letből és a <p (x, j/)=O-ból az x, y és A számokat kell meghatároznunk.

Az 1) alatti egyenletek éppen olyanok, mint aminőkre akkor jutunk, 
ha azt kérdezzük, hogy az f+ty függvénynek hol van szélső értéke (tekintet 
nélkül az x és y között fennálló relációra). Az eljárás tehát, amely a feltételes 
szélső érték meghatározására vezet, a következő :

Egy határozatlan A (állandó) multiplikátorral megalkotjuk az

F = f+

függvényt, megkeressük azon (x, y) értékpárokat, amelyek ezt maximummá 
(minimummá) lehetik. Az x és y mint a A függvénye adódik. Az így meghatáro­
zott x és y a <p (x, y)=0-ba helyettesítendő, miáltal a A számértékét kapjuk meg 
és ezzel az x és y numerikus értékei is meglesznek.

Hogy az így meghatározott (x, y) értékpár az f(x, y)-t valóban maxi­
mummá vagy minimummá teszi-e, annak eldöntésére a z=/(x, y) x szerinti 
második differenciálhányadosának megvizsgálására van szükségünk :

d2z d Ff dy d2f , dy -2 df d2y
dx2 dx L dx dy dx J dx2 dxdy ■ dx dy2 ' dx' dy dx2 

és ha tekintetbe vesszük, hogy

S<P , S<p dy _ ..
dx dy dx ~

identikusán ki van elégítve, akkor ebből az is következik, hogy a

S<P , 3<p dy
dx dg dx

x szerinti differenciálhányadosa is 0, azaz:

8*<P , 2 d2<p dy d2<p / dt/ ,2 d<p d2y _
dx2 dxdy dx dg2 ' dx• dy dx2

(l'^Zés ha ezt az előbb meghatározott A-val szorozva a --- kifejezéshez adjuk és
f-\-k<p=F tesszük, arra jutunk, hogy:

d2z = <?2F d2F dy d2F . dy_é~ SF dkg
dx2 dx2 dxdy dx dg2 ' dx ' + dy dx2

Ha x=$, y=y az a hely, amelyen /(x, g) a <p (x, g)=0 feltétel tekintetbe
vételével szélső értékű (a feltételes 

dFhelyettesítve, -5— = 0, tehát: sy

szélső érték helye), akkor x=g, y=y-t

d2z _ d2F d2F dy 4 ÍPF_ dy_2
dx2 dx2 dxdy dx dg2 ' dx'

Ebben a kifejezésben a (x, y)-0 egyenletből :
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d<p 
dt/ _ dx 

r dx tí(f>

x (i^Zés x=f, y=y teendő. Ha pozitiv, akkor f(x, y)-nak minimuma van a 
(S, í) helyen, ha pedig negatív, akkor maximuma van. Ha pedig —— 0, 
akkor a magasabb differenciálhányadosokat kell kiszámítanunk. Ha az első 
el nem tűnő differenciálhányados páratlan rendű, akkor szélső érték nincsen, 
ha páros rendű, akkor maximum vagy minimum van a (g, r/) helyen a szerint, 
amint ez a differenciálhányados negatív, vagy pozitiv.

2, Példák kétváltozós függvény feltételes szélsó' értékének számítására. í. Példa. 
Legyen adva a z=f(x,y) függvény és legyen Hx+uy+l=0; az a kérdés, 
hogy a z—f(x,y) felületnek az «x+ih/+1=0 egyenesen át az (x, y) síkra 
merőlegesen helyezett síkkal való metszés vonalában melyik az (x, y) sík fölött 
legmagasabban (legalacsonyabban) fekvő pontja. A jelen esetben <p(xfy} 
igen egyszerű : ux+vy+1 lineáris függvény. Megalkotjuk az

F=f(x, y) + Z (ux+uy+í)
függvényt. A kérdéses pont (x, y) koordinátái kielégítik ezeket az egyenleteket:

+ Au — 0 ; ~ - + Zt> = 0 ; ux + vy + 1 = 0.U l]
E három egyenletből meghatározzuk az x, y és A értékeket.
Ha például fix, y) a következő másodfokú függvény :

z = ax2 + 2ftxy + yy2 + 2dx + 2ty + A-, 
akkor az előbbi egyenletek :

2ax + 2fly + 2d + ku = 0 ; 2/9x + 2yy + 2e + kt> = 0 ; ux + vy + 1 = 0.
Ebből a három egyenletből meghatározzuk az x, y, k értékeket. Hogy 

az így nyert (x, y) maximumot, vagy minimumot szolgáltat-e, annak meg­
állapítása végett az

F = f (x, y) + k (ux+vy+V)

második differenciálhányadosait számítjuk ki: Fxx — 2a, Fxy = 2/9, Fyy=2y 
minthogy továbbá ~~ a jelen esetben az állandó: m=— , tehát ha

a + 2/9m + ym2,
pozitív, akkor minimummal, ha negatív, akkor maximummal van dolgunk.

Ennek a feladatnak speciális esete a következő: z = (x—a)2+(y—b)2 
minimum legyen az ux+uy+l=0 feltétel mellett. Ez esetben a geometriai 
feladatunk az (a, b) pontnak az «x+»i/+l=0 egyenestől való legrövidebb 
távolságának a meghatározása. Ekkor a feladatban szereplő

oh+ /w-|-1
~2 a2+»2

és x = a—y = b — \\ és minthogy 1+m2 pozitív, tehát minimum- 
2. —

mai van dolgunk. E minimum (a legrövidebb távolság négyzete) :
(ail+Z»i>+l)2

u2+u2
7*
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2. Példa. A kúpszeletek főtengelyei. Ha a koordinátarendszer kezdőpontja 
a kúpszelet középpontjában van, akkor a kúpszelet egyenlete:

a11x2+2aí2xy+a22y2 —1=0.

Kössük össze a kúpszelet (x, y) pontját a kezdőponttal. Ezen egyenes 
köz hossza legyen r; akkor

r2 = x2+y2.
Kérdés, hogyan kell az (x, y) pontot választanunk, hogy az r távolságnak 

szélső értéke legyen. A kérdés tehát az, hogy minő (x, y) értékrendszel teszi 
az x2+y2 kifejezést maximummá (minimummá), ha egyúttal az

a11x24-2a12xy+a2Zy2 = 1

feltétel is ki van elégítve. (Főtengely-probléma.) Alkossuk meg[Z—------téve] az

F(x, y) = x2 +ya — (a11x2+2u12xy4-a22y2 ’)

függvényt. Az x és y, valamint a> úgy határozandók meg, hogy :

-4 Fx = x — — (a,, x+«12 y) = 0 ; -4 F„ = y - ~ (a21 x+«22 y) = 0;

a11x2+2<i12xy+«i22y2 = 1

legyen. [öi2=a2i a számítás szimmetriája céljából.] Az első két egyenlet:

(a„—to) x + a12y = 0; a2í x + (a22—<o) y = 0. a)

Ezen egyenletrendszernek csak akkor lehet x—0, y=0-tól különböző 
megoldása, (r=0, y=0 értékrendszer nem felelne meg az <z11x2+2a12xy+ 
+a22y2=1 feltételi egyenletnek), ha

vagyis : to2 — <o (a«+a22) + an a22 — a'{2 = 0.

Könnyen meggyőződhetünk arról, de általános tételekből is következik, 
hogy ha <in, a12, a22 valósak, akkor ezen egyenlet gyökei valósak ; továbbá 
egyszerű számítással arról is meggyőződhetünk, hogy ezen egyenlet gyökei 
csakis akkor lehetnek egyenlők, ha an=a22 és a12=0, azaz, ha a szóban 
forgó kúpszelet: kör. Ebben az esetben szélső értékről nem lehet szó. 
Zárjuk ki ezt az esetet, valamint azt is, midőn a11a22—a|2=0, (mely utóbbi 
esetben a végesben nincs középpont), akkor a két gyök különböző és egyik 
sem 0. Jelöljük az egyenlet gyökeit to, és to2-vel. Ha <o helyett coj-et és 
(x, y) helyett (xt, y2)-et tesszük, akkor az a) alatti egyenletek :

(a,i-o»i) Xt + ai2yt = 0; a21 x, + (a22—a)t) yt = 0. p)

Ezek az egyenletek nem függetlenek egymástól, mert ű(<u1) = 0; tehát 
az elsőből, illetőleg a másodikból (ha a12=0 volna, akkor a D (<o) =0 gyökei 
«u, a22 volnának ; ezt az esetet, mely £) és az <o2-re vonatkozó megfelelő 
egyenlet alapján könnyen elintézhető, kizárjuk) :

__ __ Qj2 __ __ ^22 
l/l_________Ö11_________________ Qjji

és ha =—-———i/i-et az aJlír2H-2a12Xí/-l-a2o y2=l egyenletbe helyettesít­
őn wi
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jük, akkor yt kiszámítható és pedig, ha az egyik értéke yu a másik : — (/, és 
így a hozzá tartozó x értékek : xt és — xv Ilyenformán tehát az Wj-hez tartozó 
(x,y) pontok: (x1, yt) és (—xt, — ijJ szimmetrikus pontok, egy átmérő vég­
pontjai. Éppen így a>2 értékhez tartozik :

x2 __ a12 __
Uz ail "2 £,2i

és az előbbi módon megkapjuk az a>2 gyökhöz tartozó átmérő végpontjait: 
(x2, Uz) és (-x2, -y2)-t.»

E két átmérőről mellékesen megjegyezzük, hogy egymásra merőlegesek ; 
ugyanis az egyiknek irányhatározója: — =----- 512— , a másiké pedig:
ii n ^22— ----—— és ezek szorzata: —2—--------Ha tekintetbex2 a22—co2 aá2—a22(<t>1+»2)+w1w2
vesszük, hogy <u1+cu2=a11+a22 és <ö1<o2=a11 a22—a?2, akkor azt látjuk, hogy 
az irányhatározók szorzata: —1, ami arra vall, hogy a két átmérő egymásra 
merőleges.

Az r2 most már könnyen meghatározható. Ugyanis, ha a p) alatti egyen­
leteket Xj és {/i-gyel szorozzuk és összeadjuk és x^+y'j—r^ tesszük, akkor 
a kúpszelet egyenletére tekintettel :

"iíi=(anxi+2í/12x1y1+a22 </?)=!,

vagyis = Éppen így : i = x£ + j/i = ~ | | W2
Kérdés, hogy •— és az r2-nek valóban szélső értékei-e ? Evégből a 

második differenciálhányadost kell tekintetbe vennünk. Láttuk, hogy ha 
F=j+l<p, akkor azt kell megvizsgálnunk, hogy a szóban forgó helyen :

r'~+2F-í+F«(>)’ ”

pozitív-e, vagy negatív. Jelen esetben

F(x, y) - x2 + y2 - -i-(a11xa+2a12xy+aa2i;2-l),

tehát: FII=2(1--^-), Fro = 2(l--^),

továbbá az a11x2+2a12xy+a22 j/2=l feltételből:

dy _ _ a„ x+al2y . 
dx a2tx+a22y

Minthogy pedig p) szerint o,,x2+a 12Ui=<»i xt és a21x1+a22j/1=e>1y1, 
tehát: az (x, y) helyen : — -^1 és így a y) alatti kifejezés a következő :

E kifejezés előjelének megállapításához elég lesz a zárójelben levő ki­
fejezés vizsgálata. Tudjuk, hogy

Xj _ Q12 _ ^22 ^1
an—~ «2t ’

tehát: é9 .....51?...,
xtUi aiz Ui au~0)i
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vagyis : xi : xt yt: yi-a22-o)t : -«12: au-Wj,

azaz: x?=Ar (a22—®i), x1y1= — ka12. y'i—k (au—tot).

A k arányossági faktort az

au x2+2a,2 xy+a22 y2= 1

egyenletből határozzuk meg, melynek az (xt, yt) eleget tesz. Innen :

A- [2atl a22—2«?2-<»1 (a11+a22)]=l,

vagy a D (w1)=0-ból —<«, (alt4-a22)=—a>2—aua22+ai2 téve:
Ar [-<»?+«!! «22~a?2]=l

r r n íl«>«» tí) i ~ ill 2és így : xi =----- , xt y, =------------------------ =------—----- 5- ,
—®i+aiia22—a?z — a>?+ana22—a?2

«n— yi —---------—---- ------— ," •' — i»'i+a„a22—al2

tehát a szóban forgó y) alatti kifejezés, melynek előjelét meg kell határoz­
nunk, a következő :

(«n-«>i)ii+2aj2+(a22 -01)2 

W1 [<UÍ (aUf,22 °12)]

Ha még ^a22—ai2 helyébe a 1) (w)=0 egyenletből a gyökök szorzatát 
tesszük, ez a kifejezés átmegy a következőbe:

(flii-a>i)2+2a^+(a22-a>i)2
<ö2 í®!--- “*2)

Ha tekintetbe vesszük, hogy e kifejezés számlálója mindenesetre pozitív, 
akkor arra az eredményre jutunk, hogy az ri=xi-}-yi minimum vagy maximum, 
aszerint, amint az e>,—a>2 pozitív vagy negatív. Ha nem az (x, i/2), hanem az 
(x2 y2) helyen ejtjük meg ugyanezt a vizsgálatot, akkor ugyanilyen kifejezésre 
jutunk, amelyben a>t helyett o>2 áll. Ebből következik, hogy a nagyobbik o> 
gyöknek megfelelő r2 minimum, a kisebbiknek megfelelő pedig maximum.

Geometriai szempontból nem az r2, hanem az r vizsgálandó és csak 
azon esetben lehet szélső értékről szó, ha r valós, azaz r2 pozitív. Ha az

(«u-"i) ^1+012.^1=0,■ {/t=0

egyenleteket rendre xt és 1/1-gyel szorozva összeadjuk, akkor azt kapjuk, 
hogy :

®i (a^+'/i)=an^+2ai2Xii/i+a22Í/?=l,

vagyis r'i pozitív, ha e»j pozitív és éppen így r2 akkor pozitív, ha o>2 pozitív; 
vagyis az előbbiekkel egybevetve, mái’ most arra az eredményre jutunk, 
hogy:

1.. ha a>t és <02 pozitivok, akkor r, és r2 félátmérők közül az egyik 
maximum, a másik minimum.

2. ha a)t pozitív és <o2 negatív, akkor, minthogy Wj — ®2 pozitív, tehát 
r, minimális (r2 képzetes). Ugyanez áll r2-re, ha oi, negatív és u>2 pozitív.

3. ha (Uj és tu2 negatívok, akkor r, és r2 képzetesek és maximumról vagy 
minimumról nem lehet szó.

Az 1. esetben o)1<ű2=aila22—ai2 pozitív; aM+a22 is pozitív, tehát külön 
au és a22 is pozitivek : a másodrendű görbe valós ellipszis. A 2. esetben
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ai1a22—ai2 negatív, a görbe hyperbola, végre a 3. esetben a)ia>2=aua2a—a^2 
pozitív, de an+a22, tehát külön an és a12 is negatívok, a görbe képzetes 
ellipszis.

3. Több változó esete. Nem időzünk tovább most e számításoknál, 
amelyek a legtöbbször nem sokkal egyszerűbbek, mint ha az y-t 
mint az x függvényét a <p(x, y) — 0 egyenletből előbb explicit alak­
ban előállítjtik (ha lehetséges) és a z — f(x, y)-ba helyettesítjük; 
célunk inkább csak az volt, hogy a feltételes szélső érték keresésének 
kérdését ezzel az általános esetre előkészítsük. Legyen adva pl. i 
egyenlet i-f-k változó között.

(</!>•■• Hí, *!,••• = yh x1,... xk) = 0.

Ha xvx2,...xk, yv ... y, a felírt egyenleteket kielégítő számérté­
kek és ezen értékek bizonyos környezetében a <j\, (jp2,... függ­
vényeknek yt, y2,... y, szerinti függvénydeterminánsa nem 0, akkor 
ezen egyenletrendszer föltéve, hogy cpx, <p2,... fpi folytonos diffe­
renciálhányadosokkal biró függvények — az yt, y2,. .. y,- függő vál­
tozókra nézve megoldható és az yt, y2,.. • y, a szóban forgó kör­
nyezetben mint az xi,x2,...xk változók egyértékű, differenciálható 
függvényei értelmeztetnek.

Ha már most adva van a

z = f(y^ Uh x2,...xk)
mint az összes változók: xlt x2, .. xk, yt,... y, függvénye, akkor 
voltaképpen z csakis az x1, x2,... xk független változók függvényé­
nek tekinthető, mert hiszen föltételünk szerint az első i változó a 
q>x=0, 9?2=0,... 9?,==0 egyenletekből mint a következő k változó 
függvénye állítható elő. Kérdés már most, hogy a független xt, 
x2,. .. xk változók minő értékrendszerénél válik a z függvény maxi­
mummá vagy minimummá?

Hogy a z-nek szélső értéke legyen, ahhoz szükséges, hogy az 
xlt x2,... xk független változók szerinti differenciálhányadosai zéru­
sok legyenek; (legyen egy ilyen változó x„; ez az x& a z ki­
fejezésében több helyen szerepel; először szabadon a független 
x1,x2,... xk változók között, azután lekötve az yv y2,... y,- függ­
vényekben, amelyeket az x1,x2,...xk függvényeinek tekintünk; 
a z-nek az x0 szerinti diff. hányadosát éppen ezért a szabadon álló 

dzxQ szerinti diff. hányadostól megkülönböztetésül —---- val jelöljük;)
tehát kell, hogy:

dz _ dz dz dyx dz dy2 _____ dz_ dy, = Q a)
dxp dxp dyt dxQ dy2 dxQ dy, dxQ

legyen, ha q az 1, 2,... k értékeket veszi fel.
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Az itt szereplő
^2 dUi 

dXg ’ ÖXg ’ QXg

a ^=0, 7>2=0,... (fi—0 egyenletekből határozandók meg. VvS-m .
Az y1, y2,... iji függvényeket a (jp„ (ft függvényekbe helyet­

tesítve képzeljük és az így keletkezett identitásokat szerint 
differenciáljuk. Ekkor a következő egyenletekre jutunk:

^2 .____ I dyi
dxQ r dy, dxp ’r dy2 dxp dyt dxp
^2 . ^2 , ^2 gl/2 .____ . ^2 dyi _n

• • dxp ' dy, dxp dy., dxp dy; dxp

dlL । । ^2 ,____ , d<r>i ay, _q
dxp dy, dx() dy., dxp “r dy{ dxp

Ezekből az egyenletekből ki kellene számítanunk a

dy! dy2 dyj 
dxp ’ dxp ' dxp

differenciálhányadosokat és az így meghatározott kifejezéseket az a) 
alatti egyenletbe kellene helyettesítenünk. A szóban forgó differenciál­
hányadosok ezen egyenletrendszerből tényleg kiszámíthatók, mert 
ez a 4^-, -7^’-, • ■ • —' -ra nézve lineáris egyenletrendszer, mely- 

dxp dxp dxp ... • ,
nek determinánsa eppen a I) I ’ I luggvenydeterminans,

' JA> Uz, • • • Ui '
mely föltételünk szerint nem 0.*

E számítás helyett egyszerűbb lesz, ha ehhez a i egyenlethez 
i-j-l-iknek hozzáírjuk az a) alatti egyenletei és ezen z-f-1 egyenlet­
ből elimináljuk a mennyiségeket. így jutunk arra,dxp dxp
hogy a z-nek csak olyan helyen lehet szélső értéke, amelyre nézve 
ez a determináns :

* Azt mondottuk, hogy D ( 
Elég azt feltennünk, hogy ha

függvénydetermináns ne legyen 0.
■ Sk, ’Zi, • • • Vi olyan számértékek, me-

lyek a ?>i=0, . . . ?p,-=0, valamint az alább következő p) egyenleteket kielégí­
tik, akkor ezen a »?!,... >?,• helyen a D függvénydetermináns ne
legyen 0, ha csak a differenciálhányadosok folytonosak.
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dz dz dz dz
______ ______ _ ■ • • • .....  .
dx& dyt dy2 dyt

^9^1 ^9^1
dif dy2 dijj

d^p2 d<jp2 dcp2 d<f>2 = 0
ÖXp dyx dy2 dyt

day d<pi dcpi day
cl.r() dyx dy2 dyt

V)

vagyis: I) (z> = ()
Ui, y2,• ■ • ifi'

Itt Q az 1, 2,... k számok bármelyikét jelenti; tehát arra jutottunk, 
hogy ezen k determinánsnak :

I) (z’^ D / -■ yi. ■ ■9’j\
i/i, y2. • ■ ■ yJ’ úv y2>---yJ’

el kell tűnnie azon a helyen, ahol az

/■(.'/i, ?/2, ■ • • Ili, ^2, • • • xk)

D(z, 9>2,-.-?í\
\xk,yv y2,---yi'

-nak szélső értéke van. Ha az így nyert k egyenlethez hozzávesszük- 
még az adott i egyenletet: ^=0, ^2=0,... ^=0-t, akkor azt látjuk, 
hogy az /’(t/j,.. . y;-, xt,... x^) függvénynek csakis olyan x±, x2,... X]c 
helyen lehet szélső értéke, amelyen az így keletkező i-\-k egyenlet 
ki van elégítve. Az eredmény tehát, amire jutottunk, elég egyszerű:

1. Kiválasztunk az /-ben szereplő argumentumok közül tetszés 
szerint olyan i változót, amelyekre nézve a q>2,... (fy függvények 
determinánsa nem identikusán 0. Legyenek ezek az yt, y2,... y^, 
a megmaradók : x1, íc2, ... x^.

2. Megalkotjuk ezen k íüggvénydeterminánst:

D <P» <Pz> ■ ■ ■ <Pi\ 
\xP,yv y2>-- ifi'

ahol p egymásután 1, 2,... k-t jelent és megoldjuk a

g-) = 0’ = ^ = 0 I.
J/2, • • • JA '

- 1, 2,... k)

i-\-k számú egyenletet az xv ... xk, yv ... t/,-re. Szélső értéke a z-nek 
csakis ilyen helyen lehet.* E föltételeket még teljesen szimmetrikus

* E föltételekben látszólag az y2,. . . z/,- változóknak kiváltságos hely­
zetük van, mert a felírt függvénydeterminánsok mindegyikében szerepelnek 
ezek a variabilisek ; de megjegyezzük, hogy ez csak látszólagos kiváltság, 
mert ha az I) alatt szereplő k számú függvénydetermináns eltűnik, akkor 
bármelyik í-j-1 változó szerinti függvénydetermináns is 0.
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alakban is megfogalmazhatjuk. Ugyanis, ha az </x,... i/j, xt, x2,... xk, 
változókat sorban: xt, x2,... xn-nel jelöljük (í-|-Jc=n) és ha a fölírt 
I. alatti egyenletek valamelyik megoldása xt = av ... xn — an, akkor 
meghatározható olyan, i számú Zx, Z2,...Z,- állandó, amelyek kielé­
gítik ezeket az egyenleteket:

df . z 1 Z d(f>2 l ■■

2/. z ^ + z ^ + . 
dx2 + 1 őx2 + 2 dx2 dx2 II.

(ahol xx, x2,. .. xn helyett az a1, a2,,.. an teendők); mert a Z állandók 
meghatározhatóságához elégséges, hogy a ö Í 1 = 0

\ Xp, Xt, X2, . . . X; / 
egyenletek az ax, a2)... an által ki legyenek elégítve és fordítva is, 
ha vannak olyan Zx, Z,,... Z,- számok, melyek a II) alatti egyenleteket 
kielégítik, akkor a

\Xp, Xx, . . . Xf ' 
(p—i+1, í+2,.. . rí) 

egyenletek is fönnállanak.
így tehát az I. feltételek helyett azt is mondhatjuk, hogy szélső 

érték csak olyan helyen lehetséges, amelyre nézve a II. alatti és a 
^1=0, 9?2=0,... 9?,=0 egyenletek ki vannak elégítve, vagyis hogy 
a szélső érlékek helyéi megkaphassuk, meg kell határoznunk azon 
xx, x2,...x„ és Zx, Z2,... Z,-, tehál számra nézve n-|-í mennyiségei, 
amelyek a II. alatti egyenleteket és a 9’1=0,... y’l=0, tehát összesen 
n+i egyenletet kielégítik.

Ezt az eredményt még másként is értelmezhetjük. A II. alatti 
egyenletek ugyanis éppen olyanok, mint azok, amelyekre akkor 
jutnánk, ha azt kérdeznők, hogy az xx, x2,... xn változók ezen függ­
vényének :

^=/-J-Z1^>1-|-Z2^2-|------ FZ/^í

-nek, az xx, x2,... xn minő értékeinél van szélső értéke ; tehát úgy 
is mondhatjuk, hogy a feltételes szélső érték meghatározása úgy 
történik, mintha a <P függvény közönséges szélső értékét keresnők- 
A Zx, Z2,.. . Zf konstans multiplicatorok meghatározása végett a 
II. alatti egyenleteket az xt, x2,... xn-re megoldjuk, ezeket mint 
a Zt, Z2,...Z,- függvényeit a <pi—O,...g>j=O egyenletekbe helyet­
tesítjük és végül ezen egyenleteket a Zx, Z2,... Z,-re megoldjuk 
vagyis az n—í egyenletet az xx, x2,.. . xn, Zx,... Z, mennyiségekre 
megoldjuk).
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A tétel ezen fogalmazásában az xlt x2,... xn változók mind­
annyian egyformán szerepelnek.

Szélső érték csak az így megtalált helyen lehetséges. Hogy e helyen 
van-e valóban szélső érték, annak eldöntése ismét quadratikus alak vizsgála­
tára vezet. Az alább tárgyalandó példákban foglalkozunk ezzel a kérdéssel is.

4. Példák a feltételes szélső érték számítására. Egy-két újabb példa 
megvilágosítja a feltételes szélső érték meghatározási módját.

í. példa. Határozzuk meg egy adott (a, b, c) pont minimális távolságát 
egy adott ax+/9y+yz+<J=0 síktól. Az adott sík (x, y, z) pontja és az (a, b, c) 
pont közti távolság négyzete :

P=(X-a)2+(y-b)2+(z-c)2.
Ennek kell minimumnak lennie, föltéve, hogy x, y, z kielégítik ezt az 

egyenletet:
a.r+/íí/-t-yz+«J=O.

Megalkotjuk a Z állandóval az
F=(x—a)2+(y-b)2+(z—c)2+k(ax+0y+yz+ó)

függvényt. Ebből:
Fx—2 to—u)+Z«, F„=2 (y—b)+Z/?, Fz=2 (z—c)+Zy.

Az x, y, z és Z tehát ebből a 4 egyenletből határozandó meg :
2to-a)+Za=0; 2 (y—t?)+Z^=O ; 2 (z—c)+Zy=0 ; ax+/?y+yz-|-<5=0.

Innen: x=— ~ + a; y =—~ + b ; z=—^~ + c,

1 _ «a+^h+/c-|-<J
2 a2+/?2+y2 ’

tehát a t2 szélső értéke csak a következő lehet :
(aa+/?í>+yc+<h2 

a2+fP+y2
Most meg kell vizsgálnunk, hogy t2 ezen kifejezése valóban szélső érték-e.

E kérdés eldöntésére kissé általánosabb vizsgálatokkal foglalkozunk. Azt 
kérdezzük, hogyan kell eldönteni, hogy az f(x, y, z) háromváltozós függvény­
nek, ha a változók között a <p (x, y, z)=0 reláció áll fenn, az előbbi tárgya­
lásban meghatározott helyen van-e szélső értéke és ha igen, e feltételes szélső 
érték maximum, vagy minimum-e?

Az /(x,y,z) voltaképpen csak két változónak, mondjuk x és y-nak 
függvénye, mert y> (x, y, z)=0-ból z mint e két változó függvénye meghatá­
rozhatónak tétetett fel. Maximuma vagy minimuma 
(ti, «7i, ?i) helyen, ha * - 0, = 0 az x„ y.

van az / (x, y, z)-nek az 
helyen és ha a

^h2 + 2-^-hk + ^ 
dx2 dx dy dy2 k2

quadratikus alak definit. Az xt, yt hely meghatározására szolgált azon el­
járás, amelyet ismertettünk. Megalkottuk az F = f-\-k<p függvényt és a

* Egyenes d betűt írtunk annak a jelölésére, hogy z is függvénye az
. df df df dzx-nek, azaz -—dx dx dz dx
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egyenletekből meghatároztuk

d2f kifejezéseket. A

c/.v t/x,
az x<, ih. z. és A értékeket.

<Pf d2f Számítsuk ki az itt szereplő d^~, dx\h]

rf/ _ df df_ dz_ df = df df dz
dx ~ dx + dz dx ’ dy dl] h dz dx

identitásokat kell x, illetőleg y szerint differenciálnunk. így kapjuk a 
következőket:

d2/_ -JZL .9 32f í 3L
dx2 ~ dx2 + dxdz dx dz2 'dx' dz dx2 '

d2f gzf d2f dz d2f dz dz dz df d2z_
dx dy ~ dx dy dx dz dy r dy dz dx ' dz2 dx dy dz dx dy '

rf2/ _ ^7 , 2 af-
dy2 ~ dy2 ’ dy dz dy dz2 dy> dz dy2

Ha a <p (x, y, z)=0 identitással is ugyanígy járunk el, akkor éppen így 
kapjuk a 

d2</> d2<f> d2<p
dx2 ’ dxdy ’ dy2

d2f d2f d2f kifejezéseit, melyek azonban 0 sál egyenlők. A , da.dy , -hoz 
ezeket Á-val szorozva hozzá is adhatjuk és akkor f+k<p=F téve, azt kapjuk, 
hogy:

d2f _ &F dx d2F ,dz_C2
dx2 ~ dx2 dx dz dx r dz2 dx • ’

dFmert -=— = 0. Éppen így :uZ
d2f d2F d2F dz d2F dz d2F dz dz 

dx dy ~ dx dy dx dz dy dy dz dx dz2 dx dy ' 
rf2/' _ g2F ! ? 32F 3Z , d2F dz,2 
dy2 dy2 dydz dy dz2 ' dy >

drE kife jezésekben z helyett a <p (x, y, z)=0-ból teendő a z és meg 
dz ' dz dz ' ax~ a V’.r+í’z = 0 és <py+<pz -g- = 0-ból helyettesítendő. Az ilyen módon 
elkészített kifejezésekkel megalkotandó a szóban forgó quadratikus alak.
E quadratikus alak vizsgálata rendszerint igen körülményes. A mi példánk 
esetében azonban nagyon egyszerű. A jelen esetben ugyanis :

^rx=2, ^=0, A,/y=2, fa.z=0, ^yz=0, ^zz=2 és -g~ = — y , ~ ,

tehát: rf2/' _ 2 , 9 “2_ . d2f „ál. d2f_^ r,P2, 
dx2 “ y2 ’ dx dy y2 ’ dy2 y2

A szóban forgó quadratikus alak tehát egyszerűen :

2[(í + ’J) h2 + yf- hk + (1 + ^-) A'2] •

a2 /?2melynek diszkriminánsa : 8(l + -^- + Ar) ' y2 y2 
így valóban minimummal van dolgunk.

tehát az alak definit pozitív és
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2. példa. Legyen adva a

<f> (x, y, z)=a11 x2+"22 J/2+«33 z2+2"i2 xy+2a23 yz+2a31 xz—1=0

centrikus másodrendű felület, melynek középpontja a kezdőpontban van és 
amelynek determinánsa | aik | =j= 0, E felület (x, y, z) pontjának a középponttól 
való távolságának négyzete: r2=xz+y2+z2. Melyek a felület azon (x, y, z) 
pontjai, amelyek i^-ot maximummá, ill. minimummá teszik ? (Főtengely- 
probléma.)

Feladatunk az x2+§2+z2 szélső értékeinek meghatározása a <p(x, y, z)=0 
feltétel mellett; tehát feltételes szélső értéket keresünk. Megalkotjuk az

F (x, ij, z)=x2+y2+z2—l<f> (x, y, z) 

függvényt. Kell, hogy x, y, z és A-ra fennálljanak a 
dF dF dF .-5— = 0. = 0, =— = 0 és <p (x, y, z) = 0dx díj dz

egyenletek. Az első három egyenlet részletesen írva :

x—Z(anx+a12y+ai8z)-0 1 
y-A(a21x+a22y+a23z)=0; 
z—A (a31x+a32y+a33z)=0.

E három egyenlet együttesen csak úgy állhat fenn [x=0, y=0, z=0 nem 
lehet, mert ?>=0], ha

1 A«u, Aa12, 
■ Au2,, 1 Au22, 
—A"ai, ^"32,

-Za1:t
—Aíi2:)

1—Aa33
= 0.

Tegyük A = — . Minthogy föltettük, hogy az |a,-/.| determináns nem 0, 
előbbi egyenlettel teljesen egyenlő értékű a

O(«) =
"u— 
"21, 
"31,

"12,
a22—w,
"32,

"13
"23
"33-®

= 0.

Ezen egyenlet gyökeiről tudjuk, hogy valósak. Tegyük fel még azt is, 
hogy mind különbözőek, vagyis hogyha <0 a D(ű>)=0 gyökét jelenti, akkor 
D' iwj-fO. Részletesebben írva, e föltevésünk azt jelenti, hogy

ön (">)+ö22 (u»)+As (“O+O,
ahol Diktat) alatt a D (10) determináns z'-ik sorának A'-ik eleméhez tartozó 
aldeterminánsát értjük. Jelöljük a D(a>) = 0 egyenlet gyökeit <«,, <u2, <u3-al. 
Ila az a) alatti egyenletekben A =-i—t és a> helyett rendre <un u>2, <u3-at 
tesszük, akkor 3 egyenletrendszert kapunk. Az első :

(a11-ca1)x+a12y+alsz=0, 
a21x+(a22—toj y+a2gz=0, 
a31x+a32 y+("33—ah) - 0.

Ezen egyenletrendszerből x:y:z arány meghatározható. Jelöljük az 
x, y, z értékeket, minthogy ezek az w, gyökhöz tartoznak, x„ ylt zt-gyel; tehát:

Xi ■ ?/i ■ Zi = ("1) = ^12 (<»i): Dí3 íűzJ,
ha az x: y : z viszonyt a lölírt rendszer második és harmadik egyenletéből 
határozzuk meg.
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A D(aif)=0 folytán ugyanerre az eredményre jutunk, ha a három egyen­
letből nem az elsőt, hanem a másodikat vagy a harmadikat hagyjuk ki, 
vagyis :

Xj ■ Hl ■ Z1 = -Oil (<“1) : D1Z («»1) ■ D13
Xi ■ Ht '■ zi = O21 (o»i): D22 (“>i) ■ O23 (<uj,
x, : ih : zi = O31 (aiJ : O32 (a>.) : ö33 (»,), 

megjegyezve, hogy a D (<u) determináns szimmetrikus volta miatt

O12 (o>i) — O21 (®i), O13 (aij) — O3J (a>t), O23 (®i) — O32 (a*i).
Az első sor baloldalán Xj-gyel szorzunk, (a> betűt rövidség végett el­

hagyva) :
A : Xj </i : x, z, = Otl : Dvi : űls.

Ha a második sor baloldalán j/i-gyel szorzunk :

Xj Hí '■ Ili : Hí zi = O21: D22 : O23, 
éppen így : x, z, : z,: z? = D31: D32 : D33.

Ha tekintetbe vesszük, hogy Dl2 = D2i stb., akkor tehát:

xj : i/í : z'i : xt j/, : i/t Zj : z, x, = Dít : O22 : D33 :Dt2:O23 : D31, 

vagyis k arányossági factor! bevezetve :

Xj = /cOn, i/j — kl)22, zj — kl)33, x, 1/1 = kl)i2, y3 z, — kD23, z, Xj — kU3i

és ha xj, y'i, . . . ezen értékeit a <p (x, y, z) = 0 egyenletbe helyettesítjük,

A' [au Ou+a22 O02+033 O33+2ai2 D12+2a23 O23+2íi31 O31] = 1.
A zárójelben álló kifejezés az

(an £U1)Oii+a12Z)12+a13Oi3=Z)(<u1)=0, «2iO2i+(a22—o>1)ZJ22+a23D23=0
asi O3i+a32O32+(a33—a>j) O33=0

figyelembevételével ilyen alakú
aij [Dti (a>i)+ű22 (cui)+Z)33 (o^)].

Így tehát :
=__________Oníaii)

1 “*1 [On (a>i)+O22 (a>i)+ű33 (a>i)]
..2 _ __ ________ O22 (a>i)__________
a>, [Olt (a»i)+O22 (<Ui)+O33 (a>j)] ’

•2 _ __ ________ ________________
’ ~ aij [On (aiJ+Oaa (e>i)+O33 (aiJ] ’

o23 _ d31
V1 Zl - [On+O22+O33] ’ 21X1 - a>i [Ou+O22+O33] ’

012
Xiy,~ a>i[Ou+O22+O33] ’

Az első 3 egyenlet összeadásából keletkezik :

r? = xl+y^+zl = —, P)Í«1
tehát az ai, gyökhöz tartozó íélátmérő négyzete : -— . Ha már most ugyanezt 
a számítást az u>2 és w3 gyökökkel ismételjük, megfelelően a felületnek az a»2- 
höz tartozó pontját x2, t/2, z2 és az a>3-hoz tartozót x3, y3, z3-mal jelölve, azt
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kapjuk, hogy:
rf = xjj+.i/l+zg = -~ , rí - xl+y^+zf =-L . p)

«*2

Meghatároztuk tehát azon x2, y2, z2 értékeket, amelyek az r2=x2+i/2-|-z- 
kifejezést a <p—0 feltétel esetében maximummá vagy minimummá tehetik. 
Meghatároztuk magukat az esetleges szélső értékeket is, amennyiben ezen 
x2, y2, z2 értékeknek megfelelő r2 értékek rendre : --- ,---- , —•

t OJl «>2 <»3
A geometriai alkalmazás szempontjából magának az r-nek az értékére, 

nem pedig r'-'-ére van szükségünk. Minthogy eo,, o>2, e>3 valósak, tehát x2, y2, z2 
is valósak és így x, y, z csak vagy valósak, vagy tiszta képzetesek lehetnek 
és pedig minthogy xy, xz, yz valósak, tehát x, y és z egyidejűleg vagy valósak, 
vagy képzetesek. Ebből azonnal következik a p) egyenletek szerint, hogy ha 
az <u pozitív, akkor a hozzá tartozó r2 pozitív és így az x, y, z valósak; 
ha pedig tu negatív, x, y, z tiszta képzetesek. Geometriai szempontból tehál 
csakis a D (<u)=0 pozitív gyökeihez tartozik maximális vagy minimális átmérő.

Eszerint tehát a főtengelyprobléma szempontjából csak három esetet 
kell megkülönböztetnünk. 1. Ha mind a három gyöke a D (o»)t=0 egyenletnek 
pozitív. 2. Ha két gyöke pozitív. 3 Ha csak egyik gyöke pozitív.

Nagyság szerint rendezve a gyököket, az indexeket válasszuk úgy, hogy 
a>1>ű>2><o3 legyen.

Kérdés már most, hogy az egyes gyökökhöz tartozó r vagy r2 értékek 
maximálisak vagy minimálisak-e?

Ezen kérdés eldöntése végett a következőképpen járunk el. A I) (o>)—0 
egyenlet gyökei: <ut, <u2, <o3. Mindhárom valós. A nekik megfelelő félátmérők 
négyzetei: r? =-J—, r| =, rf = ^- és a félátmérők végpontjai : x,, iy15 zn 

x2, U-2, z2, x3i </s> 2s eleget tesznek ezen egyenletrendszernek :

aux+aí2y+a13z = a>x,
a.2t x+a22 y+a23 z — my, y)
a31 x-\-a32 y+a.33 z = toz hol D (a>) = 0.

Ha ezen egyenletekben x, y, z helyébe xt, y15 z,-et és a> helyébe «>i-et 
tesszük és az első egyenletet x2-vel, a másodikat j/2-vel, a harmadikat z2-vel 
szorozzuk és összeadjuk, akkor nyerjük, hogy :

[Xi x2+yt y2+z3 z2] =
= (Olt X1+Ű12 !/l + a13 21) ^2+(«21 --El + «22 Í/1+Ö23 Zl) í/a+fasi +<*32 !71 + «33 21) Z2

és ha a fönti egyenletrendszerben <o helyett e>2-t és megfelelően x, y, z helyett 
x2, Űzi z2-t tesszük és az egyenleteket rendre x3, y3, Zj-gyel szorozva össze­
adjuk, akkor:

w2 [xt x2+y3 y2+zi z2] =
= («n a,2+a121/2+013 *2) ®i+(a2i x2+a22 y2+a23 z2) y3+(a3i x2+a32 y2+a33 z2) z,.

A jobboldal az előbbi egyenlőség jobboldalával megegyezik, tehát:

(®i -<"2) (A X2+1/1 {/2+zi z2) = 0 ó)
és minthogy tehát: xt x2+i/i {/2+2i z-z = 0- Éppen így kapjuk, hogy
x-zx3-\~yz J/3+Z2zs=0, x3X1+1/3 j/t+zsZi=0. Ezen egyenletek geometriai jelen­
tése az, hogy az <uj, a»2, cu3-hoz tartozó átmérők egymásra merőlegesen állnak.

Tudjuk, hogy ha ®i pozitív, akkor x15 y,, zt reálisak. Ha pedig <oj negatív, 
akkor x,, y3, zt tiszta imagináriusak, tehát j/a^Xj, ^a>ly1, j+n z, mindig
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reálisak. Éppen így áll a dolog a |A«u2x2, ]/(o2y2, J^w2z2-re és a K«>3x3, 
^w3y3, |/®az3-1>a' nézve. Ezzel a 9 reális számmal megalkotjuk a következő 
lineáris transzformációt :

x = y <otx^+]/ co^ti+y o>3x3$,
ij = V a»2.'/2’?+y «>stó e)
z—y o>tzi?+y a,2z2i?“i_y O’s2®?-

Azonnal meggyőződhetünk róla, hogy ez a transzformáció orthogonális. 
Ugyanis az első oszlopban levő együtthatók négyzetösszege : a>t (x?+y?+z?). 
Ez pedig, minthogy r? = ~, éppen: 1. Ugyanígy a második és harmadik 
oszlopban álló együtthatók négyzetösszege : 1, továbbá két különböző osz­
lopban levő együtthatók szorzatösszege az átmérők előbb kimutatott merő­
legessége folytán : 0. Ezen orthogonális transzformáció az x2+y2+z2 alakot 
átviszi a g2+y2+£2 alakba. A y (x, y, z) alakot pedig átviszi a következőbe :

at I [y tOjX^+yc»2x2>z+y a,sxsg2+a22 [y Mii/ig-tVe^'M+y «'3.,/sÜ2+- •
melyet g, g, t, szerint rendezve és tekintetbe véve, hogy íp(x„ z,)—0, azt 
találjuk, hogy g2 együtthatója a>t, <u2 és ?2 együtthatója u>3. A gy együtt­
hatója pedig a következő kifejezés kétszerese:

y oJ7“»2 [ana!iX2+«22j/ií/2+a:l32iZa+«12 (xilbi+x3yi} + 
+«23 (x2!/3+x3i/2)+a3i (x^s+xsjh)],

= y o>,<o2[x2 (a11x1+a12y1+íi,szI)+y2 (a21x1+a22yi+a2az1)+ 
+z2 (n-M-rt+a32y1+<i33zt)'].

De a y) tekintetbevételével a11x1+a12y1+a13z1=«»1x1 stb. és így a 6) tekin­
tetbevételével ez a kifejezés : 0.

A §7 együtthatója tehát: 0. Éppen így az yg, gg együtthatói is eltűnnek, 
vagyis a <p (x, y, z) az új variabilisekben erre a kanonikus alakra redukálódik :

cu1g2+<u272-|-o>3g2—1.*

A fölírt reális orthogonális transzformáció tehát a <p (x, y, z)-t a kanonikus 
alakjára : v>f£2+v>2fi-\-<>r£--ra transzformálja.

Feladatunk most már jelentékenyen egyszerűsödött. Az (x„ j/j, z,) pont 
koordinátái jelenleg g, = <71=0, £1=0, mert valóban ha t)-ban g)t g,

y "'i
helyett ezen értékrendszert tesszük, akkor x=x15 y=y1, z=z3 lesz. Az (x2, j/2, z2) 
pont koordinátái az új rendszerben: g2=0, y2 = _ , £2 = 0; és az (x3, y3, z3)

i y o>2ponté: g3=0, %=0, gs = —=• 
y^ . .Kérdés, hogy ezek az értékek az r2=g2+72+g2 kifejezést minimummá 

vagy maximummá teszik-e?
E kérdésre legegyszerűbben és legtermészetesebben úgy felelhetünk, 

ha a g, >/, g helyett g+h, y+/c, g+Z koordinátákat tesszük és megvizsgáljuk, 
hogy az fű=g2+724-52 miképpen változik ezen helyettesítéssel, ha a h, k, l 
egyúttal a (g+/i, v+k, g+Z)=O egyenletet is kielégítik. Nézzük először a

* Most látjuk, miért nem kelf azzal az esettel foglalkoznunk, midőn 
<«,<() <u2<0, a>3<0. Ekkor ugyanis az ű>1ga+e>2y2-|-w3$2=l felületnek egyetlen 
valós pontja sem volna.
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(Üt+h, rit+k, 5i+i), azaz (—----f- h, k, l) helyettesítését. Az

cu1g24-c»2724-u»J^=<ö1 (—L= + h) + o>2k2+o>3Z2=l, 
y "1

azaz: 2 co1h+<olh2+<o2k2+<o3P=0

és r2 = (-L + h)2+ k2+l- = — + -|L + h2+k2+P.
|/ ű>t y tí)1

Innen : e>Ir2=l+2h (h2+k2+P),

vagy a 2 y a>,h , cuI/i2+a>2k2+<o3P=0-t kivonva :
<o1ra=l+(a>i—o>2) k2+(o>i—<»3) P,

tehát a felület (^-j-h, yt+k, pontjához húzott félátmérő négyzete :

= JL + 01A.2 p
<U, (Ui (t>i

vagyis ——— k2 +——— Z2-teI különbözik a rfc, 5, ponthoz húzott félát­
mérő négyzetétől, rf-től. Éppen így kapjuk, hogy a £2, »?2, ÍJ2 ponthoz tartozó 
félátmérő négyzete r| megváltozik a megfelelő elmozdulásnál :

(<u2—atj) h2 । í<o2—o3) P 
<o2 a>2

-vei és végre a harmadik, a (§3, y3, ?3)-hoz tartozó félátmérő négyzete r%

(af-j—cOj) h2 (a>3—<t>2) k2
<O3 ü>3

-mai változik. Nézzük már most az előbb felsorolt három esetet. 1. A D (.<0) — 0 
egyenletnek mind a három gyöke pozitiv. Legyen 0<a>3<o>2«i>1. Ez esetben 
——— és pozitivok, tehát az rf növekedése pozitiv, akárminő szá­
mok legyenek is h és k, vagyis az w,-hez tartozó félátmérő minimális ; az 
<»3-hoz tartozó félátmérő négyzetének változása pedig (minthogy <a8<co1 és 
w3«o2) negatív, vagyis r$ és így r3 is maximális ; végre az <o2-höz tartozó r% 
változása: -<??~tU1 h2 4- 2~<°3- P indefinit alak, tehát r2 sem maximum, sem <o2 o>2
minimum nem lehet. A felület, amelyre nézve ez az eset áll fenn, vagyis 
mind a három gyök pozitiv : ellipszoid.

A 2. esetben w3<Q<a>2<.o>l. Ez esetben r3 imaginárius ; r2 és reálisak 
és az r? növekedése 0,1 0,2 k2 + ——— P definit pozitiv, vagyis r, mini­
mális; az r?, növekedése: ———— h2 + ——— Z2 indefinit alak, tehát r2 nem " (p2 O)2
szélső érték. Ez a felület az egyköpenyű hyperboloid.

A 3, esetben o»3«ö2<0<<u1, r3 és r2 képzetesek, az a^-nek megfelelő 
rj változása: ——— k2 + ——— P megint definit pozitiv, vagyis rt mini- 
mális. A felület a kétköpenyű hyperboloid.

Beke: A differenciálszáinitás. II. 8
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Feladatok és gyakorlatok az I—V. fejezethez.

I. Halárértékek. 1. Mutassuk meg, hogy e kétváltozós függvénynek:

fix, y) — r2+y6

az x=0, y—0 helyen nincsen határértéke. Mutassuk meg, hogy ha a kezdő­
pontba akárminő y=mx egyenesen, vagy az x, vagy az y tengelyen át hala­
dunk, vagy tetszésszerinti y=ax+bx2, vagy x=ay+f)y2 parabolán, mindig 
0 határértékhez jutunk; de ha pl: x=ys harmadrendű parabolán haladunk a 
kezdőpontba, a határték: $-•

2. Mutassuk meg az előbbi példa általánosításaképpen, hogy az

y) =

függvénynek, (n 1-nél nagyobb egész szám) a kezdőpontban a határértéke 0, ha 
y—a^x+a.^x2-]-----|-amxn' parabolán haladunk a kezdőpontba; ellenben a határ­
érték 1, ha x=y" n-edrendű parabolán haladunk a kezdőpontba.

II. Differenciálási gyakorlatok. 3. Határozzuk meg ezen függvények par­
ciális differenciálhányadosait:

a) z—x2+y2, b) z = V x2+y2, c) z=sin (x+y), d) z=cos xy,
Xe) u=arcsin—, f) u=x?ex+y, g) u=log (® sin y), h) log(x log y).

4. Ha u=e2x+3Wzl sin (x—y)+e2x_3!'- sin (x+y). határozzuk meg
UX, Uy, u- 

parciális differenciálhányadosokat.
5. Határozzuk meg a) u=log (x2+y2)-f b) v= —--- *

V x2+y2+z2 
parciális differenciálhányadosait I

6. Határozzuk meg e függvények elsőrendű parciális diff.-hányadosait:

a) tg—, b) arcig—, c) arc tg -í—d) \/ e)
y y i-y V 1-y2

f) (1—x) sin — + (1—y) sin i, g) xü, h) arc tg (x+y) + arc tg (x—y), y x
i) l/S, j) 12O_+12££, k)xy+y*.

V x2+y2 logx logy

7. Ha v=ex~2yz + sin (x—y) cos z+y2z3, határozzuk meg a vx, vy, vz, vxx, 
tyí!;, yzz> vxyi "yi) ^zx differenciálhányadosokat!

8. Számítsuk ki a w = /r2—x2—y2 második differenciálhányadosait 1
9. Legyen

1 y ----------------
(x2+y2+z2)2 

Mutassuk meg, hogy: 
d2v d2v d2!’ 
dxi2 + dy2 + dz2 ~ °’

10. Legyen
v = log j^x2+y2.
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Mutassuk meg, hogy :
d2v d2v _ _
la? + ly2 ~ U'

11. Határozzuk meg a 9. alatti v függvényhez tartozó uyz, uzx má­
sodrendű parciális differenciálhányadosokat!

12. Legyen: u — sin (x2y). Számítsuk ki: ux, ay, uxx, uxy, uyy differenciál­
hányadosokat !

13. Ha u=f(y+ax)+<p(ij—ax),
ahol j (z) és y> (z) függvények tetszésszerinti, legalább kétszer differenciálható 
függvényei a z-nek és a állandó, mutassuk meg, hogy u parciális differenciál­
hányadosai között ez a reláció áll fenn :

d2u _ ., d2u
3x2 ~ a~ dy2 '

14. Ha u = (x2+y2)2, mutassuk meg, hogy u eleget tesz ennek a par­
ciális differenciálegyenletnek: (parciális differenciálhányadosai között ez a 
reláció áll fenn)

x2r+2xys+y2l=0
, . d2u d2u . 52uahol s — -z- 0 ■, í = t-5-dx? dxdy dy2

15. Ha u = (a^+y3)’, mutassuk meg, hogy u eleget tesz ennek a par­
ciális differenciálegyenletnek :

x2r+2xys+y2t = u.

16. Ha u=xj (U) + <p , ahol f(z) és <p(z) a z-nek legalább kétszer 

differenciálható függvényei, akkor mutassuk meg, hogy u eleget tesz ennek 
a parciális differenciálegyenletnek :

x2r+2xys+y2t=0.
Mutassuk meg, hogy a 14. alatti feladat ennek speciális esete.

17. Mutassuk meg, hogy az u—x<p (x+y'f+yyt (x+y) — akárminő, leg­
alább kétszer differenciálható függvények a <f> és ip — eleget tesz ennek a 
differenciál-egyenletnek (r, s, t jelentését lásd a 14. feladatban) :

r— 2s+í=0.
18. Ez a függvény: u=/[x+íp (y)] eleget tesz ennek a relációnak :

r du du -|^ = 1^ ‘^dy^

19. Ez a függvény: u=xny (—)-f-y-nV'(-^-) kielégíti ezt a parciális diffe­
renciálegyenletet : x2r-|- 2xys +-y2t+px-\-qy=^n2u.

20. Számítsuk ki az y=x<p (z) + y> (z)
dz dz d2z d2z d2zegyenletből-—, parciális diff.-hányadosokat (például :

x-szerint differenciálva: 0=y> (z) + x<p' (z) / - + y>' (z) f-, y szerint differenciálva:. 
dz dz 3x Sx1 = x<f>' (z) + v' s- >■ M és mutassuk meg, hogy:

dx2 \dy> dx dy dxdy + dy2 \dx>
8*
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21. Mutassuk meg, hogy ez a differenciálalak: 
a*z az , . 3z , 

dxdy a dx dy C~

ahol a, b és c az x és y függvényei, a következő alakban írható: 
a az > , , az aa-. a , az , , , az . , ab.3x^-ay- + az^ + bW + [c~^z' vagy: ^fa+bz^ + afa+(c~W>

22. Vezessünk be a 21. alatti példában új változót a z—lz' egyenlettel, 
ahol A az (x, y) függvénye ; mutassuk meg, hogy 1 faktortól eltekintve, az 
ottani differenciálalak átmegy a hasonló alakú:

d2z' । i dz' , i i dz' , , —--- p d —----l)------ [- c z
dxdy dx dy 

differenciálalakba, ahol:
, , d log A ,, , , <?logA , <?logA , 3 log A 1 52A

1 dy dx dx dy A ax3y
23. Számítsuk ki a 22. feladatban szereplő b', c' függvényekből a

i da' ,,, , . db' ,,, ,h — -=----- \-a'b—c' k=~i---- f-a'b'—cdx dy
függvényeket! 

d3ll24. Ha u=e'Vz, határozzuk meg parciális differenciálhányadost!
25. Ha u = arc tg--—---- r, számítsuk ki e parciális differenciál-

(l+x24-y2)*
hányadosokat: 

d2u diu 
dxdy ’ dx2dy2'

26. Ha u =x(a2—y2'ft(a2—z2ft+y (a2—z2)’s(a2—x2)*4-z(aa—x2)^2—y2)’ — xyz 
mutassuk meg, hogy:
(n2-x2)^ = (a2-y2)^" = (ö2-22)^ = -

27. A differenciálás sorrendje : Legyen : 

f (x, y) - - x2 arc tg + ij- arc tg ,

ahol arc tg z alatt mindig a — ~ és közötti arcus értendő. Állítsuk elő z z
f.v és f,j parciális diff.-hányadosokat. Azt találjuk, hogy : 

fx=y-2x arctg ^, /„=-x4-2y arc tg l~.
y

Tegyünk az fx (x, y)-ban x és az /g-ban y helyébe 0-t, akkor azt találjuk, hogy 
fxÁx. y)-nak y szerinti differenciálhányadosa az x=0 helyen: 4-1, akárminő 
értéke legyen is az y-nak, tehát fxy (0, 0) = 4-1 és éppen így fy (x, y)-nak x sze­
rinti differenciálhányadosa az y=0 helyen minden x-nél: —1, vagyis 
Jgx(0,0)= —1- Látjuk tehát, hogy az x=0, y=0 helyen az fxy nem egyenlő 
az fyx-el. Általában :

r - y2-^ f - y2-^
Jxy y24-x2 Jyx y24-x2 ’

tehát minden más helyen a két differenciálhányados megegyezik. Ez a diffe­
renciálhányados az x=0, y=0 helyen nem folytonos. A bemutatott függvény
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tehát példa annak az illusztrálására, hogy ha az fry (vagy fgx) valamely helyen 
nem folytonos, akkor az fxy esetleg különbözik az fyx-től*

28. Legyen f(x, y) az x, y független változók olyan függvénye, mely az 
x=0, «/—0 helyen : 0, minden más helyen pedig:

x2—ii2 f(x, y)=xy x^

(Miért kellett külön megmondani, hogy f(0, 0)=0 ?)
Mutassuk meg, hogy ennél a függvénynél is az előbbi példában tárgyalt eset 
áll be, vagyis az x=0, y=0 helyen fxy (0, 0) +J;/x(0, 0) és minden más helyen 
fry ~ fyx ■

III. Homogén függvény. 29. Ha/(x, y, z) az x, y, z-nek m-edrendű homogén 
függvénye, azaz f(tx, ty, lz)—t'nJ(x, y, z) minden t-re, akkor, mint tudjuk:

x df , 3f 3f
~dx+y dy+z dz=m}-

Alkalmazzuk ezt az EuLER-féle tételt erre a homogén függvényre:
n = (x+y+z)3 — (xf-y-z)3 — (x— y+z)3 — (y+z—x)3.

30. Mutassuk meg, hogy ha zz (x, y, z) zn-edrendű homogén függvénye 
az x, y, z-nek, akkor a Zt-ik parciális differenciálhányadosai [/c<m] m—Zc-ad- 
fokú homogén függvényei az (x, y, z)-nek !

31. Ha zz az x, y, z zn-edrendű homogén függvénye, akkor
d2u d2u d2u mit du du
dx2 dxdy dxdz m — 1 dx 3lJ
d2u d2u d2u (m-1)2 du d2u d2u
dydx dy3 dydz r2 dx dx2 dxdy
d2u d2u d2u du d2u d2u
dzdx dzdy dz2 3U dxry dy2

[Ha a baloldali determinánsban a harmadik oszlopot z-vel szorozzuk és az 
x-szel szorzott első és y-nal szorzott második oszlopot hozzáadjuk, akkor 
az új harmadik oszlop elemei az Euler-tétel szerint (m—l)ux, (m—l)uy, (m—l)uz 
lesznek és ha az így kapott determinánsban a harmadik sort z-vel szorozzuk 
és az x-szel szorzott első és y-nal szorzott második sort hozzáadjuk, akkor 
(m—l)2 kiemelése és z2-tal való osztás után a jobboldali alakra jutunk.] Állít­
suk fel a megfelelő tételt 4 változós homogén függvényre !

IV. Általános differenciálási szabály. Implicit függvény differenciálása.
32. Határozzuk meg differenciálhányadost az[

ax+hyd-xy <x24-y2A 
egyenletből.

33. Határozzuk meg a differenciálhányadosokat ezekből az össze­
függésekből :

b) 1+xy = log (e-'^d-e^y), y logx _ x log y
' X log y y log X ’

d) y=lá-xev, e) x sin y — cos y + cos 2y = 0, f) y sin x — cos (x—y)=0-
34. Határozzuk meg az

a11x2+2a12xy+a22y2+2a13x+2a23y+a33=0
másodrendű görbe valamely (x, y) pontjában az érintő irányhatározóját!

* Schwarz: Ges. Werke II. p. 281.
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35. Ha /(x, y)=0, akkor y-nak x-szerinti differenciálhányadosait sorra 
megkapjuk, ha /(x, y)-nak x-szerinti totalis differenciálhányadosait vesszük 
]azaz tekintettel vagyunk arra, hogy/(x, y) x-től y közvetítésével is függ) 
és ezeket 0-sal egyenlővé téve, az így nyert egyenletekből y', y", y'" .. . ki-
számítjuk. így lesz :

^- + 2 
5x2 + *

V-+*Ly'=0
dx^ dy J U

dxdy y + 5y2 !y > + dy J °'

Folytassuk ezt az eljárást az y'" és yN meghatározására.
36. Alkalmazzuk ezt az eljárást az y—<p (x)-re, hogy x-nek y-szerinti 

differenciálhányadosait kiszámítsuk (inverz függvény differenciálása). Számít- 
. .. . . dx d2x d3x j i .

suk ki eszerint ~dy2' ~dy2' t'I“erencia'“anyac'osoa;a^-
37. Határozzuk meg a derékszögű koordinátarendszerre vonatkoztatott,

x3+2y3—3xy2—8y=0
egyenlet által jellemzett harmadrendű görbe azon pontjait, amelyekben az 
érintő az x tengellyel párhuzamos.

38. Számítsuk ki az „ „y3+z3=3xyz
dz dz d2Z d2Z d2Z .... ah.' a i nösszefüggésből-^, ~dvdy ' "dy2i Parcla',s differenciálhányadosokat!

39. Ha adva vannak u és v mint az x és y függvényei és ezzel ismere­
tesek ux, ily, vx, Vy, számítsuk ki x és y-nak u és o-szerinti differenciál­
hányadosait: xu, x„, yu, y,,-t! [Ilyenkor legcélszerűbb az u és v függvé­
nyeket ilyen alakban írni n—u (x, y), v—v (x, y), ahol a jobboldali u és v fűgg- 
vényjelek. Ha u=n(x, y)-t u szerint differenciáljuk, a baloldalon 1-et kapunk:

. du dx . du dy
dx du dy du

és ha ugyanazt v szerint differenciáljuk és tekintetbe vesszük, hogy most 
u és v a független változók, akkor a baloldalon 0-t kapunk:

- _ du dx du dy
~ dx dv dy dv

Ha a v—v (x, y)-nal ugyanezt tesszük, akkor ismét két egyenletre jutunk. 
Számítsuk ki e négy egyenletből xu, x„, y„, yv differenciálhányadosokat.]

40. Legyenek ismét u és v függvények adva, mint x és y függvényei. 
Tekintsük most u-t és x-et független változóknak és számítsuk ki ux, uy, 
vx, Vy differenciálhányadosokat a vu, v,, yu, yr új differenciálhányadosok 
által. Mibe megy át az uxvy—uyvx függvénydetermináns, ha a parciális diffe­
renciálhányadosokat a most kiszámított értékeikkel helyettesítjük?

dz „V. Legendre-féle transzformáció. 41. Legyen z—J (x, y) --j—et jelöljük, mint 
rendesen,p-vel,-t pedig q-val. Eszerint tehát p és q az x és y függvé­
nyei. Tekintsük x, y helyett független változókul az egymástól függetlennek 
föltételezett p és q-t és a z függvény helyett ezt az u függvényt : £

u=px+qy~z.
Fejezzük ki u-nak p és q-szerinti első és második differenciálhányadosait! 
x-et, y-t és így z-t is képzeljük p és q független változók által kifejezve; 
akkor tehát p szerint differenciálva:
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du dx , dy dz dx dz du
dp rdp dp dx dp dy dp

és tekintetbe véve, hogy — p, -í- 
du dx dy

meg, hogy -j- = y. Az elsőből:
következik : du = x. Mutassuk

d2U dx d2u dx , , , d2ll dy d~u du
dp2 dp ' dpdq dq S cl'llen • dq2 ~ dq ’ dqdp ~ dp

dp' ~d~' ' ’ ' kiszámítása a következőképen történik : állítsuk elő p-nek 
p-szerinti differenciálhányadosát, de tekintetbe véve, hogy p az x és y függ­
vénye és ezek p és q függvényei :

dp dx dp dy
dx dp dy dp ’

továbbá állítsuk elő p-nek (/-szerinti differenciálhányadosát, mely 0 :

0 - _i_ 3P. ^y.
dx dq dy dq

Éppen így y-nak p és g-szerinti diff.-hányadosai
q _ dq dx- dq dy i _ dq dx dq dy 

dx dp dy dp ’ dx dq dy dq
Mutassuk meg, hogy e négy egyenletből az ismeretes r, s, l jelölést hasz­
nálva ered:

r=Jl_^íL - _ 1 1 d2u
A dq2 ’ S A dpdq ' ~ A dp2

ahol:
. _ d2u d2u 1 d2u ,2 

dp2 dq2 '■ dpdq '
VI. Más transzformációk. 42. Mi lesz ebből a kifejezésből:

dz dz

ha x és y független változók helyett u=xy, 
változókat hozzuk be.

1
!/

helyettesítéssel az u és i>v —

43. Mutassuk meg, hogy

és d2/ . d2/ d2f
dx2 dy2 dz2

nem változik meg, ha x, y, z helyett u, u, w változókat hozzuk be, ahol :
x=altu-Var,v+a13w 
ij=a2,u+a22v+a23iv 
z=a.!iu+a32u+a33w.

állandó együtthatójú orthogonális transzformáció.
VII . Determináns differenciálása. 44. A D = | ait; n-edrendű determináns, 

elemei legyenek egymástól függetlenek; tudjuk, hogy
ű ■ űj-jAii -|-a,-2Aí2H---- Fűí„A,„

ahol Ajif az a,/.-hoz tartozó aldetermináns. Számítsuk ki: 
renciálhányadost.

parciális diflfe-

45. Legyenek az aik elemek egy l változó differenciálható függvényei. 
Mutassuk meg, hogy
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™=±Di 
dt ? 1

ahol Z>í a D determinánsból úgy keletkezik, hogy a D í-ik sorában
dah dai2 dOjn
dt ’ dt ’ ’ ’ ‘ dt

elemek állnak az eredeti a,,, ai2, . . . ain helyett, a többi sora pedig megegye­
zik a D soraival (vagyis röviden kifejezve: a D sorait egyenkint differenciál­
juk). A sorok helyett oszlopokat is mondhatunk.

46. Legyen D a következő (Wronski-féle) determináns :
yi, y'l, 1/1, y1/1"1
y2, if2, u'i, ••• «/(2,_,)

D =

yn, ifn, líú, ■■■ y(n-1)
ahol y2,... yn az x független változónak legalább n-szer differenciálható 
függvényei és yf,-vel az i-ik differenciálhányadost jelöltük. Számítsuk ki 
<//) ,—;—et!dx

VIII. A görbületi sugár. 47. Legyen a görbe egyenlete y=J(x) és x=a, 
y=b e görbe pontja, azaz b=f(a). Határozzuk meg azt a kört, mely e görbét 
az (a, b) pontban legalább másodrendűén érinti.

Ha a keresett kör középpontjának koordinátái: (a, (?) és rádiósa: r, akkor
egyenlete: (x—a)2+(t/—j?)2—r2=0. A)
Kell, hogy 1. az (a, b) pont e körön legyen, 2., hogy e pontban a kör egyen­
letéből meghatározott ~~ megyezzék az f (x)-el és 3., hogy e pontban a kör 

(*.!• (l~ll
egyenletéből meghatározott-^- megegyezzék f" (x)-szel. (L. 1. kötet 165. lap) 

Az 1. követelés:
(a-a)2+(í>-(?)2-/a=0.

Az A) alatti egyenletből, ha x-szerint differenciálunk, ez lesz :

x - « + (ij-fr = 0

1)

B)
tehát a 2. követelés :

a — a + (í> — (?) j' (a) = 0.
A B) alatti egyenletből, ha még egyszer differenciálunk x-szerint:

2)

dy<\ dV = 0
dx2

lesz, tehát a 3. követelés:

Innen (ha f (á) =j= 0)
1 + [f (a)]2 + (b-ftf" (a) = 0.

b-? =
és a 2. alatti egyenletből:

1 + [f (o?

a — a=f'(a)
és végül az 1.-ből:

f'W

1 + [f (o? 
f" (o)

,.2_ |1+[/'(«)?]’ 
~ ETW

miből, a jelre tekintet nélkül, a görbületi sugár, amely az y=f(x) 
a, f(a) pontjához tartozik

görbének
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{í+cm2}1
r~ f(a) }

vagy az x abscisszájú pontban: a görbületi sugár (L. I. kötet 166. lap).

r~ d2y
dx2

48. Ha a görbe az y—<p(l) paraméteres alakban van megadva,
akkor az előbbi formulába ás -j %- helyett a /-szerinti differenciálhá- 

dx dx2
nyadosokat vezetjük be:

dy _ dy dt _ dt 
dx dt dx dx ’

~dt
és így:

d ,dy\dx dy d dx\ 
d2y _ dx dl dt dt dx dl 
dx2 ~ /dx\2

\ dt'

[(f)+(ff
' dx d2y dy d2x

dt dt2 dt dl2

d2y d2x dt dy
~dP dP dx~di

fdx2 
~dF'

49. Határozzuk meg az y=ax2 görbületi sugarát, a) az x abscisszájú 
pontban, fi) a kezdőpontban !

50. Határozzuk meg az t/= ^ (e"+e “) láncgörbe (I. kötet 483. lap) 
x abscisszájú pontjában a görbületi sugarat.

51. Határozzuk meg az
Z+/3 l-P

X ~ 1+í4 ’ U ~ 1+P
lemniscata (1. I. kötet 470. lap) t parameterértékhez tartozó pontjában a gör­
bületi sugarat!

52. Határozzuk meg az x = a cos t, y = b sin t (1.1. kötet 485. lap) ellipszis 
görbületi sugarát, a) a nagy tengely, fi) a kis tengely végpontjaiban!

53. Határozzuk meg az x — q (í — sin /). y — q (1 — cos /) egyenletek által 
adott cyclois (I. kötet 472. lap) görbületi sugarát a t paraméterhez tartozó 
pontban!

^-= <> (1 - cos í), ^- = psiní, ^--Qsint, ^- = pcosf

8 sinS 2 t
r =-------- y- p = 4() sin y •

2sin2y

Ha az I. kötet 472. lapján levő ábrában A pontot 71-vei összekötjük, az 
összekötő húr hossza 2p sin lesz; tehát a görbületi sugár Afí kétszerese, 
vagyis a cyclois valamely pontjában a görbületi sugár kétszer akkora, mint 
az illető pontot a rajta átmenő gördülő kör legalsó pontjával összekötő húr.

54. A tractrix egyenlete derékszögű koordinátarendszerben : 
a + Y a2 — x2 ,r—----- 5y = a log-------- - ----------- V a--X-;
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a pozitív szám; a/a2-x- kétértékű, úgy, hogy adott x-hez két y érték tar­
tozik. Mutassuk meg, hogy e két y érték csak előjelben különbözik (az x 
tengelyre nézve szimmetrikus a tractrix. Határozzuk meg az x abscisszájú 
pontban vont érintő egyenletét! Mutassuk meg, hogy az érintési ponttól az 
ordináta tengelyig terjedő része ennek az érintőnek állandó ! Határozzuk 
meg a normális egyenletét és számítsuk ki a normálisnak az érintési ponttól 
az ordináta tengelyig terjedő részét; legyen ez n. Számítsuk ki a görbü­
leti sugarát. (r). Mekkora az n . r?

55. Ha a görbe egyenlete F(x, y) =0 alakban van adva, mutassuk meg, 
hogy a görbületi sugár:

r,<?FÁ2, + -íy ) ]

1PF (3Ff 32F 3F 3F 32F ,3Ff
dx2 ' dy dxdy dx dy dy2 dx

és vezessük le ebből a 47. példában levő alakot!
IX. Evolula. 56. Az y—f(x) görbe pontjaihoz tartozó görbületi körök 

középpontfainak geometriai helye általánosságban szintén görbe vonal. Ez a 
görbe az y—f(x) görbéhez tartozó euolata. A 47.-ik feladat 1. és 2. alatti 
egyenleteiből, ha még a helyett x-et, b helyett megfelelően ./ (x)-et Írunk, a 
görbületi kör középpontjának koordinátái:

■

tehát a és fi az x parameter által vannak előállítva ; megkaptuk az evoluta 
egyenletét paraméteres alakjában.

X. A kúpszelei görbületi körei. 57. A kúpszelet egyenlete mindig erre az 
alakra hozható:

y2=2px+qx2.
Innen :

yy'=p+qx; yy"+ (y')2=9 ;
miből egyszerű számítással :

y" = - P2J y3
és így, a görbületi sugár :

_ (1+y'2)* _ _ [y2+(yy'?]* 
y" ~ p2

A számlálóban szereplő kifejezésnek egyszerű geometriai értelme van. 
Ugyanis az (x, y) ponton átmenő normális egyenlete:

y-y---yT (f-x),

ahol 5 és 7 e normális pontjainak koordinátai. E normális az x tengelyt 
metszi a

$=x+yy'

abscisszájú pontban. Az (x, y) pontnak e (g. 0) ponttól való távolsága, vagyis a 
normálisnak a görbe és az x tengely közé eső darabja legyen N; akkor:
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N2 = (S-x)2+y2=y2 + (yy')2, 

tehát épen a szóban forgó kifejezés. így tehát a görbületi sugár abszolút 
értéke:

N3

A kúpszelet valamely pontjához tartozó görbületi sugár arányos a normális 
köbével (normális alatt értve az illető ponthoz tartozó normálisnak e ponttól 
az x tengelyig érő darabját).

58. Határozzuk meg az

ellipszis valamely (x, y) pontjához tartozó görbületi kör középpontjának koor­
dinátáit (a, £>-t és mutassuk meg, hogy ezek között fennáll az

_ K2 a2_ L2 
egyenlet, ahol [ha a>ö], at =—-—, bA = ——•• Az m) alatti egyenlet 
az ellipszis evolutája. Készítsük el milliméter papiroson az evoluta képét.

59. Határozzuk meg az ~ = 1 ellipszis görbületi sugarait a ten­
gelyek végpontjaiban. (V. ö. 52. feladatot!)

60. Határozzuk meg az = 1 hyperbola evolutáját!
61. Határozzuk meg az y2=2px parabola evolutáját!
XI. Poláris koordinálók. 62. Ha a görbe egyenlete poláris koordináták­

ban van megadva oly módon, hogy r és <p [r a P pontnak a fix 0 ponttól 
való távolsága és <p az OP-nek az 0-n átmenő x tengellyel alkotott szöge] 
meg vannak adva egy t parameter függvényei gyanánt: r=r(t), <p=g> (t), 

határozzuk meg a görbületi sugarat! A 48. feladatban kifejeztük a görbületi 
sugarat, ha a görbe egyenlete paraméteres alakban van megadva. Tegyük 
most: x = rcos <p, y = rsin<p és számítsuk ki differen-dt dt dP dP 
ciálhányadosokat és ebből a 48. feladatban közölt képlet szerint a (> görbületi 
sugarat ebben az alakban kapjuk meg :

^r2A2+
_________ I [ dl ' +^dt' ]_____________

2ídr)2dy _ cPr dy , „ dr tPy 
dt + \ dl' dt dl2 dt + dl dl2

Határozzuk meg ebből a görbületi sugarat, ha t parameter 
szöggel!

megegyezik a </>

? = d2r 
dtp2

dr 2 
d<p

63. Számítsuk ki az r = a<p egyenlet által adott archimedesi spirális 
görbületi sugarát valamely pontjában!

- [« (l+y2)1!
2+ip2 r
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64. Számítsuk ki az r2 = a2 cos 2/> egyenlet által adott lemniskáta gör­
bületi sugarát!

65. Határozzuk meg az r—e,"i' egyenlet által adott logarithmikus spirális 
görbületi sugarát!

XII. Érintő egyenlete. 66. Legyen adva az f(x. y] = 0 sík görbe, (x, y) 
pontján átmenő egyenes pontjainak koordinátái ilyen alakban írhatók :

5=x+í cos a, y=y+t sin a
ha / jelenti a (f, f) pontnak az (x, y)-tól való távolságát és a az illető 
egyenesnek az abscissza-tengellyel alkotott szöge. Határozzuk meg ezen 
egyenesnek az adott síkgörbével való metszéspontját. Evégből az 
/ (x + t cos a, ij +1 sin a) = 0 egyenletet kell í-re megoldanunk. Az egyik 
metszéspont nyilván: (x, y> vagyis í=0-nak megfelelő pontja az egyenesnek. 
Kérdezzük: t — 0 mikor lesz az f(x + t cos a, y + /sina) = 0 egyenletnek 
kétszeres gyöke? Ehhez szükséges, hogy -^y-= 0 legyen.

df dj , df . .
dt dx dy

Ha és közül legalább egyik O-tól különböző, akkor ez az egyenlet dx dy
az a meghatározására szolgál, vagyis meghatározható az (x, y> ponton átmenő 
egyenes, melynek a görbével való metszéspontjai közül az (x, y) pontba leg­
alább kettő esik [az (x, y) pontban és a hozzá végtelen közel levő pontban 
metszi a görbét]. Ez az egyenes a görbének (x, y) pontban érintője. Ha tekin­
tetbe vesszük, hogy cos« és sin a arányosak g—x, illetőleg g—ynal, akkor 
tehát az érintő egyenlete ilyen alakban írható :

+ f (,-#)=». 1)

Mi lesz az érintő egyenlete, ha a görbe y = <p (x) alakban van megadva. 
Hogyan lehetne a már ismeretes y — y = <p' íx)(§ — x) alakból az általánosabb 
1. alattit előállítani.

67. Algebrai görbe érintője. Legyen /(x, y) az (x, y) n-edfokú racionális 
egész függvénye, akkor /(x, y)=0 n-edrendű algebrai görbe egyenlete. Ha 
összefoglaljuk azokat a tagokat, melyekben (x, y) exponenseinek összege k, 
ahol 0</c<n, akkor l'tx. y) ilyen alakban írható :

/(x, y]=UIi+UI1_1+'••+Ui+U0,
ahol Ui; jelenti a /c-adfokú tagok összegét. Az (x, y) pontban vonható érintő 
egyenlete az előbbiek szerint:

de az EüLER-tétel szerint (54. lap) :
dUk dUj. .

x^-+y~dt^kU'--
tehát az érintő egyenlete :

$ ííx 7 5y ín^'> + (n ~ 1) H------L Hj] = 0.
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Ha nl—nUl,+ nUl,^i+nUIl.2-]-----ÉnU0-t, mely a görbén levő (x,y) pontokban
0-sal egyenlő, hozzáadjuk ezen egyenlet baloldalához, arra jutunk, hogy az 
érintő egyenlete:

5 ’ í + +■ + 3U^ + •'' + nl70 = 0.
í/vC (7II

Alkalmazzuk ezt a formulát a másodrendű görbe érintőjének meghatározására.
XIII. Érintő sík. 68. Legyen f(x, y, z) — 0 egy felület egyenlete. Szemeljük 

ki (x, y, z) pontját. Ezen át^vonjuk azt az egyenest, mely az X, X, Z tengelyek­
kel rendre a, y szögeket alkot. Ha (£, 27, g) ezen egyenes valamelyik pontja, 
amely az (x, y, z)-től t távolságra van, akkor:

£ = x + /cosa, y = y + tcos£, £ = z 4- t cos/.

Ezen egyenesnek az Fix, y, z)=0 felülettel való metszéspontját megkapjuk, ha 
a / értékét az

F [x + t cos a, y + t cos /?, z + t cos y] = 0

egyenletből meghatározzuk. Egyik metszéspont (x, y, z), vagyis t = 0-nak 
megfelelő pont. Kérdés, az iránycosinusok között minő összefüggésnek kell 
fennállania, hogy t = 0 legalább kétszeres gyöke legyen ezen egyenletnek? 
Ehhez szükséges, hogy 

legyen, vagyis :
ÖF-X— cos a dx

dl

, dF n , 3F+ -5— cos 0 + cos y — 0. dy dz

és minthogy cos a, cos ft cosy arányosak x, q—y, r-vel, tehát:

vagyis (J, y, g) pontok egy síkon vannak. E sík az (x, y, z) pontban az 
Fix, y, z) = 0 felülethez vont érintő sík. Ennek tehát az a tulajdonsága, hogy 
bármely ($, y, £) pontját az (x, y, z) ponttal összekötő egyenese a felületet 
az (x, y, zj-ben duplán metszi (két, egymáshoz végtelen közel fekvő pontban 
metszi).

69. írjuk fel az (x, y, z) pontban az Fix, y, z) = 0 felület normálisának [az 
érintő-síkra merőleges egyenesnek] egyenleteit.

70. Fejezzük ki az érintő sík egyenletét, ha a felület z = <p(x, y) alakban 
van megadva.

71. Mekkorák a normális iránycosinusai, ha a felület F(x, y, z) = 0 és ha 
z—(f> (x, y> alakban van megadva. [Jelöljük-^--et p-vel, ~--t g-val].

72. Ha a felület úgy adatik, hogy pontjainak (X, y, z) koordinátái mint 
az (u, p) paraméterek függvényei vannak előállítva:

x = f(u, p), y — <p (a, v), z = \piu,v), 
akkor e három egyenletből (u, p) kiküszöbölésével keletkezik 

Fix, y, z) = 0
egyenlet: a felület egyenlete az előbbi alakban. Nyilván az

F[/(h, p), <p (u, p), v»(u, p)]
az (a, p)-ben identikusán: 0; tehát úgy az u, mint p-szerinti differenciál­
hányadosa is 0.
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dF 
du

dF dx dF dy , dF dz = 0dx du + dy du ' dz du
dF dF dx , dF 3íl 4- dF dz — 0

és innen :

dF 
dx

dF 
dy

dv

■ 
dz

< x dv

dy 
du 
dy 
dv

1 d

dz 
du 
dz
dv

y dv 1

dz 
du 
dz 
dv

dz

dx 
du 
dx 
dv

lv

dx 
du 
dx 
dv

dy 
du 
dy 
dv

vagy a függvénydetermináns jelét használva, a jobboldali kifejezések- rendre;

D z, x^ 
u, v'

írjuk fel ezen jelöléssel az érintő-sík egyenletét, a normális egyenleteit és 
mutassuk meg, hogy a normális irányeosinusai :

1 1 ű(A£.)( -L-p/JML)
j/j ' n, v1 A 'u.,v’ yA 'a, t>'

ahol
A = EG - F2,

ha
p-ldx\2 > Idy\2 I íaz \2 dx dx dy dy dz dz

' dll' 1 'du' ’ ' du' ’ du dv du dv du dv ’

73 Határozzuk meg az (x — a)2 + (y — b)2 4- (z — c)2 = r2 gömb (x, y, z) 
pontjában vont érintő-síkjának egyenletét!

74. Határozzuk meg az
x = n cos v, y = u sin v, z —f (u)

forgási felület valamely (u, n) pontjában az érintő-sík egyenletét! Határozzuk 
meg a normálist, mutassuk meg, hogy ez a forgási tengelyt (z tengelyt) metszi 
és határozzuk meg e normálisnak a felülettől a forgási tengelyig eső darabját.

75. Határozzuk meg az
x — u cos v, y — u sin v, z —av 4- b 

csavarfelület valamely pontjához tartozó érintő-sikot és a normálist.
76. Algebrai felület érintősíkja. Legyen J(x, y. z) az x, y,z n-edfokú racio­

nális egész függvénye ; ekkor /(x, y, z) = 0 n-edrendű algebrai felület egyen­
lete. Jelöljük az í-edrendű tagok összegét 17,-vel, vagyis /(x, y, z) = U„->- 
4- Un-! 4----- 1- Ut 4- Uo. Határozzuk meg az (x, y, z) pontban vont érintősík
egyenletét olyan alakban, mint a 67. feladatban láttuk (124. lapon). Alkal­
mazzuk a képletet a másodrendű felület érintősíkja egyenletének megállapí­
tására.

XIV. A burkoló görbe és a burkoló felület. 77. Az /(x, y. a) = 0 egyenlet, 
ha a-nak meghatározott számértékét tulajdonítunk: görbe egyenlete. Ha a 
értékét változtatjuk és pl. az a ... b köz az értéktartománya, akkor az a. .. b 
köz minden a helyéhez egy görbe tartozik; az, melynek egyenlete: f (x, y, a) = 0. 
E görbék egy görbesereget alkotnak. Az a parameterértékhez tartozó görbét 
jelöljük C„-val. Szemeljük ki e sereg valamelyik egyénét; azt, amely az a 
parameterértékhez tartozik. Az /(x, y, a) = 0 görbének az /(x, y, a 4- h) = 0 
görbével való egyik metszéspontja legyen Pi>. E metszéspont (x, y) koordinátái 
kielégítik az



FELTÉTELES SZÉLSŐ ÉRTÉK. 127

f(x, y,a) = 0 és / (x, y, a + h.) =0 
egyenleteket. Az utóbbit így írhatjuk :

f(x, y, a) + h - 0
df dfahol (-—} a értéke egy, az a és a + h közötti helyen. tehát mondhatjuk, 

hogy Ph pont koordinátái kielégítik ezt a két egyenletet:

f(x, y, «) = 0, (^)=0.

Ha már most h 0-hoz konvergál, akkor rendszerint lesz a P/,-nak az 
f(x, y, a) = 0 görbén határhelyzete. Ezt jelöljük P„-val. Ennek koordinátái 
kielégítik e két egyenletet:

./Vx, y, a) = 0, # = o.da 1)

Ha már most a-t változtatjuk (pl. az a. . .b közön végig), akkor rendszerint 
a folytonos változásának a P„ pontok folytonos változása felel meg. Minde- 
nik fix, y, a) = 0 görbén lesz egy P„ pont. Ezek általánosságban egy görbét 
alkotnak, melyet C-vel jelöljünk. C a Ca görbék burkolója (enveloppe); a 
C„ görbék a C burkoltjai (enveloppée}. A C görbe pontjai az 1) alatti egyen­
leteket elégítik ki, tehát a burkoló görbe egyenlete előállítható akár úgy, 
hogy ezen egyenletekből (x, y)-t mint « parameter függvényeit állítjuk elő, 
akár úgy, hogy az 1) alatti egyenletekből a-t elimináljuk és ezzel a C görbe
egyenletét

P (x, y) - 0
alakban állítjuk elő. Ehhez pl. úgy juthatunk, ha a= 0-ból a-t kiszámít- da
juk mint x, y függvényét és az fix, y, a)-ba helyettesítjük; úgy, hogy tehát
F(x, y) így is írható :

f[x, y, a (x, y)] = 0]

ahol a(x, y) jelenti az a-nak a = 0 egyenletből kifejezett alakját.
Határozzuk meg a C'burkoló valamely (x. y) pontjában vont érintőjét. Az 

érintő egyenlete:

De

dF dF

ó>q W_djf df_íia)
dx dx da dx ’ dy dy ' da dy*t

és minthogy = 0 [1) egyenlet], tehát vagyis a bur­
koló görbe (x, y) pontjában vont érintő megegyezik az (x, y) ponton átmenő 
burkolt görbe érintőjével. A burkoló tehát érinti a burkolt görbéket.

78. Határozzuk meg — az előbbi gondolatmenetet követve — az 
F(x,y, z,a) = 0 felületsereg burkoló felületét és mutassuk meg, hogy a burkoló 
felület minden pontjában érinti az illető ponton átmenő burkolt felületet!

XV. Függvény determináns. 79J Számítsuk ki az x2 + y2-|-z2, x + y + z, 
xy + yz + zx függvények x, y, z szerint vett függvénydeterminánsát!

80. Számítsuk ki az

1—x2—y2—z2 ’
y'

|/1—x2—y2—zg ’ x2—y2—z2
X z

függvények x, y, z szerint vett függvénydeterminánsát!
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81. Legyen: x = fu,v,iv), y = <p(u,v, ív) z = y>(u,v,u>) és P, Q, R az 
(x, y, z) megadott függvényei. Legyen továbbá :

továbbá :

és

h-p1^.^.) + 0^-^ + r(^-^-}H~P\dz dy^ Q[ dx dz> + [ dy dx >

H1~Pt^dw ~di>> + Q^du

Mutassuk meg, hogy :

dtv' l'dv du 1

H, =ű(-í^)H.1 'íz, n, ív'

82. Határozzuk meg e függvényeknek
u = xy, v = log x + log y

függvénydeterminánsát. Minthogy ez identikusán 0, tehát v és u között fenn-
áll ilyen reláció : 

vagyis:
v = <p(u)

log x + log y — <p [xy].

A <p függvény meghatározása céljából tegyük a formulában : y=l, ekkor : 
log x — <p (x).

A <p(xi az x minden értékénél megegyezik logx-szel, tehát <p(xy) is log(xy) 
és így az előbbi függvényrelácio :

log x + log y = log (xy)
a logarithmus additio-tétele.

83. Mutassuk meg, hogy x+y és sinx cos y + cos x sin y függvények 
JxcoBi-féle determinánsa (azaz függvénydeterminánsa) identikusán 0 és álla­
pítsuk meg ebből az előbbi feladatban tárgyalt módon a sin (x+y) additio- 
tételét.

84. Mutassuk meg, hogy x+y és cos x cos y — sinx sin y JAcoin-féle 
determinánsa, valamint x+y és 7^JACOBi-féle determinánsa idén- 
tikusan 0 és állapítsuk meg a cos (x+y) és tg(x+y)-ra vonatkozó additio- 
té teleket.

XVI. Szélső ériék. 85. A tetraédernek egy csúcsból kiinduló három éle 
adva van. Mekkora szögeket kell egymással alkotniok, hogy a köbtartalom­
nak szélső értéke legyen?

Legyen a tetraéder szóban forgó csúcsa a kezdőpont, az élek hossza : 
lt, l2, l3. Ezen élek végpontjainak koordinátái: (x,, y,, zj, (x2, y2, z2), (x3, y3, z3). 
Akkor tehát fennállanak ezek az egyenletek :

x‘i+yl+zl=li, x^+yl+zl-=l?i, x^+y'i+z3=li-
A tetraéder köbtartalmának 6-szorosa :

1)

D =
X1
x2

Ui 
í/2 
y-3

z2
Zs



FELTÉTELES SZÉLSŐ ÉRTÉK. 129

A kérdés tehát az, hogy mikor lesz az x15 y„. . . y3,z3 kilenc változó ezen 
függvényének szélső értéke, ha a változók között az 1. alatti relációk állnak 
fenn. Ehhez szükséges, hogy fennálljanak ezek az egyenletek :

dx, — AXj = 0, dx2 — /4V2 ~ 0, Sx3 - vx3 = 0,

di) 
f'h

- Aj/, = 0, dl)
^2 - W/a = 0,

dl)
Sl)3

- vy3 = 0,

dl)
dzr - Az, = 0," dl)

dz2 — ^2 - 0,
dl)
dz3 — vz3 — 0,

ahol A, /z, v konstáns faktorok. -5— a determinánsnak az xt elemhez tartozó uX-^
aldeterminánsa s. i. t. Ha az x,, y, . . .-hez tartozó aldeterminánsokat rendre

Yj. . .-el jelöljük, akkor tehát a

0—A-^z+l/i Y24-rjZ2, 0—x,X:i-\-y, Y34-ZjZ3 , 0=x2X:i+y2Y3-t-z2Z3 ■
sth. relációkból :

0=x1.r2+í/1j/2+:1 z8, 0=xlx3+y1(/3+zlz3, 0=x2x8+í/2t/3+z2 z3.

De ha /t-nek a tengelyekkel alkotott szögei akkor xx-~lz cos aj,
y1=/1cosft, Zj=Z1cosy1 s. i. t., tehát a fenti egyenletekből:

cos cos a2 + cos ft cos /?2 -f- cos y, cos y2 = 0 s. i. t., 

vagyis a szélső érték feltétele, hogy az élek egymásra merőlegesek legyenek. 
Hogy e szélső érték maximum, az geometriai megfontolásból közvetlenül 
világos.

86. Mutassuk meg általában, hogy ha egy n-edrendű determináns egyes 
soraiban levő elemek négyzeteinek összegei adottak, (és rendre egyenlők 
í$, /n-tel) a determinánsnak maximuma csak akkor lehet, ha két külön­
böző sorában levő megfelelő elemek szorzatainak összege: 0 [orthogonalitás 
feltételei].

87. Mutassuk meg, hogy e determináns absz. értékének maximuma:

88. Ha a determináns elemeinek abszolút értékei közül a legnagyobb M, 
akkor (az előbbi jelölést használva)

/j<M|/n, Z2<M/n, . . . Zn<M/n,
tehát :

| 1) | < M"n T •
89. Határozzuk meg z=aj1x24-2aj2xy4-a22(/2 szélső értékeit, ha x24-J/2=l 

feltétel is érvényes.
dF dFLegyen F(x, y) - a11x2+2aj2xy+<i22y-—A(x2+y--l). X~d~ =0, = 0 fel­

tételekből következik, hogy A ezen egyenlet gyöke :

A2 — A [an 4-022] 4- an a22 — űj? = 0. a)

90. Ha az előbbi aiixg4-2a12xy4-a22if2 alak definit pozitív, akkor az a) 
alatti egyenlet gyökei pozitivok és különbözők. Legyen a nagyobbik Aj, a 

, d2zkisebbik: A2. Számítsuk ki a 98. lapon tárgyalt eljárás szerint a 
mutassuk meg, hogy az adott feltétel mellett aux24-2«j2xy4-a22y2 maximuma 

Beke: A differenciálszámítás. II. 9
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d-z
Áj, minimuma A2. [Ugyanis a jelen esetben = alty2 — 2ai2xy ~i~a22x2 — A, 
melyet a -3—=0,— = 0 és xa4-y2 = l figyelembevételével átalakíthatunk dx dy
ebbe az egyszerű kifejezésbe : au4-a22—2A. Erről pedig az a) egyenlet segít­
ségével azonnal megmutatjuk, hogy negatív, ha A helyett Aj-et teszünk és 
pozitiv, ha A helyett A2-t teszünk.]

Ha Ujj, a12, «22 nem állandók, de a változás egész tartományában 
°na22—«12 minimuma a pozitiv H és maximuma H' és Ujj+u22 minimuma a 
pozitiv K, maximuma K', akkor AjA2>£/, Aj4-A2<JÍ'-ból ered, hogy a A2 és 

H1 épen így : A,
91. Határozzuk meg az

/(;r, y) = x*y2 (1 — x — y)

szélső értékeit! j/a=x2y2 (3—4x—3y), Jy=x3y (2—2x—3y); tehát szélső érték 
lehet a) x=i, y=J helyen, továbbá b) x=0 sik és c) y 0 sik bármely pont­
jában. Vizsgáljuk meg egyenkint az eseteket I

92. Adott számot olyan három részre bontsunk, melyek köbeinek összege 
minimális legyen.

93. Adott számot olyan három összeadandóra, (x, y, z kell bontani, hogy 
x"'ynzP maximum legyen [m, n, p pozitiv számok],

94. Határozzuk meg az adott felülettel bir egyenes körhengerek közt 
azt, melynek minimális köbtartalma van.

95. Adott köbtarl alommal bíró parallclepipedonok közül határozzuk meg 
azt, melynek minimális felülete van.

96. Adott ellipszoidba írható parallelepipedonok közül határozzuk meg 
azt, melynek maximális köbtartalma van 1

97. Határozzuk meg x-et úgy, hogy az y24-2yx24-4x—3=0 egyenlettel 
hozzá rendelt y maximum (minimum) legyen.

98. Határozzuk meg x-et úgy, hogy az y’-J-x3— 3axy=0 egyenlettel hozzá 
rendelt y maximum (minimum) legyen.

99. Ugyanezek a feladatok az a) y44-x*—4xy4-2=0, b) y2—2mxy4-x2—a- 0 
egyenlettel adott y-ra nézve.

100. x és y minő értékei teszik maximummá (minimummá) az ii=x4+ 
4-y4—2x24-4xy—2y2 függvényt!

101. Határozzuk meg e függvények szélső értékeit: a) x3 y2 (a—x—y),
b).____________________(a+x) (x+y) y+z) z-|-/>)

102. Határozzuk meg a cos2 x + b cos2 y szélső értékeit, ha y = x 4- ■
103. Határozzuk meg (x-|-l)(y4-l) (z4-l) szélső értékeit, ha axbiicz=A.
104. Határozzuk meg egy adott egyenes azon pontját, melynek két adott 

ponttól való távolságainak összege minimum (L. 1. kötet 39., 40. feladatokat a 
200. lapon).



VI. FEJEZET.

A KETTŐS INTEGRÁL.

1. A kettős integrál értelmezése. Legyen adva egy egyszerűen 
zárt, folytonos, rektifikálható C görbével határolt összefüggő terület. 
Derékszögű koordinátarendszerre vonatkoztatott pontjainak koordi­
nátáit szokás szerint (x, y)-nal jelöljük. Jelöljük e területet T-vel. 
A T minden belső és határpontján legyen értelmezve az /(x, y) függ­
vény és legyen egyértékű s az egész T zárt területben korlátos; M 
számnál kisebb és m-nél nagyobb. Húzzunk tetszés szerinti módon 
folytonos, rektifikálható vonalakat a C-ben, melyek a T területet 
ój, J2,J3,... területrészekre bontják, úgy, hogy e részek a T terü­
letet hézag nélkül egyszerűen (egymást el nem fedve) kitőltsék.

Jelöljük a J) részben az /'(x, y) felső határát Jlj-vel, alsó hatá­
rát m,-vel és képezzük ezeket az összegeket:

S — M^i+M^2+M333+---, s — —

Az S-ről azonnal látjuk, hogy MT-nél nem nagyobb, viszont s 
m'I’-nél nem kisebb. Ha a T területet minden képzelhető módon 

9*
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beosztva képzeljük és mindenik beosztáshoz hozzárendelve gondol­
juk az S és s összegeket, akkor úgy az S, mint az s számoknak 
végtelen halmazait kapjuk. Mindkét halmaz korlátos. Az S számok 
halmazának alsó határát jelöljük 2-val, az s számok halmazának 
felső határát pedig cr-val.

A 2 számot az /\x, y) függvény T tartományra vonatkozó 
felső integráljának, a a számol pedig alsó integráljának nevezzük. 
Az elsőt így jelöljük : |'f f(x, y)<lT, a másodikat pedig így: J’J f(x, y)dT.

(s)T , (í)T
(Az elsőnél levő s betű a superior, a másodiknál az i betű inferior 
szó kezdő betűje.)

Éppen úgy, mint az egyszerű integrálnál tettük, most is meg 
akarjuk mutatni, hogy a í és ff bizonyos tekintetben a S, ille­
tőleg s összegek határértékei: a részeket oly kis méretűeknek 
választhatjuk, hogy — akárminő alakúak legyenek is e részek — 
a 2-tól, illetőleg a cr-tól tetszés szerinti kevéssel különböző S, 
illetőleg s számokhoz jussunk. Ezen állítás pontosabb fogalmazása 
végett megállapítjuk, hogy mit értsünk a beosztás méretén. Ha 
adva van egy folytonos zárt görbe, vagyis olyan görbe, mely a követ­
kező egyenletekkel jellemezhető :

x — rp (/), y = if (f),
ahol ap(t) és y/(t) a t parameter folytonos függvényei az a...b 
közben és a görbe összes pontjaihoz jutunk, ha t a-tól />-ig halad, 
akkor a görbe két tetszés szerinti, /, és t2 parameter-értékekhez 
tartozó pontjának távolsága:

/\<P (Á'>l2+ IWi)-V7 O2
a két változónak, és t2-nek folytonos függvénye, midőn úgy a /v 
mint a t2 az a...b közben van. Ennek a változók jelzett tartomá­
nyában fellépő maximumát nevezzük az adott zárt görbe átmérőjé­
nek és az előbb említett méretet ezzel az átmérővel jellemezzük.

És most áttérünk annak a bizonyítására: ha adatik egy tetszés 
szerinti kis pozitív fi, akkor megállapíthatunk oly (j átmérői, hogy ha 
a T területet beosztó görbék átmérői mind kisebbek p-nál, akkor 
az illető beosztáshoz tartozó S = 2M;d( összeg a 2-tól, valamint a 
s—A’rng), összeg cr-tól abszolút értékére nézve az adott fi-nál keve­
sebbel különbözik. E tétel bizonyításánál ugyanazt a gondolat­
menetét követjük, mint az egyszerű integrál tárgyalásánál (I. kötet 
263. lap).

Minthogy 2 az S összegek alsó határa, tehát van olyan beosz- 
tás, melyhez tartozó összeg 2 és 2 + — közé esik. Legyenek 
ezen beosztásnál 7’részei: Ja,... tehát

2 + y > +M2J2+ • • ■ + M„ón > 2.
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És most osszuk be a 7-t újból úgy, hogy a részek maximális 
átmérője kisebb legyen, mint a d\, J2,... átmérői közül a leg­
kisebb, melyet r-rel jelölünk.

Az új részek kétfélék lesznek : olyanok, melyek egészen benne 
vannak valamelyik d1,o2,...on részben és olyanok, melyek leg­
alább két részben terülnek el; ez utóbbiakat átugró részeknek 
nevezzük.

Jelöljük a belső részeket ó2,. .. -al és az átugrókat ö'í, d2,... -al 
és megfelelően az /'(.r, y)-nak az egyes részekhez tartozó felső hatá­
rait : M'lt M'a,... és M'i, Ma,... -vei.

Mint hogy minden Jí, ahol M az /’(x, y) felső határa az egész 
T tartományban, tehát az átugró részekhez tartozó 4-M2J2-|—
összeg kisebb AfA-nél, ha △ az átugró részek összes területe.

Geometriai szemlélettel belátható, hogy a méret elég kis válasz­
tásával △ tetszés szerinti kicsinnyé tehető, mert hiszen e részek a

32,...dn részek határvonalait, vagy azok egy részét, tehát egy 
véges, mondjuk /. hosszúságú vonalat vesznek körül és tetszés sze­
rinti keskenyekké tehetők. [Ezt a geometriai szemlélettel közvetlenül 
világos tényt még pontosabban így is beláthatóvá tesszük: a 
dx, d2,... határvonalai egy L hosszúságú vonalat alkotnak. Osszuk 
fel ezt m egyenlő részre és ha egy ilyen ívrész kezdőpontjában 2

L msugarú kört rajzolunk, akkor világos, hogy olyan---- nél nem nagyobb
átmérőjű területrészecske, mely ezen ívrész valamelyik pontját magá­
ban foglalja, okvetlenül az említett kör belsejébe esik és így az összes 
átugró részek, melyek----nél kisebb átmérőjűek, mind beleesnek

1L maz m számú sugarú körökbe, vagyis ezek összes területe 
-^-7i-nél kisebb; m tehát oly nagyra választható, hogy az átugró 
részek területe tetszés szerinti kicsiny legyen]

Az új beosztásnak megfelelő
s = +M'd'+• • •+■

összeget most még kissé preparáljuk, hogy a régi M1d1-}-M2^2-]— 
összeggel könnyen összehasonlíthassuk. A második részben min­
den M'i' helyett M-et tegyünk, miáltal az összeget nagyobbítjuk. 
Szemeljünk ki egy o részt (az eredeti beosztásból), például dt-et és 
tegyük fel, hogy ebbe teljesen beleesik az új beosztásnak e»2,... 4 
része és az átugró részekből összesen u1 nagyságú terület: akkor 
tehát:

^1 — ^1+^2 H----------+

és így, ha ----- kifejezésben mindenik J/' helyett
Mj-et teszünk (mely az egész dt részben a felső határ) és az így
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nyert összeghez még hozzáadunk és egyúttal levonunk 
és rendre a J2, J3,.. .-hoz tartozó részösszegekkel is ugyan így 
járunk el, akkor az új beosztásnak megfelelő összeget nagyobbítot- 
tuk és a következő lett belőle:

M^ + M2Ö2+ ■ ■ ■+MnJn+(M-Mj) u2+ • •

vagy ha M—Mt, M—M2.... helyett M— m-et tesszük, akkor megint 
nagyohbítjuk e kifejezést és így az Ui+Ua-f---  helyett A-t írva :

ni) A.

Már most a részeket olyan kicsinyekre választjuk, hogy 
(M- rri) A < - legyen, Az ehhez szükséges méret felső határa legyen
p, vagyis, ha p-nál kisebb átmérőjűéit a részek, akkor már 

£
(M—iri) A < — ■ (Megjegyezzük, hogy ha p nagyobb volna az előbb
említett, r-nél, akkor a részek méreteit r-nél kisebbre választjuk.)

£
Minthogy pedig S1<2’+ ,, ; tehát 

S<zS-\-£

és ezzel bebizonyítottuk azt az állítást, hogy ha a részek átmérői 
mindannyian (j-nál (illetőleg r-nél) kisebbek, akkor minden S összeg 
S és S-\-s közé esik.

Éppen így mutathatjuk meg, hogy ha a részek átmérői mind 
egy bizonyos (j-nál kisebbek, akkor minden

s =

összeg a és <r—s közé esik; tehát ha Q és g' közül a kisebbiket 
választjuk, akkor minden S a X és J-f-í és minden s a <T és (T—e 
közé esik.

Minthogy tehát S>s, vagyis:

>S — X -j- € (T—E — S, 
ahol «'< 6, «"<e; tehát:

2 > a— 2e

és minthogy ez tetszés szerinti pozitiv é-ra érvényes, tehát X>o.
Ha S—<r, akkor azt mondjuk, hogy az f(x, y) a '1 tartomány­

ban integrálható. A közös 2=<r számértéket így jelöljük :

T
(Az integrál jele alatt álló T betűt, ha ebből félreértés nem 

támadhat — el is hagyjuk.)
Minthogy a 2 és <r a mondott értelemben a beosztástól függet­

lenek, sokszor a legcélszerűbb lesz, ha az X és Y tengelyekkel húzott
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párhuzamosakkal: egy derékszögű hálóval bontjuk fel részekre a 
T területet. Ekkor az egyes részek — a határon levőktől eltekintve — 
mindannyian derékszögű négyszögek lesznek.

Ha a áj, á2,... án részekben tetszés szerinti (|v í^), (J2, ^2),... (£„, wn) 
helyeket jelölünk meg, akkor nyilván /'(£;, ^,) az Mt és m, közé esik, 
tehát:

Mj Jjj-f-MjJgd----- \-Mn án >f(£v %)á24 h
+ ftén, + ----- lt-mnÖn.

Ha az f(x, y) integrálható, akkor a beosztások átmérőinek határ­
talan csökkentésével úgy a jobboldali, mint a baloldali kifejezés az

JJ f'(x> y)dxdy
kettős integrálhoz konvergál, tehát a középső kifejezés is oda kon­
vergál. Vagyis az

JJ fXx> y)dxdu

számértéket még úgy is értelmezhetjük — ha t. i. tudjuk, hogy 
létezik — hogy az a

27'(Sí-

összegnek a áj méreteinek határtalan csökkentésével létesülő határ­
értéke, ha (fj, a á, bármelyik belső, vagy a határán levő helye. 
Ezt az állítást rövid jelöléssel így írjuk:

Jj f(x> y)dxdy = lim27(I,-, 7,)á,-,

2. Az integrálhatóság feltételei. Láttuk, hogyha az f'(x, y) a T-ben 
korlátos, akkor e 7-hez és /’(x, y)-hoz mindig két szám a 2' és ff 
tartozik az imént megállapított módon. A 2 a DARBOux-féle felső 
integrál, <y pedig az alsó integrál. Kérdés, mi a feltétele annak, 
hogy az f(x, y) integrálható legyen, vagyis hogy 2=cr legyen.

E feltételek megállapítása teljesen analog az egyváltozós függ­
vényre vonatkozó tárgyalással (1. I. kötet 274. lap), miért is itt 
csak az eredményeket közöljük. Ha az Afj—nz, különbséget, vagyis 
a áj síkrészben az f(x, y) felső és alsó határai közötti különbséget, 
az ingadozást, cuj-vel jelöljük, akkor az integrálhatóság szükséges 
és elégséges feltétele, hogy a tetszés szerinti pozitív «-hoz tartozzék 
olyan p. hogy ha a beosztások átmérői mind kisebbek p-nál, akkor

2tU/ój < e 
legyen.

Ezt a kritériumot még kissé átalakítjuk. Ehelyett ugyanis azt 
is mondhatjuk, hogy az integrálhatóság szükséges és elégséges 
feltétele a következő: Ha adatik egy tetszés szerinti pozitív a> és 
egy tetszés szerinti kis e pozitív szám, akkor azon részek összes 
terjedelme, amelyekben az ingadozás <y-nál nagyobb, az adott
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fi-nál kisebbé legyen tehető. Ennek a bizonyítását is mellőzzük, 
mert teljesen azonos az 1. kötet 275. lapján közölttel.

Ezekből a kritériumokból rögtön következik, hogy ha /'(.r, y) a 
T tartományban integrálható, akkor a 7’egy részében is integrálható.

Következik továbbá, hogy, éppen úgy, mint az egyváltozós függ­
vények esetében, ha /(.r, y) a T tartományban folytonos, akkor 
integrálható. De integrálható az f(x, y) akkor is, ha a T-ben véges 
számú pontban van szakadása és még akkor is, ha véyes hosszúságii 
rektifikálható görbék mentén van véges szakadása, egyebütt pedig 
folytonos. Ez esetben ugyanis azon részek terjedelme, melyekben 
az említett szakadó helyek foglaltatnak, tetszés szerinti kicsinyekké 
tehető; mert a véges hosszúságú rektifikálható görbeív bezárható 
olyan tartományba, amelynek területe tetszés szerint kicsiny.

Teljesség kedvéért még megemlítjük, hogy véges számú integ­
rálható függvény összege, különbsége, szorzata és két integrálható 
függvény hányadosa — ha a nevező a T-ben nem lesz zérussá 
integrálható. Mindezeket az állításokat az olvasó az egyváltozós 
függvényről tanultak alapján könnyen bebizonyíthatja.

Ha a T területet több részre bontjuk: 1\, T2, . . . 7^-ra, akkor a 
T’-re vonatkozó felső (alsó) integrál egyenlő a 7), 7’2,.. . 7^-ra vonat­
kozó felső (alsó) integrálok összegével. Elég, ha ezt az állítási 
a felső integrálokra vonatkozólag igazoljuk. Jelöljük az f(x, y) 
korlátos függvénynek a Tt, T2,... -re vonatkozó felső integráljait:

J2,... 2'^-val és a T’-re vonatkozó felső integrált 2’-val. Ezek a 
számok a beosztástól függetlenek; az /'(.r, y) függvény és a 
T1. 72,... Tj., T területek által teljesen meghatározottak. Csak azt 
kell megmutatnunk, hogy S a 2’1+2'2-|----- H-^fc-tól a tetszés szerinti
kis pozitív fi-nál kevesebbel különbözik. Határozzuk meg a számol 
úgy, hogy ha a Tt beosztásainak átmérői (\-nél kisebbek, akkor az 
S1=M1 M2 J2-|— összeg a ^-től -^--nál kevesebbel térjen el.

A
Éppen így a p2 < Cs> • • • Qk átmérőket, valamint a (>-t úgy, hogy a 7-re 
vonatkozó S = f)t4-M2<)2-|— összeg a J-tól fi-nál kevesebbel térjen 
el és válasszuk ezen p2)... Qk, (? átmérők közül a legkisebbiket. 
Legyen ez (>'. Ha már most a T’t, T2,... 7’fc-t úgy osztjuk be, hogy 
az osztórészek átmérői mind kisebbek a p'-nál, akkor

S2 = 22-|-fi", • • ■,

ahol fi', fi".... fi<D nem negatív számok kisebbek-nál és

+ ----- j-Sfc = 2'+fii.
ahol 0 <fij<fi és így :

2’1+2’2H----- = ^+^2'
ahol j e2 j < fi, ami bebizonyítandó volt.
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Ebből természetesen az is következik, hogyha /’(x, y) a T’-ben 
integrálható, akkor:

J'J f\x, y) dx dy = ff f(.x’ y) dx dy + fi f(x, y) dx dy-\------ 1-
T Tt T,

+ Jf /’(x> f/) dx dy,
Tk

ahol az integrál jele alá helyeztük azon tartomány jelét, melyre az 
integrálás vonatkozik.

[Megjegyezzük, hogy ha a 7 tartományban az |[ f(x, y) dx dy, 
létezik.* (értéke legyen A) akkor f(x, y) korlátos. Ugyanis a T tar­
tományt beosztjuk a J2, ...on részekre. Akárminők legyenek is 
ezek a részek, ha csak egy bizonyos (>-nál kisebb méretűek, ez az 
összeg:

f (11- 71) <?1 + 7z) C*2 H----- F f(£n, $n «)

ahol ii, 7,- a cij részbe eső tetszés szerinti hely, a véges A-tól a meg­
adott tetszésszerinti kis «-nál kevesebbel különbözik és így a felírt 
összeg A—e és A-f-e közé esik. De az előbb tett és könnyen be­
látható megjegyzésünk szerint /’(x, yj-nak abban a T tartományban 
is megvan a feltételezett tulajdonsága, mely 7-ből a ó) elhagyásá­
val keletkezik; tehát T’-nek van olyan beosztása, melyre nézve

ahol a oj- rész tetszésszerinti helye a l> e' és közé esik. 
A J' beosztások (>-nál kisebb méretűeknek tekinthetők, tehát fennáll 
ez a két egyenlőtlenség:

fí -C' < S <)■<« + £'
a — « < /’(I,, j /’(£, Tj'i) J;. < a + 6

(mert a fentebbi a) alatti összegben a második taggal kezdődő 
rész helyett ez a T'-re vonatkozó összeg is tehető) és így e két 
egyenlőtlenségből következik, hogy(az \A~-Ii—e—e'\ és | A—B-f-é-j-é'l 
számok nagyobbikál m-mel jelölve):

l/téi, 7i)^il<ní-

miből l/’(Íi, 7i)| < y,

akárhol van is (£v 7,) a részben, tehát rf) a Jt-ben korlátos. 
Éppen így mutatható meg, hogy a J2,J8,... óH részekben is kor­
látos, tehát az egész 7-ben korlátos.]

* Ezen most az integrál előbbi értelmezésétől eltérően azt érijük, hogy 
az alábbi a) alatti kifejezés határértéke, ha a ó részek maximális mérete 0-hoz 
konvergál, véges és meghatározott szám.
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3. Középértéktétel. Tudjuk, hogy ha a beosztások mérete már 
elég kicsiny, akkor (az előbbi jelöléssel)

2 < S = Mt + M2 J2+ ■ • • + Mn dn = 2’ + 6',
Minthogy 3f, amely az egész T tartományban az / (,r, y) felső határa, 
nem kisebb, mint vagy M2,..., tehát:

vagyis:
2'<M(J1+cí2+---+^), 

£<MT.

Éppen így mutathatjuk meg. hogy a Darboux-fé\e alsó
integrál:

<r> mT.

Ebből következik, hogyha /’(.r, y) a T-ben integrálható, akkor:

mT< 11 f (x, y) dx dy < MT.

Ez az egyenlőtlenség azt a középértéktételt fejezi ki, hogy a

JJ /(*, y)dx dy

integrál mindig MT és mT közé eső számériék. Ebből az egyenlőt­
lenségből azt látjuk, hogy

J'l‘f(x, y)dxdy = /u.1,

ahol /u egy az m és M közé eső számérték.
Ha /‘(re, y) a T tartományban folytonos, akkor van ebben (vagy 

a határon) olyan (£, >f hely, amelyen /’(£, rf = zz, tehát akkor:

JJ/’(*, y)d^dy rf T

Az előbbinél általánosabb középértéktételt is megállapítunk. 
Legyen ugyanis y(rr, y) a T tartományban értelmezett egyértékű, 
korlátos függvény és /’(re, y) ugyanezen tartományban szintén kor­
látos és mindenütt pozitív (illetőleg nem negatív) függvény és mind­
kettő integrálható. Ekkor egyúttal az /’(re, y)y(rc, y) is integrálható 
és az |l j(x, y)g(x, ifdxdy az ismeretes módon, mint a

£/'(£•, 7i')y(Íi>
határértéke van értelmezve. Ha y(re, y) felső határa a T tartomány­
ban M és alsó határa m, akkor:

mSf^i, yjtf,
mert az f(x, y) pozitív az egész 7-ben. Ha már most a J, beosz­
tások átmérői 0-hoz konvergálnak, akkor ezen egyenlőtlenségekből 
a következők lesznek :

mjf /'ét y)dx du —Jfftx, y) ff Cl y)dx dy — MJJ i (x> y)dx dy
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vagy egyenlőség alakjában írva:

JJ' f (x, y) g (x, y) dx dy = /z JJ f(x, y) dx dy,

ahol Ha a y(.r, y) a T-ben folytonos, akkor T-ben (vagy
a határán) van olyan (£, g) hely, amelyen y(|, 7) = /z, tehát a közép­
értéktétel általánosabb alakja:

JJ f(x, y) g (x, y) dx dy = y (£, g) jj f(x, y) dx dy,

mely egyenlet levezetésénél feltettük, hogy f(x, y) a T-ben pozitív 
és integrálható, g(x, y) pedig folytonos. Ha f(x, y) mindenütt: 1, 
akkor: JJdxdy, mely a X$i határértéke: T, tehát

J'Jg(x, y)dxdy = g(£ g)T

az előbbi egyszerűbb esetet adja.

4. A kettős integrál, mint kétszeres integrál. Válasszuk egyszerűség 
kedvéért T tartomány gyanánt azt a derékszögű négyszöget, mely 
négyszög csúcspontjainak koordinátái: (a, b). (at, fc), (a, ű,), (cg, bj.

Húzzuk az X tengellyel párhuzamos y=g egyenest. Ezen 
egyenes mentén az f(x, y) értékkészletét az f(x, g) egyváltozós 
függvény szolgáltatja. Ha az f(x, y) a T-ben korlátos, nyilván az 
f(x, g) is az y=^ egyenesnek a T-be eső része mentén korlátos és 
így létezik ezen egyváltozós függvénynek DARBOux-féle felső és alsó 
integrálja. Ezek az integrálok az számértéktől függnek, azért a 
felső integrált jelöljük ^(^j-val, az alsót pedig a(»?)-val.

Képzeljük a T tartomány beosztását már annyira sűrítve, hogy 
a XMt<\ a X és X-j-e közé, a Xmfli pedig a a és <r—e közé essék, 
ahol X az f(x, y) felső integrálja, pedig az alsó integrálja a T-ben. 
A beosztást a 7 derékszögű négyszög oldalaival párhuzamosan vont
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egyenesekkel végezzük. Evégből az X tengellyel párhuzamos olda­
lon megjelöljük az a, xt, x2,... xk,... abscisszájú pontokat és az 
¥ tengellyel párhuzamos oldalon a b, yt, y2,... y,,... bly ordinátákkal 
bíró pontokat és az így megjelölt pontokon át az ¥, illetőleg X 
tengelyekkel párhuzamosakat vonunk.

Szemeljük ki azt a sávot, melyet az y=y, és y=y,_1 egyenesek 
határolnak. Az y=r( egyenes ebbe a sávba essék. Ezt a sávot az 
x—a, x—xt, x=x2,... x=at egyenesek derékszögű négyszögekre 
osztják fel. Egy ilyen derékszögű négyszög csúcsainak koordinátái:

J/i-i), (XA- í/í-i), Ok- J/í). Ui)
területe pedig: (xk—xk_f) (y,—y^J.

A XM/cii összegnek e sávhoz tartozó részét vegyük szemügyre. 
A most említett kis négyszögben az f(x,y) felső határa legyen Mik és 
az y=^ egyenesnek ebbe a kis derékszögű négyszögbe eső szakaszán 
az f(x, y) felső határa : Mj'/.1 legyen. Nyilván, akárhol vonul is a ki­
szemelt sávban az vonal, mindig Mjf<Mik.

A összegnek e sávba tartozó részét jelöljük így:

> Alífe(xjt-x’fe_1)(y,—y,^^ = (y,—yi_1') Xi<Mik (xk-xk._i'),

úgy, hogy az egész XMfli összeget, mint az összes sávokra kiterjesztett 

XXMjk (xk xk_1) (j/i Ui—i)
kétszeres összeget írhatjuk. Az előbbi megjegyzésből következik, 
hogy minden ^-ra, mely y,^ és y,- közé esik:

Xi<Mfk (xk xk—i) (jJí Uí—i) — (xk xk_f) (jyi—yi—i)-
De a X'~M^)(xk—xk_i') összegeknek az xk osztópontok tetszés 

szerinti változtatása mellett, az alsó határuk a mely az
f(x, Y>-nak az y =»? menti felső integrálja] tehát arra jutunk, 
hogy fennáll ez az egyenlőtlenség:

“i
*Mik (.xk~xk-j) (Ui-Ui-i) > (tfi-l/í-i) J f (•?, dx*

<s)a

* Az s betű a superior szó kezdőbetűje és
<h
| F (x) dx 

(»)a
az Fix) függvény Darboux-fé\e felső integrálja;

j F (x) dx 
(i)a

az alsó integrál jele (inferior). Ezt a jelölést felváltva használjuk a régebben 
bevezetett | és | jelölések helyett, melyek különösen, midőn a határokat is 
meg akarjuk jelölni, kissé nehézkesek.
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“1

A (p(rf) — \ l\x, rf)dx az z^-val változik. Ha az y,—j-től y,-ig 
(s)a

halad, akkor a p(n) értékhalmazának felső határát jelöljük xÖfy-vel 
és minthogy a fenti egyenlőtlenség minden r/-ra fennáll, tehát a 
felső határra is érvényes ez az egyenlőtlenség:

(<7í—</í-i) (jh—yi-i)-

Ha már most ezt az egyenlőtlenséget mindenik sávra felírjuk 
és összegezünk, akkor a haloldalon az összes részekre kiterjesztett 
2xW,3,- összeget kapjuk, melyről tudjuk, hogy 2 és 2'f-é közé esik, 
a jobboldalon pedig oly összegre jutunk, mely a <^(^)-nak a b...b1 
közre vonatkozó felső integráljánál nem kisebb ; tehát

6, at
2’ + «> jdyj/‘(x, y)dx .

(s)b (s)a

és minthogy ez bármely kis fi-ra érvényes, tehát:
bj al

J'f/'(x> y)dxdy> j dy]' l\x. y)dx.
(s)T (s)b (sia

Egészen hasonló módon mutatjuk meg, hogy

blJJ í\x< y)dxdy<( dy f f(x, y)dx, 
(t)T (i)b (i)a

tehát, ha / (,r, y) a T-ben integrálható, akkor e két egyenlőtlenség­
ből következik, hogy:

fli bt
J <lyj l\x, y) dx ^fj f(x, y) dx dy > J dy J f(x, y) dx. a)

(i)b (íja (s)b (s)a

De nyilvánvaló, hogy ha /\(^y')> f2(y) minden y értéknél, mely 
a b...bí közbe esik, akkor egyúttal e közre vonatkozó integrálokra 
nézve

bt bi br
J Á (y) rfy >f fi (y) dy és J7i (y) í{y —J /á (y) díi- 

(i)b (i)b (s)b (s)b
ai

Minthogy pedig a jelen esetben az a) jobboldalán levő j /\.v, y)dx nem 
°1 (s)a

kisebb a baloldalon levő j f(x, y)dx-nél egyetlen y-ra nézve sem, 
(íja

tehát:
bi aI b! at bt a,

J (/y J /’Gr> y)dx — J dyJ f(x< y)dx ^J du f y)dx
(s>b (sia (s)b (íja (ijb (iia
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és így a fonti egyenlőtlenség csak úgy állhat meg, ha :
ti bx

J dy jf(x, y)dx = ff f(x, y)dxdy = fftyf/\x, y)dx.
(f)b (i)a (s)b (s)a

így tehát arra az eredményre jutottunk, hogy ha /’(x, ij) a T-ben 
integrálható, akkor egy által az a...a„ illetve b...b, közökre 
vonatkozó

bx ax bj. Qi

J dy J f(x, y) dx, J dy J’ f(x, y) dx 
(i)b (i)a (s)b (s)a

integrálok is egyenlők és közös értékük a T tartományra vonatkozó 
Jl f(x, y)dxdy kettős integrál.

ax öl
Az |/’(x, y)dx> | f(x, y)dx minden y értéknél, tehát: 

(s)a (i)a
b, a, bj a, b, a,
ff/y fff(x, y)dx>fflyff(x, y)dx>ffdyy)dx. fi)

(s}b (s)a (s)b (i)a (i)b (i)a
Éppen így következik, hogy:

bx ax bt cti bx öi

j dy j j\x, y) dx > j dy J' f(x, y) dx > j dy J’ f(x, y) dx. y) 
(s)b (s)a (í)b (s)a (í)b (í)a

Ha II f(x, y)dxdy = I létezik, akkor, miként láttuk : 
bx ax bx ax

1 = ffly J f (®, y) dx = J dy f f(x, y) dx ;
(s)b (s)o (í)b (i)a

tehát a fi) és y) alatti egyenlőtlenségekből következik, hogy:
bi br ax

I = f dy J f(x, y) dx = J dy J f(x, y) dx ;
(s)b (s)a (i)b (s)a

bi a, bt a,

I = J dy f f (x, y) dx = J dy f f (x, y) dx, 
(s)b (i*)a (í)b (i)a

ai at
vagyis azt látjuk, hogy úgy az | /'(x, y)dx, mint az J/ (x, y)dx 

(S)a (i)a
integrálható a b...^ közben y szerint és egyúttal:

bj űi bx aí
J dy ]' /’(x, y) dx = j dy J' f\x, y) dx. 
b (s)a b (í)a

így tehát, ha f x, y) a T-ben korlátos, integrálható függvény, 
akkor úgy az x szerinti alsó integrálja mint a felső integrálja 
az y szerint a b...bt közben integrálható és e két integrál egymással 
és a 1-re vonatkozó kettős integrállal egyenlő.
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Tegyük fel most, hogy minden a b. . . b, közbe eső y értéknél, 
ai

az ff(x,y)dx integrál is létezik; akkor tehát ez a b...bt közben 
a

integrálható és: b
ff f(x, y) dx dy = j dy J f(x, y) dx.
T b a

Ha a föntebbi tárgyalást úgy végezzük, bogy az .r és y sze- 
bi

repét felcseréljük és feltesszük, hogy az j /'(x, y)dy integrál léte­
id

zik minden x értéknél, akkor pedig arra jutunk, hogy 
tíi bt

lf/'(x, y)dxdy = jdx ff(x, y)dy. 
T a b

És ezzel arra az eredményre jutottunk, hogy ha a T tarto­
mányban f(x, y) korlátos függvény integrálható, továbbá az /’(x, y) 
integrálható az egyik változó szerint, bármi legyen is a másik 
változó értéke (a megfelelő közben), akkor a kellős integrál kiszá­
mítása két egymásután végzendő integrálásra vezethető vissza.

Ha az f(x, y) a T tartományban folytonos, akkor, miként láttuk 
a, ' bt

(1. 1. kötet 427. lap) az ff(x,y)dx, valamint az J f(x, y)dy az y, 
a b

illetőleg az x folytonos függvényei, tehát ez esetben az integrálás 

imént megállapított módja alkalmazható. Az előbbiekből egyúttal azt 
is látjuk, hogy ha f(x, y) a 7-ben folytonos vagy ha nem folytonos, de 

bi ' ni
korlátos és ff f(x, y)dxdy, továbbá f f(x, y)dy és j f(x, y) dx létez- 

T bű
nek, akkor b1 bi űi

J f f (®, y) dxdy = fdxf f(x, y) dy = f dy ff(x, y) dx,
T ab b a

vagyis az integrálás sorrendje felcserélhető.

5. Az integráció tartományának általánosítása. Eddigelé a T tarto­
mány derékszögű négyszög volt. Könnyű lesz kiterjeszteni a nyert 
eredményeket arra az esetre, midőn az integráció tartományának 
határa olyan görbékből áll, amelyek y=<f>(x) vagy x=(?(y) alakú 
egyenletekkel megadhatók.

Legyen például az integráció tartománya a túloldali ábrában 
feltüntetett tartomány, mely a C, és C2 görbékkel és az AB, AtBt 
egyenesekkel határozatik. Azt is megengedjük, hogy A és B pon­
tok vagy még és Bt is összeessenek, mely utóbbi esetben 
a tartomány határvonala olyan egyszerűen zárt görbe, mint az 
5. ábrában.
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Legyen a C\ görbe egyenlete: y=(jf(x), a C2-é pedig y=i//(x), 
ahol <f>(x) és y/(x’) az a... at közben x egyértékű függvényei. 
A feladatot az előbbire vezetjük vissza. Ugyanis beleillesztjük a 
T tartományt az EFGH derékszögű négyszögbe, melynek csúcs­
pontjainak koordinátái: H-é : (a, b) és F-é : (a„ l\\ Az f(x, y) függvény 

helyett olyan / , (x, y) függvényt választunk, mely a T tartomány­
ban mindenütt megegyezik az /’(.r, y)-al és a derékszögű négyszög 
többi részében /j (x, y) = 0. Ez az f\ (.r, y) a derékszögű négy­
szögben integrálható, ha f(x, y) a T tartományban integrálható volt 
és nyilván:

y)dxdy = ff f(x, y)dxdy. 
Tt T

De egyúttal azt is látjuk, hogyha ;r-et fix értéknek választjuk, 
akkor a létezőnek feltételezett

ti y/(x)
/A O, y) (/y = ff(f,'/) (/y, 
b (f) (x)

tehát ff f(x, y) dx dy — [ dx f f(x, y) dy.
T a tp (x)

Ha a tartományt az egyszerű C zárt görbe határolja, mint a 
11. ábrában, akkor is az előbbihez hasonló módon kaphatjuk a 
kettős integrállal egyenlő kétszeres integrált. Megrajzoljuk az 
iz tengellyel párhuzamos egyeneseket, melyek elválasztják a sík 
azon részét, melyben a C görbének nincs pontja, attól, amelyben a 
C görbének van pontja (és egyúttal az A' tengellyel párhuzamosan 
is meghúzzuk a két határegyenest). A legegyszerűbb esetekben ezek 
a görbének az V, illetőleg X tengelyekkel párhuzamos legszélsőbb 
érintői lesznek. A abszcisszája legyen a. B-é: n,. A görbe AEB
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részének egyenlete legyen: y=ip(x), az AFB részé pedig y=<p(x). 
Ekkor tehát:

a, V'(®) 
fff(x>y)dx dy = J(/-r ,f f(.x, y) dy- 
T a (p (x)

Az eljárás tehát a következő: először integrálunk y szerint az 
x abszcisszához tartozó két szélső ordináta: cp (x) és ip (x) között, 
azután pedig x szerint « legszélsőbb abszcisszák, az a és at között.

Ha pedig E ordinátája : b„ F-é pedig b és az EAF egyenlete : 
EBF-é pedig x=a(y), ahol g(yj és <r(y) a b. . . bt közben 

egyértékűek, x és y szerepének felcserélésével erre jutunk:
i'i «(y)

Jff(x, y)dx (,y = J diJ f t\x, y)dx- 
T b QW

6. Példák a kettős integrál kiszámítására. Néhány példán megvilágítjuk a 
kettős integrál kiszámításának ezen módját.

í. Példa. Számítsuk ki ezt az (a, b), (a,, b), (at, bj, (a, derékszögű 
négyszögre vonatkozó integrált:

ff xy dxdy.
T

Az imént tárgyalt eljárás szerint:

“i r1 1 1
jj xy dx dy—J dxj xy dy = -jfdx . x (b2-b2) = A (b‘i~b2) (al~a2).
T a b a 4

2. Példa. Számítsuk ki ugyanezt az integrált a 0 centrumú, r sugarú 
negyedkörre vonatkozólag. A határgörbe egyenlete

y = y^r2—x2,

ahol a négyzetgyök pozitívnak veendő. Az x abszcisszához tartozó ordináták 
0 és |^r2 —x2, tehát:

Beke: A differenciálszámitás. II. 10



146 VI. FEJEZET.

r V r-—x-
jl xydxdy = J dxJ xy dy. 
T (10

A belső integrál:
C .J r xt^-x*J xy dy = L^-J =----5,

o
tehát a keresett kettős integrál :

3. Példa. Legyen az integráció területe a mellékelt ábrán feltüntetett 
egyenszárú derékszögű háromszög: CAI1. ahol CA—BA. C abszcisszája és 
ordinátája: a, B-é pedig b; legyen f(x, y) e tartományban folytonos, akkor:

b x b b
[jf(x, y) dxdy = J dx j f(x, y) dy = J dyjf(x, y) dx.
T a a a y

A második integrálnál ugyanis a kiszemelt P pont abszcisszája x és 
előbb integrálunk y szerint a PQ mentén. (P ordinátája : a, Q-é pedig: x, 
mert PQ=CP), azután integrálunk a legszélsőbb x értékek, vagyis : a és b 

között. A harmadik integrálnál a kiszemelt R ordinátája: y és előbb inte­
grálunk x szerint fí-től S-ig. (R abszcisszája : y, S-é : b); azután pedig inte­
grálunk a legszélsőbb y ériékek között, vagyis a-tól ö-ig. Ezzel erre a neve­
zetes, DiRicHLET-től származó egyenletre jutottunk:

b x b b
j dxj f (x, y) dy = j dy j/(x, y) dx

a a a y

ha /(x, y) a szóban forgó háromszögben folytonos.
4. Példa. Legyen az integrandus

/(x, j/)=íp(x) . V (4/)
két folytonos függvény szorzata, melyek egyike csakis x-töl, másika csakis {/-tói 
függ. Az integráció területe derékszögű négyszög, melynek csúcsai: (a, b),
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(a„ b), (a, bt), (a„ />„). 
ai ai bt

jjffa u) dx ll!/ = j dx J <p (x) ipíyidíj =j <p (x) dx . j ip (y) dy. 
T ab ab

ai
Legyen í ip (y) dy—B és I <p (x) dx=A, akkor tehát:

b a
al bl 
j I <P (x) y> (y) dxdy = A . B. 
a b*

7. Területszámítás kettős integrállal. Legyen adva a C zárt görbe, 
mely a T területet határolja. Ha e T-t a koordinátatengelyekkel 
párhuzamos egyenesekkel a J2,... területrészekre osztjuk, akkor

2$ = T

Ha a d területrészek méretei O-okká válnak, akkor a kettős integrál 
értelmezése szerint az

határértéke az fj f(x, y) dx dy, feltéve, hogy f(x,y) integrálható. Ha 
f(x, y) = 1 minden x, y értékre, mely a C görbe által határolt T-ben 
van, akkor a S3. = T határértéke is T tehát:

fi dx dy = T. 
T

így tehát a T területet a ff dxdy kettős integrál szolgáltatja.

Példaképpen határozzuk meg az -^ + = 1 ellipszis területét.
A J'fdxdy kettős integrált igy számítjuk ki : Ha x fix érték, akkor y-nak 
hozzá tartozó értékei:----— |Az2—x2 és +-^-|/a2—x2 ; az x legszélsőbb
értékei: —a és +a ; tehát:

b ír-.—5— » a-— x-
a, a t)i “ _______

T = jj dxdy = I dxj dy = —J |^a2—x2 dx, 
~a _ A “ ~a

a
• , | -■ - ■ z»2

í V a'4—x2dx= x y a2—x2 + arc sin — + C (I. kötet 324. 1.), tehát:

I a2—x2 dx = arc sin 1---- =- arc sin (—1) = —
-a “ 2 2

és így : T = abn.

A terület meghatározása mindig visszavezethető arra az esetre, melyet 
az I. kötet 463. lapján (98. ábra) tárgyaltunk. Az ilyen trapézszerű terület, a

T^JJdxdy

kiszámítása végett, először integrálunk y szerint: A fix x értékhez tartozó 
szélső y értékek : 0 és f(x), tehát:

i
10*
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b f(X> b
T — dx j dy = ff(x/dx 

a Ó a
formulára jutunk, amelyet eddig a terület számítására használtunk.

8. Köbtartalom számítása kettős integrállal. Legyen adva a 

z = /’(*, y)

felület, ahol /’(x, y) az (x, y) egyertéűk, integrálható, pozitív függ­
vénye. E felületen legyen húzható egy egyszerűen zárt C görbe 
úgy, hogy az (x, y) síkon levő veiülete: C is egyszerűen zárt, ön­
magát nem metsző, rektifikálható görbe legyen. A C által bezárt 
tartomány legyen T. Tekintsük azt a hengerszerű testet, melyet a 
7’, továbbá a felületnek a C által határolt része és a C'-re alapí­
tott hengerpalást határolnak. Ezen test köbtartalmát, V-t akarjuk 
értelmezni. Az értelmezés alapjául azon két postulatum szolgál, 
hogy 1) minden köbtartalom pozitív szám, 2) ha az A testet a B és 
C testek alkotják, akkor A köbtartalma egyenlő B és C köbtartal­
mainak összegével. E postulatumok alapján kapjuk a prizma köbtar­
talmára az ismert szabályt, ha egységül az 1 élű kockát választjuk.

Húzzunk az x, illetőleg az y tengelyekkel párhuzamosakat 
egyenlő távolságokban. Az így keletkezett négyzetek között van­
nak olyan ój, ó2, Ó3,... négyzetek, melyeknek legalább egy pontjuk 
beleesik a T’-be és közöttük olyan ó2)... négyzetek, melyek 
egészen beleesnek a T’-be. A ó,-ben az /'(x, y) alsó határa legyen 
m,. Az ni,ó(- szorzat azon négyzetes prizma köbtartalma, amelynek 
alapja o,, magassága m;.

Minthogy minden nyó,- köbtartalmú oszlop benne van a szóban 
forgó geometriai testben, tehát a 2) postulatum szerint :

A ój-ben legyen az /’(x, y) felső határa M,, tehát az Mjój azon 
négyoldalú oszlop köbtartalma, melynek alapja a ój négyzet, magas­
sága és így ugyancsak a 2) postulatum szerint:

V<

A oí négyzetek kétfélék: olyanok, melyek egészen benne van­
nak a 7-ben ; ezek az előbbi o,-k; és olyanok, melyeknek a C'-el 
legalább egy közös pontjuk van; ezeket jelöljük: oj', ó2...-vei; 
a Oí'-ben az /\x, yj felső határa legyen M"; tehát az előbbi egyen­
lőtlenség ilyen alakú :

Ha már most a négyzetes háló szélességéi csökkentjük, akkor 
elérhetjük, bogy a SM'-o'i a tetszés szerinti e felénél kisebb lesz,
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(lásd 133. lap), a 2.17,J,, valamint a pedig az

fff(x, I/) dx dy 
f

integráltól --nél kevesebbel különböznek és így:

JJf(x, y)dxdy — -J < Zni,^<fíf(x, y)dxdy, 

f(x, y)dxdy<SMi6i <fff(x, y)dxdy +

tehát: ff /(x, y) dx dy — | < V < jjf(x, í/) dx dy 4- í.

és így, minthogy t tetszés szerinti kicsiny:

V = Jjf(x, y)dxdy. 
T

A szóban forgó test köbtartalmát teliát ez a kettős integrál adja meg.
IIa f\(x, y) és f2(x, y) mindketten egyértékű, integrálható pozitiv 

függvények 7-ben és f\ (x, y) > /2 (x, y), akkor a z = /1(x, y) és 
z = /2(x, y) felületek, valamint az (x. y) síkon vont, a 7-t határoló 
C görbében emelt merőleges hengerpalást által határolt geometriai 
test köbtartalma az előbbiekből folyólag:

v=ff Ifi (a-- y) —A (x> y)]dy-
T

Ha az (x, y) síkot önmagával párhuzamosan c-vel eltoljuk, akkor 
az /i(x, y)—/a(x, y) különbség nem változik meg. Az /^(x, y)-ból 
/i(x, y)+c, az /2(x, y)-ból /2(x, y)+c lesz, de ha a c-t alkalmasan 
választjuk, az /\(x, y) + c és /2(x, y) + c pozitivok akkor is, ha 
egyik, vagy másik, vagy mindkettő negatív volt a. T tartomány egy 
részében és így az és /2 függvényekre vonatkozó azon meg­
szorítás, hogy pozitivok legyenek, feleslegessé vált.

Az = /‘1(x, y) és z —/2(x, y) felületek a C-re emelt henger­
palástot a és C2 görbékben metszik, melyek közös vetülete a C. 
Az imént megállapított képlet a V-re vonatkozólag akkor is érvé­
nyes, ha a és C2 görbék egybeesnek, vagyis ha z = (x, y) és
z — f2(x, y) egy zárt felületet alkotnak.

9. Példák a köbtartalom számítására. 1. Példa. Határozzuk meg az 

ellipszoid köbtartalmát. A jelen esetben a felső felület, az előbbi z=ft(x,y):

z = -C1/" a2ft2—ft2x2—a2y2, ab
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az alsó pedig, az előbbi z — f2 (x, y):

z — — ya2b2—b2.v2— a2y2,

ahol a négyzetgyök mindkét esetben pozitívnak veendő.
A C határgörbe pedig az + -gg- — 1 ellipszis, az (x, y) síknak az 

ellipszoiddal való metszésgörbéje.
A keresett köbtartalom tehát:

V = - j j y a2 b2—b2 x2—a2 y2 dx dy

ahol T a C görbe által határolt tartomány.
Két lépésben integrálunk. Egy kiszemelt x-hez tartozó y értékek: 

— — y a2—x2 és + |^a2—x2 ; a legszélsőbb x értékek: —a és +a; tehát:

— V a*—x* —Vat—xia a a a________________
V=^l dxf V a2 b2-b2x>-a2y2dy = f dx 1-y^dy.

~~ ■</ a a ~~ a. b a a
 fű2—x2  f a2—x2 

a----------------------------------------------------------------------a

A belső integrál az I. kötet 324. lapján közölt formula szerint:
,. .. . a2b2-b2&Az ottani c =------- s-----' a2 >

fl if a2b2—b2x2 , a2b2—b2x2[2-^1/----- a2--------» +------2a2-----

cr^-Z^x2

KI/ arc sin -----
Y a?b2—b2x2

— 1' a-—xi a

— —F a,—xi a
n

és innen: cn ? a2b2—b2x2 , cn 4b2aV = -r------- -?------d.v = -f— ■ —s—b J a2 b 3
—a

4 abc n 
~3~~

2. Példa. Legyen adva egy a sugarú egyenes körhenger. Fektessünk át a 
tengelyén egy s síkot. Vegyük fel a tengelyen az A pontot. E pontban emel­
jünk merőlegest az s síkra. Ez a merőleges a henger palástját B pontban 
messe. Az AB egyenesen át fektetünk két síkot, s' és s"-t, melyek az s síkot 
e' és e" egyenesekben metszik, melyek közül e' merőleges legyen a tengelyre; 
az e' és e" a hengert (a tengely ugyanazon oldalán) C és D-ben metszik. Az 
s', s" és s síkok közötti hengerrész köbtartalmát akarjuk kiszámítani.

A henger tengelyét y tengelynek, az s síkot (xy) síknak választjuk, a 
kezdőpont legyen A-ban. A henger felületéből az s' és s" síkok egy (BCD) 
szegmentumot vágnak ki, melynek vetülete az (xy) síkon az ACD derék­
szögű háromszög; e háromszög egyik befogója AC=a a henger radiusa, 
másik befogója Cl)—b.

Az ACD háromszög belsejében (vagy a határán) vegyünk fel egy tetszés 
szerinti (xy) pontot. Ez a hengerfelület azon P pontjának a vetülete, mely­
nek magassága z = |^a2—x2, tehát a keresett köbtartalmat ez a kettős integrál 
adja meg :

V = J I y'a2—x2 dxdy,
T
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ahol T az ACD háromszög. Integráljunk először y szerint. Evégből kiszeme­
lünk az AC egyenesen egy tetszés szerinti M pontot, melynek abscisszája : 
x. Ezen át az y tengellyel párhuzamosat vonunk, míg ez az AD egyenest 
metszi 1V pontban. Az MN mentén kell integrálnunk. M ordinátája : 0, N-é 
pedig, mint könnyen beláthatjuk:-^-; tehát a kétszeres integrál:

bx 
a a _____

fdx j x2 dy.
t Ó ó

A belső integrál :
—/a2^ a

és így a keresett köbtartalom :

v = y I x a2-x- dx = - [(fiÉ-at2)*] = y- ,
u ö 0

vagyis ugyanakkora a szóban forgó szelet köbtartalma, mint egy olyan gúláé, 
melynek alapja a oldalú négyzet és magassága CD egyenes.

3. Példa. Egy elliptikus egyenes hengert a tengelyéhez ferde síkkal 
messünk. Határozzuk ineg azon test köbtartalmát, melyet a henger alapja, 
továbbá a ferde sík [melyről feltesszük, hogy az alapsíkot oly egyenesben 
metszi, mely a henger alapját nem szeli át] és a hengerpalást határolnak. 
Legyen a henger alapja az (xy) síkon és egyenlete :

a2 b2 “

A metsző sík egyenletét írjuk ebben az alakban :

z=ax+0y+y,

ahol y jelenti a henger tengelyéből levágott darabot. A keresett köb­
tartalom :

V = £f (ax+0y+y) dxdy, 
f

ahol T az adott ellipszistartomány. Célszerű lesz az integrált három részben 
előállítani :

a j | xdxdy + £ JJ y dx dy 4- y JJ dxdy

alakban. Az elsőnél integráljunk először x szerint. Ha y fix érték, akkor 
x-nek szélső értékei ezek :

= - y V i^y*, X2 = y fb2-y2 = - X,, 
tehát 

és így az első integrál: 0. Éppen így a második integrál is 0. A harmadik 
integrál nem más, mint az ellipszis területe : abn, tehát a ferdén levágott 
henger köbtartalma :

abyn.

Látjuk, hogy a köbtartalom nem függ a sík helyzetétől, csakis a tengelyből 
levágott darab nagyságától.
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10. A köbtartalom, mint egyszeres integrál. A köbtartalom számí­
tására előbb talált:

v=fí[í\ O- y>-Í2 y)l<lx dy 
f

formulát még egyszerűbb geometriai módon is értelmezhetjük. 
Ugyanis két lépésben (először y, azután x szerint) integrálunk. Evég- 
ből kiszemelünk például egy x értéket. A C görbén ezen x értékhez 
tartozik — a legegyszerűbb esetet tételezve fel — y két értéke: 
i/i és y2; tehát először kiszámítjuk az

J[/kO, jO-AO- y)](/y 
ül

integrált. Ez azonban nem más, mint az x távolságban az (y, z) 
síkkal párhuzamosan vont sík s a szóban forgó geometriai test met­
szésidomának a területe. Jelöljük ezt F(x)-el. így tehát:

al
V= fF(x)dx, 

a
ahol a és at x legszélsőbb értékeit jelölik, melyek a C görbéhez 
tartoznak.

Eszerint tehát a köbtartalmat egyszerű integrállal is kiszámít­
hatjuk. Evégből meghatározzuk az (y. z) síkkal párhuzamosan az x 
távolságban vont síknak a testtel való metszetének a területét, F(x)-et 
és ezt integráljuk a legszélsőbb x értékek között. Egészen hasonló 
meggondolással jutunk arra, hogy így is eljárhatunk: meghatározzuk 
az y távolságban az (x, z) síkkal vont párhuzamos sík metszetének 
területéi: <P(y)-t és kiszámítjuk a legszélsőbb y értékek között vett

i>i 
j'(/>iy)dy 
b

integrált.
l/~ z~Példaképpen számítsuk ki —y += 1 ellipszoidnak az (y. z) 

síkkal párhuzamos x=x,, x=x’2>x1 síkok közé eső rétegének köbtartalmát. 
Az x távolságban az (y, z)-vel párhuzamos síkmetszet ellipszis, melynek vetülete 
az (y. z) síkon ilyen alakban irható (a folyó koordinátákat Y és Z-vel jelölve):

tehát a területe: ben (1 — —)

és így a szóban forgó réteg köbtartalma: 
.2 :< _ 3

V= ben / (1 - A-) dx = ben [,r2 - x, - -]•
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Ha x2—a és x2—xr—d; vagyis a réteg vastagsága: d, akkor a rétegből d 
magasságú süveg válik, melynek köbtartalma az előbbiből könnyen nyerhető:

V = w.-^-(3a-d).

7tí/“
Ebből a gömbsüveg köbtartalmát kapjuk, ha «=t>=c=r tesszük : —(3r—d).

11. Forgási test köbtartalma. Ha az (x, z) síkon felvesszük a

= / (x)

görbét (ahol /(x) az argumentumának egyértékű, folytonos függ­
vénye) és az XZ síkot az X tengely körül körülforgatjuk, akkor az 
adott görbének az x—xt és x—x2 egyenesek között levő íve forgási 
felületet ír le. Határozzuk meg e forgási test x=xx és x—x2 síkok 
között levő rétegének köbtartalmát! Az X tengelyre merőlegesen a 
kezdőponttól x távolságban húzott síknak a forgási felülettel való 
metszete a z — f(x) sugárral leírt kör területe, vagyis: [/(x)]2?! és 
így a keresett köbtarialom :

««
V = ti j [/’(x)]2dx.

így például, ha a
a /— - —xz = y(e“ + e »)

egyenletű láncgörbét forgatjuk az X tengely körül, akkor a forgási 
testnek az x=xt és x=x2 síkok közé foglalt rétege :

2„ 2x __2x
V=-— f[ea+2-j-e a]dx =

12. A kettős integrál differenciálhányadosa. Legyen az /’(x, y) az 
(a, b), (x, b), (x, y), (a, y) csúcsokkal biró T derékszögű négyszögben 
és a határán is folytonos. Ekkor létezik a következő integrál (az inte­
gráció betűit a határpontoktól megkülönböztetésül |, ^-val jelölve):

l=Jj i)d$drl = Jd$ y)d>/- 
f ab

y
Az f f(£, rí) díj a £ parameter és a változónak képzelt y folytonos 

függvénye, melyet egy pillanatra F(£, y)-nal jelölünk, tehát:

f=/y)<$ 
a
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és így (L. I. kötet 291. 1.):

-IL = F(x,y) = lf(x,r)')drl

és ha ismét differenciálunk y szerint:

a2/ ,, .

Vagyis arra az eredményre jutottunk, hogy ha (x, y) az integrálás 
területét alkotó derékszögű négyszög egyik, változónak képzelt 
csúcspontja, akkor :

ha f'(x, y) az integráció tartományának belsejében és határán foly­
tonos. Ezt a differenciálási szabályt azon feltevésből kiindulva vezet­
tük le, hogy az /(x, y) az integráció tartományát alkotó derékszögű 
négyszögben folytonos. De ha a derékszögű négyszögből az (a, b) és 
(x, b) csúcsokon átmenő oldallal párhuzamosat vonunk és ezzel a 
derékszögű négyszöget keskenyebbé tesszük, nyilván a tétel akkor 
is érvényes. Éppen így, ha a másik oldallal húzott párhuzamossal 
újból kisebbre szorítjuk a tartományt, akkor is áll a tétel; tehát 
arra jutottunk, hogy f(x, y) folytonosságát csakis az (x, y) hely 
tetszés szerinti kis környezetében kell feltételeznünk, egyébként 
pedig f(x, y)-nak csak integrálhatónak kell lennie.
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A KETTŐS INTEGRÁL ÁTALAKÍTÁSA.

1. A kettős integrál átalakítása. Lineáris átalakítás. Az (u, n) sík 
(ti, v) pontjának feleljen meg az (x, y) sík azon pontja, melynek 
koordinátái:

x = au-\-lw-[-c; y = cqud-bjif-j-Cj,

ahol az a, b,. . . q együtthatók állandók és ab1 — atb d= 0. Ha az 
(u, v) síkon 3 pontot szemelünk ki, A, B, C-t, akkor, minthogy az 
(u, v) sík minden egyenesének az (x, y) síkon egyenes felel meg, e 
három pont által meghatározott háromszögnek az (x, y) síkon három-

8. ábra.

szög fog megfelelni, melynek területe, mint könnyen belátható, 
| ab1—aib [ -szerese az ABC háromszög területének. Ebből következik, 
hogy az (u, v) sík bármely sokszögének az (x, y) síkon is sokszög 
felel meg, melynek területe szintén | a/\ — aÁb -szerese az (u, t?) síkon 
felvett sokszög területének és így, ha az (ti, (?) síkon egy tetszés sze­
rinti rektifikálható C zárt görbével határolt T területet szemelünk 
ki. akkor ennek az (x, y) siklón egy, a C'-nek megfelelő C zárt
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görbével határolt T terület felel meg és
T'= । ab^—aj) | T

A T' területre vonatkozó

/=.ff/X-r> y)tlx(,y

kettős integrált akarjuk most transzformálni. Ezen integrál a
T>i)d'i határértéke, ha a 7” hézag nélkül osztatott fel a áj 

területekre, ($f, a áj-ben levő pont és a áj- területrészek méretei 
zérussá válnak. Ha a C által határolt T tartományt úgy osztjuk be 
áj- részekre, hogy a áj-nek az x=au-|-bp-|-c, y=a1u-|-b1u-|-c1 transz­
formációval a ő'i feleljen meg, akkor áj = ' abt—axb j áj és így

7i)= -Wí, 7<) i i $i-

Ha a (£,, nj)-nek megfelelő pont az (u,, p,) és ezt a jelölést vezetjük be : 

/’(x, 1/) = f[au+hv+c, api+öpi+cj = F(u, i>), 

akkor : Zftéb — ^’(u,-, vi) I a\~aib I
Ha a áj beosztások méretei 0-sá lesznek, akkor a áj méretei 

is zérussá válnak és így a baloldali összeg határértéke :

Jfí(x, y)dxdy>
T' 

a jobboldalié pedig
j) F(u, p) j a/\ — atb du di>
T

és abj—a1Z> = £) téve:

ff/’Óri y)dx dd=Jl f[au+bv+c, »1ll+l,il,+ ci] I ö I du dv. 
T' T

2. Nem lineáris és közelítő leképezés. Előbb az (u. u) síknak az 
x = au+bu-hc, y — a1u-j-/;1u-|-c1 lineáris transzformáció segítségével 
alkottuk meg a «képét» az (x, y) síkon. Most általában az

x — </ (u, p), J7 = V7 ("’ y) 
átalakítást vizsgáljuk, ahol cp(u, p) és y>(u, p) függvényekről felteszszük, 
hogy az (u, p) sík egy véges tartományában egyértékűek, u és v szerinti 
differenciálhányadosaik folytonosak, absz. értékre egy M póz. szám­
nál kisebbek, hogy a

. dtp dt/J d(f> dtp
du du du du

függvénydetermináns az egész tartományban abszolút értékre nézve 
a pozitív ^O?-nél nagyobb és hogy az egész tartományban különböző 
(u, v) pontoknak különböző (x, y) pontok felelnek meg és viszont.
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Egy kiszemelt (u0, u0) pontnak megfelel az xQ — 7>(u0, «0), 
y0 = ip(u0, í>0) pont. Az (u0, v0) hely környezetében levő (u, n) hely­
nek megfelel az

, Z X / X dty / \ d<P . .x = <p (u. v) = gp(u0, v0) + (u- n0) - + (i’-i’o) ~ ; A)

y = y (u, v) = xp (u0, n0) + (u—ii0) + (n—»0)-£p

hely. Itt a az u0...u, v0...v közök valamelyJ du dv du dv
közbenső helyén vett differenciálhányadosok. Ha adatik egy tetszés 
szerinti pozitiv fi, ehhez megállapítható 3 úgy, hogy, ha \u — u0| <
I v01 < J, akkor:

dxp dxp
du du0

dxp dxp
du du„

d<p = dtp 
dv dv0 ’

। .tv
dv dv0 ’

ahol --- a differenciálhányadosok az (u0, n0) helyen és az
fi', . . . fiIV az u és n-től függnek ugyan, de absz. értékre e-nál kisebbek.

Az A) alatti egyenletekből az fi', . . . fiIV-hez tartozó részeket el­
hagyva, a következő lineáris átalakításra jutunk :

, , x dxp , . dxp
$ = <p(u0, n0) + («-"<>) ;

, x x dxp / x dxp7= V'O'o- üo) + ('I-,/o)-^-+(ü-',o)^-- B)

Ez a transzformáció az (u, v) síknak [az (u0, u0) környezetében 
levő részének] képét alkotja meg az (x, y) síkon. Nyilván az e 
kicsinysége miatt a (£, pont az (x, y)-hoz közel van. Ezért ezt a 
transzformációt az eredeti x — xp(u, v), y = xp(u, n) «közelítő transz­
formációjának®, e leképezést az eredeti leképezés közelítőjének nevez­
hetjük. E közelítő leképezés, miként látjuk, lineáris, determinánsa:

d(f> dxp d(p dxp
du0 dv0 dv0 du0

(ahol, mint az imént jeleztük, az u és v mellé írt 0-sal azt akarjuk 
jelölni, hogy az u és v szerinti differenciálhányadosok az u0, v0 
helyre vonatkoznak). Eszerint tehát a valódi leképezés így is írható :

x = + ó' (u—u0) + e" (v—oo); 
y = >/ + («—n0) + £iv (p—wo)-

És így a valódi képnek a közelítőtől való eltérése:
d = [(X—^)2 + (y-7)2P < |x—< 2«(| u—1 + |<>—ü0|), 

ahol fi tetszés szerinti kis szám, ti— u0 i és |o— u0 pedig kisebbek
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az ehhez tartozó előbb említett J-nál. Vagyis: d < 4<sá Arra jutot­
tunk tehát, hogy, ha az (ii0, i>0) környezetében az x=y(a, v), y=y(u, v) 
leképezés helyett a közelítő lineáris

s. / x , dy . . , dqp , .
K = <? (»o, í’o) + “ön (u-í,o) +

, x ÖVJ r x dy , x
»? = VA"o, «o) + d^U~U^ + d^V~V^

leképezést vesszük, akkor e környezetben levő tetszés szerinti (u, t>) 
pont igazi képe a közelítő képétől 4eo-nál kisebb távolságra van, 
ahol e tetszés szerinti kis szám, J pedig úgy van választva, hogy ha 
u—u0 < J, | v—v01 < J, akkor az előbb e", e'", íIV-gyel jelölt számok 

absz. értékre kisebbek e-nál. (Vagyis 
kisebbek £-nál.)

dy I |dy dy 
da0 I ’ '' ’ I dv dv0

dy 
~dü~

3. Vonal képe. Ha az (u, n) síkon folytonos vonalat képzelünk, 
mely például a t parameter

u = /’1(t), 0 = ^(0
folytonos függvényei által van értelmezve, akkor nyilván az

x = 9’IA(0, fM y = ^lA(0, AWl
egyenletek is az (x, y) síkon folytonos görbét definiálnak. Ha az (u, i>) 
görbe egyszerűen zárt, akkor az (x, y) síkon neki megfelelő görbe is 
ilyen: mert hiszen ha a t parameter íj-től t2-ig halad és t2 parameter- 
értéknek (előszörre) ugyanazon (u, v) értékek felelnek meg, mint 
/j-nek, akkor (x, y) is visszatér a paraméternek megfelelő kiindulási 
pontba; előbb nem térhetett vissza, mert akkor két, egymástól 
különböző (u, n) pontnak ugyanazon (x, y) felelt volna meg, vagyis 
egyazon (x, y)-nak két különböző (u, i>) pont felelne meg, ami a 
feltevéssel ellenkeznék.

Ha az (u, t>) síkon felvett vonal rektifikálható, akkor a képe is 
ilyen. Ennek a megmutatása végett vizsgáljuk meg két, egymásnak 
megfelelő végpontokkal bíró távolság viszonyát. Ha két pont (nt, nt), 
(u2, u2) és a megfelelő pontok (x15 yt\ (x2, y2), akkor:

dy , x dy , xx2-xt = a)

dy , x dy , x

, . dy dy
ahO1 "ötF’ ’ ’ ’ ~dv 11 V differenciálhányadosai az u17.. u2, .. v2
közök bizonyos közbenső helyein. Minthogy feltevés szerint 
dy dy

—' ■ • • —abszolút értékre nézve az egész tartományban kisebbek
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M-nél, tehát:
I //2-í/l I < M(| | + | I)-
I *2—I < M(\ U2~lll I + I W2—D-

Éppen így általában, ha a tt... t2 közt felosztjuk szakaszokra és 
az í-ik szakasz végpontjai melyeknek megfelelő (ti, v) érté­
kek (ui_lt Vf-i) és (u,-, Vf) és a hozzátartozó (x, y) értékek (xí_v Ui-i) és 
(x,, y,,) akkor:

| Xi—Xj^ | < M(| u—| + | v— vi_11) /?)
I Ui — l/í-i I < M (I “f—uí-i1 + i vi—vi-i I) 

és az összes osztópontokra kiterjesztett:
21 xi—xi_i | < M(2"| u—u^ | + 2'| vi—vi_1 |),
2: J/í — Ui-i I < M I «í—«i-i I + I üi—»i-i I)-

Ha már most a szóban forgó (ti, v) görbe rektifikálható volt, akkor 
u és v mint a t függvényei korlátosán változók (íbnction á varia­
tion bornée 1. I. kötet 476. lapon) és így úgy a 2'u,— uf_x |, mint a 
2 Vj—uí_11 a t1..t2 közbeli osztáspontok tetszés szerinti sűrítésé­
vel egy véges korláton alul maradnak, amiből következik, hogy 
Jj®;—xi_1| és éppen így 2 yt—yi-i| is egy véges korláton alul 
marad, tehát egyúttal x (és éppen így y) is a t parameter korlátosán 
változó függvénye, vagyis az (x, y) síkon levő kép is rektifikálható.

Jelöljük az (ti, v) görbe ívhosszúságát /-lel, a megfelelő (x, y) gör­
béét L-lel. A kettő viszonyát is közelítően meghatározhatjuk. Ugyanis 
a /j... t2 közt a t, osztópontokkal úgy oszthatjuk részekre, hogy 
az (ti, v) görbén keletkezett húrok összege az / tői a tetszés szerinti 
kis e-nál kevesebbel különbözzék. Ehhez csak az kell, hogy úgy 
az Ui—Uf-i|, valamint a |i>j—vi_1\ különbségek egy bizonyos (>-nál 
kisebbek legyenek. Éppen így az L rektifikálhatóságából következik, 
hogy ha | x,—x^ I és |y(—yí-J különbségek egy bizonyos p’-nál 
kisebbek, akkor már az (x, y) görbébe írt törtvonal az L ívhosszú­
ságtól szintén «-nál kevesebbel különbözik. A fi) alatti egyenlőtlen­
ségekből következik, hogy ha a p-t oly kicsinynek választjuk, hogy 
2Mp < q' legyen, akkor elértük, hogy úgy az (11, n), mint az (x, y) 
görbébe írt egymásnak megfelelő törtvonalak az /-tői, illetőleg L-től 
«-nál kevesebbel különböznek. Tegyük fel, hogy a t1...t2 köznek 
ehhez szükséges osztásrészeinek száma : n. Szemeljük ki az (u, v) 
görbe egyik húrját, pl. azt, melynek végpontjai: (ult Uj), (u2,v2)-, 
ennek az (x, y) görbén megfelel az (x„ yj, (x2, y2) végpontokkal 
biró húr. Az első hossza legyen 0, a másodiké d, akkor tehát az 
előbbi a) alatti egyenletekből:
d2 = (x2—x1)2+(y2-y1)2 = E(ii2-u1)2+2F(u2-u1) (i^-pJ+G (u2—<\)2, 
L- _ í dcP \2, I dW \2. . c-(d^\2 \ ídW\2

\ du / ' \ du / ’ du dv du dv ’ \ dv I \ dv /
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(megjegyezve, hogy a differenciálhányadosok az . u2, illetve 
v1. .. v2 közben bizonyos helyeken veendők) és

J2 = (n2-Ui)2+(n2—"J2
d2 = E(u, -ut)2+2E{u2 u^)^— i\)±G(v2—TJi)2.-
J2 (u2-“1)2+(^2 — 'h)2-

Ha u2—Uj = c> cos a, n2—n1 = c> sin a tesszük, ahol a a szóban 
forgó J hosszúságú húr irányszöge, akkor a fenti viszonyból:

d2-s- = E cos2 a -f- 2í sin a cos a G sin2 a y)
o2

lesz. E négyzetes alak: Er2-\-2Ers-f-Gs2 determinánsa a p kellő válasz­
tásával tetszés szerinti kicsiny mennyiséggel tér el

dcp dtp d(jp dtp 
du du dv du

el nem tűnő függvénydetermináns (zi, n) helyen vett négyzetétől és 
E is pozitiv, tehát ez az alak definit pozitív alak az (u, p) szóban forgó 
értéktartományában. A /) alatti kifejezésben E, F, G az (u, i>)-vel vál­
toznak, tehát e kifejezésnek az « változásából eredő maximuma és 
minimuma is változik; de (u, v) egy megadott értéktartományában 
E-f-G, valamint EG—F2 felül és alul korlátosak, vagyis léteznek olyan 
H, H', K, K' pozitiv számok, melyekre nézve

0< H< EG— P2 < H', 0<K<E+G<K'
tehát a 129. lap 90-ik gyakorlatában tárgyalt szerint, ha <f>(u,v) és 
y/(zz, z>) adva vannak, a /) alatti kifejezés az (zz, z>) szóban forgó 
értéktartományában minden a-ra nézve m2 és p2 közé esik, ahol

De feltételünk szerint a két törtvonal tetszés szerinti kevéssel tél­
éi az Z, illetőleg L ívhosszúságoktól, tehát ha m' egy az /n-nél 
kisebb póz. szám és p' nagyobb /z-nél, akkor az e alkalmas válasz­
tásával elérhetjük, hogy az (zz, v) megadott értéktartományában bár­
mely két megfelelő rektifikálható vonaldarab viszonyára nézve:

m < — < p.

így tehát egy adott (zz, v) tartományban bármely rektifikálható 
vonaldarab és a <f>(u, v\ tp(u, i>) által keletkezett képe hosszúságainak 
viszonyáról megmutattuk, hogy az két póz. szám, m' és p' közé esik.

4. Területek viszonya. Legyen adva az (zz, v) síkon az ABCD p oldalú 
négyzet, melynek csúcsai rendre: (un, v0), (zzv i\), (zz2, u2), (u3, v3).
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Területe: p2. Ennek a 2. pontban tárgyalt közelítő leképezéssel meg­
felel az (x, y) síkon az A'B'C'D' parallelogramm, melynek csúcsai 
rendre (|0, ^0), (£, ^), ($2, ^2), (4, ^3). A területe pedig:

/ - | dcp dip d(jp dip
I du0 dv0 dv0 du0

Az x -—<p(u, p), y — ip(u. u) transzformáció szerint az ABCD négy­
szögnek megfelel az A"fí"C"D" görbevonalú négyszög. Tegyük fel, 
hogy g már olyan kicsiny, hogy teljesítve van a 2. pontbeli azon 

kívánság, hogy e", e"', éIV kisebb absz. értékűek a megadott e-nál, 
ha |u—n0|<p, |p—P0|<p. Ekkor tehát akárminő két («', p') és 
(u", p") helyet szemeljünk is ki az adott négyzetben, ezekre nézve 
teljesítve van, hogy az említett . éÍV kisebbek e-nál, ha (u0, p0) 
helyett (u', p') és (u, v) helyett (u", p") tétetik. Ekkor tehát azt is 
tudjuk, hogy az A"B"C"D" görbevonalú négyszög határvonalának 
pontjai a közelítő leképezésben szereplő parallelogramm oldalainak 
megfelelő pontjaitól 8óp-nál kisebb távolságra vannak (a 2. pontban 
szereplő J helyett most q áll).

Ezen megjegyzés alapján a görbevonalú A"B"C"D" területének 
az A'B'C'D' parallelogramm területétől való eltérését megbecsül­
hetjük.

Ugyanis, az A'B'C'D' oldalaitól 8«p távolságban húzzunk a 
parallelogrammon kívül és belül párhuzamosakat. Akkor nyilván 
az A"B"C"D" egyetlen pontja sem lehet a most, rajzolt külső 
parallelogrammon kívül vagy a belső parallelogrammon belül és 
így az A"B"C"D" határvonala csakis ebbe a képkeret szerű terü­
letbe eshetik ; tehát az A"B"C"D" területe az A'B'C'D’ területétől 
kevesebbéi különbözhetik, mint amekkora ennek a keretszerű idom­
nak a területe. Ez azonban könnyen kiszámítható. Ugyanis ez az 
idom 4 trapézből áll, melyek középvonalai a parallelogramm oldalai 
és magasságuk 16ép; tehát ezen idom területe: Ifiep./c, ahol k a

Beket A differenciálszámítás. 11. It
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parallelogramm kerülete. Ez a kerület azonban az ívhosszúságok össze­
hasonlításánál mondottakból következően ahol /z" egy, az ni 
és /z' közötti szám ; tehát arra az eredményre jutottunk, hogy az 
A"B"C"D" területe:

I dit0 dv0 dv0 du„ I? f ( ’

ahol a egy abszolút értékre /z''-nál, és így a fix /z'-nél kisebb szám, 
így tehát az A"B"C"D" görbevonalú négyszög és az ABCD eredeti 
négyzet területeinek viszonya :

A"B"C"D" dy dy dy dy
ABCD du0 dv() dv0 du„ €'

Ebből tehát azt látjuk, hogy a (> oly kicsinyre választható, hogy 
a p oldalú négyzetnek megfelelő görbevonalú négyszög területének 
a négyzet területéhez való viszonya a függvénydetermináns abszolút 
értékétől tetszés szerinti kevéssel különbözzék : vagyis ha A"B"C"D" 
területe: t

dy dy dy dy I 
du du dv du Ilim —= 0=0 M

5. Az integrál transzformációjának képlete. Most már megállapít­
hatjuk a kettős integrál transzformációjának képletét. Legyen adva 
az (u, p) síkon egy egyszerűen zárt rektifikálható C görbével határolt 
T terület. y(u. p) és y(u, v) a C görbén és a belsejében egyértékű 
folytonos és folytonos differenciálhányadosokkal bíró függvények 
legyenek. Az ,r == y (u. p), y~y(u, p) transzformáció szerint T az 
(x, y) sík T' tartományának feleljen meg, melyet - mint tudjuk — a 
szintén rektifikálható C görbe határol. A leképezés egyértelműsége 
folytán akár a C-t tekintjük adottnak, akár a C'-t, egyre megy.

Legyen adva a T'-ben folytonos, egyértékű /’(.t, y) függvény. 
Kiszámítandó az I = JJ/’(x, y)dxdy kettős integrál.

r
Meg akarjuk mutatni, hogy éppen úgy, mint a lineáris transz­

formációnál, ebben az általános esetben is:
JJ f(x, y) dx dy = jj f\y (u, p), y (ti, p)] D du dv = jj F(u, p) D (u, p) du dv, 
r T t
ahol D-vel, vagy D (ti, p)-vel jelöljük a y és y (u, v) szerinti függ­
vénydeterminánsának abszolút értékét az (u, p) helyen, vagyis:

n dy dy dy dy I , . .. . . . .,D = ~du dv ~todí\ eS l' = 1 l<? (U’ P)1’

Legyen <r egy tetszés szerinti kis pozitiv szám. M' az F(u, p) 
felső határa a T-ben (a C-t is beleértve). M a D felső határa a T-ben 
és M" valamivel nagyobb, mint M.
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1. Válasszuk az e póz. számot oly kicsinyre, hogy 64/zVA/'7'< <7 
legyen [//' az előbbi 3. pontban szereplő állandó, mely a megfelelő 
ívhosszúságok közötti viszony felső határa, M' az f(x,y) felső kor­
látja a T'-ben].

2. Legyen p oly kicsiny, hogy egy p oldalú négyzet bármely 
két helyén vett ? differenciálhányadosok különbségei e-nál 
kisebbek legyenek. k

3. Osszuk fel az (u, v) síkot a tengelyekkel párhuzamos egye­
nesek által négyzetes rácsra, e rács p szélességét oly kicsinyre 
választva, hogy a

i>f)p2

összeg azokra a négyzetekre kiterjesztve, amelyekben a T tartomány 
és a C görbe összes pontjai foglaltatnak (és amelyek mindegyike 
legalább egy pontját tartalmazza a T-nek, illetőleg C-nek), az 
I j F(u, t>) I) dudu-től <r-nál kevesebbel különbözzék. [Az F(u,v)D 
T
függvény integrálható, tehát ez lehetséges.]

4. E rácsbeosztásnál keletkező négyzetek képei az (x, y) síkon 
d-val jelölt görbevonalú négyszögek lesznek; ezek részben a T'-be 
beleesnek, részben pedig a C'-el közös pontjuk lesz. Mindegyik d 
területe mindenesetre kisebb Jí"p2-nél, hiszen a d,- és p2 viszonya 
a Z),-től tetszés szerinti kevéssel különbözik, ha p elég kicsiny. 
Azokat a d részeket, melyek a T'-n belül vannak, jelöljük d'-vel, 
azokat pedig, melyeknek C'-al is van közös pontjuk, d"-al. Válasz- 
szűk a p-t oly kicsinyre, hogy ha az (x, y) síkon a T területet M"p2-nél 
kisebb részekre osztjuk, akkor a belső részekre kiterjesztett

összeg az [| /’(x, y)dxdy-tól rr-nál kevesebbel különbözzék és 
r

5. válasszuk a p-t még olyan kicsinyre is, hogy azon d''-kra nézve, 
melyeknek a C' görbével közös pontjuk van (melyek tehát a C'-től 
,a'p|/2-nél kisebb távolságban levő pontok alkotta sávban vannak), 
a Sf(xk, összeg szintén kisebb legyen <r-nál.

Már most alkossuk meg a
^/■(x,-, y^i

összegei, kiterjesztve mindazokra a d, részekre, amelyek a 3. alatt 
említett négyzetek képei. Minthogy az előző pont szerint:

d,- — /t(p24-(i4a,«p2,
tehát: ^/ (x, y,) df = J/fx,- y,) L><>2+2B4/’(x„ y,) a,ép2.

A jobboldalon álló második tagabsz. értéke kisebb, mint (AM'iieT, 
vagyis az 1) feltétel szerint kisebb <r-nál. Jelöljük tr'-sal. A baloldalon

11*
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levő összegben vannak mái- olyan részek is, melyek a C'-al közös 
ponttal biró o-kra vonatkoznak; ezért ezt az összeget válasszuk két 
részre. Az első részbe tegyük azokat, melyek az összes belső ó-kra 
vonatkoznak, a másodikba a lobbit. Ez a második rész, a 2f(xiyi)o'i 
összeg, az 5. alatt említett sávba tartozó J-kra vonatkozik, tehát 
az 5) szerint ez a második rész kisebb, mint cr. Jelöljük tr"-vel. így 
tehát: „

2l\xh yi)di+<r" = 2/ (xf, y,) n,p2+cr'.

A baloldali első összeg és a jobboldali első összeg helyett a 4), 
illetőleg a 3 pont alatti megállapodás szerint a megfelelő integrá­
lokat téve:

| J/'(x, y)</x(/y+<T"'-|-O'" = Jj F(u, v) 1) du dp-|-o'IV4-o'', 
r f

ahol o', o'", <t"' , trIV kisebbek az előre tetszés szerint választott ff-nál; 
tehát:

11 / (•’’> y) dx di] — JI F(u, p) D du dv-\-T], 
T T

ahol | n | < 4a. Minthogy ez az egyenlőség bárminő kis o'-nál érvé­
nyes, tehát:

11 /’(x, y) dx dy — J I F(u, p) D du dv. 
T' T

Vagyis:
JJ /(x, y) dx di, = JJ /■ [cp (u, p ), (// («, p)] | | du dv.

Ezzel megmutattuk, hogy a T' tartományra vonatkozó

y)dxdu
kettős integrált miképen lehet új változók bevezetésével átalakí­
tani. Az eljárás a következő: Az x — p(u, p), y — ip(u,v) transzfor­
máció átviszi a T tartomány C zárt határvonalát az (u, p) sík C 
zárt görbéjébe, mely a T'-nek megfelelő T tartományt határolja. 
Ez lesz az új integráció tartománya. Az /‘(x, y)-ba bevezetjük az x 
helyébe a <p(ii, v) és y helyébe a y/(n, p) függvényeket. Az így 
keletkezett /’[y?(u, p), y/(u, u)]-t jelöljük F(u, p)-vel. Megalkotjuk a cp 
és ip függvények függvénydeterminánsát és ennek abszolút értéké­
vel F(u, p)-t megszorozzuk. Az új integrandus : F(u, v). ; D (u, p) j lesz.

Megjegyezzük azonban, hogy a cp és ip függvények u és v sze­
rinti függvénydeterminánsa a tartományban sehol sem válik zérussá 
és hogy 1 és T' tartományok között kölcsönösen egyértelmű vonat­
kozás volt.

6. Az integrál transzformációjának egyszerűbb megállapítása. Kevésbbé szem­
léletesen, de az előbbinél egyszerűbb módon is megállapítjuk a transzfor­
máció fontos képletét. Legyen a transzformálandó integrál:
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I = ff/(x, y)dxdy,
T

ahol a 7’ tartomány olyan egyszerűen zárt C görbével határoltatik, melyet úgy 
az X, mint az Y tengelyekkel párhuzamos egyenesek legfölebb két pontban 
metszenek és legyen f(x, y) a T-ben folytonos.

Az I integrált mint kétszeres integrált írhatjuk :
l>1 Xi

I = fdyff(x, y) dx, 
» bt xt

ahol xt és x2 jelentik az y magasságban az x tengellyel párhuzamosan vont 
egyenesnek a C-vel való (Plt P2) metszéspontjainak abscisszáit és bt, b2 
a legszélsőbb y ordináták. Transzformáljuk a belső integrált. Vezessük be 
x helyett az x = <p(u) transzformációval az u változót. <p (u) az u-nak egy­
értékű, monoton, folytonos és folytonos differenciálhányadossal biró függ­
vénye legyen és <p'a a szóban levő tartományban pozitiv. A C görbe ezen 
transzformációval átmegy a C'-be, amely a C-től [az (u, v) síkon] csak abban 
különbözik, hogy az x tengely irányában a pontjai eltolódnak (dilatatiót 
szenvedett), de az y irányában eltolódás nem állott be, vagyis mondhatjuk, 
hogy y=v- Az egyszerű integrál transzformációjára vonatkozó eljárás szerint 
először meghatározzuk azokat az Uj és u2 értékeket, amelyek az xt és x2-nek 
megfelelnek. Evégből megoldjuk az

xt = <p (Uj) és x2 — <p (u2)
egyenleteket ut, illetőleg u2-re. Az u, és u2 számértékek a C görbe (P[, P2) 
pontjainak abscisszái, amelyek a P, és P2 pontokból az említett dilatatióval 
keletkeznek. A belső integrál tehát:

US
J fl<P («), !/] TÚ du 

iu
és így: bi ni

1= Idy f (u) y] rf, du 
bt lu

és azonnal látjuk, hogy ez nem egyéb, mint a C által határolt T' területre 
vonatkozó

fl fl<P («), y] v>'u du dy
T 

kettős integrál.
Ha most még a C görbét az y tengely irányában is dilatatiónak vetjük 

alá azáltal, hoary
y = V (»)

transzformációt végezzük, a tp (»)-t ugyanazon feltételeknek vetve alá, mint 
az előbb a <p (u)-t, akkor az előbbi lépés ismétlésével azt kapjuk, hogy :

7 = f[<p (u), tp (i>)] <p'u tp'„ du dv,
T"

ahol 7’" az x = <p (u), y = tp (t>) transzformációval a T’-ből keletkezett tarto­
mány. Ezzel a kettős integrál transzformáció-képletére jutottunk olyan ese­
tekben, midőn az (x, y) helyett az x=<p(u), y=tp(v) speciális alakú transz­
formációval vezettük be az uj (u, v) változókat.

Most az x és y-ra ezt a transzformációt alkalmazzuk :
x - u, y = (> (u, v),
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vagyis az (x, y) sík minden P pontjának olyan P' felel meg az (a, v) síkon, mely­
nek abscisszája megegyezik a P abscisszájával, de ordinátája (p) általános­
ságban különböző és pedig úgy az x=u-tól, mint az y-tól függő ; tehát ismét 
az F tengely irányában való változást szenved a T tartomány. Feltesszük, 
hogy p'„ a szóban forgó tartományban nem tűnik el.

Ha u-ra az x betűt megtartjuk, akkor tehát y = p (x, v) és így az 
előbbi gondolatmenet követhető, mert hiszen az y szerint történő integráció­
nál x változatlan. Eszerint tehát:

Íl2 W2
I = J dr j /[x, p (x, p)] pl, dv, 

at vi
ahol vt és p2 a C görbe x abscisszájú pontjainak dilatatiójából keletkező pon­
tok ordinátái, vagyis ez az integrál mint kettős integrál így írható :

I — (f f[x, p (x, p)J pú dxdv, 
r

ahol T' a T-ből az x = u, y = p (u, p) által keletkező terület. Erre az inte­
grálra újból ugyanilyen transzformációt alkalmazunk, p-t változatlanul tartva és

x = tp (u, V)

téve. Feltesszük, hogy sgn tp'u = sgn p'„. Az imént mondottak szerint f-ből lesz:

1 = ü), eÍ9>(u,
F'

ahol T" a T-ből az y = p (x, p), x = tp (u, p) által keletkezett terület. A p 
függvény komplikált alakját egyszerűsítsük. Tegyük :

p[íP(u, p), p] = tp(u, p).

Ebből u, azután v szerint differenciálva:
dp dtp _  dtp
dtp du ~ du ’

Ha —-t e két egyenletből elimináljuk :dtp
dtp dg _ I dtp dtp dtp dtp I 
du dv ~ | du dv dv du |

egyenletre jutunk és így ha az /-ben levő tp'„pj,-t a jobboldali kifejezéssel 
helyettesítjük és f[tp(u, p), tp (u, p)] helyett F(u, p)-t írunk:

r íT f \ I dtp dtp dtp dtp \I = F (m, p) -t- —K- -J- du dv■JJ ' du dv dv du T" 1 1
relációra jutunk és ezzel a transzformáció képletét megállapítottuk az 
x=<p(u, p), y—tp(u, p) helyettesítés esetében.

7. Példák a ke Hős integrál transzformációjára, 1. Példa. Transzformáció poláris 
koordináták bevezetésével. A kettős integrál transzformációját felhasználjuk 
egy igen nevezetes egyszerű integrál, az ú. n. LAPLACE-féle, vagy más­
képpen : valószínűségi integrál kiszámítására. Legyen adva az ABCD négyzet, 
melynek csúcspontjai rendre: (a, —a), (a, 4-a), (—«, a) (—a, —a)- Erre a négy-
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zetre vonatkozzék ez az integrál :

I'=J) e-íx’+»’) dx dy.
T

Ez az integrál kétszeres integrálással kifejezve : 
a a a a a

I' — | dx j e~(x,+ni)di/ = I e~x’ dx I e~^ dy = \ f e-x'2d.r|2 
—a -a —a - a —a

[ami a 146. lapon közöltből is következik, mert itt az integrand us e“(x"+yl)—

, a
A kettős integrál kiszámítását felhasználjuk a | e~&dx integrál kiszá­

mítására abban az esetben, ha a minden határon lúl nő, vagyis ki akarjuk 
számítani az

co

Je~x>dx 
— 00

egyszerű integrált. Ezen integrál konvergenciájáról az I. kötetben a 405. 
lapon közölt kritériumokkal könnyen meggyőződhetünk.

.Még némi kis egyszerűsítést végzünk ; ugyanis :
oo 0 60

e-^dx = J e~xl dx + f e~xt dx. 
— oo 0

De ha az első integrálban x= —y tesszük, akkor: 
0 o °0
f e~xidx = - fe-^dx-f e-y1 dy 

— 00 00 0
és az integráció betűjéül megint x-et téve,

00 00

e-^ dx = 2 | e~x* dx.
—oo 0

00

Jelöljük az fe~x,dx integrált, az ú. n. l.APLACE-féle, vagy valószínűségi 
ű

integrált Z-vel, akkor tehát: a
1 — lim I e~x’ dx.

a~ao 
a

Így tehát csak a j e~x* dx számítandó. Előbb arra jutottunk, hogy: 
o 

a
I' =jj e~^x‘+y^ dxdy = [ J e~x* dx]2. 

T —a
a o a

De j e~xíl dx = f e~xl dx + [ e~x* dx és az első integrálban megint a fönti 
—a —a 0

átalakítással : a a
J e~x~ dx = 2 | e~x* dx,

—a ö a 
tehát: V = ífe-(x‘+»‘)dxdy = 4[ | e~xi dx\*.

T °
A baloldali integrált átalakítjuk poláris koordináták bevezetésével, vagyis :
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x—r cos <p, y—r sin <p

tesszük. A transzformáció függvénydeterminánsa :

dx du dx di) , . .—---- -------- ------- r(sin2</>+cos-</>) = rdr dtp d<p dr
és így | D |=r.

Az x—0, y—0 pontnak az r=0 felel meg; de ezen r érték a függvény- 
determinánst zérussá teszi; tehát nincs teljesítve az a követelés, amit a 
transzformációra vonatkozólag felállítottunk, vagyis poláris koordinátákkal 
közvetlenül nem transzformálhatjuk az integrált, ha az integráció területe a 

kezdőpontot is tartalmazza. Ezen a bajon úgy segíthetünk, hogy az integráció 
területéből a kezdőpontot kirekesztjük. Evégből a kezdőpont körül egy 
tetszés szerinti kis kört rajzolunk és integráció-terület gyanánt a négyzet­
ből e kör kivágásával megmaradt gyűrűszerű részt választjuk. Az

T

-bői ezzel elhagytunk egy részt: a kis körre vonatkozót. Minthogy azon­
ban e_<a:*+»!) integrandus a kezdőpontban : 1 és az integráció-terület (a kis 
kör) tetszés szerinti kicsinynek vehető, tehát az elhagyott rész tetszés szerinti 
kicsiny.*

* A kis kör kivágásával azonban az integráció területe már nem olyan, 
aminőre általános tárgyalásunk vonatkozott; t. i. határvonala nem egyetlen 
C egyszerű görbe, hanem gyűrűforma területtel van dolgunk. Ezen azonban 
megint könnyen segíthetünk; u. i., ha az x tengely mentén, e tengely­
hez elég közel két párhuzamosat húzunk (a pontozott vonalakat) és a 
közéjük foglalt területet is kirekesztjük, akkor az Jj d.r dy integrál­
ból megint csak tetszés szerinti keveset hagytunk el (akármekkora is legyen 
az a) és ezzel az integráció területe egyszerűen összefüggővé vált; a határ­
görbéje egyszerű görbe.
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Megjegyezzük, hogy hasonló gondolatmenettel, mint amelyet itt végez­
tünk. mindig megmutathatjuk, hogy ha a transzformáció függvénydeter­
minánsa véges számú helyen 0 és e helyeken az integrandus egyértékű 
és véges, akkor az átalakítás elvégezhető. Csak e véges számú helyet kell 
kirekesztenünk elég kis görbékkel az integráció területéből. Az adott integrál­
nak a kirekesztett területekre vonatkozó része tetszés szerinti kicsinnyé 
tehető, a megmaradó integrációs terület pedig a jegyzetben ismertetett módon 
egyszerűen összefüggővé tehető.

A poláris koordinátákkal való transzformáció geometriai jelentését is 
feltüntetjük. Képzeljünk egy új síkot és ezen a merőleges tengelyrendszert, 
az r és (p tengelyeket. A négyzet minden pontjának (az átalakított négyzetet 
értve) e síkon egy pont felel meg. Így például a csúcspontoknak megfelelő 
pontok ezek :

ln/2, m|/ 2, («/2, -^-j, (a/2,

A négyzet oldalainak megfelelnek a fentebbi pontok között vonuló : 

rsin<p=n, rcosy=—a, rsin<p=—a, /'cosy -a

transzcendens görbék. A p sugarú kis körnek, melynek belsejét kirekesztettük, 
megfelel az r=p egyenes, mely az r tengelyre merőleges. A felső pontozott 

11. ábra.

vonalnak, mely fi távolságban van az x tengelytől, megfelel a fi~r sin tp 
transzcendens görbe, az alsónak: tf=—rsin</>. E két görbe közül az első 
ÍP=O és <p=a egyenesek között vonul, ahol a igen kicsiny (a < arc sin fő­
értéke és így a fi választásával tetszés szerinti kicsinnyé tehető); a másik 
pedig <p=2n és 2n—a közé esik, tehát a (p=2n-tői tetszés szerinti kevéssel 
tér el. A négyzet képét az (r, <p) síkon a mellékelt ábrában tüntettük fel 
hozzávetőlegesen. Az átalakított integrál eszerint :

e~t* r dr dtp.
T

T‘ jelenti az ábrában szereplő területet. E területre vonatkozó integrál I' 
kiszámítása nem könnyebb feladat, mint az eredeti integrál értékének meg-
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határozása. De nekünk nincs szükségünk erre az integrálra, mert hiszen a 
valószínűségi integrál meghatározására törekszünk.

Evégből tekintetbe vesszük, hogy az integrandus pozitiv, amiből rögtön 
következik, hogy ha (L. a 10. ábrát) a négyzetbe a C érintő kört rajzoljuk, 

melynek rádiósa : «, akkor e körre vonatkozó Jj (>-(«?+«*) kisebb Z'-nél;
C

ellenben, ha a négyzet köré az fl|^2 sugarú C kört rajzoljuk, akkor azt 

találjuk, hogy az erre vonatkozó ff dx dy nagyobb Z'-nél; tehát:
C'

ff dxdy < Z'< |J e~{x,+v*} dxdy.
c c:

A C kör által határolt területnek, illetőleg a C kör és a e sugarú kis 
kör által határolt gyűrűnek (1. 10. ábra) az (r, <p) síkon megfelelő idom 
könnyen meghatározható. Ugyanis a p sugarú körnek az r=p egyenes, az « 
sugarú körnek az r=a egyenes, a pontozott vonalaknak pedig, melyeket az 
x tengely tetszés szerinti közelségében húzhatunk, a <p=0 és <p=2n: egyene­
sekhez közeli vonalak felelnek meg. Ha p=0, akkor a körgyűrűből az a 
sugarú (az x tengely mentén felvágott) kör válik és így ennek képe az a 
derékszögű négyszög, melynek csúcsai : (0, 0), (a, 0), (a, 2zz), (0, 2rc). A fenti 
egyenlőtlenség érvényben marad akkor is, ha a p=0 határesetre térünk át. 
Eszerint tehát a

J | e~’trdrdtp

erre a derékszögű négyszögre vonatkozólag számítandó ki. Az integrációt két 
lépésben végezzük el. Először integrálunk <p szerint 0... 2?r-ig, azután r szerint 
0. . . a-ig. A <p szerinti integrál:

zn
e~rir I d<p = 2ne~TÍr 

0

és most az r szerinti integrál :

o f ^ne2n | e-^rdr --------x—
ó 0

Eszerint tehát a C körre vonatkozó integrál számértéke: w(l—e~a‘).
A C'-re vonatkozó integrál ettől csak abban különbözik, hogy a helyett 

a|/2 teendő. És így
Ir(l-e"“’)<r<wíl-e-2a‘).

Vagy /' fenti értékét figyelembe véve :
a

n(l—e~a') < 4 [ J e~x' dx]2 < n (l-e"2"*) 
és innen :

JÚL i'e-x> dx < (i-e-aa*)4.
ő

Ha már most a végtelenné válik, akkor úgy a jobboldali, mint a bal- 
oldali kifejezés határértéke lesz; tehát:

0
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2. Példa. Az Ivory-féle 
kozó integrálásoknál igen 
máció. Legyen például az

transzformáció. Ellipszisre (és ellipszoidra) vonat- 
célszerűen használható az IvoRY-féle transzfor- 

^_ + j£ = l 
a2 ' b2

ellipszis területe kiszámítandó kettős integrállal. A keresett terület:

A

T — Jj dxdy.

A szóban forgó transzformáció a következő : 

x — ag cos y>, y = b p sin <p.
függvénydeterminans:

ap c<p d<p d(>

Itt is áll az, amit előbb már megjegyeztünk, hogy a p=0 helyen a függ- 
vénydeterminans 0; az ellipszisből most is kirekesztünk egy igen kis, ea, eb 
tengelyekkel biró ellipszist és az X tengellyel ő távolságban húzott pár­
huzamosak közé foglalt részt. Az így kirekesztett terület határértéke, ha «, 
illetőleg d 0-sá‘ válnak: 0. Képzeljük megint a (t>, <p) síkot és ezen a p, 
illetőleg <p tengelyt. A külső ellipszist futja be az (íc, y) pont, ha p=l; a belsőt, 
ha g=e. A párhuzamosaknak, melyek egyenletei y=ó és j/=—<5, <5=bpsiny>, 
<5——bpsin<p transzcendens görbék felelnek meg, melyek közül az első a <p=0 
és <p = arc sin közölt van, a második «>=0 és <p = arc sin (— -r—) között;

Dt Dt
vagyis ha = s', akkor az első y>=0 és </> -s', a második </> 2ti és <p—2n—s'
között vonul; tehát, ha ö úgy válik 0-sá, hogy s' is zérussá lesz, akkor ezen 
határvonalaknak </>—() és <p=2n egyenesek felelnek meg, vagyis, ha a belső 
ellipszis ponttá, a két párhuzamos határvonal a fél nagytengellyé zsugorodik 
össze, akkor az így preparált ellipszis képe a (p, <p) síkon a p=0, p=l, <p=0 
<p=2n egyenesek által határolt derékszögű négyszög; tehát:

2rt 1 1

T = j j ab (> d</> d(> = 2ab n j p dp = abn. 
0 0 0

8. A felületrész területe. A görbe felület területének meghatározása a görbe 
vonal ívhosszúságának méréséhez analog feladat. Közelfekvő gondolat volt 
tehát a felület területét oly módon definiálni, amint a görbe vonal ívhosszú­
sága definiáltatott: Képzeljük el a görbe felületnek egy, a görbe felületen 
vonuló C egyszerűen zárt görbével határolt darabját (süveg). Helyezzünk e 
felületrészbe háromszögű lapokból álló polyederrészt. Nevezzük e polyeder- 
rész területét P-nek. Ha már most a polyeder oldaléléi végtelen kicsinyekké 
válnak és a polyedersüveg határvonala a C-hez konvergál, akkor a P határ­
értéke volna a görbe felületrész területe. Tudjuk, hogy a megfelelő definíció a 
görbevonal ívhosszúságát szolgáltatta mindazon esetekben, midőn a görbét 
értelmező függvények korlátosán változók voltak. A felületre vonatkozó 
definíció azonban ebben az alakjában nem alkalmas a terület meghatározá­
sára. Schwarz H. A. mutatta ki* egy igen egyszerű, szellemes példán e 
definíció helytelen voltát. A definíció t. i. helytelen azért, mert ha csak annyit 
mondunk, hogy a polyeder élei zérus felé tartanak, a polyeder felszíne álta­
lában nem közeledik meghatározott (véges vagy végtelen) számérték felé.

* H. A. Schwarz, Gesammelte Werke 11. p. 309.
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Schwarz példája a következő: Jelöljék x, y, z a pont derékszögű koordinátáit 
és legyenek u és v független változók, r és h konstansok,

x = rcosu, y = rsinu, z = v 
0<u<2%; 0<»<h.

Ezen egyenletek egy, az (xy) síkra merőleges h magasságú körhenger 
palást felületét értelmezik ; az alapkör centruma a kezdőpont, sugara : r.

Erre a körhengerre alkalmazzuk a definíciót a következő módon: 
Osszuk fel az alapkört 2m egyenlő részre. A páros rendű osztópontok argu­
mentumai :

n 2n 2.2% 3.2% (m—1) . 2nu = 0, ---- , -------- , ------- , . . . —------- --------m m m m

A páratlan rendű osztópontok argumentumai pedig :

_ 2n 3.2n 5.2% (2m—1) . 2%
11 2m ' 2m ' 2m ’ '’ ' 2m

Az osztópontokban emeljünk az (xy) síkra merőlegesen alkotókat; a páros 
rendű alkotók p0, p2, p4,.. . Pam-2, a páratlan rendűek : p4, p3, . . . p2JII-i-

Legyen n szintén pozitiv egész szám és osszuk fel a h magasságot 2n 
egyenlő részre és mindenik osztóponton át helyezzünk a magasságra merő­
leges síkot. Ezzel a hengerpaláston 2n kört kapunk, melyek közül a páros 
rendűek : k,„ Á2, k4, . . . Á-2„ (ahol k0 az alsó alapkör és Á-2n a felső alapkör), a 
páratlan rendűek pétiig : kt, ka,. . . k2n-i- A hengerpalástba írt polyeder csúcs- 
pontjaiúl válasszuk a páros rendű alkotóknak a páros rendű körökkel és a 
páratlan rendű alkotóknak a páratlan rendű körökkel való metszéspontjait. 
Ha a kr körnek a pt egyenessel való metszéspontját (/rrp()-vel jelöljük, akkor 
tehát az első rétegbe eső háromszögek rendre :

[(ÁoPo), (A-0P2?, (*iPi)L ((ZfiPi), (A-iPs), (A-0P2Í], [ÍA0P2), (k„p4), (ktp3)], [(ktps), (k^), (áop4)],
s í. t. A háromszögek mind egybevágók, számuk minden övben 2m, tehát 

2n összesen : 4mn. Egy-egy háromszög területét számítsuk ki: alapjuk a ----
„ , „ 7t mközépponti szöghöz tartozó húr: 2rsin-^-, a magasság pedig olyan derék­

szögű háromszög átfogója, melynek egyik befogója: -5—, a másik befogója 
pedig r—rcos —; tehát a háromszög területe:

n 4 í 2 it w \2 , h2 rsin—1/ r2 1 — cos 4--7-5- m y ' m ’ 4n2

és igy az egész polyeder területe :

t = 4mn r sin 1 4r2 sin' ~—|- •m y 2m 4n2

Ebből például következik, hogy 1. ha viszony állandóan : c, akkor

. 4 cn 4 f, , . . cn , h21 = — n2 r sin —- 1/ 4r2 sin' -=----h -7-5- =c n y 2n 4n2
4 . c% 4 / , „ „ . , c% , ó'2= —r.n sin — 1/ 4r2n2sin4 -=------—r--c n y 2n 4

Ha már most n végtelenné válik, akkor:
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.. . cn .. „ . , cn Ahm n sin = cn ; hm nz sin4-=—= 0, n=oo n. 411
tehát: lim t = 2rnh. n=<»
és így megkaptuk a hengerpalást felületének az elemekből ismert mérőszá- 
mát, ha n és m úgy válnak végtelenné, hogy — viszony állandó, O-tól külön­
böző, véges szám. (E mérőszám szokásos levezetésének az elemi geometriá­
ban az a hibája van, hogyanéin lehet bebizonyítani a hengerpalást és a kiterí­
téssel nyert négyszög területének egyenlőségét, mert a hengerpalást területe 
nincs definiálva.)

2. Ha -^-= c, akkor: m2
l — 4m3 cr sin 1/ 4F2 sin4 ~—f- , =m y 2m 4c2 m4

— 4cr m sin — 1/ 4r2 m4 sin4——f-m V 2m 4c~

és minthogy .. n TC .71hm m sin o, hm m sin — = tí, 2rn 2 m ’

tehát: lim t = \rcn = 2rn |Z r'2n4c2-\-h2.r 4 4c2
A terület határértéke tehát a c tetszés szerinti számtól függ, ha n és m úgy 
válnak végtelenné, hogy —= c viszony állandó maradjon. 

n lrl3. Ha —= c, akkor m-1
■n / Tf h%

t = 4rmi c sin ■— 1/ 4r2 sin4-^— + j—j-s , m y 2m 4mec2

vagyis : t > 4rcm sin — ■ 2r ím • m2m \ 2m 1
és így t m-mel korlátlanul nő, a terület határértéke végtelenné válik.

7. A felületrész területének értelmezése. Érintősík. Ez az egyszerű 
példa világosan mutatja, hogy a görbe felület területének előbb emlí­
tett értelmezése nem állhat meg, ha csak a polyedert alkotó három­
szögek alkotórészeire vonatkozólag bizonyos megszorítást nem 
teszünk. Épen ezért másképen kell a felület területét értelmezni. 
A kérdés általános tárgyalása e kézikönyv keretén túl esik,* itt csak a 
felület fogalmának kellő korlátozása mellett tárgyaljuk a terület 
meghatározását.

Legyen az (u, i>) síkon egy egyszerűen zárt, rektifikálható C görbe 
megadva. A C-vel határolt T-ben levő (u, i>) pontokhoz rendeljük az 
(x, y, z) pontokat a következő módon :

x=/;(u, i>), y=/’2(u, u), z=fa(u, v), a)

* A kérdésnek a felület általános értelmezésére vonatkozó tüzetes tár­
gyalásával több értekezésben foglalkozott Geőcze Zoárd, akinek munkála­
taira utalok. (L. az Irodalmat a IX. fejezet végén.)
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ahol feltesszük, hogy különböző (u, v) értékpárokhoz különböző 
(x, y, z) pontok tartoznak, továbbá, hogy az /’lt f2, f3 függvényeknek 
(u, n) szerinti differenciálhányadosai a T-ben folytonosak és végül, 
hogy e három függvénydetermináns:

ú/2 dfs d/2 <Vs
du dv dv du

*/8 dfi
du dv dv du
Wi dfi
du dv dv du

egyszerre nem tűnik el, amit úgy is mondhatunk, hogy
A24-fi2+C2

a T tartományban és a határán is egy pozitiv M számnál mindig 
nagyobb. Az (x, y, z) értékrendszerek összességéről azt mondjuk, 
hogy: felületet alkotnak; vagyis a T tartományhoz az a) alatti egyen­
letek által rendelt pontok egy F felületrészen vannak. Az a) alatti 
egyenletek az F felület paraméteres egyenletei. A C görbének meg­
felel egy C térbeli görbe, az F felületrész határvonala. A felületnek 
C görbe által határolt területrészét akarjuk meghatározni. Előbb 
azonban megismerkedünk az érintősík fogalmával.

Szemeljünk ki 7-ben egy (li0, n0) pontot. Az F felületnek ehhez 
tartozó pontja legyen : (a, b, c), ahol

a=/i («o, "oX í,=/’a («o. "oX c=fs («o,
Az (a, />. c) ponton át vonjunk egy

P(^-a) + Q (?-&) + R (S~c) = 0 P)

síkot. Az (u0, n0) szomszédságában vegyünk fel egy tetszés szerinti 
ii0-|-/í, pontot. Ennek megfelel az F felületen az

"o+H y=/2(«o+/l, "o+*X z=/3(u0+/i, n0+fr)
pont. Részletesebben írva, illetőleg az / függvényeket Taylor-sorba 
fejtve:

' = +(1J7 + + (^7 + e«)k =

x = c+ ^h + ^k + e‘l’ + e‘k'
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ahol e1,e2,... a /i-val, illetőleg Zr-val zérussá válnak; vagyis, ha h 
és A’ abszolút értékre egy p számnál kisebbek, akkor [^1, |f2 ,... 
a tetszés szerint adott pozitiv í-nál kisebbekké válnak.

Határozzuk meg az (a, b, c) közelében levő (,r, </, z) felületi pont­
nak a fi) alatti síktól való távolságát. Ez a távolság: |<£, r], £ folyó 
koordináták helyeit .r, y, z-t téve]

du0 Bu0
1 + Q^ + R

'o d"o
k-\-h/u-\-vk

/P2+Q2+«2

ahol /u.z=Pet+Qea-]-R€5, y—Pe2+Qe4+^é6, 
tehát, ha h | < p, ;A|<p, akkor: | /z | < 3/fc, | | < 3/fc, 

ha K a P|, |Q|, |/? | számok közül a legnagyobb.
A d távolság, miként látjuk, (ha P2+Q2 + P2 nem 0) általában 

olyan rendű kis mennyiség, mint h és k. Ha azonban P, Q, R-et 
úgy választjuk, hogy az első két tag 0 legyen, azaz

pddiT + = °; + o#2- + Rir = °,
ou0 üUq duQ dv0 di>0 di)0

vagyis:
P:Q:R = ^fa ^3 (dJjL _ ő/3 df'i\ .

du0 dv0 di>0 du0 / \ du0 di>0 dvu du0 I
d/i dÍ2 _ dfx d/2 j 

áu0 di>0 di>0 du0 /

akkor a d távolság alacsonyabb rendű kicsiny lesz, mint | h | és k\, 
vagyis, ha |/i| <p, |A|<p, akkor

ha /P2+Q2-hR2>Af'. Ha e és p végtelen kicsinyek, akkor d másod­
rendű végtelen kicsiny. Azt látjuk tehát, hogy — röviden szólva — 
az (a, b, c) ponton átmenő siklói az (a, ft, c)-hez végtelen közel levő 
felületi pontok rendszerint elsőrendű végtelen kis távolságban van­
nak, ha azonban P:Q:R — A:R:C, vagyis az (a, ft, c) ponton át az

A(£— á)+R(rj— ft)4-C(^— c) = 0

síkot helyezzük, ettől a síktól a felületnek az (a, ft, c)-hez végtelen 
közel levő pontjai másodrendű végtelen kicsiny távolságra lesznek. 
Ezt a síkot az (a, b, c) ponton átmenő érintő síknak nevezzük.

Most áttérünk a felületrész területének meghatározásához.
Az (u. p) síkon képzeljünk egy kis négyzetet, melynek oldala 

p nagyságú, csúcsai rendre:

(Uo, «o)> (uo+e- vo\ («o+e, "o+e). («o> t'o+?)-
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A négyzet egy tetszés szerinti más pontja («. v), ahol

Ennek a pontnak megfelel a felületen az előbb (x, y, z)-vel jelölt 
pont. Ha az (x, y, z) kifejezéséből csak az első három tagot hagy­
juk meg, akkor mondhatjuk, hogy az (u, u) pontnak megfelel a tér­
nek (x', y', z') pontja, ahol:

a.’

Erről az (x', y', z') pontról azonnal látjuk, hogy az (a, b, c)-ben 
vont érintősikon van. (Az érintő sík egyenletét az (x', y', z') kielégíti.) 
(Arról is könnyen meggyőződhetünk, hogy a felület (x, y, z) pontjá­
tól, ha u—u0 és v— i>Q végtelen kicsinyek,, legalább másodrendű vég­
telen kis távolságban van.)

Ha az (u, p) pont befutja a p oldalú négyzetet, akkor az (x', y', z') 
az érintő síkon egy parallelogrammát fut be, mert például u—u0 egye­
nesnek megfelel az

x—a y—b z—c

dv0 di)0 dv0

egyenes, az u=n0-f-p egyenesnek pedig
Ö/l , ö/2 d/3
du0V J du0 ' _ _________du0 y

d/i d/2 dfs
~dü^ di’o di>0

felel meg, tehát az iránycosinusoly egyenlők s í. t.
Ennek a parallelogrammának a területét határozzuk meg. A sík­

idom területét az általánosított Pythagoras-tétellel számítjuk ki. Ha 
valamely t területű síkidomnak a koordinátasikokon való orthogonális 
vetületei: tly t2, t3, akkor f2= ff-Hf-Hf . A jelen esetben a paral­
lelogramma velülete az (x, y) síkra azon parallelogramm, melyet az

■r- ° + *(; <”“"•> +

egyenletek által meghatározott (x', y') pontok befödnek, ha az (u, v) 
pontok a szóban forgó p-oldalú négyzetei belepik. így tehát az (x, y)
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síkon levő kérdéses vetület nem más, mint az (a, v) síkon levő 
négyzetnek e felírt lineáris transzformációval keletkező képe. De 
azt már tudjuk, hogy e kép területe

। g/; df2 df2
I du0 dv0 du0 dv0

vagyis: | C | (>2, Éppen így az (i;, z) síkon levő vetület területe: | A | p2 és 
a harmadik vetület: j B|g2, tehát, ha az érintő síkon levő paral­
lelogramma területe : t, akkor :

t = /AMnt2.?2.

Az A, B, C függvénydeterminánsok az (u0, a0) helyen veendők.
Ha már most a 1 területet négyzetes ráccsal felbontjuk csupa 

négyzetekre (a határon levők csonkák) és mindegyikhez megszer­
kesztjük ilyen módon a megfelelő érintő síkon a parallelogrammát, 
akkor e parallelogrammák összes területe :

2 /A2+B2+C2. p2

lesz. Ha p végtelen kicsinnyé válik, akkor ez az összeg átmegy az 

)'f/A2+B2+C2 du dv 
T

kettős integrálba. Ezt tekintjük a görbe vonalú felület mérték­
számának. Eszerint tehát az x=f,(u.,v), y=f2(u,v), z=f3(u,v) para­
méteres alakban adott felületnek az (a, v) síkon megjelölt T tarto­
mányhoz tartozó felületrésze

S = JjyA24-B2+C2du dv,

ahol A = ;du dv dv du
B= 

du dv dv du ’

du dv dv du
Az A24-B24~C2 még egy kissé átalakítható. Ugyanis, mint könnyen 

igazolható, fennáll ez a nevezetes identitás:

(aft-oq#)2 + (^/i-/A)2 + (/“i-a/i)2 = 
= (a2+£2+72) («!+£?+a) - (^i+^A+Z/i)2-

Ha ebben a, fi, y, a,, ff, y, helyett rendre

dfi df2 df3 df, df2 dfs
du ’ du ’ du ’ dv ’ dv ’ dv ’

vagy még áttekinthetőbben :
Beke: A differenciáUzámitás. II. 12



178

tétetik, akkor

ahol :
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dx dy dz dx dy dz
du ’ du ’ du ’ di’ ’ dv ’ dv

a2+b2+c2=eg-f2,
P_(0x\2, (3y\2, W2 \ du ) du / \ du ' ’

dx dx dy dy , dz dz
~~ du dv du dv du dl

Ezen, már ismeretes E, F, G, úgynevezett GAüss-féle főmennyi­
ségek bevezetésével tehát a felületrész területe:

^yEG^-~F2<ludv,
T

ahol a négyzetgyök pozitívnak veendő.
Ha e kettős integrálra a középértéktételt alkalmazzuk, akkor:

S = fEG-F2T
-re jutunk, ahol E, F, G a T terület valamely (u, v) helyén veendők. 
Legyen (u, n) a 7 területű idom egy meghatározott P pontja, akkor

£=/EG-F* + 7

alakban írható, ahol E, G, Fezen (u, n) helyen veendők. Ha a Tterületű 
idom a P pontba zsugorodik össze, akkor is zérussá lesz, vagyis

lim -y = |/EG—F2, 
amit így is szoktunk írni:

dS = EG-F2dT
és dS-et a felület elemének nevezzük, mely az (u, t>) sík dl terület­
eleméhez tartozik.

10. A terület független a paraméterek választásától. Ha az (u, t>) 
paraméterek helyett a (A, zz) paramétereket vezetjük be ezen transz­
formációval :

u=9?(z,n=yz(Z,/z),

melynél a y és ip differenciálhányadosai folytonosak és a D I ) 

függvénydetermináns nem 0, amely transzformáció az (u, v) sík szó­
ban íorgó része és a (A, /z) sík T' területe között kölcsönösen egy­
értelmű vonatkozást állapít meg, akkor a felületnek az (u, v) sík 
T tartományához tartozó részét egyúttal a 7-nek (A, zz) síkon megfelelő 
T" hez tartozó területnek is tekinthetjük. A felületnek a (A, /z) para­
méterekre vonatkozó egyenletei:
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x=/;[9p(z,/z), vdÁ,^)]; y=/’z[9>^^), V'&A4)], z=f3M^^ 
és így a T'-hez tartozó terület:

jWA’2+Ii’2+C’2dk dfj., 
T

ahol dy dz dy dz
= ~dk ~dfl ~ ~dft ~dk '

«■ dz dx dz dx
dk d/Li dfj. dk '

, dx dy dx dy
= ük ~dfk ~ ~d/Li ~dk ‘

De dx dx du dx dv 
dk du dk ' dv dk

sí. t.; tehát, ha du dv du dv
dk d/LL du dk '

akkor: A'=D.A, B'=D.B, C'=D.C
és így:

Ha azonban az
S'= J | y/ A2+B2+ C2.1 D | dk d/u. 

T

S = JJj/ A2+B2+C2dudv 
T

kettős integrált a y) alatti egyenletekkel transzformáljuk, akkor arra 
jutunk, hogy:

S = Jj fA2+fí2+ C2 | D [ dk df.t,
T

vagyis S'=S és ezzel kimutattuk, hogy a terület a paraméteres alak 
választásától független.

11. A felület z=f(x, y) alakban. Igen gyakran használjuk a felület 
jellemzésére a

z=f(x, y)
alakot. Ezt is voltaképen paraméteres alaknak tekinthetjük; u. i.: 
paraméterek az x, y és a felület egyenletei most: x=x, y=y, 
z—f(x, y) alakban írhatók. Ha az (x, y) síkon megjelölünk egy, az egy­
szerűen zárt, folytonos C görbével határolt T tartományt és a foly­
tonos és folytonos differenciálhányadosokkal bíró /(x, y) által e tar­
tomány minden (x, y) helyéhez egy z értéket rendelünk, akkor ezzel 
egy folytonos, zárt C görbével határolt felületrészt kaptunk. Ezen 
felületrész minden pontja a T terület (x, y) oontjaihoz geometriai 
módon úgy van hozzárendelve, hogy az (x, y) az illető pont vetülete. 
A jelen esetben :
dx _ dx dy _ dy _ dz dz _ dz _ dz _ 
du ' dv ' du dv ' du dx ’ dv dy

12*
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tehát / EG-F2 = / l+p2+y2

és így a szóban forgó felületrésznek a területe:

s = J/V \+p2+q2dxdy.
T

így például, ha az illető felület a

z=ax-\-by-\-c

sík, akkor S = dxdy.
T

De —r ___ —__ nem más, mint a sík normálisa és a z tengely
j/l+^+ü2 & J

hajlásszögének cosinusa, vagyis a síknak az (x, y) síkhoz való hajlás­
szögének, mondjuk <p-nek cosinusa és így:

1 Cí TS —-------- I I dx dy = - ------- ,cos cp dJ cos cp

tehát arra az ismeretes eredményre jutottunk, hogy valamely sík­
résznek egy s síkon való derékszögű vetületét úgy kapjuk meg, 
hogy az illető síkrész területét az illető sík és az s hajlásszögének 
cosinusával szorozzuk. Ezzel egyúttal azt is igazoltuk, hogy a terület 
meghatározásának új definíciója a síkrészek területére vonatkozó 
eddigi eredményeket magában foglalja.

12. Forgási felület területe. Legyen adva az (x, z) síkon egy C 
görbe; P pontjának a z tengelytől való távolságát nevezzük r-nek, 
a görbe egyenlete legyen:

ahol /'(r) az r-nek egyértékű. folytonos, differenciálható függvénye. 
Ha az (x, z) síkot a z tengely körül körülforgatjuk, akkor a C görbe 
leír egy forgási felületet. E forgási felület egyenlete paraméteres 
alakban könnyen meghatározható. Ha ugyanis az (x, z) síkot már 
az y tengely felé u szöggel elforgattuk, akkor a P pontnak az (x, z) 
síktól való távolsága:

y=r sin u

és az (y, z) síktól való távolsága:

x=r cos u.

Eszerint a forgási felület egyenletei az (r, u) paraméterekben :

x=rcosn, y=r sin u, z=[(r),

vagy pedig r—^ x2-\-y2 téve, egyszerűen : z = /'(|/x2-|-y2), vagy még 
egyszerűbben: z—cp(x2-f-y2).
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Határozzuk meg a forgási felület két párhuzamos kör, például 
a és z2 magasságokban húzott párhuzamos körök közé eső 
övének területét. Tegyük fel, hogy e szakaszban /'(r) az r-nek mo­
noton függvénye (ilyen szakaszokra felbonthatónak gondoljuk a C 
görbét) és legyen 2i=/’(r1), :2=/’(r2), r2>ri, akkor tehát e felület­
részt a P pontok belepik, amidőn r1<r<r2 és ü<u<2zi; vagyis a 
szóban forgó felületrész az (r, u) síkon olyan derékszögű négyszögű 
Tterületnek felel meg, amelyet az r = rt, r=r2, u=0, u=2zi egyenesek 
által határolnak. A főmennyiségek :

tehát: S = | [ r j/1 -|-[/ '(r^]2dr du.
T

Ha lépésenkint integrálunk és pedig először az u szerint all. ..‘In 
közben, akkor tehát:

r-
S = 271 | r -|- [/'(r)]2 dr.

Ti
Ez a keresett terület. Még valamivel egyszerűbben fejezzük ki 

ezt az integrált, ha r helyett új változót hozunk be. Uj változóul 
bevezetjük a C görbe ívhosszúságát a legmélyebb ponttól számítva ; 
az ívhosszúság ezen ponttól egészen a P-ig, melynek a tengelytől 
való távolsága r :

s=J/1í[/'(r)l2rfr 
ó

és így: = íi+l/W,

dr 1vagyis : ■—■ = —=■----- ,
fl + [/W

tehát, ha r helyett az s-et vezetjük be a területet kifejező egyszerű 
integrálba, akkor abból a következő lesz :

s2 s2
S = 2nj rds — j k ds, 

S, S]
ahol k az s ívhosszúságnak megfelelő ponton átmenő szélességi 
kör kerülete. [Ezen eredmény geometriai jelentése közvetlenül vilá­
gos. Ugyanis kds jelenti azon végtelen keskeny csonka körkúp 
palástját, melynek középmetszete a k kerületű kör és oldalélé ds. 
Ezen végtelen kis kúppalástokból épül fel a forgási felület.]
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13. A csavarfelület területe. Legyen adva az (x, z) síkon ez a görbe: 

1=9?^), £=^(u)

és forgassuk el e síkot a z tengely körül v szöggel, de közben 
mozgassuk is a z tengely irányában nw-vel (m állandó). A (£, £) 
koordinátájú pont elmozdulásával nyert Ppont térbeli koordinátái ezek 
lesznek:

x—<f>(u) cos v; 17=9? (ti) sin a; z=

Ez a csavarfelület egyenlete az (u, a) paraméterekkel kifejezve. 
Innen :

f=my/'(ti) 
G=[99(u)]2d~m2

S = JjV m2[9?'(u)]2+[9?'(u)99(u)]2+[y/'(ii)99(u)]2</u</u

Az integráció az (u, n) síknak az u=a, u=b, és pl. i»=0, p=2te 
egyenesek alkotta derékszögű négyszög által határolt tartományára 
terjesztendő ki. Minthogy az integrandusban v nem szerepel, tehát:

b __ ___ ________ ________
S = 271JV n72|99f(u)]2 + [99(u)99X«)]2+[y/'(ii)9?(u)]2dii. 

a

Ha a csavarodó görbe gyanánt az x tengelynek 0... a közötti szakaszát 
választjuk, akkor:

<p (u) = a, ip (u) = 0 
teendő, tehát

^■12 2
S = 2tt f ]/ln2+u2 du — (7j-a'|An2+«24- log [a+|/ m2+a2]--- log tn) 2n.

ó

(L. I. kötet 324. lap).

Ha a csavarfelület egyenleteiben m=0 tesszük, akkor forgási 
felület válik belőle; az S föntebbi kifejezése megadja tehát ismét 
a forgási felület területét.

14. A vonalfelület területe. A vonalfelület paraméteres egyenlete a 
következő:

aj=a (y)+b(v). u; y=a1(r)+ö1(n). u ; z=a2(a)+ü2(u). u,
ahol a (a),... b2 (y) a v parameter függvényei. Ha n=konstans, akkor 
a felület alkotóit kapjuk. A GAüss-féle főmennyiségek:

£=&2+fe2+^
F=b (”) + «] + *>! (f) |a'l (<0 + hi‘ (f) «] + /?2 (") la2 (”)+&2 (f) u]
G= fa'(p)+&'(o) u|2+ [aj (a) uj2+[a'2 (i^+b^ (y) u]2-

Ebből láthatjuk, hogy EG—bz az ti másodfokú egész függvénye:

/cu2-[-/u4*m>
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ahol k, l és m a v függvényei. így tehát az 

S = fj EG—F2 du dv 

az u szerint közvetlenül integrálható.

15. Példák. 1. Példa. Legyen adva az (x, z) síkon a z=ax2 parabola. Hatá­
rozzuk meg e parabolának a z tengely körüli forgása által keletkező felület 
valamely övének területét! Ha az előbbi r helyett x-et teszünk, akkor:

______ .
5 = 2nJy l+4a2x2 . x dx — (l+4«2 x2)* * =

1
= [(l+4a2x§)«- (14-4a2x?)«].

2. Példa. Határozzuk meg a forgási ellipszoid övének területét 1 Legyen 
adva az 

X2 z2—__ I- —— — 1
a2 b2

ellipszis az (x, z) síkon. Forgassuk ezt az ellipszist a z tengely körül. Ezáltal 
forgási ellipszoid keletkezik. E forgási ellipszoidnak tekintsük az (x, y) sík 
fölött levő övét, melyet a zt és z2 magasságokban vont párhuzamos körök 
határolnak.

Minthogy z — /(x) = y a2—x2,
ahol a négyzetgyök pozitiv,

x,____________
és így : S - 2n Cx lÁl + —i? dx.

) r fl2 (a2—x2)

Áttekinthetőbbé válik a kifejezés, ha az integrált transzformáljuk, az x 
helyett z-t vezetve be ; az ellipszis egyenletéből rögtön következik, hogy :

xdx z dz _ . 
~a2~ + ~b2~

a2 xdx =----rí- z dz.b2

továbbá : x2 b2—z2
d2—x2 ~ z2

A határok : z, és z2 legyenek ; tehát:

S = fy b*+(a2-b2) z2 dz. 
za_

Ha a<b, vagyis a nagy tengely körül történik a forgatás, S-et így írjuk :

S = l'yb'—(b2—d2)z‘2dz.

Ez az integrál ismeretes (L. I. kötet 324. lapon). (Az ottani formulából ezt 
kapjuk, ha tekintetbe vesszük, hogy arc sin x = arc cos 1^1—x2)

. Q naz .rj-.—77-5----gr-; . b2na ybi—(b2—a2') z2 21
b- yb2~a2 b2 z.
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Ha Zi=b, z2=0, akkor a fél ellipszoid területét kapjuk; tehát az egész 
forgási ellipszoid felületének területe:

2nab2 aF = 2na- H-------------arc cos — •
b

Ha pedig a>b, vagyis a kis tengely körül forgatjuk az ellipszist, akkor

S = J’//>4+(a2-^ dz,

vagyis:
naz^ ü4+(a2—b2) z2 । nab2. z^a2—ü2+ í>4+(«2—Z>2) z2 |Z1

b2 + Ya2-b2 °S b2 |z,

és az egész ellipszoid felületének területe:
„ „ „ 2nab2 . a+jAa2—b2

/ a2—b2 b
Ha a=b, a forgási ellipszoidból gömb lesz; az öv területe

S=-^-fb2dz^2na(z1-z2)

és az egész gömb felülete : 4na2, ami mindkét végformulából is következik.
3. Példa. Legyen az (x, z) síkon adva az (a, 0) középpontú, ff sugarú kör 

(a>p). Ha ezt a Z tengely körül körülforgatjuk, akkor az ú. n. gyúrűfelület 
keletkezik. Határozzuk meg e gyúrűfelület területét!

A kör egyenlete ilyen alakban írható : (r-el jelöljük a pontnak a Z ten­
gelytől való távolságát és zz-val a radius és az X tengely szögét)

r = a + ff cos u, z = ff sin u.
Ha az (x, z) síkot a Z tengely körül v szöggel elforgatjuk, akkor a kör 

valamely u szöghöz tartozó P pontjának a koordinátái lesznek :
x = r cos v = [a+p cos u] cos v ; y = [a+p cos zz] sin v ; z — p sin u

és így : E = p2 sin2 u cos2 v + p2 sin2 ti sin2 v + p2 cos2 zz = p2
F = 0
G = a2 + 2(>a cos a + ff2 cos2 ti,

tehát a keresett felület:
5= I j^EG—F'-dti dv = ff ff (a+p cos u) du dv,

az integrációt az (u, v) sík azon derékszögű négyszögére kiterjesztve, melyet 
az u=0 és u—2n, valamint a n=0 és v—2n egyenesek határolnak. Az integráció 
közvetlenül elvégezhető. Először v szerint, azután ti szerint integrálva:

27t
S = Jbrtfff (a+p cos íz) du = 2no. 2mt. 

0
16. A kettős integrál számítása egyszerű integrállal. Az | (f(x, y) dxdy kettős 

f
integrált némelykor a következő meggondolással egyszerű integrállá alakít­
hatjuk át. Legyen az /'(x, y) folytonos függvény és az integráció területében 
minimuma m, maximuma M; akkor tudvalevőleg m és M között minden 
értéket felvesz. Ha/(x, y)-nak valamely értéke: A, akkor az

/(x, y) = A
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az (x, y) síkon egy görbét ábrázol, egy ú. n. niveau-görbét. Ez a niveau-görbe 
nem más, mint a z=A síknak a z=f(x, y) felülettel való metszetének vetülete 
az íx, g) síkon.

Ha az (x, g)-nal párhuzamos síkok a felületet mindannyian egyszerűen zárt 
görbében metszik, akkor a niveau-görbék mindannyian (azaz minden A-nak 
megfelelő /(x, y)=A görbék) egyszerűen zárt görbék és ha a T-ben J (x, y) a 
maximumát vagy minimumát csak egy pontban veszi fel, akkor az /(x, g)=AÍ, 
vagy az f(x, y)=m görbe ponttá zsugorodik össze.

Tegyük fel még azt is, hogy a T tartomány határvonala is niveau- 
görbe, akkor a szóban fdrgó kettős integrált egyszerű integrállá alakít­
hatjuk át. Az f (x, g) a maximumát egy pontban vegye fel a T belsejében. 
Legyen ez a pont 0; akkor az /(x, y) = M— e niveau-görbe, ahol e elég 
kis póz. szám, feltételünk szerint zárt görbe és az 0 pontot magába zárja. 
[Ez abból következik, hogy minden félsugáron, mely az 0 ponttól a kerü­
letig vonul, minthogy a kerület is niveau-görbe, melyen /(x, g)<AL kell 
olyan pontnak lenni, amelyen /(x, y) = M — s.] Két niveau-görbe egymást 
nem metszheti; mert hiszen akkor a metszéspontban f(x,y) kétértékű 
volna. Az/(x, g)=A' niveau-görbe teljesen körülzárja az /’(x, y) — A görbét, 
ha A'<A<M [mert ha volna olyan ./(x, g)=A' niveau-görbe, mely az /(x, g)=A 
belsejében lenne, dacára annak, hogy A'<A, akkor az 0 pontból a belső 
görbéhez vont félsugarakon kellene olyan (x, y) pontnak lenni, amelyen 
/(x, y)—A, mert az 0 pontban /(x, g)=Af és a félsugár végpontjában 
/(x, y)=A'cA; tehát az /(x, y)=A' görbén belül volna még egy f(x,y)—A 
niveau-görbe, ami ellenkezik azzal a feltevésünkkel, hogy a z—A síkok a 
felületet egyszerűen zárt görbékben metszik.] Ebből egyúttal következik, 
hogy a T határvonala, melyről feltettük, hogy szintén niveau-görbe: az 
fix, g) — zn-nek felel meg. [Egészen hasonlóan következtetünk, ha abból 
indulunk ki, hogy nem a maximumát, hanem a minimumát veszi fel egy 
pontban az fix, g)].

Ha A' az A-tól végtelen csekéllyel különbözik, akkor a két niveau- 
görbe is végtelen közel vonul egymáshoz, a közéjük foglalt gyűrű területe 
végtelen kicsiny.

Legyen valamelyik niveau-görbe neve : C görbe és jelöljük a C zárt görbe 
által határolt területet f-vel; akkor nyilván ez a terület O-tól T-ig változik a C 
niveau-görbékkel; minden niveau-görbéhez a t-nek egy meghatározott értéke 
tartozik és fordítva a niveau-görbék elhelyezkedése folytán, minden 0<t<T 
értékhez egy meghatározott niveau-görbe és ezzel egy meghatározott /(x, g) 
érték tartozik. Eszerint tehát az fix, g) a 0 ... T közben a t változó egy­
értékű, folytonos függvénye ; jelöljük így: F(t).

Képzeljük már most az M és m közé iktatva e fogyó számokat:
Af, Mi, Ma, ■ • ■ Mn, 

és alkossuk meg a hozzájuk tartozó niveau-görbéket, a 
Co, f-i, C2, • • • Ln+i

-et, melyekhez rendre a to=0, tt, t2,... tn+1=T területértékek tartoznak. A 7’terü­
letre vonatkozó [Jf(x,y)dxdy integrált részekre bontjuk a niveau-görbék 
közé zárt gyűrűterületeknek megfelelően. így például a C/f és C/,+1 közé zárt 
területre vonatkozó részt így jelölhetjük:

4'= Jjffa </) dxdy.
Ck+i—Ck

Ez az integrál a középértéktétel szerint:
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4 = F (4) JJ dx dy = F (t'k) (tk+1-tk),
C/v-+i—Cs­

ahol //., Zfc és Z/, +i közötti érték. így tehát:

jíffa y)dxdy =XF(fk) (tk+i-tk)- 
T : A=0j

Minthogy pedig F(í) a í folytonos függvénye, a közbeiktatást annyira 
sűríthetjük, hogy a jobboldali kifejezés, ha a t'k bármilyen érték tkés tk+1. között, 

T
az fF(t)dt integráltól tetszés szerinti kevéssel térjen el, tehát : 

o
T 

JI f (x, y) dxdy - | F (t) dt. 
ST ó

És ezzel kimutattuk, hogy azon esetben, midőn a niveau-görbék az említett 
módon helyezkednek el, a kettős integrál egyszerű integrállá alakítható át, 
mely a szóban forgó feliiletsüveg területe. Könnyen belátható, hogy ha C niveau- 
görbe a 7\ és C a T2>Tt területet határolja, akkor a felület azon övének 

r, 
területe, mely a két niveau-görbe közötti gyűrűhöz tartozik : | T (t) dt.

Tt
így például, ha adva van az

x2 + y2 + z2 — r2 A)
gömb és meg akarjuk határozni két párhuzamos kör közé foglalt öv területét, 
akkor tudvalévőén az

8 — J I ]/ l+p2+g2 dx dy 

számítandó, ahol a fenti A) egyenletből x, illetőleg y szerinti differenciálással :

X l]
.9=-7 

___________ J* 
és így az integrandus : — |Ax2+y2-|-z2 = — ,

tehát az /(x, y}—u niveau-görbe jelenleg :

r
vagy z helyett az Aj-ban z = — -t helyettesítve, az n-hoz tartozó niveau- 
görbe egyenlete :

x2 + y2 = r2 (1 - A-) ■

Ez a niveau-görbe kör, melynek rádiusa: r --- Jg-, tehát területe:

t = r2 (1--- jja")71- Az integrandus értéke ezen a niveau-görbén : u, tehát

. . ________ £•
JJ ]/ l+p2+g2 dx dy = f u dt,

h
ha G és t2 jelölik az öv szélső párhuzamos köreinek területeit; és ha t helyett 
az u-t vezetjük be, akkor
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tehát

2r2Jt , dt — —=— du, íP
— " _r

_ „ „ ? du 2r2n I .5 = 2r2 ti —5- =-----—— — 2r7t (zt z2).“ J u2 u |_r
—- ziZ1

17. Az ellipszoid területe. A most tárgyalt eljárással határozzuk meg a fél 
ellipszoid területét. Legyen az ellipszoid egyenlete :

te 
zy»2 »»2 «y2 ._ 4. 4. JL- = 1 a> b>c. A)
a2 b2 c2 ’

A keresett terület:
S.= J | Vl+p2+q2dx dy

X1, u2kiterjesztve az —g- + -p- — 1 ellipszis területére, p és q az A) 
lásából :

c2 x c2 y
P=~^T' q=--^T-

Az integrandus

differenciá-

c4 x2 ■ c* y2 _ 1 j / 
a4"l^ + ‘Ml2‘-z V

Z»1 z»4

ahol z még az A) alatti egyenletből helyettesítendő és így az integrandus 

vagy az a2—c2=a^a2; b2—c2—b2 [P bevezetésével:

A _ *LaL 
/ a2 b2

1/ Á _ JÉ. _H.F a2 b2
Az u -nak megfelelő niveau-görbe :

x2 l-a2u2 y2 l-^2u2_í
a2 1-u2 + b2 1-u2

ellipszis. [Közbevetően megemlítjük, hogy az
l/l+p2+q2 = l

geometriai jelentése nyilvánvaló. Ugyanis az (x, y, z) pontban a z=f(x, yf 
felülethez vont érintő sík egyenlete (L. 175. lapon, ahol u, v helyett x, y 
teendők)

5 - 2 = P (S—x) + q (v—y),
ahol s, íj, ? a folyó koordináták. így tehát az érintősíknak a z tengellyel 
való hajlásszögének cosinusa :

1cos y — ■ ,
/l+p2+q2
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|/ H-p2+g2 = —-— cos y

és így a niveau-vonalak a felület azon görbéinek vetületei, amelyek mentén 
az érintő sík a z tengellyel az állandó y szöget alkotja ; az zz jelentése : 
cos/]. Az ti-hoz tartozó niveau-görbe tehát ellipszis, melynek centruma a 
kezdőpont, tengelyei pedig :*

a 1—a2
1 — a2u2

1-zz2
1— p2 u2

E niveau-görbe által határolt terület:
1—u2t = nab —j—7-, ahol zí2=l-a2zi2, J^l-^zz2.

Az ellipszoidnak az (x, y) sik fölé eső felének a területe eszerint:

Parciálisán integrálva :

A függélyes vonal mellé tett T és 0 azt jelentik, hogy a t helyébe teendő 
T és 0 és az első helyettesítés értékéből a második kivonandó. Ha azonban 
zz-t tekintjük független változónak, akkor, minthogy u=0-nak megfelel t—T, 
u=l-nek pedig t=0, tehát:

c ; I1 , t 1 S=------- — —dU.
Il Io J U2 B)

Számítsuk ki a | ~ du határozatlan integrált, ahol t = nab ^ --H— •
J u2 ° ’ zM,

/ . r 1 1 *i—- = nab „ . .------------ T-j- •u- L u2zUi ddt -1

A zárójelben álló kifejezést átalakítjuk a következő differenciálhányados 
segítségével;

d z/J, _ JJ, , zí dzf, dd _ JJ, /Pd u-dj
du u u2 + u du u du — íz2 zí, d ’

(mert zf = 1—a2 u2, dt — y 1—p2 zz2) ; és ha például az első és második tagot
összevonjuk : akkor folytatólagosan :

d ddx _ d a2dt
du u ~ u2dt d

és ha az első tag számlálóját és nevezőjét zf-val szorozzuk és d2=l — a'2ii2 
tesszük :

1_ £^2 1 H
* Minthogy a<l és £<1, tehát úgy az , mint az ^_n2-

u szerinti differenciálhányadosa pozitív, vagyis a tengelyek - - -val együtt nő­
nek és így a niveau-görbék elhelyezkedése olyan, amint az előző pontban 
kívántuk; az zz=0-nak megfelelő niveau-görbe az ellipszoidnak az (x, y) 
síkkal való metszete.



189A KETTŐS INTEGRÁL ÁTALAKÍTÁSA.

£ ££ 
du u

1 
u2ddt

+ “2 a2dt
JJt d

és így: 1 d dd, a2 «2Ji
tí-ddt ~ dü u + JJ, J ’

tehát a keresett:
t i r= nab L-

— nab [

d ddt 1- “2 a2J,
du u H JJ, J
d did a2Jt (1-a2) 1

du u J JJ, J

_ i 

jj.

és így a határozatlan integrál:

=-««»[+"- + <f-J
A fél ellipszoid területe tehát fí) szerint:

S — nab { [ — " + —£-] + a2IL í/JJ, u Jo
r 4 )í—

0J

Az első tag összevonva :

a(l-«2-^+«V!n2) I1 
|o

l-tt2-ff2+«2/?2 
0(1—a2) (1-/92)

= 0(l-a2)(l-/?2) = -£••

A két utolsó tagot transzformáljuk az «u sin <p transzformációval.
Az u = 0-nak
, cos <p d<p du —----- —a

akkor:

<P = 0 felel meg, az02
tesszük és ha még -0y-

u = 1-nek pedig <p — arc sin a főértéke.
-et Á'2-el jelöljük [Á2<1, mert a2>ö2>c2],

1 arc sin a
j -J du = Jy 1—k2 sin2(p dtp;
0 0

tehát:

1 arc sin a
f da_ _ J_ C dtp ___

dd, ~ a J /I-fra sin2 ’

arc sin a
1 —oc2 I- dtp

« J 01-Á-2sin2y

arc sin a

5 == c2n + naba j |/ 1—k2 sin2 cpd<p + nab 
o

Még egyszer megemlítjük, hogy az ellipszoid féltengelyei a>b>c, továbbá 
az a és £ számok a következők :

a = y 1 —; p — y 1--- 0 - és k póz. 1-nél kisebb szám : •

A felület területét az ú. n. Legendre-féle első- és másodfajú elliptikus 
integrálok segítségével fejeztük ki. (L. I. kötet 462. I.)
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A KETTŐS INTEGRÁL ÉRTELMEZÉSÉNEK 
KITERJESZTÉSE.

1. Az integráció területe végtelenné válik. Eddigelé mindig korlátos 
függvények integráljairól volt szó és pedig véges kiterjedésű területre 
vonatkozólag. Most két irányban akarjuk a kettős integrál értel­
mezését kiterjeszteni: először olyan kettős integrálokról akarunk 
szólni, amelyek végtelen kiterjedésű területre vonatkoznak, azután 
pedig olyanokról, amelyek nem korlátos függvényekre vonatkoznak.

Legyen például a végtelen kiterjedésű terület az ¥ tengely két 
pontján (A-n és B-n) át az x tengellyel párhuzamosan vont egyenesek 
és az y tengely AB darabja által határolt sáv. Az f(x, </) egyértékű 
korlátos függvény e sáv minden helyén legyen értelmezve. Ha

Ct, C2, C3,.. . vonalakat úgy húzzuk 
meg, hogy ezek a sáv határvonalai­
val együtt a sávnak véges terület­
részét határolják el: a C; a 7} terü­
letet, és az így keletkező terület­
részek mindegyike az előzőket ma­
gában foglalja, továbbá a sáv akár­
melyik P pontját jelöljük is meg, 
megadható a T sorozatban olyan Tnr 
amely a P pontot már magában 
foglalja, akkor azt fogjuk mondani, 
hogy a T-l, T2, T3,... területek soro­
zatával a szóban forgó sáv területét 

approximáljuk. Ha nem ilyen sávról, hanem pl. egy szög belsejéről 
volna szó, vagy a félsíkról, vagy akár az egész síkról, akkor is 
alkothatunk ilyen approximáló görbe sorozatot. Az utóbbi esetben 
e görbék zártak lesznek, például végtelenig növekedő sugarú körök 
sorozata, melyek középpontja a kezdőpont vagy végtelenig növekedő 
oldalú négyzetek sorozata, szintén a kezdőponttal, mint közép­
ponttal stb.
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Ha már most a véges 7} területekre vonatkozólag az integrálok 
ezen sorozatát alkotjuk:

4 = ífy)dxdy, k = /Jf(xiy)dxdy,■■■ k=JJ1\x,y)dxdy,... 
Ti Tt Tn.

és ha ezek az integrálok véges és meghatározott számértékek 
(vagyis az /’(x, y) mindezen véges területekben integrálható) és az 
4, 4, 4, • ■ • számsorozat tszabályos sorozat, akkor definícióképpen 
azt mondjuk, hogy a szóban forgó sávban az |l f (x, y) dx dy ezen 
approximációval létezik és értéke a fönti szabályos sorozat limese. 
Ha pedig bárminő C görbe sorozatra vonatkozóan létezik ilyen határ­
érték, amikor aztán ez a határérték (mint alább látjuk) mindig 
ugyanaz, akkor azt mondjuk, hogy a szóban forgó területre vonat­
kozó integrál létezik és értéke ez. az approximációtól független 
határérték. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az (j f(x, g)dxdy a szóban 
forgó területre, konvergens integrál. Ellenkező esetben divergens 
integrál. Látjuk, hogy az integrálfogalom ezen kiterjesztése analog 
az egyváltozós függvényekre vonatkozó integrálfogalom kiterjesz­
tésével.

2. A végtelen területre vonatkozó integrál létezésének kritériuma. Egy 
meghatározott approximáció mellett az integrál létezésének szükséges 
és elégséges feltétele, hogy az f2,/;t,... sorozat szabályos legyen, 
vagyis, hogy bármely 6-hoz tartozzék olyan N küszöbszám, melyen 
túl levő n indexekre

k+k 4i &•
He k+k~k nem más, mint a Cn+A és Cn görbék közé zárt 

(^n+k~Cn-nel jelölt) területre vonatkozó integrál; tehát az integrál 
létezésének szükséges és elégséges feltétele, hogy a tetszés szerinti 
kis é-hoz tartozzék olyan N küszöb, melyen túl levő n indexekre 
nézve, bármekkora póz. egész szám is a k:

l/f/O, y)dxdy\ < «•
Cn+k—Cn

Az jj f(x, y) dxdy konvergens integrált abszolút konvergensnek 
mondjuk, ha a

tf\f(.x,y)\dxdy

létezik a T területre vonatkozólag. Az abszolút konvergenciának! a 
kritériuma egyszerűbb, mint a puszta konvergenciáé. Általában, ha 

?/) soha sem válik negatívvá, akkor a konvergencia-kritérium 
egyszerűsödik. Ekkor ugyanis az

J,í ^(^i y)dxdy

minden területre vonatkozólag pozitiv és az integráció területével
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együtt nő. Ez. esetben az integrál létezik, ha egyetlen egy Ct, C2,... 
approximáció mellett létezik. Ha ugyanis egy más: C'lt C2, C3, . . . 
görbe sorozatot képzelünk, akkor az adott <s-hoz megállapítjuk az 
N-et, amelyen túl

j’J (f> (x, </) dxdy < e 
Cn+k—Cn

bárminő póz. egész szám legyen is n és k, ha csak n>N. A C soro­
zatban elmehetünk olyan messzire, hogy azon túl akármelyik C 
magába zárja a C\-et (mert hiszen a C'-ek végtelenig húzódnak). 
Ha az ennek megfelelő küszöbszám M és m>Af, és kiszemeljük a 
tetszés szerinti C'm+k'-t, akkor viszont a C sorozatban keresünk egy 
olyan Cn+*-t, mely ezt a C}n+*'-t magába zárja ; minthogy pedig a 
Cn+fe és Cn közé foglalt terület tartalmazza a Cjn+/y és C'm között 
levőt, tehát

y)dxdy<£, 
Chi+k' Gn

ha csak m>M Ezzel kimutattuk, hogy a C sorozatra vonatkozó 
integrálok is konvergens sorozatot alkotnak. Azt állítjuk már most, 
hogy ha (f>(x,y) nem negatív és egy approximáló görbe sorozatra 
vonatkozóan konvergens a l jp(x, y)dxdy, akkor általában konver­
gens. Ugyanis az előbbiekből nemcsak az következik, hogy minden 
C görbe sorozatra nézve van meghatározott véges határérték, hanem 
az is, hogy csak egy ilyen határérték létezik. Ennek a bizonyítására 
felhasználjuk azt a megjegyzést, hogy ha a15 a2, a3,... és bt, b2, b3,... 
szabályos sorozatok és a két sorozatból a tagok valaminő (akár­
milyen) elhelyezésével alkotott vegyes sorozat q, c2, c3,.. . ahol 
a c számok az a és b számokat mind kimerítik, is szabályos 
sorozat: akkor a két sorozat ugyanazt a számot értelmezi, vagyis 
lim an=lim t>n. Ha ugyanis a c sorozat szabályos sorozat, akkor 
menjünk el olyan messzire, hogy bármely két tag különbsége 
«-nál kisebb legyen. Ha ez az N-iken túl bekövetkezik és az első 
N szám között az a, illetőleg b számok maximális indexe M, akkor 
nyilván M indexen túl levő bármely a számnak ezen indexen túl 
levő bármelyik b számtól való különbsége e-nál kisebb ; de ebből 
már. következik, hogy a két sorozat limese egyenlő. (Ha q, c2t 
c3)... nem merítik ki az a,, a2, a3,... és blt b2, b3,... összes 
számait, hanem mindkettőből végtelen sokat tartalmaznak, akkor 
is áll e tétel, mert hiszen, ha az a és b sorozatokból mindazokat 
kihagyjuk, melyek a c sorozatban nem fordulnak elő, akkor új 
a és b sorozatokat kapunk, melyek azonban nyilván ugyanazokat 
a számokat értelmezik, mint az eredeti a és b sorozatok.) Ha 
már most a C és C görbékből egy vegyes approximáló görbe 
sorozatot alkotunk (pl. úgy, hogy megkeressük a C görbét, mely
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Cj-et magában foglalja, azután a C görbét, mely C'-t foglalja 
magában s í. t., akkor ezen görbéknek megfelelő integrálsorozat is 
szabályos lévén, a most tett megjegyzésünk értelmében a két határ­
érték megegyezik.

Ezzel kimutattuk, hogy ha ^(x’y) nem negatív és a C appro- 
ximáló görbesorozatra vonatkozó

» fj P’t*'’ .'/)íto/y
Ci

integrálok konvergens sorozatot alkotnak, melynek határértéke f, 
akkor minden más approximáló görbesorozatra vonatkozó határérték 
is I. [Alig szükséges mondanunk, hogy ugyanez áll arra az esetre 
is, midőn <jp(x, yj soha sem pozitív.] Ha tehát valamely f(x, y) 
abszolút értékével, az /’(x, yj |-al alkotott integrál: Jj | /'(x, y)l dxdy 
bizonyos approximáló görbékre vonatkozólag konvergens, akkor 
általában konvergens. Ebből egyúttal az is következik, hogy az 
11 f(x, yj dxdy is konvergens bárminő approximálás mellett; mert

| JJf(x, yj dx dy | < fj| /(x, y) [ dx dy
C/i+k—Cn+k—Cn

és úgy, mint előbb, következik, hogy a lim jj fdxdy független az 
approximálás módjától. Ha tehát JJ |/’(x, yj\dxdy konvergens integ­
rál, akkor jj /'(x, yj dx dy is konvergens. Ekkor, mint már föntebb 
jeleztük, azt mondjuk, hogy az utóbbi integrál abszolút konvergens.

Ha az íj f(x,yjdxdy az egész síkon abszolút konvergens integrál, 
akkor nyilván a sík egy (véges, vagy végtelen) részében is abszolút 
konvergens; mert hiszen ha például a C1? C2, C8,... koncentrikus 
körökkel approximálunk, akkor az integrál abszolút konvergens lévén, 
bizonyos N-en túl:

JJ | /'(x, y) i dx dy < e,
Cn+k~ Cn

tehát a köröknek a sík szóban forgó részébe eső gyűrűszerű terü­
leteire nézve is

Jj’l/X*, y)\dx(lv < 
cn+k—cn

ha c-vel jelöljük a C körnek az illető síkrészbe eső részét.
Ebből a megjegyzésből a konvergenciának egy igen gyakran 

használatos elégséges feltételét állapíthatjuk meg. Ugyanis, ha |/’(x, y)| 
az egész síkon kisebb, mint ahol r az (x, yj pontnak egy fix 
ponttól (például a kezdőponttól) való távolsága, a>2 és A állandó, 
továbbá /‘(x, y) minden véges területre vonatkozólag integrálható r 
akkor az egész síkra kiterjesztett

Beke: A differenciálszámítás. II. 13
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J)7'(-r, yw<yj
integrál abszolút konvergens. Ugyanis, ha az x=r cosgp, y—r sin <jp 
transzformációval áttérünk poláris koordinátákra, akkor, minthogy 
a transzformáció függvénydeterminánsa: r, a (?x, illetőleg p2 sugarú. 
0 közepű C15 C2 körök közé foglalt gyűrűre vonatkozó integrál:

2n Qt
J dy> J | f[r cos </>, r sin <jp\ | rdr < 

o p,
„ (' A , 2tcA f 1 1 I 2nA 1

< J r"-1 <r —a-j-2 L ^a-2 ga-2 J ■ a—2 ’

ámde ha adatik a tetszés szerinti kis pozitiv e, ()-t oly nagyra választ­
hatjuk. hogy

2nA 1 -------.-------- fi 
a-2 (?“-2

és így a (>-nál nagyobb sugara, bármely két C\ és C2 közé foglalt 
területre vonatkozó jj |/’(.r, y)\dxdy < e, tehát a szóban forgó integrál 
(abszolút) konvergens.

Ha a kezdőpont helyett a tetszés szerinti (x0, y0)-t választjuk, 
akkor tehát ez az eredmény így fejezhető ki:

Ha f (x, y) minden véges területben integrálható és az

[(x-xtf+ty—y0)2]“ I f(x, y)‘
az egész síkon korlátos és a>l, akkor az

ff f(x> y)dxdy

az egész síkon abszolút konvergens.

3. Az integrálás sorrendje. Húzzunk az x tengellyel párhuzamos 
két egyenest. Az y tengellyel párhuzamos e egyenes ezeket A és B 
pontokban messe. Legyen az integráció területe a két párhuzamos 
közé zárt sávnak az e-től jobbra eső része, melyet T-vel jelö­
lünk. A pont koordinátái: (a, b), B ponté pedig (a, Z\). Az f(x, y) 
integrandusról feltesszük, hogy 1) a 7 sávban integrálható, 2) a 

bi
/ f (*, y) dy = F(x) egyszerű integrál minden, a-nál nem kisebb x-re 
b
létezik és 3) az- /'(x, y) az a... oo szakaszban x szerint, az y-ban 
egyenletesen integrálható, (b<y<bj).* Az 1) és 2) feltételekből 
következik, hogy a 7 sávnak az x=a, x=x< egyenesek között levő 
7t részében (x, tetszőleges, a-nál nagyobb szám)

* Az egyenletes integrálhatóság fogalmát 1. 1. kötet 430. lapján.
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Xj

Jjf(x, y)dxdy= f dx | f(x, y)dy 
T, ab

[L. 143. lapon] és így, minthogy az 1) szerint a baloldali kettős 
integrálnak véges és meghatározott határértéke van, ha x, vég- 

bi
telenné válik, F(x)=j f(x,y)dy az a...oo szakaszban x szerint inte- 

b
grálható és ► « b,

fj f(x, U) dxdy = | dx J /(x, y) dy. A)
T a b

A 3) alatti feltétel azt jelenti, hogy adott póz. 6-hoz megválaszt­
hatjuk N-et úgy hogy, ha b<y<^b1, akkor

. A

hacsak xt > V Válasszuk az N-et úgy, hogy még ez az össze­
függés is fönnálljon :

j) fix, II) dxdy = ff f(x, yjdxdy -f- y
T t'Í

€ ahol | , ha Xj > ÍV. Minthogy pedig a jobboldalon álló kettős
integrál e kétszeres integrál alakban állítható elő :

bi Xi

fj fix, y)dxdy= j dy j fix, y)dx 
b a

oo

és f fix, y)dx helyett J fix, y)dxA-rf tehető, ahol j^'| < 
a a

é 
2&=&)

oo

tehát: fj fix, y) dxdy — — I dy f f(x, y) dx + rf (b1—b)
T b a

ahol y | < ± £
MM) <~2 és »gy:

bx 00

jj f(x, U) dxdy — j' dy j f(x, y) dx.
T b a

B)

Az A) és B) alatti egyenlőségekből tehát az következik, hogy ha a 
T sávra vonatkozó |J fix, y)dxdy kettős integrál létezik és az fix, y)

Tminden x-re a b...^ közben y szerint integrálható, továbbá az x 
szerint az a... oo szakaszban y-ra nézve egyenletesen integrálható, 
akkor a T sávra vonatkozó kettős integrál mint kétszeres integrál 
állítható elő és az integrálás sorrendje felcserélhető, azaz:

• bx °° oo bx
jj fix, y)dxdy = j'dy j f(x, yjdx — j dxj f(x, y)dy.
T b a ab

13*
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4. Újabb elégséges feltételek a felcserélhetőségre. Előbb feltettük, 
hogy a T sávra vonatkozó kettős integrál létezik; most ettől füg­
getlenül állapítunk meg elégséges feltételt az integrálás sorrendjé­
nek felcserélhetőségére. Ugyanis, ha f(x, yj a T minden véges 
részében folytonos, továbbá az a... oo közben x szerint y-ban 
egyenletesen integrálható, akkor a 7-re vonatkozó kettős és kétsze­
res integrálok is léteznek és az integrálás sorrendje felcserélhető.

Ekkor ugyanis, miként már megmutattuk (Lásd I. k. 430. 1.), az
oo
) f(x, yjdx 
a

az y folytonos függvénye, ha b<y<b± és így a b...l\ közben inte­
grálható, vagyis az oo 

f= j dyjf(x, yjdx 
b a

kétszeres integrál véges és meghatározott számérték. Ha adatik 
tetszés szerint a pozitiv e, akkor elmehetünk az rr-szel olyan 
messzire, hogy azontúl minden xt... x2 közben:

x« fi
l.f /’(®- y
®i 1

ha b^y^^ és így
ti xr

I==ídy.í f(x, y)dx + *f 
b a

ahol de a jobboldali integrál nem egyéb, mint a 7j-re
vonatkozó jjf(x, yjdxdy kettős integrál, tehát

Tt
(x’> y) dxdy + 7=Jdx f f(x' y)dy+

Tr ab
Ha xt végtelenné válik, r/ zérussá lesz, tehát:

bi oo ■* bt
f = J dy] f(x, yjdx = JJ f(x, yjdxdy = ]'dx ] f(x, yjdy, 

b a T a b
amiből azt látjuk, hogy ha f(x.yj T-ben folytonos és az a...oo 
szakaszon x szerint, y-ban egyenletesen integrálható, akkor a 7-re 
vonatkozó kettős integrál is létezik és az integrálás sorrendje fel­
cserélhető. (Megjegyezzük, hogy ez az állítás akkor is igaz, ha 
f(x, yj nem folytonos mindenütt, hanem véges számú, monoton 
szakaszokból álló görbék mentén szakadásos.)

5. Az integráció területe a negyedsík. Ha az integráció területe 
az ,r=a és y—b egyenesek által határolt negyedsík, akkor az
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ff l\x, y)dxdy

kiszámítása végett az integráció területét például az ábrában fel­
tüntetett, T'-el jelölendő derékszögű négyszögekkel approximáljuk. 
Ha /(x, y) folytonos és nem negatív és a negyedsíkra vonatkozó 
kettős integrál

i=fff^y')dx,ly

létezik, akkor elmehetünk olyan messzire, hogy a T’-re vonatkozó 
kettős integrál az 7-től tetszés szerinti kevéssel különbözzék. Válasz­

13. ábra.

szűk az integráció területéül azt a 7* derékszögű négyszöget, melyet 
az x=a, x=xt, y=b, y=yx egyenesek alkotnak. Ebben az integráció 
kétszeres integrálással is végezhető, tehát:

x.» »*
if f(x, y)dxdy = J dx f j\x, y)dy.

Tt ab
Ha xx végtelenné válik, a baloldali integrálnak véges és meghatá­
rozott határértéke lesz, mert ez az integrál Xj-gyel nő és nem 
lépheti túl a negyedsíkra vonatkozó, létezőnek feltételezett integrál 
értékét, tehát 

» Bi
J dx ( f(x, y)dy 
a b

00

integrál is létezik. Tegyük fel, hogy a i f(x, y)dy integrál létezik 
b

és pedig úgy, hogy minden «-hoz tartozik olyan y0 küszöb, melyen 
00

túl levő y-ra nézve | /’(x, y)dy < é^(x), ahol cp(x) az x-nek az

U...OO szakaszban korlátos és integrálható függvénye. Ekkor az 

előbbi formulában
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1/1 00 00

j y) dy=j f (x, y) dy - J' f(x, y) dy
b b yt

tehető és így a kétszeres integrálból:
00 00

j dx j f(x. y) dy + 
a b

lesz, ahol lim = 0, ha y± végtelenné válik ; tehát a szóban forgó 
kettős integrál:

00 00

/J / (x, y) dxdy =fdxf f(x, y) dy. 
T ab

A negyedsíkra vonatkozó integráció tehát kétszeres integrálás­

sal is elvégezhető, ha 1) f(x. y) folytonos és nem negatív, 2) a két- 
00

tős integrál létezik, 3) az ( f(x,y)dy<eyp(x) feltétel elég nagy y-ra 
y . .

nézve ki van elégítve, ahol ^?(x) az a... oo szakaszban korlátos, pozitív, 

integrálható függvény.
90

Ha a 3)-nak megfelelő feltétel, vagyis J /'(x, y)dx<ey/(y) is tel- 
X

jesítve van, mihelyt x elég nagy, ahol y(y) a b . . . oo szakaszban 

korlátos, pozitív és integrálható, akkor egyúttal
00 00

(j f x, y) dxdy = f dy f f (x, y) dx
T b á

és az integrálás sorrendje felcserélhető. Ha f(x, y) nem mindenütt 
pozitív, akkor bevezetjük az /j (x, y) és f2 (x, y) függvényeket úgy. 
hogy fi (x, y) [illetőleg f2(x, y)] mindazokon a helyeken, amelyeken 
/■(x, y) pozitív [illetőleg negatív], az /(x, y)-nal megegyezzék, a többi 
helyen pedig 0 legyen; akkor mindenütt / (x, y) = /t (x, y) + /2(x, y).
Ha az előbbi feltételek az (x, y)-ra és az /"2(x, y)-ra teljesítve
vannak, akkor az f(x, y)-ra is érvényes a felcserélhetőség.

Ha tehát f(x,y) folytonos, sehol sem negatív (legalább is
bizonyos tartományon kívül) és || /'(x, y)dxdy a negyedsíkra vonat- 
kozóan létezik, továbbá | /'(x. y)dx és | /’(x, y)dy a fent részletezett 
feltételeknek megfelelnek, akkor az integrálás részletenkint is el­
végezhető és az integrálás sorrendje felcserélhető.

Ugyanaz áll, ha /’(x, y) sehol sem pozitív és akkor is, ha az 
/i(x, y) és /2(x, y)-ra a feltételek külön-külön érvényesek ahol 
/i (x, y) [/^ (x, y)] mindazokon a helyeken, amelyeken f(x, y) pozitív 
(negatív), ezzel megegyezik, minden más helyen pedig 0. Ekkor
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/X®, U, = /i (®> ?/) + f2 (*, !/)■

Ha az j’j f(x, y)dxdy-ró\ tudjuk, hogy létezik, akkor a kiszámí­
tását legcélszerűbben poláris koordinátákkal végezhetjük. Ugyanis 
az integrál értéke a terület approximálásának módjától független, 
tehát a negyedsík az (a, b) középpontú koncentrikus negyedkörökkel 
is approximálható, vagyis

JI f(x, y) dxdy = lim )) f(x, y) dxdy, 
e=°°C

ha C ilyen negyed kör, melynek sugara (z A C negyed körre vonatkozó 
integrál kiszámítására bevezetjük az. ,r=rcosy, y—r sin <p transzfor­
mációt, amely a C negyed kört (a 169. lapon ismertetett módon) 
leképezi az (r, <p) sík azon félsávjára, mely a <p = 0 és <p = egye­
nesek között foglaltatik és így: ha e sávra vonatkozóan teljesítve 
vannak a 194. lapon foglalt feltételek [ö = 0, l\ = a=0 téve,] akkor

n 
2 co

lim J I /'(x, y) dxdy = j dtp) f[r cos p, r sin yj r dr = 
e="c oo

71 
00 2

= J dr J f[r cos (f>, r sin p\ rdtp. 
o o

Abból indultunk ki, hogy a negyedsíkra vonatkozó kettős 
integrál létezik; most ettől függetlenül állapítsunk meg elégséges 
feltételeket az integrálás sorrendjének felcserélhetőségére. Tegyük 
fel, hogy /’(x, y) folytonos, nem negatív és az a... oo közben x 
szerint integrálható, még pedig úgy, hogy a tetszésszerinti pozitiv 
í'-hoz tartozzék olyan küszöb, melyen túl levő minden xt-re nézve

00

J’/X®, y)dx<éy/(y),

ahol y/ (y), miként előbb, korlátos és a b... oo szakaszban integrálható 
pozitiv függvény. Legyen továbbá minden véges a... x közre vonatkozó X
]f(x,y)dx integrál a b---oo közben y-szerint integrálható. Ekkor,, 

a
mint könnyen belátható, az

00 00

4 = j'dyjf(x, y)dx 
b a

kétszeres integrál létezik. Ha a megfelelő értelmezéssel egyúttal
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J' /‘(x, y) dy<&f>ix)

is teljesítve van és minden véges b... y közre vonatkozó j fix, y)dy 
b

az ct---oo közben x-szerint integrálható, akkor az
OO 00

l2 = j dx f fix, y)dy 
a b

is létezik. Most azt mutatjuk meg, hogy a kettő megegyezik. Ugyanis:
B.i "

4 — lim | dy | fix, y)dx.
9i-~& a

De:
Ui 03 111 *^1

jdy f fix, y) dx = j dy J fix, y) dx + y 
b a b a

ahol lim^ = 0, ha xx végtelen naggyá lesz. A jobboldali kétszeres 
integrál mint az x — a, x = xt, y — b, y — y1 egyenesek által hatá­
rolt, 7’j-gyel jelölt derékszögű négyszögre vonatkozó kettős integrál 
állítható elő, vagyis:

| dy I fix, y)dx = jj fix, y)dxdy + t/ 
b a Ti

ahol zérussá lesz, ha x, végtelenné válik. Ha előbb xv azután y, 
válik végtelenné, akkor a baloldali kétszeres integrálból f lesz, tehát 
a jobboldali kettős integrálnak is van (ezen határátmenetnél) véges 
és meghatározott határértéke: ugyancsak f. De abból, hogy / (x, y) 
nem negatív, könnyen következtethetjük, hogy ha ezen határátme­
netnél létezik a kettős integrálnak határértéke, akkor létezik az 
esetben is, ha előbb yt, azután Xj válik végtelenné, és létezik a 
negyedsíkra vonatkozó integrál.

Ha nem az 4-ből, hanem az Z2-ből kiindulva végezzük el ezt 
az okoskodást, akkor pedig arra jutunk, hogy a 7j-re vonatkozó 
kettős integrálból a határátmenetnél 4 lesz, és így bebizonyítottuk, 
hogy 4 = 4-

6. A kettős integrál értelmezése, ha a függvény nem korlátos. Eddigelé 
csak olyan függvények integrálásáról volt szó, amelyek az integráció 
területében mindenütt korlátosak voltak, legyük fel most, hogy az 
j\x, y) a C görbe által határolt, (véges) integrálási tartományban az A 
helyen végtelenné válik, egyéb helyen azonban folytonos. Ebben az 
esetben az

jj fix, y)dxdy

új értelmezésére van szükségünk, mely analog az egyszerű integrá-
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lókra vonatkozó értelmezéssel, ha az integrandus végtelenné vált. 
Az A pontot körülvesszük egy tetszés szerinti c görbével, melynek az 
A-tól való maximális távolsága legyen g. Alkossuk meg az integrált 
a c és C közé foglalt gyűrűtartományra és jelöljük ezt a szokott 
módon így:

1= fff(x,y)dxdy.
C—c

maradva, hogy limp=
Ha a c görbe úgy zsugorodik össze tetszés szerinti módon, min­
den új helyzetében az előző belsejében 
lesz és I az összezsugorodás módjá­
tól függetlenül T határértékkel bir, 
akkor definícióképpen azt mondjuk, 
hogy:

I' = Jl f(x, y)dxdy. 
c

Ha a c görbéknek egy meghatá­
rozott sorozatával: ct, c2, c3,...-el 
approximáljuk az A pontot, melyek 
közül mindenik a következőt magá­
ban foglalja és

in = Jfí(x> y)dxdy<
C—c/i

akkor az integrál létezéséhez kell, hogy az 4, f2, sorozat 
szabályos sorozat legyen ; vagyis, ha adatik a tetszés szerinti pozi­
tiv «, az N küszöbszámon túl levő n-ekre Jn+k De hi+k In,
miként azonnal látjuk, nem más, mint a cn+k és c„ görbék közé 
foglalt területre vonatkozó integrál; tehát kell, hogy a N-en túl 
levő minden n-re és minden póz. Zc-ra:

l/J'/O, y)dxdy\<e 
cn cn+k

legyen; tehát ezen approximáció mellett a határérték létezésének 
szükséges és elégséges feltétele, hogy egy tetszés szerinti kis e-hoz 
tartozzék olyan N, melyen túl levő indexű két, tetszés szerinti görbe 
közé foglalt területre vonatkozó | JJ^x, y)dx dy | kisebb legyen a 
megadott tetszés-szerinti pozitiv e-náL

Ha f(x, y) a C-ben vagy legalább az A pont elég kis környeze­
tében nem negatív, akkor többet is mondhatunk. Ugyanis ez eset­
ben, ha egy bizonyos approximálásnál az In integrálok sorozata 
szabályos, akkor minden approximálásnál szabályos és ugyanazon 
határértékkel bir, vagyis akkor az jj /'(x, y) dx dy létezik. Ugyanis, 
ha a görbék egyik sorozata. C^, C2, C8,... a másik sorozata pedig 
Ui, C', Cg... és mindegyik olyan görbékből áll, hogy a következő
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az előzőben benne van és a görbéknek az A ponttól való maxi­
mális távolsága zérussá válik, akkor először elmegyünk a C sorban 
olyan messzire, hogy azon túl minden

jjf(x,y')dxdy<e
Cn ^n+l<

legyen. Ezután kiszemeljük azt a C görbét, melynek maximális 
távolsága az .4-tól kisebb, mint Cn minimális távolsága. Ilyen 
mindenesetre van, mert hiszen limp'=0. Legyen ilyen görbe a Cm. 
Ez egészen benne van a C„-ben. Ha már most egy tetszés szerinti 
más C görbe, melynek indexe m-nél nagyobb, a akkor viszont 
szemeljük ki azt a C görbét, melynek A-tól való maximális távol­
sága kisebb a C‘m+/. minimális távolságánál. Ez legyen például: 
Cn+i. Ez a Cn+i egészen benne van a Cjn+^-ban. Ekkor tehát a C'm+lc 
és Cm közé zárt gyűrűterület része a Cn+l és Cn közé zártnak, tehát

J] Kx, y)dxdV <fj /’(íc, '/) d.r dy < e 
úm+fc Cói Cn+l—Cn

és így a C görbékre alkotott sorozat is szabályos. Ha az integrálok 
első sorozata Z2, Z3, ..., a második sorozata pedig Zj, Zj, Zj,..., 
akkor, ha a C és C görbékből olyan vegyes sorozatot alkotunk, 
melyek tagjai egymásután következnek, azaz mindegyik egészen 
benne van az előzőben, akkor ez a sorozat, mely mindegyik faj­
tából végtelen sokat tartalmaz, megint egy approximáló sorozat, 
tehát a hozzátartozó integrálértékek megint szabályos sorozatot 
alkotnak és így, ha elég messze megyünk,

hn hí <

tehát: | lim Zm — lim Zj | < e

és így a két határérték megegyezik.
Ha az f(x,y) soha sem válik pozitívvá, akkor is ugyanez áll. 

Ha pedig az /(x, y) előjelét változtatja, akkor megint bevezetjük az 
71(^7.'/) és /j(x, y) függvényeket. Ezekre nézve ismét érvényes az, 
hogy ha valamely c görbesorozatra vonatkozólag

4 = h1 ü j) ft(x,y)dxdy és Z2 — 1 im Jj f2(x, y)dxdy 
C cn C —Cn

léteznek, akkor általában minijén ilyen görbesorozatra léteznek e 
határértékek és akkor

fjf(x, y)dxdy = /1 + la.

Ha például az f(x,y) a C görbén belül ilyen alakú:
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y)
[(x--a)2+(y-b)2|“ ’

ahol (a, b) egy belső A hely és a pozitív szám, y(x, y) pedig folytonos 
és korlátos függvény, melynek abszolút értékének felső korlátja M, 
akkor rajzoljunk az A pont körül egy c kört, mely a C görbén 
belül van. [Ha A a határon volna, akkor a körnek csak egy része esnék 
a C-be.] Az *

y)dxdy

integrál kiszámítását két részben végezhetjük el.

I — JJ /'(x, y)dxdy + JJ f(x, y)dxdy, 
C—c c

minthogy a C—c gyűrűtartományban /’(x, y) mindenütt folytonos 
korlátos függvény, tehát az integrál létezik és így csak a c körre 
vonatkozó integrál teendő meggondolás tárgyává. Az A pontot kon­
centrikus körökkel vesszük körül, melyek rádiusai 0-hoz konvergáló 
fogyó sorozatot alkotnak. Ha c' egy a c-n belül levő kör, melynek 
rádiusa (>' és a c" kör rádiusa akkor a c'—c" gyűrűre vonat­
kozó integrál kiszámítását poláris koordináták bevezetésével így 
végezhetjük el:

2n o' .
ff* . , , f, fiz/ a-l-rcos«>, ő+rsin® ,JJ f(x, y)dxdy =J dyj ------ ^-rdr

c'—c" 0 (>"

és minthogy |^b(x, y)|<M, tehát ha ®<1 azaz —2a+2 pozitív

| jj/(.r, y) dx dy\<2n.M^ } =
c'—c" q"

=
tehát:

lim I í f(x, y) dxdy = 0
q'=oJJc'—c"

és így a szóban forgó integrál konvergens. Ellenben, ha a>l és 
az (a, b) környezetében yj(x, y) nagyobb a pozitív m-nél. akkor az 
integrál divergens, mert a c és c' közötti gyűrűben (ha már ebben 
V'C’Ő.'/) >m)

q
' C f V/(a+rcos®, b-)-rsin®)

JJ /(.*, y)dxdy = | J dpj ----------------- -—C^rdr >
c—c' 0 q'

>^^2^r2a+2-^')~2a+2]
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és ha ()' zérussá válik, az utolsó kifejezés végtelenné lesz. Ugyanez 
áll az a=l esetében, midőn

‘17im. log ■

Eddigelé csak olyan esettel foglalkoztunk, midőn az integrálási 
tartomány belsejében egyetlen helyen válik végtelenné az integran­
dus. Ha e helyek száma: n, akkor a feladatot az előbbire vezetjük 
vissza az integráció területének szétdaraboiásával.

Ha az integrandus egy görbe vonal mentén válik végtelenné 
(vagyis végtelenné válik egy G görbe minden pontjában), akkor is 
hasonló módon értelmezzük az integrált, mint előbb. Ekkor ugyanis 
a G görbét rekesztjük ki az integrálás területéről oly módon, hogy 
körülvesszük a C1, C2, C3,. . . görbékkel, melyek közül mindegyik 
egészen az előzőn belül van és amelyek a G görbéhez konvergálnak 
(azaz a C görbék pontjainak a G-től való legkisebb távolságainak 
maximuma zérushoz konvergál) és megalkotjuk rendre a C— Cn terü­
letre vonatkozó kettős integrálokat. Ha ezen Z1,Z2,... sorozatnak 
van az approximálás módjától független véges határértéke, akkor 
definícióképpen azt mondjuk, hogy:

íj /‘(íc, y) dxdy = lim In. 
c

Még megjegyezzük, hogy ugyanígy járunk el, ha több görbe 
mentén válik az /’(x, y) végtelenné és hogy mindig felbonthatjuk 
a területet úgy, hogy e kivételes görbék a határvonalba essenek. 
Ez esetben a Ct, C2, .. . görbék csak egyik oldalról közelednek 
a G-hez.

7. A nem korlátos függvényre vonatkozó kétszeres integrál. Ha a függvény 
nem korlátos, akkor a kétszeres integrálás esetleg lehetséges anélkül, hogy 
a kettős integrál léteznék. Az integrálás sorrendje sem tetszőleges. Egy-két 
példa megvilágítja ezt a nevezetes dolgot.

1. Példa. Legyen az integráció területe a kezdőpont és az (1, 0), (1, 1), (0,1) 
pontok által meghatározott négyzet területe ; és az integrandus : ;
akkor az i i i i

I dx I dy=k I dy I dx. A)J J (x+y)3 JJ (x+y)3

a baloldali kétszeres integrál kiszámításához először kiszámít-

f_g.-y du = x ( dy duJ (x+y)3 ay J (x+y)* ■' (x+y)3 J'

Ugyanis 
juk ezt:

. , » ■ , ■ > x(x+y)-2 |!/“iAz első integral:------*——
ly-o
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A másodikat parciális integrálással határozzuk meg:J

J (x+y)3
és igy a keresett integrál:

*(x+y)-2 . y(*+y)~2 , (x+y)-1 i
2 2 ‘ 2 ,|B=0- (x+l)2

tehát: -(«!>-|’=í
A jobboldali AJ alatti kétszeres integrál pedig az elsőre vezethető vissza, 

ha így írjuk:

tehát értéke : —~
-jm

0 0

y-x 
(x+y)3 dx,

Ilyen esetben nem lehet a megfelelő kettős integrálról, még kevésbbé 
annak transzformációjáról beszélni. így például, ha az előbbi kétszeres inte­
grálnak megfelelő

/ = ff ,X 3 dx dy JJ (x+y)3

kettős integrált transzformálnók, az

egyenlőségekkel bevezetve az új u, v változókat, mely transzformáció függ- 
vénydeterminánsa : akkor erre jutnánk:

I = ^ÍÍ^dlldv-

Az integráció területe pedig az

u=0, v—0; u=l, t>=l; u=0, v—2; u=—1, u=l

négyzet. Ha kétszeresen integrálunk és pedig előbb a u tengelytől jobbra, 
azután a balra eső részben és az első rész: I„ a második pedig /2, akkor:

és
ebből pedig:

2—U
C du l J2-ü u-2 f(2—u)-2

J u3 ~ 2 V „ - 2 2

A = 4- f II-1 du - -1 f u (2-u)-2 du , 
A: “ x

tehát miként egyszerű számítás mutatja, 7, végtelen. I2 is végtelen tehát 
az integrál határozatlan.

2. Példa. Egy másik példa a következő : Az integráció területe megint a (0,0), £1^2_ jj2
(1,0), (1,1), (0,1) négyzet; az integrandus: , 2 '' ■ Számítsuk ki először 

~r~y)
ezt a kétszeres integrált:
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I = f dx f*£t-dy = (dx dy =
J J (x^+y) J J o> t^+y2)2

= I dx i ■ ÓV — I dx I . dy. 
J J x2+y J J (x~+y2)2

Az utolsó integrált parciálisán integrálva :

f W dl, =___ L | + f-^—=____1— +
J (x2+i/2)2 y x2+y2 lo ó' x2+y2 0^ + 1 J x*+y2

és így: Z = Jy^- = arctgl-arctgO=^-

Ha pedig az integrálás sorrendjét megcseréljük, akkor:

r = (dyf.J^Ldx=” 
j JJ, (x+y) 4

8. A B függvény és a r függvény kapcsolata. A +(«) függvényt 
(L. I. kötet 509. lap) ezzel az integrállal értelmeztük:

00

r(oc) — j e~x xa~l dx, 
ó

ahol a>0; a B(a, ft) függvényt pedig ezzel az integrállal:

B (a, /?) = J x“-1 (1 —x)^-1 dx,

ahol a>0, /9>Ü. (1. kötet 511. lap.)
Állítsuk elő r(a) I\ft) szorzatot:

OO 00

I\a) I\ft) = J e~x xa~l dx. J e~V dy =:ffe~ x“-1 yfi"1 dxdy, 
O 0

ahol a jobboldali kettős integrál az x és y tengelyek által alkotott 
derékszögre (az ú. n. első síknegyedre) vonatkozik. [Ezen egyenlő­
ség, mely a negyedsíkra vonatkozó kettős integrál létezését is 
állítja, az előbbi általános tételek alkalmazása nélkül is következik, 
minthogy a baloldali kifejezés két egyszerű integrál szorzata. 
Ugyanis a

00 7T t
J e~x x“-1 dx = lim J e~x x^i~'í dx 
0 0

0° t
és í e~y y^~x dy =■ lim | e~ ü yP~' dy.

o í==0° ó

t .11
át. I e~x xa~1 dx. I e~y y^~x dy A)

0 ó

nem más, mint az x és y tengelyek, valamint az x—t, y=t egye­
nesek által meghatározott négyzetre vonatkozó kettős integrál. Mint­
hogy pedig az A) alatti szorzatnak van meghatározott határértéke,
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ha / végtelenné válik, tehát a szóban 
forgó négyzetre vonatkozó kettős 
integrálnak is van határértéke és 
ez ugyancsak r(a)r(fl).\ A kettős 
integrált transzformáljuk:

x = w>, y = u (1—v)

téve. Minthogy az első síknegyed­
ben x és y nem negatívok, tehát

Ul?>0, II (1—!>)>().

207

E két egyenlőtlenségből következik: n>0, 0<n<l, tehát ha derék­
szögű (u, v) koordinátarendszert képzelünk, akkor az első negyed­
beli (x, y) tartománynak megfelel az (ti, íz) síkon az ábrában feltün­
tetett T sáv. A transzformáció függvénydeterminánsának abszolút 
értéke: | u |, vagy, minthogy ti sehol sem negatív: íz és így:

r(a) rifi) — jje~u.(nn)“ 1 [u(l—udu<lv = 
T

= ff e~“ua+^~1 . dudv =
T

= pe-u „a+jS-1 f/u j>-i 0 dv = r(a+/3) B(a, fi)* 
ó o

tehát r(a+/5j
így például, ha « és pozitiv egész számok, akkor

J xa 1 (1 — x)@ 1 dx = 
0

(a—1)!(/?—1)! 
(«+/?-!)!

Vagy tegyük például « —/3=l, akkor arra jutunk, hogy
[r(i)]2 = B(|, i)r(i).

De
0

- - / dx(1—x) 2 dx — f —___— = arc sin (2x— 1) IJ
o 1/x— x2

(I. kötet 322. lap), tehát:

B(|, |) — arc sin 1 —arc sin (— 1) — n

és F(1)=J e~xdx=l, tehát arra jutottunk, hogy /"(j)2—zc, vagyis 
0

* A 7 sávra vonatkozó integrál az u=Z egyenessel elhatárolt T’ derék­szögű négyszögre vonatkozó integrál hatéi értéke, ha Z=oo. A T'-ra vonat­kozó kettős inlégrál azonban mint két egyszerű integrál szorzata áll elő; e szorzat határértéke a szövegbeli kifejezés.
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és ha r(» = Je-Tx-\te
Q

-et az x=i/2-el transzformáljuk:

r(i) = 2/e-«‘dy, 
ó

tehát: Je~v' dy — ,
0 "

ami a 170. lapon közölt eredménnyel megegyezik.



IX. FEJEZET.

A HÁRMAS ÉS A HÁROMSZOROS INTEGRÁL.

1. Hármas integrál. Legyen adva egy F zárt felület, melynek 
úgy az X, mint az K és Z tengelyekkel párhuzamos egyenesekkel 
legfölebb két metszéspontja van. A felület határolta térrész minden 
belső helyén és határhélyén legyen értelmezve az f(x, y, z) egyértékű, 
korlátos függvény. Az F felület által bezárt T teret tetszés szerinti 
módon /t, í2, t3, ... tn részekre bontjuk fel, melyek az F terét egy­
szerűen és teljesen kitöltik. A t(- térrészben az f(x, y, z) felső határát 
Mj-vel, alsó határát m;-vel jelöljük.

Készítsük el az n n
S = V Mfa és s — y m,!,-

i T

összegeket. A felosztást minden lehető módon elvégezve és minden 
beosztásra vonatkozólag megalkotva képzeljük a és V nijt
összegeket. Az első számhalmaznak, a Y Mfa számok halmazának 
vesszük az alsó határát, a másodiknak a felső határát. Minthogy a 
két számhalmaz korlátos, az alsó és felső határuk véges. E két 
számot elnevezzük az f (x, y, z) függvény T-re vonatkozó Darboux- 
féle felső és alsó integráljának és így jelöljük :

2 = J jf f(x, y, z) dxdydz ; cr = | |J f(x, y, z) dxdydz 
t T"

vagy pedig így

2 = jjíf(x, y, z) dxdydz ; tr = J'J’j' f(x, y, z) dxdydz. 
ts)T (i)T

Most is, éppen úgy, mint az egyszerű és a kettős integráloknál, 
megmutathatjuk, hogy továbbá hogy e I és ff számok az S, 
illetőleg s összegek határértékei ilyen értelemben: ha adatik egy 
tetszés szerinti pozitiv £ szám, akkor ehhez tartozik olyan pozitiv (>, 
hogy, ha minden rész mérete (vagyis a t rész két pontjának egy­
mástól való távolságának maximuma) kisebb a (>-nál, akkor, bárminő

Beke: A differenciálszámítás II. 14
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legyen is a beosztás, a 2 Wf-nek a 2'^él és a 2nVí‘nek a a'tól való 
eltérése abszolút értékre ó-nál kisebb.

Ha 2 — akkor azt mondjuk, hogy /'(x, y, z) a T-ben inte­
grálható és 2 és ff közös értékét így jelöljük:

jjj /'(•*< !A z)dxdydz. 
T

Az integrálhatóság feltétele éppen úgy határozható meg, mint az 
előző hasonló tárgyalásokban és azt találjuk, hogy f (x, y, z) inte­
grálható a T-ben, ha azon t térfogatok összege, amelyekben az 
f(x, y, z) ingadozása [felső és alsó határának különbsége] a tetszés 
szerinti pozitív ó-nál nagyobb, a tetszés szerinti pozitív z^-nál kisebbé 
tehető.

Ebből a kritériumból azonnal következtethető, hogy, ha f(x,y,z) 
folytonos a T-ben, akkor integrálható; de integrálható akkor is, ha 
egyes pontokban, vonalak, vagy felületek mentén véges szakadása 
van (pl. ha az F határolta térrészben kétféle sűrűségű egymással nem 
keveredő anyag van elhelyezve és /(x, y, z) jelenti az anyag sűrűségét).

Ha /(x, y, z) a T-ben integrálható, akkor tehát

I = J (| / (x, y, z) dx dy dz = lim 2 = hm 2 mih

vagyis, ha adatik egy tetszés szerinti kis pozitív e és a beosztás méreteit 
elég kicsinyre választjuk, akkor 2Wí» valamint 2miÁ mindig 
«-nál kevesebbel tér el. Ebből az is következik, hogy az egyes tér­
részekben levő felső és alsó határok helyett az f(x, y, z) függvény­
nek az illető térrészben felvett értékeit is választhatjuk; ugyanis 
ha a trben egy tetszés szerinti £•) pontot szemelünk ki, 
akkor mj<f(£i, t]í, tehát

/ = lim 2 f<&, £) li-
A hármas integrálra is megállapítjuk a középértéktételt. Legyen 

/’(x, y, z)-nek a T-ben felső határa M és alsó határa zn, akkor

ni 2 ti < f < M 2 ti
vagyis I az MT és znT közé esik, tehát

I=p.T,

ahol u egy közbenső érték M és ni között és ha /'(x, y, z) a T-ben 
folytonos, akkor van olyan (|, £) hely, melyen értéke éppen /z-vel
egyenlő és így:

J j] f O, z) dx dy dz = /'(£, >/, 1.

Általánosabb középértéktétel a következő: Ha y(x,y,z) a T-ben 
egyértékű, korlátos függvény, /'(x, y, z)j a T-ben szintén korlátos
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és nem negatív és mindkettő integrálható, akkor ugyanolyan mó­
don, mint a 138. lapon láttuk, következtetjük, hogy

y, z)dxdydz<JJJf(x, y, z) g(x, y, z)dxdydz< 

< M l'l f f(x, y, z) dx dy dz,

ahol ni a g alsó határa, M a felső határa a 7-ben. Ha még g(x, y, z) 
a 7-ben folytonos, akkor

y, z) g'.x, y, z)dxdydz = g(£, rf, f(x, y, z)dxdydz

ahol a T tartomány alkalmasan választott belső helye, vagy
határhelye.

2. A hármas integrál mint kétszeres és mint háromszoros integrál. 
Legyen az integráció tere az

x = a, x = at > a ; y — b, y = br> b; z = c, z — ct> c

síkokkal határolt parallelepipedon és /‘(x, y, z) ennek belsejében és 
a határán is egyértékű folytonos függvény. Ekkor nemcsak ez a 
hármas integrál:

1= 111 f\x, y, z) dx dy dz

létezik, hanem egyúttal az x = a, x = ax; y = b, y = l\ egyenesek 
által határolt derékszögű négyszögre vonatkozó

4 = Jj f(x> lJ, z)dxdy

kettős integrál is létezik, ha c<z<c1 és éppen úgy, mint az 
1. kötet 427. lapján a paramétert tartalmazó egyszerű integrálra 
vonatkozóan, most is megmutathatnék, hogy ez az integrál a z 
parameter folytonos függvénye, tehát z szerint integrálható. Jelöl­
jük Z[-t, mely z függvénye: ^>(z)-vel. Eszerint tehát létezik az

Cl

4= j>(z)dz 
c

egyszerű integral.
Cl

Azt akarjuk megmutatni, hogy ez az J<jp(z)dz ugyanakkora, mint 
c

a szóban forgó 7-vel jelölt hármas integrál.

Osszuk fel az a . . . ar közt a dt, d2, d3,. .. dt szakaszokra, a 
b. .. öt-et az en e2,. . . em és a c .. . ct közt a gv g2, .. . gn szaka­
szokra úgy, hogy a

2 f\xr, ys. zt) dr es gt = JJJ j\x, y, z) dx dydz + y A)
r=i.2....,l s=i,2.....m 2 n.

14*
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legyen, ahol | g ’ kisebb, mint egy tetszés szerint megadott kis pozi­
tiv e harmadrésze. Ez lehetséges, mert I létezik. Csak az kell ehhez, 
hogy a d, e, g részek mind kisebbek legyenek egy bizonyos J-nál, 
egyébként tetszés szerintiek lehetnek.

Ezt a J-t oly kicsinyre választhatjuk, hogy az A) mellett még 
az is teljesítve legyen, hogy

S f (x» y& -) dr es=Jj f(.x> y,z)dx dy + i = 9> (*) +B) 
r=i,2,...,Is s-i,2,...,m

ahol a jobboldali kettős integrál az a<x<at, b<y<bx derékszögű 
négyszögre vonatkozik, r( a z-től függ ugyan, de ő 

3(Cj-c)
a c<.z<.ct minden értékénél. Ez is teljesíthető, mert Z1 létezik 
minden z-nél és f(x, y, z) az x, y, z folytonos függvénye.*

És ha a J ezen választása nem volna elég, akkor még kisebbre 
választjuk, hogy az A) és B)-n kívül még az is teljesüljön, hogy:

n

S 9t9> (?t) =J91^ dz +
1 c

t=l. 2...... n

C)

é
3legyen, ahol |^"|< •Eszerint tehát a ó-t oly kicsinynek választ­

juk, hogy ha a dt, d2,..., e*, e2..., glf g2,. .. szakaszok, melyekre 
az a ... at, b. . . blt c . .. cr közöket felosztottuk, mindannyian kiseb­
bek J-nál, akkor az A), B), C) relációk teljesítve legyenek.

Az A) így is írható [gv g2, ■ ■ ■, gn szerint rendezve]

; 1’ 9i S 1\xr, II s > -í) dr es = f(x, y, z) dx dy dz + g.

De B) szerint, amely minden z-re érvényes, z helyett zt-i téve:

* Az x=a, x^a,; y—b, y=ht egyenesek által határolt derékszögű négyszöget 
ugyanis feloszthatjuk a koordináta tengelyekkel párhuzamosakkal olyan t; de­
rékszögű négyszögekre, melyek oldalai d-nál kisebbek és melyekben f(x, y, z) 
ingadozása, vagyis bármely két x', y' és x", y" helyén vett |./\(x', y', z)— 
f(x", y",z) |<a, ha a tetszés szerinti kis pozitiv szám és c<z<Ci. A szó­
ban forgó derékszögű négyszögre. 7-re vonatkozó integrál a /,-kre vonat­

kozó integrálok összege, vagyis : f (x, y, z) dxdy - 2’ ] |/ (x, y, z) dxdy. Az
r ... 'ti

utóbbiakra a középértéktételt alkalmazzuk : 11 f (x, y, z) dxdy =f(x', y', z) 

ahol (x', y’) a t,- valamely helye; tehát f ] f (x, y' z) dxdy=SJ tx', y', z) /,■ és így.
T

ha lj az a derékszögű négyszög, melynek oldalai dr és es és (xr, ys) e t, vala­

mely tetszésszerinti helye, akkor /(x', y', z)=/(xr, ys, z)+0a tehető, [ 0 < 1J, 

tehát y, z) dxdy=Sf(xr, ys, z) dr e,+y', ahol = tehát, ha a
T . ekisebb, mint -0757—, akkor a szövegbeli egyenlőtlenség teljesítve van.
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2 /’(®n ^t) dr % = ff l\x, & zt) dx d,J + rít = <P Of) + 7< ’

tehát az előbbi egyenlőség így is írható :

' 2 ytf (?t) + 2fft7t = fff /’(*, !b z) dx dy dz + 9. D)

€
De l2^7/K-3(^-S3/

és minthogy 2í7f = ci—ci tehát

IStfKy
Cl

A fi>-ben az első tag, a S 979’Of) pedig a C) szerint J <p(z)dz + 7", 
c

tehát a D) alatti egyenlőség így írható:
Cl

{99 (2) dz + 2 9t yi + 7" = fff /’(^, y, *) dx dy dz + 7 
c

8és minthogy úgy a 2í/í7/S mintáz \y\ és |^"| mind kisebbek —-nál, 
Cl . / ,

tehát f<p(z)dz egyszerű integrál a jobboldali hármas integráltól a
c

tetszés szerinti kis é-nál kevesebbel tér el, vagyis:
Cl

ffff(x> y>z)dx dydz = f? 0)dz 
c

és ha 9>(z) helyett az | j f(x, y, z) dxdy kettős integrált tesszük, mely 
az x = a, x — öj, y = b, y — \ által határolt derékszögű négyszögre 
vonatkozik, akkor arra jutunk, hogy :

Cl

Iff (x, y, z dx dy dz = J dz | f f(x, y, z' dx dy 
c

és ez azt fejezi ki, hogy a parallelepipedonra vonatkozó hármas 
integrált úgy számíthatjuk ki, hogy 1) z-t paraméternek tekintve, 
integráljuk az f(x, y, z)-l a parallelepipedonnak az (xy) síkba eső 
vetületére nézve és azután 2) a nyert kettős integrált integráljuk z 
szerint a c . .. ct közben.

Természetesen az (x, y, z) szerepei felcserélhetek, tehát könnyen 
érthető jelöléssel :

/ = fdzjj f(x, y, z)dxdy = 
cbi <*1

= f(tyfff(x, y, z) dz dx = J dx ff /\x, y, z)dydz. 
Í> a

A belül álló kettős integrált még kétszeres integrál alakjában 
is írhatjuk és akkor a
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“1 bl C, 
d’ z)dxd!Jdz = fdxj dyjf(x, y, z)dz 

abc
háromszoros integrálra jutunk. Eszerint: f (x, y, z)-t integráljuk 
c ... ct közben z szerint, x-et és y-t paramétereknek tekintve, az 
így nyert integrált y szerint integráljuk a b...b1 közben, az x-et 
paraméternek tekintve és végül x szerint integrálunk az a. . . at 
közben.

Az integrálás sorrendje fel is cserélhető.
A legbelső integrál az x és y (folytonos) függvénye. Ha tekintetbe 

vesszük, hogy az y szerint a b.. . bt közben, azután x szerint az 
a. .. a, közben végzendő kétszeres integrál kettős integrálnak is 
tekinthető, akkor a hármas integrál még így is írható:

JJJ f (x, y, z) (lx dy dz = Jj dx dy J f (x, y, z) dz, 
c

ahol a kettős integrál az x = a, x = alw y — b, y = l\ által hatá­
rolt derékszögű négyszög területére vonatkozik. Az (x, y, z) ciklikus 
felcserélésével a hármas integrál könnyen érthető jelölésben tehát 
ezen háromféle alakban írható :

al fel C1
JJ dlJ dz J f(x' y, z) dxi. J/dz dx J / (x> 1/’ *) dib JJ d*'dy\ f(x, y, z) dz. 

a b c
Megjegyezzük, hogy a hármas integrál ezen különféle kifejezés­
módjai akkor is érvényesek, ha az f(x,y,z') nem mindenütt foly­
tonos, hanem egyes felületek mentén szakadásai vannak. Anélkül, 
hogy az általános tárgyalásba bocsátkoznánk, csak megemlítjük, 
hogy, ha ezek a szakadási helyek belefoglalhatok olyan térrészbe, 
melynek a térfogata tetszés szerinti kicsiny, akkor az integrálás 
szempontjából tekinteten kívül hagyhatók.

Az eddigi eredményeket és a most tett megjegyzést felhasz­
náljuk a hármas integrálnak háromszoros, vagy kétszeres integrál 
alakjában való kifejezésére abban az esetben is, midőn az integráció 
tartománya nem parallelepipedon, hanem egy egyszerűen zárt F 
felület, melyről egyszerűség kedvéért még azt is feltesszük, hogy 
minden, az x, y, vagy z tengelyekkel párhuzamos egyenes legfölebb 
két pontban metszi.

Ugyanis : vegyük körül ezt az F felületet egy parallelepipedon- 
nal és értelmezzük az (x, y, z) függvényt úgy, hogy az F belsejé­
ben és határán megegyezzék az f x, y, z)-vel, a parallelepipedon 
többi részében pedig 0 legyen. Ez az /j (x, y, z) az előbbi meg­
jegyzés értelmében a parallelepipedonban integrálható és integrálja 
nyilván megegyezik az /’(x, y, z)-nek az F által bezárt térrészre 
vonatkozó integráljával. így tehát:
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ffj f(x. y, z)dxdydz = I dzfj ft(x, y, z)dxdy, 
c

ahol a baloldali integrál az F-re vonatkozik, a jobboldali pedig a 
parallelepipedonra vonatkozó integrál kétszeres integrál alakjában. 
A parallelepipedon úgy választható, hogy c az F felületnek az (x, y) 
síkra vonatkozólag legmélyebb és ct a legmagasabb pontjának z 
koordinátái legyenek.

A belül álló kettős integrál, mint tudjuk, úgy értendő, hogy 
z-nek egy, a c...ct közbe eső fix z értéket adunk és a parallel- 
epipedonnak az (x, y) síkban levő alapterületére vonatkozólag inte­
grálunk.

De j\(x, y, z) = f(x, y. z)-vel, ha a fix z mellett (x, y, z) a paral- 
lelepipedonnak az F felületen belül levő pontja, vagyis, ha (x, y) 
olyan pont koordinátái, mely a z magasságban az (x, y) síkkal pár­
huzamosan vont sík és az F felület. C, metszés görbéjének az 
(x, y) síkra vetett képén belül van. Ha a Cz ezen vetületét Cí-vel 
jelöljük, akkor tehát a szóban forgó kettős integrál akkora, mint a

J'J' í\x, y, z)dxdy

a C'z által bezárt területre vonatkozólag. így tehát

J'ÍJ f(x< z)dxdydz = J'dzJj/'(x, y, z)dxdy. 
c

Ez így értendő: Kiszemeljük a tetszés szerinti z értéket. Meghatá­
rozzuk a £ = z síknak (vagyis az (x, y) sík fölött z magasságban vele 
párhuzamosan vöm síknak) az F felülettel való Cz metszésvonalát; e 
C--nek az (x, y) síkon levő C'z vetülete által bezárt területre vonat­
kozóan megalkotjuk az Jj /’(x, y, z)dxdy kettős integrált. Ez z függ­
vénye lesz. Ezt azután integráljuk z szerint az F felület legszélsőbb 
z koordinátái, a c és ct között.

A kettős integrált kétszeres integrál gyanánt is kiszámíthatjuk, 
úgy, hogy x-nek fix értéket adunk és meghatározzuk azokat az y1 
és y2 értékeket, amelyek a £ = x egyenesnek a C, görbével való 
metszéspontjaihoz tartoznak és kiszámítjuk az

y?
J y, z)dy •

integrált, mely x és z függvénye lesz. Ezt azután integráljuk a 
Cz görbe legszélsőbb x koordinátái között, melyeket xt és x2-vel 
jelölünk (ezek z függvényei). így tehát a kérdéses hármas integrál 
így is írható :

Ci x, y, 
fdz f dx J /(x, y, z) dy. 

C Wi
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Ez pedig még így is értelmezhető : x és z értékeit fixirozzuk. Az 

(x, z) síkra az (x, z' pontban merőlegest emelünk. Ez átdöfi az 

F felületet olyan két pontban, melyek y koordinátái yi és y2. 
y«

Kiszámítjuk az f f(x, y, z) dy integrált. Ez x és z függvénye lesz. 
Jh

Jelöljük (f> (x, z)-vel. Megtartjuk a z értékét; a z magasságban az 

(x, y) síkkal párhuzamos metszet legszélsőbb x koordinátáit jelöl- 

jük xt és x2-vel. Kiszámítjuk az | <p(x, z)dx-et és végül ezt inte­
ni

gráljuk az F felület legszélsőbb z koordinátái, a c és cx között. 

Az x, y, z szerepét tetszés szerint változtathatjuk.

3, Példák. Egy két példa jobban megvilágosítja ezt az eljárást.
1. Példa. Legyen /(x, y, z) = xyz és az integráció tartománya az

x = a, x=a1>a; y — b, y = b, > b; z = c,z—ct>c 

síkok által határolt parallelepipedon.
a, &, ej

[ = 11 j xyz dx dy dz — | dx | dy J xyz dz, 
abc

Cj
J xyz dz = (ct—c2);
c

y (b2—b2) (c2-c2) z szerint integrálva: ha ezt y szerint b. ..bt közben integráljuk, -—----- -—■—
lesz belőle és ha ezt x szerint integráljuk a. .. közben, akkor azt kapjuk :

T_ (at—a2)(bt—b2)(ct—c2) _ -
Általában, ha

J(x, y, z) = y (x) v (y) X (z),
akkor az előbb említett parallelepipedonra vonatkozó integrál:

“t &1
jjj (z) dx dy dz = j <p (x) dx j ip (y) dy j % (z) dz,

abc
azaz három egyszerű integrál szorzata.

2. Példa. Számítsuk ki ismét az

ellipszoid köbtartalmát. A pozitív X, Y, Z tengelyek ezt az ellipszoidot 
A, B, C pontokban messék. Elég lesz a nyolcadrészének a köbtartalmát 
kiszámítani, az OABC rész köbtartalmát. A szóban forgó ellipszoidnyolcadot 
osszuk fel I,, l2, l3,.. . részekre, akkor a keresett köbtartalom (V) a be­
osztásnál keletkező részek összege ti+fz+fsd---- , tehát:

V = Jjj dx dy dz.
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Szemeljük ki az (x, y) síkon az (x, y) pontot. Az ellipszoid ehhez tartozó M 
pontjának z koordinátája : ____

ahol a gyök pozitívnak veendő. Az (x, y) pontban az (xy) síkra emelt merő­

leges az integráció-tartomány határfelületét két pontban metszi, melyek z 
koordinátái:

Az első (a z-szerinti) integrál tehát:

Most az x távolságban az yz síkkal vont párhuzamos metszet minimális és 
maximális y koordinátáit kell meghatároznunk. Ezen metszet (az O'R'C 
negyedellipszis) vetülete az (yz) síkon az:

ellipszisnek az Y és Z tengelyek pozitiv részei közé eső negyedrésze ; tehát y 
minimuma: 0, maximuma (az O'B') : öl/ 1 ~ ■ Egyszerű átalakítással
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Ez nem más, mint az O'B'C negyedellipsz is területe. Végül x szerint inte­
grálunk. Az integráció határai az x szélső értékei : 0 és a, tehát:

, aben ,■ /. x , , abc n
V = ~1 — T dx =---c---4 J ' a- ' 6o

, , x 11- x 4abcnés így az egész ellipszoid térfogata : -—$----
3. Példa. Határozzuk meg egy homogén l'élellipszoid súlypontját. A súly­

pont koordinátái legyenek : £, y, g.

j j j y dx dy dz, Vg = / | f z dx dy dz Vg = jjj x dx dy dz, Vy =

ahol V a félellipszoid köbtartalma. Legyen az ellipszoid egyenlete

a2 b2 c2

és a szóban forgó félellipszoid legyen az, amely az (y, z) síknak a pozitiv 
x tengely felőli oldalán van.

Számítsuk ki a g-t. Evégből csak a jobboldali integrált kell kiszámítanunk, 
mert V ismeretes :

J j | x dx dy dz = J dy j dzjx dx.

A belső integrál határai az (yz) síkra az (yz) pontban emelt merőlegesnek 
a félellipszoid határfelületével való átdöfési pontjainak x koordinátái :

és így a belső integrál:

f xdx = A (1 - Jjj. - J-). A)

Az Y = y síknak az ellipszoiddal való metszésgörbéjének vetülete az (x, z) 
síkon az 

ellipszis, melynek féltengelyei

íz' éS

A legszélsőbb z koordináták :

tehát A) alattit integrálva z szerint zt és z2 határok között:

— c

2a2c_ h _y^
3 ' b2' '
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Hátra van még az y szerinti integrálás. A félellipszoid legszélsőbb y koor­
dinátái: — b és b, tehát az utolsó integrál:

2a2c r /. y A,
—b

Ezen integrál kiszámítására legcélszerűbb lesz y = sin u helyettesítés. Az új 
határok : — , -% és az integrál

*
2

2a2cb r , ,—$—| cos4 n au.
_n 

n 2

De Jcos4 u du parciális integrálással könnyen kiszámítható; értéke: —és 
_ n_

2 a2l)C7tígy a keresett hármas integrál: —4-----Minthogy a félellipszoid köbtar­
talma : ^ggC7r , tehát a súlypont x koordinátája:

5 8
A félellipszoid az (x, z) valamint az (x, y) síkra szimmetrikus lévén, y—0, 5=0.

4. A hármas integrál transzformációja. A) Lineáris transzformáció. 
Legyen adva az x = a, x = a', y = b, y — b' és z = c, z = c' síkok 
által határolt parallelepipedon. Ha

x = 4- a2rf + a3^ + a4
U = bA + b2^ + b3^ + bt 

^ = Cil + <-27+c3^+c4
transzformációval, melynek determinánsa nem 0, az (x, y, z) tér 
minden egyes pontjának a (|, r/, £) tér egy-egy pontját feleltetjük 
meg, akkor azt mondjuk, hogy az (x, y, z~) teret lineárisan transzfor­
máltuk. Nyilvánvaló, hogy az (x, y, z) tér minden síkjának a (|, %) 
tér síkja felel meg. Ha a sík egyenlete:

Ax + By -f- Cz + D = 0
akkor ennek megfelel:

(Aa1-|-/4bi4-Cc'1) £ 4- (Aa2-j-Bb2A- Cc2) tf 4- (Aa34-Bb34-Cc3) £
4- Aa4 4- Bb4 -|- Cc4 -|- ö = 0

és ezen egyúttal azt is látjuk, hogy párhuzamos síkoknak párhuza­
mos síkok felelnek meg, tehát a derékszögű parallelepipedonból a 
transzformáció általánosságban négyoldalú hasábot készít. Ha tehát 
az. eredeti parallelepipedont a határlapokkal párhuzamos, egymásra 
merőlegesen álló síkokból alkotott ráccsal osztottuk fel kis parallel- 
epipedonokra, akkor a transzformáció által a megfelelő négyoldalú 
hasáb ugyancsak párhuzamos síkokkal osztatott fel megfelelő négy­
oldalú hasábokra.
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Meghatározzuk a megfelelő térfogatok viszonyát. Evégből ve­
gyünk fel egy tetraédert, melynek csúcsai: (x1; yt, z^), (x2, í/2> z2\ 
(x3,y3,zs\ és ha a megfelelő tetraéderé (L’/níi) stb>
akkor az eredeti tetraéder köbtartalma :

x

f=4
1
1
1
1

X,

y± 
l>2 
ys 

J/4

Z1

~2

Z8

Z4

2

3

4

1 aÁ + a2^1 + a3^1 + aA bdl+b2^1+b3^+b4 CA+C2^-l+C3^+C4
£
6

1 ni^4+ü2?/4 + C13^4+a4 bÁJl~b2rl4'^b3^4^'b4 C1^4 + <’2^4 + fsS4 + C4

Ha a jobboldali determinánsban az első oszlopot u4-el szorozva a 
másodikból, b4-el szorozva a harmadikból stb. kivonjuk és a deter­
minánst az első oszlop elemei szerint kifejtjük, arra jutunk, hogy:

«1

ci

a2 
b2

C2

a3 
b3

C8

1 £1 71 Cl

1 C2 ^2 C2

1 C3 7s C3

1 C4 rj4 C4

vagy ha a (£v tl, £j)... (£4, ^4, £4) tetraéder köbtartalma V' és a 
transzformáció determinánsa D, akkor:

V = DV

és így általában a (£, £) tér minden polyedere az (x, y, z) tér
olyan polyederébe megy át, melynek köbtartalma az elsőnek 
D-szerese. [Megjegyezzük, hogy a köbtartalom mértékszámát pozitív­
nek tekintjük, tehát a nyert egyenlőség így írandó: V=|Ö|V'] 
Minthogy ez az állítás minden polyederre vonatkozik, tehát egész 
általánosságban mondhatjuk, hogy minden zárt felület, melynek 
köbtartalma mint polyeder köbtartalmának határértéke tekinthető, 
olyan felületbe megy át, melynek köbtartalma és az eredeti köb­
tartalom között az előbb említett összefüggés áll fenn.

És így éppen úgy, mint a kettős integrál esetében, (L. 156. lapon) 
most is

jjjf(x, !/> z) dx dlJ dz ~ .11 f F(C, 7, 0 I h* I dti dC
T Ti

ahol
F(£, y, 0 = 7’[«ií+a2’?+íl3Í+a4> • • •,

és a második integrál arra a 7t térfogatra vonatkozik, amely a 
7-nek a lineáris transzformációval megfelel.

ff) Általános eset. Ha általában (x, y, z) és (£, y, £) között ilyen 
összefüggések állnak fenn :
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x = 7>i 7, 0, y = T’a (£ 0, z = (i 7,0,

amelyek a (J-, t}, £) tér 1\ részét kölcsönös egyértelműséggel leképezik 
az (x, y, z) tér T részére és a (jpv <jp2> <f-A függvények, valamint első 
differenciálhányadosaik a T\ térrészben folytonosak, korlátosak, 
akkor is fennáll a transzformációra nézve, hogy:

J j f f (x, II, z) dx dy dz = Jj J F(£, r/, £) | D | d$ dy d£, 
ahol T ‘ T1

7, £) = /■[p’i (i 7- 0. ^2 (i 0. ^3(í> 7’ 01és D = D ( •

A bizonyítás részleteit mellőzzük, mert analog a 162. lapon közölttel.
Tájékozásul megemlítjük, hogy ha D=f0 az egész I\ tartomány­

ban s a T térfogat valamelyik parallelepipedonjának egyik csúcsa 
(x0, y0> zo) melynek megfelel (£0, ^0, £0), akkor e parallelepipedon 
minden belső.(vagy határán levő) (x, y, z) pontjának megfelel (£, rj, £), 
ahol:

* = <Pi (Í 0 = (lo, O + -S" +
<7So

+ + 61 ^-^0) + «2 + «s(t~O)

és hasonló két egyenlet áll fenn az y-ra és z-re. A parallelepipedon 
lapjainak általánosságban görbe felületek fognak megfelelni, a 
parallelepipedonnak egy eltorzított hasábszerű test. Ha az utolsó 
három tagot, amelyek az elsőkhöz képest is tetszés szerinti kicsi­
nyekké válnak, amidőn a parallelepipedon méretei kellően csökken­
tetnek, egyelőre nem vesszük figyelembe, akkor e közelítő transz­
formációval az (x, y, z) tér derékszögű parallelepipedonjának a (|, £) 
térben szintén négyoldalú hasáb fog megfelelni, mert a transzformáció 
lineáris. E hasáb köbtartalma: 

ha V az (x, y, z) térbeli parallelepipedon köbtartalma és D a cp^, <p2, <p3 
függvénydeterminánsa a |0, ^0, £0 helyen.

Megint ki kell mutatnunk, hogy a valódi transzformációval 
keletkező test minden (|, r), £) pontja a közelítő transzformációval 
nyert ponttól a parallelepipedon méretéhez képest is elenyésző cse­
kéllyel tér el, amiből következik, hogy a közelítő transzformációval 
nyert hasábhoz szerkeszthető belül és kívül egy másik hasáb és az 
így keletkezett (a síkban keretszerű idomnak nevezettnek itt megfelelő) 
gyűrűszerű térrész a parallelepipedon térfogatához képest is elenyésző 
csekéllyé válik, ha a parallelepipedon méretei végtelen kicsinyekké 
lesznek. Ebből azután következik, hogy az integrált tetszés szerinti 
pontossággal megközelítő összegben a valódi transzformációval
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nyert térrészecskék helyett a közelítő transzformációval nyert hasá­
bok vehetők és így:

J’J'J f J7, ’) dx dU dz = J JJ Ö I D i drl d&

A jobboldali integrál arra a térrészre vonatkozik, mely az integráció 
eredeti tartományából a transzformációval keletkezik. (Feltettük, 
hogy a D a 1\ tartományban sehol sem 0. Ha egy P helyen 0 
volna, akkor a 7t tartományt két részre osztjuk: T[ és T’j'-ra, mely 
utóbbi a P pontot magába zárja. A transzformáció képlete a Tj-ra 
érvényes; a 7j' kisebbítésével pedig elérhetjük, hogy a reá vonat­
kozó integrál tetszésszerinti kicsiny legyen, tehát a transzformáció­
képletet erre az esetre is kiterjeszthetjük. Ugyanez áll, ha D véges 
számú helyen lesz zérussá.)

Ha ezt az általános képletet az f(x, y,z')=l esetére alkalmaz­
zuk, akkor azt kapjuk, hogy pl. egy zárt F felület által határolt 
test térfogata :

V =
r

és a középértéktétel alkalmazásával:
V = | 7J0| V

ahol Do a D determináns értéke valamely belső helyen. Minthogy a 
D folytonos, tehát ha egy kiszemelt (£, £) helyen értéke D, akkor
a fenti egyenlet

V = j £>+<r| V

alakban írható, ahol lim '7=0, ha V zérussá válik, vagyis
V 

hm =^- = 17)1. v-u V 1
Ezt még úgy is szoktuk mondani, hogy a megfelelő térfogatelemek : 
dV és dV között a

dV = \D\dV 
reláció áll fenn. 

.2 —2
Példaképpen számítsuk ki az = 1 homogén ellipszoidnak

az (xy) síkra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékét. [A síkra vonatkoz­
tatott tehetetlenségi nyomatéka egy m tömegpontnak md2, ahol d a pont­
nak a síktól való távolsága.] Ha p az állandó sűrűség, akkor e nyomaték :

I — q J 11 z2 dxdy dz.

Ha x=a£, y=bi/, z=c$ tesszük, akkor az ellipszoid belsejének a
fs + ,2 + ?2 = i

egységsugarú gömb belseje felel meg, tehát, minthogy ] D | = abc.

I — abc3? | jj ÍJ2 d£ dr) d'Q.
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Az integrál nem más, mint az egységsugarú, egységsűrűségű gömbnek az 
4

(xy) síkra vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka : és így az ellipszoid
10

tehetetlenségi nyomatéka az (xy) síkra :
ing abc3 _ Mc2

15 “ ~5~’
ha M = 4n(^abc~ az ellipszoid tömege.

5. A transzformáció-képlet átalakítása. Ha az (x, y, z) tér és az 
(a, v, tv) tér kölcsönös egyértelműséggel egymásra vonatkoztatott 
pontjai között ezek a relációk állanak fenn:

x = (f>x (a, v, w) ■ y = 9?2 (a, i>, ív); z = <p.t (a, v, w), 

ahol </>i, <jp2> ^>3 folytonos első differenciálhányadosokkal bíró függ­
vények és két tetszés szerinti pont (x, y, z), (xt, y1? z3} és megfelelően 
(a, v, w), (an Vj, w,), akkor:

Xj— x = cpx (u3,v„ ívj — <f\ (a, a, w) = (ut—u) +

d®. , . d®, . , . . .■ . .
+ dtr (“i~u) + £2 + «3 ,

ahol fi1( fi2, e3 zérusokká válnak, ha limax = u, limu1=u, limu?1 = u> 
és hasonló két formula van az yx—y, zx—z kifejezésére. A két pont 
távolsága:

</2 = (xx—x)2 + (yx—y)2 + ("i—z)2 = (ux—a)2 + H2 (u1—a)2 -f
+ H3 (w1—u>)2 + 2FX (ax—a) (u\ — w) -f- 2F2 (tax—w) (ax — u) +
+ 2F3 (aj—a) (üj—a) + («) A)

ahol (fi) jelöli az fi-os tagok összegét és

* Az fi sugarú, homogén p sűrűségű gömbnek a középpontjára vonat­
kozó tehetet enségi nyomatéka könnyen kiszámítható; ugyanis ha a 6. pont I. 
alatti transzformációt alkalmazzuk (L. 227. lapon.) :

x = r sin <p cos y>, y = r sin <p sin z = rcos9>, 
a gömbnek a középpontjára vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékét ebben 
az alakban kapjuk:

n 2n R
(> l'JI r2 dxdy dz = p Jj’J r* sin </> drd<p dip = pj d<p j dip f r4 sin <p dr= ; 

u o ó
de r' =■ x2 + y2-f-z2 és minthogy a 3 koordináta-síkra vonatkozó tehetetlenségi 
nyomatékok egyenlők, tehát az (xy) síkra vonatkozó nyomaték : 4™?-——.
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~ d<pr d<f>t
1 dv dw

d(f>2 dcpz 
dv dw

^3 tys 
dv dw '

^2i g2i , _É21 ő2a , d(Fs á2s 
dw du dtv du dw du ’
d<h ^2i 
du dv

dcp2 dgp2 ^3 ^3
du dv du dv

Ha az (u, v, w) térben egy vonalat képzelünk, vagyis u, v, w 
valamely t parameter differenciálható függvényei :

u — u (/), v = v (f), w = w (t),

akkor e görbének az (x, y, z) térben is általánosságban megfelel 
egy görbe. Ha az A) alatti egyenletben szereplő u, v, w és meg­
felelően az x, y, z a t parameter értékhez és ut, wx és megfelelően 
xii dii zi a íj-hez tartoznak és mindkét oldalon (ti—f)2-el osztunk és 
lim — t tesszük, akkor azt nyerjük, hogy :

/ dx \2 / dy \2 I dz \2 idu \2 / dv \2 / dw \2
nr) + hr)+ hr) - HA~dr) + HA~dn + H*Vdn 4

+ 2?i
dv div 
'dT~dT + 2Fa dw du 

~di~~dt + 2F —+ 3 dt
dv
dt ’

Vagy ha a baloldalon levő kifejezés helyett az 1. kötet 481. lapján 
/ ds \2foglaltak szerint -t tesszük, ahol s a görbe valamely fix pont­

jától az (x, y, z) pontjáig mért ívhosszúság és a fenti egyenletet diffe­
renciálokra vonatkozó alakban írjuk [amivel csak éppen azt akarjuk 
feltüntetni, hogy ez a reláció minden paraméteres előállításra vonat­
kozik], akkor a vonalelem négyzetét a következő alakban kapjuk:

ds2=H-l du2 H2dv24- H3 dw2 +2/\ dv div+2F2 dw du-\-2F3 du dv.

A vonalelem négyzetének kifejezésében szereplő H2,.. . F3 
függvények segítségével a transzformációnál előforduló függvény­
determináns egyszerű alakban fejezhető ki; ugyanis e determináns

alatti jelöléssel a megfelelő térelemek között ez az összefüggés áll fenn : 

dV= | / j|dV'

négyzete :

dv 
d(P3 
dv 

d<J>3 
dv

dw 
d<J>2 
dw 

d<J>3 
dw

2

/ÍJ 
i F3
1

^3 

w2

^2

^3
F)ű2 =

^2i 

du
dyp2 
du 
ő2a 

du

és így, ha az utolsó determinánst J-val jelöljük, akkor a 4. pont
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A hármas integrál transzformációjánál tehát a |Dj determinánst 
!|/j -val helyettesíthetjük.

Különös fontossága van annak az (x, y, z) térrésznek, amely az 
(u, v, ip) tér derékszögű parallelepipedonjának felel meg; azért álta­
lában azt vizsgáljuk, hogy az (u, p, w) tér azon síkjainak, amelyek 
a koordináta-síkokkal párhuzamosak, az (x, y, z) tér minő felületei 
feleinek meg. Ha például w-nek ezt a számértéket tulajdonítjuk: ip', 
vagyis az (a, p) síkkal párhuzamos iv=iv' síkot szemeljük ki, akkor:

x = (f, (u, p, tv'), y = <jp2 (u, p, ip') z = (jp3 (u, v, tv'), 1)

vagyis az x, y, z mint az u, v paraméterek függvényei vannak elő­
állítva, tehát az (x, y, z) térben egy felületsereget kapunk, amint 
a w'-nek más meg más állandó értéket adunk.

Éppen így a v=i>' síknak megfelel az

x = <px (u, v', ip), y = (u, v', tv), z = <p3 (ti, o', tv) 2)

felület és az összes b—v' párhuzamos síkoknak e felületek által 
alkotott felületsereg.

Végül az u=u'-nak megfelel az

x = (u', u, tv), y = (jp3 (u1, p, ip), z — (jpa («', p, tv) 3)

felület. Ha n' az u0-tól iit > u0-ig folytonosan halad, akkor a 3) alatti 
felület egy F\ kezdőhelyzetből folytonosan átmegy egy U2 véghely­
zetbe; és éppen így, ha i.' a P0-tól Pj-ig halad, akkor a 2) alatti 
felület a <DX kezdőhelyzetből a <I>2 véghelyzetbe és ha tv' a ipo-tól 
Wj-ig megy, akkor a IP) felület a í'í.-be jut. Az 1\, F2; <Z\, <fi2, <P2
felületek általánosságban egy hasábszerű térrészt határolnak. Ez az 
a térrész, mely az

u = n0) ii = ult p = v0, p = pt, ip — ip0, ív = tví

síkok által alkotott parallelepipedonnak felel meg.
Határozzuk meg az (u, p, ip) rendszer koordináta-tengelyeivel 

párhuzamos egyeneseknek megfelelő vonalakat. Legyenek u0, p0 
megadott számértékek és az (n, p, ip) térben legyen adva az u=u0, 
p=p0 egyenes ; ennek megfelel:

x = <f>, (u0, p0, tv), y = yp2(u0,v0,tu), z = (f>3(uQ, p0, ip) C) 

görbe, mely paraméteres alakban van előállítva; a parameter tv. 
Ez a görbe természetesen keresztülmegy azon az (x0, y0, z0) ponton, 
mely az u=u0, b=u0, tv=wn pontnak felel meg és rajta van úgy 
a mint az felületeken. [Ugyanis, ha pl. 2)-ben p' = p0 tétetik, 
a <I>Í felületre jutunk és ha még az u paraméternek n0 értéket 
tulajdonítunk, akkor éppen a felület azon pontjait kapjuk, melyek

Beké: A di/ferenciálszáinitás. II. 15
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e görbét alkotják s. i. t.] Ez a görbe tehát a és Ft felületek 
metszésvonala. Éppen így a F, és 1\ felületek metszésvonala a 
u>=u>0, u—u0 síkok metszésének megfelelő:

x = 9?1(u0,u, w0), z = gp3(u0,v, w0) D)

görbe és a F, és (Í>1 felületek metszésvonala :

x = <j\ (u, i>0, m0), y = 9?2 (ti, i>„, m0), z=y3( u, n0 , w0). E)

Felvetjük azt a kérdést, mi a feltétele annak, hogy az F17 d>1, tf1 
felületek egymást az (u^, v0, woj pontban* merőlegesen messék? 
Két felület egymásra definíció szerint egy pontban akkor merőleges, 
ha az illető pontban vont érintő síkok egymásra merőlegesek.

A három felület tehát egymásra merőleges, ha az (u0, n0, w0) 
pontban a három felülethez vont érintő síkok egymásra merőlege­
sek, vagyis ha ezen érintő síkok metszésvonalai egymást derék­
szögben metszik. A felület valamely pontjában vont érintősík magá­
ban foglalja az e pontban a felülethez vonható összes érintő egye­
neseket, vagyis a felületen lévő, e ponton átmenő összes görbéknek 
e pontban vont érintőit. így tehát például az Ft felületnek az 
(n0, i>0, w0) pontban vont érintősíkja átmegy úgy a />), mint a C) 
görbék érintőin, a <0, felület érintősíkja átmegy az E) és C) görbék 
érintőin és a ífj felület érintősíkja átmegy az E) és D) görbék 
érintőin. Eszerint tehát a három érintősík metszésvonalai: a 
C), D), E) görbéknek az (zi0, oo, w0) pontban vont érintői. Ezen 
érintők iránycosinusai arányosak a következő mennyiségekkel:

dyi(n0, v0, tv) "p. dy3(u0, n0, w)
dw ’ dw ' dw

d<jpA (n0, v, w0) dif.2 (u0, r, w0) dgp3{u0, t>, ,
<h> dv dv
i’o, tt’o) ttyzíu, v0, h>0) dgp3(u, Vp, w0) 

du dn du

Ezekkel az iránycosinusokkal arányos mennyiségekkel az isme­
retes módon megalkothatjuk annak a feltételeit, hogy a három 
felület egymást az (u0, n0, w0) pontban derékszögben messe. Ha már 
most az (u0, v0, w0) nem egy megadott pont, hanem az (u, v, w) 
tér tetszés szerinti pontja, akkor ugyanezen gondolatmenettel arra 
jutunk, hogy annak a szükséges és elégséges feltétele, hogy az 
(u, v, w) tér mindazon síkjaihoz, amelyek a koordinátasíkokkal pár­
huzamosak, az (,r, y, z) tér olyan felületei tartozzanak, melyek egy­
másra szintén merőlegesek, az, hogy

* (uo> !,o> lvo) pontnak nevezzük a felület azon xu, y0, z0 pontját, mely 
az u0, t>0, w0-nak felel meg; («0, p0) görbének nevezzük a C) görbét s. i. t.
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+ ^2 d<P3 _ ()
du di> du dv du dv

M I ^2 ^2 1 ^3 ^3 _ A 
dv dw dv div dv dw

d(r>i , d<J>2
dw du dw du

d9>3 ^3 _ a 

dw du

legyen az (u, v, w) minden értékénél, vagyis az előbbi jelölést használva: 
[L. 224. lapon|

F\ = 0, F2 — 0, F3 = 0.

A felületek ilyen rendszerét orthogonális rendszernek nevezzük. 
Orthogonális rendszer esetében a B) alatti függvénydetermináns:

d = ^h;h2h3
és a megfelelő térfogatelemek közötti reláció:

dV=]/

6. Példák az orthogonális rendszerekre és a velük való transzformációra. I. Térbeli 
poláris koordináták. A térbeli koordináták legyenek r, <p, y, ahol r jelenti az 

x, g, z koordinátákkal biró P pontnak az 0 kezdőponttól való távolságát; <p 
jelenti a PÓZ szöget és ip jelenti a PÓZ síknak az XZ síkhoz való hajlás­
szögét. A tér minden (x, y, z) pontját megkapjuk az alábbi formulák segít­
ségével, ha r-nek minden pozitív értéket tulajdonítunk O-tól oo-ig, ?>-nek 
minden értéket 0. . . ?r-ig és y>-nek minden értéket O-tól 2?t-ig :

15*



228 IX. FEJEZET.

x — r sin tp cos tp ; y — r sin tp sin tp ; z = rcos^>.
[Az ábrában feltüntetett gömböt egységnyi sugarúnak képzeljük; Pj-ben 
metszi az OP sugár a gömböt. P,Z, ív = tp.]

Ezen transzformációra vonatkozólag:

dx ,2 , dy >2 , dz .H3 = i. _ + ( 3 i + (-5— = r2 sin2 tp.' dtp' ' ' dtp ' dtp '

F1 = 0, F2 = 0, P3 = 0.
Es így a vonalelem :

ds2 = dr2 + r2 dtp2 4- r2 sin2 tp dtp2.
A térelemek közötti összefüggés :

dV — r2 sin <pdV.
A jelen esetben: r — const-nak x2 + y2 + z2 = r2 gömbfelület felel 

meg ; tehát a felületek első seregét koncentrikus gömbfelületek alkotják ; a 
tp— const-nak az (x, y, z) tér azon pontjai felelnek meg, amelyek az O-ból 
induló, a Z tengelyhez (pozitiv feléhez) <p szög alatt hajló egyeneseken vannak, 
vagyis a Z tengelyű, 2tp nyílású kúpfelületek, végre a tp = const-nak az XZ 
síkhoz tp szög alatt, hajló félmeridiánsík pontjai felelnek meg. A tér minden 
pontján ezen orthogonális felületrendszer három felülete vonul : gömb, kúp 
és sík, melyek az illető pont meghatározására szolgálnak (éppen úgy, mint 
a közönséges koordinátarendszerben a koordinátasíkokkal párhuzamos 3 sík).

Példa. Ha például a p sugarú gömb egy 2a nyílású gömbcikkének a köb­
tartalmát kell meghatároznunk, akkor legcélszerűbb a Jífdx dy dz integrált 
ilyen poláris koordinátákkal transzformálni. A függvénydetermináns r2 sin tp; 
tehát:

fffdxdffdz = JJfr2 sin </> dr dtp dtp

ahol az integráció az (r, tp, tp) térben arra az (r, tp, tp) tartományra terjed, 
amely a szóban forgó gömbcikknek megfelel. Az r értékei O-tól p-ig, a 
<p értékei O-tól ct-ig és a tp értékei O-tól 2zr-ig terjednek; tehát az (r, tp, tp) 
térben egy oly parallelepipedonra vonatkozik az integráció, melynek oldal­
lapjai :

r = 0 és r = p ; tp = 0 és tp = a ; = 0 és »/> = 2rc ;
tehát:

f r r* A r .V = I dr I dtp r2 sin tp dtp = 2n | dr J r2 sin tp dtp — 2% (1 — cos a) I r2 dr— 
000 0 ó 0

_ 2ti (1 — cos a) p3 _ 2rep2 (p—p cos a) _ 2np2h 
~ 3 ~ 3 ~ ~3 ’

ahol h a cikkhez tartozó segmentum magassága.
II) A henger-koordináták. A transzformáció második példája gyanánt em­

lítjük az ú. n. henger-koordinátákat, nagy félpoláris koordinátákat. Vegyünk 
fel az (x, y) síkra merőleges állásban egy (pl. egységsugarú) körhengert, 
melynek tengelye összeesik a z tengellyel. P pont helyzete meg van hatá­
rozva, ha ismerjük a távolságot a henger tengelyétől: a PM—r-et, továbbá 
a PP, magasságot az (x, y) sík fölött: z-t és a PPt0 sík hajlásszögét az (x, z) 
síkhoz: <p-t. Ekkor tehát:
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x = r cos y = r sin y, z = z.

Ha r O-tól végtelenig, z —oo-től oo-ig és 9? O-tól 2w-ig halad, akkor az (x, y, z) 
tér minden pontját előállítjuk. A vonalelem kifejezésében előforduló fő-

F, = 0. F2 = 0, F3 = 0 
tehát:

ds2 — dr2 + r2dyr + dz2 ; dV= rdV.

1. Példa. Számítsuk ki egy homogén p sűrűségű hengercsőnek a ten­
gelyére vonatkozó tehetetlenségi nyomatékát.

Legyen a henger magassága: h, belső sugara rt, külső sugara r2; akkor

I = V JJJ (&+y2) dx dy dz

és henger-koordináták bevezetésével:
h ra

I = p jj J r d(p dr dz = p I dz J d</> J r3 dr —
Ó 0 r,

7ip/i (r£—rj) _ _ M t'z+r'f)
2 ~ 2 2

ha M a cső tömege.
2. Példa. Ha általában r jelenti a P(x, y, z) pontnak a Z tengelytől 

való távolságát, akkor z = <p (/’) forgási felület egyenlete, melynek forgó gör­
béje az (x, z) síkon : z = <p (x). E forgási felület által határolt homogén p sűrű­
ségű test forgási nyomatéka a Z tengelyre vonatkozóan :

I — p J /Jr2dxdy dz

vagy henger-koordinátákban:
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h 2n
1= ej lf r3drd<fidz = ej dz | d<f> f r3dr, 

0 o o

ahol h a forgási felület rétegének magassága, vagyis:
h 

I=*g-f[g>(ztfdz. 
o

III) Elliptikus koordináták. Legyenek a, b, c reális számok és a<b<Zc.
Ennek a harmadfokú egyenletnek (ahol x, y, z O-tól különböző reális 

számértékek és Z az ismeretlen):
j’2 »»2 2*2_ i _JZ___ ।__ t— = i

a-Z b-k c-Z
gyökei valósak. Ha e gyököket p, q, r-rel jelöljük, ahol p<q<r, akkor a 
gyökök elhelyezése a következő.

p <a<q<b<r<c. «)
Ezek az állítások a következő egyszerű meggondolással bizonyíthatók be. 
A fenti egyenletet röviden így jelöljük :

F(Z) —1 = 0.
Ha Z-nak ezt az értéket adjuk : a+e, akkor a—Z=—e és ha a pozitiv t elég 

kicsiny, akkor F (Z)— 1 a---- — igen nagy abszolút értékű negatív számtól
kevéssel tér el ; tehát F(a-(-t)— 1 negatív. Ha Z-nak ezt az értéket adjuk : 

l>2
b—s, akkor pedig F(Z)—1 a második tagtól, az - tói lényegtelenül tér el, 
ha e elég kicsiny és így pozitiv. Ebből következik, hogy az F(Z)—1=0 egyen­
letnek a-|-s és b—e között van gyöke, ha elegendő kicsiny az e; tehát a és b 
között van gyöke. Ugyanígy mutathatjuk meg, hogy Ff-t és c—e között is 
van gyöke akárminő kicsiny is az e, tehát b és c között van gyöke. Ha pedig 
Z helyett egy kellő nagy abszolút értékű negatív számot teszünk, akkor F (Z) 
tetszés szerinti kicsinnyé lesz és így F(Z)—1 negatív és ha Z helyett a—e 
tesszük, akkor pedig, ha f elég kicsiny, F (Z)—1 pozitiv, tehát a —oo és a—e 
között is van egy gyök, ha elég kicsiny az e, vagyis —oo és a között is van 
gyök, tehát valóban 3 valós gyök van és azok elhelyezése az a) alattiban 
feltüntetett. Ez érvényes, akárminő számok is az (x, y, z). A 3 valós gyök az 
(x, y, z) értékekkel változik ugyan, de mindig ilyen elhelyezésű lesz. Ha az 
(x, y, z) meg vannak adva, akkor a 3 gyök is meghatározott és minthogy a 
p, <7, r elhelyezése is fixirozva van, tehát e (p, <7, r) számcsoport az (x, y, z) által 
egyértelműen van meghatározva. Viszont x2, y2, z2 a p, <7, r gyökök által 
könnyen kifejezhetők. Ugyanis, ha az

x2 i/2 z2 - - ---- 1"---- 1__ _____1 a-Z 1 b-k 1 c-k
kifejezést közös nevezőre hozzuk, akkor erre az alakra jutunk :

Z *) (<■-*) + (b-k) (c-k) + y2 (q-Z) (c-A) + z2 (a-Z) (b-k)
(a—k) (b-k) (c-k) “

A számláló a Z = p, Z = y, k = r helyeken 0-sá váló, Z-ban harmadfokú 
racionális egész függvény, melyben az első tag: Zs, tehát a számláló ilyen 
alakú :

és így:
(Z-p) (A—Q) (k-r)
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x2 y- z2 _ _ ix—p) (X—g) (X—n
a-L + b-X c-X (a-X) (b-X) (c-X< '

identitásra jutottunk. Ha ezt (a—X)-val mindkét oldalon szorozzuk és azután 
A - - a tesszük, akkor erre jutunk :

r2 _ («-p) («-<?) («-'•)
(b— a)(c—a)

és hasonlóképpen :

(c-p) (c~q) (c-r)
(a—c) (b—c)

vagyis x2, p2, z2-et kifejeztük a p, q. /• által.
Ha az A) alatti identitást X szerint differenciáljuk, rövidség végett az 

(a—X)(b—X) (c—X)-l </>(X)-nak véve, akkor:

X2 p2 z2
(a—X)2 (b-X)2"1" (c-X)2 ~

_ 1(X—g)(X—r) + (X—p) (X—r) + (X—q) (X—p)]q>(X) — </>' (X) (X—p) (X—q) (A—r) 
ÍV>W12

és ha rendre X=p, q, r tesszük, ezen egyenletekre jutunk :

X2 , P2 4- Z2 (p-q)lp-r-)
(a-p)2 (b-p)2 (c-p)2 ÍP(P)

X2 + t (q-r) (q-p)
(a-q)2 (b~q)2 + (c-9)2 'P <Q)

X2
4- 4 22 (r-p) (r- q)

(a-r)2 1 (b-n2 (c-r)2 q>(r)

Ha (x, p, z)-nek ezt a fix értékrendszert adjuk : (£, q, 5) és az FIX) —1=0 
hozzátartozó 3 gyöke : tt, x, p, akkor a

c.
a—X

P2 
b-X

52
c—X -1=0

egyenlet fennáll, ha X helyett n, vagy x, vagy p tétetik ; ez más szóval azt 
jelenti, hogy a (£, q. IJ) ponton keresztül megy ez a 3 másodrendű felület:

a—n
p2- 

b—n
z2

c—n
-2

-1=0;

b—x

P.
a—p b—p

+ —------1=0;c—x
z2+ —------1=0.C-p

D)a—x

A tér minden (£, tj, ÍJ) pontján át tehát 3 ilyen másodrendű felület vonul. 
Minthogy n < a < x <C b < p < c, tehát az első felület: ellipszoid; a máso­
dik : egyköpenyű hyperboloid és a harmadik ; kétköpenyű hyperboloid.

Igen egyszerűen győződhetünk meg arról, hogy e három felület, mely a 
(£, q. 5) ponton átmegy, egymást e pontban orthogonálisan metszi ; ugyanis az

z2
a—n b—n c—n -1=0P
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felület (£, 7, £) pontjában vont érintősík egyenlete :

+ + -----i=0
a—ti b—jt c—n

£ n £ ,
tehát e sík normálisának iránycosinusai: — , j)_n , ~v0' arányosak
és éppen így a z-hoz tartozó egyköpenyű hyperboloid (£, ay, £) pontjában

£ Tj £
húzott érintősík normálisának iránycosinusai:—-—-, _ - , _ -valarányo-
sak ; de ha a D) alatti első és második egyenletet, miután (x, y, z) helyébe 
(g, y, 5) tettük, egymásból kivonjuk és (n—x) faktort, mely O-tól különböző, 
elhagyjuk, akkor:

____ f____ +_____ £____ +_____ £_____= 0
(a—n) (a—x) (b—n) (b—x) (c—n) (c—x)

egyenlőségre jutunk és ez éppen azt fejezi ki, hogy a szóban forgó két 
érintősík egymásra merőleges. Éppen így mutathatjuk ki, hogy az egyköpenyű 
és kétköpenyű hyperboloidok, valamint a kétköpenyü hyperboloid és az 
ellipszoid is, amelyek átmennek a (£, q, tj) ponton, e pontban egymásra me­
rőlegesek és így arra a nevezetes eredményre jutottunk, hogy a tér minden 
(x, y, z) pontján át megy az

.2

a-Z ö-Z c-Z — 1=0, y2

felületseregnek 3 egyéne : egy ellipszoid, egy egyköpenyű és egy kétköpenyű 
hyperboloid, melyek egymásra e pontban merőlegesek. Ha tehát az (x, y, z)-t 
a (p, q, r) által kifejezzük és megalkotjuk a 223. lapon bevezetett mennyi­
ségeket, arra jutunk, hogy az Ft, F2, F„ mennyiségek, minthogy orthogo­
nális rendszerről van szó, eltűnnek. A , H2, H3 meghatározása végett a B) 
alatti egyenleteket előbb p, azután </, végül r szerint parciálisán differenciál­
juk. Ha az elsőt p szerint differenciáljuk :

9dx — _ (a-<7) (a~r) 
dp (b—a) (c—a)

-re jutunk, miből (a B) alatti tekintetbevételével) :

4 / 3x \2- (a-r)2 . 1 _
' dp ' (b—a)2(c—a)2 x2

__(a—q) (a-r) _ (a-p) (a—q) (a—r) _ x2
(b—a)(c-a)(a-p) (b—a)(c-a)(a-p)2 (a-p)2

Ugyanígy kapjuk :
4(W: 

' dp 7
és ebből :

4//, =

y2 >i 3z \2_ 22
(b-p)2 \dp> (c-p)2

x2 y2 z2
(a—p)2 ’’’ (b-p)2 (c-p)2

vagy a C) szerint, (a—Z) (b—Z) (c—Z)-t ismét <p (Z)-nak írva:

És ciklikus felcseréléssel :
4H1 = j£=tez±.

<p (p)

ah - (q-r') (y-p) (r-y>
2 ~ ~ W- ’ 8" -é W ’

tehát a vonalelem négyzete :
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= < + < w-r);i-p) d„. + • <p-p)fr-i)
4 <p (p) 1 4 <p (q) 4 <p (r)

és a megfelelő térfogatelemek közötti összefüggés

(/ v= JL (r~^P) (r-<?) (9-p) rfv.
8 I Ki <P (p) <P (q) <P (r) I

Feladatok és gyakorlatok a VI—IX. fejezetekhez.
1. Az x=0, i/=0, x=l, y=l egyenesek által határolt négyzetben fix, y) 

úgy legyen értelmezve, hogy mindazokon a helyeken, amelyek koordinátái 
racionális számok, f(x, y) = 0 és minden más helyen f(x, y) = 1. Mutassuk 
meg, hogy az f(x, t/)-nak a négyzetre vonatkozó alsó integrálja: 0, felső 
integrálja: 1, tehát Jjf(x, y) dx dy nem létezik.

2. f(x, y) az l)-ben említett négyzetben olyan, hogy ha x racionális, 
/(x, y) = 1 és minden más helyen: fix, y) = y. Mutassuk meg, hogy felső 
integrálja: 1, álsó integrálja: -y

3- y) az előbb említett négyzetben : 1, ha x racionális, 2y, ha x 
irracionális. Mutassuk meg, hogy az V) dx dy kettős integrál nem lé­
tezik; de [fix, y) dy = 1 és ez a kétszeres integrál : | dx |.f(.r, y)dy = l. Lé- 

o ? o o
tezik-e az jf(x,y)dx‘l

Ezen a példán látjuk, hogy a kétszeres integrál (az egyik) létezik, de a 
kettős integrál nem létezik.

4. Az algebra alaptétele. Tudjuk, hogy ha f(x, y) valamely véges tarto­
mányban egyértékű, folytonos és korlátos, akkor e tartományra vonatkozó 
kettős integrál létezik és kétszeres integrálással számítható ki, melynek sor­
rendje tetszés szerinti. Ha tehát valamely fix. y)-ra vonatkozó kétszeres 
integrálás eredménye a sorrendtől függ, akkor az fix, y)-ra az említett fel­
tételek nincsenek teljesítve.

Legyen például adva a
tp (z) =«o’"' + ajz"1-1 + •••• + am

m-edfokú racionális egész függvény, melynek együtthatói valósak és ci0=hö, 
a„,=|=0. Tegyük .

z = r (cos tp + i sin <p), 
akkor tehát:

tp (z) = P (r, tp) + i Q ír, tp) 
alakban írható, ahol :

Legyen:

ekkor tehát

p (r, tp) = aoijn cos m<p 4- a,r"' 1 cos (m—1) <p 4  
Q (r, <p) = aor"‘ sin m<p 4- a^"-1 sin (m—1) tp 

Pf(r, tp) = arc tg $ ;

3/ V gr gr 3J ^' 3<p dtp

és
3r~ P2 + Q2 ’ Stp P2 -f- Qf

d^f M
3r3tp ~ (P2 + Q2)2 ’
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ahol M az r és tp folytonos függvénye. Ez az frtp tehát csakis akkor válik
végtelenné, ha P = 0 és Q = 0. 

M Számítsuk ki az kettős(•P2 + Q2)2
nek középpontja a kezdőpont. Jelöljük

integrálját az R sugarú körre, mely- 
ezt a kört C-vel:

= íí-^-drdtp.
.U drdtp

Ha először r szerint integrálunk, akkor :

2.” * azr ar r u
I — I dtp I -~-l- dr = f dtp [ ]•

J J drdtp J rL^pJr=o

Mint
Of 

könnyen kiszámíthatjuk, ~- 
dtf: ilyen alakú :

—mar,/-2"'-)------

ttSr-"' |
ahol az elhagyott tagok r-nek a 2m-iknél alacsonyabb hatványait tartalmaz­
zák. A számlálóban r-től mentes tag nincsen ; a nevezőben van, mert fel­
tételezzük, hogy a,„=|=0. Ha r=0, ez a kifejezés: 0; ha pedig r-et elég 
nagynak választjuk, akkor értéke — m-től igen kevéssel különbözik; tehát a 
kétszeres integrál elég nagy sugarú körre nézve — 2m7t-től tetszés szerinti 
kevéssel különbözik.

Ha pedig először tp szerint integrálunk, akkor az integrál lesz :

J L (jj* _ jj

De - - a sin ktp és cos kq [Zf = 1, 2 . . . m] racionális függvénye, tehát 2n he­
lyen ugyanakkora, mint a 0 helyen és így ez az integrál: 0. Ezzel meg­
mutattuk, hogy az R sugarú körön belül nem lehet mindenütt véges, 
vagyis kell olyan (r, tp) helynek lenni, amelyen P—0, Q = 0, tehát van 
az R sugarú körben olyan z hely, amelyen tp (z) = 0. [Az algebra alaptétele 
valós együtthatójú egyenletekre bizonyítva, amelyre a szóban forgó tétel 
az alaptétel feltételezése nélkül végrehajtott eliminációval mindig vissza­
vezethető.]

Köbtartalom számítások. 5. A koordináta-síkok és az
® . ff 
a + b 1

sík [a, /), c pozitív számok] tetraédert alkotnak. Határozzuk meg a köbtartal­
mát! [V =JJ(C - —~-)dxdy; az integráció területe az a derékszögű
háromszög, melynek befogói az .r tengelyből levágott a és az j/-ból levágott 
b darabok].

6- Egy háromoldalú egyenes hasáb alapja derékszögű háromszög. 
A hasáb élein felveszünk az alaptól rendre c, c', c" távolságra 3 pontot (az 
alapsík fölött) és ezeken át síkot fektetünk. Határozzuk meg az így letom­
pított hasáb köbtartalmát! (V = alap területe X az. élek arithmetikai köze­
pével. Vessük össze az eredményt a prizmatoid köbtartalmára vonatkozó 
számítással I. kötet 386. lap).
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7. Határozzuk meg a
z2 = ax2 + fiy2 + y

másodrendű felület az x=x,, x=x2, (x,<x2) síkok közé foglalt rétegének 
köbtartalmát. Alkalmazzuk az eredményt a) az 

ellipszoidra, b) a
_ JÉ. _ £ + 5* - 1

* a2 b2 t c2
•kétköpenyű hyperboloidra, c) a

_ . J/2_ _i_ - 1
a2 1 b2 + c2

egyköpenyű hyperboloidra, d) a

_^ + JÉ + _É_ = 0 
a2 b2 + c2

elliptikus kúpra !
8. Számítsuk ki a

elliptikus paraboloid x=x1, x=x2>x1 síkok közé foglalt rétegének köb­
tartalmát !

9. Legyen adva egy R sugarú gömb. Egyik radiusra, mint átmérőre 
rajzoljunk kört. A kör síkjára merőlegesen állítsunk hengert, melynek kereszt­
metszete az előbb említett kör. (Gömbbe olyan hengeralakú csövet illesz­
tünk, melynek átmérője a gömb radiusa és mely keresztülmegy a gömb 
középpontján.) Határozzuk meg a gömb és henger közös részének köbtar­
talmát! (Viviani-féle test.) Megoldás menete: Legyen a gömb egyenlete: 
x2+y2+z2=R2; a kör az (x, y) síkon legyen. A szóban forgó test (gömbfelü­
lettel beboltozott henger) negyedrészének köbtartalma :

V= ff zdxdy =JJl/ R2 — x2 — y2 dx dy

kiterjesztve az alapkör felére (mely az x tengely egyik oldalán van). Vezessük 
be az x=rcos«>, y=rsin«> poláris koordinátákat [r az (x, y) pont távolsága 
a kezdőponttól és u> az r vektornak az x-tengellyel alkotott szöge]; akkor:

n2 R cos 0)
V=J'da> ^r^R2^ dr.

o ó
A belső integrál :

- a (fí2—r2)* = (1 — sin3«i)□ I 0 o
és így: 71

~2
V = g- [-" - /sin3 <u </«>] •

2/?3?r 87?3Folytassuk! Az egész test köbtartalma: —g------- $— vagyis, ha a gömb
középpontjában a hengerhez érintő síkot képzelünk, akkor az így keletkező 
félgömbnek a csövön kívüli része: —$— (Viviani-tétel.)

10. Számítsuk ki ezt a kettős integrált:
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f~JJ xPyi (1-.v-y)r dx dy

az x>0, y>0, x+y<l területre vonatkozólag. (Legyen p>—1, q>—1, r>—1). 
Ez a terület az x és y tengelyek pozitiv részei és az x+y=l egyenes által alko­
tott egyenlő szárú derékszögű háromszög. Vezessük be új változókul a (£, y)-1 
a következő módon:

x + y = 5, y — ^v-

Innen: y = —— —-----<1 (mert — nem negatív); tehát 0<7<l, 0<£<l.
& + y j ■ & y

y
vagyis ha (x, y) az előbb említett háromszögben van, akkor (g, y) a £=0, 
5=1, 7=0, 7=1 négyzetben van és fordítva. Az I integrált transzformálva :

1= JJf (1-7)u W' (l-íf.ídfdy

[mert D (yy-) - 5] vagyis :

Z= JJfP+9+i (!-£)'■ 7'/ (1-7)/' dg dy

kiterjesztve az említett négyzetre. Ez az integrál így is írható :
i i

I = J>+7+i (l-gfdg . J'y'J (l-y)i‘dy 
o ú

és mivel p> —1, q> — 1, r> — 1, tehát: (L. I. kötet 510. lapon)

l = B(p + y + 2, r+l).B(y + l, p + 1)

és a 206. lapon megállapított összefüggés szerint:
_ r(p+y+2)r(r+i) . r(p+i)_r(7+i) = r(p+i) r(y+i) r<r+i) 

r(p+y+r+3) ‘ r’(p+y+2) r (p+q+r+3)

Mekkora Z, ha p=0, q=0, r=l (tetraéder köbtartalma)?
11. Számítsuk ki ugyanilyen módon ezt a hármas integrált: (p > — 1, 

</> — !, r> —1, s > — 1)

J lj xl’y'iz'' (l—x—y—z)sdx dy dz,

ha az integráció az 0<x<l, 0<y<^l, 0<z<l, x 4- y -f- z < 1-re vonat­
kozik. [Tegyük itt is

x + y + z = g, y + z = §7, z = lyC,

és mutassuk meg, hogy az eredeti integráció-tartomány, mely a koordináta 
síkok és x+y+z=l sík által határolt tetraéder volt, a g=0, 7=0, g=0 és 
g=l, 7=1, £=1 síkok által határolt kocka lesz.|

12. Mutassuk meg, hogy ez az integrál:

1= IJ^P-^/^e-^^dx dy

az x és y tengelyek pozitiv részei közötti síkrészben konvergens (p>0,
q > 0). [Egyszerűen úgy, hogy ez az integrál két konvergens egyszerű inte- a a
grál szorzata: lim J2x^p~Ae~xidx . j 2ij2q~le~yi dy]. 

o 0
13. Az előbbi [12. alatti] integrál tehát így írható :
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1=2
0

xi dx. 2 J y^ le y* dy. 
0

Ha az első integrálban x2 = u, tesszük, akkor 
co
fUP-1e~"du = r(p) B)

*0
lesz belőle. A másodikból r (q) lesz és így: 1= Tip) r(q).

Az I kettős integrált határozzuk meg az 0 középpontú R sugarú negyed­
körre, mely az x és y tengelyek pozitiv részei között terül el. x = rcos®, 
y = r sin a> léve :

1= 11 4r2P+29-1e-rl‘ cos2p—1 <u sin2®-1 <oda>dr =
71R 2

= j 2r2,p+9) — 1 e-r! dr . [ 2 cos 2p-1 iu . sin2®-1 a> do>. , 
0 ■ ó

íé
Az első tényezőben tegyük r2=y, akkor az integrál pP+9-1® í'dp lesz és így, 

ó
ha R végtelenné válik, az első tényezőből B) szerint: r(p+q) lesz. A máso­
dik tényezőben tegyük sin2 <o = u ; akkor dói = -=--------- ; a határok 0 és 1
lesznek, tehát az integrál :J (1 —a)p-1 n9-1 du, vagyis B (p, q) ; tehát ismét 

o
arra jutottunk, hogy:

r(p) r(q) = r(p+q)B(p, q).
14. A Dirichlet-féle szakadásos integrál. A többszörös integrálok kiszámí­

tásánál sokszor igen jó hasznát vesszük az ú. n. Dirichlet-féle szakadásos 
integrálnak, melyet a következőkben ismertetünk. Tudjuk, hogy

r sinx . n 
J—dx=2' 0

(L. I. kötet 446. lap.) Ha x=—y tesszük, akkor:
oo . — co . 0 •’ co .

/sinx , r sinzz , r sinz/ , . ... r sinrr ,------dx——------  dy = ---- — dy; tehat: I------dx = n.
o x o y y x

Ebből következtetjük, hogy ha o pozitiv szám, akkor:

sin a>,r . -------- dx = nx
és ha (f) negatív, akkor:

sin üjx ,-------- dx =— n. x

[Bizonyítsuk be ezeket az állításokat!] Ha (d = 0, akkor az integrál: 0. 
Összefoglalva ezeket így írhatjuk :

r sin tax ,I---------dx = tc sgn w.j x
— oo

Alkalmazzuk ezt az eredményt a következő esetekre: 1) Legyen 
— 1 <Á < 1, akkor 1 + X és 1 — Z pozitivek, tehát:

r sin (1+X) x , r sin x cos Xx + cos x sin Xx , ——t——— dx =----------------------------- dx - - n' X ■' X
sin (1—X) x sin x cos Xx — cosx sin Xx , ----------------------------- dx = n.

A)

x
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E kettő összegének fele :

J*5 sin x cos Xx , ------------- dx = n.x — OO
2) Legyen A. < — 1, vagy A > 1, (azaz | Z | > 1), akkor 1 + Z, vagy 1 — Z 

negatív; tehát az A) alatti integrálok közül az egyik ti, a másik — n és így 
a kettő félösszege :

r sin x cos Zx ,J -------- ;------ dx = 0.
— 00

3) . Ha Z = 1, vagy Z=— 1, akkor a két integrál közül egyik ti, a másik 
0 és így :

7 sin x cos Ax , n
J-------x------ dx= 2‘

—oo
Összefoglalva e három esetet:

f sinxcos Ax , n . ,J-------- ------ dx = y [1 + sgn (1—A2) J.
— 00

A baloldalon álló integrál a Diricldel-fé^e szakadásos integrál. Ezen 
integrál értéke a A-tól úgy függ, hogy a —1...+1 nyílt közben az integrál n;

7Ía Z=1 és Z=—1 helyen: „, minden más helyen : 0.2 b
15. Ar integrandus szorzása, a) Ha az / = Jf(x)dx integrandus liatá- 

arai a, h > a állandók és
h

i = J <P to, £7) dg 
a

integrállal az előbbi integrandust megszorozzuk, akkor az így keletkezett 
b b

K =J f to) [ f <f> to. y) dy] dx 
a a

az x = a, x = b ; g = a, g = b egyenesek által határolt négyzetre kiterjesztett

JJ / to) V to, y) dx dg

kettős integrálnak is tekinthető, ha a kettős integrál létezik. Ha ugyanis a 
kettős integrált lépésenkint integráljuk, először y szerint, akkor az integrál b
f(x) [ ( <p (x, y) dy] lesz és újból integrálva x szerint, a K-t kapjuk.

b) Bizonyítsuk be, hogy ha a |J f(x, yjdxdy kettős integrál az x=a, 
x=a1, g—a^—a^ egyenesek által határolt négyzetre vonatkozik és az inte­

ni
grandust | <p (x, y, z) dz-vel szorozzuk, akkor az így nyert integrál mint az 

a
x=a, x=alt y=a, g—at, z—a, z=at síkok által határolt kockára vonatkozó 

hármas integrál JJ | f (x, y) <p (x, y, z) dx dy dz tekinthető.

c) Mutassuk meg, hogy ha a most említett kockára vonatkozó

fl If to, y, 2) dxdy dz
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al
integrandusát J <p (x, y, z, u) du-val szorozzuk, akkor az így nyert, integrál 

a
mint az x—a, y = a, z = a, u = a, x = y = ar, z = at, u — a, négy­

dimenziós kockára vonatkozó 11 jj fix, y, z ) <p (x, u,z, u) dxdydzdu tekinthető 
s. i. t.

16. Ha a<a, at>at>a és ez az x paramétertől függő integrál: 
“1 t
I <p (x, y) dy az «<x<a1 közben : 1, az x<a és x>a1 szakaszban pedig 0, 

a
az x = a, x — (ii helyeken tetszés szerinti véges szám, akkor

ai
J f(x) dx = Jj f (x) <p (x, y) dx dy, 
a

ahol a kettős integrál az x u. x=at, y~a, y=at egyenesek által határolt 
négyzetre vonatkozik ; ugyanis a jobboldali kettős integrál az előbbi pont a) 
szerint [feltéve természetesen, hogy /(x) az a ... ^ közben és f(x)<p(x,y) a 
kijelölt négyzetben integrálható] így írható:

al al
j fM dx[J <P (x, y) dy] 
a a

és minthogy az I <p (x, y) dy az «<x<a és a1<x<«1 közben : 0, az x—a és 
a

x = at helyek pedig az integrálra befolyással nincsenek, tehát az integrálnak
a ... a és at ... at közökre vonatkozó részei 0-t adnak és minthogy az

a . . . a, közben J <p(x, y) dy = 1, tehát az integrál értéke : I /(x) dx. 
a a

Ha a feltételek akkor is érvényesek, ha a-ból — oo és aj-ből + oo lesz 
akkor:

“i
J/(x) dx - Jjf(x) <p (x, y) dx dy, 
a

ahol a kettős integrál az egész síkra vonatkozik, melyben — oo<x<oo, 
— oo<y<oo. Ezzel tehát az /(x)-nek az a . . . at közre vonatkozó integrál­
ját előállítottuk az egész síkra vonatkozó kettős integrál alakjában.

17. Az 1 = JJf(x, y) dxdy integrációs tartománya úgy legyen meghatá­
rozva, hogy e tartományt alkotó (x, y) helyek azok, amelyek a/S<y>(x, yj<a 
feltételt kielégítik [például az — + y2-= 1 ellipszis területére nézve 

vagy ha előre megállapodtunk abban, hogy x és y nem lehetnek negatívok, 
akkor 0<x+y<l egy egyenlő szárú derékszögű háromszög belseje és ha­
tára stb.].

<p(x, y, z) függvény legyen olyan, hogy ha (x, y) a szóban forgó 
fi (x, y) <a tartományban van, akkor ez az integrál

a'
J <P (*, y, z) dz
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éppen 1, ha pedig (x, y) e tartományon kívül van, akkor 0 és ha (x, y) pont 
az integrációs tartomány határán van, akkor az integrál véges. Az a' és fi' 
olyan számok legyenek, hogy az I integrálási területe beleessék azx=«', 
x—fi', y =fi' egyenesek által alkotott négyzet területébe.

Az / kettős integrál, miként a 15. pontban láttuk, az ottaniakhoz hasonló 
feltételek mellett a következő hármas integrál alakjában írható :

JJJ /(+ í/) <f> (+ !/■ «) dx dy dz ;

az integráció területe az x — a', x = fi’ ; y — y — fi' ; z — a', z = fi' kocka. 
Ugyanis a 15. pont b) alattija szerint ez a hármas integrál így írható :

a' 
í/) dxdy .[ f <p (x, y, z) dz] ,

ahol a kettős integrál az x = a', x = fi' ; y a1, y = fi' négyzetre vonatkozik. 
Minthogy azonban e négyzetnek azon részében, amely a fi < ip (X, y) < a terü­
leten kívül van, az integrandus 0 és a határon felvett véges értékek figyel­
men kívül hagyhatók, tehát az integrál valóban megegyezik f-vel.

18. Számítsuk ki ezt az integrált:

I ][ e kxx,'~te kUyb~í dxdy,

ahol a>0, b>0, A’>0, az x, y tengelyek és az x + y=l által határolt 
derékszögű háromszögre. E háromszög belsejében: 0<x+y<l. Legyen 
<r = x+y. Ez a Dirichlet-féle integrál:

1 r sin z cos az ,

1, ha —l<w<l és 0, ha a> 1, vagy a<—1, továbbá a határon -=-•
Mulassuk meg, hogy ez a Dirichlet-féle integrál :

2 r sin z cos az , — ------- --------dz71 J Z 0
szintén 1, ha — 1 <<?<!; -i-, ha a = 1. vagy a=— 1 és 0, ha a > 1 vagy 

a < — 1.
Az I kettős integrál az előbbi pontokban foglalt meggondolás szerint 

ezen hármas integrál alakjában írható :

I = JJJ e vxa-ie-kyyb i sjn z cos (x+y) z * — ■

Az integráció tartománya a pozitiv x, y, z tengelyek állal alkotott triéder 
belseje, cos (x+y) z — isin (x+y) z = e_,(x+v>z; tehát cos (x+y) z az e~'lx+«)z 
reális része, melyet így írunk : Re~iw+!l>z. Minthogy az integrandus minden 
tényezője reális, tehát ha cos (x+y) z helyett e '«+!/>--t tesszük, akkor az 
integrál A + iB alakú lesz, ahol A és B valósak és így az I integrál értéke : 
A lesz. Eszerint tehát az I kiszámítása végett cos (x+y) z helyett e-'(x+^’ z-t 
tesszük és az így kapott integrálnak valós részét vesszük ; tehát. :

I — -- R ljl'e~<k+iz,xx"-í. e_(*+,z) ^y'’ 1 . S'n~ dx dy dz. A)

Három lépésben integrálunk : először kiszámítjuk ezt az x szerinti
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= j e-(k+iz)xxa-i fa.
0

integrált. Ebben x (k+iz) = u tesszük, miből: dx = , tehát:

/ —___1   f e du = —I • *
(k+iz)aJe (k+iz)a

Ugyanígy számítjuk ki az y szerinti integrált is; tehát:
*■

2Z’(a)r(í>) pfsinz dz „
1 —-----n------ R J — Ik+izy^’ ' h>

A jobboldalon álló integrál meghatározása végett így járunk el. Tegyük :
1

V = J'e dx 
0

ahol m > 0. Ez az integrál éppen úgy, mint az Z-nél láttuk, a diskontinuitáti 
fafktorral ellátva a következő kettős integrál alakjában írható :

)
e (k+iii).vxm 1 JÜILÍL dx du 

U
V

u <>
és ha (k+iu) x = y tesszük, az előbbi átalakítást (és a jegyzetben foglalt 
meggondolást) elvégezve, a jobboldali kifejezés erre az alakra hozható:

V- fje >'y‘ 
0

sin n dy du 2P(m) „rsinu
u (k+iu)m

tehát a II) alatti kifejezésben az integrál

n J u Ü
reális része :

du
"(k+iu)"' '

___ -___v —------ - ----
2r(a+b) 2r(a+b)J

és így a keresett kétszeres integrál :

r * W * \UJ 
r(a+b) J ,rdx.

19. Mutassuk meg, hogy az x+j/+z=l sík és a koordinátasíkok állal 
határolt tetraéderre vonatkozó

1’= JJf xn -1e~kxy1’ 1 e~li,lzc~1 e kz dx dy dz

hármas integrál [ahol A->0, a > 0, b > 0, c>0] ugyanilyen átalakítással a 
következő alakra hozható :

ti Fin) I (b) I (c) ।'-kx-fii+b+c-i dx 
1 - ’rí^+ejj e *

Ha a föntebbi példákban k = 0, akkor a jobboldalon álló egyszerű integrál

* Minthogy u =; (k+iz)X, tehát, ha x a valós tengelyen halad O-tól oo-ig, 
akkor u azon az egyenesen megy O-tól végtelenig, mely a kezdőponton és a 
k+iz (z fix számérték) ponton megy ál. Egyszerű függvénytani meggondolá­
sokból következik, hogy ez ae integrál megegyezik a valós tengely mentén 
vett integrállal. Ugyanis könnyen kimutatható, hogy a 0 centrumú kör­
nek a két egyenes közé eső ívén vett integrál zérussá válik, ha a kör radiusa 
végtelen naggyá lesz ; tehát a Cauchy-tétel értelmében a két egyenes mentén 
vett integrálok egyenlők.

Beke: A differenciáltzámitás. II. tű
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az első esetben —^-s-, a másodikban —, tehát tekintetbe véve az 
a+b a+b+c

mr(m) = r(m+l) relációt [I. kötet 509. lap] arra jutunk, hogy :

11 x''-1 dx dy = • ill x *'-1 II'' 120-1 (lx dD l,z =JJ * i (a ■ p-j-l) JJJ
r(a)r(h)z (c). 
r(a+b+c+l) ’

az első integrál az x+j/=l és 
szögű háromszögre, a második 
tott tetraéderre vonatkoztatva, 
ból 1 , a másodikból -jr lesz

2 6

az x, meg y tengelyek által alkotott derék- 
az x+p+z--1 és a koordinátasíkok által alko­
tta «=1, h=l, c=l tesszük, az első integrál-

: a háromszög területe, illetőleg a tetraéder
köbtartalma. Ha <i=2, b=l, C=l, akkor a tetraéder súlypontjának x koordi­
nátájának kiszámítására szolgáló integrálra jutunk ; ha a=3, />=1, c—1, akkor 
az (yz) síkra vonatkozó tehetetlenségi nyomatéket kapjuk meg stb.

Számítsuk ki a szóban forgó tetraéder tehetetlenségi nyomatékét az
egyes tengelyekre vonatkozólag!

20. Legyen az integráció tartománya az
zj. a ti fi ” Y(”)+(f)+(y)>1 és x>0, g>0, z>0 A)

tartomány |a>0, £>0, />()], és a kiszámítandó integrál ismét:

I=j | | x.r-iys-i2í-i dx dy dz,

ahol r>0, s>0, />0. Végezzük az integrálon ezt a transzformációt:

akkor: ..rKSft . .. r-a s (i t /
I = —-— í i ti « v fi ív y du dv div afly JJJ

és az A) alatti feltétel u + v + tv < 1, u > 0, n>0, iv>0, tehát a feladat az 
előbbire redukálódott és így :

f <w r(y) r(?)

Ha a = /? = y — 2, és r — s = t = 1, akkor I = f| j dx dy dz, vagyis az

■f2 . y2 , «2 _ 1 
a2 + b2 + c2

ellipszoid nyolcad része :
„„r r(4-)'

8 r(J)

De (1. I. kötet 509. lapon) r (-|) = F (-| 4-1) = r(-|) = | • 1 F(-Í-), tehát:

De F(-y) — (L. 208. lapon), tehát: / =és az egész ellipszoid köb-
“■ ^(tbCTT

tartalma :--- $----Számítsuk ki ezzel a formulával az ellipszoid nyolcadának
súlypontját, a tengelyekre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékait!
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21. Forgási lest rétege. Guldin szabály. Képzeljünk az (xz) síknak a z-t.ől 
jobb felé eső részén egy x—,/(z) által értelmezett C görbét; az f(z) a z, és 
z2>zt szakaszban folytonos és véges számú monoton szakaszból áll. Ha a 
görbét a z tengely körül teljesen körülforgatjuk, akkor forgási felület kelet­
kezik. Egyenlete x2 + y2 = [f(z)Y alakban írható. Határozzuk meg a felület 
határolta test z = zt és’z = z2>z1 síkok közé foglalt rétegének köbtartalmát.

V=nf[f(z)]2dz. a)
[L. 153. lapon.] 11

Határozzuk meg az (xz) síkon levő C görbeív, valamint az (xz) sík z=Zj és 
z=z2 egyenesei és a z tengely közé foglalt négyszögalakú terület súlypontjá­
nak x koordinátáját. Jelöljük ezt £-vel.

11 x dx dz 
ff dx dz

a kettős integrál kiterjesztve a szóban forgó négyszögalakú területre. A szám­
lálóban kétszeresen integrálunk, először x szerint. Evégből z-nek fix értéket 
adunk ; a z magasságban, az x tengellyel párhuzamosan húzott egyenes az 
integráció határát két helyen metszi; a z tengelyen és a C görbén ; tehát e 
metszéspontok abscisszái : x —0 és x=/(z) és így az x szerinti integrál :

f(j.> t
Jxdx = 2 [/(z)]2;
0

tehát a £ kifejezésében a számláló :

1 2‘ yj[/(z)]2dz.

Ha az integrációnak említett négyszögalakú területe: T, akkor tehát:

jW)]2dz

és így a forgási test szóbanforgó rétegének a) alatti köbtartalma:
V= 2ti£ . T

vagyis akkora, mint egy olyan hengerféle testé, melynek alapja a meridián 
z=.zlrz = Za közötti öve, (melynek területe 27"), magassága pedig a súly­
pont által a forgás közben leírt félkör hossza. (Guldin szabály).

22. Határozzuk meg az x=sinz görbe 0 és n közötti íve által a z ten­
gely körüli forgással leírt test köbtartalmát! Ennek alapján határozzuk meg 
a z tengely 0.. .n szakasza és az x=sinz görbe határolta terület súlypontját!

< z%23. Legyen adva a ■^2‘+ ' ellipszis (a>/>). Ennek az z=— zt és
z = z, közötti íve forog a z tengely körül. Az így keletkezett (hordóalakú) 
forgási test köbtartalmát számítsuk ki. Ez a köbtartalom :

V = b2n f (1 - -4) dz = 2zt7r [&2 - -fj] • 
•' a- u J— Zi

. . r i Z“Ha a szélső pont távolsága a tengelytől x,, akkor ~ — 1-ből zj-et he-

16*



244

lyettesítve :

IX. FEJEZET.

V = 2b2 + .r2
42,71----------- K~

vagyis az ellipszises hordó köbtartalma egyenlő olyan körhenger köbtartal­
mával, melynek magassága 2z„ (a hordó magassága) és alapjának sugara

A w y. .r21/-----3 ahol b a hordó hasának és x, az alapjának rádiusa. (A gyakor­
lati számításnál 1/helyett -at vesznek. Mekkora a hiba?)

24. Az r sugarú kört forgatjuk egy, a kör síkjában fekvő, a kör közép­
pontjától a>r távolságban levő tengely körül. Számítsuk ki a Guldin sza­
bály szerint a keletkezett gyűrűszerű test köbtartalmát!

(t / — _ ~' '25. Határozzuk meg az. y — (e0 4- e «) láncgörbe egy darabja által az
x tengely körüli forgással létesült forgási test köbtartalmát!

26. Határozzuk meg az y2 = —— cissoid egy darabjának az x tengely
körül való forgása által keletkezett, test térfogatát!

27. Számítsuk ki a '.lay- = x:i semikubikus parabola valamely darabjá­
nak körülforgása által keletkezett test térfogatát! a) az x tengely körül, 
b) az y tengely körül forgassuk !

28. A konchoid egyenlete poláris koordinátákban: r=—a—h/’ Aszö- f COS <p
get az x tengelytől számítjuk. Határozzuk meg egy darabjának az y tengely 
körül való forgása által keletkezeti test köbtarl almát!

29. Testek áthatása. Két egyenlő alapú egyenes körhenger tengelyei egy­
mást merőlegesen metszik. Határozzuk meg a közös részük köbtartalmát!

30- Egy p sugarú egyenes körhenger tengelye áthalad az r>p sugarú 
gömb középpontján. Határozzuk meg a közös részük köbtartalmát!

31. Számítsuk ki az y2 + zz - 4ax és x~ + y2 = 2ax felületek (az első 
elliptikus paraboloid, a második körhenger) közös részének köbtartalmát. 
[A paraboloid, mely az (y, z) síknak egyik oldalán vonul, valamint a henger 
az (x, z) és (x, y> síkokra szimmetrikusak, tehát elég, ha az áthatásnak az 
XZ és síkok közötli negyedrészét számítjuk ki. Erre nézve z ='pr4«x — y2 
(a gyök pozitív jellel) tehát -j- — Q zdxdy, az integrációt az. .r“+y2—2u.r=0 
kör területének illető felére vonatkoztatva],

32. Forgási lest övének felülete. Legyen adva az (XZ) síkon a S — P (u), 
? = y(u), görbe paraméteres alakban. Forgassuk e síkot a Z tengely körül 
v szöggel, akkor a (g, 5) pont olyan helyzetbe jut, amelyben koordinátái :

x — p (u) cos v ; y = p (u) sin v ; z = q (u).
Ezek az egyenletek a forgási felület egyenletei. [Ha g a parameter, vagyis a 
forgó görbe egyenlete g=y (g), akkor a 180. lapon levő alakra jutunk.] A felület­
rész területének meghatározására kiszámítjuk az E, F, G főmennyiségeket. 
Azt találjuk, hogy (L. 181. lapon.)

E — [p' (u)]2 + [<■/' (u)]2 ; F = 0 : G - [p (u)]2 
és így a felületrész területe:

t = j | p Kp'z + q'2 du dv.

Ha a forgási tengelyre merőleges síkok közötti öv területéről van szó, akkor 
az integráció v szerint 0 . . . 2tí és u szerint a meghatározott h, és ua értékek 
között végzendő, [u, és u2 azok a parameterértékek, amelyek az övét halá-
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roló síkoknak a meridiánnal való metszéspontjainak felelnek meg, melyek 
közül az alsót A-val, a felsőt B-vel jelölve gondoljuk]. A keltős integrál 
kiszámítása végett v szerint integrálunk :

t = 2?r (p |/p'2 + A)

Ha paraméterül a meridián valamely P pontjától számított s ívhosszúságot 
választjuk, akkor p'a+g'a=l ; tehát a forgási felület övének területe

t s.’
t — 2n | p ds, B)

Sl
ahol s, a PA és s2 a PB ív hossza. [Az integrandus 2np nem más, mint a p 
sugarú parallel-kör kerülete, 2pnds tekinthető a végtelen kis ds élű csonka­
kúp palástjának.]

33. Számítsuk ki az A) alatti képlet szerint az alapja körül forgatott 
cyklois-ág által létesített felület területét!

34. Határozzuk meg a láncgörbe (I. kötet 483. lap) valamely darabjának 
az x tengely körüli forgásával keletkező felület területéi !

35. Számítsuk ki a gömböv területét!
36. A B) alatti képlet szintén rávezet egy Gu/din-féle szabályra. Ugyanis, 

ha a forgó meridiánívet homogén sodronyból készültnek képzeljük, akkor 
súlypontjának x koordinátája :

51 = 4" J p ds ’
S1

ahol L az ívhosszúsága ; tehát a forgási felület övének területe
t = L . 271?!

vagyis az öv területe akkora, mint a forgó ív súlypontja által a forgás 
alatt leírt kör hosszából és a forgó ív hosszából alkotott derékszögű négy­
szög területe.

37. Viviani feladata. Határozzuk meg az r sugarú, 0 centrumú gömbfelület 
azon részének területét, amelyet az x24-y2 = rx hengerfelület belőle kivág.

38. Integrálok transzformációja. Vezessük be a Jjj f dx dy dz hármas inte­
grálba az ux—vw, vy—uw, ivz=uv egyenletekből az x. y, z helyett az u, v, w-t.

39. Vezessük be a 11 x"1-1!/"-1 dx dy kettős integrálba az x 4- y = u, 
y = un egyenletekből az u-t és a-t.

40. Transzformáljuk az

.í.ít11 ^(lxdu
1-2 u~ z2

kettős integrált, ahol x, y, z között az —j- —■ + = 1 reláció áll fenn, az

x — a sin <p cos ; y = b sin <p sin 
állal.

IRODALOM.

A többváltozós függvényre vonatkozólag ismét első sorban az I. kötet­
ben már említett kézikönyveket említem. Főként a következőket:
1. Genocchi-Peano : Calcolo differenciale. Torino 1884. Német fordítása 

Bohlmann-tól. Leipzig 1898.
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2. Jordan : Cours d’Analyse. Paris 1909. különösen az implicit függvényekre 
vonatkozó részt (I. kötet p. 74—90.) a szélső értékek számítására vonat­
kozó részt (I. kötet p. 375—396.) a kettős integrál fogalmának kiterjeszté­
sére vonatkozó fejezetet (II. kötet 66. lap.).

3. Vallée-Poussin : Cours d’Analyse, Paris 1909 1912.
4. Lipschitz: Lehrbuch dér Analysis. Bonn 1880., különösen a többváltozós 

függvény szélső értékére és relatív szélső értékére vonatkozó rész.
5. Baire: Legons sur les Théories générales de l'Analyse. Paris 1908. L. kü­

lönösen a többszörös integrálra vonatkozó fejezeteket. I. p. 156—202.
6. v. Mangoldt : Einführung in die höhere Mathematik. Leipzig. II. és III. 

kötet. 1912., 1914. Különösen ajánlatos kezdőnek az alapfogalmak precíz, 
kimerítő tárgyalása és bőséges gyakorlati alkalmazásai miatt.

7. Goursat : Cours d’Analyse. Paris 1902.
8. Cesaro-Kowalewsky : Lehrbuch dér algebraischen Analysis. Leipzig 1904.
9. Kowalewsky : Grundzüge dér Differencial- und Integralrechnung. Leipzig 

1909.
A többváltozós függvény határértékére nézve 1. még Townsend Uber den 

Begriff u. Anwendung des Doppellimes. Dissertation. Gottingen 1900.
A felület területére nézve I. Geőcze Zoárd értekezéseit, különösen: z=f(x,ij) 

felület quadraturája. Ungvár 1906. Recherches générales sur la quadrature 
des surfaces courbes. Math. u. naturwiss. Berichte aus Ungarn 1909. A terü­
letmérésről. Math. Phys. Lapok 20. és 21. kötet. 1911., 1912. Felületdarab 
véges mérőszámának szükséges és elégséges feltételéről. Math. Phys. 
Lapok 25. kötet 1916.

A többváltozós függvény szélső értékeire nézve 1.: L. Scheefer: Leipziger 
Berichte 1886., Math. Annáién 35-ik kötetében, v. Dantscher. Math. Annáién 
42. kötetében levő e tárggyal foglalkozó értekezéseit.

A geometriai alkalmazásokra nézve 1. Scheffers Anwendung dér Differential 
u. Integralrechnung auf Geometric. Leipzig 1902.

A többszörös integrálokra nézve 1. még Dirichlet’s Vorlesungen. Braun­
schweig 1901. Kronecker-Netto, Vorlesungen über die Theorie dér ein- 
fachen u. mehrfachen Integrálé. Leipzig 1894.
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A VÉGTELEN SOROK.

Numerikus sorok összetartása, széttartása.

1. A végtelen sorozat értelmezése.* Ha ismeretes egy olyan tör­
vényszerűség, egy olyan alkotási elv. amellyel az

f,i> u2> u8, ■ • • un» • • •

számok egymásután előállithatók, akkor azt mondjuk, hogy adva 
van e számok végtelen sorozata. A leggyakrabban adva van a 92 (x) 
függvény olyan analytikai alakja, mely a pozitív, egész x-értékekre 
egymásután szolgáltatja a végtelen sorozat tagjait, vagyis, általában 
ha n pozitív egész szám: un = <f>(ri). így például, ha sorban:

akkor a következő végtelen sorozatokhoz jutunk:

a, a2, a3 ,... an,...

1 1 1 ___ 1
2 ’ 6 ’ 12’”' n(n-f-l)

2. A végtelen sorozat összege. Mit kelljen véges sorozat össze­
gén érteni, az ismeretes ; de az összeadás közönséges fogalma vég­
telen sorozat esetében nem alkalmazható; mert az összeadás 
fogalma csakis véges számú összeadandó esetére állapíttatott meg.

* Különbséget teszünk e két kifejezés : sorozat és sor között. Ha a számok 
olyan halmazáról van szó, melynek minden egyes eleméhez az 1, 2, 3, . . . 
pozitív egész számok közül egy meghatározott index tartozik és viszont (vagyis, 
amely halmaz kölcsönösen egyértelmű vonatkozásba hozható a természetes 
számokkal, azaz u. n. megszámlálható halmaz) és a halmaz elemeinek egy 
meghatározott elrendezése adva van, akkor azt mondjuk hogy a halmaz 
elemei sorozatot alkotnak. Ha pedig az ilyen sorozat tagjainak összegéről 
akarunk szólni, akkor sorról beszélünk.
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Végtelen sorozatra nézve az összeget egészen önkényesen definiál­
hatnék ; de itt is úgy járunk el, mint mathematikai fogalmaink 
bővítésénél mindenütt tettük, hogy az új fogalomnak a régivel 
minél több közös tulajdonsága legyen és a régit magában foglalja. 
Ez utóbbi követelés így értendő: Minden véges sorozat tekinthető 
végtelen sorozatnak. Ha ugyanis az iq, n2,.. . um egy m tagú soro­
zat, akkor ezt 0 tagok hozzácsatolásával

"1, 0, 0,...
végtelen sorozatnak tekinthetjük. Az összeg új fogalmának olyannak 
kell lennie, hogy ez esetben a régivel megegyezzék. De még így 
is nagy szabadságunk van az összeg fogalmának értelmezésére 
nézve.

A végtelen sorozat összegét így értelmezzük: Jelöljük az adott 
sorozat n első tagjának összegét sn-el. Eszerint:

Sl = "n S2 = U1 + U2> S3=í,l + «2+«3,-- ■ Sn = "l + "2H--------H'n- • • •

Ha már most a fölírt részletösszegek sorozata, az

sx, s2, s3,... sn,...

sorozat szabályos sorozat, mely az s véges számot értelmezi, azaz: 

lim s„=s,

akkor az adott uv u2,... un,... végtelen sorozatról azt mondjuk,
00

hogy összegezhető és az -f-u2-j----- F un + — 2un végtelen sorti
összetartónak (konvergens) mondjuk és összegének s-ei tekintjük.

Ha azonban az s1, s2, s3,... ... részletösszegsorozat nem
szabályos sorozat, akkor egyelőre az adott ----- Fu«4---  vég-
télén sor összegéről nem beszélhetünk; ez esetben az adott 2,!n sort 
széttartónak (divergens) mondjuk.

Valós tagú sor esetében a széttartásnak a következő két esetét 
emeljük ki. Meglehet, hogy az s15 s2, s3, . . . sorozat korlátlanul 
nő (vagy fogy); ilyenkor azt is szoktuk mondani, hogy az 11 sor 
összege végtelen nagy (vagy negatív végtelen); ha pedig az s 
részletösszegek mindannyian két véges szám közé esnek, (korlátosak) 
de a részletösszegek sorozata mégsem szabályos sorozat, némelykor 
megkülönböztetésül az 11 végtelen sort határozatlan összegűnek (inga­
dozónak, oscillálónak) mondjuk.

Példaképpen vizsgáljuk meg a végtelen geometriai sort, vagyis az:
14-q4-?24--------------Fqn *4----------

sort. Ez esetben (hacsak <7=4-1) a részletösszegek így Írhatók:

S2 — t-72 
1-g

i-(i"
S« - T—q ’ • ' •

. _ 1-Q3
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Ha |q|<l, akkor : lim s„ — j_- ■

Ekkor tehát a sor konvergens és összege: ■
Ha azonban q pozitiv és 1 vagy 1-nél nagyobb, akkor st, s2, s3, . . . a 

számok korlátlanul növekvő sorozata, a végtelen sor divergens, összege gya­
nánt oo tekinthető. Ha q<— 1, akkor felváltva, a páratlan rendű részletössze­
gek pozitiv végtelenné, a páros rendűek negatív végtelenné válnak, a 
sor divergens, összegről egyáltalában nem beszélhetünk. Ha q=—1, akkor 
s1=l, «2=0, s3=l, s4=0, . . t a sor határozatlan összegű (ingadozó).

Ha a sor tagjai komplex számok:

u.2=a2+b2i,... un=an+bni,... 
akkor:

s„ = (a, + a2+ ■ ■ • + a„) + i (í>t+í>2+ • • •+&„) = <rn+"n-

Miként ismeretes, az s2,... sn,... sorozat akkor és csakis 
akkor szabályos sorozat, ha a a2,... <r„,... és a r2,... Tn,.. • 
sorozatok ilyenek. (I. kötet 524. 1.)

Ez esetben, t. i.: midőn a rrv tr2,... és a t2,... részletösszegek 
szabcilyos sorozatokat alkotnak, az adott u1-t-u24-u34----- Hln4---  sor
konvergens és összege: lim s„ = lim an + i lim Tn.

Minden más esetben a sor széttartó.
Az összeg ezen értelmezése valóban magában foglalja a véges 

számú tagból álló sor összegének fogalmát. Ugyanis, ha nm+1, 
mindannyian eltűnnek, akkor

sm~sm+i~sm+2~sm+si • ■ ■
vagyis lim s„=sm; a végtelen sor összege megegyezik az in tagú /l —00
összeggel.

Alig szükséges megemlíteni, hogy ha az ult u2, u3,... sorozalból 
az első in számú tagot elhagyjuk, akkor az um+1, um+2, ■ ■ ■ -bői 
alkotott sor az nt, ua, u3,...-ból alkotott eredeti sorral egyszerre 
konvergens, vagy divergens. Ha ugyanis az iij4-n24----- Hbn összegei
C-vel jelöljük, akkor, ha n>m

«i + «2 H---- 1" un — C + («m+i + "m+2 H----- F nn)
és így ha a baloldali (a jobboldali) összegnek van határértéke, midőn 
n végtelenné válik, akkor a jobboldalinak (baloldalinak) is van.

Azt is azonnal megmutathatjuk, hogy az összeadás asszociatív 
tulajdonsága a konvergens sorra is érvényes. Ugyanis, ha a sor 
tagjait a sorrendjük megváltoztatása nélkül bármiképen összefog­
laljuk, például oly módon, hogy az első n\ tagot, azután a követ­
kező m2 tagot s í. t. előre összefoglaljuk, vagyis az adott sor helyett 
a következőt tekintjük:

yi+p2+p3d—>
ahol:
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Ü1 — lí14-u24------- FOm, i ,;2—,Im1 + l + nm1+2H--------- Hnh + m, i

i,3 = !Im1 + m1 + l_|_ ,fmi + mi+2-|- • • • 4“ U;l!1 + m3 + m8

s í. t., akkor az új részletösszegek nem egyebek, mint:

+ ^n^ + rn-j + mg? • •

De ha az st, s2,s3,... sorozat szabályos számsorozat, akkor 
nyilván az

Sm, • Sn^ + nm Smi + mt + m3, • • •

is ilyen és e két sorozat ugyanazt a számot értelmezi; tehát a két 
végtelen sor összege ugyanaz. (Megjegyezzük, hogy fordítva a 
tétel nem igaz; a n14-p24-u34---- sor lehet összetartó, ellenben az
u14-u2+u34— sor széttartó.)

3. A konvergencia általános kritériuma. Az u1d-u„4-u34— végte­
len sor konvergens, ha a részletösszegek sorozata: s1? s2, s3,... sza­
bályos sorozat. Ez a sorozat pedig akkor és csakis akkor szabályos 
sorozat, ha teljesítve van az a föltétel, hogy bármely kis pozitív 
6-hoz tartozik olyan N küszöbszám, hogy (I. k. 13. 1.)

Is/i+fc ®n| <
ha n>N és k bárminő pozitiv egész szám. Az sn+fc és sn részlet­
összegek lévén:

sn+k sn = un+i^~,ln+2 4 i~llii+k-
Jelöljük ezt a kifejezést, mely a végtelen sor k tagjának összege 

(az n-j-l-iktől n-j-k-ikig), Rn /.-val.
A konvergenciának szükséges és elégséges feltétele tehát, hogy 

bármely kis 6-hoz tartozzék egy k-tól független (6-tól függő ) N küszöb­
szám, úgy, hogy

\Rn, k|
ha n>N és k bárminő pozitiv egész szám.

Példaképpen alkalmazzuk e kritériumot a végtelen geometriai sorra. Itt
1_ nk

Rnk=qn+1+qn+2-\----- -J- ' •

Ha |g|d, akkor . ? akármekkora is a pozitiv k; tehát

2qn+1 
1-q

Válasszuk az zz-et úgy, hogy ■ 2q" + ’ 
1-g < e legyen. Ehhez elég, ha

nj-l>
, e 11 — q log —-
~ log I q~
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és így, ha a jobboldali számnál közvetlenül kisebb egész számot N-nel 
jelöljük, mondhatjuk, hogy ha n>iV, akkor I <í, akárminő pozitiv egész 
szám is a k.

Ha g=l, akkor R„k 
Ha |g|> 1, akkor |Bn,fcl> 
növekszik.

=k, tehát Á'-val együtt oo-hez tart, bárminő is n.
JjL— 9 L —.iL, tehát ; R„ k | minden határon túl

4, A konvergencia-kriterium alkalmazása váltakozó jelű sorra. Alkal­
mazzuk az előbb talált kritériumot azon esetben, midőn az adott 
sornak a következő tulajdonságai vannak:

1. Tagjai valósak és váltakozó előjelűek; tehát, a sor ilyen alakú: 

iq—«2 + <i3—«4+-" (va$y —ui + «2 —«8+n4----- )

hol iij, u2, u3,... pozitiv számok.
2. Tagjai abszolút értékre nézve csökkenőek és
3. lim»n=?0, azaz, ha tetszés szerinti e adatik, akkor elmehetünk 

az A-nel olyan messzire, hogy N-en túl minden n-re nézve |u„|<e.
Ekkor, ha n páros :

Rn, k~un+i un+2d"un+3 un+4d un+ki 
ha k páros és

Rn,k~un+1 I,n+2-l-,,n+3 JIn+4d t"un+k>
ha k páratlan. Az első esetben Rnk így írható:

^n,k = (un+i un+2 *4*(un+3 un+4)d H^n+k—i un+fc) 
és minthogy a tagok abszolút értékei fogynak, Rnk pozitiv. De Rllk 
még így is írható :

A/i, k=un+i (,Jn+2 un+s) (,Jn+4 Hn+s) un+k
tehát:

és minthogy limun=0, tehát van olyan N, hogy Rnk<e, ha n>N. 
Ha k páratlan, akkor

Rn, k~,ln+i ,,n+2_l'un+3 • • • un+k—14* ,ln+ki 
melyről, ha az első és második, továbbá a harmadik és negyedik 
stb. tagokat összefoglaljuk, látjuk, hogy pozitiv és minthogy ilyen 
alakban is írható:

Rn, k = l,n+i (i,/i+2 u7i+s) ’ ("n+k—1 un+k\
ahol minden kivonandó ismét pozitiv, megint következik, hogy 

ő < k < lln+1,
tehát van olyan N, hogy *<«, ha n>N.

Ha pedig n páratlan szám, akkor
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^n,k— (un+i ,ín+2-l-,In+8 • • • i un+k)

tehát —Rnic épen olyan alakú, mint az előbb Rn k volt; tehát álta­
lánosan kimondhatjuk, hogy minden pozitiv egész k szám esetében 
a tetszés szerinti pozitiv ó-hoz tartozik olyan N küszöbszám, hogy:

I k ! < A ha n > N, 
vagyis az olyan váltakozó előjelű végtelen sor, melynek tagjai abszo­
lút értékre nézve monoton csökkenöek és zérushoz tartanak: kon­
vergens.

így például ez a végtelen sor:

r_ 1 + 1_1+...__L + _L____
konvergens.

5. A konvergencia-kriterium részletezése. Megjegyezzük, hogy a 
konvergenciának a 3. pontban felállított szükséges és elégséges 
feltétele voltaképpen végtelen sok feltételt foglal magában, mert 
limfi„fc=0-nak fönn kell állania, ha k=l, 2,3,..., szóval k minden n=oo
pozitiv egész számú értékére nézve és pedig úgy, hogy ha adatik 
egy tetszés szerinti kis póz. e, ehhez tartozzék olyan N, hogy 
Rnj. I < é, ha n > N. minden k-r& nézve, vagyis a lim R,^ = 0 a k-ra 

nézve egyenletesen áll fenn.
A fontiekből következik, hogy a konvergenciának szükséges — 

de egymagában még nem elégséges — föltétele az, hogy lim/?nl=0 
legyen, vagyis Rn i = n,)+1 lévén [n-f-1 helyett n-et írva], kell, hogy

lim un=0

legyen. Ez azt mondja, hogy csakis olyan sor lehet konvergens, 
melynek tagjai végtelen kicsinyekké válnak.

Epén így, ha k—2, k=3, k=4t,.. . tesszük, arra jutunk, hogy 
2, 3, 4,... szomszédos tag összege is végtelen kicsinnyé lesz, ha n 
minden határon túl nő. (ami különben megadott k esetében már a 
lim f?nl=O-ból is következik).

A lim n,i=0 feltétel egymagában még nem elégséges a konvergenciához. 
Egy igen egyszerű példa meggyőz bennünket erről. Ilyen a következő sor:

az ú. n. harmonikus sor. E sornál un =—, tehát limn,, = 0 és a sor mégsem 71/1 — 00
összetartó. Ha ugyanis összetartó volna, akkor, miként láttuk, a tagok tet­
szés szerinti asszociálásával keletkező sor is összetartó lenne. Asszociáljuk 
a tagokat Így:



2Ö3A VÉGTELEN SOROK.

Mindenik zárójelben y-nél nagyobb szám áll; ugyanis az

2*-fcl + 2*+2 +"‘+ 2*+‘

2/; tagú összegben az utolsó tag a legkisebb; tehát az összeg nagyobb
-r — —-nál és így a tagok asszociálásával keletkező új sor minden2*+i < 2 ^ ii
tagja -nél nagyobb, n első tagjának összege sn > 9, lehál a sor összege 
végtelen nagy.

Az általános konvergencia-kritérium alkalmazásával is azonnal meggyő­
ződhetünk, hogy e sor divergens; ugyanis ha k-n tesszük,

n+i + n+2 +’"+ 2n
. , _ n 1és így > -2n- = 2 , 
legyen, ha e < 9 ■

tehát nem érhetjük el, hogy

Egy másik példa, amely határozatlan sorra

k-tól függetlenül Rnj;<Ze

vonatkozik, a következő.
Legyen:

vagyis

u,t = sin (ti|/n) — sin (Ttj/n—1),
„ . n C|Z« — /n—1) ti (|/n + |/n—T)

u„ = 2 sin —----- x1------ — ©OS---------2-------—

2 (|/n +|/n-l)
cos 7í<V"+^n-i)

2

A sin -..... - limese: 0; a cos (lé;i n —1) limese határozal-
2(|/A+|ói —1) 2

lan ugyan, de minthogy minden n-re nézve a cosinus értéke —1 és +1 közé 
esik, tehát:

lim u„ = 0.
Az n-ik részletösszeg pedig:

----- (-u„=sin (ttJ/n);
tehát lims„ határozatlan, [ha pl. zi=4A"2 (k pozitiv egész), akkor lim sn—0, 

" \ í 1ha n—4/c24-2/c, akkor /zi = (2* + ,v) 1/ 1 — 7.. c-teT és lim s» = 1]-2 F (4/C-t-l)- n=»

6. A konvergenciakritérium más fogalmazása. Ha a sor konver­
gens, akkor, miként láttuk, a tetszés szerinti 6-hoz tartozik olyan N 
küszöb, melyen túl levő zz-ekre |jRzi/J< «, akárminő pozitiv egész szám 
is a k; vagyis

liIn+i + un+2~l---------- F'bi+kl < A

ha n>N, minden fc-ra nézve. Tekintsük már most a Vun konvergens n-=i
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sorból ezt a végtelen sort: 

,,n+i"blln+2"H,,n+s_l_ ■" int.,

ahol n>N. Ez nyilván konvergens; fc-ik részletösszege: Rnk és mint­
hogy |jR„ mindig kisebb 6-nál, tehát a sor összege: lim Rn k is 
abszolút értékre e vagy 6-nál kisebb. Ezt az összeget így jelöljük : 
Rn. Ez a 2’un sor igazi maradéktagja, mert az n-ik tag utáni összes 
tagokat tartalmazza. Arra jutottunk tehát, hogy a tetszés szerinti 
6-hoz tartozik olyan N küszöb (mondhatnék A(ő), feltűntetve, hogy 
az N 6-tól függ), melyen túl levő minden n-re:

I= I"n+1+«n+2+un+8+• • ’ ad inf. | < é.

Ez más szóval azt jelenti, hogy lim7?n=0, ha az n—oo

»l + «2+»3+-" 
sor konvergens.

Viszont, ha lim/?n=0, akkor az adott 6-hoz tartozik olyan N n—*> 
küszöb, melyre nézve:

nv+i+uv+2+ÍZv+3d— 
£

végtelen sor összege absz. értékre —-nél kisebb ; ez meg azt jelenti, 'T
hogy M-et olyan nagynak választhatjuk, hogy ha m>M, akkor már 
az «) minden m tagú részletösszegének abszolút értéke

6 6 6
T + T “ T

nél kisebb; és így, ha az a) alatti sornak előbb m tagját, azután 
tagját vesszük, ahol m>M és k tetszés szerinti pozitív egész szám, 
akkor úgy az első ni tag összegének, mint az első m-j-A tag össze- 
gének absz. értéke is — -nél kisebb, tehát a kettő különbségének, 
vagyis az m-|-l-ik, m-|-2-ik,.. . m-j-A-ik tagok összegének abszolút 
értéke 6-nál kisebb. Arra jutottunk tehát, hogy a tetszés szerinti adott 
6-hoz tartozik olyan N'=N-}-M küszöb, amelyen túl levő n-ekre

I "n+i +un+2~|-" k^n+Jtl < 4

függetlenül a A-tól. Eszerint tehát a lim/ín=()-ból következett, hogy 
minden 6-hez tartozik olyan N' küszöb, melyen túl levő n-ekre
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|Kn,*l<*

/c-tól függetlenül, vagyis a 3. pontban adott konvergencia-kritérium 
teljesen sequivalens a lim/?n=0'kritériummal.*7! = co

7. Végtelen sor szorzása egy számmal. Sorok összeadása. A) Ha 
az iij-f-itj-l-Usd----végtelen sor konvergensekkor az mq-j-aíu-j-nug-l-----
sor is konvergens, (a tetszés szerinti, véges szám.)

Ha a 0. akkor az állítás evidens. Legyen tehát «4 0. Az adott 
sor konvergens lévén, Rllk\<e, ha n>N(e\ minden k-ra nézve;- 
tehát nyilván az mq + am+míg-l---- végtelen sorra nézve is teljesítve 
van a konvergencia feltétele, mert

\“Rn.k'<e, ha

Ha az +-«2+,,sH— sor divergens és «d=0, akkor az mq-j-
au.>-f-au3-|---- is divergens mert ha ez utóbbi konvergens volna,

akkor tagjainak —-val szorzása után keletkező ut+u;!+n3H— sor is 
konvergens lenne.

Ha az iq-f-Ua+Ug-l----konvergens sor összege : s, azaz lim sn=s,
akkor az an14-aUa4-ang+'-- sor összege: as, mert limasH=as.

B) Ha a 2un és Svn sorok konvergensek, akkor az

Ui-l-l?!, ti2+t>2, Us + ^s, • • • 
valamint az

ll2—v2, u8 —1»3, ...

tagokból alakított sorok is konvergensek.
Bizonyítsuk be az első állítást. Azt kell kimutatnunk, hogy 

tetszés szerinti pozitiv e számhoz található oly N küszöbszám, hogy

i Rnk\ = l(un+l+»n+l) + Cw+^n+a) H------F (un+fc+pn+fc)l < 6

★ A végtelen sorok különbségére vonatkozó tétel (7. pont) felhasználá­
sával ez az állítás sokkal egyszerűbben bizonyítható be. Ugyanis válasszuk 
zV-et oly nagyra, hogy ha n>N, akkor már | un+1+un+2+un+s4----- < "2”'
Legyen k tetszés szerinti póz. egész szám, akkor 1 Un+A-^i-f-Un+ít+ad---- *s
kisebb | -nél. írjuk ezt a sort így (elől k számú 0-t) :

0 - 0 + • • ■ + 0 + Un+/f+1 + Un+k+2 + • • •, 
ennek összege az előbbivel megegyezik ; az un+1 + u,1+2 4---- és a

0 + 0 ; Un+lr+i ! Un+A’+a 4--•-
sorok különbsége un+1 4-«n+2 4------k un+k 4- 0 + 0---, vagyis Rnik és így

I ■R/l/jI < «•
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k minden értékénél, ha n>N. Evégből menjünk el az ALnel oly 
messze, hogy

। e lHn+i+Hzi+24---------H'n+fcl< 2

£
és egyúttal l^+i+'WH------l~l>n+*l < 2

legyen minden, az N-en túl eső n-re és minden Zc-ra nézve. Ezt 
mindig elérhetjük, mert hiszen úgy a Sun, mint a £on sor is kon­
vergens. Ebből már következik, hogy | lin k | < a, ha n>N. Épen így 
bizonyítható a tétel második része, vagy még egyszerűbben, ha 
2n„ és 2(—i>„) sorokra alkalmazzuk az előbbi meggondolást.

Ily módon, azaz tagonkinti összeadással nemcsak két, hanem 
tetszés szerinti (véges) számú konvergens sorból állíthatunk elő új 
konvergens végtelen sort; azaz, általában, ha a 2'n„, 2o„, 2w„,... 27,, 
konvergens sorok, akkor egyúttal 2'(u„-|-,?a+íyn4----- Hn) is kon­
vergens.

Azt is rögtön beláthatjuk, hogy ha 27/„ végtelen sor összege s 
és Svn összege <r, akkor 2'(un~\-i>lt) összege s-f-or. Ugyanis, ha rendre 
sn és az n-ik részletösszegek, akkor:

("i+"i) + 4----- 1- (í,n4-«n) = «n4-O’n

és lim(sn+<r„) = «4-^
Ezért a 2'(n„-|-u,i) végtelen sort a 2'u„ és 2<’„ sorok összegének 

mondjuk.
C) Ha a 2un sor konvergens, ellenben a 2vn divergens, akkor az

»2 4-"2, us4-»8,---

tagokból alakított sor is divergens. Mert ha konvergens volna, akkor 
a tt) alatti szerint a 2’(",l4*t’n) és 2’íi,, konvergens sorok különb­
sége, a 2vn sor is konvergens lenne.

8. Abszolút konvergens sor. Feltételesen konvergens sor. Ha a 2'un 
sor tagjainak abszolút értékeiből alkotott sor, a 2'|u„| konvergens, 
akkor a sor maga is konvergens.

Ugyanis jelöljük a 2'|un| maradéktagját Rnk-va\\ (azaz Rnk= 
~ íun+i| 4- Hbi+al 4----- h |"n+A-!) az adott 2u„ sor maradéktagja legyen :

rnk = ,,n+i 4_,,n+24 Éiizí4-/c

Nyilvánvaló, hogy:
A,, /,.

Ebből azonnal következik, hogy 2iin konvergens, ha 2|un| kon­
vergens ; mert ekkor tetszés szerinti kis fi-hoz található N küszöb­
szám, úgy, hogy ha n>N, minden k mellett; tehát egyúttal
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|r/1A.|<«, ha n>N, minden k értéknél. Ezzel ki van mutatva, hogy 
ha az abszolút értékekből alkotott sor konvergens, akkor az adott 
sor is konvergens.

Ez a tétel nem fordítható meg. Lehetséges, hogy 2un konver­
gens, bál’ a l'lunl divergens. így például már láttuk, hogy 

váltakozó előjelű sor konvergens (252. lapon) és az abszolút értékek 
sora, az

1 + 1 + 1
2 3r4

sor divergens (252. lapon).
Épen ezért megkülönböztetésül az olyan konvergens sort, mely­

nek tagjainak abszolút értékeiből alkotott sor is konvergens, abszolút 
konvergens sörnak nevezzük; ellentétben az olyan konvergens sor­
ral, melynél a tagok abszolút értékeiből alkotott sor divergens. Az 
ilyent feltételesen összetartó sornak mondjuk.

Az olvasó könnyen bebizonyíthatja, hogy két abszolút konver­
gens sor összege (különbsége) is abszolút konvergens.

9. Abszolút konvergens sor tagjainak szorzása. Az abszolút kon­
vergens sorra vonatkozólag a 6. pont A) alatti állítása jelentékenyen 
általánosítható. Ugyanis ott azt mondtuk, hogy ha a sor minden 
tagját ugyanazzal az a számmal szorozzuk, az új sor is konvergens 
lesz. Most szorzóul ne ugyanazt a számot válasszuk, hanem az 
«i, a2, «s,... számok olyan sorozatát, melynek minden tagja abszolút 
értékre, pl. M véges számnál kisebb, tehát a számok egy tetszés 
szerinti korlátos sorozatát. Ekkor kimondhatjuk, hogy:

Ha a 2un sor abszolút konvergens és <tt, a2, a3,... olyan számok 
sorozata, melyek abszolút értékre valamely póz. M-nél kisebbek, 
akkora 2’antin sor is abszolút konvergens.

£
Ugyanis, ha egy tetszés szerinti pozitiv é adatik, vegyük -- -et 

és határozzuk meg az N küszöbszámot úgy, hogy minden /c-ra nézve:
£

Rn,k ~ lun+il d" lun+2l d H lun+fcl < yj ,

ha n>N. Ez lehetséges, mert a 2jiín| konvergens. Minthogy pedig:
I í,n+iI,zi+id-í,n+2,,n+2d k^+fc^n+A’l<' 

<lrtn+i,,n+iI d" Ian+2un+2l d---------- Hlan+fcun+zJ

és az utóbbi kifejezés kisebb MRn/.-nál, tehát:
rn,k I = I an+iu;i+i d"a/i+2í,n+2d han+klln+k I < MRn,k <

Beke: A differenciálszámítás. II. 17
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ha n>N és k bármely pozitiv egész szám. Ezzel a tételt bebizonyí­
tottuk.

A bizonyításnál szükséges volt tudnunk, hogy a Sun abszolút kon­
vergens; ha feltételesen konvergens, a tétel nem érvényes. így például ha 
az 1 — 1 + ö — j ••• feltételesen konvergens sor tagjait rendre +1, —1. 
+1, —1, . . . korlátos sorozattal szorozzuk, divergens sort kapunk.

10. Komplex tagú sor abszolút összetartásának egy kritériuma. Ha az

(«! + ÍPj) + U2 -j- íl>2) + (u3 + iu8) +•••+- (Un+'pn)+ • • •

komplex számokból álló sorban a valós és a képzetes részekből 
alkotott sorok abszolút konvergensek, akkor az adott sor is abszo­
lút konvergens.

Ugyanis, legyen általában :

nA.-|-mA. = rA.(cos ak+i sin aA.)

a sor /c-ik tagja trigonometrikus alakban ; akkor tehát feltételünk 
szerint a Sr„ cos an és 2rn sin an sorok abszolút konvergensek. Ha 
az első sor tagjait rendre a korlátos

cosoq, cosa2, cosa3,... cosa„,...

és a második sor tagjait megfelelően a korlátos

sin at, sin a2, sin a3,... sin an,...

számokkal szorozzuk, az imént bizonyított tétel értelmében ismét 
abszolút konvergens sorokhoz jutunk és ha ezeket összeadjuk, össze­
gül a konvergens: ----- I"rn4— sort kapjuk. Ezzel kimutat­
tuk, hogy ha a valós és a képzetes részekből alkotott sorok külön- 
külön abszolút konvergensek, akkor az abszolút értékek sora is 
konvergens.

Megjegyezzük, hogy ez a tétel meg is fordítható. Ha ugyanis 
a komplex sor tagjainak abszolút értékei konvergens sort alkotnak, 
[azaz a sor abszolút konvergens] akkor ebből az is következik, hogy

| rt cos at | -|- | r2 cos «2 | | r3 cos a8 H—
valamint j rt sin oq | + | r2 sin a21 + | r3 sin a31 -j—

is konvergensek, tehát úgy a valós, mint a képzetes részekből 
alkotott sorok abszolút konvergensek.

11. A végtelen sor tagjainak elhelyezése. Az abszolút konvergens 
sor tagjait tetszés szerinti sorrendbe helyezhetjük, anélkül, hogy a 
sor konvergenciája megszűnnék és összege megváltoznék. Az állítás 
második része más szóval azt jelenti, hogy az abszolút konvergens
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végtelen sorra nézve is érvényes az összeadásnak a véges számú 
összeadandókból álló összegre vonatkozó, az arithmetika elemeiből 
ismeretes kommutativitása.

Először megmutatjuk azt az első pillanatra sajátságos körülményt, hogy 
általában a konvergens végtelen sornak nincs meg a kommutatív tulajdon­
sága ; vagyis a végtelen sor összegének fogalma úgy állapíttatott meg, hogy 
az a tagok sorrendjétől nem független. A végtelen sor összegét ugyanis 
mint a részletösszegek sorozatának határértékét definiáltuk; már pedig e 
részletösszegek a végtelen sor tagjainak sorrendjétől nem függetlenek és 
így a priori várható, hogy a sorösszeg, mint a részletösszegek limese is függ 
a sorrendtől. Egyszerű példán mutatjuk meg, hogy a tagok sorrendje minő 
befolyással lehel a végtelen sor összegére.

Ez a sor: 1— 4 + 4-—1 + 4--- tudvalévőén konvergens. Jelöljük az 
2 á 4 u

összegét, vagyis pontosabban szólva az

S1=l, Sa = l-y, s3=l-- + y,...

részletösszegek limesét S-sel. S így is írható:

S =S (277-1 ~ 2n) ’
1

vagyis S egyúttal limese az s2, s4, s6, . . . szabályos sorozatnak is. E sorozat 
növekvő, tehát S>s2=l — 4 = 1 és így S=j=O.

És most vizsgáljuk ezt a sort, mely szintén konvergens* és csakis a 
tagok sorrendjében különbözik az előbbitől:

Ez, mint konvergens sor, tagösszevonással még Így is írható :
30

V
/•__ I

(—í-. J__ i______'4n—3 4n—1 2n

Jelöljük ezen sor összegét S'-al. Az előbbi S még két-két szomszédos 
tag összevonásával így is írható :

tehát:
4n—2 1 4n—1 4/r

5'-J=S(ra--i+i) = 

1
00

1X7/1 1
2n

' 4n—2 4n

Le2Ó’
3vagyis S' = — S. Az új sorrendben irt sor összege tehát az eredetitől külön-

* Legyenek a2, a3, ... a„ ... e sor részletösszegei. A a:t, aK, ag,... a3„,...
3sorozatnak van limese, és pedig mint rögtön látni fogjuk, ez: 5'= ^-5; de 

^sn+i = a3n + , <r8„+s = <7sn+i + । Vj , amiből látjuk, hogy a3n+í és
°3n+2~nek ugyanaz a limese, mint <r3n-nek; tehát a sor valóban konvergens.

17*

1 1 1 1

1 1 \
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bözik. Mindjárt látni fogjuk, hogy ez azért van, mert a fölírt sor nem abszo­
lút konvergens.

Valós tagokból álló feltételesen összetartó sor csakis olyan 
lehet, amelyben úgy a pozitiv, mint a negatív tagok száma vég­
telen nagy. Mert hiszen, ha valós tagú sorban pl. a negatív tagok 
száma véges volna, akkor bizonyos indextől kezdve minden tag pozitiv 
lenne és így a sor abszolút konvergens, vagy divergens lenne.

Azt is azonnal beláthatjuk, hogy a feltételesen összetartó V a„1
sor esetében úgy a pozitiv, mint a negatív tagok sora divergens. Jelöl­
jük ugyanis a pozitiv tagokat sorban afl, ait, aÍ3,.. ,-al, a negatívok 
abszolút értékeit sorban cij,, aJs, aJa,.. ,-al, akkor csak a következő 
esetek képzelhetők:

a) úgy a pozitiv tagokból, mint a negatívok abszolút értékeiből 
alkotott sor konvergens. Ez esetben töltsük ki a Sa^ és a 
sorokban az i1,i2,... és a j\, j2,.. indexes tagok közötti helyeket 
csupa 0-sal; ezáltal a két sor konvergenciája nem szűnt meg; ha 
most az így kipótolt végtelen sorokat összeadjuk, (miáltal az erede­
tileg adott sor tagjainak abszolút .értékeiből alakított sorhoz jutunk) 
akkor ismét konvergens sort kapunk; tehát az adott sor abszolút 
konvergens volna;

ó) egyik sor divergens, a másik konvergens. A divergens (egy- 
jelű) sor részletösszegei minden határon túl nőnek, (vagy negatív 
végtelenné lesznek), tehát ha az előbbi kipótlást végezzük és a két 
sort egymásból kivonjuk, szintén divergens sort kapunk, holott az 
így nyert sornak (az eredetileg adott sornak) összetartónak kell 
lennie (mert hiszen feltételesen összetartónak mondtuk);

marad tehát a harmadik eshetőség: c) mindkét sor divergens. 
Látjuk tehát, hogy ha a feltételesen összetartó sornak pozitív és 
negatív tagjaiból külön végtelen sorokat alkotunk, mindkettő diver­
gens lesz.

A feltételesen összetartó sorról megmutathatjuk, hogy összege 
(vagyis a részletösszegek halárértéke) függ az elrendezésétől, sőt a 
valós tagokból állóról azt is, hogy tagjait ágy rendezhetjük el, hogy 
bárminő összeget kapjunk.

Legyenek tehát aj+iu-l-asH----és ----pozitiv tagú divergens
sorok, melyekből a

C1 + C2 + C3 4" ■ ■ '
feltételesen összetartó sort kaptuk oly módon, hogy az a számokat pozitiv, 
a b számokat pedig negatív jellel vettük bizonyos sorrendben.*

Kimutatjuk, hogy a c számokat úgy rendezhetjük, hogy a keletkező végtelen 
sor összege a tetszés szerint megadott a legyen.

E végből vegyünk az íZi+a2-|-a3-|----sorból annyi tagot, hogy összegük

* Minthogy a c sor konvergens, tehát nyilván limcn=0, vagyis liman=0, 
lim bn—0.
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a vagy a-nál nagyobb, de eggyel kevesebb tag összege még a-nál kisebb 
legyen. Tegyük fel, hogy ehhez k számú tag kellett; azaz:

«i4-a24----- és (ha k>l) «i4-a24------------------
Ezt bármely a esetében mindig elérhetjük, mert feltételünk szerint a 

San sor divergens.
Vegyünk most ehhez negatív jellel annyi b tagot, hogy az új összeg 

már éppen a-nál kisebb legyen; például l számút; azaz:

014- ű2-|- • • • 4“Ojt—b,—ö2 ■ * * * bi <C a
és (ha (ii-f-ctad-■ * * “t“Ofc-—bi—Ö2—••• be.

Vegyünk most újból annyi a tagot folytatólagosan, hogy az új összeg 
a vagy a-nál nagyobb legyen, de eggyel kevesebb tag összege még a-n alul 
maradjon. Ilyen kell például k\ számú, azaz:

Íll4-«2H----- —Öl Ö2------------Ö/-|-íífc+i-l-----(-Hfe + fc, > a >
és ai+a24---- |-a*— bj—ö2--------ö;4-<z;.+14------ Faft+/fl_i<a

és ismét Z, számú ö tagot, hogy:

«i4-a24---- Fo/;-—öi—ö2—' • —ö/4- a/r+14----- Fo/c+fc, ö/+1 ö,+2
014-024---- f-Ofc—ö,—ö2-------- 0/4-0^14-----Fak+fci bi+i bi+2 bi+tt—i>a

s í. t. Eszerint tehát a c sorból vett első n tag összegét sn-nel jelölvén, azt 
látjuk, hogy:

s/,-1 < a < s/f, sa+i-i > « >
sk+l+ki-l<a—sJt+l+ki’ •s’fc+/+ki + Z1-l —“>Sk+I+ki+h

s 1. t., vagy általában akármelyik jobboldali indexet m-mel jelölve:
sm i<a<sm vagy sml>a>sm.

Az sm—sm , különbség pedig vagy valamelyik o szám, vagy ö szám és 
minthogy lim o„ — lim bn = 0, tehát ha elég messze mentünk, az

I Sm a I — I ^111 Sin—1 
tetszés szerinti kicsiny lesz, tehát 

✓
lim sm — a. m=«>

Az s,„ sorozat tehát szabályos, ha m a föntebbi sorozatban szereplő inde­
xet jelenti.

Azonban akármekkora legyen is az n index, mindig: s,n' < sn < sm", 
vagy ahol m' és m" az m indexnek két olyan, egymásra követ­
kező értéke, amelyek az n-et közrefogják és így :

lim sn — lim sm = a. n—°o m=°o
Ezzel kimutattuk, hogy a valós tagú feltételesen összetartó sor összege — 

az összeg a megállapított módon a részletösszegek határértéke — bárminő 
szám lehet. A komplex tagú feltételesen konvergens sorokról is megmutat­
hatjuk, hogy a részletösszegek határértéke nem független a részletösszegek 
alkotásánál használt tagsorrendtől.

Egészen másként áll a dolog az abszolút konvergens soroknál. Kimu­
tatjuk ugyanis, hogy az abszolút konvergens sor összege független a tagok el­
helyezésétől.
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Legyen ugyanis ai4-a24-a34----egy valós, vagy komplex számokból álló
végtelen sor, melynél az abszolút értékek sora CjH-Ca+caH---- , ahol Cj — |a,|
szintén konvergens. Helyezzük az a számokat más, tetszés szerinti sor­
rendbe és jelöljük e számokat az új sorrendjükben így: ai, a2, a"3, . . .

Legyen az adott sor összege: s, azaz s az st, s2, s3, s.,, .. . részletösszegek 
sorozatának határértéke. Azt állítjuk, hogy az új elrendezésű sor is abszo­
lút konvergens és összege szintén s.

A konvergenciát így bizonyítjuk: Legyen s egy tetszés szerinti kis pozi­
tiv szám. Elmehetünk az aj-|-a24-a34----sorban olyan messze, hogy az abszo­
lút értékekből alkotott bármelyik Rn A. maradéktag s-nál kisebb legyen; azaz:

Cn+i+cn+2-|----- f-cn+/l.<«, ha n>N.
És most keressük meg az új a'14-a24-a'g4----sorban azt a tagot, amelyik

az «i, a2, a3, .. . aN tagok közül utolsónak fordul elő. Mondjuk, hogy ennek 
az új elrendezésben M index felel meg; vagyis az

a',, <4, a3,. .. «'M
M számú tag között már az a1( a2, . . . aK mind előfordul. Az M-iken túl levő 
tagokból vegyünk akárhányat, pl. Z-et, akkor az így keletkező

I a'nu 11 +1 «m+21 + ■ • • 4-1 «m+I I
összeg csak olyan tagokból állhat, amelyek valamelyik Hn j-ban mind benne 
vannak, ahol i»N; tehát akárminő pozitiv egész szám legyen is Z, minden­
esetre :

i«ín+ll + lam+al 4----- 1" laín+;l <
ha m>M. Ezzel bebizonyítottuk, hogy az a'j-j-a^-l-ag-j----sor valóban abszolút
konvergens.

Ha e sor összege nem volna s, hanem s'=j=s, akkor |s'—s|>a volna, 
ahol a pozitiv szám. Megmutatjuk, hogy ez lehetetlenség. Menjünk el az 
lai|4-|«z|4----sorban olyan messzire, hogy Rn.i,<yr legyen. Az ehhez tar-o 
tozó küszöbszám N legyen.

Ebből egyúttal az is következik, hogy a már ismert jelöléssel: Rn < ~ 
ha n>N és így, minthogy s = sn + Hn+1, tehát, ha n>N:

i Sn S | < g •

M jelentse megint az előbbi M számot és menjünk el az a'j+w'-H----
sorban olyan messzire, hogy az |s„—s'|<~ legyen. Az ehhez tartozó küszöb- • >
számul azonban M-nél nagyobb számot válasszunk. Legyen az M'; tehát: 

De:
s’— S = S'— Sn 4- «n — Sn 4-«n — S

tehát: |s'-s|<|s'— sj,) 4- |sn-s„| 4- |sn —s|.
Legyen n>M'. sf, összegben az sN tagjai mind benne vannak. Ezeken 

kívül csak olyan tagok lehetnek benne, melyek abszolút értékei valamely 
Rn,k maradéktagban szerepelnek. Ugyanezt mondhatjuk s„-ről is, tehát

I sn sn I < -g-

és így: |S'_S|< « +4 + 4,
o o o
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vagyis s'—s|<a. ami ellenkezik azzal a feltevésünkkel, hogy [s' —sl a pozitiv 
a-nál nagyobb; tehát bebizonyítottuk, hogy s'=s.

Kimutattuk tehát, hogy abszolút konvergens sor tagjai akárminő módon 
sorozhatok, anélkül, hogy a végtelen sor összege megváltoznék.

12. Dedekind-féle tétel. Sokszor használják a sorok vizsgálatánál 
ezt a DedekindAöX eredő tételt: Ha San végtelen sor konvergens és 
a számokból alkotottt

I P2 Pl I 4" I q q I 4“ St P3 ! 4"' ‘ ’ 4” I cn—1I 4”
sor szintén konvergens, akkor az

q Pi 4~ rt2 q 4~ a3 ^3 4" ■■ ■ 4” Cn 4~ ■■ ■ 
sor is konvergens.

Legyen a 2an összege s, n-ik részletösszege: sn. Föltételünk 
szerint lim sn—s, tehát az sn részletösszegek mindannyian kisebbek 
abszolút értékre nézve egy véges M számnál.

Minthogy továbbá a ^[Cn—cn_t| sor konvergens, tehát a 
S(cn—Cn-i) is konvergens és így a

(Tn = (c2- ci) + (P3-P2) + (c4—cs) + ••• + (cn—cn-i) 
részletösszegeknek meghatározott határértékük van ; de a jobboldali 
kifejezés nem más, mint cn—q, tehát ebből az is következik, hogy 
lim cn véges és meghatározott számérték.

írjuk az qq4-a2q4~qq4— sorban az Abel által alkalmazott 
eljárás szerint q, a2, a3,... helyett a részletösszegekkel kifejezett 
értékeiket:

q — $i, a2 = S2 ®n a3“^s s2i ^31 • • • an~^n 1, • • •
akkor tehát:

Sn = qq4-«2c24----- Fancn —
= s1c1-]- (q-q) c2+ (q—s2) ca4----- F (q-Sn-i) cn =

' ®l(pl ca) 4~ q(C2 P3) 4" S3(q P4) 4'"‘~F Sjj—i (ín—1P/i) 4- ^ncn-
Mivel pedig

1 Pi P21 4“ IP2 c3! 4* Iq P41 4” ■ ■ ■ 
feltételünk szerint konvergens, azaz

(q—q) 4- (c2—cs) 4- (q—q) 4—
abszolút konvergens, továbbá q, q,q,... abszolút értékei ALnél 
kisebbek, tehát a 9. pont szerint az

si(ci c2) 4- s2 (q p3) 4* S3 (p3 C4) 4“'" 
konvergens és így

lim [q(q —q) 4- q (q-q) 4----- F sn_4 (pn-i—Pn)]
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véges és meghatározott számérték; a limsncn szintén az (minthogy 
lim s„ és lim cri meghatározott értékek), tehát az előbbi

■S'n = (Cj C2) 4“ $2 (<*2 cs) H H s/l—1 (cn—1 Cn) -f- Sncn

összegnek is meghatározott véges határértéke van és ezzel kimu­
tattuk, hogy az a1c14-a2c24-a3C84— végtelen sor tényleg konvergens.

Az a,4-a24-as4----sorról feltettük, hogy konvergens. Most kevesebbet
tegyünk fel róla; azt, hogy az a1+a2+as4----sorból alkotott részletösszegek
mindannyian kisebbek abszolút értékre nézve egy bizonyos M számnál. De 
ennek fejében a c számoktól valamivel többet kívánunk: nemcsak azt, hogy 
a |c2—Cj| + |cg—c2| 4---- sor konvergens, hanem még azt is, hogy limc„ = 0
legyen. Egy új tétel már most így hangzik:

Ha az <í14-a24-a:t4----végtelen sor részletösszegei korlátosak (egy véges M-nél
kisebb abszolnt értékűek) és |c2—ct| 4-|C:)—c2| 4---- konvergens és lim c„=0, akkor

a,c14-fl2c24-a3c34----
konvergens sor.

Ugyanis megint az előbbi átalakítással Sn=‘SJi4-Sn, ahol
Sj, = Sjtc, — C2) 4- s2(c2-c3) 4------f-Sn-ttCn-!—c„) és S" = s„cn.

De limSj, létezik, mert j s„ | < M és S\Ci<—C/.+1 j konvergens. LimS„=0, 
mert lim cn=0 és az sn sorozat korlátos, tehát limS„ létezik, vagyis a Sancn 
konvergens.

A Dedekind-téM alkalmazásaképen a következő fontos példát említjük:
Ha az a04-a1g4-a2f24---- , vagy rövid jelölésben San£n sor konvergens és

|x|<|§|, akkor Sanxn is konvergens. Ha ugyanis c0, c„ c2, .. . gyanánt eze­
ket választjuk:

és a„ — a„§n,

akkor teljesítve van a) hogy a .21i,l=a04-«1£4-a2g24----sor konvergens, b) hogy
a-S|cn—c„ ,| konvergens, (mert |c„-c„ | | y-- 1 | és l®l<Ul)- Így
tehát a Scnan sor, vagyis a Sa„x11 is konvergens. Később látni fogjuk, hogy 
2tanxn abszolút konvergens.

13. Abel-féle sortétel. Ha az at4-a2-|-a34—. végtelen sor részlet­
összegei abszolút értékükre nézve korlátosak és cx, c2,c8,... mono­
ton foggá (illetőleg nem növekvő) sorozat és lim cn=0, akkor az

(iic1-\-a2c.,+a3c3+---

végtelen sor konvergens. (Abel tétele.)
Csak azt kell megmutatnunk, hogy tetszés szerinti kis e-hoz 

található olyan N küszöbszám, hogy

= an+ic/i+i + an+2cn+2_l \~an+kcn+k I ei
ha n>N és k bármely pozitiv egész szára.

Ezt pedig így mutatjuk meg. Tegyük:

an+i — sn+i~sm an+a=sn+2—sn+i» ■ ■ ■ an+k—sn+k~sn+k-M
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ahol sm az /n-ik részletösszeg. Tehát:

Kn,k — (sn+i sn) cn+i~F (sn+2 sn+i) cn+2~l F (sn+k sn+k—i) cn+k 
— sncn+i_Fsn+i(cn+i cn+2) ~F sn+2 (cn+2 cn+s) H '“F

+ sn+k—i(cn+k—1 cn+k) “F sn+kcn+k

és innen, minthogy a zárójelben álló kifejezések és a c-k pozitivok:

; Kn, k | < I sn\ cn+1 ~F | SH+-11 (cn+i cn+2) + | sn+2 I (cn+2 — cn+s) 4------F
+ ls/i+k—11 (cn+k—i cn+k) ~F | sn+k I cn+k-

Az s részletösszegek abszolút értékei feltételünk szerint mind 
kisebbek egy M számnál. Menjünk el már most n-el olyan messzire, 

őhogy minden cn kisebb legyen nél. Az ehhez szükséges kü­
szöbszám legyen N. Ekkor, minden s helyébe M-et téve,

•l^n.lcl <~ ^[cn+i + (cn+i cn+2~Fcn+2 cn+s4 F 
"Fcn+fc—1 cn+k) + cn+fc]> 

vagyis, ha n>N:

I Kn, ki <'~ 4- (l'n+i~cn+k) ~F cn+k) < ’ 271/ = £

és ezzel kimutattuk, hogy az u1c1-|-a2c24— tényleg konvergens.
Ha az eredeti Ean sor konvergens, akkor természetesen az a-kra 

vonatkozó feltétel teljesül és így, ha a c számokat a fenti feltételek­
nek megfelelően választjuk, a Sancn is konvergens. Az A6e/-tétel 
nagy fontosságára való tekintettel erre az esetre újból kimondjuk 
a tételt: Ha San végtelen sor konvergens és ct, c2, c3,... nem növekvő 
sorozat és limc(I=0, akkor a 2cnan végtelen sor is konvergens.

Az AZieZ-tétel a Dedekind tétel speciális esete gyanánt is tekinthető. 
Ugyanis az at 4- a2 4-as -|---- sor részletösszegei korlátosak, továbbá a
ct, c2, c3, . . . sorozatra megszabott feltételekből következik, hogy ez a 
sor: ct — c24-c3 — c4 . . . konvergens (váltakozó előjelű sor, melynek tagjai 
abszolut értékre csökkenőek és limc„=0), tehát a (c4—c2) + (c8—c4) 4----
és a (c2—c3) -f- (c3—c4) + ••• pozitiv tagú sorok konvergensek és igy a :

|Ci—c2|+ |c2-cs| + |c3-c4| + lc -«sl4----
sor is konvergens; limcn = 0; tehát a Dedekind-tétel szerint Scnan kon­
vergens. Az Abel-tételt azért bizonyítottuk be mégis függetlenül, hogy meg­
mutathassuk, hogy fordítva, valós c4, c2, c3,... számok esetében a Dedekind- 
féle tétel egyúttal az AheZ-tételből is folyik.

Ezen állítás helyességét így láthatjuk be:
Minthogy feltétel szerint a — c,l+1) abszolut konvergens, tehát úgy

a pozitiv, mint a negatív tagok konvergens sorokat alkotnak.
Jelöljük azokat az indexeket, melyekre nézve cn—c,l+1 pozitiv, Z betű­

vel, azokat, amelyekre c„—cn+1 negatív, Zc-val. Előbbi megjegyzésünk szerint
S(a- cí+I) és S(ck-ck+1)

konvergensek. A -S(cn—c„+1) konvergens sor összegét jelöljük S-el; akkor
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tehát:
m-1 »

S — 2 ^n+1) T2 (co ^n+i)*

i ni

Az első rész összege: ct—c,„; a második rész ismét végtelen sor.
Ha m nő, akkor a maradéktagban foglalt pozitiv különbségek, 

valamint a negatív különbségek összegei (abszolút értékre) fogynak és 
00 00

minthogy a £| cn—cr,+1| konvergens, tehát úgy a S(ci~cl+i), ln*nt a 2 (c/c—c/c+i) ni ni
O-á válik, ha m végtelenné lesz. Jelöljük a (^í Ci+i)-Ct Fm-el és a x> ni
V (c*—c*+1)-et —s'n,-al, akkor tehát: 
ni

S — c\ cm f n1 ,
ahol e'm és e','n in növekedtével fogynak és lim ej,,—lim fm=0. Innen: ni=-«s

C/n — (Cj S) 4" F/n •

A San sorból a Scmam sort most már négy lépésben alkothatjuk meg: 
először szorozzuk a sor tagjait az állandó c±—S-el, azután sorban a mono­
ton csökkenő O-sá való és e'm számokkal, végül a nyert sorokat össze­
adjuk. Az első operációnál természetesen konvergens sort kapunk, a második 
és harmadik művelet az Aöe/-tétel értelmében szintén konvergens sorokra 
vezet, nemkülönben az utolsó lépés: az összeadás. így tehát a Dedekind- 
tétel valós clt c2,... esetében voltaképen az Abel-tétel speciális esetének 
tekinthető.

14. Más összegező eljárás. A konvergens sor összegét úgy értel­
meztük, hogy ez az összeg: s = limsn. Megmutatjuk, hogy úgy is 
értelmezhetjük, mint a részletösszegek arithmetikai közepének a 
határértékét, vagyis, hogy a konvergens sor összege:

s = iim 5+5+í»+::±8j. .
7l-=00 n

Evéghől megemlítjük ezt a határértéktételt: (L. I. k. 88. 1. 17. 
feladatot). Ha zín u2, u8,... oly sorozat, melyre nézve:

lim(un+1—u„) = a,
ekkor egyúttal:

lim — = a.n oo n

Tegyük fel tehát, hogy az a1-|-a2-f-as+-" sor konvergens, azaz 
lims„=s véges és meghatározott szám. Legyen:

=si+$2 4” $3+‘ * "T^n-

Ekkor tehát: lim (<rn+1—<rn) = lim sn=s

és így az idézett tétel szerint:

lim = lim si+M--+*n = s
n*cc Ti n°o n
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Ezentúl tehát konvergens sor összegét úgg is definiálhatjuk, 
mint a részletösszegek arithmetikai közepének határértékét. Vagy 
részletesebben írva: (sj=at, s2=a1+a2, s8=a1+a2+a3,... téve:)

o-n = Mi + (n—1) a2 + (n—2) a3 4----- f- an
és így:

tehát a konvergens sor összege gyanánt ezt is mondhatjuk:

Mindjárt megjegyezzük, hogy az összegképzés ezen módja egy­
úttal a végtelen sor összegezésének általánosítása. Olyan eljárás ez, 
mely konvergens sor esetében ugyanazt az eredményt szolgáltatja, 
mint az eddigi összegező eljárás. De az új összegezés olyankor 
is eredményre vezethet, amidőn a régi felmondja a szolgálatot: 
divergens sor esetében. így például ez a sor: 1 — 1 + 1 — 1 + ••• 
divergens. Részletösszegei: 1, 0, 1, 0,. . . tehát az eddigi értelmezés 
szerint összegről nem lehetett szó. Az új összegképzés azonban 
célhoz vezet, mert:

(Tj—1, 0"2—1, —2, —2, —3, o"6—3,. .. c2n_ *—<r2n—n,. . .

tehát: lim — =*
P=aCO p 2

és így, ha megint azt az eljárást követjük, amelyet a mathematikai 
fogalmak bővítésénél mindig követni szoktunk, most azt mond­
hatjuk, hogy azon esetben, midőn ezen új módszerrel, az arith­
metikai közép módszerével véges és meghatározott limeshez jutunk : 
ez a végtelen sor összege. Ilyenkor azt fogjuk mondani, hogy az 
illető divergens sort az arithmetikai közepek módszerével szum- 
ináltuk és megkülönböztetésül a konvergens sor összegétől, a lim-^- 

n- a? fl 
határértéket a sor szummájának mondjuk.
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pozitív tagú sorok.

1. Pozitiv tagú sorok. Az összehasonlítás elve. A végtelen sorok 
konvergenciájának többször említett szükséges és elégséges fel­
tétele, hogy lim Rn /c=0 legyen (egyenletesen Zc-ra nézve), ha n vég- 
telenné válik és k pozitiv egész szám. De ezen kritérium alkal­
mazása a legtöbb esetben igen nagy nehézségbe ütközik, mert 
az /í„ ]; áttekinthető alakban való előállítását követeli. Ezért szük­
séges, hogy könnyebben kezelhető kritériumokat állítsunk fel. 
Ilyen egyszerű kritériumot eddigelé csak egyet ismertettünk: a 
váltakozó előjelű sorok konvergenciájának eldöntésére szolgálót 
(251. lap). Most a pozitiv tagú sorokra vonatkozólag tárgyalunk 
néhány egyszerűen kezelhető konvergencia-kriteriumot. E sorokkal 
azért foglalkozunk behatóbban, mert legtöbbször sorok abszolút 
összetartását vizsgáljuk, már pedig abszolút értékekből alakított 
sor pozitiv tagú.

A pozitiv tagú sorokról tudjuk, hogy ezeknél a határozatlan­
ság esete ki van zárva. Az ilyen sorok vagy konvergensek, vagy 
pedig a részletösszegek végtelenné válnak. Ugyanis, ha Uid-Uad-Ugd— 
pozitiv tagú végtelen sor, akkor az sn s2,s3,... részletösszegek mo­
noton növekvő sorozatot alkotnak és így lim sn vagy véges, vagy 
végtelen nagy.

A pozitiv tagú sorok vizsgálatát megkönnyíti a következő össze­
hasonlítási elv:

1) Ha a ---- sor összetartó és az ---- sor
tagjai rendre (bizonyos n-töl kezdve) nem nagyobbak a v1-f-v2-f-v3-f-• • ■ 
megfelelő tagjainál, akkor az u sor is összetartó.

2) Ha pedig a nj+^+^sd---  széttartó és az u1 + u2d-ii3+ ••• tag­
jai rendre nem kisebbek a v sor megfelelő tagjainál (valamely n 
indextől kezdve), akkor az u sor is divergens.

Az első tételt így bizonyíthatjuk be: Jelöljük (fn+id-^n+ad----
+«n+k)-t «„,k-val, (un+1+un+2d----- \-un+k)-t pedig RJ^-val. Ha már
most egy tetszés szerinti kis póz. e adatik, akkor a o sorban elmehe­
tünk olyan messzire, hogy azon túl Rn legyen minden n-re

nézve akármekko 
tagjai feltételünk 
tehát egyúttal a 
hogy R'n,k<e. Ez

A második te 
tagjának összegé 
szerinti nagy M 
messzire, hogy a 
egyúttal U„ is na; 
sorozata minden

2. A Cauchy- 
1-nél kisebb q sz

pozitív tagú sör

-nél valamely in 
veryens; ha pec 
dig 1 vagy 1-né 

Ha ugyanis 
hányadosnál (bi

és egyúttal:

s í. t., vagyis a: 
tagjai mind kis

végtelen geoim 
az adott sor is

A tétel má 
indextől kezdve 
s í. t., tehát ez 
és így a lim i 

n=» 
vergenciának s

Ezt a kritf

* A két sor! 
elhagyhí 

azon taggal keze
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nézve akármekkora pozitiv egész szám legyen is a k; de az a sor 
tagjai feltételünk szerint kisebbek vagy akkorák, mint a v soréi, 
tehát egyúttal az u sorra vonatkozó maradéktagra is érvényes, 
hogy Ezzel megmutattuk, hogy az u sor is konvergens.

A második tételt pedig így bizonyítjuk: Jelöljük a v sor első n 
tagjának összegét Vn-el, az u sorét pedig t/„-nel.* Ha egy tetszés 
szerinti nagy M szám adatik, akkor elmehetünk a v sorban olyan 
messzire, hogy azon túl’ Vn>M legyen ; de ekkor feltételünk szerint 
egyúttal Un is nagyobb Af-nél és így az (\, t/3, Ua,... részletösszegek 
sorozata minden határon túl nő, vagyis az u sor is divergens.

2. A Cauchy-féle kritériumok, A hiperharmouikus sor. Ha van olyan 
1-nél kisebb q szám, mely

"i +u2+nsH----- l"un+un+id---
pozitiv tagú sör két szomszédos tagjának hányadosánál :

»n+i

-nél valamely indextől kezdve mindig nagyobb, akkor az u sor kon­
vergens; ha pedig ez a hányados egy bizonyos n-töl kezdve min­
dig 1 vagy 1-nél nagyobb, akkor a sor divergens.

Ha ugyanis van olyan í/<1 szám, mely nagyobb minden — 
an 

hányadosnál (bizonyos n-től kezdve), akkor

l,n(l
és egyúttal: "n+2<"n+i9, azaz: »n+a<«n92-

,,n+3<'Uii+2í/> ®

s í. t., vagyis azon bizonyos indextől kezdve az Hi+Oj+iiad— sor 
tagjai mind kisebbek az

<hl + lln(l + un(l2+lln(l3 + --- 
végtelen geometriai sor tagjainál; de ez utóbbi konvergens, tehát 
az adott sor is konvergens.

A tétel második része a következőképen látható be : Bizonyos 
indextől kezdve, feltételünk szerint un+í>un, un+2>iin+v un+3>un+2 
s í. t., tehát ezen tagtól kezdve az adott sor tagjai nem fogynak 
és így a limn„=0 egyenlőség sincs kielégítve, ami pedig a kon- n=*
vergenciának szükséges feltétele.

Ezt a kritériumot a gyakorlatban legtöbbször egyszerűbb for-

* A két sorból azokat az első tagokat, melyekre nézve nem áll, hogy 
lln>vn, elhagyhatjuk és a két sort a konvergenciavizsgálat szempontjából 
azon taggal kezdhetjük, amelytől kezdve mindig un>vn.
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mában használjuk; olyan alakjában, amelyben eredetileg d’Alenibert- 
től származik. Ez a d’Alemberl-féle kritérium a következő :

Ha az Uj-j-Ug-j-Ug-f----végleten sorra nézve lim -''-Lt- [élezik és
" » l'n

ez a számérték \-nél kisebb, akkor a sor konvergens; ha pedig ez a 
limesz í-nél nagyobb, akkor a sor divergens.

Miként e fogalmazásból látjuk, a d’AZemőerZ-kriterium szőkébb 
körre vonatkozik, mint a Cauc/zy-féle, mert ez utóbbinál nem kel­
lett föltennünk, hogy két szomszédos tag hányadosának meghatá­
rozott limesze van.

A bizonyítás az előbbire vezethető vissza. Ugyanis, ha

lim = c < 1,= co Un
és c' a c-nél nagyobb, de azért 1-nél kisebb szám, akkor a határ­
érték létezéséből következik, hogy elmehetünk az n-el olyan mesz- 
szire, hogy innen kezdve minden n-re nézve c'-nél kisebb 
legyen. De ha —mindig kisebb egy, az 1-nél kisebb c' számnál, 

,ln
akkor a sor a CaacAy-kriterium értelmében konvergens.

A tétel második része szintén így bizonyítható be. Ha ugyanis 
lim l‘n-+l- = k > 1, a limesz létezéséből következik, hogy bizonyos

Un . u
ÍV-től kezdve minden n-re nézve —n+— > 1, tehát ismét a Cauchy- 
i • •kritérium értelmében a sor divergens.

Látjuk tehát, hogy ha lim °n+1 < 1, a sor konvergens, ha 
u un

lim —n-+-~- > 1, a sor divergens. Ha ez a limesz azonban épen 1, akkor 7l=co Un 1
a sor konvergenciája felől ezzel az eljárással nem dönthetünk.

Mindjárt mutatunk is példákat, amelyekből kitűnik, hogy 
lim ■■■■ ”-+1 — 1 lehet konvergens sornál és divergens sornál is. így 71=00 Ujj

a harmonikus sorban, azaz ebben a sorban :

1+ 2 + l + l+"

az u =— és un+i = tehát lim 0,1+1 = 1.
n n-|-l un

A sorról tudjuk, hogy divergens. Ellenben ez a sor (hiperharmoni- 
kus sor:

l + ±+ 1 +±+...
2Z‘ 3Á ^ 4/; ’

ahol /c>l és amelynél lim -”+1 szintén 1, konvergens.
un
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Ugyanis vegyünk e sor helyett egy másikat, melynek tagjai 
nem kisebbek e sor megfelelő tagjainál, a következő módon:

-- helyett tegyük a nála nagyobb
3 ]

mindegyike helyett a nagyobb —--t;
4*

-i- -t; továbbá -A-, -4-. —- 
2k 5k 6k 7k

1 1_ U.
’ 10* ’' ” 15*

7 tag mindenike helyett a nagyobb s b t-» akkor az új sor a 
következő lesz:

1 + 2T + 2k + 4* + 4* + 4* + 4* + 8* +‘" + 

+ 8* F 16* +’ 16*

Ha erről a sorról kimutatjuk, hogy konvergens, akkor a sorok 
összehasonlítási elve alapján azt is megmutattuk, hogy az eredeti 
sor is konvergens. De ha e sorban az egyenlő tagokat összefoglal­
juk,* akkor ezt az új sort kapjuk: 

8

vagyis ezt:

2
2* 4* 8*

1
2*-i

4

1__
(2*-1)31 +

azaz olyan végtelen geometriai sort kaptunk, melynek hányadosa: 
i és minthogy feltételünk szerint k>l, tehát - < 1 és így e 

sor valóban konvergens, amiből következik, hogy az ú. n. hiperhar-
00 1monikus sor: V — konvergens, ha Zc>l.
in** * 00 1

Most már tehát láttuk, hogy a 2 — végtelen sor konvergens, 
i nk

ha /<•>! és divergens, ha k—1. Az is rögtön következik, hogy
00 1divergens akkor is, ha fc<l, mert hiszen ez esetben aj— minden 

» 1 . ’ ntagja nagyobb a divergens megfelelő tagjánál.

* Itt azt az általános elvet használjuk, hogy ha a Sun pozitiv tagú 
konvergens sor tagjait tetszés szerinti módon zárójelezzük, akkor az új sor 
is konvergens lesz és viszont, ha egy pozitiv tagú sor zárójelezve konver­
gens, akkor konvergens volt eredetileg is. A zárójelezés ugyanis abban nyil­
vánul, hogy az eredeti sor részletösszegei közül kiszemeljük az z'i-ik, z2-ik, 
í3-ik, . . . részletösszegeket, ahol z'1<z2<z3, .. . Könnyen beláthatjuk, hogy ha 
az Sj, s2, s3, . .. monoton növekvő sorozat szabályos sorozat, akkor az 
S/,, sI3, s(-3, ... is ilyen és viszont, és hogy a két sorozat limeszei megegyez­
nek. Máskép: Ha a Su„ pozitiv tagú sor divergens, akkor a belőle tetszés 
szerinti zárójelzéssel alkotott sor is divergens és viszont.
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Összefoglalva ezeket az eredményeket, kimondhatjuk, hogy a
1 

nk
sor konvergens, ha 7c>l és divergens, ha fc<l.

3. A második Cauchy-kriterium. A 2un sor konvergens, ha van 
olyan 1-nél kisebb pozitiv szám, mely nagyobb az yf un-nél, ha csak 
n nagyobb valamely N-nél; ellenben divergens a sor, ha végtelen 
sok olyan tagja van, amelyre nézve yun>l.

Ugyanis, ha ffun kisebb c-nél (c<l), akkor nn<c", tehát a 2'u;i 
tagjai (bizonyos A-tői kezdve) kisebbek az 1-f-c +c2 + c3+ ••• geo­
metriai sor tagjainál. Minthogy pedig c<l, tehát ez a geometriai 
sor konvergens és így a Sun is konvergens.

Ha pedig végtelen sok olyan tagja van a sornak, melynél 
akkor n„ > 1 egyenlőtlenség áll fenn végtelen sok n-rv 

nézve, tehát nem lehet teljesítve a konvergenciának lim un=0 szük­
séges feltétele, a sor tehát divergens.

Ez a kritérium abban is különbözik az előbbitől, hogy benne 
a sornak csak egy tagja szerepel; nem úgy, mint előbb, ahol két 
tag hányadosa fordult elő.

Abban az esetben, midőn lim y/jin létezik, ez a kritérium is /» = <»
egyszerűbb alakot ölt. Ugyanis, ha lim yf un < 1, akkor a sor kon­
vergens, ha pedig lim a sor divergens.

Az első esetben így bizonyíthatjuk be állításunkat: Ha
lim un—c<l, akkor vegyünk egy c' számot a c és 1 között. A limesz 
létezéséből következik, hogy bizonyos A-től kezdve yjun<c', tehát 
az általános kritérium alapján sorunk konvergens. Ha pedig 
lim í^u„>l, akkor a limesz létezéséből következik, hogy bizonyos /{ — co _
A'-től kezdve un>l, tehát a sor divergens.

A konvergencia, illetőleg divergencia tekintetében a kérdé­
ses limesz alapján nem dönthetünk abban az esetben, midőn 
lim y^u,t—l. így például a 2 hiperharmonikus sor esetében

i nk

Ha 7c <1 a sor divergens, ha 7c>l, akkor pedig konvergens, holott 
mindig lim yjun—l.

Il=O0
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Még megjegyezzük, hogy ha a d’Alembert-féle kritériumban 
szereplő határérték, azaz

lim ——n—co Un
létezik, akkor egyúttal létezik a

lim un n-co
is és e két határérték megegyezik. Ezt az érdekes tételt bebizonyí­
tottuk már (L. I. kötet 89. lap). Ehhez most csak azt a megjegy­
zést akarjuk fűzni, hogy ez az állítás nem fordítható meg. Ugyanis 
meglehet, hogy lim y[un létezik, de lim n+1- nem létezik. így például, n=-«> n—oo Un
ha a és b egymástól különböző pozitiv számok és u2ll=a"b't, 

— unlfn+1, ha n=1,2, 3,..., akkor lim -ÍÍS!±1 nem létezik, mert 
‘ IZ 4. uha m páros, akkor _E±X — ft, ha pedig m páratlan, akkor —= a ; 

X uni
ellenben, ha m páros, akkor yuin—(ab)2; ha m páratlan, akkor 
j7um —(aü)2a smftani így:

lim jZu,n = {ab)2.

4. A sorok összehasonlításának más módja. Ha a 2vn pozitiv tagú 
sor konvergens és a San pozitiv tagú sor szomszédos tagjai bizonyos 
indextől kezdve ilyen egyenlőtlenségeket elégítenek ki:

Jfn+i vn+i 
a„ - »n ' 

akkor a 2un is konvergens.
Ha pedig 2vn divergens és a 2un sor tagjaira az

egyenlőtlenségek állnak, akkor a 2’un is divergens.
Ugyanis, ha

Hn+1 < vn+i 
an ~~ vn ’

akkor: °n+i < un 
vn+l ~

és így: un «n+i<»n+i — un

Épen így: ,ln+i unLln+2<ivn+2 n <^vn+2pn+i un

s í. t. általában : lln 
lln+k vn+k ' un

Beke: A differendálszániitás. II. 18
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De a Wi+Wa+fgH— sor konvergens, tehát ha tagjait — meghatáro- 
l,n

zott számértékkel szorozzuk, szintén konvergens sort kapunk és 
így a sorok eredeti összehasonlítási elve alapján következtetve, a 
Sun sor is konvergens.

E kritérium második része pedig így hangzott: Ha a 2vn diver­
gens és a 2un sornál bizonyos tagtól kezdve:

un+i > ^n+i 
~ ’

akkor a 2un sor is divergens. Ugyanis az előbbihez hasonlóan :
unun+i>vn+i vn

un+i un
un+2 ->vn+2 ->vn+2 „vn+i un

s általában: un+k >vn+k -f- ,
un

tehát a £un sor tagjai bizonyos tagtól kezdve rendre nagyobbak az
— £t>m divergens sor tagjainál; tehát a Sun valóban divergens. 
vn

5. Nehány konvergens (divergens) sor készítése. Legyen az /(x) egy tetszés 
szerinti korlátlanul és monoton növekvő pozitiv függvény; ekkor tehát az

/(l), /(2), /(3), ... /(n),...
monoton növekvő korlátlan számsorozat, lim/(n)=oo.

n—<»

Ebből készítsük a következő végtelen sort:
[/(2) -/(l)] + [/(3) -/(2)] + • • ■ + [/(n+1) -/(n)] + • ■ •

Tagjai pozitivok és az n-ik részletösszege:
sn=/(n+l)-/(l),

CO

tehát sn az n-el végtelenné válik. A 2 [/(n+1) — J (n)] sor tehát divergens.
i

Ha pedig a
OO 1
X’/(h)—TöF+íy)

pozitív tagú végtelen sort készítjük, akkor
1 1

Sn ~ /(l) /(n+1) ’
tehát lim s„ = , vagyis a felírt sor konvergens.

Ha tehát /(x) pozitív monoton növekvő függvény és lim/(x)=oo, akkor a

,. 2[/(n+l) —/(n)]divergens, a
V r~1____ 1—j

pedig konvergens.
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Hasonlóképpen mutathatjuk meg, de az előbbiből is következik, hogy 
ha <p(x) monoton csökkenő függvény és lim <p(x)=0, akkor a S[<p(n— 1)—^>(n)] X=oo
sor konvergens és a 'S’f—------- . 1 divergens.

Lássuk ezen eljárás alkalmazását néhány példán. 1. Példa. Legyen a 
monoton növekvő függvény: logx. Előbbi tételünk szerint tehát a

2[log (n+1) — log n] ti
sor divergens. Ha log(n+1) — logn-re az

/■(/>) -/(a) =/’ [a+& (h-fl)J (b-a)
középértéktételt alkalmazzuk, akkor azt találjuk, hogy:

log (n+1) -logn = ——, n+#„ 0<$„<l,
00 cc

tehát a 7 sorLln+»n t 
divergens, mert >-----—.n n+»„

3. Példa. Legyen a monoton növekvő fix) függvény: log log x [csak 

divergens. Ebből nyomban következik, hogy a y ' is
1 i n

e''-nél nagyobb x-eket vegyünk figyelembe]. Eszerint a
A’ [log log (n+1) — log log n]

divergens. Alkalmazzuk ismét a középértéktételt:

log log (n+1) — log log n = —, _ , ,----——-r-, 0<d„<l.8 s 88 (n+#n) log (n+»„)

Arra jutottunk, hogy a N’ „ , „ sor divergens. Ebből ismétJ ’ SJ (n+#„) log (n+&„) 8
azonnal következik, hogy a

y_1__n log n
végtelen sor divergens.

3. Példa. Tekintsük most a monoton csökkenő f(x)=xu függvényt, ahol
a pozitiv. Itt teljesítve van a lim/(x)=0 kívánság is. ErreX’ = =o
megjegyzésünket, azt látjuk, hogy a £[n (n+1)"“] sor 

alkalmazva előbbi 
konvergens. De a

középértéktétel szerint
n" (n+l)-“-(n+#n)1+o, 

oo
ahol pozitiv, 1-nél kisebb szám. Eszerint tehát a V;— ,

(n+#„)
gens és ebből nyomban következik ismét, hogy a

sor konver-• a

is konvergens, mert

y_L_
—' n1+" 1

1 1
(n+l)1+“ < (n+#n)1+“

4. Példa. Ha f(x) gyanánt a (logx) “-t választjuk (a>0) és megint figye­
lembe vesszük, hogy:

dog[Iog<„+1>] ■= ,
akkor következik, hogy a

18*
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—j ii (log n)1

végtelen sor konvergens, akárminő kis pozitiv szám az a.
A már ismert eredményeken kívül (a harmonikus sor divergenciája és a 

hiperhannonikus sor konvergenciája) most arra jutottunk, hogy a 

1

sor divergens, ellenben, ha a tetszés szerinti pozitiv számot jelent, a

y 1____
n (log n),+“ 

konvergens.
E kél sorra vonatkozólag a Cauchy-féle vagy a D’Alembert-féle krité­

riumok felmondják a szolgálatot, mert mindkét esetben lim-^il±i = l.
n » Un

6. Az összetartás (széttartás) fokozatai. Már láttuk, hogy a JSun pozitiv tagú 
konvergens sorból új konvergens sorokat állíthatunk elő, ha tagjait rendre 
Cj, c2, cs, . . . pozitiv számokkal szorozzuk, melyek felső határa véges; éppen 
így a pozitiv tagú divergens Sbn sorból a c,, c2, c3, . . . pozitiv számokkal való 
szorzással ismét divergens sort kapunk, ha a c15 c2, c3, . . . sorozat alsó határa 
0-nál nagyobb.

Vagy más szóval: Ha a Su„ konvergens és —— bizonyos n-től kezdve 
un />,az M számnál kisebb, akkor San is konvergens és ha Svn divergens és —— 

az m pozitiv számnál nagyobb, akkor 2tbn is divergens (u„, an, vn, b„ mind 
pozitivok).

Ha az számok mind kisebbek a pozitiv M-nél és még alsó határuk 
0-nál nagyobb, akkor a Sa„ konvergenciáját ugyanolyan rangúnak mondjuk, 
mint a üun-ét és ha a —■ számok nemcsak egy pozitiv m-nél nagyobbak, On
hanem még ezenkívül felső határuk véges, akkor a divergenciáját ugyan­
olyan rangúnak tekintjük, mint a Svn-ét.

Két pozitiv tagú végtelen sor tehát egyenlő rangúan konvergens (divergens), 
ha bizonyos n-től kezdve, tagjaik hányadosa két véges pozitiv szám közé esik.

Meglehet azonban, hogy ha a 2tu„ konvergens sor tagjait rendre a kor­
látlanul növekvő

Cj, c2, c3, . . .

sorozat tagjaival szorozzuk, az új Scntin sor mégis konvergens marad. Ilyen­
kor tehát a második sorról [cnan=an téve], a San tagjairól, nem mondhatjuk, 
hogy egy véges számon alul marad, hanem ellenkezőleg -- végtelenné un
válik.* Akkor a San konvergens sorról azt mondjuk, hogy konvergenciája 
alacsonyabb rendű a 2un konvergenciájánál.

■ Landau jelölésével: Ha f(x) és <p te) pozitiv függvények, melyek x-szel 
végtelenekké válnak, de mindig egy véges Af-en alul marad, így írjuk: <f> \X) ft^'\
f fr) — 0[<P to]- Ha pedig lim J 7 — 0, akkor fte) — o foto]. 0 és o az ordo•T oo <p(x> J
szó kezdőbetűi.
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Éppen így, ha Sv„ divergens és tagjait a zérushoz tartó pozitiv 
ti, c2, c3, . . . sorozat tagjaival szorozzuk [limc„=0], lehetséges, hogy az új 
sor: Sbn [í>(l=cni>„] szintén divergens. Ekkor divergenciáját a Sv„ diver­
genciájánál alacsonyabb rangúnak mondjuk.

A pozitiv tagú konvergens 2an sor konvergenciája alacsonyabb rendű a 2tun 
sorénál, ha a" korlátlanul nő; a divergens 2bn sor divergenciája alacsonyabb 

lln ■ bnrendű a 2v,,-énál, ha hm—— = 0.n ~ vn
Azt állítjuk, hogy minden pozitív tagú konvergens (divergens) sorból alkot­

hatunk alacsonyabb rendű konvergens (divergens) sort.
Ugyanis legyen a 2a„ egy tetszés szerinti pozitiv tagú divergens sor. 
Szorozzuk meg a San n-ik tagját

1
,+ Vsn

-nel, ahol sn a San n-ik részletösszege (a gyökök pozitiv értékei vétetnek). 
A 2an divergens, tehát limc,(=0. Minthogy pedign = oo

Sn—1,

tehát: c„ a„ = |/s„ -1/s„_v
1 s» + k sz1-i

Az így keletkezett Si^s,, —sor divergens. Ugyanis 
ni ___ m _ __
S (Ks/i -/Sn-l) = /sm—tehát 2 (V sn-j/ sn_t) 2 2

m-mel együtt végtelen naggyá lesz.
Látjuk tehát, hogy a 2!an divergens sorból a Scnan = SlYsn — lZsn-i) 

divergens sort állítottuk elő oly módon, hogy tagjait rendre olyan ct, c2, c3, . . . 
számokkal szoroztuk, melyekre nézve lim cn=0. Az új sor divergenciája tehát 
alacsonyabb rendű, mint az eredetié volt.

Ha pedig a pozitiv tagú 2'an sor konvergens, akkor limfi„—0, ahol R„ n—«>
az Gn-l-a,l+1+a„ 12d---- maradéktagot jelenti. Ha most meg <p(x) gyanánt
olyan monoton csökkenő függvényt képzelünk, melyre <p (n) = \ Rn, akkor 
lim <p(n) = 0 és a

V [íP(n) - <P (n+1)] i
konvergens. Szorozzuk meg a;1-et, vagyis az R„ — Bn+1-et a 

_______ 1___
c" ~ ÉKr,

-el, melyről tudjuk, hogy lim cn=oo.

tehát a Scnan sor is konvergens, bár a cn szorzó számok korlátlanul növe- 
kesznek.

Megmutattuk tehát, hogy a ct, c2, c3,. . . korlátlanul növekvő faktorok 
úgy választhatók, hogy általuk egy megadott pozitiv tagú konvergens sorból 
megint konvergens sor válik. Ha e faktorokat erősebben növekedőknek vá­
lasztjuk, akkor természetesen a San konvergens sorból divergens 2tcnan sor
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válhatik. Megmutatjuk már most, hogy egy megadott monoton és korlátlanul 
növekvő

co, cn c2» c3,. ..

sorozathoz mindig készíthető egy 2an konvergens sor oly módon, hogy a Scnan 
divergens legyen.

A c számok mind pozitivoknak képzelhetők. Válasszuk a dt, d2, d3, . . . 
pozitiv számokat úgy, hogy

dIt — cn i, (n=l, 2, . . .)

legyen. Ekkor a d számok korlátlanul növekedő monoton sort alkotnak, tehát a

konvergens és a S(dn+J—dn)

divergens. Az utóbbi sor az előbbiből úgy keletkezik, hogy az n-ik tagot 
dndn+í-el szorozzuk. De d,,dn,t = \fc„ ,cn<c„. Ha tehát a

oo
^'dn dn+1>

konvergens sor tagjait rendre ct, c2, c3,. . . faktorokkal szorozzuk, akkor olyan 
sort kapunk, melynek n-ik tagja a d„+1—d„-nél nagyobb, tehát okvetlenül 
divergens.

Látjuk tehát, hogy ha c,, c2, c3,. .. monoton növekvő sorozat és 
limcn = oo, akkor készíthetünk egy San konvergens sort úgy, hogy a 2c„an 
már divergens legyen.

7. Hadamard tétele. Ezzel kapcsolatban fölvethetjük azt a valós tagú 
sorokra vonatkozó kérdést, hogyan kell a c15 c2, c3, . . . (reális) szorzó számokat 
választanunk, hogy ha egy tetszés szerinti konvergens San sor adatik [és pedig 
nem éppen pozitiv tagú sor], a Scnan is mindig konvergens legyen ?

Ha Cj, c2, c3,.. . korlátos sorozat, azaz minden n-re |cn|<M és az adott 
sor abszolút konvergens, akkor nyilván a Scnan is konvergens; mert hiszen 
e sor maradéktagja:

rnk = Cn+i«n+i4----- <-cn+fcan+Jt és így |r„k|<M(|an+iH----- l-|«n+*l)-
De ha az adott sor nem abszolút konvergens, már ezt nem mondhatjuk. (Így 
például, miként már más helyen említettük, 1 — 4-  1"4— konvergens 

sor és ha tagjait rendre az 1, —1, -4-1, —1,... számokkal szorozzuk, divergens 
sort kapunk.) Látjuk tehát, hogy a c15 c2, . .. sorozat korlátossága még nem 
elég ahhoz, hogy minden 2la,, konvergens sorból konvergens Sc„a„ sor 
keletkezzék. Másrészt elégséges, de nem szükséges, hogy a c2, c3,. . . 
szorzók pozitivok legyenek és fogyó sorozatot alkossanak és lim c,,=0 legyen. 
Ekkor ugyanis, mint már láttuk (Abel télele a 264. lapon), a Ean konvergenciá­
jából következik a Sanclt konvergenciája. De már egy más, megfelelő tétel is 
rendelkezésünkre áll: Ugyanis a 263. lapon láttuk, hogy ha San konvergens és 
•S|cn—cn_i| is konvergens, akkor a Scnan is konvergens. (Dedekind tétele.)

Már most azt állítjuk — és ebben van a Dedekind-tétet nagy jelentő­
sége, — hogy annak a szükséges és elégséges feltétele, hogy a Scnan mindig 
konvergens legyen, bárminő is a San konvergens sor, az, hogy a S(cn—cn+1) 
abszolút konvergens legyen. Hogy ez a feltétel elégséges, azt tudjuk, hiszen ez 
éppen a Dedeávnd-tétel. Csak azt kell megmutatnunk, hogy szükséges is.
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Először is megjegyezzük, hogy a cn számok sorozata nem lehet korlát­
lan, mert ez esetben alakítható volna a c számokból legalább egy

Cfp Cfp cta, ■ ■ ■
pozitiv sorozat, mely monoton növekednék minden határon túl [vagy esetleg 
olyan negatív sorozat, mely monoton fogyna —oo-ig], De ekkor találhatnánk 
ehhez a 6. pont szerint pozitiv

«ít, '
számokat úgy, hogy 2a„ konvergens és 2c„an divergens lenne [n jelenti 
az íj, í2, i3, . . . indexeket]. Ha a hiányzó indexeknek megfelelő a számokat 
0-oknak vesszük, akkor tehát konstruálhattuk a 2an konvergens sort úgy, 
hogy a 2c„an divergens legyen. így tehát a c szorzók nem teljesítenék azt 
a követelést, hogy minden konvergens 2an sorból konvergens 2cnan sort 
alkossanak.

A Cj, c2, c3, . . . számok tehát felül és alul korlátosak és így a 2t(cn—cn+i) 
csak konvergens sor, vagy határozatlan (ingadozó) lehet, mert sn — c, — c„ 
mindig felül és alul korlátos.

Azt akarjuk bebizonyítani, hogy ha a c2, c2, c3, . . . sorozat minden kon­
vergens 2an sorból konvergens 2cna„ sort létesít, akkor a 2\cn—c„+11 
sornak konvergensnek kell lennie. Kimutatjuk, hogy az ellenkező feltevésből, 
vagyis abból, hogy a A"c„—c,l+11 divergens, következik, hogy van olyan 
2a„ konvergens sor, melyből a ct, c2, c3, . . . tényezőkkel a divergens 2cnan 
sor keletkezik.

Tegyük fel tehát, hogy JS|cn—cn+1| divergens. Ebből következik, hogy 
a 2(cn—c,1+i) sor pozitiv tagjai és negatív tagjai különválasztva, divergens 
sorokat alkotnak; mert ha mindkettő konvergens lenne, a sor abszolút 
konvergens lenne; ha egyik divergens, a másik konvergens volna, akkor a 
2(cn—c,!+1) | végtelen volna, vagyis lim | c„ \ = oo volna.

Jelöljük z-vel a S(cn—cn+1) pozitiv tagjainak megfelelő indexeket és 
k-val a negatív tagokét. Ekkor tehát a

2(cí-c,+1) és a -2(ck—ck+t)
pozitiv tagú sorok divergensek. Eszerint találhatunk olyan monoton 0-hoz 
konvergáló pozitiv számokat, amelyekkel 'az első sor tagjai szoroztatván, 
még mindig divergens sorra jutunk. És éppen így olyan tk monoton csök­
kenő, O-hoz konvergáló számokat, melyekkel a második sor tagjai szoroztat­
ván, még mindig divergens sort kapunk. A

2ti(Ci-ci+i) és 2(—tk)(ck—ck+1) a)
pozitiv tagú sorok tehát divergensek és így összegük is divergens. Ha a 
t, és (—tk) számokat az indexeik sorában rendre r2, r3, . . .-mai jelöljük, 
akkor a r számok sorozatáról tudjuk, hogy limrn = 0. Az a) alatti két diver­
gens sor most már egybefoglalva így írható:

(cn cn+l), 
és az n-ik részletösszeg

sn = (<T c2) -T r2 (c2 c3) + • * * -T tn (cn cn+i),
még így is írható:

Sn — T, Cj -|- C2 (t2 Tj) 4- C3 (t3 t2) -(-••'+ cn(rn ^n-i) Cn+íTn.
Az sn minden határon túl nő, tehát, minthogy Ttct és cn+lrn egy meg-
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határozott véges számnál kisebbek [az utóbbi azért, mert cn+1 korlátos és. 
lim rn=0], tehát egyúttal a

<r„ = c2 (t2~*1) + cs (r3—t2) + • • • + cn (Tn—c„ _,)

is végtelenné válik az n-el, vagyis a
00
-^cn (Tu Tn-1) n-2oo

végtelen sor divergens. A S(tr„—rn_i) ellenben konvergens, mert az első n 
tag összege rn+1—Tt, ahol lim r,l+1=:0.

íme tehát abból a föltevésből, hogy a S(cn—cn+1) nem abszolut kon­
vergens, következett, hogy van olyan S(rn—konvergens sor, melyből a 
Ci, c2, c3,. . .-mai való szorzással a Scn (tn—rn-i) divergens sor keletkezett. 
Ezzel bebizonyítottuk, hogy a Dedekind-féle tétel megfordítható, vagyis hogy 
minden 2an konvergens sorból Scnan konvergens sor keletkezzék, annak szük­
séges és elégséges jeltétele, hogy a S(cn—cíl+1) abszolut konvergens legyen-*

8. Monoton sorok konvergenciája. A 2an konvergenciájának egy 
szükséges feltétele, hogy liman=0 legyen. Ha a sor tagjai pozitivok, 
még többet is mondhatunk; t. i.: ha

lim nan

létezik, ez nem lehet O-tól különböző. Ha ugyanis lim nan=A>0 volna n=oo
és A' egy tetszés szerinti pozitiv, A-nál kisebb szám, akkor elme­
hetünk az n-el olyan messzire, hogy azon túl minden

nan>A'
A'legyen, vagyis an > —, tehát az adott sor tagjai bizonyos n-től 

kezdve mindannyian nagyobbak az A'-el szorzott harmonikus sor
OO

tagjainál; miből következik, hogy 2ön is divergens.
0

Ha tehát a pozitiv tagú 2an tagjaira nézve lim nan létezik, akkor n—oo
a konvergenciának szükséges feltétele, hogy ez a limesz 0 legyen. De 
ez a feltétel még mindig nem elegendő. Egy példán mutatjuk meg,

limnan=0 és a sor mégis divergens. Ilyen sor:S“|o^7’ 
melyről már tudjuk, hogy divergens, bár

lim n • —---- = lim — = 0.n=~ nlogn ,!-» logn

E szerint tehát, ha a £an pozitiv tagú sor konvergens, két eset 
lehetséges: Vagg limnan=0, vagg lim nan nem létezik.

* Hadamard: Deux théorémes d'Abel etc. Acta Math. 27.
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Pozitív tagú konvergens monoton csökkenő sor esetében a má­
sodik eset néni lehetséges. Kimutatjuk ugyanis, hogy ha a £an mo­
noton csökkenő pozitiv tagokból álló konvergens sor, akkor minden­
esetre :

lim nan—0,

vagyis a pozitiv tagú monoton csökkenő sorokra nézve az összetar­
tásnak szükséges feltétele nemcsak az, hogg lim an = ü leggen, hanem 
ezen felül az, hogy limuan=;0 legyen. n=co

Ha ugyanis ez nem volna teljesítve, akkor az

«i, 2a2, 3as,... nan,...

számoknak volna a O-tól különböző (tehát pozitiv) sűrűsödési helyük 
is; azaz volna olyan pozitiv A, melynél végtelen sok nan nagyobb 
volna. Legyen a fönti sorozatban az első ilyen, A-nál nagyobb szám : 
ntant; tehát

/iiani>A.

A 27^-iken túl is van ilyen nan (mert hiszen végtelen sok van). 
Legyen a 2/^-iken túl levők közül az első az n2 indexű, melyre 
nézve

n2aílj > n2 > ^ni-
Épen így: n3 ans > A n8 > 2n2

As í. t. így tehát: ani > — ; de a sor monoton csökkenő; tehát az 
^2

an, előtti tagok is mind nagyobbak —-nél. Az nt-ik tagtól az n2-ik
tagig (bezárólag) n2—tag van és minthogy n2>2n1, tehát e tagok 

n /Iszáma -y-nél nagyobb; e tagok összege tehát nagyobb --nél. 
Épen így mutatjuk meg, hogy az n2-ik tagtól az n3-ik tagig terjedő 
rész összege is nagyobb - -nél s í. t., miből következik, hogy a San £
sor divergens. Ezzel bebizonyítottuk, hogy monoton csökkenő sor
csakis akkor lehet konvergens, ha limnan=0.Jl- «5

Ha azonban a pozitiv tagú sor nem monoton csökkenő, akkor 
a konvergenciájának ilyen szükséges feltétele nincsen. Akkor is kon­
vergens lehet, ha lim nan nem létezik. Általában kimutatjuk, hoqy ha 
a sor nem monoton csökkenő, akkor a konvergenciának semmiféle 
ilyen alakú szükséges feltétele nincsen. Azaz: Ha g>(n) megadott 
tetszés szerinti, az n-el monoton növekedő korlátlan függvény, akkor 
mindig található olyan pozitiv tagú konvergens sor, melyre nézve a

lim99(n)a„ 0 /!■=<»
nincs teljesítve. Ilyen végtelen sor igen könnyen konstruálható.
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Ugyanis legyen a1-]7a24-a34---- egy tetszés szerinti pozitiv tagú 
konvergens sor. Elmehetünk 7?-el olyan messze, hogy —< a1 
legyen; meit hiszen az n-nel korlátlanul nő. Monojuk, hogy 
ez teljesítve van, ha n = nx ; azaz: * < a1. Épen így legyen

1 VVh)
az Uj + l-nél nagyobb n2-re: ——^-<a2, az n2 1-nel nagyobb 

1 tS ''n'2'n3-ra: ——r-<a3,... És most készítsük el azt a sort, melynek 
>^3/ J 1n,-ik tairia: ——r-, n,-ik tagja: —r- s í. t., és ha n különbözik 1 99(77.) “ p(n2) ’ i

az 77., n2, n3)... indexektől, az n-ik tagja legyen pl. -2 • Ez
mindenesetre konvergens sor; mert hiszen a tagjai rendre kiseb­
bek mint az adott \un tagjai, illetőleg akkorák, mint a 
konvergens sor tagjai. Ha az így készített sor tagjait a., 
jelöljük, akkor azt látjuk, hogy a

y 1 ...
^99(77) 

a2, a3, .. ,-al

9’(")an

szorzat -2 , ha 774=77,- (' = 1,2,3,...) és 1, ha n=n,-, tehát lim<p(n)an ír n=ooz
nem létezik.

Kimutattuk tehát, hogy ha 99(77 tetszés szerinti korlátlanul 
növekvő függvény, mindig található hozzá olyan pozitiv tagú kon­
vergens sor, melyre nézve a lim cp (ti) an = 0 nincs teljesítve, vagyis 
a pozitiv tagú sor konvergenciájának nincsen olyanféle szükséges fel­
tétele, hogy a tagjainak egy monoton korlátlanul növekvő szám­
sorozat megfelelő tagjaival való szorzatai O-hoz konvergáljanak.

Másként áll a dolog monoton csökkenő sorra nézve. Ilyen sor 
konvergenciájának szükséges feltétele, miként láttuk: lim na„=0. n—oo
Kérdés, van-e ezenkívül más, ilyen fajta szükséges feltétel:

lim n<p(n) an=0, n«=oo
ahol 99(77) korlátlanul növekedő függvény? [ha 99(77) korlátos volna, 
akkor ez nem mondana egyebet, mint a lim nan=0]. Megmutatjuk, 
hogy ilyen általános konvergencia-kriterium nincsen.

Legyen a.+ot2-pa3-j— egy tetszés szerinti pozitiv tagú mono­
ton csökkenő konvergens sor. Minthogy 99(71) korlátlanul nő, tehát 
meghatározhatjuk n.-et úgy, hogy < ai legyen- Válasszuk 
már most n2-t úgy, hogy n2 > 2nt legyen és -—< «2; továbbá 

1 <P(n2)
”8-at úgy, hogy n3>2n2 legyen és - < a3 s í. t.

9? \ns)
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Képezzük most a következő sorozatot:
1 1 _ ___ 1_

a"' ~ ’ an' ~ ’ an’ ~ '

E számok csökkenőek. A hézagokat töltsük ki így: at, a2,... an,-i mind 
egyenlő legyen ani-el; az első n1 tag összege tehát kisebb, mint av Az 

és n2-ik közötti tagok^ melyek száma n2-nél kisebb, mind egyenlők 
legyenek an,-vel; e tagok összege tehát kisebb n2 —y -nél, 
vagyis kisebb a2-nél s í. t. A sor tehát, amelyet az a1( a2, a3,... mono­
ton csökkenő (nem növekvő) számsorozatból megalkottunk, konver­
gens. Végtelen sok n indexre áll azonban :

M") an=l,
tehát a limnűz(n)an=O nincs teljesítve. n = <»

Láttuk, hogy limna„ = 0 a pozitiv tagú Sar, sor konvergenciájának álta­
lánosságban nem szükséges feltétele, azaz lehet a sor konvergens, bár lim nan n = °© 
nem is létezik. De mégis egyet megjegyzünk: Az nan számok több helyen 
sűrűsödhetnek; de egyik sűrűsödési hely okvetlenül a 0.

Ez más szóval azt jelenti, hogy bármily kis pozitiv szám legyen is az s, 
végtelen sok olyan tagja van a sornak, melyre nézve nan<t. Sőt általáno­
sabban: Ha ai4-«2+«sH---- tetszés szerinti pozitiv tagú divergens sor és a
pozitiv tagú San sor konvergens, akkor az ~ ~ . egyik sűrűsö­
dési helye (a limes inferior n—oo-re) mindenesetre a 0. Ugyanis ha e sűrűsödő 
helyek között a 0 nem foglaltatnék, akkor volna olyan pozitiv A szám, 
melynél — véges számútól eltekintve — minden nagyobb volna. De ha 

an
-“-2- > A, 
«n

akkor a San tagjai bizonyos indextől kezdve nagyobbak a divergens ASan 
tagjainál; tehát San is divergens volna. Ha a„ = , akkor San divergens és
így a most bizonyított állítás azon speciális esetére jutunk, hogy az na,, 
számok egyik sűrűsödő helye: 0. Legyen an = 1/gn a Poz*^v 
konvergens, akkor végtelen sok olyan an van, melyre nézve n log n . an < e, 
ha e tetszés szerinti pozitiv szám, mert —t~----divergens.

9. Bertrand-féle sorok. A „ harmonikus sor divergens. Azt is 
tudjuk, hogy 

szintén divergens, bái tagjai az előbbi sor tagjaiból úgy keletkeztek,
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11 I * ' k 1 1- 1 1 1
hogy azokat a zérushoz konvergáló-:-----  , -r—i-----,soro-6 log2 log3 logn ’
zat tagjaival szoroztuk. E sor divergenciáját a már közölt eljárás­
tól eltérően még úgy is megmutathatjuk, mint a harmonikus sorét 
(1. 253. lapon). Ugyanis e sorban:

2 log 2 3 log 3 4 log 4 

+ 5 lógó +"'+ 81og8 + 9 log 9 +~"+ 16 log 16 + " ’

a megjelölt részeket összefoglaljuk és minthogy a sor csökkenő, 
minden csoportban az egyes tagok helyett a csoport utolsó tagját 
képzeljük. Az egyes csoportokban a tagok száma: 1, 2, 4, 8,. . . lévén, 
e csoportokban foglalt tagok összegei megkisebbítve a következők:

vagyis:

1 -1 1 1
2 log 2 ’ 2 log 4 ’ 2 log 8 ’ 2 log Í6 ’ ’ '’

1__ __ 1__ 1 ___ 1
2 log 2 ' 4 log 2 ’ 6 log 2 ’ 8 log 2 ’ ’’

\’l harmonikus sor divergens, ez az így nyert
1 X1 T . 11 X1 1—i--- « /, is divergens. Eszerint tehát a ,------ divergens.2 log 2 á-i n b X1 1 í—/nlogn

Tovább megyünk. A divergens sor tagjait rendre
i----r------- fii szorozzuk [n>ec-től kezdve]. Ezáltal alog log n J

y___ 1___
n log n log log n

sor származik. Ismét megmutatjuk, hogy bár egy divergens sor 
tagjait megint korlátlanul csökkenő pozitiv számokkal szoroztuk, 
mégis divergens sorra jutottunk. A bizonyítás most is úgy végez­
hető, mint előbb. Legyen 2n-1=a, 2n=b, akkor összefoglaljuk a követ­
kező tagokat:

______ 1__
(a+l)log(a-]-l)loglog(a+l) •

+ . 1 ________ _
(a-j-2) log (a-|-2) log log (a-j-2) b log b log log b

és mindenik ilyen tagcsoportban a legkisebbet téve a többi tag 
helyébe, ezt kapjuk:

*. y__ i___2 log 2 n log log 2"
De log log 2" — log n -f- log log 2 < log n ; tehát
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1___ 1
n log log 2" n log n ’

VI V 1divergens, tehát a >—,---- í----is divergensn log n n log log 2"
és így a szóban forgó: y 1 

n log n log log n 
is divergens.

Ezen az úton haladhatunk tovább. Rövidebb írás végett legyen 
log n—l^i, log log n—l2n, logloglogn=Z3n s í. t. Megmutatjuk, hogy 
e sorok:

Y—__
í—1 nlLnl2 nl3 n... lkn 

divergensek. 
Föltesszük, hogy már a

V 1
—. nlgd.^n . .. Ifc-iii 

sorra kimutattuk a divergenciát. Ha a szóban forgó sort megint az 
ismeretes módon részekre bontjuk és minden részben az egyes 
tagok helyébe a legkisebbet tesszük, akkor egyik szakasz összege, 
melyben 2n“1 tag van, ez lesz :

1 
2Z12',Z,2n... lk2n '

De /12n=nlog2 és lm2n=lm_1 log 2n=lm_x (n log 2) <lm^ n [mert 
log2<l és lm_l(x) monoton nő az x-el]; tehát az így összefoglalt 
sor tagjai nagyobbak az ^[^g^ ~ve* szorzo^

V___ 1___
nltnl2 n .. . lk_tn 

divergens sor tagjainál.*
Egész általánosan kimondhatjuk tehát, hogy a

y i y i y 1 y__i___
n ’ nl,n ’ >_ nZ1nZ2n ’ nl^n^nl^n ’ ’ ’

végtelen sorok mindannyian divergensek.
E sorok mind olyanok, amelyekre a Cauchy-féle vagy a D’Alembert-féle 

kritériumok nem alkalmazhatók, mert mindegyiknél lim 11+1 = 1. Ugyanis Un 
általában a középértéktétel szerint:

Z,„ (n+1) = Z„,n + (n+»). 0<d<1.

* Bizonyításainkban ismételten azt a már említett elvet alkalmaztuk, 
hogy ha egy pozitiv tagú sorból tagösszevonással divergens sor keletkezik, 
akkor az eredeti sor is divergens volt.
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—i / xl x-----7-----7 ’
l/n । . _  1

6>i (n) (n+^l /j (n-f-S)... lm , (n-|-&) lnln

lim = 1.n = » lm n

Másrészt azt az érdekes jelenséget tapasztaltuk (272. lap), hogy 
ha a \ ,, divergens sor n-ik tagját -al szorozzuk, ahol (J bár­

minő kis pozitiv szám, akkor a keletkezett új sor, a

már konvergens. Épen így 

divergens sor n-ik tagját az 

a keletkezett

y—£4 nI+P 

1 
oo

mutatható meg, hogy ha a \ —=------
1 2 n °£n

(k)gn)F Va* szorozzu^> pozitiv szám)

1 __
n(logn)1+P

már konvergens. A bizonyítás megint úgy végezhető, mint a hiper- 
harmonikus sor esetében.

Az
____ L___ .______ I____ +
2(log2)1+<> 3(log3)1+e

+ 4(log4)1+(> + 5(log5)1+P H h 7(log7)1+<* +

sor tagjait a megjelölt módon összefoglaljuk. Az egyes csopor­
tokban a tagok helyébe a legelsőt, a legnagyobbat tesszük. Ezáltal 
a következő sorra jutunk :

(Iog2)1+í) (log4)1+<* (log8)1+?
vagyis erre a sorra: M

1 V1 1 
(log2)1+e ni+e '

Minthogy pedig ez a sor konvergens és tagjai a tagösszevonás­
nál nyert sor tagjainál rendre nagyobbak, az eredeti f)jOg\ji+p 

sor szintén konvergens.

Általában megmutatjuk, hogy a
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y____ i____
nítn. l2n . . . (/^n)1+? ’

\ i i
amely a divergens f —-hói keletkezik, ha zi-ik tagját

(/ n)P ~Val szorozzuk> már konvergens, ha (>>(). Föltesszük, hogy állí­
tásunk k— 1 esetére már igaznak bizonyult, aminthogy k— 1 — 1-re 
igaz is. A k esetére úgy bizonyítjuk, hogy ismét azt a tagösszefoglaló 
eljárást alkalmazzuk, amellyel eddig célt értünk, csakhogy most 
nem 2, 4,.. > tagot foglalunk össze, hanem 3, 9—3, 27—9, 81 —27,.. . 
tagot (a csoportok megállapítása után természetesen mindig el­
hagyjuk azt a nehány tagot, melyekben í2/z, lan stb. negatív). Ekkor 
azon csoportban, amely a 3"-ik taggal kezdődik, 3'l+1—3"=3". 2 tag 
van. Ezek között a legnagyobb az első és ha mindegyik helyett ezt 
vesszük, akkor az egész n-ik csoport összege:

2
- í13n./23n...(/fc3n)1+í’ ‘

De lm(3") —/ni_t (nlog3) és minthogy log3>l (épen ez okból 
választottuk a 2-es szám helyett a 3-at], tehát

hn (3n) > hn -in
és így a fölírt tört kisebb, mint:

____  2________
n/jzatj zi. .. {lk_1rí)l+?

Minthogy pedig föltételünk szerint k—1-re már a tétel igaz, 
vagyis a

y____ i—
n^n^n ... (lk_1n)'+e

konvergens, tehát következik, hogy a mi sorunk is konvergens.
Ezzel tehát általánosságban kimutattuk, hogy e Berlrand-féle 

sorok:
y i \’__ i _ y i

nfltri)0 ’ nlyi (l2 ii)a ’ nltnl2n(/3n)° ’ ’ ' ’

konvergensek, ha <r>l és divergensek, ha o^l.

10. Az összefoglaló eljárás általános jellemzése. A Bertrand-sorok tárgyalásá­
nál a tagokat bizonyos módon összefoglaltuk. Talán nem lesz felesleges, ha 
ezen összefoglalásban rejlő általános szempontot külön is kiemeljük. Ha a 
San pozitiv sor monoton csökkenő és összefoglaljuk az-első p, (p^2) a 
következő p2—p, azután a p3— p2, p4—ps,. .. tagot, akkor az

íZo+ai+020--------1-Op-ii ap+a;>+14--------l~ap*-l, up4+ap2+l+ • • "p’-b • • •

csoportokat kapjuk. Minden csoportban az első tag a legnagyobb; tehát az
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egyes csoportok kisebbek a következő sor tagjainál:
pa<>-r(p2-p) ap4-(p8—p2) «p«4----- F(p"-p"“I) <(p"-> +•••

vagy az elsőt kihagyva, p"—pH 1^p1' 1 (p—1) téve, azt látjuk ebből, hogy :
Ha a pap+p2<íp»+p3ap«4-----bP"ap»4----sor konvergens, akkor az adoll Sa„

is konvergens.
Az előbb egy-egy csoportba foglalt tagok mind nagyobbak a következő 

csoport legelső tagjánál; tehát az egyes részletek nagyobbak a
pa,„ (p2-p) api, (p3-p2) ap>, . . . (pn-p" *) ap........

-nél. Hagyjuk el az első tagot, osszunk el minden tagot p—1-el és szorozzuk 
meg mindenik tagol p-vel. Ha tehát a

p2api+paap» +p*ajf-\---- \-p"ap,.+ ■ ■ ■
sor divergens, akkor az adott San is divergens. 

Monoton csökkenő pozitiv tagokból álló JSan sorra nézve tehát arra a 
nevezetes eredményre jutottunk, hogy e sor a

P(ip4-P2ap»4-Psap«4----- \-p"apn+--
sorral egyszerre konvergens vagy divergens, (p.tetszés szerinti 1-nél nagyobb 
pozitiv egész számot jelent.)

11._ Más konvergencia-kriteriumok. A már ismertetett, n+1 és 
__  an

<jfan vizsgálatán alapuló, konvergencia-kriteriumok az adott sornak 
a végtelen geometriai sorral való összehasonlításából eredtek. Ha 
nem ezzel, hanem a hiperharmonikus, vagy a fiez’francl-sorokkal 
hasonlítjuk össze az adott pozitiv tagú sort, akkor új kritériumokra 
jutunk, melyek olyan esetekben is célhoz vezetnek, midőn az eredeti 
Cauchy-tele kritériumok felmondják a szolgálatot. Ezen új kritériumok 
közül a legegyszerűbb a következő:

Ha a 2an pozitiv tagú sorban bizonyos indextől kezdve mindig:

l°g~_____ 
logn

ahol Z>1, akkor a sor konvergens. Ha pedig bizonyos indextől kezdve 

akkor a sor divergens.

Ugyanis, ha

. 1log — 
«n

log n
vagyis:

. 1log —° (1
log n

Z, akkor log—>Z logn és
an

1
an < j >

n'-
tehát a San tagjai rendre kisebbek a Z>1 feltevés következtében 
konvergens \ — tagjainál.

nA
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lo4 i
Ha pedig ~[ógn — *> akk°r log — <logn és igy:

1

V’ 1 . .tehát a San tagjai nagyobbak a divergens j} - tagjainál.
Igen gyakran azt a Speciális esetet vesszük figyelembe, amidőn 

ez a hatásérték:

lo4
lim-v---- —n-«= logn

létezik [amit előbb nem tettünk fel]. Aszerint, amint

log^- logg­
ián-j—— > 1, vagy lim—:-----— < 1logn n-*> logn

a San sor konvergens, vagy divergens. Ugyanis, ha a szóban forgó 
limes: A>1, akkor, ha 1<A'<A, megállapítható olyan N index, 
amelyen túl mindig

log^- 
un a'

logn
tehát az előbbi esettel van dolgunk. Épen így járunk el a kritérium 
második részének bizonyításánál. Itt, miként látjuk, ismét kimarad 
az az eset, midőn e limes : 1.

Tovább mehetünk a kritériumok felállításában. Ugyanis, ha 
bizonyos N-löl kezdve:

log — na„ > ;
log logn

ahol A>1, akkor a San
1-nél kisebb, akkor a sor divergens.

konvergens, ha pedig e kifejezés 1 vagy
Ugyanis az első esetben :

log----- > Z log log n, azaz : ----- ■ > (log n)\nan nalt

amiből: an <------------  ,
nflogn/

tehát a l'a,. tagjai rendre kisebbek a X1---------- - konvergens
>—J n(logn)z

Bertrand-sor tagjainál, tehát a sor konvergens. Ha pedig N-től kezdve
, 1log ——

t--- =—— < 1, akkor: log------ < log lognlog logn — ’ na,, &
Heke: A differenciálszámítás. II. 19
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és a 2an tagjai nagyobbak a divergens 
egyenlők velük; tehát a sor divergens.

1
n log n tagjainál vagy

így haladva, a kritériumok egy egész sorozatára jutunk. A kö­
vetkező volna: Ha bizonyos N-től kezdve

log —í----
_ na„l°gn > / > i 

log log log n ” ’
akkor a sor konvergens, ha pedig a baloldali kifejezés bizonyos
N-től kezdve 1 vagy ennél kisebb, a sor divergens.

12. Néhány speciális konvergencia-kriterium a pozitiv sorokra vonatkozólag. 
A) A Kummer-Jensen-féle kritérium. Tudjuk, hogy a Cauc/iy-féle első kri­
térium így hangzik: Ha a,1+1 bizonyos n-től kezdve kisebb Z-nál, mely

Cí/l (l
1-nél kisebb, a sor konvergens. Ezt így is olvashatjuk : ha —— — 1 bizonyos 

an+l
n-től kezdve nagyobb egy pozitiv számnál, akkor a sor konvergens. Ezen 
tétel általánosításának tekinthető ez a (speciális esetében Kummer-től, jelen 
formájában Jensen-től eredő) kritérium:

Ha Ci, c2, c3,. . . a pozitiv számok valamely sorozat a, és bizonyos N-töl
Kezdve a

an+i

mindig nagyobb ugyanazon pozitiv számnál, akkor a Sa„ sor konvergens. [Ha a 
c számok mind 1-gyel egyenlők, akkor a kritérium átmegy a Cauchy-féle 
kritériumba.]

A tétel bizonyítása igen egyszerűen végezhető. Tegyük fel, hogy bizo­
nyos N-től kezdve, mindig:

a,,
c/í ~ Cn+1

U/l + l

ahol a valamely pozitiv szám. Ebből:
On an r. A)

amiből először is azt látjuk, hogy c„a„> cn+1an+„ vagyis a pozitiv cnan 
számok sorozata csökkenő. Ebből következik, hogy lim cnan létezik.n=«

Az A) alatti egyenlőtlenségben sorban n, n4-l, n+2, . . . n+k— 1-et téve.
ered :

és így :

vagyis :

Cn (tn ^n+1 (ín + l &an+i
cn+i ^n+i cn+2an+2 > aan±z

cn+k~ian+k-i Cn+kan+k> aan+k 

cn an — cn+kan+k> “ [nn+l+an+a+,”+an+lJ>

0<R„ A.< cn+kan+k 
a

minden Zr-ra nézve. Ha adatik az e, elmehetünk az Af-el oly messzire, hogy 
cnan — cn+k an+k<«« legyen, vagyis ha n > M, akármit jelentsen is a k, 
Rn.k<1 és ez a San sor konvergenciáját bizonyítja.
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A kritérium második része így hangzik: Ha a

Cl, c2, c3, . . . 
pozitív számok olyanok, hogy az

sor divergens, továbbá az előbbi módon megalkotott
» anC|1 Cn+1ull +1

kifejezés bizonyos N-től kezdve negatív, vagy 0, akkor a 2an sor divergens. 
Ezen állítás bizonyítása a következő : Feltételünk szerint a

Cji a,, c„^1a„^
negatív vagy 0, tehát a c„a„-ek növekedő számok, (vagy legalább nem 
csökkennek). Megadható tehát egy olyan pozitiv g szám, melynél valamennyi 
nagyobb. Eszerint tehát

cn
és így a 2a,, sor tagjai rendre nagyobbak a g
Ezzel tehát a tétel helyességét megmutattuk.

A kritérium eredeti (Kummer-féle) formájában feltételeztetett, hogy

3^— divergens sor tagjainál. cn

lim lcn-^-----cn+1)n=oo fl/i+i
létezik. Ha ez a limesz pozitiv, a 2a,, sor konvergens, ha negatív, akkor 
divergens [föltéve ez utóbbi esetben, hogy a — divergens]. Igen könnyű 
a kritériumnak ezt az alakját az előbbire visszavezetni, éppen úgy, mint azt 
a D’Alembert-kriteriummal tettük.

Megjegyzendő, hogy a Kummer-Jensen-kntérium voltaképen equivalens 
a pozitiv tagú sorra vonatkozólag a konvergencia definíciójával. Nemcsak 
azt állíthatjuk, hogy ha létezik olyan pozitiv számokból álló ct, c2, . .. soro­
zat, melyre nézve a feltétel teljesül, akkor a pozitiv tagú sor konvergens, 
hanem megfordítva is, ha a sor konvergens, akkor létezik olyan c,, c2, . . . 
sorozat, melyre nézve a feltétel ki van elégítve.

Hogy ezt megmutassuk, legyen
ai+a2-|----- |-an=sn, lim sn=s és A>s.

Válasszuk továbbá c„-et így :

cn = —Sn ; (n=l, 2, 3, . . .)

akkor : cn - c,1+1 = = 1,
an+l an+i an+t an+i

tehát a Kummer-Jensen kritérium teljesül.
B) A Raabe-féle kritérium. Ha a Atimmer-Jensen-kriteriumban szereplő c 

számokat úgy választjuk, hogy

c„—n (n=l, 2, 3, . .
legyen, akkor

19*
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c„ —----- cn+1 = n —^n------ n — l — n (-^------ 1) — 1
an+1 "+1 a,1+1 'an+i ’

4s így : Ha n (-^-----1)
“n+1

bizonyos JV-től kezdve nagyobb egy, az 1-nél nagyobb számnál, akkor a 
San sor konvergens.

Ha pedig ez a kifejezés 1, vagy 1-nél kisebb (a jelen esetben ,— — 
1 \valóban divergens), akkor a sor divergens. Ez a jRaaöc-kriterium 

módosított alakja. Eredeti formájában, mely az itteni alakjára könnyen 
redukálható, azt mondja, hogy aszerint, amint

limn(-^--l)
/i—oo ' Öji + i

1-nél nagyobb vagy kisebb, a sor konvergens vagy divergens.
A Kummer, illetőleg Raabe-féle kritériumot példaképen alkalmazzuk a 

hiperharmonikus sorra. Ez esetben a„ = — , tehát:

1Az (14-—) a középértéktétel szerint kifejtve:

(1 + —f= 1 + (1 + —f ’, 0 < & < 1,
' n' n ' n ’

tehát:

és így:

an+i 11

limn(-^--l)=A«-l 
an+i

Eszerint a hiperharmonikus sor konvergens, ha y>l és diver­
gens, ha (U<1. A határesetben, midőn p=l, a Raabe-kriterium eredeti alak­
jában nem ad felvilágosítást.

C) A Jamet-féle kritérium. A Raabe-féle kritériumot
ben használjuk, midőn lim n+1- = 1, n=co (ln tehát midőn a
felmondja a szolgálatot. Ilyenkor tehát az

főként olyan esetek- 
D’Alembert-kriterium 
különbség végtelenj

kicsinnyé válik. Ha e különbség n-szerese 1-nél nagyobbá lesz, akkor a sor 
konvergens (általánosított Raabe-kritérium). Közelfekvő gondolat volt a 
Cauchy-féle kritériumnak megfelelő kiegészítését keresni arra az esetre, 
midőn hm ya„ = l.* Itt az 1—y an különbség válik végtelen kicsinnyé, ha

11 w /ln végtelen naggyá lesz. Ha már most ezt a különbséget az - -nel szorozzuk 
.[mely n-nel végtelenné válik] és a szorzat bizonyos n-töl kezdve egy, az
nagyobb számnál mindig nagyobb, akkor? a’[San [konvergens; ha pedig 
szorzat 1-nél nagyobb sohasem lesz, akkor a sor divergens.

1-nél
ez a

* Jamet a «Mathesis» 1892. évfolyamában (p. 80) feladatul tűzte ki e 
kérdést. A megoldás Cesarötól származik, aki azt a «Mathesis» ugyanezen 
évfolyamában közölte.
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A tételt így bizonyíthatjuk be: Tegyük :

a„ = n~p“,

ahol pn pozitiv egy bizonyos indexen túl (mert hiszen különben lim a„ nem 
volna 0 és a sor konvergenciájáról szó nem lehetne)

nr — __Pn _ Pn log n 
V an = n n = e n

De az e~x véges Taylor sqrát a második tagnál befejezve:

e~x=l—x-\—tehát: ex>l—x

és így:

vagyis: > (1 _

Ha tehát bizonyos n-től kezdve :

(1 — ön ) — > A > 1,v ' log n
akkor még inkább pn>Z'; tehát

a„ < n~*,
és így a San sor tagjai rendre kisebbek a konvergens V’-Á- tagjainál. A tétel

első részét igazoltuk, vagyis kimutattuk, hogy ha valamely n-től kezdve

í’-raTáh-

nagyobb egy, az 1-nél nagyobb számnál, akkor a San pozitív tagú sor kon­
vergens.

Ha pedig bizonyos n-től kezdve :

akkor: Van > 1 -— n

és

A San divergenciáját úgy bizonyítjuk be, hogy megmutatjuk, hogy: nan 
bizonyos n-től kezdve nagyobb egy véges pozitiv számnál.

, log n "na„>n (1------&—)

tehát csak azt kell megmutatnunk, hogy a jobboldali kifejezésnek van pozitiv 
alsó korlátja, ha n=l, 2, 3, . . . E végből vegyük az na,, logarithmusát

log (na„) > log n + n log (1 - •

Jelöljük a 1°^H--et, mely ha n végtelenné válik, zérussá lesz: ——el, 
ahol tehát in az n-el végtelenné lesz. Ekkor n=mlogn tehető és így:

log (na„) > log n + m log n . log (1 — —j = log n [1 + m log (1 — —)]•
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De log (1---- —) = log -*m — = log (ni—1) — log m

és ez a középértéktétel szerint így írható: —...* ■■, ahol 0<d<l és így:
m—v

i , r< m -i , & alog/ilog ina,,) > log n . [1 - =- log n • =-----------

, . íl es visszatéve az ni = --------et:logn
log(nan)> - a (log n)-

n (1 - —) ni
(loyMinthogy pedig lim ——5—— = 0, tehát bárminő szám legyen is a d 0 és n=oc n

1 között, a jobboldali kifejezés valamely n-től kezdve mindig két korlát, 
mondjuk —a és 0 közé esik és így a log ina,,) is mindig nagyobb —a-nál; 
tehát bizonyos n-től kezdve na„ mindig nagyobb egy pozitiv ^—ea számnál, 
vagyis an>-£ és így a 2M,, divergens. Ezzel bebizonyítottuk a tétel második 
részét is, vagyis azt, hogy ha valamely n-lől kezdve

11 ~ v anl “logn -1 

akkor a San pozitív tagú sor divergens.
D) A D’Alembert-kriterium kibővítése. A D’Alemberl-kriteriumot nem alkal­

mazhattuk, ha lim n,1+1 = 1 volt. így például már a X1 sor vizsgálatánál : 
un nK
u„ (n-t-l)A' .... ..—— = -—4 -- ; tehat hm 

«n+i n1'
Un _ j 

«n+i

Ha k pozitiv egész szám, akkor:

r n ' 2 ' n2 + nfc

miként látjuk, az - szerint rendezett kifejezés. Fölmerül a kérdés, hogy nem 
n l f . . .lehetne-e az —— ilyen hatványai szerint rendezett alakjában előforduló

i H ....együtthatókból következtetni a sor konvergenciájára.
Tegyük fel, hogy a legegyszerűbb esetet vizsgáljuk — hogy

u ffbizonyos n-től kezdve: " mindig nagyobb az a 4- - -nél, vagy egyenlő 
Un+i U

vele, ahol a és (i az n-től független valós számok.
Ha a>l, akkor nyilván a 4- is bizonyos n-től kezdve nagyobb mint 

a —e>l, akármekkora a /?; tehát kisebb egy, az 1-nél kisebb szám­
nál és így a Cauchy-féle kritérium szerint a sor konvergens.

Legyen: a = l. Tegyük fel tehát, hogy bizonyos n-től kezdve mindig:

-£"->14- £ 
un+t ~ n 

és igy: / Un n —-- 

tehát az általánosított Raabe-kriteriumból következik, hogy a Sun konver-



POZITÍV tagú sorok. -295

gens, ha |9>1. Ha pedig
< 1 4. JL 

«n+l ~~ n
ahol £<1, akkor n (—" — 1) < 1, tehát ugyanezen kritériumból követke- 

^n+1
zően a sor divergens.

Ha csak annyit mondhatunk, hogy valamely n indextől kezdve

‘ «n+i n
akkor ez a kritérium még nem alkalmazható.

Vizsgáljuk most azt az esetet, midőn valamely n indextől kezdve 

ahol y pozitiv számot jelent. Azt állítjuk, hogy a -Siin sor divergens. Ennek 
a megmutatása végett válasszuk összehasonlításul a 

tagokból álló sort, ahol y' tetszésszerinti fix pozitiv vagy negatív szára. 
Ez a sor mindenesetre divergens, mert hiszen:

i
lim rwn = lim e n = 1.n=oo n==»

E sorban két szomszédos tag hányadosa :
, , r'

——— = —!—en "+1 = (1 i jg \ a)
t>n+i n \ n'

Legyen átmenetileg 1 - x és vizsgáljuk az.

(l+aje77*
kifejezést. Általában :

ey = 1 + y + — 2--y -,

vagyis : eV = 1 + y (14-s),
ahol s az y-nal egyidőben pozitiv vagy negatív és g-nal 0-sá válik. A jelen 
esetben ii — ----  téve :•’ 1 ■ x

y'x* e’+x=1 + (l+«)

és így : (1-t-x) e,+-' = 1 + x + y' (l+«) x2.
vagy visszatérve az a) alattira :

"n _ < , 1 , y'(l+tj 
PnTT “ + n + —

Ha már most y' gyanánt a pozitiv y-nál nagyobb számot választunk, 
akkor elég nagy n-re nézve mindig y ■< y'(l+e). tehát

1 + 4
Un+i n n2 o„+i

De a Sv„ sor divergens, tehát a 4. pont szerint a Zu„ is divergens.
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Ha y nem pozitiv, tegyük y~ — J. ahol 6 pozitiv, vagy 0 és
ur, 

un+t
1

n n2 '

akkor természetesen a Siin sor divergens, mert ■ még kisebb lett, mint 
Un+1

előbb volt. így tehát arra jutottunk, hogy:
Ha a Sun sorban -l-n bizonyos n-től kezdve mindig nagyobb az 1 + - -nél, 

un+i u u
ahol az állandó fl>1, akkor a Sun konvergens ; ha—— bizonyos n-től kezdve 

8 un+i
nem nagyobb az 1 + — -nél, ahol /9<1, akkor a Sun sor n
í.s divergens e sor, ha —— bizonyos n-től kezdve kisebb 

unJ-l

divergens. Akkor

nél, ahol y pozitív számot jelent.
E) A Gauss-jéle kritérium. A D) alatt tárgyalt kritérium

y 
n‘

foglalkozunk; azzal az esettel, midőn az —— hányados n
vénye gyanánt állítható elő. így például, ha un =
szám, akkor

nk
ahol

általánosításával 
racionális függ­
őt pozitiv egész

un _ (n+l)fc
u.

Legyen általában:
Un 

“n+i

n1

an1'-!- Ank~1+Bnk~ 24- 
a'ní+A'ni-14-B'n! ~2-f- (a=j=0, a'=f~O;

1 
n

1

ahol k és l pozitiv egész számok és A, B, .. . A', B’,.. . együtthatók valós 
számok. Ha k>l, akkor ——végtelenné válik az n-nel, azaz lim U|>+1 = 0.

u,,+i u,,
tehát a D’Alembert-kriteriumból következik, hogy a sor konvergens. Ha
k<zl, akkor pedig ugyanezen kritérium szerint mondhatjuk, hogy a sor 
divergens. Tehát csak azt az esetet kell vizsgálnunk, midőn Zc=Z.

unHa még a>a‘ nyilván pozitiv, mert lim Un — és igy a és 
\ .11 ^n+i &is pozitivoknak vehetők), akkor lim—— >1. tehát a sor konvergens; 

pedig a<«', akkor lim—— <1 és igy a sor divergens; tehát csak azt n. «> un ■ i

a‘
ha
.az

esetet kell vizsgálnunk, midőn a—a1 és akkor a=a'=l tehető. Eszerint:

a,, _ nk+Ank~1+Bnl;~2-]----
Un+i nk+A’nk ~1+B'nk~2-\ 

A' B'Jelöljük egy pillanatra az + ---- k tagú összeget x-el. Ha n-et
elég nagynak vesszük, az x tetszés szerinti kicsiny lesz; mert hiszen 
limx=0. Az (1+x) 1 kifejtve a második tagig:

X2 (l+x)--l-x+7iwr, O<0<1

tehát: u" - = 1 -t AzA. 4.
«n+i n n2 ’

ahol hm c véges és meghatározott:
lim c = A'2— B' + B — AA'
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Alkalmazva az előbbi, D) alatt tárgyalt kritériumot, kimondhatjuk, hogy a 
Su„ sor konvergens, ha A—A'>1 és divergens, ha A—A'<1.

így például a hypergeometrikus
a? a(«+l) 0(0+1) . «(«+!) («+2W+l)(/?+2) ( 

hl.y + 1.2.y.(y+l) ' 1 . 2.3 . y . (y+1) (y+2)|
sorban, melynek általános tagja :

_ «(«+!) («+2) ... («+n-l) (j?+2). . . (0+n-l)
n 1 .2.3... n.y (y+1) (y+2). ..(y+n-1)

[a, fi, y közül egyik sem negatív egész szám. A sor tagjai bizonyos n-től 
kezdve mind pozitivok]:

un _ (n+1) (y+n) _ n2+(y+l)n+y 
ttn+i («+n) (0+n) n2+(a+0)n+a0

Az előző jelölést megtartva: A=y+1, A'=a+0; tehát a sor konvergens, 
ha y+1—a—0>1, azaz y—a—0>O és divergens, ha y—a—0<O.

F) A Weierstrass-féle kritérium. A Gauss-féle kritérium igen egyszerűen 
kiterjeszthető arra az esetre is, midőn a végtelen sor tagjai nem pozitiv 
számok. Éppen ezért mindjárt az előbbi vizsgálatokhoz kapcsoljuk azon eset 
tárgyalását is, midőn a. Sun sor tagjai komplex számok és mint előbb:

un _ nk+Ank~'+Bnk~2-\—■
Un+i nk+A’nk 1+B'n/'“2-|---- ’

csakhogy most A, B,.. . A', B’, . . . általában komplex számok. Innen az ab­
szolút értékekre áttérve:

|i+-+4 
un j __ J____ n n*

u,,+11 11 + — + ^
I n n2

Legyen : A = a + iat. B ■ b + ibt,.. . ; A' = a' + icí^, B' = b' + ib\ . . .

2« u
n rí2 '

ahol pn az — hatványai szerint rendezett polynom és lim yn valós véges szám.n
Épen így: ii+^+A-+- l’=i+^+é- 

n n2 n n-

Jelöljük egy pillanatra — +-^--et x-szel. A j/T+x-et Aíac/anrín-sorba 
kifejtve a második tagig:

. /í+í=l+-‘ -l.r^(l+^x-«, 0<#<l 
Z o

vagyis : 1 + x = 1 + + yx2,

(ahol y a — ó -tói igen kevéssel különbözik, ha x elég közel van a 0-hoz); o
tehát a fönti tört számlálóját így is írhatjuk, megállapodva abban, hogy 
(-Ari egy ilyen alakú mennyiséget jelentsen: ahol lim<rn véges szám:

n- ’ n ii—oc



298 XI. FEJEZET.

i+4+4+-|=,+4+<4)-
Épen így:

I14-— 4-^ + ••■=! +-’ +(A-)
I n n2 I n ' n2 ’

és innen, miként előbb már láttuk:

L , A' , B' r’ a' , , 1 x

tehát:

I 'Sr I=í1+t"+h?)! t1 - 1+(^>3= 11 ^ir~ + <■;?)•

igy is írható: ahol y' nem állandó ugyan, de egy állandó y-tól
csak tetszés szerinti kevéssel különbözik, mihelyt n elég nagy.

így tehát a 2|u„| sor konvergens, ha a—a'>l, és divergens, ha 
a — a' <1; vagyis a Sun komplex tagú sor, melyben :

un _ n;'+An,"14—
«n+i — n*+A'n*-,4--- ’

abszolut konvergens, ha
R(A)- R (A1) >1.

Itt R (A) az A komplex szám reális részét jelenti. A Gauss-féle kritérium 
ezen kiterjesztése Weierstrass-tól származik.

E kritériumnak a hypergeometrikus sorra való alkalmazásából azt kap­
juk, hogy az

. , _«é_ . «,
1/ 1.2./(/+l) ■'■■■■

sor abszolut konvergens, ha R (y—a—ft) > 0.

13. Összehasonlítás a Bertrand-sorokkal. Láttuk, hogy a Sun pozitiv tagú sor 
zz Skonvergens, ha —— bizonyos n-től kezdve nagyobb az 1 4- - -nél. ahol /?>1, 

u un+i 14-p nvagyis, ha ------  nagyobb 1 4------ — -nél, bárminő kicsiny (de fix) pozitiv számun+i n „ j
Jegyen is a p. De ha csak annyit tudunk, hogy az —— hányados 14— -nél 

un+i 11
nagyobb, akkor a konvergenciára nem következtethettünk. Másrészt meg azt 
is tudjuk, hogy ha az kisebb az 1 4- -|- -nél, ahol y tetszés sze-

Un+1 n n
rinti konstans, a sor divergens.

A Bertrand-sorokkal való összehasonlítás sokkal pontosabb eredmények­
hez juttat bennünket. Tudjuk ugyanis, hogy a

y____ 1____
£-1 nlnl2n... (Z^-n)1^'

Bertrand-sor konvergens, ha p bárminő pozitiv szám és divergens, ha 
í* ^0. Jelöljük e sor n-ik tagját u„-nel. A 2!iin adott sort ilyen Bertrand- 
sorral fogjuk összehasonlítani és kimutatjuk, hogy ha bizonyos n-től kezdve

«n+i n r nln * nlnl2n n In l2n . . . l^n ’

(itt k pozitiv egész számot jelent) a Sun sor divergens ; ha pedig
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Un 1 , 1 , 1 . 1 I ... I______ _______ »
Un+i ' n nIn * nlnl2n n lnl2n . . . lkn ’

ahol p pozitiv szánt, akkor a Siin sor konvergens.
Ezek a kritériumok, amint látjuk, messze felülmúlják az előbbieket, 

melyek a harmonikus és hiperharmonikus sorral való összehasonlításból 
eredtek. Míg ugyanis ott például azt mondtuk, hogy a Sun divergens, ha 
— ■n— <1+ —; most azt mondjuk, hogy divergens, ha 
un+i U 

vagy még tovább haladva a jobboldali kifejezésben, divergens, ha :

. » < 1 + _ j----— -I----- 1—
«n+t u uZn nlnl2n

s i. t. A tétel bizonyítása végett határozzuk meg két szomszédos tag hánya­
dosát a S/?n-nel jelölt Bertrand-scrban, melyben p=0:

vn _ (n+1) Z(n+1) Z2(n+1) ■ ■ . 4(n+l)
on+i nlnl2n...lkn y)

E hányados kiszámítása végett vezessük be az

Fix) = xlxl2x .. . lkx

függvényt. Ez az x-szel nyilván monoton nő. Ebből:

F'(.r) = Fix) [| + ^-+ + • • ■ + (^)'i 
Zfcx J

De általában: (/mx)' =_____ 1______
lmx xlxl2x. . . lmx','

tehát: F’lx) = Fix) + -4- + —3,— + • • • + , . 1---- I—]■
' Lx xlx xlxl2x xlxl2x. .. lkxJ

Ha F(x)-szel beszorzunk, azonnal látjuk, hogy F’lx) mint csupa pozitiv
monoton növekvő füj^vények szorzatainak összege, x-szel szintén monoton 
növekszik ; de már - = ■ az x-szel monoton csökken. Még megjegyezzük, 
hogy a középértéktétel szerint:

F(x-j-l) = Fix) + F"(x+9‘)
0<9<l

és így az F' (x) monoton növekedése folytán :
F(x+1) > Fix) + F’lx)

vagyis: F(x+1) . F’lx)
Fix) h F(x) '

Alkalmazva ezt a V-~ y) alatti kifejezésére, azaz x=n téve : 
U/l + l

v„ j 1 1 _ 1 +... + * 1____
»n+1 n nln n In l2n f 1 nlnl2n .. . lkn

így tehát, ha a) teljesítve van, vagyis a szóban forgó Sult pozitiv tagú sor­
ban bizonyos indextől kezdve mindig
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< 1 4. _ -J-------_ J_____ I_________i-----------
un+1 n nln nln...lkn'

akkor: vagyis un+i vn+i
Un Un

De a Sun divergens, tehát Sun is divergens. Ezzel a tétel első része be van 
bizonyítva.

Legyen most

~ n ín Z2 n . . . íA-_i n (Zfcn),+ff ~ nlnl2n ... lkn . (lknja ’
ahol a > 0, akkor az F(x) előbbi jelentését megtartva):

u„+i _ nlnl2n...lkn r lk(n) < F(n) r 4(n) -f18
vn ~ (n+l)Z(n+l)...Zfc(n+l) ’ L Zfc(n+1) J- F(n4D L ZA.(n+l) J

De ugyancsak a középértéktétel szerint:
F(x) = F(«+l) - F'(x4$), 0<d<l, 

és éppen így:
4(x) = zfc(x+i) - rk(x+»\ o<#'<i.

Minthogy pedig
h. (x) xZxZ2x. .. ZA_, (x) 

tehát:
Un+1 _ Ti _ F'(n+^) -| r.__________________ 1_______________
vn *- F(n+1) JL (n+»'j l(n+»') ... lk^ (n+»') lk(n 4-1)

Az első tényezőben tegyük az F'(n-F9) helyett a nagyobb F'(n41)-et és 
azután az helyett a nagyobb -et. Ezzel az első tényezőt
kisebbítettük. A második tényezőben a &'-t, illetőleg az utolsó tényezőben 
az 1-et hagyjuk el, miáltal ezt a tényezőt is kisebbítettük ; tehát :

p”+* > Fl - -___ 1______ _______________ 1____ ] [1________ -_____
vn L n nln nlnl2n nln. .. lkn -* L nlnl2n. . . lkn

és így a reciprokiértéke :

_£«_<_ L_ ‘---------------, 1 , .n _‘ p
l .Un+1 ' n nln nln...lkn' nln...lkn'

Ha (1—x)-nl-et Taylor-sorba fejtjük, akkor a már használt jelölés sze­
rint: (1—x)-m=14-mx-|-(íca).

Alkalmazzuk ezt az eljárást mindkét tényezőre. Az egyikben m=l, a másik­
ban m=o. Az elsőben x =---- 1---- —|---- , tehát az (x2) alakú tag így írható :ff n nln ' ' e

, ahol 6 kisebb, mint egy könnyen megadható véges pozitiv szám, akár­
mekkora legyen is az n. Éppen így a második tényezőnél ez a tag alakú, 
hol O' a 0 tulajdonságával bir. 

így tehát:
vn ( i । JL I * _i____ ।______!______ i _É_i / i_____ ®______ ।

un+i ' n nln nln...lkn n2 ' nln...lkn n2' ’
vagyi s: -p- < 1 + 1 + 4------ 1-----------------------4. .

un+i n nln nlnl2n. . . lkn n2
Ha már most fi) szerint:

> 1 4 1 4 _L_ 4... 4______________
Un+i n nln ‘ nlnl2n...lkn



POZITIV TAGÚ SOROK. 301

akkor: un _ Un > 4>-<7__________ Of
zin+i un+i nlnl2n... lkn n2

Ha «<(>, akkor elég nagy n-től kezdve a jobboldal mindig pozitiv lesz. 
Ugyanis tudjuk, hogy a lxl2x. . . lkx szorzat, gyengébben válik végtelenné, 
mint az x, azaz:

lxl2x...lkx hm------------ -—x

[amiről a L’Hőpital-szabállyal győződhetünk meg], vagyis a limes jele alatt 
álló kifejezés elég nagy .i-től kezdve tetszés szerinti kis számnál kisebb, 
tehát:

e—g______ _ ________ 1 r _ a _ Q"ln l2n...lkn-i
nlnl2n... lk n n2 nln...lkn n J

alakon azonnal láthatjuk, hogy e kifejezés elég nagy n-től kezdve tényleg 
pozitívvá lesz.

Már most, ha a p) feltétel teljesítve van. azaz:^

+ —+ ^- + ---+ , 1+p.—-, 
«,1+1 n n(n nín...íj-n

ahol p pozitiv, akkor válasszuk a a pozitiv számot p-nál kisebbre, de pozi­
tívra. Ekkor a ó) alatti tagokkal képezett

_______ 1_ 
n ln l2n . . . (Z/,.n)1+l7

sor konvergens, és minthogy ■——
Un+1 

nagy n-től kezdve), kővetkezésképen a
-----— pozitivnak bizonyult (elég 

t’n+i ,
2n„ is konvergens. Es ezzel a tétel

második részét is bebizonyítottuk. Kimutattuk tehát a pozitiv tagú sorok 
összehasonlítására vonatkozó következő tételt:

Ha a Sun pozitiv tagú sor tagjaiból készített —hányados valamely n-től 
Un+1

kezdve mindig kisebb, mint

1+1+J_4 + +_____ 1_____
n nln nlnl2n nlnl2n... lkn

akkor a sor divergens, ha pedig e hányados nagyobb, mint

1 n + nln ' nlnl2n nlnl2n ... lkn ’

ahol p pozitiv, akkor a 2tun sor konvergens.

14. A Cauchy-féle integrálkritérium. Ha adva van a 2un pozitiv 
tagú monoton csökkenő sor, akkor könnyen készíthetünk olyan 
fix') monoton csökkenő függvényt, melyre nézve

/(O') = n0, / (l) = f(2) - u2,. ... firí) = un,.. .J

így például, ha /’(x)-et úgy értelmezzük, hogy minden egész 
számú n-re : f(rí) = un legyen és n és n-f-1 közötti x-re pedig:

fix) = /’(«) “ (x’-n) (/*(«) - /■(«+!)] i
vagyis ha az (x=n, y—un), (x=n-|-l> J/=un+i) pontokat egyenesek-
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kel összekötjük, akkor az így nyert tört vonal már a kívánt függ­
vényt ábrázolja.

És fordítva, ha /‘(.r) bármely pozitiv monoton csökkenő függ­
vény, mely minden, nem negatív x-re értelmezve van, akkor

/•(o), /(i), A2),...
pozitív monoton csökkenő számok sorozata.

Ha már most f(x) monoton csökkenő, a 0. . . oo közben pozi­
tiv függvény, akkor Cauchy integrálkritériuma a következőképen 
formulázható: A 2'/’(n) végtelen sor konvergens, ha ez az integrál

oc

j f(x)dx 
a 

00

véges, (tehát konvergens) és a 2 f(ri) divergens, ha | f(x) dx diver- 
a

gens. Az alsó határul felvett a tetszés szerinti véges pozitiv szám.
Az általánosság csorbítása nélkül a egész számnak választható. 

» y
Az i f(x)dx konvergens, ha lim | f(x)dx véges; divergens, ha 

y a y
lim íf(x)dx végtelen. Vegyük az első esetet:
y-“a y

Az jf(x)dx integrált növeljük, ha f(x) helyett olyan függvényt 
a

választunk, mely a . .. oc-f-l közben: f(a), a-j-1 . .. a-j-2 közben 
/■(a-f-1),... általában az n...n-|-l közben: f(n); ellenben az inte­
grált csökkentjük, ha f(x) helyett olyan függvényt választunk, 
mely minden közben: /'(n-j-1). így tehát:

/ (a-f-1) + /\«+2) -|----- F f\\y+ l])(y—[y]) <
y

< f f (x) dx < f(a) + f\a+1) H---- F /’([y]j (y—[y])

([y] jelenti az y-ban levő legnagyobb egész számot. Jelöljük ezt 
m-el). (Ennek az egyszerű állításnak geometriai jelentése az, hogy
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az y—f(x) által határolt terület kisebb, mint a mellékelt ábrában 
rajzolt külső derékszögű négyszögekből alakított idom területe és 
nagyobb, mint a belsők területeinek összege.)

Eszerint tehát, Sm-el jelölve az

/'(«) + /'(«+1) + /’(«+2) 4----- 1- / (m)
részletösszeget: t

y
Sm — f(a) 4- /’(m4-l)(y—m) < f/'(.-r)dx < Sm_1 + f(ni)(y—m). C) 

a 03
Ha már most y minden határon túl nő és f(x)dx=A, akkor 

a
(Sm mindig kisebb lévén A 4-/’(a)-nál), az m-mel növekvő Sm-nek 
meghatározott limese van, tehát a 2f(n) sor konvergens, oo

Ha pedig j f(x)dx divergens integrál, akkor pedig Sm_v mely 
I j (x)dx — f(rri)(y—m)-nál nagyobb, szintén minden határon túl nő, 

a
[mert a pozitiv fix') monoton csökkenő és 0<y—m<l] tehát a Sf(ri) 
divergens sor.

Ezzel tehát kimutattuk, hogy ha f(x) monoton csökkenő pozitív ■X)
függvény, akkor a Sf(rí) végtelen sor az j f(x)dx integrállal egy- 

a
szerre konvergens vagy divergens.

Még ennél valamivel többet is mondhatunk. Ha a C) alatti egyen­
lőtlenségben y helyett m-et írunk, akkor ez az egyszerűbb reláció 

lm
Sm — /(a) < J fW < Sm-j

a
lesz belőle. Az egyenlőtlenség minden tagját Sm_j-ből kivonva, 
következik: jn

0 < Sm_t - J/’(.r) dx < /(a) - / (m). £)
a

Ha a sor (és így az integrál is) konvergens, akkor ez az egyenlőt­
lenség azt mondja, hogy: 

im *oo
bin [Sm_i — j f(x)dx] = S- f f(x)dx< f(a).

u a‘3
• 00

A szóban forgó végtelen sor összege tehát az | f(x)dx integráltól 
a . 

kevesebbel tér el, mint amekkora az első tag. 
lm

Vizsgáljuk az Sm_1 —| f(x)dx különbséget tekintet nélkül a sor 
a

konvergenciájára. Evégből számítsuk ki e különbséget:
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in im+i m+i
($m-i - d®) - (Sm - ,í f(®) <**) = - / (m.» + JA*) dx ■

aj a m
A jobboldalon álló integrál kisebb /'(mj-nél, tehát a jobboldali 
kifejezés negatív, vagyis az /'(,r)d,r az m-mel nő; de más-

a
részt az előbbi /?) alatti egyenlőtlenség szerint e különbség /’(a)-nál 
kisebb, tehát arra jutottunk, hogy a lira [Sm_t — j /'(x)dx] létezik és 

m=® a
/'(a)-nál nem nagyobb, akár konvergens a végtelen sor, akár diver­
gens. Ebből megállapítható az Sm — | f(x)d.r-re is egy felső korlát; 

a
ugyanis

ő’m —J /(af)d.r = (Sm—Sm_1) -f- (Sm_1 | f(x')dx^ =
m

= + — jf(x)dx)
a

A zárójelben álló kifejezésnek van Raj-nál kisebb limesze, ha 
továbbá lim = akkor ebből erre az eredményre jutunk: 

m
lim (Sm'— | /'(x)í/.r)<c’+|/'(a). 
m—» -í

A végtelen sor és az integrál kapcsolata alapján újból rámuta­
tunk a monoton csökkenő sor konvergenciájának egyik szükséges 

oc
kritériumára. Az | f(x)dx monoton csökkenő függvény esetében 

a
csakis akkor lehet konvergens, ha fi. k. 405. 1.)

lim x\f(x) = 0. .r— oc
tehát a Sf(n) pozitiv tagú monoton csökkenő sor konvergenciájá­
nak is szükséges feltétele a liran/(n) = 0 reláció.

n = o©

A Cauc/u/-kriteriumot igen jól használhatjuk a sorok konvergenciájá­
nak megítélésénél. így például, ha f(.r) gyanánt választjuk, akkor:

“ dx

integrálról tudjuk, hogy konvergens, ha /cj>1 és divergens, ha A < 1, tehát 
megint egyszerű módon jutottunk arra, hogy a hiperhartnonikus sor : 
konvergens, ha k>l és divergens, ha A<1. Az előbbi megjegyzésekből még 
az is következik, hogy («=1 téve)

1+4+l+...+i_/^
pozitív és 1-nél kisebb és hogy e különbségnek van határértéke, vagyis

lim 11 +4-+1 +•••+ - loS n) 
n=oo x 2 a n
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véges és meghatározott, 1-nél kisebb pozitiv szám. E számot «az Euler-féle 
állandó»-nak hívják, C-vel jelölik és értéke : C=0,57721566490153286060 . . .

Nemcsak ezen igen egyszerű esetben, hanem a Berlrand-sorokra is 
azonnal alkalmazható ez az új kritérium. Tudjuk ugyanis, hogy az ni-szere- 
sen iterált log log ... logx = Zm x differenciálhányadosa:

Dx [/„, (X)] = —f—-----~ ,1 J xlxl2X . . . lm 1 (x)
tehát, ha fix) gyanánt u 7 monoton csökkenő függvényt.választ-XIXLqX . . . lrn 1 (X) 
iuk, akkor : 

// ,f dx 1 > ,J fl.Lv/ ~ l ~Z~ — lm W — lm («),
<X>

tehát az |/(x)rfx integrál divergens és így a 
(t

y____ 1____
— nlnl2n... Im t(n)

sor divergens. Ha pedig /ix) = \ és figyelembe vesszük, hogy

1Dx ~P “ xlxl2x... [/„, (x)]/« ’

akkw: /$ •

co
Ha p>l, a jobboldali kifejezés első tagjának limese 0 és így az j f(x)dx 

a
integrál konvergens, tehát a

1______
nlnl2n . . . (ln, n)fíkonvergens, ha /?>1.

15. A Riemann-féle integrál-kriterium. \v. imént tárgyalt Cauchy-i'éle integrál­
kritérium így is fogalmazható : *Ha adatik egy /(x) monoton csökkenő pozitiv 
függvény és a SuH végtelen sorban/(n) > un >/(n+l), akkor a 2'u„ sor az co
l’f(x)d.r integrállal egyszerre konvergens vagy divergens. Az előbbi fogal­
mazástól csak annyiban térünk el, hogy az 11,,-et f(ni és /(n+1) között is 
megengedjük. De világos, hogy ha S/(n) konvergens, akkor 2’u„ is az és 
ha Sf(n) divergens, vagy máskép: Sf(n+i) divergens, akkor 2'n„ szintén 
divergens.

Másképen a Cauchy-kriterium ezen feltételét így is mondhatjuk: az 
/(x) pozitiv monoton csökkenő függvény /(n) és /(n+1) értékei közé a A’u„ 
sornak egy tagja esik, vagyis a Síi,, sor/(n)-nél nagyobb tagjainak száma: 
n —1. A Cauchy-féle kritériumot használhatjuk akkor is, ha a sor 
olyan, hogy /(n) és /(n+1) közé nem egy tagja esik, hanem k számú, vagy 
még akkor is, ha /(n) és /(n+1) közé az n-el változó számú tag jut, mond­
juk a„, de úgy, hogy l<«n<M* Ugyanis, ha azokat a tagokat, amelyek 
/(n) és /(n+1) közé esnek, (az alsó korlátot beleértve) összefoglaljuk és 
17,,-nel jelöljük, akkor:

Ua + L7„+1 + U„+2 + --- + + +
és Ua + Ua+1 -+ lfn+2+"'+ 'í/(n+l) + /la-l 2) +---- |-/(n+l).

* Ez esetben nem is tételezzük fel, hogy Sun tagjai monoton csökkenőck. 
Beke: A differenciálszámítás. 11.

fl.Lv/
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De az f (a) + f (a+1) H---- sorról tudjuk, hogy |/(x)dx-el egyszerre kon-
a

vergens vagy divergens, tehát a következtetést éppen úgy végezhetjük, mint 
az előbbi, egyszerűbb esetben.

Felmerül inár most az a kérdés, hogy hát ha a Su„ sornak az f(n) és /(n-|-l) 
számértékek közé eső tagjai az n-nel változó számúak ugyan, de nem korlátos 
számúak, hanem az előbb a„-el jelöli szám, mely megmutatja, hogy f(n) és 
f(n-\-l) közé hány tagja esik a Sun sornak, az n-el korlátlanul növekszik: mi 
a kritériuma 2u„ konvergenciájának f

Ha az an korlátlanul nő, akkor természetesen az ai4-«2-|-a;!-|----- |-a,t t—l„
is korlátlanul nő, még pedig úgy, hogy ln+i—ln is korlátlanul nő. Ez az l„ 
a Sun azon tagjainak számát jelenti, amelyek /(n)-nél nagyobbak.

Az lt, l2, l3, . . . monoton növekvő számsorozat. Legyen g(.tj egy olyan, 
monoton növekvő korlátlan függvény, mely kielégíti ezeket az egyenlőtlen­
ségeket :

i„<g(n), n=l, 2, 3, ...

úgy, hogy a g(x) mintegy az ,/(.r)-nél nagyobb tagok számának a meghatá­
rozására szolgál.

Ezek előrebocsátása után ismertetjük Riemannak a felvetett kérdésre 
vonatkozó eredményét abban az egyszerű alakban, amelyben ezt Hurwitz 
közölte.* A Riemann-féle konvergencia-kriterium a következő:

Ha /(x) monoton csökkenő függvény, melyre nézve lim/'(x)=0 és g (x) egy, x-^'
az x-szel együtt korlátlanul monoton növekvő, pozitiv, differenciálható függ­
vény, továbbá lx Jelenti a Sun pozitiv tagú monoton fogyó sor azon tagjainak a 
számát, amelyek f(x)-nél nagyobbak és lx<g(x), akkor a Sun konvergens, ha co

| ,/'(x)</'(x)dx integrál konvergens, (a tetszésszerinti véges szám.) 
a

A Cauchy tétel ennek nyilván speciális esete. Ha ugyanis /(n) és/(n+1)
között a sornak csak egy tagja van, akkor ln=n—1 és így g (x) gyanánt x

00

’választható, tehát a szóban forgó integrál: ^J(x)dx. 
a

A tétel bizonyitása a következő: Legyen m g (l)-nél nagyobb egész 
szám. Határozzuk meg az x0-t úgy, hogy g (x0)=ni legyen. [</(x) korlátla­
nul monoton nő, tehát ilyen x0 érték van és pedig csak egy.] A Sun sor­
ban /(x0)-nál nagyobb tagok száma: lx0<g(x0) = m.

Határozzuk meg most az Xj-et úgy, hogy </(x1)=ni+l legyen. Nyilván: 
Xi>x0. Ekkor az /(xjj-nél nagyobb tagok száma: lx, <g (xt) = m-f-l. így 
haladva határozzuk meg az x2, x3, . . . számokat, hogy g (x2) = m2. 
g (x3) = m + 3,. . . legyen. Nyilván x0 < xt < x2 < xs . . . és az x0, x,. xa,. .. 
számsorozat a végtelenbe nő.

Az állítjuk már most, hogy u„1+1</(x1); mert hiszen az/(xx)-nél nagyobb 
tagok száma (/(xj-nél, azaz m-f-l-nél kisebb, a sortagok pedig feltételünk 
szerint monoton fogynak; lehat az m-f-l-ik tag mindenesetre /(xj-nél már 
kisebb. Éppen így;

um+2 (X2). um+3 • • ■ um+k ^f&k) ’•
tehát. Urn-ri + um+2 +----F Um+k + /(^z) +----F/(®*).
De az /(x,) így is írható: '

* Hurwitz: Über Riemann's Convergenzkriterium. Math. Annáién. 44. kötet.
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xi 
ffá) = /(&) j g'(x) dx, 

xii
mert hiszen gix,) — g(xj ,) = 1. így tehát:

*1

“m+i + «m+2 4------ F um+k <./ (x1) | g'(x)dx 4-
x0

<^2 a*

4-/(Xa)J g'(x)dx-)------\-f(xk) I g'(x)dx.
xk ,

De másrészt/(x) monoton csökkenő és g(x) növekvő (tehát g'(x) pozitiv) 
lévén,

X/ Xj
J iXj) J g'(x) dx < I /’(x) </'(X) dx, 

xi l 
xk 

tehát. ^m+i 4 12 + * * ’ ■ FUm+fc 9 (®) dx.
®o 

w Xk
Ha már most ]jix)g'(x)dx konvergens integrál, akkor az \f(x)g'(x)dx 

n x0
mindig egy véges korláton alul marad. Ha tehát k korlátlanul nő, a baloldali 
összeg mindig e véges számon alul marad, vagyis az Hni+i4-“m+24-um+34----
és vele együtt a Sun is konvergens. Ezzel a tétel első részét igazoltuk.

A Riemann-Hurwitz-téle kritérium egy második része így hangzik: 
Ha fix) monoton csökkenő pozitiv értékkészletú függvény és lim/(x)=0, g(x) 
az x-szel korlátlanul s monoton nő és a Su,, pozitiv tagú, monoton fogyó sor- 

00

ban az f(x)-nél nagyobb tagok száma lx>g(x), továbbá ff(x)g'(x)dx divergens 
. CCintegrál, akkor SuH is divergens.

A Cauchy-féle kritérium ennek is speciális esete. Ugyanis, ha fin) > 
“n>/(n+l), akkor g(x) gyanánt x—2 választható.

Az x0, xt, x.j., . . . számoknak az előbb megállapított jelentést tulaj­
donítva, most um+k>f(xk). Ugyanis az /(xA.)-nál nagyobb tagok száma: 
l.rk > g (xk) == m + k, a sortagok pedig monoton fogynak, tehát az um+k még 
ezek közé tartozik és így: um+k>f(xk). Eszerint:

«m+! + «m+2 4------ 1- U,n+k >f(xp + J (x2) -I------F f(xk)
és így az előbbi gondolatmenetet követve:

x2 xk+t
“m+i + “m+2 4------F u,n+k > /(xi) j g'ix) dx -|----- F f(xk) j g'(x) dx.

xi xk

De fiXi) J g'(x) dx >J j (x) g'(x) dx,
Xi Xi

^k+i 
tehát: izm+1 + um+2 H------F «,„+/, > J j ix)g'(x) dx.

ii 

oo

Ha tehát j fix) g'(x) dx divergens, akkor az um+1 + u„1+2 4------F u,n+k a
a

k-val minden határon túl nő, tehát a Sun divergens.
Ezzel a tétel második részét is bebizonyítottuk.

40*



XII. FEJEZET.

VÉGTELEN SOROKKAL VALÓ MŰVELETEK.

1. Összeadás ÓS kivonás. Ha a Jun és _>ó„ végtelen sorok konver­
gensek, és az első összege s, a másodiké <r, akkor, miként már 
láttuk, a 

sor is konvergens és összege s-|-cr. Hasonlóképpen a J(nn—nn) is 
konvergens, összege s—cr.

Ugyanis, ha a Sun n-ik részletösszege: s„, a Svn-é pedig an. 
akkor a S(un±i>n') n-ik részletösszege:

~ sn ±
és így : lim Sn — lim s„ dr lim an = s dr c.

Azt is könnyen beláthatjuk, hogy a konvergens sorok össze­
adására vonatkozó ezen eljárás nemcsak két, hanem tetszés sze­
rinti véges számú összeadandó esetében is érvényes. Azt is rögtön 
beláthatjuk, hogy ha az összeadandó sorok abszolút konvergensek, 
az összeg-sor is abszolút konvergens. Ugyanis, ha R„jelenti az 
összeg-sorra nézve az:

“n+i + ^n+i I + I nn+2+pn+2 +----h ! ,ln+k + ”n+k
maradéktagot és meg az 1 n„+1i T j u„+2 I d----- 1- un+k ó ille­
tőleg | p„+1 | + i n,l+21 H----- F »n+k maradéktagok, akkor :

Hn,k^rn,k + Qn,k-
Ha már most A-et oly nagyra választjuk, hogy r„ k és a fr-tól 
függetlenül -nél kisebb legyen, ha n>N, akkor egyúttal Rn>k<e,

2
ha n>N (Zc-tól függetlenül). Ugyanez áll több (véges számú) össze­
adandó esetére is.

2. Pozitiv tagú végtelen sorok szorzása. Legyen San és 2bn két 
pozitiv tagú konvergens végtelen sor. Az első összege s, a másodiké 
a. Alkossuk meg azt a sort, melynek tagjai:
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c,=a.A, c,=a,b.,4-a,ö,, 
X X X' X — 1 ít X'

Cg = fli/j3-|~Cl.í^2-l'^3^1> ’ ' ' C/| —O-jbjj-l-a,/?,!_*-f-~t~ On/>i, . . .

Azt állítjuk, hogy a Scn sor konvergens és összege: S~sa.
Ezen állítás igazolására írjuk fel az s„ és <rn részletösszegek 

szorzatában szereplő tagokat ebben a schemában :
Mi, a^b2, a1b3, ..atbn 
a2bt, a2b2, a2b3,. . ., a2bn 
Ugbj, a3b2, a3b3,..., a3bn

an^i > ^2, ön^31 ■ • • , ■
E négyzetes schemában levő szorzatok összege: snan. Ha e 

négyzetben levő tagokat összegezzük és pedig a baloldali felső sarok­
tól kezdve az anb,,.. atbn mellékátlóig bezáróan, mindig ez átlóval 
párhuzamos egyenesek mentén haladva, akkor:

ci + c2 + csH-----l“cn
összegei kapjuk, mely a Scn sor n-ik részletösszege: Sn; tehát:

Sn < Snffn.
Vegyük most m-et ” -nek, ha n páros, vagy ha n páratlan szám, 

/7 1—— nek. Az smam szorzat tagjai a fölírt négyzetnek egy olyan kis 
saroknégyzetét foglalják el, amely egészen a mellékátló baloldalán 
terül el; tehát: ,,

sm^m < ‘■’zz

és *gy ■ szji®m <-' sn^n-

Ha n minden határon túl nő, akkor m is végtelenné válik, tehát 
lim sn = lim s,n = s és lim (Tn = lim = <r és így úgy a jobboldali /i =<» zn=oo h=«oq m«oo
sn<Tn, mint a baloldali sm°m határértéke: sa, tehát az Sn-nek is van 
véges határértéke, mely a jobb- és baloldali határértékek közös érté­
kével megegyezik ; azaz a 2cn sor konvergens és összege:

S - ser.

3. Abszolut konvergens sorok szorzása. Az imént pozitiv tagú kon­
vergens sorokra megállapított szorzási tételt kiterjesztjük azon 
esetre is, midőn a Sun és 2v„ sorok abszolut konvergensek; azaz 
kimutatjuk, hogy ha 2un és 2v„ abszolut konvergens végtelen sorok, 
akkor:

ivn = u^n 4- + u3nn_2 ----- F i^Vj(n 1.2.3....)

téve, a 2wn sor is abszolut konvergens és ha 2un összege U, Svn-é 
V, Sivn~é pedig W, akkor:

IV = 17 V.
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Ha a Sun n-ik részletösszege Un, 2b„-é Vn, a l'wn-é pedig Wn 
és az előbbihez hasonló négyzetes schémába írjuk fel az UnVn szor­
zatot, akkor a mellékátló alatt (a mellékátlótól jobbra) levő tagok
összege: r r y _ uzun vn rr

Jelöljük az | u„ j-et an-nel, az | vn i-et bn-nel, az a1bn4-«2i’n-i+" + 
-H'íA-et cn-nel és az ----- \-an összeget A„-nel, a ----- \-bn,
illetőleg q-j-Cgd----- f-cn összegeket Bn-nel és Cn-nel.

A mellékátló alatt levő tagok összegének abszolút értéke nem 
nagyobb e tagok abszolút értékeinek összegénél, vagyis nem 
nagyobb az a és b számokból az előbbihez hasonló módon meg­
alkotott schémáhan a mellékátló alatt levő összegnél, azaz :

~ Wn < An Bn — Cn.

De előbbi bizonyításunk szerint lim A,, Bn — lim C„. tehát: n—« n=-oo
lim(t7„Vn-W,,) = 0 n—oo

és minthogy lim Un—U, lim V„ V, tehát lim W„ is létezik és pedig: 

lim Wn = lim Un . lim Vn.

Ha lim Wn-et, melynek létezéséről most már meggyőződtünk, 
W-vel jelöljük, akkor tehát:

UV.
Megjegyezzük még, hogy

। < cfjö,! -j- a2 bn_i -|- • |- ün b, — cn

és minthogy a 2cn konvergens, tehát aj|wn| is konvergens, vagyis 
a Sivn szorzatsor abszolút konvergens (Cauchy-tétele).

Ezzel a szóban forgó tételt bebizonyítottuk.

4. Példa a nem konvergens sorok szorzatára. Az Euler-féle állandó. Az előbbi 
szorzást eljárás nem vezet mindig konvergens sorra. Meglehet, hogy a Sun 
és Svn sorok konvergensek, a Sivn sor azonban, melyben

wn = u,vn + u2«n-i 4------F u„v„

nem konvergens. Ennek az igazolására szolgáljon ez a példa : Az

és a 0-]----- ----------- ------ 1------ -—------- -____I___log 2 log 3 log 4 log 5 '
sorok konvergensek; mindkettő azért, mert tagjaik váltakozó előjelűek, 
csökkenő abszolút értékűek és 0-hoz konvergálók. A’szorzatsorban

u>" ~ Io7n 4 2 log (m—íj- + 3 log (n-2) 4 H (n-1) log 2 ’
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Ez a kifejezés nagyobb, mint:

(1 + y+ I+'+kzt) • i 
logn

De már láttuk, hogy
1 + 1 + “3 "*------ *■' n^T “ log " a>

nagyobb, mint egy bizonyos pozitiv szám, akármekkora pozitiv 
is az n vagyis : (1 + 2 + y + • ■ • + 1-nél nagyobb.

egész szám

Ebből következik, hogy 1. A felírt két konvergens sorból létesí-
tett szorzatsor tehát nem konvergens.

Az «i alatti differenciára vonatkozó állítást a 304. lapon a Cauchy-féle 
integrálkritériummal kapcsolatban mutattuk meg; most ugyanezt a Cauchy- 
féle integráltételtől függetlenül bizonyítjuk be. Kimutatjuk előbb ezt az
egyenlőtlenséget:

7TíT<log n

A középértéktétel szerint: log (1+x) = .v 2 (1 -|-d.r)2 ’ és f^y:

1
n

. n-f-l . /■< < 1 \_ 1log-— =log(l+n-)<n.
Másrészt pedig: 

। n+1 . n . n+1—1log-— =- log^- =- log-^

1_ I
1___ (n+1)* ) 1 .

n+1 2|1 *)7 n+1’
n+1 ' /

és ezzel a felírt (i) alatti egyenlőtlenségei igazoltuk. 
Ebből következik, hogy ez a végtelen sor:

< 12,113, , 1 . n+1 , 11 -logT+ 2 -log-2 +-+n -log— - + — -...

konvergens. Ugyanis váltakozó előjelű, tagjai abszolút értékre csökkenőek. 
amint éppen most igazoltuk és lim n„=0. E sornak tehát véges összege van. 
Jelöljük ezt az összeget C-vel. Ez a C nyilván pozitiv, mert hiszen a sor fgy 
is írható:

(l-10g-2) + (y-logy) + ---

és a fi) alatti egyenlőtlenségből következik, hogy a zárójelekben álló kifeje­
zések pozitivok. A C-vel jelölt szám így írható :

„ < i 2,1 , 3, ,1 , n+1 .C = hm 1 - log — + - - log -- + •••+- - log ——-- n co ' ÍZ Z 11 it

_i- h , 1 , 1 . , 1 । 2 3 4 n+1-2(1 + 2 + 3 +"’+ n og 1 ' 2 3 n
= lim [1 + 7 + 7 -I------F -1 — log (n+1)1.

n = oou z o n

Ezzel újra kimutattuk azt a nevezetes eredményt, hogy

lim (1 + ^ + ’ -I------ f- — log (n+1)) = C
n—oo' z ó n
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véges, meghatározott pozitiv szám. C az ú. n. Euler-féle állandó. Értéke, 
mint említettük már : 0'5772156649 . . .

5. A szorzatsor arithmetikai közepe. Az előbb láttunk példaképpen olyan két 
sort, melyekből az ismert eljárással készített szorzatsor divergens volt, bár 
a két sor maga konvergens. Ez az eset, miként a 3. pont alatti tárgyalásból 
kitűnik, nem következhetik be, ha a két sor abszolut konvergens. Megmutat­
juk már most, hogy két konvergens sorból alkotott szorzatsor mindig olyan ter­
mészetű, hogy a részletösszegek arithmetikai közepének van meghatározott határ­
értéke, vagyis a konvergens sorok szorzata mindig szummálható.

Előre bocsátjuk azt a tényt, melyet már egyszer említettünk, hogy ha 
lim an~a, akkor egyúttal

lim “jl+^±£s±L2±£1!_ = a.
n oo n

(L. 266. lapon, ahol a,=s,).
Ebből a már ismeretes határértéktételből következtetjük ezt az általá­

nosabbat: Ha lim a„—a és lim b„=b, akkor:

lim ai Ón + fl^n-i-l------Hűn Ói _ ab
/| = 00 11

Ez valóban általánosítása az előbbinek, mely ebből úgy keletkezik, 
hogy minden i-re b,=l tesszük. A most fölírt állítást így bizonyíthatjuk be: 
Minthogy lim an — a és lim bn — b, tehát elmehetünk az n„ a2, a3, . . . és 
b,, b2, b3,. . . sorozatokban olyan messzire, hogy azontúl minden m-re az

|am-a|<e, |bm—b|<í
legyen, hol e tetszés szerinti kis pozitiv szám. Mondjuk, hogy az e-hoz tartozó 
közös küszöbszám N legyen. Tekintsük most az aibn-\-a2bl, _t-]----- \~anbt
összeg első felét; azt, amelyben az a indexei közül az utolsó: [-—] és legyen 
n > 2N. Minthogy ezen részben a b számok indexei mind nagyobbak N-nél, 
tehát

ót = b +
tehető, ahol k [~| és |eA.|<e és így:

ai b„-|-«2b„ -i+ •■•+api| b =
hl n hl+1

=b («i+«a+......ham) + + a2in .,4----- 1- amen_m+1,
ahol -] helyett in-et irtunk.

így tehát' atón~l~a2Ón-i~l l~ a»ibn)n+1 __

= b ai + a'- ----- a’" । alen~í------- amen-m+i
n n

A második tag abszolut értékre nézve kisebb, mint:

t lqil ~4~ lazl~l------b laml
n

amely így is írható: rn-i
e laiI4-1«214-----1- |a;i, I-2-I

[”2]
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és ha n végtelenné válik, F^-l is végtelenné lesz, lim----- = ,L J n J*

limi l̂- + "’±|a">l =jg|, 
z?i=oo ni

tehát az A) alatti kifejezés második tagjának limese: 0.
Az első tag limese pedig , azért, mert dl

<11+02+ • • •4”Ctr/i

Éppen így járunk el az «ií>n4-a2bn_14----- \-anbt második részével,
melyben az a indexei nagyobbak az [-^-J-nél. Erről is megmutatjuk, hogy 
. cibhmesze: és ezzel bebizonyítottuk, hogy valóban:

lim at^n4~U»frn-i4~**'4~Un^i = a[) 

n

Most már áttérünk a szóban forgó tétel bizonyítására, vagyis annak a 
megmutatására, hogy a szorzási eljárás szerint alkotott sor, az ú. n. szor­
zatsor szummálható. Legyenek

Uj+Ua+űs-t----- !-«,>+••• és »i+l>a+l>34----- l-»n+-"
adott konvergens sorok és legyenek

W^tliV^ W2 = U1P2+«2Í’l, U)3 = U,V,i+U2O2+miV,, . ..

m,l_1=U1l>n_14-U2í>,1-24-------- 1-U,i-i üt, •

tehát az előbb használt
«i+uz4-------- l-u/, = I7/,., Ui+Ua4-----------H’/,- = V/.-, m,4-m24--------- |-mA. = IV;,

jelöléssel: Wk=Ui VA4-u2V/,_14----------Hu/,-^
w\+iy2+-.-+iv„ _víun+v2ul,.t+-+v„ul 

eS lgy' n ~ n

Minthogy pedig lim Un—U, lim Vtl=V feltevéseink szerint meghatározott 
véges számok, tehát a most bebizonyított középérték-tétel szerint:

lim^±^±^-^=UV 
n=»°o n

és ezzel bebizonyítottuk, hogy ha Su„ és Svn konvergensek, akkor SwH szum­
málható és szummája (a részletösszegek arithmetikai közepének határértéke): UV.

Tehát ha két konvergens sorból alkotott szorzatsor nem is konvergens a szó 
közönséges értelmében, mindig szummabilis (Cesarö-tétele).

Tudjuk azonban, hogy ha valamely végtelen sor a közönséges értelemben 
konvergens, akkor szummálható is és szummája megegyezik a közönségesen 
vett összegével. Ebből a megjegyzésből a végtelen sorok szorzatára vonat­
kozó ezen nevezetes tétel származtatható: ha a Su„ és Sv„ konvergens sorok­
ból megalkotjuk a SwH szorzatsort és ez konvergensnek bizonyul, akkor, a szóban 
forgó sorok összegeit rendre U, V, W-vel jelölvén, biztos, hogy:

W = UV.
Ugyanis az arithmetikai középpel vett szummája mindenesetre: UV; de 

minthogy a Sivn sor konvergens, tehát a közönséges összeg is ugyanekkora.
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így tehát csak azt kell tudnunk, hogy a Swn sor konvergens-e vagy 
nem; ha konvergens, akkor összege tényleg UV.

6. Mertens-féle szorzási tétel. Eddigelé már láttuk, hogy ha 2iin és Svn 
abszolút konvergensek, akkor Sivn is abszolút konvergens; másrészt egy 
példán láttuk, hogy ha Sun és Svn feltételesen konvergensek [a példában 
szereplő sorokról ugyanis tudjuk, hogy csak feltételesen konvergensek; az 
abszolút értékek sora az egyiknél a harmonikus sor, a másodiknál a diver­
gens n sor], akkor a 2to„, vagyis két feltételesen konvergens sorból
alkotott szorzatsor nem sziikségkép konvergens. Hátra van még azon eset, 
midőn az egyik sor abszolút konvergens, a másik pedig csak feltétele­
sen konvergens. Kimutatjuk, hogy ebben az esetben, vagyis ha Sun abszolút 
konvergens és Svn feltételesen konvergens, a Swn szorzatsor mindig konvergens. 
Ez a végtelen sorok szorzatára vonatkozó Mertens-féle, tétel.

Miként előbb láttuk:
= M1Vn + u2V„_i + u3Vn_2 -|----- 1- nnVi.

A X|u„| feltételünk szerint összetartó; tehát elmehetünk a sorban olyan 
messze, hogy azon túl minden m-re és minden k-ra

Bnik — I Uni+1I + |Wm+al 4— '4- |Uni+A-| <«', 
ahol e' tetszés szerinti kis pozitiv szám.

A £vn is konvergens; tehát elmehetünk olyan messzire, hogy |V,,,—V|<e' 
legyen. Mondjuk, hogy e két kívánalomnak megfelelő közös küszöbszám X 
legyen; azaz, ha m>N, akkor egyrészt

I«m+il4-|um+21 4" * * * 4“ I < f »
másrészt: |Vm — V|<e'.

Legyen már most n tetszés szerinti, 2m-nél nagyobb szám és m>N. 
Akkor Wr„ két részre választható:

— *511 n 4~ U2 V,!- i4~ l~ Uml ii—in+i 4- gni+i^n—ni 4~ n—ni—14~ ‘ ‘ * t~

Tegyük: V„=V4-ei, VM=V+e2,... Vn-m+i=V4-«m,
akkor e,, s2, . . . e„, abszolút értékre mind kisebbek a megadott s'-nél. Az 
első rész tehát Így írható:

V----- H*m) 4- fjUi 4- 4----- 1- «m
vagy így: V(iii4-u24----- f-am)4-p,

ahol |p|<s'A, ha A = 2lnfcl-
A második rész abszolút értéke kisebb

I um+111 In—ml + lnm+2| I ^n-ni 11 4- • • • + | Un | | V, |
-nél, vagy, minthogy a 2ton sor konvergens és így a Svn sor V* részlet­
összegei korlátosak, tehát |Vj. I egy véges pozitiv számon, mondjuk B-n alul 
marad, ez a második rész kisebb: B (|unl+i| 4- jum+2| 4------H“nl)-né1. De a
zárójelben álló kifejezés feltételünk szerint kisebb e'-nél, tehát e második 
rész kisebb BE'-nél.

így tehát. Wn = V (Uj+u.,-1- • • ■ 4- um} 4- p 4* a,
ahol |p|<E'A és írjuk a zárójelben álló «i4-u24----- |-nm helyett
U— (Um+i4-«m+24-”) különbséget; ekkor látjuk, hogy.
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Wn— UV— (um+1+tim+24—)V+(>+ff: de unl., + um+2+- • -| <e', és ]V <JB, 
tehát :

W„-UV\<e' (A+2B) 
és ígv: 

lim Wn = UV.

így tehát az eddigiekből kitűnik, hogy a) kél abszolut konvergens sorból 
a Cauchy-féle eljárással alkotott, ú. n. szorzatsor abszolut konvergens és összege 
a két sor összegének szorzata ;

b) Két feltételesen összetartó sor szorzata lehet divergens is, de mindeneseire 
szummálhaló (azaz a részlet összegei arithmetikai közepének van véges limesze) és a 
szorzatsor szammája az adott sorok összegeinek szorzatával egyenlő.

c) Egy feltételesen összetartó sornak abszolut konvergens sorral való szorzata 
összetartó és a szorzatsor összege a kél adott sor összegeinek szorzatával egyenlő.

Feladatok és gyakorlatok.

1. Bizonyítsuk be, hogy ezek a sorok konvergensek:

1.2 + 2.3 + 3.4 !..... 1.34"2.4+3.5+"
C) l.(m+l) + 2(^27 + 3(777+37 + ’'’ [m P°ZÍtÍV 8zám]-

2. Bizonyítsuk be, hogy ez a sor divergens:

valamely negatív egész számmal.)
y ——a+nb (ynem egyenlő

3. Bizonyítsuk be, hogy ha lim an=0. akkor ez a sor:

(«i— «z) + (a2—«») + (a8—««) + •••
konvergens és összege: s—at.

4. Ha Sj, s2, s3, . . . szabályos sorozat és limsn=s, akkor
.S'1+(S2—«1) + ($8—s2) + («4 — s3) + ••• 

végtelen sor konvergens és összege: s.
5. Mutassuk meg a 3. alapján, hogy

1 bJ_ + .L + ...+ ’ ....
3 ' 15r35+ (2n—1) (2n+l) +

konvergens sor összege: ■
6. Bizonyítsuk be, hogy akárminő szám legyen is z, (ha csak nem nega­

tív egész szám)
! _ i _ t 1
z ~ Z(z+1) + (z+l)(z+2) 4 4 7z+n) (z+n+17 + ‘“

r 1 ___ __ 1 _ 1 -|
L" (z+n) (z+n+1) — z+n z+n+1-1

7. Bizonyítsuk be, hogy: 
00

, 1 i _v___________ 1___________ .
2 z(z+l) (z+n) (z+n+1) (z+n+2) ’

.. X 1 1
3 z (z+1) (z+2) Zj (z+n) (z+n+1) (z+n+2) (z+n+3) ‘
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8. Tegyük a 3. alatti feladatban: 
c , c , cai = arctga, a2 = arctg-5ÍF, «3 = arc tg-^ ,...

és mutassuk meg, hogy ekkor:

c bearc tg — 7 , arc tg------ ------------------------
a («+n—íb) (<t+nb) + c2

így például, ha a=c=l, b=2,

, 1 w V i 1 arctgl= 4 =2j arcig 2JJ5-- 
n-1

9. Összegezzük ezt a sort:
1 , x 1 . x , ,1.x,tg X + 2 tg y + J tg y 4----- t- yr tg y- 4-----

[U. i. használjuk ezt a formulát: tgx= cotgx —2 cotg2x; tegyük sorban: 

tg x — co tg x — 2 cotg 2x 
1 . x 1 , x2 tg 2 = 2 colgy-cotgx 

l.X 1 . X 1 . X
T tg 4 = 4 cotg-4 - 2 cotg 2

s általában: 
l.x l.x 1 , x

2?i tg yy 2n c°tg jn 2n-1 c°tg 2n-1

Adjuk össze ezeket az egyenleteket, akkor a baloldalon az előbbi sor 
első n tagjának összegét, s„-et kapjuk:

.s„ = - 2 cotg 2x 4- 4r cotg -y •
Mutassuk meg, hogy

lira sn = — 2 cotg 2x 4- y •]

10. Ha 2’un konvergens és at, a2, u3,... korlátlanul és monoton növekedő 
pozitiv számok, továbbá:

sn — aiHi 4" «2U2 4— ’4" an un>

akkor: lim-S" =0.ii-oo an

[Ugyanis azt kell kimutatni, hogy n-el olyan messzire mehetünk, hogy 
mindig I — |<e legyen, ha e egy tetszés szerinti adott pozitiv szám. Evég- I an 1 
bői kiindulunk az

$rn+k — O/n+1 tyn ; 1 4" •" 4* ^m+k^m+k'
egyenletből. Innen:

sm+k__________
am + k am+k

.íh!l±l. u, । ^rn+2 ,, I ।
■m+1 4"  -------- Uin+2 4---------- H Um+k-

Um+k
«)

Jelöljük az — .
am+k

ani+2
...... nm+k

“n “a, “s- • • ■ ak i-el és tegyük :
am+JL 1 1-nél kisebb számok 
am+k

sorát

um+l — “li Uni+1 + Um + 2 — “21 • ■ • Unt+1 +----- 1- Um+k — aki



VÉGTELEN SOROKKAL VALÓ MŰVELETEK. 317

akkor az a) jobboldalán álló kifejezés így írható:

+ (<*2~*1) «2 + fas—*2) “3 4-------- F —fffc-2) «*-l 4- (ffA — <7fc-l),

vagyis így : a, a2) + a2 (a2—a3) -|------ 1- aA._, (ak_t—1) + ak.

Ha már most az m véges számot úgy választjuk, hogy |ap|<s' minden 
p>zn-re, ami tehető, mert a Sun sor konvergens, akkor ez a kifejezés, melyben 

a2—a3, . . . mind negatívok, abszolut értékre kisebb: 3e'-nél, bárminő 
szám legyen is k. Ha már most k-t oly nagyra választjuk, hogy —~!!!— I <«' 

&m+k 1 
legyen, ami tehető, mert an korlátlanul nő, akkor a) szerint

I1 < 4e', tehát lim = 0.
1 am+k 1 n-« an

Így például, ha an=n és Sun konvergens, akkor 
lim u1+2u24-3u3-j----- l-nun _ 0

* zi=xco n
11. Ha a2, a3r. . . tetszés szerinti pozitiv számok, akkor ez a sor: 

++ ... ++ .... 
14*«i (14-űi) (14-^2) (14-aJ (14-03) ••• U4-«n)

konvergens.
[Bizonyítsuk be teljes indukcióval, hogy 

, =1_ 1__________ .
" (14-01) (14-02) • • • (14-On)

ebből következik, hogy a sor konvergens, mert a részletösszegek mind 
kisebbek 1-nél.]

12. Bizonyítsuk be, hogy a pozitiv tagú Sun sor konvergens, ha létezik 
a pozitiv számoknak olyan at, a2, a3,. .. sorozata, amelyre nézve bizonyos 
n-től kezdve:

[A 11. feladatban foglalt konvergens sorral való összehasonlításból kö­
vetkeztessük. A Kummer-Jensen kritériumot kapjuk, ha an=— tesszük.]

• • cn
13. Ha a 2'n„ pozitiv tagú sor konvergens (divergens) és sn az n-ik 

részletösszege, akkor a \\ —sor konvergens (divergens).
Un 1[Ugyanis a két sor megfelelő tagjainak hányadosa: —— : u„ = —; tehát j sn sn

ha a konvergens, az mindig kisebb egy S' véges pozitiv számnál és 
x 1 un $itígy a >----- re a 273. lapon közölt kritérium alkalmazható. Ha pedig Sun

sn
divergens, akkor

fln+l l2 un+k tln+14- * • *4~On+Jc _  sn+k *n _ j _
S11+1 S/1+2 Sn+A- sn+k &n+k sn+k
De k úgy választható, hogy sn+*>2sn legyen, tehát a kérdéses sorban 

alkalmasan választott n és A- értékekre Rn,k> p bármily nagy is n és így a 
sor divergens.]

14. Ha Sun pozitiv tagú sor divergens, akkor ez a sor:
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konvergens, ha /ol és divergens, ha k<\. (Abel tétele.)
A tétel második része azonnal következik a 13. feladatból; mert már 

, L\" is divergens, ha tehát á<l, akkor és igy ez a sor is diver-
gens. Csak az első részt kell bizonyítani. Ez pedig így történhetik:

1 _ 1 _ _______ 1 ___ _
®n—i («n 1 jk—1(1 _ '

sn
De = (1— x) * a véges Taylor kifejtés szerint :

1 + ox + x2 (l-&r)-e~2

és így, ha 0<x<l, p>0, -J > 1 + pa-.

A jelen esetben Oc-^-Cl, p=Jt—1>0, tehát : 
sn

L- > “FT [1 + (*-1) > ~FT + í*-1) 5 ’

*»n—1 ön n *’n dn

“n <■ 1 í 1 _ 1 i
4 k—1 < sA '(

és így, bárminő pozitiv egész szám legyen is p:

un+i । ün+2 i .., I un+p 1 f 1_________ 1 1 . 1
cA <?/>' oA /•__ 1 t oA—1 qA‘—1 / jc__ 1 eA*—1 ’dn+i dn+2 *n+p K 1 ön+p n 1 ön

tehát (minthogy limsn = oo és k > 1 és a jobboldal független p-től), a
V1 un iF sor konvergens.

E szép tételből következnek például a hiperharmonikus sorra vonatkozó
kritériumok. Ha u. i.: u, = u2 ==••• = un = •••= 1, akkor s„ = n; tehát 
konvergens, ha /ol és divergens, ha k^l. Vagy ha

“n = 4 és .sn= 1 ++ , akkor

konvergens, ha k>l és divergens, ha k<l. Ebből egyúttal a Beiirand- 
sorokra is következtethetünk. Ugyanis a 311. lapon közölt segédtétel sze­
rint, ha

sn = 1 + i -|----- h —, akkor lim — = 1;
2 n ’ n=~ log n

tehát a —rr- sor közvetlenül összehasonlítható a —7r~—rr-val és így,Á—lns'í, n(logn)A 
ha /ol, e sor konvergens, ha k<l, akkor divergens.

Ha továbbá a ;----- divergens sorban az n-ik részletösszeget s„-al•—J risn
jelöljük, akkor X1-------— konvergens, ha k> 1 és divergens, ha k<1.

—1 n.s-ns^
15. Ha (aj, la2|, |as|,. . . korlátlanul növekvő számok sorozata, akkor a
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2Xtl— abszolút konvergens, akárminő számot jelentsen is az x. |Alkal- 
an n „

mázzuk a J*, | ~ | -re az |/"ün-re vonatkozó kritériumot!]
16. Mutassuk meg, hogy aj*—í— divergens és a j* —/ v konver- 

X fi X~T~ IIn=i n=i
gens, [ha csak x nem egyenlő valamely negatív egész számmal].

17. Mutassuk inegt hogy e sor:

x -t- (x+2) x (x+2) (x+4) 
x-f-3 + (x+3)(x+5) h (x+3) (x+5) (x-f-7) ’

konvergens, ha x nem egyenlő valamely negatív egész számmal és hogy a 
sor összege: x. [A 3. feladat szerint határozzuk meg sorban a2, “3, • • --t, ha 
at—x tétetik; de meg kell mutatnunk, hogy az így meghatározott. an-re: 
lim an—0. Ehhez szükségünk lesz a következő állításra:

(x+2) (x+4)... (x+2n) _
n ~ (x-f-3) (x+5). . . (x | 2n-|-l) ’

ámde : x+'lk _ 1
®4-2A4-l j . 1

+ x+2k

+ + ... + _JL_
x+2 x+4 r x+2n ’

és minthogy a J , -■ -o sor divergens, tehát valóban a felírt limes: 0].•I, ~ r- —•11 n=i
18. Legyen 0<p<l, 0<<7< 1 és q>p, akkor az l+p+p2-|---, valamint

az l+q+q2-\---- sorok konvergensek; e kettőből alkotóit:

1 + p + </ 4- p2 + </2 + ••• + p" + </'' + •••

is konvergens. Mutassuk meg, hogy lim és lim-—-- nem léteznek. 
111 U"19. Ez a sor: 1----— 4-----—-----— ••• konvergens. Miért? De ha tag-

|/2 /3 |/4
jail például olyan sorrendbe helyezzük, hogy minden negatív tag elé 2 pozi­
tiv jusson :

1 4-----—------ — 4-------- 1----- =------—I----- 1———---- 1—--------------- — 4- • • •
/3 /2 J<5 V 7 j/4 |/~4n-3 /4n-l /2n

és e sor 3n tagjának összege Tszl, az eredeti sor 2n tagjának összege S2/l, 
akkor:

1“l *" /2n+3 + ’ ’ ’ r |/4,4-1

nés innen: 7 sn *$2n /4n-l ’
minek alapján lim T3n = 00, tehát az uj elrendezésben a sor divergens. n=oo

20. Bizonyítsuk be, hogy ha a San abszolút konvergens, akkor az 
azi,i ans; ana, • • • tagokból képezett sor is abszolút konvergens [n1( n2, n3,.- ■ ■ 
tetszés szerinti növekedő indexek].
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21. Ha a 2a„ sorban egyetlen tag sem: —1, de valamennyi tag valós, 
akkor log (l+<in)I konvergens, ha 2|a„| konvergens, [log <l+«n) = 4 —
a középértéktétel szerint. Ha ^|a„| konvergens, akkor bizonyos n-től kezdve 

tehát l+$«n|> y Folytassuk.]
22. Mutassuk meg, hogy ez a sor:

1 - 1.1 1.1 1
/2 3

divergens.
23. Bizonyítsuk be, hogy ez a sor:

5 /6

x2 x3
2T+ 37 n!

x minden értékénél abszolut konvergens [például D’Alembert kritériumával], 
24. Alkossuk meg e két abszolut konvergens sor szorzatát:

-r x2 x3 y_ y2 y3
1 b-1 H 2T+ 3, 1 + t + ^F+3T +

és mutassuk meg, hogy a szorzatsor n-ik tagja: —----
25. Ez a sor: 1 + cosx-|-cos2x-|-----|-cosnx-|---- divergens. (Miért?)

Bizonyítsuk be, hogy ha x=^0, ±2w, ±4w, . . . akkor szummálható, azaz, hogy 
részletösszegei arithmetikai közepének van meghatározott véges határértéke. 
Ez a határérték : ' [Ugyanis :

sn = 1 + cos x + cos 2x H------1- cos (n—1) x =
= o+[y + cos x + cos 2x-]----- 1- cos (n—l)x]-

Tegyük : s), = + cos x + cos 2x ------ 1- cos (n—1) x.
Ekkor:

it 1 . íC . X X X
só sin t) — s*n 2 + cos x s’n ~2 COS s’n 9 ------cos <n—1) x s’n 2 '

.. . . X 1 r . 2/c—]—1 . 2/c—1 -iDe : cos fcr. sin 9 = [sin —— x ~ Sln —2— XJ

, , , . x 1 . (2n—1) xés így: s], sin y = y sin —
XMegint sin % -el szorozva :

sin2 9 = 9 sin (2/1—1) x . x -----— sin ff ’ [cos (n—1) x — cos nx],

11 cos (n—1) x — cos nx
S" ~~ 1 + T , x

Sln 2

tehát:

végül:

Sí *4~ s*2 "F * * * -|- Sn 1 । 1 1 — cos nx 
n 2 4n . , xsin y 

lim an = y •]
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OO
26. Tegyük fel, hogy a £an sor szummálható, azaz létezik a ()

lim Sq+Si-I--------F*n-i
n

véges határérték. Legyen ez S. Legyen adva a tetszésszerinti kis pozitiv e. 
Keressük meg azt az N küszöböt, melyen túl minden n-re teljesítve van, egy­
részt az

*0+^1+^ -F^n—1 — g.[. g' reiáció, ahol A)

1*5 1 8másrészt |— <-5-- Ekkor tehát ez a reláció is érvényes: I II I o
J°+si+^-+«n =S+e", ahol

/l——nel szorzunk mindkét oldalon: n

de |— + «" — Ü-1 < y + 2 . * = és így a B)-ből és A)-ból következik, 

hogy
-^2- = e'"; ahol je'"|<e, n

vagyis :
lim -Í2- = 0.
n -•« n

Tehát a 2’an szummálhatóságának szükséges feltétele, hogy lim — — 0 legyen.$ n«=<» ll
Ebből egyúttal az is következik, hogy lim n-1 = 0 és e kettőből, mint- n

hogy an=sn—következik, hogy a szummálhatóság szükséges feltétele:

lim -^ = 0. n = « ll

27. A 2'űn másodrendűén szummálható, ha létezik mint véges határ­
érték a

lim ,n -<x> n (n-1-1)
ahol :

ai.■ = s0 + Sí + s2 -|---- + sk és sm = a0 + a, -|------- F am .

A)

A végtelen sor másodrendű szummájának nevezzük e limes kétszeresét, 
vagyis a ffo+^il-----\-°n 1 és (nhányadosának határértékét. Jelöljük az A)
alatti határértéket S-sel; akkor tehát a fenti n helyett n-f-l-et téve:

lim £o+ffi"í-----
n “ (n+1) (n+2)

vagy, ha a -t ^Í^--nel szorozzuk és e szorzat határértékét
(n+1) (n+2) n

vesszük, akkor arra jutunk, hogy

Az A) és B)-ből következik :
lim tfo+gi+;-+gn 
n>=oo n(n+l) = S.

Hehe: A differenciálszámítás. II.

lim
11 n (n+1)

= 0.

B)

21
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Ebből egyúttal az is következik, hogy lim
hm — n (n+1)

s.- = lim —7----j-n Ín+D

—a.n , \, = 0 és e kettőből : 
n(n+D

= 0. Ebből megint rögtön következik, hogy

lim _^n = 0n=oo n (n+1)

és e kettőből: lim —~—- = 0. Minthogy pedig lim— —— = 1, tehát: n=<x> n (n -f-l)
lim = 0. 

11“

Arra jutottunk tehát, hogy a fPa,, másodrendű szummálhatóságának szük­
séges feltétele az, hogy lim —f- = 0 legyen.n=-co n

Bizonyítsuk be a 26) alatti állítást is közvetlenül határértéktételekkel, 
(e-ok nélkül !)

28. Bizonyítsuk be, hogy pozitiv tagú divergens sor nem szummálható. co
|Ha ugyanis \ u„ pozitiv tagú divergens sor, akkor sn = u0-|----- |-iin

0
n-nel együtt a végtelenbe nő, azaz bármilyen nagy szám is A, bizonyos
N-től kezdve : ,sn> A.

A részletösszegek számtani közepe:

Sp+Sl-I----- I-S11-1 > (n—N) A _ \
n ' n n

tehát (e tetszés szerinti kis szám lévén)
an > A — t,

Eszerint s„-nel együtt a„ is végtelenné lesz.]
29. Hardy-Landau-féle létei. Ha 2’u„ végtelen sor konvergens, akkor tudjuk, 

hogy szummálható is és a szummája megegyezik az összeggel ; de azt is 
tudjuk, hogy fordítva nem áll a dolog. Lehet a sor szummálható, bár nem 
konvergens. Hardy elégséges feltételt állított fel arra, hogy a szummálható 
sor konvergens legyen. Ezt a feltételt Landau inég egyszerűsítette. Ebben az 
egyszerűbb alakjában a tétel így hangzik : Ha a valós'.agú A’//,, sor szummál­
ható és nun minden n-re nézve nagyobb egy véges — A számnál, ahcl A pozitiv, 
(tehál az nu„ számhalmaz alul korlátos), akkor a £un sor konvergens.

E nevezetes létei így bizonyítható be: Legyen az n-ik részletösszeg:

sn = u0 + «i 4------F ‘>n
és az n-ik arithmetikai közép : 

So+Sj+SaH---- Fs«-iO„ —------------------------- i" n
akkor tehát feltételünk szerint létezik a lim<r„. Legyen ez: S.

. Zl=-oo
tekintsük ezt a p tagú összeget:

ni—i m P-i sm-p4-s,„ ,+14---- Fsn,_i=2!s/,— ysi;=mam— (m—p)am-n=pom-l,+mlam—a)
0 0

ni—i
A baloldalon álló 2'si. összegben k<m és így ezen összeg minden tagjára nézve



VÉGTELEN SOROKKAL VALÓ MŰVELETEK. 323

Uo + H--------- F U* — ~’ (UA+1 + uA+2 H-------- 1" um)-

Minthogy pedig feltételünk szerint: u„>------, tehát a jobboldalon álló kivo­
nandó! kisebbítjük, és ezzel a jobboldalon nagyobbítunk, ha minden u„ 
helyett-------et írunk és így

, 1 \ , (rn—k)Ask <sm + A 4-...+ —)< s„, + -—
és minthogy m—p <k <my tehát a jobboldal még nagyobbodik, ha a szám­
lálóban a k helyett m — p-l és a nevezőben is m — p-t írunk; vagyis:

lehál:
ni -1
Xsk<psm+-^A 

m—p

és így, ha p-vel osztunk, az a) alatti egyenlet alapján nyerjük, hogy:
p . , m ,

Sm + m-p A > a"'-P + - 1)

Készítsük most el ezt a p tagú összeget:
rn+p—1 in i

sm+s„,+i-í---- {-snl+p-i=21Sk—2sií=(m+p)anl+l,—mam=:p0m+l)^in(am+p-0r„). fi
m+p—i

X baloldalon álló 2^A összegben, ahol tehát minden k>m, in
। । . . i t 1 , 1 . , 1 \ (k—m)A

SA—s,n+,zm+i+nm+2d------(-,lk>^m—A । + m4-2 -----~k' >Sm---------mi~~
és így, minthogy k < m -f- p,

pASk > s,„ — -5— m
tehát:

"’^í1 p2A
rn

és így ha p-vel osztunk, a fi egyenlet alapján ezt kapjuk :
pA _ , m , , , „

S»i-------— < am+p + ~ (am+p ~ amh

Az 1) és 2) egyenlőtlenségek fennállanak minden, m és p<m indexre.
Legyen adva a 3A-nál kisebb, egyébként tetszésszerinti pozitiv e. Válasz- £
szűk az N küszöbszámot úgy, hogy 1) | am — S | < „ legyen, ha m > N; ^2 O
2) I Om+A-~ I < Tör > ha m > 1V és k tetszésszerinti pozitiv egész szám; 

eN 18A

Legyen /n>iV. Válasszuk továbbá p pozitív egész számot úgy, hogy 
em , an ... ., .7 , ... sm . ,, ...p > -x-T- és p Minthogy m > N, tehát -j- 1-nél nagyobb szám. -=-p
D/i oA 0/1 un

ennek kétszerese, tehát közöttük mindig van egész számnak választható p.
FJkkor tehát a 2) alatti egyenlőtlenségben:

PA 1 f c r >1 1, 1 । <11 8 m . 6/— = r<y; <rm+p = S4-e ahol |e"|<y; y< —

21*
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és minthogy | <r„1+p - ffm I < 
vagyis :

XII. FEJEZET.

, ... m . 6A t2 ftehát: — |am+p am I < f • J8A - 3 

sm < + e

és ez fennáll minden N-nél nagyobb m-re.
Egészen hasonló okoskodással következik az 1) alatti egyenlőtlenség­

ből, hogy bizonyos N-en túl, minden m-re nézve
.sm S £

Ez a két egyenlőtlenség annyit jelent, hogy

lim s„, = S. zn—°©
Ezzel tehát kimutattuk, hogy ha a valós Jii,, sor szummálható és az nun sorozat 
alul korlátos, akkor a £un konvergens. (Ugyanez áll akkor is, ha nun nem 
alulról, hanem felülről korlátos, mert hiszen akkor n (— un) alulról korlátos 
és a 2+, sorral a £(—un) sor is egyidőben szummálható.)*

30. Fejér létele.** Hasonló eszmekörbe tartozik Fejérnek a következő érde­
kes tétele : Ha a _£un sor szummálható, ahol a sor tagjai valós, vagy képze- 
tes számok és ez a póz. tagú sor: JJ wz? | konvergens, akkor az eredeti sor

1 .is konvergens. Ugyanis a £un szummálhatósága azt jelenti, hogy a

_ __ ®o + S1 I" s2 + ’ ‘' + sn
n+1~ ' n + 1

limese létezik. Legyen ez : S. Ha helyett az értékét: u0 + u, + u2 -I------F ti^-t
tesszük, akkor

(n + 1) u0 + nUj + (n — 1} u2 + • • • + un _  Ui+2u2+3ii3-|-----l-nun
ffn+1 ~ n + 1 — - - sn n+1
vagy röviden írva :

2»<U, 
ffn+’ = «n - -^44— 

n
Válasszuk a p indexet, úgy, hogy ha n> p, akkor 2\vu.%\< -7-1 ahol f tét p+l 1
szésszerinti kis pozitiv szám, p ilyen választása lehetséges, mert £ vu? 
konvergens sor.

Láttuk az 1. kötet 504. lapján (28. példa), hogy ha a,, a2, ■ ■ ■ am és n n ni
bt, b2,.. . b„i valósak, akkor: 2aí £b'i > (^avbv)2. Alkalmazzuk ezt az egyen­
lőtlenséget arra az esetre, midőn az a számok rendre : (p+l)$, (p+2;’,. . . n’ 
és a b számok : (p+1)’ | np+i |, <p+2)2 j up+2 |• n* | Hn |. Arra jutunk, hogy :

2'v.i'|vu5|>(i| ,11, I)2 
p+í p+1 p-fcl

vagyis a p említett választása folytán:
n n

r 2t>(2I^ \)2
4 p+i p+1

* Hardy : Proceedings of the London Mathematical Society 1910, Landau: 
Uber die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsátze der Herren Hardy u. 
Axer. Odbitka z Prac Matematyczno-Fizycznych XXL Warszawa 1910.

* * Fejér: Ueber die Convergenz der Potenzreihe etc. Schwarz Festschrift
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és minthogy

tehát

és így

2’’<2'»'<(n+l)2, 
P+1 1

(21 vn, |)2<-l(n+l)^ 
p+1 4

I 2”u, | 
p+i g

n+1 2 ’
ha csak n > p. Válasszuk n-et oly nagyra, hogy a

I i e 
n+1 <2 

legyen, a mi lehetséges, mert a számláló fix p számú tag összege, akkor 
tehát:

FTF | 1 - FFF | É”"1'1 + FTFI1 <e’

tehát A) szerint: 
an+i = sn —

ahol |«' | < e, minden n-re, mely egy bizonyos N-en túl van, vagyis : 

lim s„ = lim <rn = S.



XIII. FEJEZET.

VÉGTELEN FÜGGVÉNYSOR ÖSSZETARTÁSA.

1. Végtelen függvénysorok. Legyenek

^(x), u2(x), n3(x),...

az x valós változónak az a ... f3 intervallumban értelmezett, egy­
értékű, valós függvényei. Ha £ ezen intervallum valamely helye, 
akkor az

lí2^)> «3^), '•

meghatározott számértékeket jelentenek. Ezen számértékekkel alkotott 
numerikus végtelen sor:

«i (Á)+í;2(£)+í'.8 (£)+"•
konvergens, vagy divergens. Ha e sor a £ minden értékénél, amely 
az a... jő intervallumba esik [a határok beleértésével, vagy ezek 
nélkül]* konvergens, akkor a Sun(x) az a . . . fi (zárt, vagy nyílt) 
köz minden helyéhez egy meghatározott véges értéket rendel (a sor 
összegét), vagyis az a... jő közben egy függvényt értelmez: az adott oo
^ií,;(x) végtelen függvénysor összegét.

Jelöljük ezt a függvényt U(x)-el; akkor tehát a végtelen sor 
összegének értelmezése szerint a szóban forgó közben:

U(x) == lim [Ht (x)+u2 (x)-|---- |-nn (x)],
n=oo

vagy ha a részletösszegeket sorban így jelöljük:

Ut (x)—(x), U2 (x) = u1 (x)+u2 (x), Us (x)=(x)+u2 (x)+u8 (x),. . .
akkor: [/(x)=lim Un(x).

Az U(x) az t\(x), Í72(x), 173(x), ... függvényeknek a határ- 
függvénye.

így például az 1, x, xz, x3, ... végtelen függvénysorozatból alkotott 
l+x+x2+x:l-|----

* Ha a határpontok beleértetnek, akkor úgy mondjuk, hogy az a... fi 
zárt közben, ellenkező esetben: nyílt közben,
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sor konvergens, ha —1<x<1. A —1--- (-1 nyílt közben az U (x) határ-
függvény: — ■

2. Az összegfüggvény folytonossága. A végtelen függvénysor által 
értelmezett függvény tulajdonságaival kell foglalkoznunk. Először 
azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy folytonos függvények végtelen 
sora folytonos összeg függvényt ábrázol-e?

Azt kérdezzük, hogy, ha <q(x), u2(x), ... az a.../? közben foly­
tonosak, vájjon az U(x)=2unfr) is folytonos-e?

Mutatunk néhány példát, amelyeken feltüntetjük, hogy folytonos függvé­
nyekből alkotott végtelen sor összege lehet nem folytonos is.

í. Példa. Vegyük fel előre az Un (x)-et így :
1 ,

U„ (x) — x2”-1,

a gyök alatt a valós értéket értve. Ez nyilván folytonos függvénye az 
x-nek. De ha n végtelenné válik, akkor limX2n-1 = l, 0, vagy —1, aszerint, 
amint x^q.

Ha már most e végtelen függvénysort alkotjuk meg:

UJ+(U3-UJ+lUt- U3)+ •••+(!?,- Un_t)+ ■■
í 1. *.

vagyis az x-|-(x3— x)+(x5— x8)+-*-

sort, melynek minden tagja bárminő véges intervallumban folytonos, akkor 
azt tapasztaljuk, hogy a részletösszegek sorozata : I7j, r2, cr3,... tr„,... és 
I7=liml7n nem folytonos olyan közben, mely a 0 helyet is tartalmazza.

Az U (x) függvény menetét a mellékelt ábra mutatja. Ezen ábrában 
feltüntettük egyúttal az U3, U2, U3 menetét is, hogy lássuk, a folytonos 
függvények képei miképen simulnak a határfüggvény képéhez.
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2. Példa. Egy másik, egyszerű példa a következő : Legyen
<p (x)=x (2—x).

Ez a 0. .. 2 intervallumban pozitiv és maximális értékét az x=l helyen 
veszi fel. E maximuma: 1. így tehát [<p (x)]n az x=l helyen: 1, másutt a 
0. .. 2 intervallumban 1-nél kisebb és így lim [<f> (x)]''=0, ha x=|=l.

Ha már most a
(*) + {Líp (*)]z - v (*)} + {[t (*)? - [v k)]2} 4—

végtelen függvénysort alkotjuk meg, akkor folytonos függvényeknek olyan 
sorával van dolgunk, mely a 0.. .2 közben mindenütt: 0, az x=l helyen: 1. 

Az ábrában látjuk az j/=hp (x)]n menetét nehány n-re ; de már e pár 
görbe is mutatja, miképpen közelednek e görbék a 01A12 határvonalhoz.

3. Példa. Harmadik példa gyanánt válasszuk ezt:

Ebből: limlf„ = l, ha (x|< 1 és limU„ = 0, ha |x|> 1, végül pedig
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lim Un (x) = -5-, ha |x| = 1. A határfüggvény menetét a vastagon kihúzott n=oo 2
vonal ábrázolja. A vékonyan rajzolt görbe l/5 (x) menetét tünteti fel.

Eszerint tehát az
1 , x2—X’* x4—x6 x6—Xs

1+x2 + (1+x2) (14-x4) + (14-x4) (14-x6) + (1+x6) (1+x8) +'' ’ 
végtelen függvénysor olyan függvényt állít elő, mely 0, ha |x|>l; | , ha 
| X | = 1 és 1, ha |x| < 1.

Ezek a példák világosan mutatják, hogy folytonos függvények végtelen 
sorának összege nem mindig folytonos függvény.

3. Egyenletes összetartás. Kérdés, minő módon kell a végtelen 
függvénysorok osztályát megszorítanunk, hogy az előbbi pontban 
észlelt tünemény ne fordulhasson elő. Hogy e kérdésre megfelel­
hessünk, a konvergenciának egy új fogalmát vezetjük be, melyre a 
numerikus soroknál nem volt szükségünk.

Tegyük fel, hogy a 2'^>n(x) függvénysor konvergens az a.. . b 
intervallum minden helyén. Ez azt jelenti, hogy ha megadatik az 
intervallum | helye és megadatik egy tetszés szerinti kis ó, van 
olyan N küszöbszám, hogy minden pozitiv egész /c-ra | rnk(lf) | < £, ha 
n>N. Az rnk(£j) jelenti a cpn+x (|) + <pn+2(£)H----- maradék­
összeget.* Az £ pontossághoz tartozó N küszöb általánosságban attól 
a helgtöl is függ, amelyen a konvergenciát vizsgáltuk. Ennek a 
feltüntetésére a £ helyhez tartozó küszöbszámot A^-vel jelöljük.

Az Nx tehát az x függvényének is tekinthető. Ha már most az 
adott tetszés szerinti £-hoz tartozó Nx=Nx(é) ágy választható, hogy 
egy, az x-től független, csakis e-töl függő M=M(e) számon alul 
marad, akármelyik x helyét tekintsük az a... b köznek, akkor azt fog­
juk mondani, hogy a ^„(x) az a.. .b közben egyenletesen összetartó.

1. Példa. Az l+x+x2+xs+•••+x"+••• függvénysor az a., .b zárt köz­
ben (—l<'a<b<l) egyenletesen összetartó. Ugyanis

%•/! + A‘ +1 . ->•/! +1 1
rnk = x»+4 4- xn+2 4------H xn+l; = ——  — = x',+1 -A------

Az 1 — x nagyobb a pozitiv y — 1 — b számnál, | 1 — x* | < 2, tehát: 
lrnkl<—~—— és ha |a|, |ö| közül a nagyobbat c-vel felöljük [|c|<l], 
akkor: |r„j.|< — cn+i. Ha most .V-et úgy választjuk, hogy — cN+1<e legyen, 
akkor, ha n > N, a^x^b és k bárminő pozitiv egész szám, mindig 
!rn*l = |xn+14-xn+24-•••4-x"+*|<s, tehát, miként látjuk, az egész a., .b köz­
ben beérhetjük ugyanazzal az N küszöbszámmal. A 2’x" tehát az a . . . b zárt 
közben egyenletesen összetartó.

* De ha minden /c-ra érvényes, hogy \rnk\<e, akkor, miként már 
láttuk, egyúttal | rnx |, vagy röviden | rn \ is kisebb s-nál vagy egyenlő vele. 
Ha N küszöbön túl | rn | < e, akkor minden Á'-ra \ rnk | < 2e; tehát az össze­
tartás vizsgálatát rn, vagy rn/,. vizsgálatára alapíthatjuk.
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2. Példa. Nem így áll a dolog például azzal a sorral, amelyben az n-ik 
részletösszeg:

,, , . nx
Fn & - 1+n2x2 •

Ez a végtelen sor a következő :

x . L. I —______ -—\ + (—??----------——\ -I----- <-
14-x2 r V i+4x2 1+x2 > ' 1+9X2 l+4x2 ' T

4.1 x 1 .
+ M-f-n2x2 l-Hn-l^x2'^

Akárminő számot jelentsen is az x, a sor összege :

F (x) = lim Fn (x) = lim = 0.H">oo 7l=co 1"7~JÍ X

A sor összege: F(x), tehát mindig 0.
Ha most kiszemeljük pl.: a 0 . ..-f-1 intervallumot, észrevesszük, hogy 

bárminő § helyét vegyük is e szakasznak, mindig találhatunk egy olyan 
hozzátartozó N küszöböt, melyen túl a maradékösszeg:

kn (5)1 - |° i+n2S2 I l+n252 < 2

£
Ugyanis, ha azt akarjuk, hogy |r„ ($) | C-^- legyen, akkor előbb keressük 

meg azt az zi-et, melyre fönnáll:
n5 t

l-|-n252 ~ 2 ‘

Ebből : n =

, . ., ni-
és minthogy az ■■^7^2 az n növekedésével fogy, (ha már n > —), tehát 

s 'a 5-hez tartozó küszöbszám :

’ L 5«
ahol a szögletes zárójellel azt jelöltük, hogy a benne levő szám után követ­
kező első egész számot értjük. Miként látjuk, ez a küszöbszám a 5-től függ 
és ha a szóban levő szakasz 0... 1, akkor az iVj nem korlátos, tehát nincsen 
olyan, 5-től független N (e) véges szám, mely nagyobb minden Nj-nél.

Ha a szakaszban, vagy a határán 0 nem volna, hanem pl. : 0<aígx<it> 
intervallumról volna szó, akkor |rn (x) | < , ha n>N, mihelyt

N>—• ae

[Ugyanis az N: föntebbi alakjában |/í—í2 helyett is 1-et tettünk, 5 
helyett a nevezőben pedig a legkisebb a-t. Ezzel N-t nagyobbítottuk.] Ez azt 

2jelenti, hogy ha a föntebbi végtelen sorban —-nál több tagot veszünk, 
akkor a sor részletösszege a határfüggvénytől, mely a jelen esetben 0, az 
a...b intervallum minden helyén -^--nél kevesebbel tér el.
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Ha azonban a 0-ig terjed az intervallum, akkor ilyen, közös N számot 
nem találhatunk.

Hogy e sor ilyen közben nem egyenletesen összetartó, azt a követ­
kező módon is beláthatjuk. Az n-ik taggal kezdődő maradéktag

, , nx 
rn (*) - 1+Z12X2

az x = -í-, illetőleg x = —— helyen (ahol minimumát, illetőleg maximu­
mát éri el) : — 1-, illetőleg lesz, tehát nem lehet abszolút értékre 
nézve a megadott -y-nél kisebb, mihelyt ed. A vizsgált sor tehát a 0-t nem 
tartalmazó közben egyenletesen összetartó, ellenben a 0-t tartalmazó közben 
nem egyenletesen összetartó. Szemléletessé tehetjük a viszonyokat, ha az 

nxFn(x) részletösszegek menetét vizsgáljuk. Fn (x) = |_|_n2x2 ~nek a --1—1-1 sza­
kaszban maximuma van az x = — helyen és minimuma van a — — helyen.
Maximuma (minimuma): A mellékelt ábra n = 10 és n = 100 eseté­
ben mutatja F„(x) menetét. Ez ábrán világosan látjuk, hogy miért egyenle­

tesen összetartó a sor bármely szakaszban, mely a 0-t nem tartalmazza, 
[ekkor ugyanis olyan messze haladhatunk a sorban, hogy Fn (x) képe tetszés 
szerinti közel simul az X tengelyhez] és miért nem egyenletesen összetartó 
az olyan szakaszban, mely a 0-t is tartalmazza. [Ekkor ugyanis, bárminő 
messze haladjunk is a sorban, még mindig felugrik (lesülyed) az Fn (x)-et 
ábrázoló görbe az x = -^-(x=——) helyen magasságra (mélységre)].

3. Példa. Legyen :

u1=xe~x’, H2=2xe-2aí’—xe-31*,.. . un=nxe-na:’—(n—1) xe-(n-1)a:S,

akkor a sor n tagjának összege: Fn(x)=nxe_nx* és akárminő értéke legyen 
is x-nek, miként a L’Hospital-szabállyal kiszámíthatjuk, lim F„ (x)=0. E A'ti„ n = oo
végtelen függvénysor összege mindig 0. De a sor nem egyenletesen össze- 

1. _ i
tartó, ha az intervallum a 0-t is tartalmazza. Ugyanis Fn (—) = e "és 

/ L nF(----- )= — e «; de ha zi-et elég nagynak vesszük, e « az 1-től alig külön-
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bűzik és így nem állapítható meg olyan N szám, melyen túl a 0-t (akárcsak 
határán is) tartalmazó közben minden x-re nézve :

|F„ (x)-0|<« 
lenne.

Az egyenletes konvergencia oly fontos fogalom, hogy a tárgyalt 
példákon való felvilágosítás után még egyszer visszatérünk az értel­
mezésére. A 2cpn (x) végtelen függvénysor az a. . . b szakaszban 
egyenletesen összetartó, ha a szakasz minden helyén oly módon 
konvergens, hogy: minden 6-hoz tartozik olyan N küszöbszám, me­
lyen túl levő n-ekre nézve minden, e szakaszba eső x helyen:

I rn,k (®) | < e, vagy | r„ (x) | < 6,

vagy másképpen: ha a szakasz minden x helyén konvergens 2cpn (x) 
n

sor összegét <?(x)-el és 27’m(x') részletösszeget 0n(x)-el jelöljük, 
akkor minden megadott 6-hoz tartozik olyan IV, csupán az 6-tól függő, 
az x-től nem függő szám, hogy, ha n>N és x bármely helye az 
intervallumnak:

|0(x)-0n(x)|<6.

Ebből azt látjuk, hogy ha az 6 pontosság megadatik, akkor a 
0(x) határfüggvény helyett az egész intervallumban a 0n(x) [köze­
lítő] függvény vehető.

4. Folytonos függvények egyenletesen összetartó sora. Előbb láttunk 
néhány példát, amelyekből kitűnt, hogy folytonos függvények vég­
telen sora nem mindig állít elő folytonos függvényt ; vagyis foly­
tonos függvények végtelen sorának összege nem mindig folytonos. 
Kimutatjuk, hogy ez a jelenség nem fordulhat elő, ha a függvények 
sora egyenletesen összetartó a szóban forgó intervallumban. Azaz : 
Ha egy végtelen függvénysor tagjai valamely zárt szakaszban foly­
tonosak és a függvénysor e zárt szakaszban egyenletesen összetartó, 
akkor a végtelen sor összege is folytonos e szakaszban (és pedig 
egyenletesen folytonos).

Ha ugyanis az a. . . b zárt szakaszban

(jp2(x), </>8(x), ...

mind folytonosak és 2<f>n(x) egyenletesen összetartó és £(f>n(x) 
összege: 0(x), akkor megmutatjuk, hogy a tetszés szerinti pozitiv 
6-hoz tartozik olyan ó küszöbintervallum, hogy az a... b köz min­
den x helyén :

| (P(x-|-/l)—<P(x) |<6,
ha | h |<J és x-|-/i a közbe esik. [Az a, b határhelyeken csak pozi­
tív, illetőleg csak negatív /i értékekre követeljük ezt.]
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Ezen állítás bizonyítása végett vegyük az adott e harmadrészét: 
£

«'= -ot. A sor egyenletesen összetartó lévén, az fi'-hez tartozik egy
az a...b intervallumra érvényes N küszöbszám úgy, hogy:

I rn0) I = I ?n+i 0) + (fn+Á*) + •" I < «'> ha n>A[

tehát bárminő h-t vegyünk is, ha csak x-\-h benne van az a...b 
közben, akkor egyúttal:

| rn(x-\-h)\< ha n>N.

Legyen : d> (x) = <Dn (x) + rn (x),

ahol (Dn(x), az n-ik részletösszeg és n valamely A'-nél nagyobb, 
megválasztott szám. A <pn(x) n számú folytonos függvény összege, 
tehát maga is folytonos és így az e'-hez tartozik olyan J küszöb- 
intervallum, hogy :

• I («+ h) — <Dn (x) | <
ha |h|< d és x meg x-|-/i az a . . . b köz helyei.* Így megválaszt­
ván a d-t, legyen tényleg | h | < d ; most már:

<Z> (re H- /í) — 0(x) = (x-\-h) — (Pn (x) + rn (x-f-Zi) — rn (x),
tehát:

|0(x4-h)— 0(x)|^|0„(x-]-/»)— 0„(x)| + | rn(x+h) | + |rn(x)|<3e'=é.

Ezzel tehát a 0(x)-nek az a...b szakaszban való (egyenletes) 
folytonosságát kimutattuk.

Megjegyezzük azonban, hogy ez a tétel nem fordítható meg; azaz: lehet 
folytonos függvények valamely sora nem egyenletesen összetartó és a sor 
összege mégis folytonos függvény. így például a már említett sor, melynek 
n-ik részletösszege :

,, , , nx 
AnW- i+nix2

és melyről megmutattuk, hogy a 0-t tartalmazó közben nem egyenletesen 
Összetartó, minden x értéknél 0 összegű, tehát folytonos függvény. Sőt, ha 
e sor tagjait valamely /(x) folytonos függvényt előállító egyenletesen össze­
tartó sor tagjaihoz rendre hozzáadjuk, nem egyenletesen összetartó sort 
kapunk, mely ugyancsak az J’(x)-et állítja elő.

A most bebizonyított fontos tételt még másképpen is fogalmazzuk : 
A (x) sorban x-et fixirozzuk, x=x0 téve. A sor összege : 0 (x) az x0 helyen 
folytonos. Ez azt jelenti, hogy az x0 helyen a helyettesítési értéke megegyezik 
a határértékével:

0 (x0) = lim <P (x).

* És pedig, mint már tudjuk, egy és ugyanazzal a d-val az egész a . .. b 
szakaszban beérhetjük, [mert ha valamely függvény az ab zárt szakaszban (e 
szakasz minden helyén) folytonos, akkor egyenletesen folytonos]. (L. I. kötet 
69. lap.)
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Másrészt azonban: (x)=lim <Pn (x), mert a sor összege a részletössze- 71 = oo
gek határértéke ; tehát:

<t> (x0) = lim lim 4>n (x).
x0 n=<»

Vagy pedig így járhatunk el:
0 (x0) = lim 4>„ (x0) ; 

n-= oo
de 4>n (x) az x0 helyen folytonos, mert hiszen véges számú folytonos függ­
vény összege és így :

(*o) = lim 4>n (x);
X — Xq

tehát: <P (x0) = lim lim 4>n (x).
n-a

E két egyenlőségből :
lim lim <P„ (x) — lim lim <P„ (x), x=x0n«=oc n«=oo x=x0

és ez azt fejezi ki, hogy e kétszeres limesek egyenlők; azaz mindegy: akár előbb 
összegezzük a sort és azután vesszük az x0 helyen a határértéket, akár előbb 
vesszük az x0 helyen a határértéket, azután összegezzük a sort. így tehát 
az az állítás, hogy folytonos függvényeknek valamely intervallumban egyen­
letesen összetartó sora folytonos határfüggvényt értelmez, még úgy is fogal­
mazható, hogy: folytonos függvények egyenletesen összetartó sorából alko­
tott n-ik részletösszegnek minden xu helyen, n=oo-re való határértéke olyan 
kétszeres limes, melyre nézve mindegy, akár előbb az n válik végtelenné 
és azután x válik x0-sá, akár fordítva, előbb x válik x0-sá és azután n vég­
telenné. [Tudjuk, hogy az ilyen kétszeres limesek nem mindig egyenlők : pl.

.X . Xlim lim— = 0 és lim lim — = oo.
y-o x=o y x-o q-o y

5. Az egyenletes összetartás egy kritériuma. Látjuk, hogy minő 
fontossága van az egyenletes összetartásnak még gyakorlati szem 
pontból is. Ugyanis a Sy>n(x) egyenletesen összetartó sor ösz- 
szege helyett egy megadott pontosság mellett az egész inter­
vallumban ugyanazt a részösszeget vehetjük. Éppen ezért kívánatos, 
hogy olyan kritériummal rendelkezzünk, mellyel az egyenletes össze­
tartásra következtethessünk. Ilyen, Weierstrasstól származó krité­
rium a következő : Ha a | <j>„ (x) | maximuma az a. . .b közben M„ 
és a SM,, összetartó, akkor a S(f>„(x) ezen intervallumban egyenle­
tesen összetartó.

Ezt igen egyszerűen beláthatjuk. Ha ugyanis e adatik, akkor 
elmegyünk a SMU sorban olyan messzire, hogy:

^n+i+^n+ad----- F
legyen bármely Zc-ra ; ekkor tehát, akárminő értéket is jelentsen x 
az a ..b közben:

i ffn+i (■x’)+9’n+2 (#)4------F/’n+k F*’) I < I (fn+i (x) H------F
+ 1 (f,n+kix) I —ÍWn+i + ^n+24------

tehát valóban a Sg>n(x) egyenletesen összetartó.
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Megjegyezzük azonban, hogy ez csak elégséges, de nem szükséges fel­
tétel. Ezt rögtön belátjuk, ha meggondoljuk, hogy a 2'Mn konvergenciájából 
nemcsak a 2<pn (x), hanem egyúttal a egyenletes konvergenciája is
következett; vagyis a ^pn(x) abszolút, egyenletesen konvergens, ha SMn kon­
vergens. Már pedig lehet valamely függvénysor egyenletesen összetartó vala­
mely közben anélkül, hogy abszolút konvergálna. így például, ha 0<x<a<l, 
akkor ez a függvénysor

‘ S[x" + ,L n J
( — ÍJ"

mely a Sx" és S ——— egyenletesen összetartó sorokból keletkezett, egyen-
I 1 Iletesen összetartó, holott az abszolút értékek sora: ,S| (—l)nxn4~--| széttartó.* 

Ezzel kimutattuk, hogy a SMn összetartása nem lehet az egyenletes össze­
tartás szükséges feltétele.

6. Egyenlőtlenül összetartó sor által előállított folytonos függvény. Bebizonyí­
tottuk, hogy folytonos függvények egyenletesen összetartó sora a szóban 
forgó intervallumban mindig folytonos függvényt állít elő. De láttunk már 
olyan függvénysort is (a 330. lapon 2. példa), amely nem egyenletesen össze­
tartó az olyan intervallumban, mely 0-t is magában foglalja és mégis foly­
tonos függvényt állít elő. Egy általános módszert mutatunk, mellyel Bendixson 
ilyen függvénysorokat szerkesztett. Legyen Sfn (x) az «... b intervallumban 
nem egyenletesen összetartó, de minden tagja folytonos. A nem egyenletes 
összetartás abban nyilvánul, hogy van olyan e, melyhez nem tartozik az egész 
intervallumban érvényes küszöbszám, azaz bárminő nagynak válasszuk is az 
N-et, azon túl még mindig van olyan n index, hogy az a. . . b köz valamely 
1 helyén' |r„(x)| = |F(x)-F„(x)|>e. A)

[Itt rn (x) az fn+1 (x)+/n+2 (x)-|— maradék, Fn (x) az n-ik részletösszeg 
és F(x) a limFn(x) határfüggvény.] [Megjegyzendő, hogy nem minden n-re 
áll ez az egyenlőtlenség, csak éppen annyit mondunk, hogy minden N-en 
túl van ilyen n, vagyis végtelen sok n-re áll fenn az |r,,(.r)|>s egyenlőtlen­
ség valamely (az n-el esetleg változó) x helyen].

Alkossuk meg a maradéktagokkal ezt a végtelen függvénysort:
n-ri-l-ra-r24---- |-rn-rn4- • •

Ez az ab intervallum minden helyén konvergens, mert feltételünk szerint 
(x) az ab közben mindenütt konvergens és így, ha az ab köz valamely 

előre kiszemelt helye x0, akkor a Sfn (x) sorban elmehetünk olyan messze, 
hogy |r„(x0)|<e legyen, ha n>N és e tetszés szerinti megadott pozitiv szám. 
Már pedig az Fj—Fi4-T2—f24— sorban a maradékösszeg: vagy 0 vagy
ilyen alakú : r; vagy — rj, vagy rj—rj, tehát abszolút értékben mindenesetre 
kisebbé tehető s-nál, ha zz-nel elég messze megyünk. A sor tehát konver­
gens ; de konvergens sor tagjait tetszés szerint foglalhatjuk össze, tehát így 
is : (r,—Tjj-l-fra—r2)4--- , vagyis végtelen sorunk összege az ab intervallum
minden helyén : 0. A függvénysor összege tehát folytonos függvény. De az 
Fi—Fj-t-Fa—r24---- sor nem egyenletesen összetartó. Ugyanis, ha e gyanánt
az A) alatti egyenlőtlenségben szereplő e-t választjuk, végtelen sok n-et talá­
lunk, melyekre nézve az ab intervallum egy-egy helyén |f?nl|>8.

* Numerikus összetartó sor mindig egyenletesen összetartó akármilyen 
változóra nézve. Két egyenletesen összetartó sor összege szintén egyenletesen 
összetartó.
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Ilyen módon tehát minden egyenlőtlenül összetartó sorból készíthetünk 
olyan egyenlőtlenül összetartó sort, melynek összege folytonos függvény.

7. Arzela kritériuma. Az egyenletes összetartás tehát nem szükséges fel­
tétele annak, hogy folytonos függvények sorának összege folytonos legyen. 
Ez csak elégséges feltétel. Arzela foglalkozott azzal a kérdéssel*, hogy mi a 
szükséges és elégséges feltétele annak, hogy egy, az a... b zárt közben 
folytonos függvényekből alakult Sfn (x) függvénysor által értelmezett F (x) 
összeg folytonos legyen. Az eredmény kimondása végett bevezetünk egy új 
fogalmat: a quasi egyenletes összetartás fogalmát. A £fn (x) sort egyenletesen 
összetartónak mondtuk az a . .. b zárt közben, ha bármely pozitiv s-hoz tar­
tozik A7 küszöbszám, úgy, hogy |rn(x)|<rs legyen a közbe eső minden x-re 
nézve, ha n>N. Tehát ez az egyenlőtlenség: |rn(x)|<«, minden ilyen n-re 
nézve fennáll, függetlenül az x-től. Most csak azt kívánjuk, hogy akárminő 
nagy N-et jelölünk is meg, ezen túl legyen minden, az ab közbe tartozó 
x-hez található — esetleg x-től függő — legalább egy nx index, úgy, hogy 
lrna,(x)|<e legyen: de az a. . .b közben levő összes x helyekhez tartozó n, 
indexek egy (iV-től függő) N'>N számnál kisebbek legyenek. Vagyis az előb­
bitől eltérően, most nem kívánjuk, hogy minden x-re nézve fennálljon az 
|rn(x)|<e, ha csak n>N és N független az x-től, hanem az egyes x érté­
kekhez a tetszés szerint megadott N-en túl az N és egy hozzá tartozó N'>N 
közé eső más meg más nx indexek tartozhatnak. Most már értelmezzük a 
quasi egyenletes konvergencia fogalmát.

A függvénysor az a ... b közben quasi egyenletesen konvergens, ha 1. az 
a . . . b zárt köz minden helyén konvergens és 2., ha egy tetszés szerinti kis 
t-hoz és tetszés szerinti nagy N-hez található olyan N'>N, hogg bárminő helye 
is az x az a. . .b köznek, legalább egy, az N<nx<N' feltételi kielégítő, (az x-től 
függő) nx indexre teljesül az | rn (x) | < t egyenlőtlenség.

És már most azt állítjuk, hogy folytonos függvények Sfn(x) végtelen 
sora az a . . .b közben akkor és csakis akkor értelmez folytonos függvényt, hu 
e közben quasi egyenletesen összetartó.

Először kimutatjuk, hogy a quasi egyenletes összetartás az F (x) folyto­
nosságának elégséges feltétele; vagyis, hogy ha a Sfn (x) folytonos függvény­
sor az a .. . b közben quasi egyenletesen összetartó, akkor a sor összege : 
F(x) e köz minden helyén folytonos. Evégből csak azt kell megmutatni, 
hogy az a . . . b köz minden x' helyéhez és minden pozitiv s-hoz tartozik 
olyan d küszöbintervallum, hogy |F(x')—F(x")|<e, ha |x'~x"|<<J.

A Sfn(x') konvergens, tehát A'-et úgy választhatjuk, hogy |r„ (x')|<-|-, 
8 . **ha n>N. Ehhez az N-hez és az =- -hoz a quasi egyenletes összetartás foly- o

tán tartozik olyan N', hogy minden x-nél alkalmasan választott nx-re:
I rnx (x) I < -5- , ahol N<nx<N'. Készítsük el a sor következő részletösszegeit:

$N+1 í3")’ ^N+2 (a:)’ $N+3 ’ $N' W'
Mindezek véges számú folytonos függvény összegei; tehát az a ... b 

minden helyén folytonosak. Keressük meg e függvényekre nézve az x'-hez 
tartozó, g- pontosságnak megfelelő küszöbintervallumokat. Legyenek ezek :

* Mem. di Bologna 1899. L. még Po/iZ-nak az Arzela eredeti értekezése 
alapján készült érdekes dolgozatát a Monatshefte dér Math. 1905. évi köteté­
ben (p. 54), valamint Borel Fonctions de variables réelles c. könyvét (p. 41).
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du <JZ,.. . és közülük a legkisebb : ö. Ekkor tehát, ha n bármelyik, 
N és N' közötti index, mindig [ó'„ (x') — Sn (x")|< , ha |x'—x"|<í. [Ha 
x'=a, akkor csak az x'-nél nagyobb, ha x' = Z>, akkor csak az x'-nél kisebb, 
)x'—x"|<<J feltételnek eleget tevő x" értékek jönnek figyelembe.]

Az F(x') — F(x") növekményt akarjuk kifejezni. Ez így írható :
F(x') - F(x") = F(x') - S,,x„ (x'j + S,,x„ (x'j - Snx„ (x") + S,tx„ (x") - F(x").

De : F (x'j - S„x„ (x'j = rnx„ (x'j; S,,x„ (x") - F (x") = - r,,x„ (x"),

tehát: |F (x') - F (x") | < |r,,x„ (x'j | + |S,,x„ (x'j - Snx„ (x") | + | r,,x,. (x")|. 
8 . .8A jobboldali első tag kisebb -nál, inert hiszen |rn(x )|< f , ha csak 

n^N; már pedig nx">N. A harmadik tag a quasi-egyenletes összetartás miatt 
kisebb -|--nál. A közbenső tag pedig azért kisebb 4--nál, mert |x'—x"|<rf «J o
és nx" az N és A' közé esik. Így tehát :

|F(x') — F(x")|< e, ha |x'-x"|<d.
Ezzel kimutattuk,- hogy F(x) az a...b köz minden helyén folytonos; 

vagyis azt, hogy a quasi-egyenletes összetartás valóban elégséges feltétele 
annak, hogy a folytonos függvények sorának összege (egyenletes) folytonos 
legyen.

Most megmutatjuk, hogy a quasi-egyenletes összetartás az összeg foly­
tonosságának szükséges feltétele. Tegyük fel tehát, hogy a folytonos fn (x) 
függvények Sfn(x) sora az a. . . b zárt intervallumban mindenütt összetartó 
és összege: F (x) folytonos. Ha egy tetszés szerinti x' helyet szemelünk 
ki, akkor megválaszthatjuk A-t úgy, hogy a maradéksor abszolút értéke 

8 . .| rn (x') | < , ha n>N. Az előbbi jelöléseket megtartva:

F(x) = S„(x) + r„(x).

Az F(x)-nek az egész a...b zárt közben való folytonosságából, miként 
ismeretes (I. kötet 69. lap), következik, hogy van olyan, az egész a.. . íi-re 
vonatkozó <5 küszöbintervallum, hogy akárhol legyen is az x' az a ... b zárt 
közben (a határhelyeken A-nak csak pozitiv, illetőleg negatív értékeket tulaj­
donítva) :

. \F(x'+h) — F(x')|<-=-, ha |A|<d.

Minthogy az Sn (x) véges számú folytonos függvény összege, tehát van 
olyan d„, hogy teljesül az |S„ (x'+h)—S„ (x')| < egyenlőtlenség, akárhol 
legyen is az x', ha |A|<Jn. Válasszuk a d és ó„ közül a kisebbiket. Jelöljük 
ezt J^-nel és legyen \h\<ő'n. Ekkor tehát:

F(x'+A) - F(x') = Sn (x'+A) — S„ (x') + r„ (x'+A) - r„ (x') 

egyenlőségből következik :
r„ (x'+A) — F(x'+h) — F(x') - S„ (x’+A) + S„ (x'j + /•„ (x'), 

miből :
| r„ (x'+A) | < j F (x' +A) - F (x')| +1 S„ (x' +A) - S„ (x') | + | r,j (x'j | 

vagyis: |r„ (x'+A)|<e, ha h <3), és n N.

Azt látjuk ebből, hogy ha A-et már megválasztottuk úgy, hogy n>-X-re 
Beke: A differenciálszámítás. II. 22
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jrn(x')|< ,, , akkor minden x' helynek van olyan, az n indextől függő 2ö'n szé- 
lességű környezete, amelynek minden helyén teljesítve van az |rn (x) | < e. Ez 
az. fn (x) függvények és az F(x) határfüggvény folytonosságából következett.

És most a szóban forgó tételt indirekt utón bizonyltjuk be. Ha SJn (x) az 
a ... b közben nem volna quasi-egyenletesen összetartó, akkor, ha e közt 
megfelezzük, nyilván, legalább az egyik félben nem volna quasi-egyenletesen 
összetartó. Most azt a felet, amelyben nem quasi egyenletesen összetartó, 
újból megfelezzük s í. I. Ezzel az eljárással eljutunk az a. . .b köz vala­
mely x' pontjához, melyet körülvevő tetszés szerinti kis a'. . . b’ intervallum­
ban a Sfn (x) nem quasi-egyenletesen összetartó, vagyis van olyan e és 
olyan N, amelyekhez nem választhatjuk az előbb értelmezett nr-et és N'-et 
úgy, hogy minden nx<zN' legyen ; vagyis az nx számhalmaz felül nem kor­
látos, ha a'<x<b'.

g
De az x' helyen ; rn (x ) | < , ha csak n>M küszöbszámnál, mert hiszen

o
Sfn (x) minden x helyen összetartó. Az F(x) folytonosságából azonban az is 
következett, hogy ekkor |rn (x)| az x'-nak egy bizonyos véges, az |x—x'|<<Jn 
egyenlőtlenséget kielégítő környezetében is kisebb E-nál (d független x'-től), 
De az «'. . . b' tetszésszerinti kicsiny, tehát fix n mellett <f„-nél kisebbnek is 
vehető; és így az egész (a'b') közben: |rn (x)|<e, ha a fix n>Af, pl. ha 
n=M+l, tehát nem igaz, hogy az nx számok felül korlátlanok, mert egy­
azon n-el is beérjük az egész a'.. . b' közben. így tehát ellenmondásra jutot­
tunk abból a feltevésből kiindulva, hogy Sfn (x) nem quasi-egyenletesen 
összetartó az (a, b) közben.

Ezzel kimutattuk, hogy a Sfn (x) folytonos függvénysor összege az (ab) 
zárt közben akkor és csakis akkor folytonos függvény, ha e közben quasi egyen­
letesen konvergens.

Példa. Láttuk, hogy ennek a sornak: S[nxe~nafl— (n+1) xe~ ösz- 
szege minden x értéknél: 0, tehát folytonos függvény ; de nem egyenletesen 
összetartó olyan intervallumban, mely a 0-t is tartalmazza; mert hiszen 
r„ (x)=nxe-nx* és pl. x= téve: r„(--) = e~ ". mely 1-től elenyésző csekély- 
lyel különbözik, ha n elég nagy ; tehát nincs olyan A7, amelyen túl minden 
n-re és minden x-re teljesítve volna |rn (x)|<e. Ezzel szemben e függvény­
sornak tételünk értelmében minden (0, a) közben quasi egyenletesen össze­
tartónak kell lennie. Hogy valóban az, azt így mutathatjuk meg. Legyen 
adva az t és A7. Legyen in > — és ni > A7. És vegyük fel a pozitív g számot 
úgy, hogy pl. § < és £<a legyen. Ekkor a 0... g intervallumba eső x-ekre :

rm (x) — mxe~",x/>< ~ < s.

A 5-től jobbra eső (5, a) szakaszban pedig a sor egyenletesen összetartó, 
mert | r„ (x) | < nae~"~~ és ez kisebb mint e, ha n elég nagy ; tehát az adott 
N-en .túl van olyan m', amelyre a (5, a) köz minden x helyén: |rm»(x)|<e; 
és így az adott e-hoz találhattunk [és pedig az adott A7 számnál nagyobb] 
N' számot (A7'^ni') úgy, hogy minden x-hez tartozik olyan nx index, mely 
A7 és N' közé esik és amelyre: |rn (x)|<e. Jelen esetben csak két értéket 
vett fel az nx és pedig a 0<x<£ szakaszban: ni; azon túl : m' értéket.
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8. Egyenletesen összetartó sor integrálása. Az egyenletes össze­
tartás a végtelen függvénysornak sok tekintetben olyan jelleget ad, 
mint a minővel véges tagú sor rendelkezik; ugyanis, ha í-nyi hibát 
megengedünk, akkor az egész a...b intervallumban a függvénysor 
összege helyett bizonyos számú első tagjának összege vehető, mint­
hogy az elhagyott rész abszolut értéke é-nál kisebb. Ez a tulajdon­
sága vonja maga ut^n, hogy az összegfüggvény integrálható és 
teszi lehetővé, hogy az ilyen sort az alábbi értelemben az a. . . b 
közben tagonkint integrálhatjuk, ha a sor minden tagja integrál­
ható függvény. 

00

Ugyanis legyen adva a ^fn(x) függvénysor, mely az a...b 1
közben egyenletesen összetartó és melynek minden tagja e közben 
korlátos és integrálható. Jelöljük a sor összegét F(x)-el. Azt állítjuk, 

b
1., hogy j*F(x)dx létezik (vagyis F(x) az a...b közben integrál- 

a
ható) és 2., hogy

I F(x) dx — £'J fn (x) dx, ■ 
a 1 a

vagyis, hogy a sor összegének integrálját úgy kaphatjuk meg, hogy 
tagonkint integrálunk és ezeket az integrálokat összeadjuk [ebben 
természetesen az az állítás is benne foglaltatik, hogy a jobboldali 
numerikus sor konvergens).

Az F(x)-ről, mint korlátos függvények egyenletesen összetartó 
sorának összegéről azonnal beláthatjuk, hogy az a. .. b zárt közben 
korlátos és így van felső és alsó integrálja. Először is azt mutatjuk 
meg, hogy e kettő megegyezik, vagyis hogy F(x) integrálható. Jelöl­
jön ó egy tetszés szerinti kis pozitiv számot. A Sfn(x) sorban el- 

£ 
mehetünk olyan messzire, hogy a maradéktag abszolut értéke ——— - 
nál kisebb legyen, akármely helyet jelöljön is az x az a. .. b zárt 

£
közben. Legyen az -------hoz tartozó küszöb N és n>N, továbbá0,7 x b— a
£fm(x)=Sn(x), tfm(.x)=Rn(xy> akkor 
m—1 /t+i

F(x)=S„(x)+«n(x)

alakban írható. Nyilván Sn(x) és Bn(x) korlátosak, tehát vannak 
alsó és felső integráljaik.

Könnyen beláthatjuk, hogy ha ^(x)=9?1 (x)-)-^^) és valamely 
közben ^(x) felső határa cp2-é M2, a <jp-é pedig M, akkor 
M<M1-^-M2 és ha n\, m2 és m a megfelelő alsó határok, akkor 

Ebből következik, hogy ha cpv <j>2 korlátosak, akkor a 
Darboux-féle integrálokra is a következő egyenlőtlenségek áll­
nak fenn:

22*
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I p (x) dx < I <px (x) dx + I <p2 (x) dx;

J <p (x) dx > f pt(x) dx -j- | y2 OO dx- 
b b

Minthogy J fín (x) dx <£, jRn(x)dx>— e, 
(s)a (ia

tehát az a) alatti egyenlőtlenségeket alkalmazva az Sn(x)-f- Fn(x)-re, 
arra jutunk, hogy:

b b b b
J F(x) dx I Sn (x) dx -f- f, I F(x) dx > J Sn (x) dx — e. 

(s)a (s)a - (f)a (i)a

De S„(x), mint véges számú integrálható függvény összege, 
integrálható, vagyis az alsó és felső integráljai megegyeznek, tehát 
a fenti egyenlőtlenségek, tudva, hogy a felső integrál nem kisebb 
az alsó integrálnál, összefoglalva így is írhatók:

b b b
J Sn (x) dx 4- e > j F (x ) dx > f F(x) dx > f Sn (x) dx — e /3) 
a (sfa (iya a

és ebből következik, hogy:
i> !’

0 S f F(x) dx — | F(x) dx < 2fi, 
(s)« (i)«

vagyis F(x) felső és alsó integráljai a tetszés szerinti kicsiny 2e-nál 
kevesebbel különböznek egymástól, tehát egyenlők egymással, vagyis 
í(x) integrálható az a...b közben. És ezzel az állításunk első 
részét bebizonyítottuk.

A második része ebből, és a /3) alattiból már következik; ugyanis 
a /?) alatti egyenlőtlenségekből most már az is következik, hogy:

J F(x)dx = JSn(x) + e', 
a a

ahol }«'|<£, ha n>N vagyis az, hogy: 
b b

lim f Sn (x)dx = j F(x) dx. 
n-“a a

És ebből azt látjuk, hogy]
b b b
f fi 00 dx + f dx + //s (®) dx + • • •
á a á

numerikus végtelen sor konvergens és részletösszegeinek sorozata 
az j F(x)dx (véges) számértékhez konvergál, tehát az lF(x)dx 
integral e vegtelen sor összege. Ezzel állításunk mindkét részét be­
bizonyítottuk.
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Ha a függvénysor egy a... b közben nem is egyenletesen össze­
tartó, mégis megeshetik, hogy összege e közben integrálható függ­
vény és hogy az összeg integrálját a sor tagonként való integrá­
lásával nyerjük, ami azt mutatja, hogy az egyenletes összetartás nem 
szükséges, hanem csak elégséges feltétele a tagonként integrálha­
tóságnak. Megeshetik azonban az is, hogy az összegfüggvény inte­
grálható és a sortagok integráljai konvergens sort alkotnak, de e 
sor összegéül nem az eredeti sor összegének integrálját kapjuk.

így például ez a sor : £[n2xe~n,x*-~(n-\-í)2xe~(n+r,,x*], melynek összege 
0

(miként a hasonló példában a 331. lapon láttuk) 0, nem egyenletesen össze­
tartó, ha a szakaszban 0 is benne van. Itt az összeg F (x) — 0, tehát

I F(x)dx=0. Ellenben, ha az n-ik részletösszeget tagonkint integráljuk, erre 
o 
jutunk: n p

V 1 [n2xe~"v— (n+l)2xe_(n+1),a:S] dx = 
°0

= Sí- | + 4 + | 1] = 2 (- e -n*b* + 1. g—(n+lt’S*) =

=- 4+(4 e-6‘ -1e-í”)+(4 e~4b' - 4 e~4t")+-+4 e-(n+i)’6’ = 
=-4+4e-("+i)2"2
1 ~ c

és így az összeg limese: — ; tehát nem egyezik meg az 1 F(x)dx-el. (Dar-
* o

boux példája.)

9. Függvénysor tagonkénti differenciálása. Láttuk az előző pont­
ban, hogy integrálható függvényeknek egy közben egyenletesen 
összetartó sora e közben integrálható függvényt állít elő és hogy e 
függvény integrálját a tagonkénti integrálással nyert sor összege 
szolgáltatja. Kérdés, vájjon differenciálható függvények konvergens 
sora differenciálható függvényt állít-e elő és ha igen, az összeg­
függvény differenciálhányadosát megadja-e a tagonkénti differen­
ciálással nyert sor? Általában ez nincs így. De igenis differenciál­
ható az (ab) közben mindenütt konvergens ^un(x) függvénysor ősz- 

0

szege és differenciálhányadosát e köz minden helyén a tagonkénti 
differenciálással nyert sor összege adja, ha ezen intervallumban az 
eredeti sor minden tagjának folytonos differenciálhányadosa van 
és ha a differenciálással keletkezett Xu'„(x) sor e közben egyenlete­
sen összetartó. Ugyanis, ha az ^u'n(x) egyenletesen összetartó sor n—o
összege: (jpfx). akkor «<«</> és a<x<b véve, az előbbiek szerint 
a Su'n(x) tagonként integrálható az (ax) közben és

I cp (x) dx = £ [<iZi (x) — n„ (a)].
A' ' 0
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De úgy a 2’u,((x), mint a Sun(a) összetartó, tehát a jobboldali összeg 
szétválasztható és ha 2’un(or)=C tesszük

| gp (x) dx = 2 u„ (x) + C 
a

és x felső határ szerint differenciálva (az x a 2'u'n(x)-ra vonatkozó 
feltevések következtében cp (x)-nek folytonossági helye):

S "/> (®) = 9" O) = S “á

és ezzel kimutattuk a fönti állítás igazságát.
(Megemlítjük, hogy a fenti feltétel ismét csak elégséges, de nem 

szükséges feltélele annak, hogy a függvénysor összegének differen­
ciálhányadosa a tagok differenciálhányadosainak összege legyen.)

10. Komplex tagú függvénysorok. Mindaz, amit valós változó 
függvényeinek soráról eddig mondtunk, komplex változó függvényei­
nek sorára is azonnal átvihető, csak intervallum helyett tartomány 
teendő. Ha az x komplex változó a sík valamely C görbe belse­
jébe eső pontjának megfelelő számérték és ^„(x) a hozzárendelt 
függvényérték, akkor éppen úgy alkothatjuk meg a 2y>„(x) függvény­
sort, mint előbb. E függvénysor a C görbe határolta tartomány min­
den helyén [a határ beleértésével, vagy anélkül] összetartó, vagy szét­
tartó lehet. Egyenletesen összetartó e tartományban, ha minden 
pozitiv e-hoz tartozik oly N küszöbszám, hogy

------ l~7W(-r)l <
ha n>N, bármily pozitiv egész szám is k és bárminő helyét jelentse 
x a tartománynak.

A komplex x változó /(x) függvénye folytonos az a helyen, ha 
bármely e-hoz tartozik egy pozitiv p szám úgy, hogy | f(x)— f(a) |<e, 
ha | x—a|<p, vagyis, ha x a () sugarú, a középpontú körön belül 
levő pontot jelöl. Ha /'(x) a tartomány minden helyén (a határ­
helyeket is beleértve) folytonos, akkor egyenletesen folytonos, azaz 
a szóban forgó tartomány bármely helyét jelentse is az a, az adott 
e-hoz ugyanazon p-val beérhetjük. [E tétel bizonyítása egészen úgy 
történhetik, unni a 14. lapon láttuk.] Ezen értelmezések alapul véte­
lével éppen úgy, mint előbb, kimutathatjuk, hogy, ha a £(pn(x) 
valamely tartományban egyenletesen összetartó és mindenik tagja 
folytonos, akkor a sor összege: 0(x) is folytonos (és pedig egyen­
letesen folytonos).

Az egyenletes összetartásnak már említett elégséges kritériuma 
(Weierstrass-féle kritérium, 1. 334. lapon) a komplex változó függvé­
nyeire is közvetlenül alkalmazható.
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A HATVÁNYSOR.

1. Hatványsor konvergenciája. Az előbbiek megvilágosításául, de 
azért is, mert a függvénysorok között a legfontosabb, tárgyaljuk a 
hatványsort, melynek általános alakja :

. A04-Aj (x—a)4*A2 (x—a)2 -|----- |- An (x—a )n-|—

Az A„ együtthatók és a valós vagy komplex állandókat jelentenek, 
az x pedig valós vagy komplex változót jelöl. Az első kérdés, hogy 
x minő értékrendszerénél konvergens ez a sor?

Erre vonatkozólag először bebizonyítjuk azt az, .dőe/től eredő OO
tételt, hogy ha a ]£Anxn hatványsor valamely a, (=t=a) helyen össze­
tartó, akkor mindazon x helyeken, amelyek az a-hoz közelebb 
vannak, mint a vagyis, amelyekre nézve |.r—a|<||— a|, abszolút 
konvergens.

Ugyanis abból, hogy e sor a £ helyen konvergens, követ­
kezik, hogy

lim A„ (£—a)n=0,

vagyis, ha kiszemelünk egy tetszés szerinti e pozitiv számot, akkor 
tartozik hozzá olyan N küszöb, melyen túl levő minden n-re:

|An(4-a)n|<e.
Ha még az első IV-j-l tag abszolút értékei

|.40|, |A1(^-a)|, | A2(£—a)21,. ..

és í közül a legnagyobbat Af-el jelöljük, akkor elmondhatjuk, hogy 
a 2An(£—a)'1 sor minden tagja abszolút értékre M-nél kisebb.

Legyen már most | x—a | < | a |. Ezen sorban:

I I + IA I I a I + IA I I x—a |*-f- ••• 4- | An | | x— a •••.
mely az adott hatványsorból úgy keletkezett, hogy minden tagnak 
abszolút értékét vettük, az általános tag így írható:

A„| |x-a:"= | A„|
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és minthogy | An | |£— a|"<M, tehát:

I" < M x—a |n

vagyis a 2|An| |x—a|n pozitiv tagú 
x—a

sor minden tagja kisebb az
n o

sor megfelelő tagjánál. Ez utóbbi sor azonban konver-
gens, mert feltételünk szerint |- x— a

1 ; tehát a 2| An(x—a)n1 sor
1?—u

is konvergens minden x-re, ha csak I x—a I < 11—a \ és ezzel bebi­

zonyítottuk az említett nevezetes Abel-féle tételt.
Ebből a tételből rögtön következtethetünk azon tartomány 

alakjára, amelyen belül a hatványsor konvergens.
Láttuk ugyanis, hogy ha a £ helyen (£=ha) a sor konvergens, 

akkor — hogy röviden szóljunk — az a-hoz közelebb eső helyeken 
is (még pedig abszolút) konvergens. Ebből az is következik, hogy 
ha valamely helyen (n=|=a) divergens a sor, akkor minden, a-tól 
távolabbi helyen is divergens; mert hiszen, ha egy távolabbi x 
helyen konvergens volna, akkor az előbbi tétel szerint a közelebbi 

helyen is konvergens volna, a feltétellel ellentétben.
Ennek a megjegyzésnek igen egyszerű geometriai jelentése 

van: Ha az adott hatványsor valamely í' (=|=a) helyen konvergens 
és az a centrumból a |£— a| radiussal kört rajzolunk, akkor a sor 
e kör belsejében minden helyen abszolút konvergens; ha pedig az 

helyen divergens, akkor az a körül az \r/—a| rádióssal rajzolt 
kör külsejében mindenütt divergens.

Ezen alapon most már meghatározhatjuk azon tartomány alak­
ját, amelyen belül a hatványsor konvergens. Meglehet, hogy a sík 
minden helyén összetartó. Ekkor a hatványsort mindenütt konver­
gensnek, az általa előállított függvényt iran'scendens egész függvény­
nek mondjuk. Meglehet, hogy az x—a hely kivételével, amely helyen 
a hatványsor Ao tagjára redukálódik, mindenütt divergens. E két 
szélső esetet egyelőre hagyjuk ki. Vagyis tegyük fel, hogy van 
olyan £(4=a) hely, melyen a sor konvergens és olyan y hely, melyen 
divergens. Nyilván \g— a |>|£—a|. Ha az \r]— aj rádiussal a közép­
pontból kört rajzolunk, akkor ezen a körön kívül konvergencia-hely 
nem lehet. A konvergencia-helyeknek az a-tól való távolsága a számok 
egy korlátos halmaza [egyik sem nagyobb —a |-nál], tehát e távol­
ságoknak van felső határuk; ez poziliv, mert feltevésünk szerint 
van a sornak az a-tól különböző konvergencia helye (£). Legyen ez 
a felső határ: R. Ez azt jelenti, hogy olyan konvergencia-hely, mely 
A-nél messzebb volna a-tól, nincsen, ellenben, ha « (f?-nél kisebb, 
egyébként) tetszés szerinti pozitiv szám, akkor biztosan van olyan 
x konvergencia-hely, melyre x—a\>R—E.
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Rajzoljunk az a centrumból R sugárral kört. Azt állítjuk, hogy 
az adott hatványsor e körön belül levő helyeken (abszolut) kon­
vergens, e körön kívül levőkön pedig divergens, vagyis, hogy a 
SAn(x—a)n (abszolut) konvergencia-tartományának belseje az a 
centrumból R sugárral leirt kör belseje.

Ugyanis vegyünk fel az R sugarú kör belsejében valahol egy 
x helyet, azaz legyen: |ac—a\<R. Rajzoljunk most az a körül egy 
olyan R' sugarú kört, mely az R sugarún belül van ugyan, de az 
x pontot magában foglalja. Ezt könnyen tehetjük, csak R'-et úgy kell 
választani, hogy \x—a\<R'<R legyen. Az R' és R sugarú körök 
közötti gyűrűben mindenesetre van konvergencia-hely, mert hiszen 
R a konvergenciahelyek a-tól való távolságainak felső határa volt. 
Legyen ilyen konvérgencia-hely £, akkor az Abel-tétel szerint az x 
helyen a hatványsor szintén konvergens, sőt azt is mondhatjuk,

6>
24. ábra.

hogy abszolut konvergens. Ha pedig x az R sugarú körön kívül 
van, akkor a sor ott nem lehet konvergens, mert különben R nem 
lenne a konvergencia-helyek a-tól való távolságainak felső határa.

A hatványsornak az R sugarú körön való viselkedéséről később 
szólunk, amikor azt a kérdést is fölvetjük, hogy maga a kör kerü­
lete hozzátartozik-e a konvergencia-tartományhoz, vagy nem ?

Igazoltuk tehát, hogy az R sugarú kör tényleg a konvergencia 
tartomány és pedig e <s.konvergencia-kör» belsejében a hatványsor 
minden helyen abszolut konvergens.

A hatványsor olyan függvénysor, melynek tagjai folytonos függ­
vények. Bebizonyítjuk már most, hogy, ha a konvergencia-kör bel­
sejében kiválasztunk tetszés szerint valamely tartományt [pl. az ábrá­
ban feltüntetett C görbe belsejét és e görbe pontjait], akkor a hat­
ványsor e tartományban egyenletesen összetartó, ( tehát összege foly­
tonos függvény).
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A bizonyítás igen egyszerűen végezhető az egyenletes össze­
tartás említett Weierstrass-féle kritériuma alapján. Ugyanis meg­
jelölünk az R sugarú konvergencia-körön belül egy P pontot, mely 
messzebb van az a centrumtól, mint a szóban forgó tartomány 
bármelyik helye. Legyen e P pont távolsága az a-tól p. Minthogy 
p<H, tehát a

konvergens. De ha x a C tartomány bármely helye, akkor:

| An (x—a)'11 < | An [/'

és így az egyes |An(x—a)n | tagok abszolút értékeinek C tartomány­
beli maximumaiból alkotott sor konvergens, tehát a £An(x— a)n a 
C tartományban egyenletesen összetartó. (Ezen abszolút értékek az 
x pont derékszögű koordinátáinak, tehát 2 valós változónak folyto­
nos függvényei a C tartományban, tehát maximumaikról joggal 
beszélünk.)

Ebből azonnal következik, hogy a hatványsor összege a kon­
vergencia-kör belsejében mindenütt folytonos; vagyis, ha a konver­
gencia-kör belsejében kiszemelünk egy tetszés szerinti x0 helyet, 
okkor

lim 2An(x — a)n — £An(x0—a)" 
x=x0

vagyis a kettős limest bevezetve:

lim lim 2 Am(x—á)m — lim lim V Am(x—a)m.
x=x0 n=oc>ni o n= oo as«=Xo7n'=o

2. A konvergencia-kör rádiusa. A SAn(x— a)" hatványsor konver­
gencia-körének rádiusát akarjuk meghatározni. Erre a következő, 
Cauchy-tól eredő, újabban Cauchg-//adamard-félének nevezett eljá­
rás szolgál. Alkossuk meg ezt a számsorozatot:

141, 1/41, |/A4|,--- IFA,!,... a)

Meglehet, hogy e sorozat korlátlan, azaz bármely M-nél nagyobb 
is van benne. Ezt az esetet egyelőre hagyjuk el. [Ekkor, mint látni 
fogjuk, a konvergencia-kör sugara: 0.] Nevezzük e végtelen szám­
sorozat (véges) felső származékszámát F-nek. E számhoz az I. kötet 
9. lapján adott értelmezés szerint igy jutunk : a pozitiv számokat (most 
már tehát nemcsak a racionális számokról szólunk) két szeletbe 
sorozzuk: A-ba sorozunk valamely pozitiv számot, ha a felírt soro­
zatban nála nagyobb szám végtelen sok van; a többit, vagyis az 
olyan számokat, melyeken a felírt sorozatnak csak véges sok tagja 
emelkedik felül, vagy pedig egy sem, a B-be soroljuk. Az A és R 
szeletek határszáma: F.
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F-nek tehát a következő nevezetes tulajdonsága van : Ha e tet­
szés szerinti kis pozitiv szám, akkor F—fi-nál nagyobb szám a felírt 
sorozatban végtelen sok van ; ellenben F-|-e-nál nagyobb csak véges 
számú van vagy egy sincs.

Külön megemlítjük azt az esetet, midőn F=0. Ekkor az fi-nál 
nagyobb tag csak véges számban van a sorozatban, tehát található 
olyan N szám, hogy*

| ^~An | < fi, ha n>N,

vagyis lim Ekkor tehát a felírt sorozatnak határértéke is: 0.
n=oo

Legyen most az a) alatti sorozat felső származékszáma F=h0; 
ekkor a lAn(x— á)n konvergencia-körének rádiusa:

f=4

Ezt az állítást így bizonyítjuk be: Vegyünk fel olyan £ érté­
ket, mely ezen R sugarú körön kívül van; tehát: 

Il-a|>4’

vagyis |£—a| = ——ahol 6 valamely F-nél kisebb pozitiv szám. 
F az | j/TÁ,, i sorozat felső származékszáma lévén, végtelen sok 

£
F——-nél nagyobb tagja van e sorozatnak; vagyis akárminő nagy 
N számot szemeljünk is ki, még mindig van olyan N-nél nagyobb 
n-hez tartozó jyAn|, mely F—--nél nagyobb; vagyis végtelen 
sok n-re: r £ n»

De a jobboldali kifejezés 1-nél nagyobb, tehát a ZAn(^—a)" 
végtelen sorban végtelen sok tag 1-nél nagyobb abszolut értékű és 
így e sorra az összetartás e szükséges feltétele: lim(£—a)'1 — 0 
nincs teljesítve, a 2’rln(£— a)zl sor nem lehet konvergens.

Vegyünk most fel olyan f helyet, mely az ~ sugarú körön 
ibelül van, vagyis legyen |£— a| = -=-—, fi > 0. A felső származék- r -|-fi

számnak most a másik tulajdonságát használjuk fel; t. i. azt, hogy 
az p' An | sorozatban csak néhány F-|--|--nél nagyobb tag van; 

vagyis, hogy az A-iken túl a sorozatnak minden tagja kisebb
£

F-|-—-nél, azaz, ha n>N,

I A„(£—a)"l
fi

2
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tehát a J|An(|—a)”j pozitiv tagú sor tagjai az JV-iktől kezdve rendre 
kisebbek a konvergens 

végtelen geometriai sor tagjainál és így a 2An(|—a)n konvergens.
Bebizonyítottuk tehát, hogy ha az | í'An | sorozat felső származék­

száma O-tól különböző véges szám, akkor e felső származékszám 
[az ú. n. limes superior n=oo-re] reciprok értéke a konvergencia-kör 
rádiusa. Ezt így is jelöljük: lim sup I j^An |; tehát : n=»

~ = lim sup. | Í^An|. 11 n=oo

Ha az . | |ZAn | számok sorozatának van O-tól különböző, véges 
limese, akkor ez egyúttal a sorozat limes superiorja is és ekkor a 
konvergencia-kör sugarának reciprok értéke :

4 = lim | j^An | 
11 n=«

Ha az li^AjJ számok felső származékhelye: 0, akkor, miként 
említettük, e számok limese is 0 és akkor 7?=oo, vagyis a 2Anxn 
az egész síkon konvergens.* Ezen állítás bizonyítása így végezhető: 
Legyen | a sík tetszés szerinti helye és legyen

-, ahol 0 < p < 1.

Minthogy lim j/rAn=O, megválaszthatjuk az N-et úgy, hogy 

| Í^A,, | < í, ha n>N

és így: | An (&—ci)n | < | e (£—a) |n < p",

vagyis a 21 A„ (|— a)'11 sor tagjai (a N-iktől kezdve) rendre kisebbek 
a konvergens végtelen geometriai sor tagjainál, a SAn(x—á)n 
tehát a tetszés szerint választott £ helyen konvergens.

Ha az | fCAjj | számsorozat nem korlátos, azaz a sorozat felső szár­
mazékhelye a végtelenben van, akkor minden N-en túl van a tetszés 
szerint adott pozitiv M-nél nagyobb | j^An |. Ha |£—a| egy tetszés 
szerinti kis szám, válasszuk M-et -4—r-nál nagyobbra, akkor vég- 

ls~flI

* Ez esetben is mondhatjuk, hogy a konvergencia-sugár: -L, ha a szo­

kásos módon az szimbólummal oo-t jelöljük. Az szimbólum 0-t jelentsen.
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télén sok] ftÁn | van, mely ennél nagyobb, vagyis végtelen sok n-re 
I A;i ($—a)n | > 1 és így a | helyen a hatványsor divergens ; tehát R=0, 
a 2An(x—á)n az x=a centrum kivételével sehol sem konvergens.
(A jegyzet értelmében most is R — •) Ilyen sor például az

1 + (x — a)+2 (x — a)2+2.3 (x—a)3 -|-----1- n! (x — a)n ---- ,

melyre nézve An korlátlanul nő. [L. I. kötet 90. lapon.] Éppen 
így a 2nnxn sor is mindenütt divergens, mert |/n"=n.

így tehát arra az általános eredményre jutottunk, hogy (a jegy­
zetben foglalt megállapítással) a konvergencia-sugár minden esetben 
az j ftf~An | sorozat felső származékszámának reciprok értéke.

Sokszor a D’Alembert-kritérium segítségével határozhatjuk meg 
a SAn(x— a)n sor konvergencia körének rádiusát. Ugyanis a

An I x—a|n pozitiv tagú sor konvergens (illetőleg divergens), ha
| | x—a j" = un téve,
nagyobb). Ez a limes

lim— létezik és 1-nél kisebb (illetőleg 1-nél
mindig létezik, ha lim

An
létezik. Ekkor

lim ^±l. = lim 
"n n

tehát a 2’|A„i |x—a|n sor konvergens, vagy divergens, aszerint, amint:

lim
4

|x—a|<l, vagy lim ■ "+1 
. An

\x-a\> 1,

vagyis a lim I = 0 esetben minden

esetben csupán x = a-ra összetartó a sor, 
esetben sorunk konvergens, ha:

x-re, a lim I ?+1 í = oo 
I A„

míg 0 < lim ’ A±l-1 < oo

és divergens, ha

An 

^n+i,

tehát a konvergencia-kör radiusa mindig:

R = lim | -A_

Ezek az állítások az előbbiekből is közvetlenül következnek.
Ugyanis láttuk már, hogy ha lim —3±11 létezik, akkor ez a limes 

I &n
megegyezik a lim |-el. (L. I. kötet 89. lapon.)
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Ezen egyszerű kritériummal megállapíthatjuk például, hogy ez 
a hatványsor:

x2 x3 x" ,
1 + x + IT + 3T + + TT + ”■

mindenütt konvergens. Ennél ugyanis:

—= _L ■_____ i_____ — ,1-l-iAn+1 n! (n+1)! +

tehát R = lim -r-5-

Az előbb említett ^n!(x—a)" sorra nézve

. ■ An • 1hm , — —-A,,., n4

tehát a konvergencia-kör rádiusa, R—0.
Nézzük a

x2
2

x3
y

= 0,

.n
n

sort; ennél I . ” -- = —-l— tehát hm . j — 1, vagvis a kon-
I An+i ! n I An+1 I

vergenciakör rádiusa : 1.

3. Általános megjegyzések a hatványsornak a konvergencia-körön 
való viselkedésére vonatkozólag. Mondottuk, hogy a konvergencia-kör 
elválasztja a sík olyan pontjait, amelyeknek megfelelő x értékekre 
a SAn(x—a)n konvergens, azoktól, amelyeken divergens. Magán a 
konvergencia-körön levő helyekre nézve ezzel nem döntöttünk. 
E tekintetben a legkülönbözőbb esetek lehetségesek. így például 
ez az egyszerű hatványsor:

Jx",

melynek konvergencia-köre a 0 centrumú egységsugarú-kör, a kon- 
vergencia-kör minden helyén divergens. Ugyanis a konvergencia­
kor valamely helye:

cos «4-i sin a, 
tehát a sor n-ik tagja :

u„ = cos na + i sin na

és így | un | = 1, tehát lim nn = 0 feltétel sincs teljesítve; a sor 
divergens.

Ellenben például ez a sor:

melynek konvergencia-körének rádiusa szintén : 1 I mivel lim n — 1 
L -őn+i
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a kör minden helyén konvergens. Ugyanis, ha x=cos a-f-i sin a tesz- 
szük, a sorból ez lesz:

cos na-{-i sin na
2’ n2

és az abszolút értékek sora: konvergens; tehát maga a sor
is konvergens.

Olyan példát is mondhatunk, amelyből azt látjuk, hogy a sor 
a konvergencia-körnek csak egyetlen helyén divergens, minden más 
helyen pedig konvergens. Sőt egész általánosságban megmutatjuk, 
hogy ha az 

-----  

hatványsor együtthatói pozitivok és monoton csökkenőek, továbbá 
a sor konvergencia-sugara : 1 és lim a„=0, akkor e körnek egyetlen 
helye: az x—1 az, amelyen a sor divergens lehet. Ugyanis tegyük 
.V--COS a-|-í sin a, (0<a<27t), akkor a fenti sor valós része:

a0+fli cos a~\~a2 cos 2«d~a3 cos 3a-j----

E sor konvergenciájának megmutatása végett kiszámítjuk az 
Rllk maradéktagot:

k=an+icos (n4~1)«+an+2 cos («4-2j a-\----- \-an+k cos (n+*) a

Szorozzunk mindkét oldalon 2 sin —-el:

(X n+k (%
2 Rn k sin — = am. 2 cos ma sin —

2 n+i 2

„ a (2m-f-l)a . (2m—l)aDe 2 cos ma sin — = sin —---- ---------- sin —----- —,

tehát 2R „,ksin4 ='s'a„, 
Z mi

[si„ sin (2m—l)a 
~~2 .

a„+i sin (2n4-l)a
2

. (2n-|-3)a+ sin —_2_(an+1_a/i+2

+ sin (2n-|-5)a , .S (an+2 an+3)4---- F«n+k sm (2n +- 2/c -|-1) a 
2

és így, minthogy az an számok csökkenőek, tehát mindenik nm_1 — am 
különbség pozitiv:

(X i
2f^n,kSÍn —, < (ln+i 4“ [an+i an+24~an+2 an+s4 ^~an+k— i a«+kl 4~ 

4“ «n+k = 2a/l+1.
Ha elmegyünk olyan messzire, hogy an < c legyen, akkor a 

jobboldal 2é-nál kisebb és így, ha a=t=O, akkor
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D ’ “\Rn,kSm — t

egyenlőtlenségből következik:

I Rn,k I
e

sin

Ebből azonnal látjuk, hogy egy tetszés szerinti pozitiv é'-hoz tarto­
zik olyan N, melynél nagyobb n-ekre minden \Rn,k\<€'< hacsak 
a=pO. Ugyanis, ha e' adatik, akkor tegyük az előbbi é-t egyenlővé 
sin —é'-vel és menjünk el n-el olyan messzire, hogy már an < e 
legyen, ekkor aztán é

\Rn,k\ <------ --- = £>
sin-y

lesz. Ezzel kimutattuk, hogy a Z<in cos na sor legfölebb az a=0 
helyen lehet divergens. Épen így mutatjuk meg. hogy a 2an sin na 
minden a helyen konvergens [itt az a=0 sem lehet divergencia 
helye| és így bebizonyítottuk, hogy a szóban forgó hatványsor a 
konvergencia-kör minden helyén konvergens, legfölebb az x—1 
helyet kivéve. így a sor az lxi = 1 kör minden helyén konver­
gens, legfeljebb az ,r—1 helyet kivéve. E helyen a sor csakugyan 
divergens.

4. Abel tétele. A San .r" hatványsorral értelmezett /'(.r) függvény 
a hatványsor által a konvergencia-kör belsejében lévő helyekre 
meg van határozva. Ha a konvergencia-körön belül egy tetszés 
szerinti zárt görbét vonunk, akkor ezen belül és rajta a hatvány­
sor egyenletesen összetartó; így tehát folytonos függvényt állít 
elő. Ez más szóval azt jelenti, hogy ha .r0 egy ilyen belső hely, 
akkor bárminő úton közeledjünk is az x0 helyhez, a San xn határ­
értéke az x=x0 helyen megegyezik a függvény ottani értékével, 
vagyis

lim 2an xn = 2<tnXo.
x=x„

Vagy még más szóval: ha egy tetszés szerinti pozitiv e adatik, 
megjelölhetünk az x0 körül egy olyan — természetesen egészen a 
konvergencia-körbe eső — környezetet, amelyen belül levő x helye­
ken | f(x)—f\x0) | < e, azaz :

| 2'an xn— San xj | < e, vagyis : | 2an (xn—xj) i < t.

Mondhatjuk-e ugyanezt olyan x0 helyről, amely a konvergencia­
kor kerületén van? Természetesen itt csakis olyan x0 kerületi helyre
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gondolhatunk, amelyen a 2anxn konvergens. A kérdés tehát az, 
hogy, ha x0 kerületi helyen a 2'anxn konvergens, megjelölhető-e az 
x0-nak olyan, a konvergencia-körbe eső környezete, amelyen belül 
levő x helyeken megint

| 2'an xn-2an rg | < 6, 
ahol e tetszés szerinti kis pozitiv szám, vagyis áll-e megint az, hogy 

lim 2’an xn—2an ?
x=x„

A kérdés tárgyalásánál elegendő arra az esetre szorítkozni, amidőn 
a hatványsor konvergencia-köre az egységkör és az x0 kerületi hely 
az 1 pont; ha ugyanis a 2an xn hatványsort átalakítjuk úgy, hogy 
x=xoz tesszük, akkor az így nyert z változójú hatványsor konver­
gencia-körének sugara nyilván 1 lesz és az x—x0 helynek az új 
2'aZIxgrn hatványsorra nézve z=l felel meg; már pedig a z=l hely­
nek kicsiny, az egységkörbe eső környezetét az x—xoz transz­
formáció az x síknak körüli, az adott hatványsor konvergencia­
körébe beleeső kis tartományára képezi le. Legyen tehát a 2anxn 
hatványsor konvergencia-körének sugara 1 és az x—1 helyen a 2anx" 
hatványsor, azaz a 2a,, numerikus végtelen sor, konvergens. Jelölje 
sn e sor n-ik részletösszegét |u0-l-«1+u2-|----- h«„-etj és a 2an vég­
telen sor összege legyen s. A sor n-ik tagja így írható:

an~sn xn—i
és így: (s_t=0 téve), |rc | < 1-re :*

= f^n—s^x" = tsnXn—flsn_1xn = 
0 0 oo

= - í\, *"+1 = ÍX (^-Xn+1).
0 O 0

Ez fennáll akkor is, ha az a0, at, a2, . ... együtthatók ilyen speciális 
értékűek: n0=l, a1=a2=-”=0. Ekkor 2anxn a legelső tagjára 
redukálódik és s„=l, tehát az előbbi egyenlőség ilyen alakú :

1 = %(xn-xn+1).
0

Ha ezen egyenlőség mindkét oldalát s-el szorozzuk és az előbbi 
megfelelő oldalaiból kivonjuk, akkor arra jutunk, hogy:

0 0

Azt akarjuk megmutatni, hogy az 1 hely bizonyos környezeté­
ben vett x-ekre

lim 2an xn — s,

* Minthogy az sn részletösszegek korlátosak, tehát úgy a SsltxJ’, mint a 
Ssn^xn abszolút összetartók, ha | x | < 1 és így a S(sn—s„ fenti szét­
választása lehetséges.

fíeke: .4 differenciálszámítás. IT. 23
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vagyis, hogy a most felírt egyenletben a baloldali kifejezés határ­
értéke 0, ha x 1-hez konvergál. Evégből a jobboldali kifejezést vizs­
gáljuk. Minthogy limsn=s, tehát | s„—s | minden n-re nézve egy 
véges számon alul marad.

Ha a jobboldali összegnek akárminő m-f-l-ik taggal kezdődő 
részét vesszük, igaz, hogy

|Í(sn-s)(x"-xn+1)|< M|l-x|S|x|"<M|l-x|£|x ", 
m+1 m+i o

I 1—X I
vagyis kisebb, mint ez a kifejezés: —|Vf’ a^10^ az sl’ 
\sm+2~lsm+s—«b--- sorozat tagjainál nagyobb.

Ha x-et a 25. ábrán besraffozott részből vesszük, akkor

l—x=(> (cos a+i sin a)

tehető, ahol (j jelenti az 1 és x pontok távolságát, a pedig azt a 
hegyes szöget, amelyet az (xl) a (Ol)-gyel alkot. Innen:

x=l—g cos a—qí sin a 
és így :

| x |2=1—2p cos a+p2 
és ebből:

1—| x |a—cos a—p2
Innen pedig:

1 _ I r I - M*!2 _ 2pcos«-V 
|X|-l+|x| l+|x| ’

tehát:
I1—xl = p <i +i x n = —L±M_
1 — |x| 2(jcosa- (>2 ! 2 cos a—(j '
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tehát, ha a abszolút értéke egy megadott ö hegyes szögnél kisebb és 
0 < Q < 2 cos ft) — T],

ahol 2 cos G) > g > 0, akkor
■ 1 - x 2 2_!______ _____________ <^'  —— 2^
1 — | x 2 cos G) — g y

és így fennáll ez az .egyenlőtlenség:

| jj (sn—s)(xn—xn+l) | < MA, 
m+1

ahol A egy, csupán az G) szög nagyságától függő véges számérték, M 
pedig olyan pozitiv szám, hogy minden n>m-re nézve |.s-n—s|<M 
Ha már most m-et olyan nagyra választjuk, hogy minden, m-nél 

fi
nagyobb n indexre: | sn—s|<—- legyen — amit tehetünk, mert 
hiszen lim sn=s — akkor 

ha x a 2a nyílású és 2 cos ft) — g sugarú, említett körcikk bár­
melyik helye.

Ha már m-et így megválasztottuk, akkor a

2«nx’n — s = 2 (sn—s) (xn—xn+1) 0 <>
m

két részre bontható. Az első: %(sn—s)(xn—.r"+1), a másodikról pedig 
fi . °már tudjuk, hogy , -nél kisebb abszolút értékű, ha x bárminő, z

az említett körcikkből vett érték. Az első rész véges számú tagot tar­
talmaz és az x=l helyen zérussá válik; tehát az 1 helynek van 

óolyan környezete, melyen belül mindenütt 9 -nél kisebb abszolút 
értékű. Ez a környezet például az 1-ből, mint centrumból leírt p' 
sugarú kör. Ezen körből az előbbi szög (mint az ábra mutatja) szintén 
egy körcikket vág ki. Ha már most a 2 cos 6) — y és p' sugarú kör­
cikkek közül a kisebb sugarúnak bármelyik x helyét vesszük, akkor:

00 fi fiI2«nx'i-S|<4 +;
o ZZ

Ha az 1 helyen f(x) elrendelt értékéül a 2an helyettesítési értéket 
tekintjük, mondhatjuk, hogy f\x} — Sanxn az x—1 helyen foly­
tonos (határértéke egyenlő elrendelt értékével); de úgy, hogy 
lim Sanx"=2an, ha x egy olyan hegyesszögben halad az 1-hez, 
*=1
melynek csúcsa: 1 és melynek szárai a konvergencia-körhöz az 1 
pontban vont érintő baloldalán vonulnak. Ha lehát akárminö olyan 
vonal mentén haladunk a kör belsejében az 1 ponthoz, mely a fönt 
értelmezett szögtartományban vonul, a 2anxn határértéke mindig

23*
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2an lesz — ha t. i.: a 2an konvergens. E nevezetes tétel legegysze­
rűbb esete, amelyet Abel fedezett fel, a folytonosság kimondása 
arra az esetre, midőn a 01 rádius mentén haladunk az 1 pontba. 
A tárgyalt általánosítás S/o/z-tól származik.

5. Frobenius-tétel. Az Abel-tétel jelentősége abban van, liogy 
annak alapján a Sanxn által a konvergencia-kör belsejében értel­
mezett függvény határértékét a kör kerü.etén meghatározhatjuk 
egyszerű helyettesítéssel, ha a sor azon a helyen összetartó. 
Ha azonban a '^lanxn hatványsor a konvergencia-kör valamely 

0

helyén nem összetartó, lehet-e mégis az a0, a1,a8,... számértékek­
ből közvetlenül kiszámítani a hatványsor által előállított függvény­
nek ezen a helyen való határértékét? Hogy egy egyszerű példát 
említsünk, ez a sor: 1 — x + .r2 — .v3 + ••• az egységsugarú körben 
konvergens és mint tudjuk, összege: * Az x — 1 helyen a sor­

nak nincs értelme: az 1 —1+1—1-|— divergens ingadozó sor; az 
—határértéke az ,r=l helyen: %- Látjuk tehát, hogy a sornak 
nincs értelme az x=A helyen, bár a függvénynek, melyet a sor 
előállít, ezen a helyen meghatározott határértéke van. De ha az 
1-1 + 1-1 + -.- ingadozó sornak az összegezés közönséges módja 
szerint nem is tulajdoníthatunk összeget, egy más összegezési el­
járással, az arithmetikai közép módszerével alkotott összege, a sor

S I 5 I • • • I

szummája, vagyis a lim—2— ------ - könnyen meghatározható
n—*> n

számérték. Ugyanis: s0=l, s1=0, s2—1, s3—0 s í. t., tehát

lim ----- Hsn—i _ 1
11 =•■ oo 11 2

íme azt látjuk, hogy ez a szumma megegyezik a függvénynek az 
x=l helyhez tartozó határértékével.

Frobenius egész általánosságban kimutatta, hogy ha Sanxn a 
konvergencia-kör x=x0 helgén az arithmetikai közép módszerével 
szummálható és e szummája: a, akkor lim Sanxn—<r, ahol a lim jel

* X = Xq X = Xq

hasonlóan értendő, mint az Abel-tétel esetében. Ez a Frobenius- 
tétel az Abel-tételt speciális eset gyanánt magában foglalja. 
Ugyanis, ha a Sanxn az x0 helyen konvergens — amire az Abel- 
tétel vonatkozik - akkor szummálható is és a sor szummája egyenlő 
a közönséges értelemben vett összeggel.

Frobenius tételét, a konvergencia kör sugarát ismét 1-nek fel­
tételezve és az x0=l speciális választást téve, így bizonyíthatjuk be: 
Legyen n > 0-ra :

J2~r i Jn
n+1
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és n<0 esetében: <rn+1—(). Ekkor tehát:

so+s14------- l-szi=::(n+l)on+l
és éppen így:

so + siH-------bsn+sn+i=(n+2)o'n+a,
tehát:

sn+i=(n+2) a„+2 - (n+1) an+x
és épen így: k

mikből azután:
sn+i-sn=an+i=(n+2)o-zl+2-2(n+l)o-n+1+n<T„.

így lehál:

S«n*" = Sl(n+l)^+i- 2/wr„+(n—1 )<rn_x|.r/1 0 0
és minthogy az egység-sugarú körön belül egyenkint a

•Í;(n+l)(rn+1x-n,
0

valamint a = £’2(n + l)<r,í+1 .rn+1
0 0

és a £(/?—= S(n+1) <rn+1 xn+20 o
sorok abszolut összetartok (minthogy <rn korlátos és a Jnxn sor 
abszolut összetartó, ha | x | < 1), tehát a fönti sor tagjai tetszés 
szerint rendezhetők és így:

jtanx'! — V (n+1) ffn+1 (x'1—2xn+1+x"+2). 
0 o

00
Ha a0 = 1, ax = aa = a3 =•••—0 tesszük, akkor VJ anxn — 1 és 

<r1=O'2=<r3:=--- = l, tehát |x|<l-re:

1 = 2<n+l)(xn-2xn+14-xn+2). 0
Legyen lim o'n=<r, mely határérték feltételünk szerint véges, meg- n=°°

határozott számérték. Szorozzuk meg az utolsó egyenlőség kél 
oldalát cr-val és vonjuk le az előtte levő megfelelő oldalaiból:

2an xn—<r=S(n+1) (<rn+1—<?) (xn—2xn+1-j-xn+2).

Azt kell megmutatnunk ismét, hogy megjelölhető az x=í hely 
környezete a konvergepcia-körön belül oly módon, hogy ha x ebben 
a környezetben van, akkor a jobboldali kifejezés tetszés szerinti 
kicsiny abszolut értékű lesz.

Minthogy lim <T„=o, tehát minden | a| egy és ugyanazon 
véges számnál kisebb és így a jobboldali összeg bármelyik 
m-j-l-edik taggal kezdődő részének abszolut értéke:
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tel egyenlő, tehát:látni fogjuk, (360. lapon)

11 (n+1) (<7n+1-<r) (x''-2.r'1+1++'+2) | < M£ (n+1) | +11 |l-x |2 < 
m+i m+1

< MÍ(n+l)|aJI||l-x|2, 
0

ahol M nagyobb a ffm+1 — <r|, |ffm+2~°’u i °m+8 ~<7i> • ■ ■ sorozat tag- 00
jainál. Ebben az egyenlőtlenségben előforduló S(n+l)|;r|,\ mint 

1
(1-| x|)2

I 2i(n+l)(o-n+1-<7)(+'+2-2.r"+‘+x'')| < M

A jobboldalon álló kifejezést éppen úgy kezeljük, mint az Abel- 
féle tételnél tettük; ekkor azt kapjuk, hogy minden olyan körcikk 

11—X I2belsejében, aminőről előbb szóltunk, ez az j egy véges pozitív 
A-nál kisebb és így a jobboldal MA-nál kisebb. Az m-et megint úgy 

£
választjuk, hogy ffn+1—ff| < —y legyen, ha zi-|-l>m, ekkor a 

co fi
| 2(n + l)(^+1-^)(+'+2-2.r"+1++-)| <- • m+1 £

Ha most a
2’u„ xn—a— J (zz 4-1) (ff,l+1—ff) (,rn+2—2xn+1+x") 

egyenlőségben a jobboldali összeget kél részre bontjuk, az zz index­
szel az első részben O-tól zn-ig haladva, a másodikban m-j-l-től oo-ig; 
akkor a második rész abszolút értéke az 9 -nél kisebb, bárminő érté­
ket vegyen is fel az x a szóban forgó körcikken belül. Az első rész 
véges számú folytonos függvény összege, mely az x=l helyen : 0, 
tehát körülvehető az x=l hely olyan körrel, amelyen belül ez az 

£
m-tagú összeg mindenütt 9 -nél kisebb abszolút értékű. így tehát 
megint egy körcikkre jutottunk, melyen belül bármely x helyen 
| 2anx"—(T | < s. És ezzel a Frobenius-tételt bebizonyítottuk, vagyis 
kimutattuk, hogy a korábban részletezett határátmenettel

lim San xn — ff, x—1
ha a a £an numerikus sornak az arithmetikai közép módszerével 
alkotott szummája.

6. A komponált sor összetartási köre. A Sanx" és l'bnx" hatvány­
sorokból megalkotjuk ezt a hatványsort:

2*an bn xn, 
melyet «Hadamard-féle komponált® hatványsornak akarunk nevezni.
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Azt állítjuk, hogy ha az első sor összetartást körének sugara r, a 
második köréé pedig rt, akkor a 2anbnxn összetartási körének sugara : 
g>ri\. Ugyanis a

lim sup|í/^| = y, lim

Ez azt jelenti, hogy ha kiszemelünk tetszés szerinti r'<r és r'i<r1 
pozitiv számokat, melyek az r, illetőleg rrtől tetszés szerinti ke­
véssel térnek el, akkor az |f^an| számok között csak véges számú
lesz az --nél nagyobb és az |l/ön| számok között csak véges 

r i
számú lesz az --nél nagyobb, vagyis egy bizonyos N-en túl11 _ _
már egyetlen egy | ÍZan|, illetőleg | bn\ sem lesz az —
-nél nagyobb ; tehát e N-en túl minden

illetőleg -4-

lFnnl<-p- és \Vbn\<yr; 
r rl

és így ezen /V-en túl minden:

' ' 1

Ezt megjegyezvén, vegyünk fel egy tetszés szerinti kis pozitiv « 
számot; akkor:------ 1- e minden esetre írható ilyen alakban: —7-7-,

rri nr___  r ri
ahol r'<r, ; tehát az | y anbn | számok között csak véges számú

d-fi-nál nagyobb foglaltatik és így lim sup | )^an | ~• De 
___  l'l'j 

lim sup||^a„ön| a Sanbnxn hatványsor konvergencia-sugarának reci- 
prok értéke: — és így: Q>rrv Ezzel a tételt bebizonyítottuk.

7. Hatványsor differenciálása és integrálása. Ha a 2a nx" hatvány­
sort, melynek konvergencia-sugara r, tagonkint differenciáljuk, erre 
a sorra jutunk:

a1-\-2a2x-Jt-‘áa3x2-\---- 1- nan xn -1 -|----

vagyis 2nanxn~l-re. Azt állítjuk, hogy e sor összetartási körének 
sugara szintén : r.

* Az r és r,-ről feltesszük, hogy végesek és O-tól különbözők. Ha pl. r 
/!/•-

végtelen, akkor lim|yanl=:0 (ekkor ugyanis a limes superior közönséges 
limessé válik) és így egyúttal, ha ^4=0, lim |y aná„| = 0. Ha egyik 0, a másik 
00, akkor a tétel nem mond semmit, ezt az esetet kizárjuk.

* * Ehhez csak az 7—:—v-,—;—r =--- r f ff-ban másodfokú egyenletet(r+tf) Ü\+oí rit _
kell megoldanunk. Azonnal látjuk, hogy egyik negatív gyök «-nal együtt 
0-sá válik.



360 XIV. FEJEZET.

Alig szükséges mondanunk, hogy ha valamely x helyen Sanxn 
konvergens, akkor xSanxn — lanxn+l is konvergens és viszont, ha

a1x4-a2x24-a3x34----

konvergens és x4=0, akkor az x-szel való osztással nyert 

at-[-a2x-\-a3x2-\----

is konvergens. A deriválással nyert sor «komponált» sornak tekint­
hető ; a komponálandó sorok ezek:

a14-a2x4-asx24---- j-anxn-14— és 1 -f- 2x4-3x2 4----- f-nx"-14—

A második sor konvergencia-körének sugara : 1; mert lim = 1; 
f ugyanis lim log jZn4-l — lim — (jj.

Az első sor konvergencia-körének rádiusa az előbbi megjegyzés 
szerint: r; tehát a lnanxn~1 konvergencia-sugara Q>r. De másrészt 
a Sanxn~1 tekinthető e két sor kompozíciójának:

a14-2a2x4-3a3íca4----- |-n(inx"-14----
X- X’2 xn

es 1 + y + t+”' + 7+t + "’
és minthogy a második sor konvergencia-sugara ismét: 1, tehát 
r>p-ra jutunk és így e két egyenlőtlenségből azt látjuk, hogy: Q=r.

Ezzel kimutattuk hogy a tagonkinti deriválással nyert hatvány­
sor konvergencia-körének sugara megegyezik az eredetiével.

Ha a Sanxn hatványsor együtthatói valósak és x-nek csal; 
valós értékeire szorítkozunk, akkor nem összetartás! körről, hanem 
csak ((összetartás! köz»-ről szólunk; t. i.: az r sugarú összetartás! 
körbe eső — r...-\-r közben összetartó a sor |Ezenkívül nem lehet 
összetartó, meri akkor, miként tudjuk, az összetartás! kör is nagyobb 
sugarú lenne.] Ha tehát csak valós értékekre szorítkozunk, akkor az 
előbbi eredményből következtethetjük, hogy a hatványsor minden, 
a -r...4-r belsejébe eső közben tagonkint differenciálható.

Ugyanis, ha e közön belül akárminő közt veszünk fel, akkor 
ebben, a tagonkinti deriválással nyert sor egyenletesen összetartó, 
tehát a tagonkinti deriválás megengedett művelet. (Megengedett oly 
értelemben, hogy az így nyert sor megadja az eredeti sor definiálta 
függvény differenciálhányadosát.) így például

1 4- x 4- x2 4------ 1- x" 4---- = —-—,1 —X 
ha | x | < 1, tehát

1 4- 2x + 3x2 + - + nx"-1 + - =

a —1—1-1 köz minden belső helyén.
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[Itt megjegyezzük, hogy ugyanez áll minden olyan tartományban, 
amely a konvergencia-kör belsejében van, ha a differenciálhányados 
fogalmát komplex változó függvényeinek esetére megfelelően álta­
lánosítjuk.]

Ugyanezt mondhatjuk az integrálásra vonatkozóan is. Ugyanis 
a —r...ff-r belső közeiben a 2anxn egyenletesen összetartó, tehát 
a 339. lapon közölt téfel szerint tagonkint integrálható. A £anxn függ­
vény (a, x) közre vonatkozó integrálja tehát, (ha a és x a —r... r 
közben van):

® „ rn+i ,, <y"+1
J (lanx'‘)dx = 21•

8. Valós függvény végtelen Taylor-sora. Ha az /(x) függvény az 
«.../? intervallumban n-|-l-szer differenciálható, akkor, mint meg­
mutattuk, (1. I. kötet 147. lap) ezen intervallum minden belső a 
helye környezetében előállítható véges Taylor-sorban, ilyen alakban :

h2 hn
/’(«+h) = /(a) + /■'(«)/» + /-"(a)T + - +f{n^a)— + Rn+i,III

ahol Rn+1 a maradéktagot jelenti, melyet különösen kétféle alakjá­
ban, a Lagrange- és a Cauchy-féle alakban használtunk. Az első 
ilyen alakú:

W-T)! ’
a második pedig:

Ha már most az /’(x)-nek ezen a.../? közben az a helyen minden 
differenciálhányadosa meghatározott véges számértékü, akkor az a 
kérdés merül fel, nem lehetne-e az «.../?-ba eső a-\-h helyen a 
függvény értékét az előbbi mintájára alkotott:

/)2 h3 hn
l\a) + /'(a) /i + /■"(«)- + + - + 1^^)— + - a)

végtelen sorral kifejezni ? Az ilyen sori, mely h-ra vonatkozólag 
hatványsornak is tekinthető, végtelen Taylor-sornak fogjuk nevezni.

A feltett kérdés tulajdonképpen kettős. Az első az, hogy a 
f(n)í a) h"

felírt: 2 —----— végtelen sornak van-e egyáltalában értelme, azaz
konvergens-e, van-e összege? [ennek kapcsán kérdezhetjük, minő h 
értékekre konvergens ez a sor, vagyis mekkora a konvergencia 
köze (vagy ami ezzel megegyező: konvergencia körének átmérője)]. 
A második kérdés, hogy e sor összege valóban megegyezik-e az 
/(a-|-/i)-val?
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Ha a második kérdésre igenlően felelünk, akkor — minthogy 
f(a-\-li) meghatározott véges szamertek — mar a 2 -—— kon­
vergenciájára nézve is döntöttünk, sőt, minthogy a sor h-ra nézve 
hatványsor, ez esetben azt is tudjuk, hogy minden, | h |-nál kisebb 
abszolút értékű /i'-re abszolút konvergens e sor.

Legyen a<a</?, h megadott fix szám, a<a-\-h< fi és jelöljük 
Fn (h)-val az a) alatti sor első n-f-1 tagjának összegét. Tudjuk, hogy 
/'(a-fű) véges Taylor-sorba fejtve, ilyen alakú:

/ (a+h) = Fn (h) + Fn+i,

ahol Fn+1 az ismeretes (pl. Lagrange- vagy Cauchy-féle) maradék­
tag. Ha van olyan N index, hogy | Bn+11 minden n>N-re kisebb a 
tetszés szerint adott pozitiv e-nál, akkor:

|/-(a+h)-Fn(h)|<e,
mihelyt n>N, vagyis:

lim F„(h) = f(a-\-h).

De lim Fn(h) nem egyéb, mint az a) alatti n—«>

jfs'o n!

végtelen Taylor-sor összege; tehát azt látjuk, hogy limfin+1=0, a n«oo
szükséges és elégséges feltétele annak, hogy f(a-$-U) előállítható 
legyen összetartó végtelen Taylor-sorban.

Ezt a kritériumot a maga teljességében nem igen alkalmazhat­
juk, mert hiszen az F,l+1 nemcsak n-től, hanem egyúttal ék-tói is függ, 
ami az n-nel szintén változik. A legtöbbször úgy járunk el, hogy 
megmutatjuk, hogy az:

n\ ' 
vagy az

,7)" -’/i"

maradéktag limese 0, függetlenül attól, hogy mekkora pozitiv, 
1-nél kisebb szám. Ilyen formában tehát elégséges feltételt kapunk 
az f(a-^h') előállítására.

Ha a=0 és h=x tesszük, akkor a végtelen Taylor-sor átmegy 
ebhe:

/■(0) + f(0) X + ,r2 + / '"<°) X8+ ...

és ebben az alakjában végtelen Maclaurin-sornak is nevezzük.



XV. FEJEZET.

NEHÁNY ELEMI FÜGGVÉNY SORFEJTÉSE.

1. ex sorfejtése. Eddigelé az ex-et úgy értelmeztük, mint az 
11 + —j limesét, ha n végtelenné válik , most előállítjuk Maclaurin- 
sorban. Evégből szükségünk van az e^-nek és minden rendű diffe­
renciálhányadosának értékére az x=0 helyen, /'(x) — er-nek minden 
differenciálhányadosa : ex, tehát a jelen esetben

/•(o)=r(o) = no)=:... = i
és így az ex-nek megfelelő végtelen sor:

x2 x8
2Í + 3Í

xn 
n!

Kérdés, hogy x minő értékeinél állítja ez a sor tényleg elő az 
függvényt. Evégből vegyük pl. a Lagrange-féle maradéktagot. Ez:

Ti
Ennek a limesét kell meghatároznunk.

Az eör véges számérték, mely kisebb, mint el®l; tehát csak 
x"lim—p-t keressük. Tegyük fel, hogy |x| az ni és m-|-l szomszédos n -oc n!

egész számok közé esik, úgy, hogy: m<|x| < ni J- 1 és legyen n>m. 
r"Ekkor —>gy írjuk:

x"1 xxx
m! m-|-í m-|-2 n

Az első tényező egy meghatározott véges szám. A 
I I x I \n~m tényező szorzatának abszolut értéke kisebb: I— I -nél,

többi 
tehát,

minthogy 1, az n-et oly nagyra választhatjuk, hogy ez a
hatvány tetszés szerinti kicsiny legyen. így tehát, akármekkora 
legyen is az x,
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lim
11 = 00

<>0x

~n!

Ezt a határértéket még egy másik, egyszerűbben célhoz vezető 
eo

úton is megállapítjuk. Ugyanis azt állítjuk, hogy a S~^-j-azx min­
den értékénél abszolút konvergens.

Ezt azonnal beláthatjuk akár a D’Alembert szabály alkalma­
iulzásával is ; mert, ha un = -—, n I

|im _í!ü±l_ — lim 
lln n = oo

+A = llm++T = °' 
7? ! n=oo H-p-1

xnMinthogy tehát konvergens, következik, hogy

lim xn

Es ebből: lim

n!
e9x
~nT

0.

.n
- = 0.

, jjl
így tehát kimondhatjuk, hogy a V ---j- sor x minden valós értékénél 
előállítja az ex függvényt, vagyis minden valós x értékre:

É + ^+* 
í ~ 3! ' 4!

x" 
n!

2. Az e kiszámítása. Felhasználjuk ezt a sorfejtést az e kiszámí­
tására. Evégből x=l-et tesszük e sorba. Azt kapjuk, hogy

e - 1 + Tf + Yf + JT + 4| + + 7F + •"

Ha a sort az n-ik tagnál berekesztjük, akkor a hiba a Lagrange- 
féle alakban írva: , . ahol 0<í><l. Minthogy pedig e<3, 
tehát ez a hiba kisebb, mint • Már ez is elég jól használ­
ható kifejezés a hiba megállapítására. De még alkalmasabbat is 
előállítunk. Ha ugyanis a föntebbi numerikus sort az n-ik tagnál 
berekesztjük, akkor elhagytuk az

« = -7 + -7—---------- 1---------—v~ + •’(n+1)! T (n+2)! T (n+3)l X

maradékot. Ez még így is írható:

R =___1__ L 1 1
(n+1)! L n+2 + (n+2)(n+3) +
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ami kisebb, mint

‘(n+1)! P + n+1 + (n+1)2 + (n+1)3 + J

1___ ____ 1____ n+1 1
(n+1)! 1 (n+l)'(n) n.n!

— «+í
Ha tehát az e kiszámításában utolsó tagul a sorból -^y-et 

vesszük, akkor az elkövetett hiba kisebb ezen utolsó tag n-ed- 
részénél. így például y((10 pontossággal számítva :*

pontos.

4=0-5

—p = 0'166666666666.. .

— = 0'041666666666 . ..4!

-1- = 0'000024801587 ...

-1,- = 0000002755732...

yl- = 0'000000275573 ...

-1 = 0008333333333...
3!

— = 0 001388888888...6!
1 = 0 000198412698...
7!

yL = 0'000000025052...

y~ = 0'000000002087 . ..

-L = 0 000000000160...
1 o •

és innen : e=2-718281828442, mely 10 helyre

3. ax hatványsora. Az ex hatványsorából azonnal megkaphatjuk 
az ax hatványsorát, ha a tetszés szerinti pozitiv szám. Ugyanis 
a»=exioga, tehát:

_ . x2(logu)2 x3(loga)3 xn (log a)"a* = 1 + xloga + ■ > + • ••

Minthogy az + sora x minden értékére előállítja az ex-et, tehát 
ez a sor is x minden értékénél előállítja az a^-et.

4. sinx hatványsora. A sinx függvénynek a 0 helyen való diffe­
renciálhányadosaiból előállíthatjuk a sinx Maclaurin-sorát, amely,
mint látni fogjuk, a 
Maclaurin-sor könnyen

sin x-et minden x értékre megadja. Ez a 
kapható; ugyanis: (sin x)'= sin íx + 7), 

\ 2 /

golása 
összes

* A számításba vett tagok közül 11 tagban, a tizedes jegyek eihanya- 
következtében egyenkint -nél kisebb hibát követünk el ; az

11 1 w 1
hiba tehát: h < ^q12 + jg jgj < jqio ’
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(sinx)''= sinlx-|-2 —j,... és általában, (miről teljes indukcióval 
\ ti '

könnyen meggyőződhetünk)
(sin x)l"> = sin (:r+n'y)»

tehát: (sin x) = 0, (sin x)(2,l+ = (—1)" 

és így a sin x Maclaurin-sora:
~3 rt> ~.7 ,.2/ítl
3! + öT “ 7T C-1)" “(2n+l)! +

A maradéktag Lagrange-féle alakjából következik, hogy

” ' n! < n! ’
xnés minthogy lim —j- == 0, bárminő értéke legyen is x-nek, tehát n=o© n!

lim Rn=0 és így a sin x felírt sora minden x értékre megadja a sin x-et.

5. cosx hatványsora. A cosx Maclaurin-sorának előállítására 
ugyanilyen módon járunk el:

(cos x)x^0 = 1, (cos x)ó =0, (cos x)o = — 1,

(cos x)ó” = 0, (cos x) ív = 1, 
és általában:

(cos x)^2nl = (—1)", (cos x)|,2n+1) — 0

és így cos x hatványsora :

Ez a sor is minden x értékre megadja a cosx-et. Észrevesszük, 
hogy a cosx sora a sinx-éból tagonkinti differenciálással állít­
ható elő.

6, Más függvények sorfejtései. Példaképpen állítsuk elő az
/(x) = e®cosa cos (x sin a) és <p (x) e® 008 “ sin (x sin a)

Maclaurin sorait, ha a egy meghatározott, egyébként tetszés szerinti szám- 
érték. Evégből kiszámítjuk az /(x) differenciálhányadosait :

J'(x) = excosa cos (j- 8jn aj _ cos a _ ^cosa gjn sjna) sjn a _
_ gicosa [cos (x sjn cog (t _ g-n g-n gjn _ ^xcosa cog gjn a_|_aJ'

f"(x) = excos“ cos sjn a_|_aj cos a — excosn sin [x sin <i-|-a] sin a =
_ e®vosa (cog jrsjn ü_|_a) cos a — sin (x sin a+a) sin a) = excosa cos (x sin a + 2 a).
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Teljes indukcióval igazolhatjuk, hogy általában: 

/(n)(x) = excosa cos (x sin a+na).

Hasonlóképpen mutatjuk meg, hogy általában :

<p{l,f(x) = excosa sin (x sin a+na).

Az x=0 helyen a függvény és a differenciálhányadosok értékei : 

f (0) — 1, /'(0) cos a, /"(0) = cos 2a, .. . /,n) (0) = cos na, . . .

és így f(x) Maclaurin-sora :
. , , cos 2a1 + cos a . x + -—— cos 3a

■“3“
cos na

n !
A Lagrange-féle maradéktag :

/(n) (£) xn _ e4 cos ° cos [g cos a+na] n 
~nl ~ n! X

Ha egy tetszés szerinti —a... a intervallumot szemelünk ki, ebben 
Mcc11e* cos a < e“, ! cos [£ cos «+na] < 1, tehát a maradéktag legfeljebb :----—, ahol•^11 a •

M—ef1 ; de lim = 0, tehát a felirt sor minden intervallumban konvergens 
és előállítja az J(x)-et; tehát mondhatjuk :

COS 11(1 excos a cos sjn u\ — 2------- ---- Xn
n!

Éppen így : • , ■ , „ sin nagxcosa sin (xsin a) = S----- ;—xn.n!

Ha a—0 tesszük, akkor az első sor: er-et adja; ha a = „ tesszük, j > 2
akkor az első sor cosx-ct, a második pedig sin x-et szolgáltatja.

7. A logarithmus sora. A log x Maclaurin-sorba nem fejthető; mert 
x=0 helyen úgy a logx, mint a differenciálhányadosai végtelenekké 
válnak. Ezért pl. az x=l hely környezetében állítjuk elő a logarith- 
must, vagyis az

/•(a+h)= J

Taylor-sorba fejtést alkalmazzuk. A jelölést kissé megváltoztatva, 
a=l és /i=x-et írunk, vagyis log(l-|-.r)-et állítjuk elő. Eszerint tehál, 
szükségünk van a logz differenciálhányadosaira a z = l helyen.

1 1 2(logz)'= —, (logz)" = —• _2 , (log ;)"'= + -.a ,,..

és általában: (logz)(") = (—l)'1-1

amiről teljes indukcióval meggyőződhetünk. Így tehát a z=l helyen

(log z),=1 = 0, (log z)2_t = 1, (log z)"=1 = — 1,
(log z)"'_t = 2,... (log = (-1)^ (n-1) !. ..
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tehát a kérdéses Taylor-sor ez lesz:

Annak eldöntésére, hogy ez a végtelen sor előállítja-e a log (1 +x)-et. 
megvizsgáljuk a maradéktagját. De előbb célszerű megállapítani, 
hogy ez a végtelen sor általában x minő értékeire nézve konver­
gens ? Tudjuk, hogy a hatványsor a konvergencia-körön belül [vagy, 
minthogy itt csak valós értékekről van szó, mondhatjuk: a konver­
gencia-intervallumon belül] abszolút összetartó; azért tehát elégséges 
ezen sor vizsgálata

£2 £3 £n
^ + T+3"+’” + "n +”‘’

ahol £ pozitiv. A sor n-edik tagját un-nel jelöljük és a D’Alembert- 
kritériumot alkalmazzuk:

“n+i "

un ? n+1 ’

tehát: lim üfl+1 = 

és így a sor konvergens, ha £<1 és divergens, ha f>l. Az adott 
sor tehát konvergens, ha | x | < 1, vagyis ha x a 1—1-1 interval­
lum belsejében van és divergens, ha x ezen intervallumon kívül van.

A Lagrange-féle maradéktag a jelen esetben :

(n-l)lx" _ (-l)"~*x" 
n!(l+&r)n n(l+$x)n ’

ahol & valamely pozitiv valódi tört. Ha x pozitiv, 1-nél nem nagyobb,

akkor 1 ++• < 111 |- aTU. \ 1 -| - v*.
n
| <1 és így a maradéktag limese:x

De ha x negatív, vagyis a —1—1-1 intervallum balfeléből vétetik az x, 
Xakkor y-* abszolút értékéről nem tudjuk a priori eldönteni, 

hogy 1-nél kisebb-e, mert # értékét nem ismerjük. A Lagrange-fé\e 
maradéktag a sor használhatóságára nézve nem ad felvilágosítást.

Vizsgáljuk meg a Cauchy-féle maradéktagot. Ennek általános 

alak-’a’ _ /•(">(a+t>/i)(l—

(n—1)1
a jelen esetben, midőn a=l, /i=x, /'(x) —log(1+x) tétetett:
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Cn = (-l)n-1
(l-d)n-lxn

ami így is írható:
1-# y>-i X" 

A+»x) 'T+»x

Ha x negatív, de abszolut értéke 1-nél kisebb, akkor 1—#<l-f-í>x 
I \"-í 11 1

és b+sd <^1'továbbá i+»s‘<r+7 és “ T+ss 
tényező is korlátos ; végre lim ,rn=0, tehát:

/ \n~I xn
\l+&r / 1+dx = 0,

a maradéktag limese: 0. [Ha x pozitiv, a Cauchy-féle maradék­
tag akkor is 0 felé konvergál.] Eszerint a Cauchy-féle maradéktag 
a —1—1-1 intervallum minden belső helyén 0-hoz konvergál, ha n 
végtelenné válik; tehát a felírt Taylor-sor valóban előállítja ebben 
az intervallumban a log(l-f-x)-et. Kimondhatjuk tehát, hogy ha 
— 1<x<1, akkor:

log(l+x) = X

Ezzel egy általános módszerhez jutottunk a 0... 2 közben levő 
számok logarithmusainak előállítására ; ugyanis, ha | x | < 1, akkor 
0<l+x<2 és ha 1-j-as 2-nél kisebb pozitiv szám, akkor |x| < 1.

[Az a) alatti végtelen sorra úgy is juthattunk volna, ha sorba 
fejtjük az —7---- et a végtelen geometriai sor tétele szerint:

Ez a hatványsor a — 1—[-1 nyílt közben összetartó és így e köz 
minden belső intervallumában egyenletesen összetartó, tehát a tagon- 

•F f/x'
kinti integrálás megadja az összeg integrálját; de J —-— = log(l-]-x), 

ó 1 l rE
a jobboldalon pedig a tagonkinti integrálással: 

x2 x3 x*
«-T + -g—

végtelen sort kapjuk, tehát ilyen módon is rájutottunk a log(l-Hx) 
hatványsorára!-

Ezzel egyúttal log(a-|-x) Taylor-sorát is megállapíthatjuk, ha 
a pozitiv és | x | < a ;

log(a-[-x) - log[c'(1+~)] = loSa + í

Beke: A differenciálszámítás. II. 24
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M X \ X X2 X3 ,r4 
í+~al~a~ 20®"*" SÖ5" ~ éö3" ’ 

tehát:
•y* l*2 1"^

log(a+x) = loga + - - + ...

A log (1+x) hatványsora, miként említettük, alkalmas arra, hogy a 
0 . . . 2 közötti számok logarithmusait meghatározzuk; az x=l határ­
helyen a sor: 1—2 -----T " v^tak°z0 előjelű harmonikus sor lesz,
amelyről tudjuk, hogy konvergens. Abel tételéből (1. 352. lapon) következik, 
hogy e numerikus sor összege megadja a log (1+x) határértékét az x=l 
helyen, vagyis a log 2 számértéket. Arra jutottunk tehát, hogy

tog2 = I-| + |-| + -

Erre az egyenlőségre még az Abel-féle sortétel felhasználása nélkül is 
rájuthatunk. Ugyanis, miként láttuk, a log (1+x) véges Taylor-sorának 
Lagrange-féle maradéktagja

. _ (—l)"~*xn 
n~ n(l+dx)n ’ 

tehát j»2 »»3 yl yfi — 1
log (1+x) = X - -_- + -H------ T- + •• •+ (-l)n-2 —7- + Ln

<J *x H 1

és így x=l téve :
log2 = l-| + |—. + -L2L_ + L', ahol L'n =-ír7i^r-

Minthogy lim L„ — 0, tehát a váltakozó előjelű harmonikus sor összege log 2.

8. A logarithmus kiszámítása. A log (1+x) hatványsora numerikus számí­
tásra még nem nagyon alkalmas, mert igen sok tagot kellene tekintetbe 
vennünk, ha elég kis hibával akarunk számítani; azért ennek segítségével a 
számításra alkalmasabb sort készítünk. Ha x helyébe —x-et tesszük, akkor a 
fentebbi sorból ez lesz :

log(l-x)=-x--r--T-- 

mely a log(l—x)-et megadja, szintén a —1<x<1 intervallumban. A log(1+x) 
és log (1—x) sorainak egymásból való kivonásából eredő :

1+x r x3 x5 . -Ilo&TZí = 2[x+-3-+-r+-]
egyenlőség már a logarithmus kiszámítására alkalmas képletet szolgáltat. 
Legyen ugyanis N tetszés szerinti pozitiv egész szám, akkor x-et úgy 
választhatjuk, hogy

1+x _ N+1
1-x ~ N

legyen. Ez az egyenlőség teljesül, ha az x = ’ ekk°r 0<x<l. A log
föntebbi végtelen sora az x = helyettesítéssel átmegy a következőbe :
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. N-|“ 1   fy t 1 1 . 1 1
g—X~ ~ 12N+Í + 3’(2N+TF + 5 (2N+1)6 + "‘J’ 

vagyis :
log (iV+1) = log X + 2 { 2^-py + 3 (22V+1)3 + 5 (2N+1)5 + ” )’ A)

így tehát, ha log# ismeretes, akkor ezen formulával log (N+1) meg­
határozható. Módszerhez jutottunk a pozitiv egész számok logarithmusainak 
egymás után való meghatározására.

Még csak azt akarjuk megjegyezni, hogy ha a jobboldali végtelen sorból 
csak az első k tagot használjuk a számításra, vagyis az utolsó, számításba 
vett tag:

2
(2Jt—1) (2N+1)2A'1 ’

akkor az elhanyagolt rész kisebb, mint:

__2_________ 1_ a , 1 ,___ 1 ... a
.(2*+l) (2N+1)2^'+1 1 r (2N+1)2 H2N+1)4 >'

vagy, ha a zárójelben álló geometriai sort összegezzük, arra jutunk, hogy a 
hiba, amit e tagok elhagyásával elkövetünk, kisebb, mint:

2
(2/c+l) (2N+1)2*-1 • 4N (N+1) a)

és ez kisebb, mint az utolsó számba vett tag, osztva : 4N (N+l)-el. így pl. : 
ha N>4, ez a hiba kisebb az utolsó, számításba vett tag 100-adrészénél.

Ha N=l, logN=0 és akkor log (N+1) = log 2-re ezt a numerikus sort 
kapjuk :

log 2 = 2 { 3“ + "3 * -33" + y * + y-37- + • • } •

Ha log 2-t százezredrész pontossággal akarjuk meghatározni, akkor 
el kell mennünk e sorban oly messzire, hogy az utolsó, számba vett tag 
innr.nn' ~n^ nagyobb ne legyen. Ehhez elég az első 5 tag: 1UUUvU

0'3465728

4- = 0'3333333 . .. 
0

1
3 = 0'3333333 . ..

4- = 0 0370370 . . . 1 1
3 ‘ 33 = 0 0123456.. .

4 = 0 0041152. .. 1 1
5 ’ 35 = 0 0008230 . . .

4 = 0 0004572 . .. 1 1
7 ’ 37 = 0'0000653 .. .

4- = 0 0000508 .. . 1 1
9 ’ 3* = 0 0000056.. .

log 2 = 0 6931456...vagyis:

ami 5 tizedesre pontosan megadja a log 2-t. [Az elhanyagolt tagokból eredő 
hiba ugyanis a) szerint <0'0000014 ...; a tekintetbe vett tagok kiszámításá­
ban elkövetett hiba <5.0’0000001, tehát az összes hiba <(0'l)5.]

A log 3 kiszámítása végett az A) alatti formulában N=2 tesszük, ekkor 
2N+1 =5; tehát

log3=log2 + 2{± + yL + y^+y^ + .)

24*
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= 0'200000 5
J- = 0008000
53
~ = 0-000320
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1 = 0-200000 . . .
5

4 • 4r = 0-002666 . ..

l- • X = 0 (X>0064 . . .
5 55

0-202730
Ez a 3 tag elég, ha százezredrészig számítunk, mert a zárójelben levő sorra 
nézve a többi tagok elhanyagolásával elkövetett hiba kisebb, mint az utolsó 
számbavett tag osztva: 4N (W-t-l)-gyel, vagyis ez utolsó tag 24-edrésze és 
így a sor kétszeresében is a hiba kisebb, mint 0'00001. így tehát

log 3 = log 2 + 0-405460 ■ • • = 1 09860 .. .
log 4 = 2 log 2 = 1-3862912 .. .

Innen pedig:
log5= log4 + 2{y+ +5^95+ ••}

= 0111111. .. -|- = 0111111...

4. = 0 001372 ... * • -4- 0 000457 .. .
9s 3 9
4r = 0-000017 ... 4- ' „< = 0 000003 .. .
95 5 95

0111571
és ebből log 5 = 1 60943. . .

Ebből meghatározhatjuk a logl0-et; ugyanis

és innen :
log 10 = log 2 + log 5 -- 2'30257 . ..

M - , * = 0'43429 .. .
log 10

Az M modulus jelentősége ismeretes ; ugyanis ezzel kell megszoroznunk 
az e alapra vonatkoztatott logarithmusokat, hogy a közönséges, 10-es alapra 
vonatkozó logarithmusokat kapjuk.

Minél nagyobb az előbbi formulában használt N, annál kevesebb tag 
számbavételével érjük el a kívánt pontosságot. Éppen ezért a 2, 3, 5 loga- 
rithmusait nagyobb pontosság céljából a következőképpen számították ki: 
Ha sorban N=15, N=24, N’~-8() tesszük, akkor a lóg—^tl_-re szolgáló kép- 

1 ■ , 16 . 25 . 81 , , Alel megadja a log — , log , log --at; de

log - - — 4 log 2 - 1 . log 3 — 1 . log 5,
25log gj =— 3 log2 — 1 . log 3 + 2 log 5,

log -gTT =— 4 log 2 -I- 4 log 3 — 1 . log 5 oU
és e három egyenletből:

log 2= 7 log 15+ 5l°g + 3 °g 80’ 
log 3 = 11 log -||- + 8 log || + 5 log ||, 

!og5 = 16 log -J® + 12 log -|| + 7 log || ■
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9. A binomiális tétel. xm hatvány Maclaurin-sorba nem fejthető, 
ha m nem pozitiv egész szám ; * mert ha m nem pozitiv egész szám, 
akkor az x=0 helyen vagy maga az xm, vagy valamelyik differenciál­
hányadosa végtelenné válik. Ezért tehát az általános hatványt is egy 
más hely, pl. az 1 környezetében fejtjük ki az

/•(a + h) = 2Iínl^-/?n

alakú Taylor-sorba. A jelölést megint megváltoztatva, h helyett x-et 
írunk és a = l tesszük, vagy más szóval, az (14-x)m függvényt 
Maclaurin-sorba fejtjük. ,A zm függvénynek a z=l helyen való érté­
kére és differenciálhányadosainak értékeire van szükségünk. A z'n 
differenciálhányadosai rendre:

z'n, mz”'-1, m(m—l)zm 2,
/n(m—l)(m—2)zm-s,... m(m— 1)... (m—.. .

z—1 helyen ezek a kifejezések a következő értékeket veszik fel:**

1, m, m(m—1), m(m—l)(m—2),... m(m—1)... (m—n-f-l) ... 

és így az (l-|-x)m függvényhez tartozó hatványsor:

m(zn—1) , m(m— l)(m—2) „ ,1 4- mx ----- x2 4--------------- >--------------- - x3 4---- ,

vagy rövidebb jelöléssel:
I m\ lm\ „ , / m\ , , / m\t + (i )* + (2 p + U* +"' + Lr +•••

Meg kell vizsgálnunk, hogy ez a végtelen sor x minő értékeire 
adja meg az (l-j-x)"' függvényt? Gélszerű lesz megint először e sor 
konvergenciájának vizsgálatával foglalkoznunk. A konvergencia­
körön [vagy itt, ahol egyelőre csak valós változókkal dolgozunk, a 
konvergencia-közön] belül a hatványsor abszolút konvergens, tehát 
a sor konvergenciája vizsgálandó. A D’Alembert-féle
kritérium szolgálhat felvilágosítással. Két szomszédos tag hányadosa:

tehát:

* Ha m pozitiv egész szám, x"‘ maga az (egytagú) Maclaurin-sor.
* * z"‘ a z=l helyen többértékű, ha m nem egész szám ; valós értéke csak 

4-1 vagy még —1 lehet. Válasszuk a 4-1 értéket; ezzel egyúttal mindenik 
differenciálhányados értékét is megállapítottuk a z=l helyen.
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A 2 ( ;i j xfI hatványsor tehát konvergens, ha jx| < 1, divergens, ha 
| x | > 1. A Lagrange-féle maradéktag a jelen esetben :

lm~nx", ahol 0<^<l.

Ez még igy is írható :

Ha x pozitiv és 1-nél kisebb, akkor

x - z ■ , i- ímW x \ n——k—<x<l es így: hm I , _ I — 0,

mert hiszen kimutattuk, hogy a 2un=2("1) x" sor konvergens, ha 

0<x<l és így előbbi állításunk az összetartás ismeretes lim un = 0 
feltételéből következik. Az (l-t-íkr)"1 véges érték, (< 2m), tehát a 
Lagrange-féle maradéktag limese: 0, ha x pozitiv és 1-nél kisebb. 

Ha x negatív, akkor a Lagrange-féle maradéktag megint fel- 
mondja a szolgálatot, mert ez esetben ~ről a priori nem
mondhatjuk, hogy 1-nél kisebb abszolút értékű. Ismét a Gauchy-féle 
maradéktaghoz fordulunk. Ez a maradéktag a jelen esetben:

m(m—1)... (m—n-f-l)(l-|-i9‘x)m-n(l—t>)n-1xn 
(n—1)!

ahol 0<3<l,

vagyis: /m—1\ / 1—ö-

Erről az alakról kimutatjuk, hogy a 0-hoz konvergál, ha |x| < 1 
és n végtelenné válik. Ha ugyanis x negatív és abszolút értéke 1-nél
kisebb, akkor

1—3
0 < ——— < 1, tehát 1-j-vX

1-3 \«-i 
.1+3x10 <

továbbá : lim x'1-1 = 0.

mert a 2^'^ sor konvergens, ha x|<l; a maradéktagban 

előforduló többi tényező véges korlát alatt marad, ha |x| < 1, tehát 
a maradéktag limese: 0.

Ha x pozitiv, akkor is dönthetünk a Cauchy-féle alak segítségé­
vel » ugyanis a Cauchy-féle maradéktagot ilyen elrendezésben írjuk:

/ m—1 \ í x \n-1, (rA? (l-^-^l+^xr-’x
\ »<--- 1 ’ 1 * ÍAZ /
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és ez 0-hoz konvergál, mert

0 < tTTt < x < 1 ! 0 < < 1,
továbbá

tehát

\lm—l\í x \n 1 /m—1\ „ ,I_____ I <- I I 1
j' n—1 MlH-tKr/ — \ n—1 I

A szorzat további tényezője: m(14-^)m_1 x korlátos, ha | x | < 1, 
tehát a maradéktag limesze zérus.

Ezzel tehát kimutattuk, hogy a felírt 2 x" sor valóban elő­
állítja az hatványt, ha ix|<l. így tehát, ha |x|<l és m
tetszés szerinti valós szám, érvényes ez a ((binomiális tétéig:

(1+xr = 1 + (7) X + ( x* + (x3 + - + (x" 4- ...
\ 1 / \ Z. / \ O / \ H 1

Ha m pozitiv egész szám, akkor a jobboldalon álló összes 
binomiális együtthatók eltűnnek, mihelyt n > m. vagyis a jobb­
oldal, az (l+x)m kifejtett alakja: x m-edfokú racionális egész függ­
vénye. Ha azonban m nem pozitiv egész szám, akkor a jobboldalon 
végtelen hatványsor áll, melynek összege az (1-f-x)"1 azon «ágát» 
adja, mely az x=0' helyen -|-1.

Példák. így például legyen m — -^-; ekkor 
£

/ 1\ 1 /1\ 1. __ 1 1 1 /1\ 1. __  1. __  « 1 1 Q
l 2 1 ___ x I 2 | 2 2 ____ x x . I 2 i 2 2 2 ___  J. . x . v

‘1/ T’ \2/Fi’ \3/ 17273"“ ~"27176 

és általában, amint teljes indukcióval könnyen igazolhatjuk:

i = (-lY-i 11-3.5.7...(2n-3) 
ni v 2 2.4.6.8.. 2n

tehát, ha | x | < 1,

(14-x)’ = 1 + ----- x2 4------------x3---------—----- x* 4- • • • 4-2.4 2.4.6 2.4.6.8
1.3.5...(2n—3)

2.4.6... 2n x" 4- • • •

Ha m=-l, akkor (m) =----1\| . 3 ——
\ n l 1.2.3...n = (-l)n és így,

ha |x | < 1,
(14-x)-1 = l—x-f-x2—.r3-|—,
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ami az ismeretes geometriai sor. Ha m=—2, akkor

(mj = -2.-3 -(n+l) = (_iy.(„+1),
\ n I 1. 2.. n

vagyis : (1+x) 2=1—2.t'+3x'2—4x3..., 
mely sor az előbbiből tagonkinti differenciálással is előállítható.

10. A maradékösszeg megbecsülése. A binomiális sor összegezése 
a gyakorlati számítás szempontjából is fontos. Ezért kívánatos, 
hogy könnyen kezelhető módszerrel rendelkezzünk a számítás pon­
tosságának megbecsülésére, vagyis annak a megállapítására, hogy 
mekkora hibát követünk el, ha a végtelen binomiális sor helyett e 
sor valamely részletösszegét tekintjük. Ilyen módszerre vezetnek a 
következő fejtegetések.*

1. Ha x pozitiv, akkor a binomiális sor tagjai, mint­
hogy feltevésünk szerint 0</n<l, váltakozó előjelűek. Ugyanis

/ m \ zn(m—1)... (m—Zr+1) / ni \ m(m—1)... (m—fc)
' k )= “Fi ’ \ k+1 / ~ (k+1) 1

/ nt \ lm\ in—kva^ls U+i) = U/^+r:
de k>m, tehát m—k negatív és így:

— sgn :)•
" bizonyos tagtól kezdve akkor is váltakozó előjelű, ha m

nem a 0. ..1 közből való.) A tagok csökkenő abszolút értékűek; 
jH__ fa

mert a fc-ik tagból a Zr+l-ik úgy keletkezik, hogy -rTj-^-el szo-
k—m . T1rozzuk; e szorzó abszolút értéke: , x, ami 1-nél kisebb. Ha az K -p I

ilyen konvergens sor összegének kiszámítása végett az első k tagot 
vesszük tekintetbe, akkor az elhagyott rész kisebb az utolsó, tekin­
tetbe vett tagnál. Ugyanis minden váltakozó előjelű (pozitiv taggal 
kezdődő), csökkenő San sor Rk maradékösszegének megbecsülésé­
nél így járhatunk el: Ha k páros :

Rk = ak+i~ ak+2+ak+3~ ak+t~\----—
— ak+i~ (ak+2~ ak+a)~ (ak+4~ afc+5)d------ >

* A gyakorlati számítás szempontjából feltehetjük, hogy m kitevő 0 és 
1 közé esik; mert ha r az m-nél közvetlenül kisebb egész szám, akkor 
(l+x)m = (14-x)m-r(14-x)r. A második tényező könnyen kiszámítható; az 
elsőben 0<m—r<l.
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vagy Rk = (ak+i-ak+2)+{ak+a-ak+j)+---,

miből: Uk+i~ak+2 <Rk< ak+r
Ha k páratlan, akkor, -Rk-ra ugyanez áll, tehát minden esetben :

I ak+i ak+2 I < I Rk । < I ak+i l>
vagyis valóban a váltakozó előjelű csökkenő sor maradéka abszo­
lút értékre kisebb az első elhanyagolt és annál inkább az utolsó 
számba vett tag abszolút értékénél, azaz : | Rk | < | ak |. így tehát, ha 
x pozitív és 0<m<l, akkor a binomiális sor maradéktagja kisebb 
abszolút értékű, mint az utolsó, számításba vett tag.*

2. Legyen x negatív. A Zr-ik tag után következő tagok: 

közűi az r-ik igy írható:
/ zn\ (m—k)(m—k— 1) . .. (m—k— r-j-1) k+r
\kl~ (k+l)(k+2)... (*+r) X ’

ahol az melletti tört abszolút értéke 1-nél kisebb, mert feltet­
tük, hogy 0<m<l. Tehát a (Zc-f-lj-ik taggal kezdődő elhagyott rész 
abszolút értékre nézve kisebb, mint

|('íivyir|r=
I \ k I j áL ■' 1 \ k I 1 - j x | I ’

vagyis kisebb, mint az utolsó számításba vett tag osztva 1 —|x|-szel. 
Ezeknek az egyszerű szabályoknak jó hasznát vesszük a hiba 

hozzávetőleges megállapításánál.

11. Gyökvonás a binomiális sor segítségével. A binomiális sort felhasználjuk 
a közelítő numerikus gyökvonásra. így például, ha 1152-t kell kiszámí­
tani. akkor 1152-t ilyen alakban írjuk : 1152=1024+128. Az első tag : 45 ; tehát

¥ 1152 = ^í+128 = 4 1 + = 4 (1 +
f 4 o

1 i . 1
Az il + -g-l a binomiális tétel segítségével kiszámítható. Az -v--ik hatvány o ' u
binomiális együtthatói:

1 zi\ 2 /=> 6 ,1 21 399
1 ~ 5 ’ 2 ~ 25 ’3* 125 ’ 4 ' 625 ’ 5 - 15625 ’ ’

tehát: . 1 -A.J . __ L.__21__
1 8 ’ 40 25 64 125 512 625 4096 ^

* Könnyen megmutatható, hogy ez érvényes fíj-ra akkör is, ha m tetszés 
szerinti pozitiv szám és k>m.
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pontossággal számítva, már az első 4 tag is elégséges. Ezek :

1
0025

- -0 001250
+0 000093

1-025093 -0 001250 - 1 023843
tehát: ff1152 = 4.1 023843 . . . = 4 095372 . . .

Általában, ha N-ből kell Zc-ik gyököt vonnunk, ahol N egész szám, 
akkor N-et felbontjuk két részre : Az első : az iV-ben foglalt legnagyobb Zc-ik 
hatvány, pl. : Nf, a második rész N—és így :

A második tényező kiszámítására alkalmazható a binomiális tétel, ha 
-^j-Cl. [Ha -^->1, sőt már az esetben is, midőn -^<1, de közel van 

1-hez, az N után következő első teljes k-ik hatványt, N-í-t vesszük és akkor 
N-et így bontjuk fel: N = + (N—N£)=N£— Af2 és így ZV* = N2(1—^-)fc

számítandó mindig < 1.)].

12. A binomiális sor az 1 és —1 helyeken. Felvetjük azt a kérdést, hogy az 
(1 + x)m függvény előállítására szolgáló jx" hatványsor alkalmas-e a 
függvény értékének meghatározására, ha x a konvergencia-intervallum határ­
pontja? Abel tétele értelmében: Ha a 2 [ (x" az x=l helyen konvergens, 
akkor meg is adja a lim(l+x)m értéket (az x=l hely felé a konvergencia­
köz belsejéből a valós tengely mentén közeledvén), vagyis —2m. Ha 
pedig az x=—1 helyen konvergens e sor, akkor megadja a lim (l+x)m értéket, 37 — 1
(ha x megint megfelelően tart (—l)-hez). Ebből már az is következik, hogy 
ez az utóbbi eset csakis pozitiv m-re állhat be, mert ha m negatív, akkor 
(l+x)m az x=—1 helyen végtelenné válik (ha m=0, akkor mindig (l+x/"—l.).
Vizsgáljuk meg tehát, hogy a £ (m) sor m minő értékeinél konvergens és 

n=o n oo /ZR\
azután ugyanezt a kérdést tesszük a 2’ (—l)n [ )-re vonatkozolag.n—O ' n oo

Ha m < — 1, akkor — azt állítjuk — a ) sor divergens. Ugyanis 
i ,i m—n , .n,,° n , , ,,,,legyen un = ( ^ ), akkor n„+1 = (n) és minthogy : tn <—1, a számláló-n+l
ban levő m—n abszolut értéke n+l-nél nagyobb, vagyis |an+1|>|nn|, 
lim un=0 sincs teljesítve és így divergens.

Ha ni— — 1, akkor a lS(m) sor átmegy ebbe: 1—1+1—1 + . .. és 
divergens sor.

tehát

ez is

Végül, ha rn >—1, akkor iin+1 = (m) --- ’ + ' n' n+l
m-nél nagyobb n-től kezdve mindig negatív, tehát 

alakon látjuk, hogy m—n 
a .S(™) váltakozó előjelű,

és az m>—1 és m<n egyenlőtlenségekből folyólag m—n>—(1+n) és m—n<0,
azaz | m—n | < n + 1, tehát a sor tagjai abszolut értékre fogynak. Ha még azt 
is megmutatjuk, hogy lim(m) = 0, akkor be lesz bizonyítva, hogy a ) n-=oo ' n 1 n z
konvergens.
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A lim(^) =0 fennállásának megmutatása végett összehasonlítjuk a 2(™) 
sor tagjait a S-^m+1 sor tagjaival és megmutatjuk, hogy az elsőben a tagok 
abszolút értékre kisebbek, mint a második sor megfelelő, fix számmal szor­
zott tagjai. Legyen az első sor n-ik tagja un, a másodiké: t>n és n>m.

I Ufl+1 I - n~m _ i _ fn+1
I nn I n+1 n+1

és On+2
Vr + 1

n+1
n+2 >

—ni—1 | -(m+1)

n+1 '

nál 
ezt

Ha e pozitiv, akkor az (l+x)“?>l —qx, amiről (14-x)_r-nak a második tag- 
berekesztett véges Taylor-sorba fejtésével meggyőződhetünk. Alkalmazva
a jelen esetre :

(1 +

vagyis :

1 —(m+1)

n+r'
t>n+2 I U

m+1 
n+1 ’

így tehát: - vn+2-
Un+1

Ugyanígy: (L. 273. lapon.)

és | an+11 helyébe az előbbi

O/n-3 
un+2

egyenlőtlenségből Hfl' vn+a-t téve :
On+1

I “n+2 I < fn+3

sí. t.; általában :
i',

Az n valamely fix index. Ha az meghatározott számértéket A-val jelöl-

! +

jük és n+Á helyébe újból n-et írunk, akkor arra jutunk, hogy | un j < Au, 
tehát lim n„ = 0.

Ezzel tehát kimutattuk, hogy ha m >—1, akkor 
konvergens és így előállítja az Abel-tétel értelmében 
a numerikus egyenlőségre jutottunk :

a végtelen sor 
a 2m-et; vagyis erre

2"'

Vizsgáljuk meg most a .£(—l)n(™) végtelen sort. Miként említettük, ha 
m<0, ez a sor nem lehet konvergens, mert ha konvergens volna, Abel tétele 
értelmében előállítaná az (l+x)m függvény határértékét az x——1 helyen; de ez 
végtelen, ha m<0. Tegyük fel tehát, hogy m > 0. Ekkor a S(—l)n sor
tagjai bizonyos n-től kezdve mind egyenlő jelűek és az előbbi jelölést hasz­

u n + 1 vn + 2nálva, azt találjuk, hogy 0 <
va?y*s a s

• üe a jelen esetben a Svt sor,
un ^n+1 nisor konvergens és így a kérdéses S(—l)n ( ) is kon­

vergens és így arra jutottunk, hogy ha m>0, akkor :

m\
3 ' = 0.

n



XV. FEJEZET.380

13. Arc tg x Maclaurin-sora. Az arc tg x sorának megállapítása 
céljából szükségünk van ezen függvénynek és differenciálhányadosai­
nak az x=0 helyen való értékeire. Arctgx-en azt a szöget értjük 
(absz. mértékben mérve), mely — és között van és melynek 
tangense: x. Ez a definíció egyértelmű; ha ugyanis x bármely 
pozitív, vagy negatív szám, a — — és(> között egyetlen olyan 
szög van, melynek tangense : x. Minden más olyan szög, melynek 
tangense x, ettől a szögtől n pozitiv vagy negatív egész számú 
többszöröseiben különbözik. Jelöljük az arctgx-et y-nal, akkor 

(l+x2)y'= 1

egyenlőséget a Leibnitz-szabály szerint n-szer differenciálva, erre a 
relációra jutunk:

(1+x2) y(',+1)+2nxy(n)+n(n—1) = 0
mely az arc tg x három szomszédos differenciálhányadosa között 
állapít meg összefüggést. (E differenciálhányadosok minden valós 
x helyen végesek, mert olyan törtek, melyek nevezői 1+x2 pozitiv 
egész hatványai.) Nekünk e differenciálhányadosokra az x=0 helyen 
van szükségünk. Jelöljük az (arc tgx)<nf-et az x = 0 helyen röviden 
yg’f-val; akkor tehát a fönti egyenletbe x=0 téve:

y()n+l)+n(n_l)yűI-l)=z0

egyszerű összefüggést kapjuk az n—1-ik és n+l-ik differenciál­
hányadosok x=0 helyen való értékei között. Ebből a relációból 
egymásután kiszámíthatjuk a Maclaurin-sor együtthatóit. Minthogy 
yo=0, tehát:

170= 17™= •••

vagyis minden páros rendű differenciálhányados: 0. Ellenben y'u—1, 
tehát y"'—— 2, yy=4.3.2 és, miként teljes indukcióval azonnal 
beláthatjuk :

y^‘+1) = (-1)/í.(2*)!

Így tehát a szóban forgó Maclaurin-sor:

Erről a sorról megint a D’Alembert-kritérium segítségével meg­
állapíthatjuk, hogy — 1--- [-1 közben konvergens. Kérdés, hogy az
arc tgx-et előállítja-e? Evégből meg kellene határoznunk pl. a 
Lagrange-féle maradéktagot. Ehhez pedig az arc tg x n-ik differen­
ciálhányadosának explicit alakjára volna szükségünk; de az n-ik



NEHÁNY ELEMI FÜGGVÉNY SORFEJTÉSE. 381

differenciálhányados ilyen előállítása sok számítással jár, azért 
yfn)-et nem az x, hanem y által fejezzük ki, ami jóval egyszerűbb. 
Ugyanis y' — relációban x=x.tgy téve, azt kapjuk, hogy

y' — cos2 y.
Ebből:

y" =—2 cos y sin y. y' =—2 cos3 y sin y= — cos2 y sin 2y.

Ha még egyszer differenciálunk x szerint arra jutunk, hogy: 

y"'=2 cos3 y sin y sin 2y — 2 cos4 y cos 2y = — 2 cos3 y cos 3y

és így: y"'=—2 cos3 y. cos 3y.

Hasonlóképpen kaphatjuk, hogy yIV = 6 cos4 y sin 4y s í. t. Azt 
állítjuk, hogy általában a következő formula érvényes:*

Erről teljes indukcióval győződhetünk meg. n = 2 esetében a 
formula éivényes. Ha x szerint differenciálunk:

nlcos" *ysinysin ni — — y 
\ £

i n 71 t /— n. cos" y cos n I—---- y y —

— (—l)"n! cosn+1 y sin j - '/
/ 71cos y cos n I y — y

71■ ■ 71 1 / 71 \ ,es siny = cosl —---- yI, cosy = sinl —-----yj teve:2

y(n+l) — ( — !)'+! cosi y sin (n+1) [y — II

és ezzel a szóban forgó differenciálási képletet igazoltuk. Ebből
látjuk, hogy 

vagy pedig n-nel osztva :

y(") 
(n—1)!

</ín) 
n!

1
n

Így tehát a Lagrange-féle maradéktagban előforduló

tehát, ha | x | < 1,

I/W)| 1 
n ! - n ’

Hx-co R .

* Bertrand, Traité etc. I. p. 144.
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Eszerint tehát a felírt Maclaurin-sor a —1—|-1 közben valóban 
előállítja az arc tg x-et, vagyis e közben :

™3 ~b ~.7 ~.2k+l
arc Igx = x - - + — - —... + (-1/ W1 +

Ugyanerre az eredményre juthatunk, ha az arc tg x differenciál­
hányadosát hatványsorba fejtjük és tagonkint integrálunk. Ugyanis : 

és ebből 0... x közben integrálva :
xs , x' arc tg- x = x---- — + —
o 0

mint előbb találtuk. A hiba, amit elkövetünk, ha a sort az n-ik 
tagnál berekesztjük: -—~^-xn; minthogy pedig: /w)

n! , miként
láttuk, kisebb --nél, tehát a hiba abszolút értéke kisebb, mint 

l I n
------, vagyis kisebb az első elhanyagolt tag abszolút értékénél. Ez 
különben onnan is látszik, hogy a sor az egész — 1<x<1 közben 
váltakozó előjelű és tagjainak abszolút értékei csökkenően közeled-
nek 0-hoz.

14. A n kiszámítása. Ha az arc tg x sorában x helyébe 1-et teszünk, akkor az
1—X- + -F------------- konvergens sorba megy át, tehát Abel tétele sze-

•1 5 *’ nrint: arc tg 1 = e sor összege, vagyis :

n
4

1 + 1_1
3^5 7

De a jobboldali sor a -y- számítására nem alkalmas, mert ha pl. 
$ 7t5 tizedesre pontosan akarnék a -et meghatározni, akkor 50000 tagot kel­

lene számításba vennünk. Ezért tehát a n kiszámítására könnyebben kezel­
hető sort készítünk.

Vegyük tekintetbe, hogy tg (a+£) = '• va?y*s, hax=tg«,
i) — tg£ akkor tg (a-f-j?) — vagy más szóval, ha :i xy

x+ya = arc tg x, £ = arc tg y, akkor a 4- p = arc tg x + arc tg y = arc tg •1 xy
Ha pl. azt akarjuk, hogy a+p = ~ legyen, akkor x-et és y-t csak úgy 

kell választanunk, hogy X~^ = 1 legyen, vagyis : y = X, tehát általában 
i~~ccy i i"x

akárminő értéke van is az x-nek
n . 1—x= arc tgx + arc tg •
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így pl. : ha r = , akkor y = — ; tehát:

4 = arc tgy + arctgy

' ♦ 1 1 11,11 11, arctg 2 2 3 23 + 5 ' 2® 7 ‘ 27 ’
. 1 1 11,11arc tg -3 _ 3 3 ' 33 + 5 ' 5s

és így:
” _ 1 । J__ L r 1 । 1 I । 1 r 1 ! 1 1 1
4 2 3 3 I-23 3s J 5 I-25 35-l

71Még ennél is gyorsabban célhoz jutunk, ha y -et úgy bontjuk szét két 
összeadandóra, hogy az egyik egy könnyen kiszámítható kis szög többszöröse 
legyen, a másik pedig maga legyen igen kicsiny. Machin csillagász erre a követ­
kező eljárást alkalmazta: Az említett kis szög gyanánt azt választotta, melynek 
tangense : —• Legyen tehát tga = ~; akkor tg 2a = ~ és ebből tg4a = 4=- 

&, ti 71 “ 1így tehát 4a igen közel van a -j- -hez és > -j- •
Mondjuk, hogy 4a = — + /?; akkor

tg 4a-tg-J 
tg*=~ d t n = 239 ' 

1 +tg4a. tg —
Ennélfogva:

n 1 1T = 4arctgy-arctgw.

Kiszámítjuk először az a-t, vagyis arc tg y -öt, azután £-t, vagyis 
arctg 239 "eL

,11 1,1 1,1arctg 5 5 3.5s + 5.5® 7.57 + 9.5® "

0-2000640569 - 0 0026684973

4- = 0-2000000000 ; 
□

1 
5 = 0'2000000000

-i- = 0 0080000000 ; 4-
3

1
53 = 0 0026666667

4 = 0-0003200000 ; 4~ 
5s 5

1
5® = 0-0000640000

-i- = 0 0000128000 ; -1- 1
57 = 0 0000018287

4-= 0 0000005120 ; 4~ 
9

1
’ 5® = 0-0000000569

X = 0 00000002048 ; 4r 
3“ 11

1
' 5« = 0 0000000019

a = arc tg 1 - 0-1973955596 . . . 
0

Legfeljebb 4 tagban követtünk el 4--^r-nél kisebb hibát. Az első el- 
7 2 10lu < n.7 «.7

hanyagolt tag < ^-, tehát az eredmény hibája < 2

és 4a - 0'7895822392.
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A 4a-ban a hibaC^yj-

arc tg 239 ~ 239 3.2393 + 5.239® +

9 tizedes pontossághoz elég 2 tag 10 tizedesének figyelembevétele: 

-2_.. = 0 0041841004

y • = 0-0000000244

= 0 0041840760

A hiba mindegyik tagban kisebb 9 12l0 -nél, tehát az összes hiba 
1 — 0'5kisebb, mint (a megtartott tagokból) + (az elhagyott tagok- l.x 1UX

ból) = - • Az a és /? számokból:

4 = 4a-/? = 0'7853981632, 4
13 melynek hibája legfeljebb vagyis

71 = 3 1415926528 .. . ,

4 12*5 5 11legfeljebb ~<ns~~nél kisebb hibával, tehát a számítás 8
° J 10,u 1U 2 1U

jegyre pontos.*

15. Az arc sin x sora. Arc sin x-en azt a szöget értjük itt, amely
— — és — közölt van és melynek sinusa x. (L. I. kötet 79. lap.) Ez 2 2
a —1 és 1 közötti szakaszban egyértékű monoton növekvő függvény. 
Első differenciálhányadosa tehát pozitív.** Előállítjuk az arcsinx 
differenciálhányadosait az x — 0 helyen. Tegyük y = arc sinx. A

1—x2. 1/'= 1
egyenlőségből (a gyökmennyiség, mint említettük, pozitiv) újra

* Ezzel az. eljárással n értékét 707 jegyre számították ki. Az első 30-at 
észben tarthatjuk, ha megjegyezzük ezt a kis francia verset és minden szó 
helyett a benne levő betűk szamát tesszük:

Que j’aime á fairé apprendre un nombre utile aux sages 
fmmórtel Archiméde, artiste ingénieux 
Qui de ton jugement peut priser la valeur?
Pour moí tón probléme eut de pareils avantages.

Az első 30 számjegy : 3-141592653589793238462643383279 . . .
* * Az x’-hez tartozó arc sin x többi értékei ilyen alakúak : (2A'-f-1) n—y, 

7X> 7Í 71y 4-2ta, ha k és l egész számok és y a —9----közötti érték. A — „ —
közötti értékrendszert az arc sin x első ágának mondjuk, a n—y (a kiegészítő 
szög) a második ága. Ez az ág monoton csökkenő, a differenciálhányadosa 
negatív.
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differenciálva :
— xy'+(1 —x2)y"= ()

egyenlőségre jutunk. És ha ezt a Leibniz-szabály szerint n-szer diffe­
renciáljuk :

n2í/^+(2n+l)a?y(n+d = (1—x2) y(n+2)

összefüggést kapjuk az arc sin x három szomszédos diff. hányadosa 
között. (Megjegyezzük, hogy az arc sin x differenciálhányadosai az 
x=± 1-től különböző helyeken mindenütt végesek, mert e differen­
ciálhányadosok oly törtek, melyek számlálói x rác. egész függvényei 
és nevezői (1—x2)* pozitiv egész kitevőjű hatványai.) Ha x—() tesszük 
és e helyen az n-ik differenciálhányadost y^-val jelöljük, akkor:

egyszerű összefüggésre jutunk.
Minthogy y','= 0, tehát minden páros rendű differenciálhányados 

az x=0 helyen eltűnik. Ellenben a páratlan rendű differenciálhányados

y<2n+1) = [(2n-l)(2n-3)...l]2,

amiről teljes indukcióval könnyen meggyőződhetünk. Eszerint tehát 
a szóban forgó Maclaurin-sor a jelen esetben :

, x3 , 32. x8 , (5.3)2x7 , (7 
5! + 7! +

, [(2n—l)(2n—3).. . l|2x2n+1
+ (2n+l)l +”‘-

vagy a számlálókban és nevezőkben álló közös tényezőkkel rövi­
dítve, áttekinthetőbb alakban :

lx81.3x61.3.5 x7
-t + 1 ~3~ + TTl) 2.4.6 ’T H H

, 1.3.5... (2n—1) xan+1
+ 2.4.6...2/1 ‘ 2n-H

A D Alembert-kritériüminal könnyen meggyőződhetünk megint 
arról, hogy e sor a —1 1-1 közben konvergens. A maradéktagot 
kellene meghatároznunk, hogy bizonyosak legyünk arról, vájjon e 
sor tényleg előállítja-e az arcsinx első ágát a — közben. 
De erről hosszadalmas számítás nélkül is azonnal meggyőződhe­
tünk. Ugyanis arcsinx első ágának differenciálhányadosát a bino­
miális tétel szerint kifejtjük:

=1 + t »++444 - + ■ ••
Ez a sor a —1—pl köz belső közében egyenletesen konvergens, 

Beke: A differenciálszámítás. II. 25
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tehát ha x e közbe esik, akkor 0... x határok között tagonkint 
integrálva, megkapjuk az arcsinx első ágát. így tehát valóban:

1 x3 1.3 x® 1.3.5 x7
arcs1nx = x + -T + —-+27476-T + -

Minthogy a jobboldali végtelen sor az arc sin x első ágát tény­
leg előállítja, a gyakorlati számításnál elkövetett hiba megállapítá­
sára a sor maradéktagját számítjuk ki. Ez az n-ik tagtól kezdve:

1.3.5...2n-l x2n+1 1.3.5...2n+l x2n+3
R ~ 2.4. 6'7. 2n ' 2n+l + 2.4.6... 2n+2 ' 2n+3 + ’

A jobboldalt nagyobbítjuk, ha együtthatóul mindenik tagban 
az elsőt tekintjük ; vagyis

lRl < +11''+ i-'-l'+ =
1.3. 5... (2n—1) |x2n+1| ___

2.4.6...2n 2n+l 1 —|x|2’

vagyis a hiba kisebb, mint az első elhagyott tag, osztva 1 — | x |2-el.
Az arc sin x sorát is felhasználhatjuk a ti meghatározására. Ha 

71 1például tekintetbe vesszük, hogy sin — = —, akkor:

71 .1 1,1 1 , 1.3 1
6 ~ arc sin 2 ~ 2 2 3.2® 2.45.2®

1 » 1.3.5... (2n-l) 1
— 2 2.4.6... 2n ’ (2n+l) 22n+1
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AZ ELEMI FÜGGVÉNYEK ÉRTELMEZÉSE KOMPLEX 
VÁLTOZÓRA.

1. Az elemi függvények értelmezésének tágítása. Az előbbiek­
ben megismerkedtünk az ex, sinx, cosx, log(l-j-x) stb. függvények 
végtelen Taylor-soraival. Ezek a hatványsorok a konvergencia köz­
ben az illető /(x) függvényt tényleg megadták. De a hatványsornak 
akkor is van értelme, ha a változó komplex értékeket kap. Tudjuk, 
hogy a hatványsor egy körön belül, az ú. n. konvergencia-körön 
belül minden helyen abszolút konvergens és e körön belül levő 
bármely területben egyenletesen összetartó. A konvergencia-kör át­
mérője megegyezik az előbbiekben használt konvergencia-közzel. 
Az /’(x) függvényre tehát olyan analitikai alakot kaptunk, amelynek 
nemcsak akkor van értelme, ha az x a konvergencia-közbe eső 
valós érték, hanem akkor is. ha x a konvergenciakor bármelyik belső 
helye. így pl. az

jobboldalán álló hatványsor értelmezve van x minden értékére, mert 
e hatványsor konvergens az egész síkon.

Az ex eleddig csakis valós x-ekre volt értelmezve. Hogy mit 
kelljen ex-en értenünk, ha x komplex szám, arra nézve az 
eddigiek nem kötnek meg bennünket, tehát teljesen önkénye­
sen járhatnánk el az ex értelmezésének komplex számokra 
való kiterjesztésében. De most már rendelkezésünkre áll az ex 
olyan kifejezése, amelynek közvetlenül tulajdoníthatunk értelmet 
minden x-re. Ezért tehát definicióképen megállapodunk abban, oo’
hogy ex-en a hatványsor összegét érijük, bármely valós vagy 
komplex számot jelentsen is x. Ezzel az eredetileg valós változóra 
megadott függvény értelmezését kiterjesztjük komplex változóra. Álta­
lában megállapodunk abban, hogy a valós x-ekre értelmezett fix') 
függvénynek, vagy, ha e függvény többértékü, egy «ágának» értel-

25*
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rnezési tartományát kiterjesztjük az f(x)-et, illetőleg ezen ágát elő­
állító Taylor-sor egész konvergencia-körére úgy, hogy ha valós 
x-ekre f(x')=San(x—c)n és e hatványsor konvergencia-köre az R 
sugarú, c középpontú kör, akkor e körön belül levő minden x-re 
f(xj-et a San(x—c')n hatványsorral értelmezzük.

2. Az ex értelmezése és addició-tétele. Az előbbiekben mondottak 
szerint tehát e®-et ezen hatványsorral értelmezzük:

r2= 1 + x + — +

A jobboldali hatványsor abszolút konvergens minden x értékre 
nézve; tehát abszolút konvergens az egész síkon, konvergencia­
körének radiusa végtelen nagy. Az e® tehát az x minden értékére 
értelmezve van.

Az e® ezen új értelmezése a régit magában foglalja; mert ha 
x valós, akkor a 2 nem m^s, m'r't az e* ismert Taylor-sora.

Megmutatjuk, hogy az új értelmezéssel megadott függvénynek is 
megvan az a nevezetes tulajdonsága, amelyet valós változó esetében 
mint a hatványok szorzási tételét ismerünk ; nevezetesen megmutatjuk, 
hogy ha x és y két tetszés szerinti szám, akkor: e®. eV=ex+lJ.

A 2—- és 2 végtelen sorokat a Gauchy-féle szorzási szabály 
szerint szorozzuk egymással. A £an és 2bn abszolút konvergens soro­
kat úgy szoroztuk, hogy megalkottuk a 2cn végtelen sort, ahol:

cn — uobn-\- aj>n_ j-f- a2bn_2 d ■ d- an^o ■ 
x" Megmutattuk, hogy Scn = San. Sbn. A jelen esetben an — ~

n R •
bn — , tehát

y" xy1'"1 x2y"~2
n n! + l.(n-l)! 2.(n-2)!

x3y"~A xkyn~k xn
+ 3!(n-3j! + ■" + *!(n-*)! + + nT =

= -JT [*" + (j) + (g) x"-V+.• • d-y"] = .

és

Vagyis:

és ezzel bebizonyítottuk, hogy az e®. = ex+y tétel komplex ki­
tevőkre is érvényes. E tételt az e® függvény addicio-tételének szo­
kás nevezni.
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3. mint határérték. Még egy más úton is igazoljuk annak a jogosult- 
xnságát, hogy ex értelmezéséül a S—r hatványsort tesszük. Ugyanis valós 

x-ekre nézve tudjuk, hogy ex-et ez a határérték definiálta: lim (1 -|----- ) ,/n=oo ' m '
ahol m egész számot jelentett. Megmutatjuk, hogy bárminő valós vagy kom­
plex szám legyen is az x, mindig fennáll, hogy

|Z?|=oo_

és ezzel ez a két értelmezés is megegyezőnek bizonyul.
00 I x^ I fLegyen n úgy választva, hogy a 2 maradéktag ~s--nál kisebb. Ehhez 

n+i «• o
pl. csak az kell, hogy n egy bizonyos, könnyen meghatározható N-nél nagyobb 
legyen. Válasszuk meg az n-et N-nél nagyobbra és legyen m>n. (m egész 
szám) Az (1 + -et a binomiális tétel szerint kifejtve :

A jobboldali összeget két részre választjuk. Az első az n-ik tagig menjen, 
a második a többi m—n tagot tartalmazza. Az első rész :

2 , x3A = m 2

Ez igy is írható :

n—1 ■> x" 
m 'ni

A = l + x + ^r + ^- + ...+ ^- + ÍP(m),

ahol <p fix n mellett, zérussá lesz, ha m végtelenné válik. A második rész 
pedig: 

és ez abszolút értékre nézve kisebb, mint

|a^+11 , I *n+21 , , |sml v 1*1* <r —
(n+1)! (n+2)! ' ml *! 3

Az előbb bevezetett <p (m)-mel jelölt kifejezésről tudjuk, hogy limíp(m) =0; 
tehát megállapíthatunk n-hez oly Mn küszöbszámot, melyen túl levő minden 

f.
m-re nézve | <p (m) | < • Az a) alatti egyenlet ilyen alakban írható:

'! + £) =l + x+fr + -+fr + íP(m) + B.
OO

Ha a jobboldali első n+1 tag összege helyett a 2’ -lt végtelen sort írjuk, s k-o K ‘
akkor ezzel s' hibát ejtünk, ahol |e' I < y és így:

(1 + ér) = S JT + f'+ f lm) + w 111 jj A J
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egyenlőség áll fenn, ahol

ha n>N és m>M,l és így :

ha m>Mn. De ez éppen azt mondja, hogy :
r in cc rn 

limjl+-í-)m=«>' m n n!
. , r
Es ezzel bebizonyítottuk, hogy lim 1 -|----- ) akkor is létezik, ha x komplex

m=oo ' m
szám és hogy ez a limes megegyezik a -S-^y hatványsor összegével. Meg-
jegyezzük, hogy e számításban m-mel csak a pozitiv egész számokon át 
haladtunk a végtelenhez, de meg lehet mutatni, hogy, miként valós, úgy 
komplex x esetében is : T Dl oc

lim (1 4-----■) = V —r = erm=~' m o n-
akkor is, ha m tetszés szerinti módon válik végtelenné.

4. Az exponenciális és trigonometriai függvények kapcsolata. Euler 
tétele. Legyen x tetszés szerinti valós szám, akkor előbbi értelme­
zésünk és a komplex sorok összegének definíciója szerint: 

vagyis:
x6

2 ' 4! 6!

I2 , (xz)3 t
“ + ~3!- + "’

. / X3 X6 X7
V-ji + si ~7i

és ha tekintetbe vesszük, hogy az első sor összege: cosx, a máso­
diké pedig sinx, akkor erre, az analízis egyik legszebb, Euler által 
felfedezett kapcsolatára jutunk:

eXi —cos x-j-z sin x. a)
így például, ha x = 2*71 tesszük, ahol k tetszés szerinti egész 

szám, akkor: e2kTtl = 1, ha pedig x = (2*+l)zt, akkor = —1.
Az előbbiből következik, hogy ha x tetszés szerinti szám: 

ex-f-2km _ ex e2imi _ ex vagyis ex olyan függvénye az x-nek. amely nem 
változik meg, ha a változót 2m bármely egész számú többszörösé­
vel megnöveljük, vagyis ex periodikus függvény, periódusa: 2ni.

Ha az e;n = cosx-j- zsinx Euler-féle relációban a valós x helyett 
-x-et írunk, akkor: e~Xl — cosx — z sinx egyenlőségre jutunk és ez 

az előbbivel együtt arra vezet, hogy sin x-et és cos x-et az expo­
nenciális függvénnyel fejezzük ki. Ugyanis az

exi = cos x 4- z sin x, e~xi = cos x — z sin x
egyenlőségekből következik, hogy



AZ ELEMI FÜGGVÉNYEK ÉRTELMEZÉSE KOMPLEX VÁLTOZÓRA. 391

e'x—e~ix cos x = —— ----- ; sin x =----- —------ a)
2 2i

Ezekből pedig a tgx és cotgx definíciói szerint:
1 e,,T—e~'x . e^x-\-e~^xtg X =------ r-------r- , ctg X = l —r------r— •i eIX-\-e IX elX—e IX

Ezek az egyenlőségek a máshonnan, főként geometriai meg­
gondolásokból ismeretes trigonometriai függvényeket valós argu­
mentumokra az exponenciális függvény segítségével állítják elő.

5. A trigonometriai függvények értelmezése komplex változóra. Értel­
mezzünk két függvényt, melyeket S(x) és C(x)-szel akarunk jelölni, 
e végtelen sorok által:

S(x') = x X3 Xs
3? + IT

Ezekről a sorokról kimutathatjuk, hogy x minden értékére 
abszolút konvergensek, továbbá, hogy összegük az exponenciális 
függvénnyel az eix — C(x)-}-íS(x) relációval függ össze, miből:

S (x) = [eIX—e~'x] : 2i; C (x) — [eIX-j-e~iar]: 2.

Az így értelmezett S(x) és C(x) függvények valós x értékekre a 
geometriai módon megállapított sinx és cosx függvényekkel telje­
sen megegyeznek; mert hiszen valós x-ekre a geometriai értelme­
zésből kiindulva és a geometriai úton megállapított addició-tételek 
és ugyancsak a geometriai úton megállapított lim [sin x : x] — 1 relá- 
ció segítségével állítottuk elő a sinx és cosx végtelen Taylor-sorait 
és ezek a sorok ugyanazok, mint az S(x), illetőleg C(x) fenti sorai.

Az S(x), illetőleg C(x) függvények értelmezési tartománya bővebb 
mint a sinx és cosx függvényeké, mert S(x) és C(x) minden kom­
plex értékre is értelmezve vannak. Az 1. pontban megállapított elv 
szerint az eddig csak valós x-ekre értelmezett sin x és cos x függ­
vények értelmezését komplex változókra is kiterjesztjük, ameny- 

„ x2n+1nyiben sinx-en az előbbi S(x) = Y ( —l)n7-——-rr és cosx-en a 
» x2n v 7 o 7 (2/i-f-l)!

C(x) = 5[(—végtelen sorokat értjük, melyek x minden érté­
kénél abszolút konvergensek.

Ezzel elértük azt is, hogy az Euler-féle relációk, vagyis az előbbi 
pont a) és fi) alatti relációi a sin x és cos x-re vonatkozólag fenn- 
állanak minden (valós és komplex) x-re.

Az így általánosított sinx és cosx függvényekre a geometriai 
meggondolásoktól függetlenül és a változó minden értékére meg­
állapíthatók a trigonometriai addició-tételek, ha az exponenciális
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függvény addició-tételét felhasználjuk. Ugyanis

eW+e-w eiy-e-iy
C^=~2----- ' S® = — 2Í-----

egyenletekből:
ei (®+!Z)_|_e-i (x+y)

C(x).C(jj)—S(x). S (y) = *------------------- = C(x+y)

relációra jutunk. Éppen így kapjuk az S(x) C(y)+C(x) S(y) = S(x+y) 
relációt, továbbá az első két egyenletből a [C (x)]2 + [S (x)]2 = 1 
összefüggést s í. t.

Miután komplex változóra is értelmeztük a sinx és cosx függ­
vényeket, megállapítjuk, hogy tgx = -^-^-, cotgx = COS J legyen 

cos x sin oc
minden x-re, hol a nevező +0, miáltal a tgx és cotgx függvé­
nyek is értelmezve vannak (az említett kivétellel) minden x-re. Az 
Euler-tétel felhasználásával arra jutunk, hogy:

| eix_ e—ir J__ e2t® J_|_e2ÍX
tgx=-p eix+e-ix = l ’ cotgx =—i 1_e2tr •

6. A hyperbolas függvények. Az S(x) és C(x) függvények x minden 
értékére értelmezve vannak. Tegyük x helyett ix-et, akkor erre 
jutunk:

zv»3 1 -v»6S(I-X) = < [x + £ + £+...] . C(íx) = 1 + f + 4, + fi- + •••

Az S(íx)/í valamint a C(íx) függvények x valós értékeire való­
sak. Valós x-ek esetében külön nevet is adunk e függvényeknek. 
Az elsőt hyperbolás sinusnak nevezzük és így jelöljük: Sinx. Éppen 
így C(íx)-et valós x esetében (foá x-nek írjuk és hyperbolás cosi- 
nusnak mondjuk. Eszerint tehát:

X® X$ 1Sín x = x + —p + — + ■ • • = — - sin (íx); o. Dl l

Goé X = 1 + — + — -l---- ---  cos (íx).

Ezek segítségével értelmezzük a trigonometriai függvényeknek 
megfelelően a hyperbolás tangenst és cotangenst. így:

x — Sin x/Goá x, d'otg x = x/Sin x.

A hyperbolás függvényeknek az exponenciális függvénnyel való 
kapcsolatai nyilvánvalók:
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ex — Sóé x + <5ín x; e~x = (íoé x — Sín x,
-- p—£ p£ I p—K 

vagy: <5ittx =---- _---- ; (£oéx = -—-------

Ebből következtethetjük a hyperbolás függvények addició-tételét. 
Ugyanis:

Sín x . dóé y + Sóé x Sín y = Sín (x+g);
Sóé x Sóé y Sin x Sín y = Sóé (x+y)

stb., amelyekre az í Sitt x = sin (ix) és Soéx = cos(íx) addició-tételei- 
ből is rájuthatunk. (L. I. kötet 468. lapon, ahol a S és S helyett 
az S és C betűket használtuk.)

6. A logarithmus általánosítása. A logarithmusról eddigelé csak 
igen szűk körben szólhattunk; csakis pozitiv szám logarithmusa 
szerepelt, .mert e bármely reális kitevőjű hatványa pozitiv. Most a 
logarithmust is általánosítjuk. Általában valamely A szám logarith- 
musán olyan x exponenst értünk, melyre nézve ex=A egyenlőség 
áll fenn.

Legyen A komplex szám, melynek modulusa R = |A| + 0 és argu­
mentuma : 99, (ezt úgy választjuk, hogy —legyen) vagyis 
A=/?(cos^>+; sin <p\ Keressünk olyan x=x'+ix" komplex számot 
[x' és x" valósak], mely azzal a tulajdonsággal bir, hogy

ex'+ix"_ 4

' Minthogy ex'+ia"= e-r'(cos x"+í sin x"), tehát

ex'(cos x"+í sin x") = R (cos (jp-\-i sin <p).
Ebből következik, hogy

e+ cos x" = R cos cp, ex' sin x" = R sin <p.

Ez egyenletek jobb- és baloldalait négyzetre emelvén és összeadván 
arra jutunk, hogy

e2x' = R2

és minthogy R — | A | pozitiv, tehát innen :

e*' = R, cos x" — cos <p, sin x" = sin cp.

Az első egyenletből következik, hogy az x' valós szám az R pozitiv 
szám közönséges logarithmusa, a második és harmadik egyenlet­
ből pedig, hogy x" a 99-től csak 2zr egész számú többszörösében 
különbözik, vagyis x" —<p-\-2kn, (ahol k egész szám, vagy 0) tehát A 
logarithmusa :

log A = log R + i [99+2ZC71].

így tehát egy tetszés szerinti számnak végtelen sok logarith­
musa van; egyiknek valós része a szám abszolut értékének valós
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loyarithmusa és képzetes része az argumentum i-szerese. A szám 
minden más logarithmusa ettől (a «.föértéktöh) 2in egész számú 
többszörösében különbözik.

így például 1-nek a logarithmusai 2kin alakúak, (ahol k tetszés 
szerinti egész szám vagy 0), mert az előbb R-rel jelölt szám értéke 
most 1, és 99=0.

Az A pozitiv szám logarithmusa a fontiek szerint: logA-\-2kin, 
ahol log A a közönséges (valós) logarithmus. Látjuk, hogy az eddigi 
értelmezéssel a logarithmusnak csak egyik értékét vettük tekintetbe.

Számítsuk ki log(—l)-et! —1 abszolut értéke 1, argumen­
tuma: n; tehát —1 logarithmusa: Í7t+2fcz7i, vagyis (2/f+l) in, tehát 
in bármelyik páratlan többszöröse.

Számítsuk ki: 1-H logarithmusát. 1-f-i abszolut értéke a pozitiv 
|/2; argumentumára nézve pedig tudjuk, hogy

cos q> — , sin cp — —7= tehat cp = —
r /2 7 /2 4

és így : log (1+í) = log \f2A-in/A+2kin

ahol k tetszés szerinti egész szám.
Nyilvánvaló, hogy a valós számok valós logarithmusaira vonat­

kozó addició-tétel érvényes az általánosított logarithmusra is. U. i. : 
ha A valamelyik logarithmusa x, és B-é y, akkor A=ex, B=e!l és 
ebből: AB=ex+!l, vagyis AB logarithmusának egyik értéke: x-\-y.

7. A logarithmus sora komplex változó esetében. Tudjuk, hogy ha x valós 
szám és |x|<l, akkor log(l-Hr) Maclaurin-sora a következő:

Ez a hatványsor x minden szolján forgó értékéhez egy valós értéket rendel : 
az x egyértékű függvénye. A log(l+x)-ről már tudjuk, hogy valós x eseté­
ben is végtelen sok értékű. Egyik értéke az A) alatti sor összege ; minden 
más értéke ettől az értéktől 2tii egész számú többszörösében különbözik. 
Most megmutatjuk, hogy a logd+x) egyik értéke — és pedig ismét a fő­
értéke — akkor is kifejezhető az A) alatti sor alakjában, ha x komplex szám 
és | x | < 1.

Ugyanis, ha x = r (cos <p + i sin <p),

ahol 0 < r < 1 és — n <. <p <-n.

akkor : 1 4- x = 1 -|- r cos <p + ri sin <p — R (cos V* + z sin y)

ahol: R = |-j/-! 4-2r cos íp+t2 |, cos y =, sin — -rS^1 B)

és ahol — n<y <n. (Minthogy cos w pozitiv, tehát a V szög —-g- és y 
közé esik.)

Az előbbi pontban foglalt értelmezés szerint:
log (l-f-x) = log R + hp + 2kin,
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ahol log fi az fi valós logarithmusát jelenti, melyet félreértés elkerülése 
végett (logfi)-nek írunk. (LogR)+irp a log(1+x) főértéke. (Logfi)-et és y-t 
kell kiszámítanunk. Evégett vegyük tekintetbe, hogy ha | x | < 1 :

TpF=l-x + x2-x3+...

és így ha x — r(cos y + i sin <p), ahol 0<r<l, akkor:

. . = 1 — r cos y 4- r“ cos 2y — r3 cos 3y H------- i (r sin <p — r2 sin 2y 4----- )

Nyilván, mind a valós rész, mind a képzetes rész konvergens, mert r<l. Mint­
hogy pedig :

1 _ ________ 1_______ _  1+rcos <p—ri sin y
1+x 1+r cosy+ri sin y ~~ l+2rcosy+r2

tehát különválasztva a valós és képzetes részeket:
1+rcos <p

■f . o--------- 7—5- = 1 — r cos y + r2 cos 2<p — r3 cos 3y4----l+2rcosy+r2 r r r 1
• rsiny . >■, , „----- —:—5- = r sin <p — r2 sin 2y + r3 sin 3y------1+2r cos y+r2 *

A C) alatti első egyenletből, ha mindkét oldalon 1-et kivonunk és ha r4=0, 
—r-rel osztunk, ez lesz : 

r + cos <p 
l+2r cos y+r2 = cos y — r cos 2y + r2 cos 3y — r3 cos 4y 4—

Ez az egyenlőség fennáll akkor is, ha r=0. A baloldalon álló kifejezés, mi­
ként fi-nek a B) alatti kifejezéséből következik, nem más, mint (logfi)-nek r 
szerinti differenciálhányadosa; tehát, mindkét oldalon integrálva r szerint 0 
és r határok között, (minthogy a jobboldalon tagonkint integrálhatunk), arra 
jutunk, hogy :

r r2 cos 2y , r3 cos 3<p r4 cos 4yo =rc0SíP--------- -----+--------------------- r^- + -..

De ha r = 0, akkor (log fi) = 0, tehát arra jutottunk, hogy :
„ r2 cos 2y , r3 cos 3y(log fi) = r cos <f>--------H-------------- 3”“^----- D)

(logfi)-et r és <p által kifejeztük. Most a y szöget határozzuk meg, szintén r 
és y által.

A B) alatti egyenletből látjuk, hogy az 1+x argumentuma : 
rsiny , , ti nV = arctg——------ ----- , ahol —-^-<y<vr*0 1 + rcos <p ’ 2.2

Ebből azt kapjuk, hogy y-nek r szerinti differenciálhányadosa :
dy _ siny
dr 1 + 2r cos y + r2

és így C) szerint:
dy . „—j— — sin <p — r sin 2y + r2 sin 3y-----

Innen, az 
n

~ 2-<V'<

előbbi következtetés megismétlésével, tekintetbe véve, hogy 
7t tehát y=0, ha r=0, arra jutunk, hogy:

r2 sin 2® r3 sin 3®y = rsiny 9 + 3 •••, h)
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tehát a D) és E) alatti egyenlőségek tekintetbe vételével kifejezhetjük 
log (1+x; főértékét:

. , . v,. (cos k<p + i sin k<p) xA
log (1+X) = (log R) + (-!) —--------------- -— -fc- •

Ezzel kimutattuk, hogy log (1+x) főértékét azon esetben, midőn x komplex 
szám, ugyanolyan alakú hatványsor állítja elő, mint abban az esetben, midőn 
x valós számot jelentett. [V. ö. 431. 1. 34. feladatával.] (Ismét megjegyezzük, 
hogy | x | < 1.) Ezzel egyúttal azt is megmutattuk, hogy a logarithmus-függ- 
vény értelmezésének föntebb megállapított kiterjesztése komplex számok 
esetére e fejezet 1. pontjában kimondott elvvel teljes összhangzásban történt.

8. Az arcus-függvények. Előbb a trigonometriai függvényeket az 
exponenciális függvénnyel hoztuk kapcsolatba. Most a trigono­
metriai függvények inverz függvényeit, az arcus függvényeket, értel­
mezésüket a komplex argumentumokra is kiterjesztve, az exponen­
ciális függvény inverzével, a logarithmussal hozhatjuk kapcsolatba. 
Legyen x valós szám és arctgx=y, vagyis x = tgy, akkor tehát

Ebből:

sin y 1 e!y—e iy 1 e2i,J—1 
cosy i e'!/+e_,y i e2í!/+l

1+íx . 1 . 1 + íx
va«"s: !'-2F1o«T^’

tehát arra jutottunk, hogy:
1 . 1+íx arc tgx = —- log-—-— 6 2t 1—íx

Megállapodunk abban, hogy az arc tgx-et komplex x-ekre (hacsak x+í) 
ezen, valós x-ek esetére levezetett képlettel értelmezzük. Ha a jobb­
oldalon álló logarithmus egyik értékét u,-gyel és -~-t yt-gyel jelöl­
jük, akkor a logarithmus minden más értéke: iq+2/cízt és így az 
arc tgx=y1+7í7i, ahol k egész szám; vagyis az arc tg x összes 
értékei egyikből úgy keletkeznek, hogy ehhez n egész számú több­
szöröseit hozzáadjuk. Ezen értékek közül az arc lg x főértékének 
nevezzük azt, melynek valós része — és + ^- közé esik.

Ha |x|<l, akkor log(l-j-ix), valamint log(l—íx) főértéke, 
mint láttuk, x hatványai szerint haladó hatványsorba fejthetők:

log(i+íx) =2(-i)'1-1-^-; iog(i-íx)]= 
/»-i taai

ahol, mint az előző pontban láttuk, a képzetes részek koordinátái 
71 r -Jt

—2~ és + — közé. A logarithmus függvény addició-tétele alapján :
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A képzetes rész koordinátája —n és n közé esik, vagyis arc tg x 
föértéke: 

x3 x6 x7 arc tg x = x---- — + —-------— H----- ,<5 0/
ha x 1-nél kisebb abszolut értékű valós, vagy komplex szám. Ezzel 
egyúttal azt is megmutattuk, hogy az arc tgx-et komplex x eseté­
ben is ugyanaz a Maclaurin sor állítja elő, mint amelyet valós x-re 
találtunk és így az arcus tangens függvény értelmezésének komplex 
változó esetére való kiterjesztése megint az 1. pontban megállapított 
elvvel összhangzásban történt.

Értelmezzük most az arc sin x függvényt komplex argumentu­
mokra. Számítsuk ki e végből az arc sin x-et, ha x valós. Legyen 
arc sin x = ij, vagyis x = sin ij ; tehát:

eiy—e-iy e2iy—1
X = 2i =

és ez az e'^-ra másodfokú egyenlet, melyből: e'y = ix i p1—x2, tehát: 

a¥c sin x = 4- log [ix ± 1—x2j.

Már most megállapodunk abban, hogy komplex x-ekre az 
arc sin x-et ezzel, a valós x-ekre levezetett képlettel értelmezzük. 
Ennek alapján látjuk, hogy megadott (valós vagy komplex) x-hez 
végtelen sok olyan szög tartozik, melynek ez az x a sinusa; és 
pedig, ha y1-gyel jelöljük az -v- log [ix — x2j egyik értékét, 
(ahol -j-j/l—x2-tel jelöltük a x2 egyik értékét), y2 pedig az 

. log [ix —1/1—x2]-nek egyik értéke, akkor arc sinx minden más 
értéke vagy yt-\-2k7i, vagy y2-\-2k'n alakú, ahol k és k' egész számok.

Nézzük még az arc sin x e különböző rendszerekből vett két 
értékének összegét. Az addició-tétel szerint:

4- [log (ix -f- 1—x2) log (ix — 1—x2)] =

— 4- log (ix + 1 —x2)(ix —141 — x2)= 4- log (—1).

De log(—1) — (2i-j-1)zti, tehát az összeg ilyen alakú: (2Z-|-l)7i.
Ha k és k' egész számokat alkalmasan választjuk, mindig el­

érhetjük, hogy í=0. Arra jutottunk, amit valós szögekre vonatkozó­
lag a trigonometria elemeiből ismerünk, hogy adott sinusértékhez 
mindig tartozik olyan két szög is, melyek összege n.
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A FOURIER-SOR ELMÉLETÉNEK ELEMEL*

1. Egyenletesen összetartó trigonometriai sor, Tegyük fel, hogy az a . . . a+2u 
közben korlátos, integrálható /(x) függvény előállítható e közben

+ (a, cos x+bt sin x) + (a2 cos 2x4-h2 sin 2x) 4- (a3 cos 3x+í>3 sin 3x) —

alakú végtelen trigonometriai sorral, mely sor az a .. . n+2n zárt közben 
egyenletesen összetartó.

Az a0, a„ í>t, a2, ó2, •.. együtthatók ekkor könnyen meghatározhatók. 
Ugyanis feltételünk szerint: 

(l xJ(x) = ~2°-+ 2 (an cos nx+Z>n sin nx),« A)

tehát, ha mindkét oldalon cosáx-el szerzünk, ahol k pozitiv egész szám, 
akkor

ÍZ/'(x) cos k.v — —■ cos Zr.i 4“ cos nx cos kx—|~bn sin nx cos Zcx)

és a jobboldali végtelen sor egyenletesen összetartó, tehát, ha az a.. . a+2n 
határok között az egyenlet mindkét oldalán integrálunk, a jobb oldalon az 
integráció lagonkint végezhető el. De tudjuk (I. kötet 360. lap), hogy ha k 
és n egész számok

a+2n a+2rr
j sin nx cos kxdx=0 és j cos nx cos kxdx = 0, ha k 4= n 
« aa+27T 

és f cos-kxdx=n, ha k=\=0,
a 

a+27i
tehát: | f(x) cos kxdx—na^ (Zc=l, 2, 3,. ..).

(i

Éppen így kapjuk, hogy : 
a+27t 
ff(x) sin kxdx—nbj; (k=l, 2, 3, ...) 

a 
a+2n

és jf(x)dx=na0.
a

* A Fourier-sorok elméletének csak az elemeit tárgyaljuk, azt is rész­
ben az olvasóra bízott gyakorlatok formájában. Az elmélet részleteire nézve 
az ide vonatkozó irodalomra utalunk.
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Arra jutottunk tehát, hogy ha /(x) a zárt a.. .a+2n közben az A) alatti egyen­
letesen összetartó sorban állítható elő, akkor k~0, 1, 2, . . . -re :

। a+2/r । a+2rr
I fia) cos kada, bi; = — I fia) sin kada.TC J ’ 7t •'a a

B)

Ha az A) alatti sorról nem tudjuk, hogy egyenletesen összetartó, csak 
azt, hogy összetartó, akkor nem tudjuk azt sem, hogy az együtthatók kiszá­
mítására az előbbi eljárás alkalmazható-e; tehát ha f(x) elő is van állítva 
az A) alatti módon trigonometriai sorban, még nem tudhatjuk, hogy az 
együtthatói a B) alatti kifejezések-e?

2. Fourier-sor. A Fourier-sor szummája. Az a*, />/,■ együtthatók kifejezésére 
vonatkozó kérdést megfordítjuk : Legyen adva az

" + y (a„ cos nx+bn sin nx)£ t A)

trigonometriai sor, melynek
való előállíthatást, melyben

együtthatóiról a priori tudjuk az integrálalakban 
tehát k—0, 1, 2, . . . -re :

a/f = — I f (a) cos kada, b/; = — ff (a) sin kada, 
a a

ahol J(x) az a...a-}-2n zárt közben korlátos, integrálható függvény. Az A) 
alatti sort fix) függvény Föurier-sorának nevezzük. Kérdezzük, előállítja-e ez 
a sor az /(x)-et?

Legyen x az a...a+2n köz valamely helye. Tegyük fel, hogy e helyen 
f (x)-nek úgy a jobboldali, mint a baloldali határértéke létezik. (Egyelőre 
x-et belső helynek képzeljük.) A már bevezetett jelöléssel a jobboldali határ­
értéket/(x-J-O)-al, a baloldalit pedig /■(x-O)-al jelöljük.

Számítsuk ki a sor szummáját, vagyis a részletösszegek arithmetikai 
közepének határértékét az x helyen. Tudjuk, hogy ha valamely végtelen sor 
konvergens, akkor a szummája a sor összegével megegyezik.

Az n-ik részletszumma az x helyen:

ahol S|.=S|,.(x) a sor első Zt+1 tagjának összege, vagyis:
j « + 2JT j ]. O+2W

S/,. = -g— ff (a) da -)----"2 ff («) [cos na cos nx -f- sin na sin nx] da =
n <; n"1 á1 a+2n j

— -- j f (a) [~2 + cos (g—x) + cos 2 (a—x) ------ 1- cos k (a—x>Jda.
a

Az integrál jele alatti zárójelben álló kifejezésről úgy, mint az I. kötet 
115. lapján a hasonló kifejezésre vonatkozólag láttuk, pl. teljes indukcióval 
bebizonyíthatjuk, hogy ez a kifejezés ilyen alakra hozható (1. még II. 320. 1.):

tehát:

1 cos k (g—x) — cos (k+1) («—x)
2 1 — cos (g—x)

1 "f ív . cos k(a—x) — COS (É-j-1) (g—x) , 
= 2nP(a)-------"T-cos(«-x)---------- da B)

és így a részletösszegek n-ik arithmetikai közepe :
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. n (a—x)
, <i+2?r 4 , a+2/r Sin -------- s--------, 1 i'•> 1 —cos n (a—x) , 1 r .. . 2 ,an (x) = -»— /(«) <-------- r---- r* du = ö— f(a)------------------- d<*2mt.>J 1 — cos (a—x) 2nn J . „a—xa sin-—g—

és ha az a integrációs változó helyett ezzel a helyettesítéssel:
«—x

2
ÍZ—X Cl—Xa /8-t vezetjük be, akkor a határok —s— és n 4---- ~— lesznek, tehát:& Í4

n 4

-V-

a—x
2

Feltételünk szerint a<x<a+2n, miből: — n<——<0, tehát az alsó határ 
negatív, a felső pedig pozitiv és így a szóban forgó integrál ugyanolyan 
alakú, mint az I. kötet 452. lapján tárgyalt. Ott azt láttuk, hogy az ilyen 
alakú integrál határértéke (ha 0<ti<?r és 0<n<n):

1 V Q 2
lim~ \<f>W o [íp(+°) + <P (-0)].n=<» II Sin p £ D)

Ha íp(/?) helyébe /(2/?4-x)-et tesszük, ahol x fix számérték, akkor C) és 
ű)-ből arra jutunk, hogy:

lim <r„(x) = ~[f(x+0) + /(x—0)]. n=so E)'

így tehát, ha f(x) az a...a+2n közben integrálható korlátos függvény, és 
az x belső helyen jobboldali és baloldali határértéke van, akkor az

í /
-2°- + 2 cos nx+bn sin nx)

trigonometriai sor, melyben :
1 a+2n j «+2n j a+2ir

a0 = — f/(a) da ; a* = — | f (a) cos kada ; bk = — \ f (a) sin kada, 
a « n a

vagyis az fix) függvény Fourier-sora az arithmetikai közepek módszerével szum- 
málható és sztunmája fa sor első n részletösszege arithmetikai közepének limese] 
a függvény x helyen való jobboldali és baloldali határértékeinek számtani közép­
értéke. (Fejér tétele.)*

Ha az f(x) az x helyen folytonos, akkor /(x4-0)=/(x—0)=f(x) és így:

lim a„(x) =/(x). n=oo
Ha tehát az a.. ,af-2n közben integrálható korlátos /(x) függvény az x belső 

helyen folytonos, akkor az A) alatti sor szummdja egyenlő a függvénynek x 
helyen való értékével.**

★ Fejér e nevezetes tételt, mellyel a Fourier-sorok elméletének új irányt 
szabott, legelőször röviden a Comptes Rendusben (1900 dec. 10) közölte. L- 
még budapesti tud. egyetemi docton értekezését, mely a Math, és Phys. Lapok 
XI. kötetében is megjelent, továbbá a Math. Annáién 58-ik kötetét. Fejér ezt 
a tételt nem korlátos függvényekre vonatkozólag is bebizonyítja.

★★ Fejér az előbb idézett helyeken azt is megmutatja, hogy ha az/(x) 
függvény az a . . . a+2n köz valamely x, . . . x2 szakaszában folytonos, akkor
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Eddig az x hely belső hely volt. Könnyű az eredmény kiterjesztése arra 
az esetre, midőn x az a vagy az a-\-2n határhelyen van. Tegyük fel, hogy 
/(a+0), f(a+2n—0) határértékek léteznek. Ha x=a, akkor C) szerint:

és ha a O...tt szakaszba beiktatjuk a tetszésszerinti c helyet, akkor a jobb­
oldali integrál így borítható fel :

7ijW+<» (4^)’'"’+(te£í* 
0 r c ~

Az első integrál határértéke, ha n végtelenhez tart, J/(a+0). [L. I. kötet 
452. lap.] A második integrálban tegyük p=n—y ; az integrál lesz :

i 0 ‘91 • 9
- * Xg?) “r

n—c * o *
és ez már épen olyan alakú, mint az első integrál; tehát határértéke: 
J/(2w-|-a—0) és így, ha x=a, akkor:

lim an («) = J[/(a+0) +/(a+2w-0)].n=°°
A an (x) periodicitása folytán ugyanez áll akkor is, ha x=a-f2n. Ha tehát 

f (x) az említeti feltételeket teljesíti, akkor az A) alatti sor szummája az x=a, vagy 
x—a-\-2n határhelyeken a függvénynek e kél helyen levő [az intervallum belsejé­
ből a határhelyhez irányuló útból származó] határértékeinek számtani középértéke. 
Ha f{a+2n—ü)—f[a—0), illetőleg f(a+0)=f(a+2n+0), ami mindenesetre telje­
sül, ha /te) ((periodikust) és periódusa 2n, akkor az a, vagy a-\-2n helyen :

2 lim a„ =/(a+0) +f(a—0) = /(a+27i+0) +/(a+2n— 0). /I c= CO

3, Korlátosán változó függvény Fourier-sora. Tegyük fel, hogy fix) az 
a...a+2n közben korlátos, monoton növekvő függvény. Az ilyenről tudjuk, 
hogy integrálható (L. I. kötet 279. lap) és azt is tudjuk, hogy minden helyen 
van jobboldali és baloldali határértéke (L. I. kötet 77. lap), tehát erre az 
/'te)-re minden x helyen az előbbi eredmény érvényes, azaz Fourier-sora az 
(a, a-4-27í) köz minden helyén szummabilis és szummája az e helyhez tartozó 
jobb- és baloldali határértékek számtani közepe. Az /(x) Fouríer-sorának 
együtthatói: l a+27t J a+2rt

an = —J f [a) cos nada, bn = —J f (a) sin nada.

Nézzük az elsőt. Az integrálra a második középértéktételt alkalmazhat­
juk, tehát (L. I. kötet 369. lap)

a+27r £ a+27t
nan = Jf(a) cos nada — j (a-)-0) [ cos nada + / (a+27t—0) f cos nada, 

a a &
ahol § az a...a-f2n köz valamely belső helye. Minthogy pedig: 

x’i.-.x'z szakaszban, ahol x, < x't < x'2 < x2, a
lim<rn(x) = /(x) n=co

egyenletesen áll fenn; azaz e szakaszban /(x) Fourier-sora egyenletesen szum­
málható és a szumma a függvény értéke.

Belce: A differenciálszámítás. II. 26
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£ . a+2X • ..<• . sinn$—sinna /• , sin na—sin n£cos nada =------------------- ; cos naaa —-------------------- ,n na 3
tehát: na„ = — [/(a+0) — f (a+2n—0)] [sin ng—sin naj.7t
De | sin ng—sin na | < 2, az első tényező véges szám, tehát । nan | kisebb egy 
véges, n-től független számnál. Ugyanezt mutathatjuk meg |nőn|-ről is, tehát az

n | an cos nx+bn sin nx | y)

kisebb egy n-től (és x-től) független véges számnál.
Ebből következik, hogy n | an cos nxf-bn sin nx | kisebb egy n-től (és 

x-től) független véges számnál, ha f(x) az a...a + 2n közben monoton 
csökkenő függvény, tehát ugyanez áll akkor is, ha f (x) egy monoton növe­
kedő és egy monoton csökkenő függvény összege és igy akkor is, ha f (x) 
az a...af-2it közben korlátosán változó függvény (L. I. kötet 285. lap). Eszerint 
tehát, ha f(x) az a...af-2n közben korlátosán változó függvény, akkor a 
Founer-sorára a Hardy-féle tétel (L. 322. lapon) alkalmazható, vagyis e sor 
az a . .. a-\-2n köz minden x helyén konvergens. De ekkor a közönséges 
értelemben vett összeg megegyezik az arithmetikai közepek módszerével 
alkotott szummával; tehát arra az eredményre jutottunk, hogy: Ha fix) az 
a... a-j-2n közben korlátosán változó függvény (fonction á variation bornée), 
akkor az

a "+ 2 (an cos nx+bn sin nx) 
sor, melyben

a+2n । a+27t
Jf (a) cos nada, bn = — | fia) sin nada.

minden x helyen, melyre nézve a<x<a+2?r, konvergens* és összege az x belső 
helyen :

±[/(x+0)+/(x-0)],
a határhelyeken :

~ [/(a+0) + /(a+2%—0)]. (Dirichlet-Jordan-téte\.)

Ha a 2. pont B) alatti képletében az integráljel alatt álló tört számlálóját és 
„ u+u . a—v ... tvnevezőjét a cos u—cos t>=— 2 sin——sin—, illetőleg 1— cos tv — 2 sin2 

képleteknek megfelelően átalakítjuk, akkor (a=0 téve) erre jutunk :

2« sin (k +-%) («—x)
= 27 (a)-------------------~---------------- da'

0 sin——
OO

* Ha a Hardy-féle tétel bebizonyításánál követett eljárást olyan £un(x) n—o 
valós függvénysorra alkalmazzuk, amely az Xj<x<x2 intervallumban egyen­
letesen szummálható és amelynek tagjai e szakaszban az nun (x) | < K (K fix 
véges szám, n = 1, 2, 3, .. .) feltételt egyenletesen teljesítik, akkor arra jutunk, 
hogy a 2lun(x) sor az xt.. . x2 szakaszban egyenletesen konvergens. Mint­
hogy azon esetben, midőn f (x) az a. . . a+2n közben korlátosán változó, a 
y) alatti kifejezés egyenletesen korlátos e közben, tehát a Hardy-tétel ezen 
általánosításából és a 400. lapon említett Fejér-féle tételből már most az is 
következik, hogy az a.. ,a-f-2n közben korlátosán változó f(x) függvény Fourier- 
sora egyenletesen konvergens minden olyan szakasz bármelyik belső részközében, 
amely szakaszban /(x) folytonos.
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Ez a Xc-ik részletösszeg Dirichlet-féle alakja. Ha tehát f(x) korlátosán változó 
függvény, akkor minden belső x helyen :

as sin (* + -y)(«-x)
----- d“ = 2 í/(*+0)+r(*-°)]

° s,n—2~

és a 0, vagy 2n határhelyeken: |/(+0) +/‘(2a: —0)]. (Dirichlet-Jordan-téM.)

4. Két speciális eset: 1. Legyen /(x) 2w szerint periodikus, a — n...n 
közben páratlan függvény, azaz olyan, hogy : /(x)=—/(—x). Ekkor a Fourier- 
sorának együtthatói, az ú. n. Fourier-féle állandói a következők :

. n .0 17
"o = da = da +• n jj'(“) da- 

—n —n o
Ha az első integrálban u=—f tesszük, akkor azt kapjuk, hogy :

* 1 1 D 1
-J/(a)da =- ±ff{~?) dP=~~n jf& dV, 

—/t ■ rt o
tehát ao=0 ; továbbá, (ha n>l),

1 7 j ? i 7
an — — j f (a) cos nada = -— j f(a) cos nada -|---- | f (a) cos nada

-n n-n 'o
és ennek alapján ugyanúgy, mint előbb, kimutatható, hogy an=0. Végül a

j n j o । s
b„ — — ff (a) sin nada — — ff (a) sin nada + —ff (a) sin nada

-ti -n ™ o

relációban az első integrálról, a—— ^-val transzformálva, kimutathatjuk, hogy 
a második integrállal egyenlő, tehát: .

2 rbn — — I f (a) sin nada.
ntí

00

Eszerint tehát a — n . . . n közben páratlan f(x) Fourier-sora a 2'b„ sin nx n-=i«smus-sor», ahol:
2 ?bn = sin nada.

2. Legyen f (x) a — n...n közben páros függvény, azaz /'(xj=/'(—x), akkor 
a Fourier-féle állandóiról mutassuk meg az előbbihez hasonló módon, hogy :

a„ = — [f(a) cos nada, bn = 0. (n = 0, 1,2,.. .)
* 0

5. Példák a Eourier-sorra. 1. Példa. Legyen a 2a periodusú /(x) a — n...n 
közben: x. Minthogy ez a — n...n közben monoton nő, tehát Fourier-sora 
konvergens minden x helyen és összege minden belső helyen : x, a határ­
helyeken : 0. A függvény menetét a mellékelt 26. ábra tünteti fel.

Minthogy /(x) páratlan, tehát ű,,=0 és

. 2 f , 2 a cos na lrt 2 7 2bn — — a sin nada =------- ---- ----- d-----cos nada — (—l),l+1 — ,nJ n n 0 nnJ v ’ n'
26*
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és így a szóban forgó függvény Fourier-sora:

2 (sin x — sin 2x
2

sin 4x
~4“

Ezen sinus-sor összege tehát minden —7t<x<7t-re megadja az x-et, 
ha pedig x=—n, vagy x=n, akkor ez az összeg: 0. így például, ha x=y, 
akkor azt kapjuk, hogy :

71
4

ezen soralakjával már találkoztunk (1. 382. lapon.).
2. Példa. Legyen a 2/r periódust! f(x) függvény a — n.. . 0 közben:

— a 0...7T közben: 4" (x) a (~+«) közben páratlan függvény. Mu- 4 4
lassúk meg, hogy Fourier-sora :

sin x + sin 3x + i sin 5x + • • • 
«j o

Azt látjuk tehát, hogy ez a sor
4 y sin (2Zc+l) x 
ti A 2/r +1
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minden 0<x<n-re: 1, minden — 7i<x<0-re: —1 és az x—0, x——n, x=n 
helyeken, ahol / (x)-nek szakadása van: 0. A mellékelt ábrák feltüntetik 
az f(x) függvény menetét, a 27. ábra a Fourier-sor első részletösszegét, a 
28. ábra a második és harmadik részletösszegeket, hogy lássuk, miképpen

simulnak e részletösszegeket ábrázoló görbék az /(x)-hez (a tört vonal 
sin x + y sin 3x, a vastagabb : sin x + y sin 3x + y sin 5x menetét ábrázolja ; 
az x tengely mentén kígyózó törtvonal -=-sin5x-et ábrázolja).

D
3. Példa. Legyen f(x) páratlan függvény, mely egyenlő x-szel, ha 

7t TC0<x<y, továbbá ír—x-szel egyenlő, ha y<x<?i. Készítsük el az y=/'(x) 
görbe rajzát, mutassuk meg, hogy a Fourier-sora :

£ V í — 1 siní2fi+l)x 
(2n+l)2

Ebből, ha x=-^-, ezt a nevezetes relációt kapjuk:*

. _L l _L . JL1-*
8 + 32 r 52 72 1

4. Példa. Mutassuk meg, hogy az xsinx páros függvény Fourier-sora: 
cosx _ 9 v, eft?nx

2 ' (n-l)ÜH-l)
7ta — n ... n közben ; és tegyük x = y

5. Példa. Állítsuk elő annak az /(x) függvénynek a Fourier-sorát, mely 
x2, ha — n<x<n. • •

6. Példa. Állítsuk elő azon / (x) Fourier-sorát, mely a 0<x<re közben : ex, 
a — 7t<x<0 közben e x. , • • .-

7. Példa. Állítsuk elő Fourier-sorban azt a függvényt, mely a 0.. .n köz­
ben sin (2v+ir-x- és a — n...O közben: — sin (2f+l) ahol v pozitiv egész xu • "
szám. Ez a függvény páros, a — n.. .^közben folytonos. Mutassuk meg, 
hogy ezen függvény Fourier-sora :

ahol;

-^2. -|- at cos x + a2 cos 2x + a3 cos 3x -)---- ,

ak = - , f+j ha Zc>0.
K n (v + J)2—
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8. Példa. A 7. példában szereplő függvény Fourier-együtthatóinak előbbi 
alakjából látjuk, hogy «0, at, a2,...av pozitivek, az ezután következő Fourier- 
féle állandók mind negatívok. A felírt Fourier-sor mindenütt konvergens és 
a függvényt előállítja (miért?). így tehát az x=0 helyen:

—q' + Oj + Ob + •••+«» + Q»+i + • • ■ — 0.

Minthogy pedig e sorban az első v+1 tag pozitiv, a következők mind 
negatívok, tehát az

+ «2 + • • •

végtelen sor minden részletösszege pozitiv. (Az első ?+! azért, mert minden 
tag pozitiv, a következők pedig azért, mert különben a végtelen sor összege 
nem lehetne 0.)

9. Példa. Az előbbi példában említett részletösszegek közül az sv a leg­
nagyobb (miért?). Az sr-re a következő alsó korlát állapítható meg:

2 v i 2*1
Sv > «, + a2 I- av = — (t>+ J) („+J)2_fr2 -> (’'+!) S (v+1)2_^2

A 302. lapon foglalt összehasonlítás alkalmazásával:

■v 1 c dx _ r f dx , * dx -| 1 
(v4-l)a—Jt2 > J (v+Y)2-x2 ~ U v+l+x v+l-x J 27+2

= -2fiir10g(2‘'+1);

tehát: s,,> - — log (2»>+l).

10. Példa. Legyen adva az az f(x) függvény, mely a 0...n közben 
annyi, mint

n-«, sin (2n8+l) #

ÍP(x)= 2 ----- ^2-------------- >
. n-1 “

a — ti...0 közben pedig — <p (x). Mutassuk meg, hogy a <p (x) függvénysor 
a (0, ti) közben egyenletesen összetartó és hogy /(x) a — n .. . n közben páros, 
folytonos, az x=0 helyen r 0.

00 • •11. Példa. Ha "£fn (x) a — n...it zárt közben folytonos függvények 
n-1

egyenletesen összetartó sora és összege F (x), továbbá F(x) Fourier állandói:
A;f, Bk, (k=o, 1, 2,...), fn (x) Fourier állandói pedig a(j.l), FjJ*, akkor:

A* = Bk = fb^. 
n-1 n-i

[Ugyanis F(x)cosZrx és F (x) sinAx integráljai tagonkinti integrálással állít­
hatók elő.] •

12. Példa. Az előbbi példában kimondott tétel némi módosítással alkal­
mazható a 10. példában említett /(x)-re; ennek alapján vizsgáljuk az/(x) 

2n’m-edik Fourier-féle részletösszegét az x = 0 helyen, ahol m = Evégböl 
vegyük először a

gK Sin(2'"+l)í-

Fourier-sorának m-edik részletösszegét az x=0 helyen. Megmutattuk, hogy a
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sin (2v-f-l)-x- Fourier-féle (cosinus) sorának v-ik részletösszege a 0 helyen

«» > log (2v+l).

2n“ xA jelen esetben v = m = —tehát a sin (2“ +1) -5- -nek m-edik Fourier- 
féle részletösszege a 0 helyen nagyobb, mint log (2nS+1), lehát nagyobb, 
mint log 2. A <p (x)-et előállító függvénysor többi tagjának számlálóiban 
álló függvények Fourier-féle részletösszegei a 0 helyen a 8. példa szerint 
pozitivek. Ebből tehát az következik, hogy ha /'(x) függvényt, mely pozitiv 
x-ekre a <p (x)-szel, negatív x-ekre a — <p (x)-szel megegyezik, cosinus-sorba 

2n’fejtjük, akkor Fourier-sorának —y--ik részletösszege az x=0 helyen nagyobb 
n log2-nél, tehát az n-nel végtelenné válik. Az /(x) függvény tehát egy­

szerű példa arra, hogy folytonos függvény Fourier-sora divergens lehet [e 
példában ezt a 0 helyről mutattuk meg].*

n-ik részletszummája az x helyen: 

a

6. A részletszumma korlátja. A 400. lapon láttuk, hogy /(x) Fourier-sorának

da.

Ha/(a)-nak az a...a+2n közben felső határa M, alsó határa m, akkor 
ebből következik, hogy

m ay*sin —-g- - M
2nn J . a—x a — °" X — 2nn J

a sin2 —x— «

Ha f(a) az egész a...a+2n közben : 1, akkor Fourier-féle állandói: 
~~ = 1, «/,. — 0, ót = 0, tehát (x) = 1, vagyis:

. , n («—x) o+MSHl2-^-----
~ ------------ ------ dx = 1 a)2nn J . „ a—x a sin2—j;—

és Így az előbbi reláció ebben az alakban írható :
m < on (x) < M,

vagyis a Fourier-sor minden részletszummája a függvénynek az a...a+2n köz­
ben való felső és alsó határa közé esik.

Ezt a Fourier-féle sor s„ részletösszegeiről nem lehet állítani. Hiszen 
láttunk egy példát arra, hogy a részletösszeg végtelenné is válhatik, bár a 
függvény korlátos. Fejér azonban bizonyos esetekben a Fourier-sor részlet-

* Erre a körülményre, mely a Fourier-sorok újabb elméletében alap­
vető, legelőször du Bois-Reymond mutatott rá. A fenti példa és a tárgya­
lás gondolatmenete, mely ezt a nevezetes tüneményt egyszerűen mutatja : 
Fejér Lipóttól való, aki a kérdéssel több értekezésében foglalkozott (L. péld. 
Journal für reine u. angew. Math. 137. k.)
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összegeire nézve is megállapított korlátokat. Tegyük fel, hogy az/'(x) függ­
vény Fourier-féle állandóira .nézve áll az, hogy :

|nan]<A, \nbn\<B
minden n-re, ahol A és B két véges nem negatív szám. Jelöljük az

an cos nx + bn sin nx
-et u,,-nel, akkor (1. 324. lapon) n 

Xvu”
"n+l = S" ~ "T+F'

A jobboldali összegben :
A BI 11 > I < I «>■ cos vx | + | bv sin vx | <-----1- —,

tehát | £vnv I < n (A+B) és így :V — 1
°n+l (A+B) < sn < ffn+i + (A+B)

és minthogy m<an+1<M, tehát, ha minden n-re: |nan|<A, |ni>n|<B, 
akkor a Fourier-sor részletösszegeire minden x helyen érvényes ez az egyen­
lőtlenség :*

m — (A-|-B) < sn < M + A + B.

7. Példák a részletösszegek korlátjaira. í. Példa. Mutassuk meg, hogy ha
71 — 'Vf(x) = —=— a 0. . . 2« közben, akkor Fourier-állandói:

ak = 0; bk 1
k ’

vagyis : = sin x + sin 2x , sin 3x sin nx 
n2 3

Alkalmazzuk erre az előbbi pontban tárgyalt tételt és mutassuk meg, 
hogy minden n-re és minden x-re:

. sin 2x , sin 3x , , sin nx I n cosin x + —s----- 1------ s----- ------ 1-----------< 2-58.2 d n
[U. i. : —2~ maximuma a 0.. .2tí közben : , minimuma: — ™, nan = 0,
nbn=l, tehát A=0, B=l.]

2. Példa. Legyen adva a — n...n közben páratlan/(x) függvény, mely 
a 0 ...n közben :

/(x) = (í- — x) cos x + sin x log (2 sin x).

Mutassuk meg, hogy Fourier-sora : 

sinx , sin 3x
~í 2

sin (2n—1) x 
n

és mutassuk meg, ismét az előbbi pont szerint, hogy minden n-re és min­
den x-re :

I sin x sin 3x , sin (2n—1) x I „ _o
+----2----+ ", +-------- n-------- <2'58-

* Fejér: Sur les singularités de la série de Fourier des fonctions con­
tinues. Annales de l’école normale supérieure 1911. p. 72.
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8. A részletszumma ingadozása. Megmutattuk, 
közép M és in közé esik, ha az/(x) felső határa 
és alsó határa m. Ebből következik, hogy az 
helyén és minden n-re :

|/(x)-<7„(x)|<P,

hogy a <7,1 (x) arithmetikai 
az a ... a + 2tí közben M 
a . . . a + 2n köz minden

ahol P— M — m, a függvény ingadozása az a . . . a + 2zt közben. Ennél még 
többet is mondhatunk, ha tudjuk, hogy x az a . . . a + 2n köz valamely 
belső intervallumából való. Legyen a<c <.d< a+ 2n és c<c'<d'<d; 
továbbá x a c' . . . d' köz valamely pontja: c'<x<d'. A 2. pont alatti

1 a+2rt 

a

. a—xsin- n —x— 
---------- — da. „ a—x 
s,n —

egyenlőség két oldalából vonjuk ki az (1. 6. pont a) alatti egyenlőséget)
cc—X

1 a+2n sin2 n —s—
f(x) = ff(x)-----------— da2nn d .... a—x« sin2 ——

egyenlőség megfelelő oldalait. Arra jutunk, hogy : 
. „ a—x

. a+2rt sin n ——
(X) - fix) = J[/ (a) -/(X)]----- a_^ da

« sin2 9 ■
A jobboldali integrált három részre bontjuk :

। c i cl । a+2n
= ~2nnJ + ~2nn í+ ImT / 

a c d

Ha x a c' ... d' közben van, akkor az első és harmadik integrál inte- 
grandusa korlátos, tehát ha n elég nagy, akkor az első -és harmadik tag a 
tetszésszerinti kis pozitiv 7-nál kisebb abszolút értékű.

A középső tagról pedig a következőt mondhatjuk :

<1 sin2 n —-— . d sin2 n —=—
i = —-— I I / (a) — f (x)l------------— da < — í--------------- da,2nn J |J •' . „ a—x — 2nn J . .. a—x

sin2—g— c Sln —■)—

ahol p jelenti az /(a) ingadozását a c. . . d közben. Minthogy pedig az integrál 
jele alatt pozitiv függvény áll, az integrált növeljük, ha a határai gyanánt 
a-t és a+2n-t választjuk; tehát a szóban forgó középső tag abszolút értéke : 
i<p. Arra jutottunk tehát, hogy ha a<c<c'<x<d'<d<a-|-2?r, akkor:

|/(x) -<7n(x)|<p + 7,
hol r, tetszés szerinti kis pozitiv szám és p az fix) ingadozása a c.. . d köz­
ben, hacsak ti elég nagy.

9. Eiemann-féle tétel. Legyenek /(x) és [/(x)]2 is a 0.. . 2?t közben 
integrálhatók* és f(x) függvény Fourier-féle állandói: a*, ő/,. (A=0, 1, 2, . . .)

* E pontokban nem tételezzük fel /(x) korlátos voltát a (0, 2n) közben. Ha 
f(x) korlátos és integrálható, akkor, az integrálhatóság általános feltételéből 
(1. I. kötet 274. lapon) könnyen következtethető, hogy [/(x)]2 is integrálható,
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azaz: a/{ = — J f(a) cos kada, bK = — j f(a) sin kada és jelöljenek c0 ; Cj, dx ; 
c2, d2 ; . . . tetszés szerinti valós állandókat. Számítsuk ki ezt az integrált:

25 n
- J [fW ~ “ S (c*akcos sin Zcxffdr.

0 1
A négyzetreemelést az integrál jele alatt elvégezzük, tagonkint integrálunk, 2»
tekintetbe véve az | cos2 kxdx stb. integráloknak a 398. lapon közölt érté- 

. 0
keit. Az eredmény a következő :

27í 2/1 fi
7„ = f [/(*)]2 dx - n (c0 (2-c0) 4- £ ck (2-C/,.) af; + £ dk (2-dk) bf]. A)

o 1 1

Ha c/,=l, d/.=l, (k=0, 1, 2 . . .), akkor erre a nevezetes képletre jutunk:
27r n

in = j [/(x) —— 5] (ak cos k.v+bk sin fcr)]2dx —
” 2« 1 2 ,, B)
= f 1/ Wdx - 71 + S (a2+^)]-

o z 1
00 00

Minthogy in nem negatív, ebből a képletből következik, hogy a Vaj;.. S sorok 
q2 oo 1 1

konvergensek, továbbá, hogy az 4- 5] (df; + bk) végtelen sor összege nem 1 27T 1
nagyobb, mint az— I [f(x)]2dx integral. „ 7t •/°A >, ((i'i+b'f;) sor konvergenciájából következnek ezek a fontos Riemann- 
féle hatarértéktételek :

2n -ui

lim j f (a) cos kada = lim I f (a) sin kada = 0.

ha /(a) (és még (/(a)]2) a 0...& közben integrálható.*

10. A Fourier-sor részletösszegeinek egy nevezetes tulajdonsága. Tegyük az 
előbbi A) alatti kifejezésben

Cfc = 1 + <J/„ d* = 1 4- ek, akkor ck {2—ck) = 1 — dk (2—dfc) = 1 — eg.
Az Aj és Hj-ből következik, hogy

fn = in + ^-+^f;di+^, C)

tehát In í„.

Oldjuk meg ezt a feladatot: Határozzuk meg az

+ Aj cos x + B± sin x + A2 cos 2x A- B2 sin 2x 4------ 1- A„ cos nx 4- Bn sin nx

n-edrendű ((trigonometriai polinomot», vagyis az A/,.. Bk együtthatókat úgy, 
hogy az

271 4 n
j [/(«)---- — 2 Uk cos kx+Bk sin kx)]2dx D)

* Riemann: Über trigonometrische Reihen. Ges. Werke p. 241. L. még 
Harnack: Grundriss dér Theorie dér Fourier’schen Reihe etc. Serrel Dift 
und Integralrechnung II. kötet (2. kiadás). Anhang.
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integrál (mely az A/,., Bk változóktól függ) minimális legyen. Ha az A/- és B/,. 
kereseti együtthatókat citak, illetőleg dkbk alakban írjuk, ahol aK és bk az 
/(x) Fourier-féle együtthatói, akkor a feladatot úgy is fogalmazhatjuk, hogy 
határozzuk meg a cK és dk faktorokat úgy, hogy a D) alatti integrál mini­
mális legyen. A C) alattiból látjuk, hogy ez az integrál (a hibanégyzet inte­
grálja) minimális, ha mindenik J/,=0, e/,=0, vagyis ha cj.=l, d*=l, miből 
következik, hogy a keresett együtthatók :

y i2/
A/,- = «/, = ■— f (a) cos kudu, Bt, = bt- = — fia) sin kada.71 • TtJ

0 0

Mutassuk meg ugyanezt, a maximum-minimum számítás közönséges mód­
szerével is! Látjuk tehát, hogy az a trigonometriai polinom teszi minimummá 
a «hibanégyzetet'', melynek együtthatói az f(x) Fourier-féle állandói.*

11. A Parseval-Hurwitz-féle tétel. Legyenek az előbbi In integrálban sze­
replő c, d állandók a következők: c0=l, c;. = dk ~ n -• Könnyen megmu­
tathatjuk,, hogy ekkor a

C Cl' 2 0 + 2j (ck ak cos kx + d/, bk sin kx)

összeg nem más, mint an (x) (az n-ik arithmetikai közép) és így ezekkel a 
c, d állandókkal készített /„ integrál A) szerint a következő:

2? 25 r n2 n „2__ L2
= J íf(x)-a„(x)]2dx=J

6 o '■■-1

Lim 7,,-et akarjuk kiszámítani. Megakarjuk mutatni, hogy lim In — 0, ha f(x) n=oo ■ n=oo
korlátos a (0, 2zr) közben.

Ezt a következőképpen bizonyíthatjuk be : /(x) föltételünk szerint inte­
grálható ; tehát a 0 ... 2re köz úgy osztható be véges számú részekre, hogy 
azon szakaszok összes terjedelme, amelyekben /(x) ingadozása a megadott, 
tetszés szerinti kis pozitiv s-nál nagyobb, a tetszés szerinti kis pozitiv >?-nál 
kisebb legyen. Jelöljük a 0. . .& köz azon szakaszait, melyekben /(x) inga­
dozása «-nál nem nagyobb, J-val ; azokat, melyekben az ingadozás e-nál 
nagyobb, J-val. Minden J-ba iktassunk bele egy <F belső közt, úgy, hogy mind­
két szélén még maradjon egy-egy kis köz; ezeket jelöljük <J"-vel. A <J" közök 
összes terjedelme a tetszés szerinti kis jy-nál kisebbre választható. így tehát 
a 0 . . . 2?t köz felosztatott <F, d" és A közökre. Az In integrál kiszámítása 
végett külön számítjuk ki a <F, <5" és A közökre vonatkozó integrálokat. 
Valamely 6' közben |/(x) — an | < 2e, ha n elegendő nagy, mert kimutattuk, 
hogy egy köznek belső részközében ezen különbség abszolút értéke kisebb, 
mint az /(x)-nek a teljes közben való ingadozása, 4- egy tetszés szerinti kis 
pozitiv szám, ha n kellő nagyra választatott (1. 409. lapon); tehát az 7,,-nek 
a ó' közökre vonatkozó részének abszolút érteke kisebb, mint 8ne2, ha n 
elég nagy. A A közökben az ingadozás B-nél (a 0. . . 2n közbeli ingadozás­
nál) nem nagyobb, a A intervallumok összes terjedelme azonban 7-nál kisebb, 
tehát az 7n-nek a zf-kra vonatkozó része kisebb, mint rjP2. A ö" közökre
ugyanez áll és így :

| In | < 8m2 4-

* A. Toepler: Bemerkenswerte Eigenschaft dér periodischen Reihen. 
Akad. Anzeiger. Wien 1876. p. 205.
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vagyis bizonyos iV-n túl levő n-ekre | In | < p, ahol <> tetszésszerinti kis pozi­
tiv szám és így :

lim Zn — 0.

Ezzel bebizonyítottuk ezt a tételt:

Ámde 0^ín<Zn, tehát a 410. lap B) és C) egyenletei szerint a lim In=0 n~-<x 
egyenlőségből következik, hogy lim i„=0, amiből azt kapjuk, hogy az n«=oo

„2 oo -| 2?
= Lf(x)iató,

ha f(x) a 0 . . . 2n közben integrálható, korlátos függvény és a*, bk az f(x) 
Fourier-féle állandói.

Ha ezt a tételt az f(x) + <p(x) összegre alkalmazzuk, akkor arra az álta­
lánosabb eredményre jutunk, hogy ha f(x) és <p(x) korlátosak és integrál­
hatók a O...2% közben, akkor

2 “5 °°
— I f (x) <p (x) dx = aod„ + 2 £ (aka'k 4- bkb£), a)
n Á *-i

ahol ak és bk az /(x), a'k és bk a </> (x) Fourier-féle állandói.*

12. A Fourier-sor integrálása. Legyenek a 0. . . 2n közben integrálható kor­
látos /(x) függvény Fourier-féle állandói: ak, bk, azaz :

I 2.71 J 27t
ak — — | /(a) cos ka da, bk = — | /(a) sin ka da. 

n o n u
Értelmezzük továbbá az (xoxj közben, ahol 0<xo<Xi<27r a y(x) függ­
vényt úgy, hogy ez a függvény a 0 . . . x0, valamint az x,.. . 2n közben 0 
legyen, az x0.. . xt közben pedig 1. Jelöljük e függvény Fourier-féle állan­
dóit a'k és %-vel. Könnyen kiszámíthatjuk, hogy

, (Xj—x0) , sin kx.— sin kx0 ,, cos kx.—cos kx„
ao = --—, <4 =------ , «4 =---- K---

Minthogy pedig a jelen esetben :
2rt
| /(x) <p(x) dx = lf(x) dx, 

Ó x„
tehát az előbbi pont a) alatti relációja :

jf(x) dx = (X1_Xo) +2 (ŰA. sinfcr.-sinkxo _ costo^costoo).

vagyis, ha /’(x) Fourier-sora (mely esetleg nem is konvergens):

* Ez az ú. n. Parseval-féte tétel. L. Hurwitz: Über die Fourier’schen 
Constanten integrierbarer Functionen c. értekezését. Math. Annáién 57-ik 
kötet, p. 425.
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a +2 (aA-cos kx + sin kx\ 
- /c-1

X1
akkor jf(x)dx integrált úgy kapjuk meg, hogy f(x) Fourier-sorát tagonkint inte- 

gráljuk az x0.. . x, határok között és az így nyert (konvergens) sor összegéi vesszük.

Pótlások, feladatok és gyakorlatok a X—XVII. fejezetekhez.

I. n transcendens szám, Kimutatjuk, hogy n nem elégíthet ki olyan algebrai 
egyenletet, melynek együtthatói racionális számok. Tegyük fel az ellenkezőt; 
akkor in is ^algebrai szám», azaz in gyöke egy olyan

aoXn + a,#"-1 + • • ■ + an = 0, a)
n-edfokú algebrai egyenletnek, melyben az együtthatók rác. egész számok 
és ao4=0, an=t=O- Tegyük fel, hogy ezen egyenlet többi gyökei: a2, as,. . . an 
és íar-t jelöljük egyöntetűség végett tq-gyel. Tudjuk hogy ei71= — 1, tehát:

(l+e“>) (l+e“’) (l+e“8) . . . (l+e“n) = 0.
Ha a szorzást elvégezzük, ilyen alakra jutunk :

1 4------ F = 0, ?)

ahol ft, ft, ■ ■ pN az at, a2, . . . a„ számokból minden lehető módon készített 
1, 2, . . ., n tagú összegek. így pl.:

ft = «,, ft = a2, . . . fti+i = «i + «2, fti+z — (<i 4 • • •> “i + aa4----- F un-
Szemeljünk ki pl. egy ilyen összeget:

u = a, + a2 + ■ —F aí-
Ismeretes módon megállapítható olyan Jj(x) = O algebrai egyenlet, melynek 
gyökei az a2, . . . an összes í-tagú összegei és melynek együtthatói az 
a) egyenlet együtthatói által racionálisan fejezhetők ki. Minthogy pedig mind­
ezek az összegek a /? számok között előfordulnak, tehát az az számú ft 
amelyek mindegyike ilyen z-tagú összeg, eleget tesz az ft(x) = 0 racionális 
egész együtthatójú algebrai egyenletnek. Ilyen egyenlet készíthető n : Jj (x) — 0, 
f2 (x) = 0,..., fn (x) '= 0, melyek közül az utolsó elsőfokú. Ha az f, (x)f2 (x).. ,fn (x) 
szorzatot F(x)-szel jelöljük, akkor tehát F(x) = 0 olyan N-edfokú, racionális 
egész együtthatójú algebrai egyenlet, melynek gyökei éppen a ftjft,...^ 
számok. Ha a p számok közül M számú, melyeket ismét ft, ft, . . . ftw-mel 
jelölünk (és melyek közül ft=«1=z’rt), nem zérus, a többi pedig 0, akkor az 
előbbi N-edfokú egyenlet jobb- és baloldalát xN-M-mel osztjuk, miáltal ez 
az M-edfokú egyenlet lesz belőle:

b„x¥ -F ftxM~1 -|------F bM = 0 /)

ahol ft=j=0 és bM =(=0. Szorozzuk meg ezen egyenlet mindkét oldalát i>“-1-gyel; 
akkor ,

(ftx)M + ft (box)M~1 + ftft (ftx)M-2 + • • • + bM b*'1 = 0 /')

egyenletre jutunk. Ebből azt látjuk, hogy ftft, ftft, . . . bopM olyan racionális 
egész együtthatójú algebrai egyenlet gyökei, melynél a legmagasabb fokú tag- 
együtthatója : 1. Eszerint tehát a Z>oft, b„p2, . . . bopM ú. n. algebrai egész szá-



414 XVII. FEJEZET.

mok. Az algebrai egész számokról tudjuk, hogy a belőlük összeadás-, ki­
vonás- és szorzással előállított kifejezések is algebrai egész számok,* tehát 
a hoft, ■ • •, «konjugált» algebrai egész számokból nyert szimmetrikus, 
racionális egész kifejezések racionális egész számok, (mert ha egy algebrai 
egész szám racionális, akkor közönséges egész szám).

A fi) alatti relációból a PM+i — • ■ • = PN = 0 tekintetbe vételével az

a 4- Z1 + Z’ -|------ 1- e^M = 0 S)

lesz, ahol a vagy egyenlő 1-gyel, vagy 1-nél nagyobb racionális egész szám. 
A y) alatti egyenlet baloldalát jelöljük /(xj-szel és b^f(x)-et g (x)-szel 

és vezessük be ezt a konvergens integrált:

1=1 e~xxf [y (x)]?+1dx, 
ó

ahol p egy, majd alkalmasan választandó, pozitiv egész szám. Ez az integrál 
még így is írható :

fik «>
I — l e~xxn[g (x)]e+1dx + | e“x.rf[y (x)]?+1dx 

“ fik
ahol az első integrál a 0... ft,. egyenes mentén, a második pedig a ft,.-ból az 
x tengellyel párhuzamos egyenes mentén veendő.** Ha 1-vel a ó) alatti egyen­
lőséget szorozzuk, akkor a következőre jutunk ;

P, + P2 = 0,
ahol (az e~rx?[y (x)]?+1 dx integrandust elhagyva): 

OO OO 00 oo
P1 = a | + e?' | + e?' j -|------1- t

® A* At Pm

Ai At '’'M
P2 = e^1 j + e?' j H------ 1- .

oo ó

Vizsgáljuk meg egyenkint az itt szereplő integrálokat. A [y (x)]P+1 az x racio­
nális egész függvénye, melynek x-től mentes tagja: h^(p+1) 4= 0 ; tehát

^(ff(x)]f+1 = b"(p+1)^+1x?+---,

* L. pl. Dedekind Zahlentheorie II. kiadás p. 454.
* * Vegyük fel az X tengelyen elég nagy t távolságban a P pontot és emel­

jünk e pontban merőlegest az X-re; ez a ft,-ból induló és az X-el párhuza­
mos egyenest messe A'-ben ; akkor az Oft.A’P trapézben az integrandus regu­
láris analytikai függvény, tehát Cauchy tétele szerint az integrál az OP 
egyenesen akkora mint az Ofa és ft.X meg az NP mentén vett integrál. Ha t+di
flk — c~\~di, akkor az utóbbi integrál csupa | e~xx"'dx alakú tagokból áll.
(m a p.és M(p4-l)-|-p közötti pozitiv egészszám.) Ez pedig, ha x=t-Pyi tesszük, d
a következő lesz: e~‘ | (cos y—i sin y) (l+iy)"‘idy, melyről könnyű kimutatni, 
hogy zérussá lesz, ha d végtelenné válik. Ezzel ki lesz mutalva, hogy az 
Oftc és ft-oo mentén vett integrál ugyanakkora, mint a valós tengely mentén 
a 0 ... 00 szakaszban vett integrál.
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ahol a ki nem írt tagok x-nek p-nál magasabb hatványait tartalmazzák. így ' co
tehát, minthogy j e 'Xx"'dx = m !, ha in pozitiv egész szám, a P, első tagja: 

0

J' e~xx^ [</ (x)]*+1dx = y! b"(e+VM+1 + (P + 1) I A, 
ó

ahol A racionális egész szám. Most nézzük a második tagjában előforduló:

( e~xx?[g (x)]<'+1d.r 
fii

integrált. Vezessük be x helyett a ft+y-t; akkor az integrál alsó határa: 
0 lesz. x?-ból (A + y<p(y) lesz, ahol <p(y) az y racionális egész függ­
vénye (Sj-ben racionális egész együtthatókkal. Minthogy pedig g (x) gyök­
tényezőkre bontott alakja :

0 (x) = óol' + 1 (x—ft) (x—&) . . . (x—j8m),

tehát g (x)-ből ez lesz :

i>o+i y ■ («/+&-&) ■ • ■ (y+&-PM)
vagyis ez: Q

bny{.boy+bo^-bo^2][boy+ba^—bM . .. [boy+11^—1)^^

és így [</ (x)]e+1 ilyen alakú :
#+V+W+1 e)

ahol ip (z) z rác. egész függvénye, z-vel jelölvén a bGy 4- b(/,-et. (z) együtt­
hatói a b0/?2, bofi3, . . . bü(fM elemi szimmetrikus függvényei, tehát a b0/?j-nek 
racionális egész kifejezései racionális egész együtthatókkal.* így tehát az e) 
alatti kifejezés ilyen alakú :

t^+1 /+1 [A04-A1i/4-A2ya + • • • + Am_x +1

ahol Ao, A,,. . . a b0^ racionális egész kifejezései racionális egész együtt-
00

hatókkal. Ezeket tekintetbe véve, arra jutunk, hogy az J e~xx? [</ (x)]?+1 dx 
fiiintegrál az x = ft 4- y helyettesítéssel átmegy ebbe :

e-ft J e-y^ + lJ(p (y)]. b*+*yO+1 [An+Aíy+. ■ •+AJtf_1yM-1]f+1 dy = 
ó

e—yi/í'+1 [Ao-l-Aji/4-• - ■]4'+1 cZz/ -|- e-'*1 J e~vy9+i,P(y) dy 
0 o

* Ha ugyanis <p (z) = z"‘ 4- a, z'n 1 4----- f- am = 0 racionális egész együtt­
hatójú algebrai egyenlet gyökei zn z2, .. . zm, akkor z2, zs,.. . zm szimmetrikus 

tí) (z)egész függvényei a ' — 0 egyenlet együtthatóinak racionális egész függ­
vényei ; de

£í|í = z^-i + (Zj-t-öj) Z"-2 +• • • + (zT' 4- «izy-2 + • • • + am_j);

tehát a z2, z3,. .. z„, szimmetrikus egész függvényei a z, és a <p (z) együtt­
hatói által racionális egész alakban állíthatók elő. Ezt az egyszerű algebrai 
tételt alkalmaztuk a y') alatti egyenletre, melynek gyökei boj9j, b0j?2, ... bopM.
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ahol ’P' (y) y racionális egész függvénye boft-ben racionális egész együtt­
hatókkal. Ha a jobboldali első integrálban a hatványt kifejtjük és az inte­
grációt tagonként elvégezzük, arra jutunk, hogy az első tagban

J e~vy9+1dy = (p4-l)! 
0

tényező fordul elő, minden következő tagban pedig
00

| e~yyr dy = r! 
ó

tényező szerepel, ahol r>p+l, tehát az

j e~xxy [g (x)]e+1 dx
fi, 

integrál értéke:
e-Pi (p+1)!

ahol G (bM a algebrai egész szám racionális egész kifejezése racionális 
egész együtthatókkal és így a P, második tagja :

e/’1 f e~xx' [ff (x)]e+1 dx = (p+1)! G (bM- 
fii

Éppen így mutatjuk meg, hogy általában a P,-ben előforduló :
oo

A' J e~xrf [g (x)]e+1 dx = (p+1)! G (bM) 
fik

ahol G ugyanazt a racionális egész függvényt jelenti mint előbb és így :

Pi = ap ! b"(?+1)/4+1 + (?+!)! [A+G(M1) + G(M2)+-" + G(Mm)] g) 

ahol A, mint említettük, rác. egész szám és a mellette álló összeg a y') alatti 
egyenlet gyökeinek, a • • ■ boftw algebrai egész számoknak szim­
metrikus egész függvénye, tehát racionális egész szám.

Válasszuk a p + 1-et tetszés szerinti primszámnak, mely nagyobb mint 
ab^bM és vegyük tekintetbe, hogy Fermat tétele szerint*

ü"((,+ ”. o^+1 = b^'bM mod (p+1), 

akkor az y) alatti így írható :
Pi = ap! b^bM + (p+1)! K,

ahol K rác. egész szám. Pt első tagja (p+1) I-al nem osztható, mert feltéte­
lünk szerint p+1 az ab^bM -nél nagyobb primszám ; tehát P, a (p+1) !-al nem 
osztható és így O-tól okvetlenül különböző egész szám.

Most nézzük a P2 kifejezés egyes tagjait. Az első :
&

I = efii J e~xxs[g (x)]e+1 dx. 
o

Ha x = pty tesszük, akkor nyerjük, hogy :

* Lásd pl. Dedekind: Zahlentheorie, II. kiadás, 39. lap.
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I=^ + i^ fe-^y^g^y^dy 
0

Ha a 0 ... 1 közben | e^1 e-^10 | maximuma L, | ft | | g lfixy) | maximuma A', 
akkor

|I|< W+i

és ha a P2 minden tagjára nézve hasonló megbecsülést végzünk és az N 
számok közül a legnagyobbat választjuk és ezt újra N-nel jelöljük, akkor 
arra jutunk, hogy

|P2|<LW+1,

ahol L' és N p-tól független pozitiv számok. Feltételünk szerint P,+P2=0, tehát:

IA| = |P2|.
Ha mindkét oldalon !-al osztunk, a baloldalon racionális egész számot 
kapunk, mely O-tól különböző, a jobboldalon pedig egy, 

- L N • —r

törtnél kisebb számra jutunk. Ha már most p+l-et az

az

előbb megállapított 
választjuk és mégkövetelés szerint az ab^'bM~né\ nagyobb primszámnak

ezenfelül oly nagyra, hogy —< £7]^', [amit mindig elérhetünk, mert 
lim—= 0 és végtelen sok primszám van], akkor a jobboldalon 1-nél e=“ g!
kisebb számot kapunk és így a | Pt | = I P., | lehetetlen. Ezzel tehát kimutat- 
tűk, hogy a n nem lehet algebrai szám.*

II. Függvénysorokra vonatkozó feladatok. 1. Készítsük el azt a függvény­
en

sort, melynél az n-ik részletösszeg: sn — Mutassuk meg, hogy ez a
sor egyenletesen konvergál a 0-hoz minden 0<x<a közben, ha ad; és 
hogy konvergens oly közben is, mely az 1-et tartalmazza, de a konvergen­
ciája nem egyenletes. Rajzoljuk meg az első 5 részletösszeg menetét!

2. Mutassuk meg, hogy f(x) = Y 1 minden közben egyenletesenn;14n*x2
összetartó és hogy a belőle tagonkinti differenciálással készített sor is ilyen.

CO ^.2
3. Mutassuk meg, hogy a „ 2.n konvergens minden x-re, de nem

egyenletesen konvergens olyan közben, mely a 0-t
4. Mutassuk meg, hogy az /(x) = Y C0S^ x) 

minden közben, de a tagonkinti differenciálással 
x^kn. (k tetszésszerinti egész szám.)

5. Mutassuk meg, hogy

az x=0 helyen: 0, minden más helyen: 1. Legyen

is tartalmazza.
egyenletesen összetartó 
nyert sor divergens, ha

at, a2, a3, . . . 0-hoz kon-

* Ezt a tudománytörténeti szempontból is nevezetes tételt Hermitenek 
az e transcendens voltára vonatkozó vizsgálatai nyomán (L. I. kötet 505. 
lapján) legelőször Lindemann bizonyította be. Bizonyítását 1. Math. Annáién 
20-ik kötetében. Az itt közölt bizonyítás lényegében Hűbéritől való (Math. 
Ann. 43-ik kötet). L. még F. Klein: Vortráge über ausgewáhlte Fragen dér 
Elementar-geometrie. Leipzig 1895. p. 53.

Belce: A differenciálszámítás. //. 27
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vergáló szabályos számsorozat. Mutassuk meg, hogy :

y>(x) = x2 y x2 (a^-i-ah) ,
X2+«i n=2 (*2+«n+1) (*2+a?i) '

6. Jelentse <p («) az 5. pontban értelmezettfüggvényt és legyen u=sin(n!wx-). 
Mutassuk meg, hogy /„ (x) = <p [sin (n! ttx)] minden olyan racionális x helyen, 
melynek nevezője [a törtet rövidithetetlen alakban képzelve] n-nél nem 
nagyobb, 0, minden más helyen 1. Mutassuk meg, hogy ez a függvény- 00
sor: fi (x) -f- V [/n+i (x) —fn to)] minden racionális x helyen: 0, minden irra- 

n-1
cionális helyen : 1 [Dirichlet példája].*

7. A log(2—2 cos x) a 0 . . . n alul nyílt, felül zárt közben előállítható a 
„ cos nx . . . . . , , . . ,,— 2 >,---------trigonometriai sorban ; ez a sor nem egyenletesen összetartó
n-l n

e közben. [A szóban forgó előállításra például a Fourier-együtthatók kiszá­
mítása nélkül is rájuthatunk a 390. lapon foglaltak szerint ilyen módon:

2 — 2 cos x = 2 — eix — e~te = (1—ete) (1—e-te); tehát log (2—2 cosx) = 
= log (1—e'-'j + log (1—e~te).
n~ u8

De log (1 — u) = — (ti + -7y- + „ -|---- ), ha I u | < 1. A jobboldali sor konver-
A o

gencia sugara 1, tehát Abel tétele szerint ez a sor az ismeretes módon vett 
lim log (1—u)-t adja a konvergencia-körön levő n helyeken is, ha csak konver­
gens a sor. eix és e tx abszolút értéke 1, ha x valós, tehát e helyek a kon­
vergencia-körön vannak és a Dedekind-, vagy Abel tétel szerint (L. a 263. 
lapon) a 2'—*S llX a 0. . . n köz minden, O-tól különböző helyén, a 2'——

II enix g-nix H
pedig minden helyen konvergens és így a 2—— és 2-------  sorok is kon­
vergensek, ha x=j=O; tehát az x = O-tól különböző helyeken valóban :

, , „ •£, cos nx ilog (2—2 cos x) = — 2 2j---- -----] •
n-l "

A log (2—2 cos x) függvény a 0... n közben integrálható. Az integrál az 
I. kötet 495. lapján a 15-ik példában foglalt eljárással azonnal kiszámítható, 
ha 1 — cos x — 2 sin2 tesszük és arra jutunk, hogy:

n
I log (2 — 2 cos x) dx = 0. 

0

Ha a log (2 —2cos x)-et előállitó —2 2 sort tagonként integráljuk a 0 
és n határok között, szintén 0-t kapunk. így tehát a tagonkénti integrálás 
helyes eredményre vezetett, bár a függvénysor nem egyenletesen összetartó. 

“ . xn xn+i
8. >, (—------ n_|_p a 0...1 zárt közben folytonos differenciálhánya­

dosokkal biró függvények egyenletesen összetartó sora. Részletösszege: 
sn = x — , i-, tehát e közben a sor összege: s = lim sn = x; ennek diffe-
renciálhányadosa: 1. Ha tagonként differenciálunk, erre a sorra jutunk: 
2 (x'1-1—x"), melynek összege a 0. ..1 köz belsejében mindenütt 1, ellen-

* Crelle Journal für reine u. angew. Mathematik IV. p. 169.
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ben az x = 1 helyen : 0, tehát a differenciálhányadosok sora a 0... 1 zárt 
közben nem egyenletesen összetartó.

9. Integrálható függvény, melynek szakadóhelyei mindenütt süniek. Jelentse 
(«) az a és a hozzá legközelebb álló egész szám különbségét, ha e különb­
ség ha pedig ez a különbség, vagy —*, akkor legyen (a) —0.
Mutassuk meg, hogy ez a függvénysor :

I I (2x) I (3x) i 
(X) 1 I ^2 I 22 ‘ ^2 ~v

egyenletesen összetartó minden véges intervallumban. Mutassuk meg, hogy 
2 (nx) mindenütt folytonos, kivéve azokat a helyeket, melyek x =—— 

alakban írhatók, ahol k és n egész számok; tehát minden (nx) integrál- 
o i

ható minden véges közben és így <p(x) is integrálható. A ■——— hely az 
(nx), (3nx), (5nx),. . . szakadóhelye. Ha x e helyen balról jobbfelé áthalad, 
mindezeknek —1 ugrásuk van; a <p(x) többi tagja folytonos e helyen, tehát 
a </>(x)-nek is ugrása van e helyen. Mutassuk meg, hogy ha a' és a" egy- 

9r_|-l
mástól különbözők, akkor közöttük mindig van —~ alakú hely. A <p (x) 
szakadó helyei tehát úgy vannak elosztva, hogy bármely két szám közé esik 
szakadó hely (mindenütt sűrű halmaz; olyan, mint a racionális számok 
halmaza).*

III. Mindenütt folytonos függvény, mely sehol sem differenciálható. (Weierslrass 
példája.**) Mutassuk meg, hogy ha b 1-nél kisebb abszolut értékű szám és a 
tetszésszerinti valós szám, akkor

/(x)=2 cos a"nx n~0
függvénysor egyenletesen összetartó minden véges intervallumban és/(x) 
minden helyen folytonos függvény.

Legyen x0 adott pozitiv szám, b 1-nél kisebb pozitiv szám, a 1-nél 
nagyobb páratlan egész szám, végül m pozitiv egész szám. Határozzuk meg az 
a,„ egész számot úgy, hogy am - «"'x0 = x,„+1 az

Cl •—1 ~határokat megengedve). Legyen : x' = - nl -, x" = 
Mutassuk meg, hogy:

3 , _ 1 1 . _3_
2a'n ~a X° — 2am ’ 2am ~X X° — 2a'" '

Látjuk, hogy x' és x" a kiszemelt x0 pont különböző oldalain vannak és hogy 
ha m elég nagy, akkor tetszésszerint közel jutnak az x0-hoz.

Számítsuk ki ezt a differenciahányadost:

/(*') —/fao) 
x' — x0 

m—i 
Az f(x)-et bontsuk két részre :/(xj — <p(x) + qj(x), ahol<p (x) = 2 b" cos annx 

0

* L. bővebben Riemann : Über die Darstellbarkeit einer Function durch 
eine trigonometrische Reihe. Gesammelte Werke p. 229.

* * Crelle: Journal fúr reine. u. angew. Math. LXX1X. kötet.
27*

és —x- közé essék (a 
«m+l .

am
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és y (x) — V bn cos a" nx. A készítendő differenciahányadosnak a <p (x)-re vonat- 
m

kozó része így írható :
y (x'j — <p (x0) _"y1 (ah)11 [cos annx' — cosa”7ix0] _ 

x' — x0 ~ an (x1—x0)
"t,1. •!„/», x sinla"?r(x'—x0)= “ S lab) 71 sm ia"n (x'4-x0) • ~i anfc>-^j'a ~ ’

Minthogy—1^-? felső korlátja 4-1, alsó korlátja: —1, tehát az utolsó tényező 
abszolút értéke 1-nél kisebb és így :

9> (&') — y (x0)
x' — x0

m-i
< 2 (ab)nn = n

0

(ab)1" - 1 
ab—1

Nézzük most a differenciahányadosnak a y(x)-re vonatkozó részét. Tegyük 
n = m 4- k, ahol k > 0.

y (x') — y (x0) _ y cos a'"‘k nx' — cos a’n+knXo 
X' — xo ~ X1 — Xo

De
a'n+,'7tx' = ak (am—1) n

és így, minthogy a,„ egész szám, a pedig páratlan, tehát

cos am+knx' = (—l)“m 1;
továbbá :

x0 = ü--1 tehát: am+knx0 = akamn — aknxm+í
és igy :

cos am+* nx0 = (—l)om cos aKnxm+1.

Tekintetbe véve, hogy — -%, láthatjuk, hogy coswxm+1 nem negatív.
A szóban forgó differenciahányados így írható :

= (-Dán.-! (abrSb^+^^r1 • x' — x0 j£o- a (íc —x0)
' 13De a jobboldalon álló am (x'—x0) -ról tudjuk, hogy----g- és — közé,

a számláló pedig 0 és 2 közé esik, tehát a jobboldali végtelen sor minden 
1 | CO S 7T T*tagja negatív; első tagja k — 0-nak megfelelően: -—m ,----yy-5- abszolút ér-

2 *^-0/ tp Cx/)_ W ÍXn)
tékére — -nál nagyobb (mert cos7txn,+1 nem negatív) és így tof) X — Xq
absz. értéke nagyobb “ (ab)m-nál; előjele pedig (—l)am-ével megegyező. 

. y(x')—y(x0) ,, , , . . , . , (ab)"1 — 1 ,.A /—--i-ic--ról megmutattuk, hogy abszolút értékre n-——---- nélX Xq 2 Clu 1
kisebb. Válasszuk az a-t úgy, hogy ab=an+i legyen ahol «>"2* ’ akkor

I y (x') — y (Xp) 1 
x' — x0

2A y (x) differenciahányadosának abszolút értéke , pedig — (ab)"1-nél 
nagyobb, tehát az ——ÍÍLiL előjele ugyanaz, mint ——— jele, vagyis

, x x0 2 ~~ x0
(—l)am. Minthogy pedig a y(x) differenciahányadosa(ab)'"-nél nagyobb és 
a y(x)-é — (ab)m-nél kisebb abs. értékű tehát /(x) = y (x) 4-y (x) differencia- 

a 2 1 12hányadosa (-$---- —) (ab)'" -nél nagyobb abszolút értékű, ahol •
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Mutassuk meg, ugyanezt a gondolatmenetet követve, hogy az 

/Cg)jele (_l)am+í,

vagyis az x0 helyen való jobboldali differenciahányados ellenkező jelű, mint 
a baloldali és hogy e differenciahányados abszolut értéke nagyobb mint 
(-$-——) (ab)m. így tehát ha m végtelenné válik, vagyis x' és x" az xo-hoz 
konvergálnak, akkor a differenciahányadosnak nem lesz véges, meghatáro­
zott határértéke, (mert vagyis az x0 pontban az /(x) függvénynek
nincs differenciálhányadosa. x0 hely egészen tetszésszerint választott. f(x) 
tehát mindenütt folytonos függvény, melynek az esetben, midőn 0<ö<1, 
« páratlan és ab >1+ sehol sincs differenciálhányadosa.

IV. Az egyenletes összetartás Bendixson*-féle kritériuma. Ha V u„ (x) az a ... b 
1

köz minden helyén [elég volna mondani: mindenütt sűrű halmazban, pl. 
az o...ö-köz minden racionális helyén] konvergens, mindenik u„ (x) az 
a...b közben differenciálható és a részletösszegek x-szerinti differenciál­
hányadosai az egész a . . . b közben korlátosak, azaz, minden m indexre : 
! Sm (x) | = 1'2 u'n (x) | < M, akkor a 2}"n(x) e közben egyenletesen összetartó.

i i
Bizonyítás menete: Legyen adva í. Válasszuk a pozitív <J-t úgy, hogy 

rf < legyen és osszuk fel az a ... b közi r egyenlő részre úgy, hogy 
e részek d-nál kisebbek legyenek.

Feltételünk szerint mindenik részben van olyan § pont, melyen a 
211n(x) konvergens. Legyenek ily pontok: , g2, • • • Sr- így tehát Sun(St), 

. . ., Sun(Sr) konvergens sorok. Válasszuk meg az rV indexet úgy, 
hogy, ha k > iV és l bármely Á-nál nagyobb szám, akkor

£’«n(5f)l<4 ('=1,2. . .r).
T *

Feltételünk szerint minden m indexre | \ u'n (x) | < M; tehát
1

| V u'n (x) | = , £ «'n (*) ~ S "n (x) I < | £ u'n (x) I + | S "n (x) । < 2Af

Ha x az í-ik szakasz bármelyik helye, akkor a középértéktétel szerint: 
i i i

un (x) = un (£,) + (X- 6i) £ u'n (yt),

ahol 7, a Sí és x közötti hely. így tehát

£ u,, ix) V íl|t (£.) | 4. 2AM < J + 2M = e

ha k>N és l > k. Ez az egyenlőtlenség érvényes az í-ik szakasz minden 
helyére: de i jelentheti az 1, 2. . . r számok bármelyikét, tehát x lehet az

* Bendixson : Öfversigt of kongl. Vetenskaps Akademiske Forhandlingar 
54. k. 605—622 p. L. a tételt kétváltozós függvénysorra Townsend: Über 
den Begriff und die Anwendung des Doppellimes. Göttingai dissertatio 
1900. p. 34.
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a . . . b zárt köz bármelyik helye. Ezzel megmutattuk, hogy a 2u„(x) az 
a . . . b közben egyenletesen összetartó.

Mutassuk meg ennek a felhasználásával, hogy 2—egyenletesen 
konvergens minden a . . . b közben, ha 0 < a < b < n.

V. Pozitivtagú függvénysorok egyenletes összetartása. (Dini kritériuma.) Tudjuk.
hogy ha ut (x), u2(x), u3 (x), . . . függvények az a<x<h közben folytono- 

oo

sak, akkor a 2 u„ (x) sor egyenletes összetartása elégséges feltétel arra, hogy 
i

a ^«„(x) összeg az illető intervallumban folytonos legyen; de nem szüksé­
ges feltétel. Ha azonban az u„ (x) függvények az a ... b zárt közben folytonosak 

00

és pozitivok és a konvergens 2 h„ (x) sor összege az a ... b közben folytonos, ? 1
akkor a 2 u„ (x) sor e közben egyenletesen összetartó. Vagyis ebben az eset- 

1
ben az egyenletes összetartás szükséges és elégséges feltétele a ^Unfx) foly­
tonosságának. (Az un (x) függvények pozitiv voltának köszönhető ez a meg- 
fordíthatóság).

Bizonyítás menete: A sor maradéktagja az adott köz x helyén 
Rn (x) = u„+1 (x) 4- un+a (x) 4- Un+s (x) 4---- • Rn (x) így is írható :

Rn (X) = 2 U,„ (X) — V Un, (x). 1 1OO II
Mivel a 2 Llm (x) feltételünk szerint az a . . . b közben folytonos, 2 um (x) i . i
pedig, mint véges számú folytonos függvény összege, szintén folytonos, 
tehát — akármekkora is az n index — az Rn (x) az a ... b zárt közben foly­
tonos. Legyen x0 az a . . . b köz valamely helye. És legyen adva az e pozitiv 

£szám. Minthogy a Sun(x0) konvergens, tehát az „ -hez rendelhető olyan AT 
küszöb, hogy, ha n>N, akkor Rn(x0) - Legyen n egy bizonyos, az AT-en 
túl levő index. Rn (x) folytonos az x0 helyen ; tehát megjelölhető egy a köz 
úgy, hogy az x0 — a<x<x0 4-feltételt kielégítő x értékekre nézve: 
| Rn (x) — Rn (x0) | < y • Ez az egyenlőtlenség pedig, tekintetbe véve, hogy 
a tagok mind pozitivok és R„ (x0) < , így 1S írható : 0 < Rn (x) < e, ha
|x —x0|<<7. Ilyen egyenlőtlenség fennáll pl. ha n = N + l; de minthogy a 
sor tagjai pozitivok, tehát ha n nagyobbodik, Rn (x) csak kisebbedhetik és 
így minden n>N-re mondhatjuk, hogy 0</i,I(x) <«, ha x az x0 — a..., 
x04-a zárt közben van. (Ha x0 a-val, illetőleg ö-vel összeesik, akkor csak 
jobboldali, vagy baloldali, a szélességű közről szólhatunk.)

Legyen x0=«. Ehhez és az adott e-hoz tartozik egy bizonyos AT küszöb 
és megfelelően egy bizonyos a köz. Vegyük a a köz jobboldali végpontját. 
Ehhez és s-hoz megint tartozik egy N' és a' köz. Ha már most N és N' 
közül a nagyobbikat választjuk [pl. N-et], akkor az egész a 4- a1 közre áll, 
hogy, ha n > N.

0 < Rn (x) < e.
Vegyük a a1 köz jobboldali végpontját és folytassuk az előbbi eljárást. Azt 
állítjuk, hogy ilyen módon véges számú lépésben eljutunk a b ponthoz.

Ugyanis, ha ez nem volna igaz, akkor véges számú a közzel nem jutnánk 
el ö-hez, vagyis általában az a. . . b zárt köznek volna olyan helye [esetleg 
csak a b], amelyhez nem jutnánk cl az előbbi processussal megalkotott véges
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számú a köz összeillesztésével. Az a . . . b köznek van olyan helye [pl. az 
a a-nyi környezetéhez tartozó pont], amelyhez eljutunk véges számú közzel 
és olyan, amelyhez nem jutunk el. Nyilván, ha x'-hez nem jutunk el, akkor 
x">x'-hez sem jutunk és ha x'-hez eljutunk, akkor x" <x'-hez is eljutunk. 
Az a ... b köz helyeit tehát két szeletre vághatjuk : A és B-ve, úgy, hogy az 
A helyeihez eljutunk, a B helyeihez nem jutunk el. A két szelet határhelye 
legyen x0. Ha x'>x0, akkor már x' a B-be tartozik, tehát véges számú 
lépésben x'-hez nem juthatunk; ellenben ha x"<x0, akkor x”-hez eljutunk. 
De tudjuk, hogy x0-hoz és e-hoz tartozik egy N szám és egy a köz oly mó­
don, hogy ha x0 — a < x < x0+ a és n > N, akkor 0 < Rn (x) <e. Az x0-tól 
jobbra jelöljük meg az x'<x0+<r helyet és balra az x">x0 — a helyet. 
x"-höz feltételünk szerint véges számú lépésben eljutunk. Mondjuk, hogy k 
lépésben, azaz van olyan közös iV szám, hogy 0 <B„(x) <e, ha n>N és x 
az a . . . x", zárt köz bármelyik helye. Tegyük még e közhöz az x0 — a-tól 
x0-|-a-ig terjedő közt is (elhagyva azt a baloldali részét, amely az x"-től 
balra esik). Ha e közhöz tartozó küszöbszám és az előbbi a . . . x"-hez tar­
tozó közös küszöbszám közül a nagyobbikat választjuk és azt N-nel jelöljük, 
akkor tehát az a-tól x0+a-ig terjedő egész darabon áll, hogy 0 <R,l(x) <e, 
ha n > N; tehát véges számú lépésben [t. i. k -|- 1 lépésben] az xo-on túl­
haladtunk, ami feltevésünkkel ellenkezik és így lehetetlen, hogy létezzék 
x0 határpont. Ezzel tehát kimutattuk, hogy véges számit a közzel az egész 
a . . . b zárt köz befedhető és ha az összes iV-ek közül a legnagyobbat 
választjuk, akkor ezen túl levő /i-ekre 0<B,i(x)<e, ha x az a. . . b zárt oo
köz bármelyik helye. A y un (x) tehát az a . . . b zárt közben egyenletesen 
összetartó.

Ugyanez áll arra az esetre is, ha az un (x) függvények mindannyian 
negatívok.

Bizonyítsuk be az előbbi alapján, hogy ha az u„ (x) függvények foly- OO oo
Ionosak és a y | ttn (x) is folytonos az a . . . b közben, akkor X un (x) e köz- 

i i
ben egyenletesen összetartó.

VI. Feladatok a hatványsorokra vonatkozólag. 1. Bizonyítsuk be, hogy ha a 00
y A„ (x—a)" hatványsorban a § helyen minden | An (£—a)n | < g. ahol g meg- 
n=0határozott pozitiv szám, akkor a hatványsor konvergencia-körének sugara : 

I r a I t*— a RíR > I a |. [Bizonyítás menete:, A„ (x—a)" | = |A„| | ——— | | f—a " < g | $—— | ■ 
Folytassuk.]

2. Legyen |a1H a2 |, | a3 |,. . . korlátlanul növekvő számok sorozata. 
Mutassuk meg, hogy 

konvergencia-köre végtelen nagy sugarú.
3. Legyen a egész szám, mely >1. Mutassuk meg, hogy ezen sor:

1 -J. bza -J- b'-’z"2 + b3za3 ----- 1- b"za'1 -|----

konvergencia-körének sugara : 1 és ha | b | < 1, akkor ez a sor abszolút kon­
vergens az egységsugarú kör minden helyén is. Mutassuk meg, hogy ha 
z = cos w + i sin ir.r tesszük, akkor e sor valós része az az /(x) függvény, 
melyről megmutattuk, hogy minden x helyen folytonos, de sehol sem diffe­
renciálhaló. (L. 419. lapon,)
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4. Bessel-függvények. Mutassuk meg, hogy a

■r,n(.T) = V(-1)" 
n«o

v m+2/1
G1______

n!(m+n)l 

transcendens egész függvény. ffie.sseZ-függvény) (in pozitiv egész szám).
5. Bizonyítsuk be, hogy a 4. alatti hatványsorok között fennállanak ezek 

az összefüggések:
2/7?

■Aíi-1 (x) + •!m+1 (x) — ‘ 'lm (x)

Jn>-l(x) — Jm+t (x) = 2J;„(X).

Tegyük e két egyenletben a) ni helyett ni—1-et és b) m helyett m-f-l-et és 
az első egyenletből keletkezettekből vezessük le ezt:

4/zi“ 4
Jm—2 W + (x) 4“ *^ni+2 (ty — (#) ~ (•*') •

A másodikból pedig ezt:

Jm-2 (*^) (x) 4" Jm+2 W ~ W
és e kettő különbségéből :

•l'm (X) + | J'rn (X) + (1 - J.n (x) = 0

(a Bessel-féle függvény ezt a differenciálegyenletet elégíti ki). Igazoljuk ezt 
azzal is, hogy Jm (x) hatványsorát a baloldalba helyettesítjük és megmutat­
juk, hogy a baloldalon keletkező hatványsor minden együtthatója : 0.

6. Hypergeometrikus sor. F («,/?, y, x)-szel jelöljük Gauss szerint ezt a 
hypergeometrikus sort: (a, p, y =4= 0 és y + negatív egész szám).

F(«, p, y,x) = l + ^-X +

, «(«-| V)p(P+l) a («+l) ■ ■ ■ («+n-l) p(p^l)... lM-n-1) „ , ...
' 1.2. y . (y+1) ' 1.2... n y . (y-4-1) . . . (y-t-n—1)

Mutassuk meg, hogy konvergencia-körének rádiósa: 1.
7. Mutassuk meg, hogy

a) (t+u)" = t" F (—n, p, p. —Uj-) [fi tetszőleges, n póz. egész szám],

b) (l+u)n + (/—«)'* = 21" F (— 4 n, — -i- n + \ [n póz. egész

szám],
c) (t+u)" — (t—in"—2nt" ’iiF(—~n-(- —iyn+b 91 ~p) [fi Poz-

egész szám],
d) log(H-f) -IF(\, 1, 2, -/) /|<1.

e) logl±í =2/r(y, 1, A,t2)

8. Mutassuk meg, hogy :
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9. Állítsuk elő eszerint F (a, ,r) k-ik differenciálhányadosát! ÁllítsukX
elő f F («, ft y, x) dx integrált; | x | < 1. 

0
10. Mutassuk meg, hogy:

a) (fi—a) F (a, ft y, x) + «í’ («+l, ft 7) X) — fi? (“> P+F 7, X") = 0, 
b) (y—a—1) F (a, ft y, x) + «F (a-f-l, ft y, x) — (y— 11 F («, ft 7—1, x) = 0, 
c) (y—a—p) F (a, fi. y, x) + a (1— x) F(a+1, ft y, A’) — (y—ft F(a, f>—l,y,.r) = 0, 
d) (y—a—{i) F(a,"p, y, x) — (y—a) F(a— 1, ft y, ,r)(1— x) F(a, £4-1, y, x) = 0, 
e) x (1-x) F" + [y - («+ftf-l) x] F' - a(!F = 0 ;

a hypergeometrikus sor kielégíti ezt az e) alatti differenciálegyenletet. (Gauss:
Disquisitiones generales circa seriem infinitam 1+j- x4----etc.)*

11. Állítsuk elő (1—k2sin2y) 2 függvényt, (ahol k<l), binomiális sorban 
és tagonkinti integrálással számítsuk ki az

F (4>) = -y-T í ——- ö' /l-A-2sin‘-y

elsőfajú elliptikus integrált. Mutassuk meg az I. kötet 347-ik lapján tárgyalt 
integrálképletek felhasználásával, hogy :

/ TI > 1t r. / 1 ,2 , r 1.3 . . . (2/i—1) -i2. „„ qF (y) = -2 E1 + (y) A-2 + • • • + [1 k +••■]•

12. Ha a \<inx" konvergencia-körének rádiusa r és X ö,!x"-é p, ahol 
p > r, mutassuk meg, hogy a >, (an4-őn) x“ összetartás! sugara: R>r.

“ 0 "a13. Ha X anxn konvergencia-rádiusa r>0, akkor X—2- x“ transzcen- o o /I '
dens egész függvény.

14. Az r sugarú kör valamely helye : x — r (cos g> + i sin <p); e helyen az oo
l'(x) — X anxn hatványsor: 

0

/(x) = 2a'ir" (cos ' s'n = U (<p) + iV(<p), 11 0
ahol Ui(p) és V(<p) a <p és r valós függvényei. Ha r kisebb, mint a konver- 
gencia-radius, akkor a jobboldalon álló sor </>-re nézve egyenletesen össze­
tartó ; tehát, ha 0 és 2n határok közt integrálunk:

an
J [U (y) + iV (íp)] d<p = 2nau. 

< (>
Ha an = «„ + fft, tesszük, (ahol a„ és ft, valós számok), akkor

U (íp) = y (anrn cos n<p — ft,/'" sin n<p) ; V (<p) = V (anr" sin n<p + ftp41 cos n<p). 
n-o 11-0

15. Mutassuk meg a Parseval-Hunvitz-tétel alapján (1. 411. lapon), hogy:

I (Us+ V2) d<p = 2n 21 a„ ,2 r2n.
ó °

* L. Gauss : Werke III. kötet, p. 123.
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16. Legyen f(x) = 2 cnX" transzcendens egész függvény ; cn = an + ift,, 
0

ahol an és ft, valósak; tegyük x = r (cos <p + i sin <p), ahol r és <p valós és 
f(x) = U (r, <p) + ÍV (r, <p), ahol U és V az r és <p valós függvényei. Tudjuk, hogy :

és hogy:

Ebből:

U = y r" (a„ cos n<p — sin ivp) 0 
'in 27T

7trnan =■ | U cos ii(f> d(p ; —• nr,,pll — J U sin n<p dtp.
u o

in 'in
nrncn = | Ue ni<í' dtp ; és így : nrn I cn | < | ! U dtp 

ő ó
és n=0 esetében : 2n

2na0 ~ I Ud<p. 
o

Innen: 'in
wr" | c„ | + 2rca0 ] (U j- | U |) dy

0 
és 2*

m'" cn I — 2na0 < | (| U — ü) d<p. 
ő

Az r sugaru körvonal azon helyein, melyeken U pozitiv, az U +1 = 2(7,
amelyeken U negatív, U + | U | = 0. Tegyük fél, hogy végtelen sok olyan 0 
középpontú, korlátlanul növekvő sugarú kör van, melyen U pozitiv értékei­
nek maximuma <Ar*, ahol A meghatározott pozitiv szám, r az illető kör 
rádiósa és A pozitiv egész szám. Ekkor tehát, n = A -f- k téve: 

2L“d 4A

és így, minthogy r korlátlanul nőhet, c;+1, q+2, c^+3,... mind zérusok, 
vagyis/(x) racionális egész függvény, melynek fokszáma <A. Ha tehát a 
£cnx" reális része pozitiv értékeinek maximuma végtelen sok (korlátlanul 
növekvő) koncentrikus körön Ar*-nál kisebb, akkor a 2'cnx" A-nál nem ma­
gasabb fokú racionális egész függvény. (Hadamard-létele.)* Mutassuk meg, 
hogy ez az imaginarius részre is érvényes.

Az r sugarú kör azon helyein, melyeken U pozitiv, ) LT| — 17 = 0, melye­
ken U negatív, | CT | — U = 2| U|; tehát az a) alatti második egyenlőtlenség­
ből következik, hogy ha végtelen sok, korlátlanul növekvő r sugarú körön az 
U negatív értékei abszolút értékeinek maximuma kisebb Ar^-nál, akkor a 
2'cnxn A-nál nem magasabb fokú racionális egész függvény.

17. Az/(x) = 2Anx" az x — 0 helyen O-tól különböző, ha A0=pO. Mutas­
suk meg, hogy ha Ao^O, akkor van olyan 0 középpontú, véges r sugarú 
kör, melyen belül fix) sehol sem 0. [Bizonyítás menete:

</> (x) — AiX + A2x2 + A:1x3 -|----

az .v=0 helyen 0 és x folytonos függvénye; tehát ha f megadott pozitiv 
szám, akkor van olyan r véges szám, hogy | <p (x) | <«, ha |x|<r. Válasz-

* Hadamard; Propriétés des fonctions entiéres. Journal de Mathéma- 
tiques 1893. p. 186.
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I A Iszűk f gyanánt pl.: akkor tehát az r sugarú körön belül
f(x) =■ Ao 4- <f (x) nem lehet 0.]

Ha Ao = A, = Aa = •••= Aj_, = 0, Aj. 4=0, akkor ,/'(x) — xk V A/^nX", 
n=o

az x — 0 helyen 0. [Azt mondjuk, /'(x)-nek az x — 0 Á-szoros zérus-helye]. 
Mutassuk meg ugyanúgy, mint előbb, hogy egy véges r sugarú, 0 közép­
pontú körön belül más zérus-hely nincs. Fogalmazzuk a tételt 2'An(x-—a)n 
hatványsorra! *

18. Legyen x — 0 tetszésszerinti környezetében is az f (x) — 2'A„x''-nek 
zérus-helye. Mutassuk meg, hogy ez az állítás úgy is fogalmazható, hogy./Uj-nek 
végtelen sok zérus-helye van és ezeknek egyik sűrűsödő helye a 0. Mutassuk 
meg, hogy ekkor Aj. = 0, ha k = 0, 1, 2,. ..; vagyis a hatványsor identikusán 0. 
[Az f(x) folytonosságából következik, hogy x=0 zérus-helye az /(x)-nek; tehát 
ha csak véges számú együttható volna 0, akkor az előbbi tétel szerint 0 nem 
lehetne sűrűsödő helye a zérus-helyeknek.] Fogalmazzuk meg ez állítást a 
y A„ (x—a)" hatványsorra vonatkozólag x = a helyre is.

19. Ha /’(xj = 2'AnX'', <p (x) — 2'Bnx" és f(x) = <p (x) végtelen sok helyen, 
melyek egyik sűrűsödő helye a 0, akkor minden A„ = B„. [Az /(x) — <p(.r)-re 
alkalmazzuk az előbbi tételt.] E feladatokban a hatványsor konvergencia 
sugara 4=0.

00

20. A hatványsor differenciálása. Legyen f(x) <i„x" konvergencia-köre 
n °

az r sugarú O középpontú C kör. Az r'<r rádiusszal rajzoljuk meg a C-vel 
koncentrikus C kört. Legyen x a C kör belsejében és |ft|<r—r'; ekkor OO
| x | + | h | is a C belső pontja, tehát y | an | (| x I 4- | h |)n konvergens. Mutas- 

J2 11 •■= 0suk meg, hogy >, n \ an | (I x | +1 h |)n—‘, valamint 2’n (n—1) 1 an | (| x | 4- | h |)n-2 
n=i

is konvergensek. Számítsuk ki /(x) növekményét:

/(X4-A) -/(x) =£’ «„ [(x-f-ft)'1 - x'1].
n= o

De (x4-/i)H = xn + nh x"-‘ + n LfLzll ahol :

n 2 i z,—3 .... , , (n—3)(n—4) , ín—3)1 ... „In = xn 2 4---5— x"3 h 4- ------- ---------- x"~4 h2 4----- F -5-—;—-— ,3 3.4 3.4. . . n
tehát:

I ín I < I x I""2 4- (n-2) j x |«-21 h | + (n“2) | x |"~* j ft |2 + • • • = (| x j 4- | A |)'-2.

A differenciahányados:
/(x4-ft) — ,/’(x) h, —2 nan x 4- n v (n i)anijn.

" n- 1 n-2
Minthogy pedig a második tag abszolút értéke kisebb, mint

£’ n (n—1) | a„ | (| x | 4- 1 ft |)"-2,
- n = 2

melynek limesze 0, ha h zérussá válik, tehát arra jutottunk, hogy ha x bár­
mely helye a C'-nak (és a komplex helyen való /'íxj differenciálhányadost is 
.. /(x-j-ft) — f(x) , , . . ....hm  ------ ]——. ' _a[ értelmezzük)ft-o n

f' (xj — yiiianx','‘.
n-l
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Minthogy pedig r' tetszésszerinli kevéssel tér el az r-től, tehát ez a tétel 
érvényes a konvergencia-kör minden belső helyére. 00

21. Legyen g (x) = V anxn konvergencia rádiusa 1-nél nagyobb és űo + O. 
Mutassuk meg, hogy az együtthatók abszolut értékeinek sorozata korlátos. 
Válasszuk a pozitiv /z-t úgy, hogy ha k—1, 2, 3, ... Mutassuk
meg, hogy g (x) nem tűnik el azon körben, melynek rádiusa: p = —-—• 
[Megmutatjuk, hogy ha |x|cp, akkor 2 anx" absz. értéke kisebb | a0 I-nál, 

» 1
tehát «0+ V a„x" nem lehet 0, ha |x [<(>].i ”

22. Legyen g (x) = anx" összetartási sugara r>l és no=j=0. Legyen 
/l =0

.r|<p<Cl, akkor:
g (aj - a0 = V a„.r" | < £’ a„ p" < tA V | a„ r . V - 

i i r i i
= l/"u<> 2 + S. 1 I2) 1 n2

oo -i
|2' I pn-re a Schwarz-l’éle egyenlőtlenséget alkalmaztuk. L. 1. 504. lap].

Ha p-t úgy választjuk, hogy | g (aj — «0] < | «<>! legyen, amidőn |x|<p, 
akkor j g (x) | '-j- 0. Mutassuk meg eszerint, hogy a 

sugarú körön belül g (x) — 0-nak nincs gyöke. (Petrovitch-tétele.)*
23. Az Abel-sorlétel, mini egy integráltétel speciális esete. Legyen adva a Y a„ 

valós tagú konvergens sor, £an = A. Értelmezzük a tp (®) függvényt a 0 .. . oo 
közben úgy, hogy ha n<x<n-j-l, akkor tp (x) = an. Mutassuk meg, hogy oo
[tp(x)dx létezik és értéke: A. Alkalmazzuk erre az integrálra az I. kötet 

0
437. lapján tárgyalt Dirichlet-tételt és mutassuk meg, hogy ez az Abel-léle sor- 
léteit szolgáltatja arra az esetre, midőn a ^anx" hatványsor az x = l helyen 
konvergens és a valós tengely mentén haladunk az x = 1 helyhez. [U. i.: az
7 V1 1—e aI e^L tp (x) dx integrál most £an | e~u* dx — n»] ———- • Ha e u=x

o n 1—g—ytesszük, akkor, ha y pozitiv, x<l; lim-——— = 1. Folytassuk!].
y-o y

24. Legyen /(x) = 2'Anxn. Állítsuk elő az/(x) ./(—x) szorzatot a Cauchy- 
féle szorzási tétel szerint.

25. Legyenek «»1. <u2 . . . ű>a az összes különböző Zc-ik egységgyökök ; 
mutassuk meg, hogy az

/•(o>iX) f (atjX) . . . /’(<oax) = V B„AXnl 
ti,, , ,í=0alakú hatványsor.

26. Készítsük el a YíTjx^' és V //) x,; hatványsorok szorzatát és mu-

★ Bulletin de la Société math, de France 1901. XXIX. k. p. 303—312. 
L. még Landau Ueber eine Aufgabe aus dér Functionentheorie, The Tohoku 
Math. Journal V. k. 1914. p. 103.
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tassuk meg, hogy a szorzat:
m+n. 

k

27. A log (1+x) és függvények Maclaurin-sorainak szorzatát állít­
suk elő és mutassuk meg közvetlenül, hogy az így nyert sor: 

és hogy konvergencia körének sugara: 1.
28. Mutassuk meg, hogyha | x | < 1, akkor 1—x+x4—xs+x8—x9+x12---

végtelen sor összege: • [Ez utóbbi kifejezés így írható : y—^4]-
29. Mutassuk meg, hogy:

xarctgx-log /l+x2 = 2 (-l)n+1 72n-t)2n ’ ha

30. Legyen /(x) = űoX'1 + ajX"-1-|--- 1- an n-edfokú rác. egész függvény;
gyökei «j, -a2, . . . an. Mutassuk meg, hogy :

1./•' (x)
/(x) iéi x—a/

00

és hogy a jobboldali kifejezés így írható : — 2 akXk~\ ha l^l kisebb, mint a 
legkisebb abszolút értékű gyök absz. értéke, ahol = —jr H---- jr H |— • —{- —j: '

ai ft2

Mutassuk meg azt is, hogy ha | x j nagyobb, mint a legnagyobb abszolút 
00 Sb értékű gyök absz. értéke, akkor az a) alatti kifejezés így írható : »

ahol sA. = aj + aj 4----- (- a(',.
Szorozzuk az a) mindkét oldalát /(x)-szel és állítsuk elő a illetőleg 

s/, hatványösszegekre vonatkozó recursiv képleteket 1
31- A S—r és az e* identitása. Ez a hatványsor: 1 + x +-sr +-kt-4---

x minden értékére konvergens. Jelöljük az általa előállított függvényt 
00 xnF(x)-szel; tehát: F(x) = 2—-• Szorítkozzunk valós x-ekre. Mutassuk meg, 
0 71 •

hogy F(—x).F(x)=l. Ebből következik, hogy F(x) akkor is pozitiv, ha x 
negatív. Mutassuk meg továbbá, hogy F' (x) = F(x).

Legyen k tetszés szerinti valós szám és [F(x)]* a hatvány pozitiv értéke.
Állítsuk elő [F(x)]/f differenciálhányadosait az x=0 helyen és mutassuk meg, 

» (b-r\n
hogy [F(x)]A Maclaurin sora: 2~—r~’ vagy’s [F(x)]*=F(Ax). Ez fennáll min- 
den valós x-re és minden valós /c-ra, tehát x=l téve: F(Ar)=F(l)A‘, vagy k betű c° 1
helyett x-et téve és a Y—r numerikus sor összegét e-vel jelölve, arra jutot- 
tünk, hogy 2 +4 = eX minden valós x-re.*

32. A trigonometriai függvények értelmezése. Értelmezzük a C (x) és S (x) 
függvényeket a következő hatványsorokkal:

■v'- ■"»’4 >«6C(x) = l-^ + -^-gir + .., X3 X5 X7
3Í+ 51 ~ 7T

* Beke M. Bevezetés a differenciál- és integrálszámításba. Budapest. 
Franklin-Társulat. 1908. 112. lap.
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a) Mutassuk meg, hogy ezzel a C (x) és S (x) minden x értékre értel­
mezve van. (E hatványsorok konvergencia köre végtelen sugarú.)

b) Mutassuk meg, hogy C (x) + i S (x) = eix és ennek alapján azt, hogy 
a C (x) és S (x) függvényekre az S (x+y) = S(x) C (y) + C (x) 5 (y), C (x+y) = 
= C (x) C (y) — S (x) S (y) addicio tételek, valamint a [C (x)]2 + [S(x)]a=l reláció 
érvényesek. (L. 392. lapon.)

c) Minő általános tételekből következik, hogy C (x), S (x) folytonosak és 
differenciálhatók és hogy C (x) =— S (x), S' (x) = C (x) ?

d) C (x) igy irható :

Mutassuk meg ezen az alakon, hogy C (|/6) negatív. Minthogy pedig C (0)=l, 
tehát a 0... |/6 közben ||Z6-t póz.-nak vegyük] van a C (x)-nek legalább 
egy gyöke. Másrészt azonban S (x) igy írható:

7’2 /v»5 7*2 %. 9 y-2
S(x) =x(l --37) 4 -677) +“9t(1 “ í(T1T) +■"

és ezen látjuk, hogy ha 0-<x<|/6, akkor S (x) mindig pozitiv, tehát C (x) 
differenciálhányadosa e közben mindig negatív. Ebből következik, hogy 
C (x)-nek a 0 . . . |^6 közben csak egy gyöke lehet. Jelöljük ezt a számot 
4-vei; tehát 0< ~ <|/6.

e) Bizonyítsuk be most ezeket az addicio tételeket:

S(J~x) = C(x), C(-j--x) = S(x), S(^ + x) = Cíx), C(-|+x) = -S(x) ;

S(p) = 0, C (p)—— 1, stb., mely tételek a sinx és cosx-re vonatkozólag 
az elemekből ismeretesek, ha p=n.

J) Mutassuk meg, hogy a 0 . . . 2p közben nincs két hely : x és xt, 
melyeken C(x) = C(x1) és egyúttal S(x) = S(x1) lenne. [Az előbbi tételekből 
és a differenciálhányados előjeléből ugyanis következtethetjük, hogy S (x) a 
0 . . . y közben O-tól 1-ig monoton nő, . . . p közben 1-től 0-ig monoton 
fogy, p-töl -~-igü-tól —1-ig fogyés-^--től 2p-ig —1-től 0-ig nő; folytassuk a
C (x)-re. Ha pl. x a 0. . . 2p köz első (harmadik) negyedében volna, akkor
S (x) = S(xt)-ből következik, hogy xt csak a második (negyedik) negyedben 
lehet és viszont; de akkor C (x) =[= C (xj].

g) x = C(Z), y = S(Z) egyenletek minden valós Z-hez valós x és y értéke­
ket rendelnek egyértelműen; ha Z-nek a 0 . . . 2p közbe eső összes értékeket 
tulajdonítjuk, akkor egyszerűen zárt görbét kapunk [azaz a 0 helynek meg­
felelő (x, y) pont ugyanaz, mint a 2p-nek megfelelő és előbb nem záródik a 
görbe, mert akkor Z és Zj a 0 . . . 2p köz két pontja és C(Z1)=C(Z), S(Z,) = S(Z) 
volna.] E görbére nézve : x2 + y2 = 1, tehát e görbe az egységsugarú kör, 
melynek középpontja a kezdőpont.

h) Az x = C(Z), y=S(Z) által meghatározott kör negyedrészét kapjuk, 
ha Z a 0 . . . y közt futja be (miért?). E körnegyed ívhosszúsága:

21 £.
2 2

i = f VW]2 + [C' (Z)]2 dt = J'dt = 4 • 
0 0 Z

Ezzel kimutattuk, hogy 2p az egységsugarú kör kerülete, vagyis: p = n.
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i) Ha a sin x-et illetőleg cos x-et geometriai értelmezéssel adjuk meg 
és geometriai úton állapítjuk meg a rájuk vonatkozó addicio tételeket, továbbá 
feltételezzük a sinx (és cosx) folytonosságát, akkor tehát azt mondhatjuk, 
hogy a végtelen sorral értelmezett S és C függvények értékei a ~ és a 0 
helyeken megegyeznek a sinx, illetőleg cosx e helyeken való értékeivel, vagyis 
5(•$•) = sin (-y), C (■—) = cos S (0) = sin (0), C (0) = cos (0) és minthogy az 
addicio tételek ugyanazok az S és C-re, mint a sinus és cosinus függvényekre 
és az egyes negyedekben az előjelek is megegyeznek, következik, hogy 
4 ’ lí’ helyeken C(x) = cosx, 5(x) = sinx. Ha már most 0<«<l

a 2-es számrendszerben véges alakban előállitható és x=a™, akkor 
C (x) = cos x, S (x) = sin x. A szóban forgó függvények folytonosságából 
következtessük, hogy minden valós x-re nézve: S(x) = sinx, C(x) = cosx.U2 U3 III' U2 uk

33 . (1—n)eu+ 2 + 3 + 1 í megbecsülése, ha |n|<l. Az e", ...ek
függvények hatványsorokba fejthetők, melyek minden u értéknél konver­
gensek. Ezek szorzata a Cauchy-féle szorzási szabállyal elkészíthető. így 
kapjuk, hogy:

u + — + • • • + — 00(l-u)e ® A)o
Azonnal belátjuk, hogy a0 = l. Ha mindkét oldalon u szerint differenciálunk, 
és (—l)-gyel szorzunk, erre jutunk :

k U + —- + ■ + - y- “ll e 2 k — — 2vctvll 1
u + °2 + +

és ha e 2 k -t az előbb említett módon ismét hatványsorba fejtjük, 
arra jutunk, hogy a baloldalon az u°, u’, a2, . . . a1-1 együtthatói 0-ok és 
minden más együttható pozitiv; tehát:

a, = a2 = • • • = = 0 ; af < 0, ha i > k.
Ha u = í tesszük az Aj-ban, akkor a baloldalon 0 lesz, tehát.:

i + S a> - °>1
vagyis az « együtthatók abszolut értékeinek összege «fc+1-től kezdve : 1. Ha 
| u | < 1 és l> k. akkor | a |r < | ti |fc, tehát, ha [ u | < 1,

u2 uk I
|1-H| |e" + v+-+-r|<i + )íl*+1| |« +...| = 1 + |U |*+1

K । 1 rí । X
(Fejér Lipót szóbeli közlése nyomán).

Ezt az egyenlőtlenséget, mely a transcendens egész függvények elmé­
letében nagylöntosságú, még így is fogalmazzuk :

y3 ukU+ —+ —X- + • • • + -y—
(1—u)e 2 3 fc = l + n(u).

ahol | <pk (u) | < | a*+11, ha | ti | < 1.
34. log (1+x) hatványsora komplex x esetében. Legyen 0</)<1. Ekkor a

(j sugarú körben 5]----egyenletesen konvergens. Jelöljük e végtelen sor ősz­
iről n

szegét /(a)-val. Ki akarjuk mutatni, hogy:
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e/(B) - _L_ 
1—u

vagyis, hogy/(u) az 2.egyik logarithmusa.

Legyen adva a tetszésszerinti kis pozitiv e. Válasszuk a K indexet oly
nagyra, hogy, ha k>K,

9k *
1-P 5

legyen ; ekkor az előbbi pontban szereplő <^a-(iz)-ról is tudjuk, hogy ha |u|<p,

Válasszuk a A'-t oly nagyra, hogy:

é8”\.?„4<2

legyen, haZt>K'. Jelöljük a K és K' közül a nagyobbikat/<-val. Ekkor tehát:
| <PkW
I 1-u

í|<5’ 00 fi/l 00 n/l f 12“=ff, ahol |a|<£A-<—11—u| és | a | < , 
n=k+i 11 k+i n ° z

°° Unha k>K. Az f(u) = ^— két részre választassék így: / (u)=<p (n)+v> (11), ahol i n
k un oo nn

* («) = 2—; v(«) = 2 — = a-
n-i n n-Jr+i n

Tudjuk a 33. alattiból, hogy
eyto)-,. 1 | n .

- 1—zz + 1-u ’
továbbá :

= !+,,(«) +tót + tót + ...= l + ,

*1 0!
és megállapításaink szerint:

M < I <71 + I a IM-1 a |3 + • • ■ = 11 ~« I ■

1 1 2 1 3és kKy+(l) +(T) +••• = !.

Ezeket tekintetbe véve, a következőre jutunk :

ef(u) = eV(u). eV><u) = / L+Jtó.){1+t) =
'1—u 1—u ' 1—u 1—u 1—U 1—ll

A jobboldalon álló

tehát:
I 1-u

I e 
P5-’

I
I 1-u

2e
5

el (a) — _J---- 1_
1—u *’

ahol | >] | < s. Minthogy e tetszés szerinti kicsiny, tehát:

etM = 1 .
1-u

Ha még u — —x tesszük, ebből az egyenletből következik, hogy:

2 Í-Dn n~i
x‘ 
n
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vagyis : « 'rn
log 

n-1 n

ha | x| < q. Ezzel tehát megmutattuk, hogy log (1+x) («főértékének»)* hatvány- 
sora komplex x esetében is a 2(—l)n-1—, ha jx|<p. Minthogy pedig p . n-1 n
tetszés szerinti kevéssel kisebb mint 1, tehát e sorfejtés érvényes az egység­
sugarú kör belsejében minden x helyen.

35. Mutassuk meg, hogy ha z = t + it változó a végtelenbe megy oly 
egyenes mentén, amely nem párhuzamos a reális tengellyel (t tengellyel), 
akkor . cotgz határértéke —1, vagy + 1, a szerint, amint t pozitiv, vagy 
negatív.

[Ha t pozitiv, (. cotgz így írható:

1 cos z _ e'z+e~'z _ e-2íe2,I+l 
i sin z ~ eiz—e~iz ~ e~2fe2'*—1

és így lim 4-cotgz=—1.

Ha pedig / negatív,4-cotgz ebben az alakban írható:

l+e~2í*. e2'
1—e-2iT. e21 ’

tehát lim 4-cotg z — 1.]

36. A hatványsor analytikai folytatása. Legyen f(x) = y anx" hatványsor 
n=o

konvergencia-köre C és ennek rádiusa : R. Vegyük fel az a pontot a C körön 
belül, a-ból, mint középpontból rajzoljuk meg a c kört, mely belülről érinti 
a C kört, c rádiusa tehát: R — | a |. E c körön belül, hozzá tetszés szerinti 
közel vonuló koncentrikus c' körben vegyük fel az x pontot és a c' és c 
közötti gyűrűben a Oa sugár meghosszabbításán a g pontot. A Sanx" 
hatványsor a l- helyen abszolút konvergens. Minthogy x a c'-ben van, tehát

“ x“
★ Hogy a P=2(—l)n-1---- a log(1+x) főértéke, így mutathatjuk meg:

n-1 n
Tegyük x — r (cos <p-\-i sin <p), ahol — 0<r<l; ekkor a P imagi-

sin Hívnárius komponense: I =2(—l)n-1  -------— lesz. Csak azt kell megmutat-
n=inunk, hogy ez az I a —ti... n közbe esik. Ha y = 0, akkor 1=0.

Megmutatjuk először, hogy amidőn fix <p mellett r nő, akkor I nő, ha <p 
pozitiv és fogy, ha <p negatív. E végből állítsuk elő 1-nek szerinti differen­
ciálhányadosát.

~ =y (—l)n-1 r'l~* sin n<p. ar
Erről azonnal megmutathatjuk, hogy nem más, mint . 4 - - imaginárius kom- 

1 *ponensének szerese, [1. a 395. lapon a C) alatti második egyenlő­
séget], vagyis: —-—1P y ; de e kifejezés nevezője pozitiv minden

l+2rcosy+r2 dl
íP-re, tehát megmutattuk, hogy sgn = sgn <p, vagyis valóban az r növe­
kedésével I nő (fogy), ha <p pozitiv (negatív).

De ha r=l, akkor 1-ből ez lesz: (— l)n-1 —II^n<p- és erről a sorról 
láttuk [404. lapon], hogy összege ~; tehát mindenesetre — és közé 

" 7t Tt A
esik és így, ha 0<r<l, akkor I a —és közé eső érték, tehát a 
P =2 (—l)"-1----  valóban «főértéke» a log(l+x)-nek.

n-1 n
28Beke: A differenciálszámítás. II.
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| a |-|-j x — a | < | fi |. Az a helyen léteznek az ./'(a), számértékek,
(az f(x) differenciálhányadosai az a helyen), ahol:

jf® (a) = í! a(+ ai+i a + a,+„ a2 + ---+ ' <l,, r ar + • • • ■

Készítsük el ezt a hatványsort:
/(“) +.f («) (se—«) + —(x—a)2 + ? (x—a)3 + • • • A)

Zi u I

Azt állítjuk, 1) hogy e hatványsor konvergens a c körön belül fekvő minden 
x helyen és 2) hogy értéke a c körben megegyezik az /(x) értékével.

Legyen x a c' körben és legyen az A) alatti sor első n-|-l tagjának ösz- 
szege l„ (x), vagy röviden ln és a Sanxn n-ik részletösszege sn (x), röviden s„.

tn = S ^~ir~ (X~a^ - 2 + ('t b an 1« + (,_^2) ai+2 a2 + • • •] (x-a)'. 
/3o * * i=o 1 1

A jobboldali kifejezés n + 1 konvergens végtelen sor összege. Rendezzük 
a0, ai, ■ szerint. ak együtthatója, ha A-<n,

Ak = ak + A-a1'-* (x—a) + (*) a'1”2 (x—a)2 4------1- (*) (x—a)<

Ha pedig k>n, akkor ak együtthatója :
Zr le \

Ak = ak + kak-1 (x—a) + (^) (x—a)2 4---- I- ak~n (x—a)n.

így tehát, ha k<n, akkor: A/; = [a + (x— a)]k = xk. Ha pedig k>n, akkor:

| Afc| < (| a|4- |ar—a |)*< |g|*
A tn tehát így írható :

tn = ao + atx 4- öaX2 -t---- 1- anxn + JJ Akal;, ahol | Afc | < | fi |k
k-=n + i

vagyis :
fn =.sn + Q B)

ahol
lp|<2l«d 

fc-n+1
OO

Megállapítható olyan N küszöb, hogy JJ | ak | |fi|k kisebb legyen egy tetszés- 
k=/i + l

szerint adott pozitiv s-nál, ha n>N. Ez lehetséges, mert £antn abszolut 
összetartó. Minthogy pedig s„-nek van határértéke és pedig lim sn = f(x), 
tehát BJ-ből következik, hogy

lim/n =/(x) n—oo
és ezzel mindkét állítást bebizonyítottuk, ha x a c'-ben van. Minthogy pedig 
c' tetszés szerinti közel vonul a konvergencia-kört belülről érintő, a közép­
pontú c körhöz, tehát a tétel igaz c minden belső helyére.

Az A) alatti hatványsor konvergencia-körének rádiusa, miként láttuk, 
legalább is r=R — | a | és ezen az r sugarú c körön belül az A) sor értéke 
megegyezik az /(x)-szel. Meglehet azonban, hogy az A) hatványsor konver­
gencia köre a c-vel koncentrikus, r-nél nagyobb sugarú C', vagyis a konver­
gencia-köre kinyúlik a C-ből, tehát az A) alatti hatványsornak olyan tarto- 

°° fl" (a)Hiányban is van értelme, amelyben a 2anx”-nek nem volt. A J] J . :■ ■■ (x—a)1' 
íSo ।!
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a Y anxn "analytikai folytatása)). Megemlítjük azt is, hogy a C és C közös n=o
tartományában az A) alatti sor összege szintén/(aj.

1 x37. Állítsuk elő az --- — y xn hatványsor analytikai folytatását az «1 x n==0
helyre vonatkozólag, ahol |«|<1. Mutassuk meg, hogy az így keletkezett
-j—— 2 ("j——) sor konvergencia-köre az a középpontú, |1—a| sugarú kör. 
Rajzoljuk meg az eredeti sor és az analytikai folytatás konvergencia-tarto­
mányait !

38. Mutassuk meg, hogy a 36-ik feladatban levő f„ így állítható elő : *

_ (x-«)n+» d» ,-/(«)-, 
11 n! dan *-x— cJ

1 1 “ an39. Az------ —-------------- = S i konvergens, ha |a|<|x|. Állítsuk
x~a x (1 - -) n“°X7 oo J °o an

elő a Cauchy-féle módon az f(a) = y ana" és —-— — S—n+T szorzatát és ,i=o *r—a n_0 x
mutassuk meg, hogy e szorzat a 36. alatti jelöléssel:

Zj sm —m+1-V

f (a) 00 am40. Állítsuk elő ennek az -4-L.L — V sm—r-nek a-szerinti n-ik diffe-
W ZJ1 = O X

renciálhányadosát és mutassuk meg, hogy a 38. alatti

vagy m—n=g téve :

tn

mint feltettük, 1-nél kisebb; legyen pozitiv (mi ennek a geometriai 
jelentése ?).

Ha meggondoljuk, hogy (1 — = S í”"^) (jjj) > akkor azt látjuk,
hogy tn-et úgy kaphatjuk meg, hogy a Áj an',‘x"' sor sn, s,,+1, sn+2,... részlet- 

. m—oösszegeit rendre megszorozzuk a

'n+iU) /“)** 
jU ' 'x'

pozitiv tagú sor tagjaival és az összeget a szorzó számok összegével osztjuk 
(középértéket vettünk). Mutassuk meg tn ezen kifejezéséből, hogy limtn = s.**

41. Valós változás függvény végtelen Taylor-sora. Legyen /(x) és minden
rendű differenciálhányadosa az a...b zárt közben pozitiv (b>á). (Az a

★ A komplex változó függvényei differenciálás tekintetében ugyanazon 
alaki törvényeknek hódolnak, mint a valós változó függvényei.

** Fekete Mihály szóbeli közlésének köszönöm az analytikai folytatás 
ezen felfogását. Könnyen megmutatható a /„ e középérték alakjából is, hogy 
in-re vonatkozólag a 36. alatti 1) és 2) állítások érvényesek.

28*
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helyen végtelen sok differenciálhányados 0 lehet.)* Ekkor az

f(a)+f (a) (x-o) + ^^ (x-a)2 + (x-a)« + - A

végtelen Taylor-sor konvergens az a. . .b köz minden belső x helyén és összege: 
Az első állítás igen könnyen belátható. Ugyanis /(x) véges Taylor-sora :

M#*-*+O**"
ahol acgcxcb ; tehát az A) alatti sor első n+1 tagjának összege : S,1+1(x) </(x) 
és ha f (x) maximuma az a ... b közben M, akkor tehát Sn (x) < M. Ebből már 
következik az A) pozitiv tagú sor konvergenciája.

Ha a az a ... b köz tetszésszerinti helye, akkor (1. I. kötet 148. lapján)

/(H =/(«) +/»«.-«) + f" i„> +... +

ahol #n+2 pozitiv; tehát

Ez az egyenlőtlenség fennáll minden «<«</> helyre. Legyen már most 
a<x<b' <b és állítsuk elő /(x)-et véges Taylor-sorban a Cauchy-féle 
maradéktaggal [I. kötet 148. lapon p=l, b=x téve]

(»-„)»+(«<í<a$.

A B) alatti egyenlőtlenségben a—^ téve, azt kapjuk, hogy az itt szereplő 
Cauchy-féle maradéktag :

r, (n+l)/(b) (b—a) /X-S\n
"n+2< \b-l-))

Minthogy a<x<b' és a<£<x, tehát , akárhol legyen
is a £ az a.. .x közben és így, ha ~mely 1-nél kisebb, m-el jelöljük, akkor

H,.+2</(^a)-(n+l)m"

és ebből következik, hogy limET,l+2 = 0 akárhol legyen is az x az a .. . b' n=o°
közben. Ezzel kimutattuk, hogy a Cauchy-féle maradéktag limese: 0 minden 
x-re nézve, mely az a . . . b' közben van, vagyis az A) alatti sor valóban 
előállítja az /(x)-et az a . . . b' közben. Minthogy pedig b' tetszésszerinti 
kevéssel tér el a ö-től, tehát a tétel az egész a . . . b nyílt közre érvényes.

Ugyanez áll akkor is, ha /(xj és minden differenciálhányadosa az a . . . b 
közben negatív, tehát akkor is, ha f (x) olyan két függvény összege, me­
lyek közül az egyiknek minden differenciálhányadosa az a ... b közben pozi­
tiv, a másiké negatív.

00

Ha az / (x) az a ... b közben a 2 An (x—a)" végtelen Taylor-sorban

* Abból, hogy az a helyen végtelen sok differenciálhányados pozitiv, 
(és egy sem negatív) már következik, hogy az a. . . b köz belsejében minden 
differenciálhányados pozitív,
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állítható elő, akkor külön választva a pozitiv és negatív együtthatójú tago­
kat [ami megtehető, mert a sor a konvergencia intervallumon belül abszolut 
konvergens], erre jutunk :

(x) = <p (x) — i/> (x)

ahol w (x) és g> (x) és minden differenciálhányadosuk az a . .. b közben pozitiv 
[legfölebb az a helyen: 0]. Arra a Bernstein Serge-tö\ eredő szép tételre * 
jutottunk, hogy az f(x) valós változós függvény az a . . . b közben akkor és 
csakis akkor állítható elő végtelen Taylor-sorban, ha előállítható két olyan 
függvény különbsége gyanánt, melyek mindenike összes differenciálhánya­
dosaival együtt az a . . . b közben pozitiv (az a helyen lehetnek 0-ok is).

Lagrange azt hitte [Oeuvres t. IX. p. 65. t. X. p. 72.), hogy egy valós 
változós függvény előállítható az a. . . b köz minden helye környezetében 
végtelen Taylor-sorban, ha minden rendű differenciálhányadosa véges az 
a ... b közben. Cauchy (Legons sur le calcul inflnitésimal (1823.) p. 15. (1826.) 

p. 105) megmutatta, hogy ez nem igaz. Cauchy példája: f(x) = e , ha 

x 4= 0 és /(x) = 0, ha x — 0. E függvény minden differenciálhányadosának 
értéke az x=0 helyen : 0. [így például f (0) — lim^—-—— = lim-- e <•*.

j h h
Tegyük h = —— és mutassuk meg a L’Hospital szabállyal, hogy f (0) = 0 ; 

y k
éppen így /" (0) — 0, s. i. t.] Minden más helyen is a differenciálhányadosok 
végesek. És a függvény még sem fejthető Taylor-sorba minden helyen, mert 
hiszen, ha 0 helyen fejtenők ki, a sor minden tagja 0 volna, holott /(x) 
nem 0, ha x4=0.

VII. Dirichlet-sor. 1. Legyenek Z1<Á2<Z3< . . . pozitiv számok, és 
lim Z„ = oo. A

n=i
végtelen sor : az általános Dirichlet-féle sor. Mutassuk meg, hogy ha Zn=log/i, OO a
akkor ebből a speciális X Jl Dirichlet-sor lesz és hogy ha Zn = n és e~s = x oo ।
tesszük, akkor a V anxn hatványsor lesz belőle.

1* rZ) 22. A Dirichlet-sor konvergencia-tartománya. Ha ^ane~ nS az s = s0 helyen 
1

konvergens, akkor konvergens minden olyan s( helyen is, melynek reális része 
nagyobb az s0 reális részénél: R(s1)>R(s0). [Ha s = s0 helyen a részletössze­
gek korlátosak, akkor is konvergens a sor az s1 helyen.] (Vessük egybe ezt 
a tételt a hatványsorokra vonatkozó Abel-tétellel (1. 343. lapon) és vezessük 
le ebből az Abel-tételt.)

Bizonyítás menete: Feltétel szerint Sane~ín’° konvergens, tehát min­
den n-ik részletösszeg abszolut értéke : [ S„ | < A, ahol A pozitiv szám; 
ame~imSo = Sm — Sm_t téve :

.r'"1’ -'v íC V \ -^m(s-so) _ o -Xn(s-So) .\Pm &m-i) C — ^n. 1 e/n- n m~n
+ S„[e"in(í-'0) - e-^1 <’-*“>] + Sn+1[e-i«+1(,-s°) - 6-*"+*(’-*)] +

4-... + Sn+fc_1[e"ín+* 1 ,í’su) - <*-'’»>] + sn+ke-ín+k{s-°}

* Bernstein Serge. Fonctions analytiques de variables réelles. Math. Ann. 
75. kötet p. 449.
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tehát: | "jf ame"imí I < A % ' I e~ím ,s"so) - e-^1(,-,o) I +
. m=n I zn=n I

+ Ae~Xn R(s”So)+ Ae-^n+kR(s-s0)

Az első tagban :
^rn+i

^ni
tehát:

e-xm(«-*o)_e-im+i(s-»o)= (s_So)

" V ’ | e-im(s-i0)_ e-im+1 ,S-So) I < | s-s0 "f e-uRls_So)du =
m-n I

I S So | / —2nR(s—so) — in+l,R(s—so)\
~ R(s-so) ( >'

Mutassuk ki ezen egyenlőtlenség és az a) alatti másik két tag figyelembe­
vételével azt a föntebbiekben megfogalmazott állítással egyértékű tételt, 
hogy ha a 2ane~*nS az s=s0 helyen konvergens, akkor konvergens abban a 
félsíkban, mely a valós tengelyre a R (s0) abcissájú pontban emelt merőleges 
jobboldalán van.*

3. Mutassuk meg, hogy a Dirichlet-sor minden valós s-nél
konvergens [D’Alembert kritériummal 1],

4. Mutassuk meg, hogy a Dirichlet-sor egy valós értéknél sem 
konvergens.

5. Ha a 2'ane~in>-re az előbbi esetek egyike sem áll, vagyis van olyan 
valós s0 hely, melyen konvergens és van olyan melyen divergens e sor, 
akkor mutassuk meg ugyanolyan gondolatmenettel, mint a 346. lapon a kon- 
vergencia-rádius meghatározásánál tettük (szeletalkotással), hogy van egy 
a határpont a valós tengelyen, melytől jobbra levő helyeken konvergens, 
balra levő helyeken pedig divergens a sor. E Dirichlet-sor konvergencia- 
tartománya a a abscissáju határpontban a valós tengelyre emelt merőleges 
jobboldalán levő síkrész és az említett merőleges azon pontjai, amelyeken 
a Dirichlet-sor konvergens. A a neve: a Dirichlet-sor konvergencia-abscissája.

6. Mutassuk meg, hogy ha a Sane~ínS Dirichlet-sor az s—s0 helyen abszolút 
konvergens, akkor az s helyen is abszolút konvergens, ha R (s) Sí R (s0).

7. A Dirichlet-sor koiwergencia-abscissájának meghatározása. Ha a 
S«,1e-inS Dirichlet-sor konvergencia-abscissája, a>0, akkor:

log I I
<r = lim sup---- —

Bizonyítás menete: Jelöljük ^Oji-et, vagyis az első x számú együttható 
összegét A (x)-szel és legyen lim sup 2íSJ_ííll — £ (Megjegyezzük, hogy 
L nem lehet negatív; mert ha L=—a volna, ahol a pozitiv, akkor bizonyos r-től 
kezdve mindig —£ '<— «' volna, ahol 0<a'<a és így j 2 an i < e~“ ** 
miből, tekintve, hogy korlátlanul nő, következik, hogy lim 2 an — 0 vagyis aX«=oo 1

* Jensen tétele. Tidsskrift for Mathematik, Serie 5. Bd. 2. L. Landau 
Handbuch über die Verteilung der Primzahlen. II. p. 726.
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a szóban forgó Dirichlet-sor s = 0 helyen konvergens; ez pedig ellenkezik 
azzal a föltevéssel, hogy a>0.)

Legyen S adott pozitiv szám ; akkor a limes superior fogalmából [felsó 
származékhely] következik, hogy egy £ küszöbszámon túl minden x-re :

log IA (x) | - , J • , . , ,, „ 4)—& 1 ' '1 + vagyis: | A (x) | < e ' 2/.

A 2 ane~ínS — £ [A (n) — A (n—1)] e~ln*=n^v n =p
=- A (n-1) e-í"s -f'Í’a (n) e-Zn+lsl + A (m) e~i"’s 

n=v
egyenlőségben | A (x) |-re nézve a föntebbi egyenlőtlenséget vegyük tekin­
tetbe. Arra jutunk, hogy ha ív > v > £ + 1 és s = L + :

I 2 ane~l,,s I <,l2'lein(L+ 4) [e“2n{L+i) — e-Á,,+1(L+<”l + 
In—p I n-v

। iw(I>+4) _|_ (Au (í+ 4)e~ioH+i) uj

Az e~intL+í* — <í-+<)) különbséget ebben az integrálalakban írjuk:

(L-f-í) fe~u(L+í)du
Ín

és Így az a) alatti jobboldalán álló összeg így írható :
. An+1

(L+<J)"2í!,ln(L+ 2) f e~,,{L+i}du 
n=u J *n

vagy, minthogy ^n^u^=*n+i, tehát ez kisebb, mint:

u(l+4) -u(L+i) r"-“4e ' e du = (L-|-<í) J e 2du.
ív ív

Ha v végtelen naggyá lesz, akkor ez zérussá válik. [Pontosabban : minden 
<Lhoz meghatározható olyan V küszöb, melyen túl levő i> és w> v indexekre 
ez az integrál a tetszésszerinti kis s-nál kisebbé lesz.] Az a) alatti jobbolda­
lán tehát az első tag O-sá válik, ha v végtelenné lesz. A második és harmadik 
tagról ez igen könnyen kimutatható. Ezzel ki van mutatva, hogy ha s=L+<J, 
akkor a szóban forgó Dirichlet-sor konvergens; vagyis, -hogy a a konver- 
genciaabscissa nem lehet nagyobb L-nél. Most meg kell mutatnunk, hogy L 
sem lehet nagyobb a-nál. Tegyük fel, hogy a Dirichlet-sor t valós helyen 
konvergens. (Ez a t mindenesetre pozitiv, mert t>a és a feltételünk szerint 
pozitiv.) Jelöljük a 2 ane n részletösszeget B (x)-szel. [B (0) = 0 téve.] Nyíl- n = i
ván B (x) korlátos, mondjuk: | B (x) | < B minden x-re. Minthogy

an = ane~lnt . el,,t, 
tehát:

A (x) = 2 a„ = t ane~lnt eln‘ = f [B (n) - B (n-1)] elnt = 
n-1 n=l n-1

= ^B (n) [einf - ein+1‘] + B (x)

miből t pozitiv voltára való tekintettel:

| A (x) | < B (elxt — eil1) -t- Beíxt < 2B eíxt
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tehát :
log|A (x)| log 2B“17 A r

és így, ha x elég nagy, (minthogy lim Z.r = oo), 1 í tetszésszerinti kicsiny,
tehát L<t, vagyis konvergencia-hely az L-től balra nincsen és így L nem 
lehet nagyobb <r-nál. Ezzel ki van mulatva, hogy L — a. Megmutattuk tehát, 
hogy a Sa„e-i|!Í Dirichlet-sor pozitiv konvergencia-abscissája:

log|2’«nl 
lim sup-----A---X = oo /-x

Ha a Dirichlet-sor az egyszerűbb: S—y-, vagyis 4t. = log.r, akkor a 
pozitívnak feltételezett konvergencia-abscissa :

log | San | 
a = lim sup  =—5—— x=~ r log®

8. Tegyük fel, hogy Sanzn hatványsor konvergencia-köre 1-nél kisebb 
sugarú. Tegyük z — e~s ; mutassuk meg, hogy ha | z| < 1, akkors = t 4- it valós 
része pozitiv. Az adott hatványsor Dirichlet-sor alakjában írva: Sa„e ,1S; 
tehát An = n. Mekkora a konvergencia abscissája?

9. Mutassuk meg, hogy a 8. alatti esetben Sanzn konvergencia­
köre ugyanaz, mint -j——Sanzn konvergencia-köre, vagyis ugyanaz, mint 
a S(a0+ai+a24----- hatványsoré. Ez utóbbinak konvergencia rádiusa:

1

lira sup íl = =o lim sup n-oo

Mutassuk meg, hogy a megfelelő Dirichlet-sor konvergencia-abscissájának 
meghatározásával ugyanerre az eredményre jutunk.

IRODALOM.
A végtelen sorok tanulmányozására első sorban ismét azokat a kézi­

könyveket ajánlom, amelyeket eddig is majdnem minden helyen ajánlottam: 
Kőnig Analízisét, Picard (I. kötet, különösen érdekes a trigonometriai sorokra 
vonatkozó rész), Goursat, Jordan (I. kötet), Ch. J. de la Vallóé Poussin kitűnő 
kézikönyveit, melyek pontosabb címeit már több helyen közöltem (1. pl. 247. 
lapon). Ezeken kívül különösen még a következőket ajánlom .

1. Cesáro-Kowaleívsky: Lehrbuch dér algebraischen Analysis, Leipzig 1904, 
mint amelyben a numerikus sorokra vonatkozó igen érdekes részletek 
vannak.

2. E. W. Hobson: The Theory of Functions of a real variable and the Theory 
of Fourier-series. Cambridge 1908. (úgy a numerikus sorok, mint a függ­
vénysorok pontos tárgyalása p. 455.).

3. Hardy : Pure mathematics, Cambridge 1908.
4. Ulisse Dini: Limoni di analisi infinitesimale Pisa 1909. (Különösen a 

függvénysorok integrálására vonatkozó tárgyalásáért II. k. p. 144.)
5. E. Borel: Legons sur les séries á termes positifs. Paris 1902.
6. E. Borel: Legons sur les séries divergentes. Paris 1901.
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7. Bromwich: An introduction of the theory of infinite series. London. Mac­
millan 1908. (Igen gazdag tartalmú, érdekes munka.)

8. Tannery: Introduction á la théorie des íonctions d’une variable. Paris 1904.
9. M. Godefroy: Théorie élémentaire des séries. Paris 1903.

10. Niels Nielsen: Lehrbuch der unendlichen Reihen. Leipzig 1909.
11. C. Runge: Theorie u. Praxis der Reihen. Sammlnng Schubert XXXII. 

Leipzig 1904.

A Fourier-sorokfa vonatkozólag forrásmunkákul a szövegben említet­
teken kívül ajánlom a következőket:
12. Fourier: Théorie analytique de la chaleur. Oeuvres. Paris 1888. I. kötet.
13. Dirichlet: Die Darstellung ganz willkürlicher Functionen durch Sinus- u. 

Cosinusreihen. (Repertórium der Physik von. H. W. Dove u. L. Moser I. 
p. 152. 1837. L. még Ostwald’s Klassiker der exacten Wissenschaften 
116-ik füzetét.)

14. Poincaré: Théorie analytique de la propagation de la chaleur. Paris. Carré. 
1895. p. 55.

15. Riemann-Hattendorf: Partielle Differentialgleichungen. Rraunschweig 1882.
16. H. Lebesgue: Legons sur les séries trigonometriques. Paris 1906.
17. FI. S. Carslaw: Introduction to the Theory of Fourier-series and integrals 

and the mathematical theory of the conduction of heat. London 1906.
18. Az egész irodalmat 1908-ig felölelő összefüggő történeti áttekintést talá­

lunk H. Burkhardt nagy munkájában: Entwickelungen nach oscillirenden 
Functionen. Jahresberichte der deutschen Mathematiker-Vereinigung. 
Leipzig 1901-től 1909-ig.

19. A Dirichlel-sorokva. vonatkozó alapvető munka : Landau : Handbuch der 
Lehre von der Vertheilung der Primzahlen. 2 kötet. Leipzig 1909., valamint

20. Hardy és Riesz M.: The general theory of Dirichlet Series. A Cambridge 
Tracts in Mathematics and Mathematical Physics sorozatban. Cambridge 
1915.
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Integrálás I. 293, i. sorrendje II. 143, 
194, 198, i. végtelen függvénysor­
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i. sz. sorozata I. 20, 30, 31, 34, i. 
kifejezések integrálása I. 317.
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Korlátosán változó függvény I. 283. 
Kowalewski I. 116, 213, 510, II. 246. 
Köbtartalom-számítása II. 148, 152, 
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I. kötet.
39. lap 9. sor. melyek után teendő: «számításunk folyamán#.
50. 1. 10. sor. [/(x)-A][/(x)-B] helyett [/(x)—A] (x)—B].
68. 1. alulról 6. sor. (c) helyett f(c) való.
93. 1. 3. sor. [1. később a Bernoulli függvényt] kihagyandó.

103. 1. 12. sor. an helyett a„_A teendő.
106. 1. 11. sor. |.zí.r|<<7 helyett \zlx\<ó'.
122. 1. jegyzetére nézve 1. Kőnig D. ismertetését. M. Ph. L. 190. p. 383.
127. 1. alulról 5. sor. u(n) v helyett ufn,v' teendő.
133. 1. 11. példában — 4y helyett —2 teendő.
148. 1. 7. sorban k helyett p teendő.
186. 1. 3. sorban és no=0 kihagyandó.
196. 1. 16. sorban x < 1 helyett 0<x<l.
206. 1. 8. sor. X—a2 helyett (x—a2)2.
209. 1. 1. sor. /(Xi)+/(x2)H---- f-/(x2) helyett/(x1)+/(x2) + ---+/(x2,„)..
212. 1. alulról 1., 2., 4. sorokban h helyett h3 teendő.
247. 1. alulról 11. sor. x=a helyen; helyesen x=oo helyen.
267. 1. 2. sor. s2 < s, helyett s2 > s2 teendő.
269. 1. alulról 21. sor. felső határa helyett alsó határa.
292. 1. 13. sor függvénye van után (ha egy van) teendő.
310. 1. alulról 8. sor. <p(x) volt helyett y>(x), illetőleg v>t(x) volt, teendő.
326. 1. felülről 15. és 16. sorban ax~"+b helyett (ax-n+b)P teendő.
343. 1. 15. sor. dz— helyett dx— teendő.
352. 1. alulról 2. és 9. sorokban t±—a helyett tt—a teendő.
355. 1. alulról 2. sor. a—^—0 helyett a=p=i teendő.
360. 1. alulról 7. sor. m—n. helyett 2(m—n) teendő.
362. 1. alulról 10. sor. sin2y helyett cos2p teendő.
367. 1. 3. sor. st= u0 helyett s0=u0.
372. 1. 5. sor. n+l-edfokú helyett n-edfokú teendő, alulról 8. sor f (x) 

helyett f(x) teendő.
448. lapon alulról 10. és 16. sorban ip(bx) helyett <p(bx) Írandó.
451. lapon alulról 5. sorban eredmény után teendő: ha a < n (mert 

különben —~— nem volna korlátos).sin x '
452. lap 1. sor végén ismét ha u<n teendő. 9. sorban végén és <w és 

a 12. sorban pozitiv után (b<n) teendő.
457. 1. 2. sor. nls—«2 helyett at—a2s. teendő.
458. 1. 18. sorban c helyett g teendő.
522. 1. 12. sor. p'" sin m<p = rcos a helyett p"1 sin m<p — r sin a.

II. kötet.
12. 1. felül 3. sor (xy)-nal után «a P pontba# teendő.
12. 1. alulról 9. sor: (x, j/)= helyesen : /(x, y)=.
16. 1. 6. sorban cmint az® után mezekhez tartozó (ugyanolyan felső 

indexű)® teendő.
20. 1. felülről 10. sor: |/i„|<í, helyesen: |/1,„ |<d.
21. 1. alulról 6. sor: (xlt x2, ..., x„)—C, helyesen: f(xi,x2,...,xn)-C.
21. 1. utolsó sor : («t, a2, . .., a„)=C, helyesen : ffa^, «2, . . ., an)=C.
23. 1. alulról 3. sor: (a, b), (a + h, b), (a, b+k) helyett (a — h, b — k), 

(a + h,b — k), (a — h,b + k) teendő.
28. I. alulról 4. sor : (x, {/)-nak helyesen : /'(.<•, j/)-nak.
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38. 1. alulról 17. sor: (x„ x2, • •.. x,„ y. z) helyesen : /(Xj, x2,..., x„, y, z).
>> dy dy dx44. 1. utolsó sor: helyesen: —r~ = —r-' —j— • J dz dx dz

59. 1. felülről 2. sor: helyesen: ~~) — 0-
■ 72. 1. felülről 9. és 11. sor: (x, y) helyesen : f(x, y).

74. 1. felülről 13. és 14. sor: k—la helyesen : k=ip.
100. 1. felülről 12. sorban a22y2 1 helyett a22y2—1 leendő.
143. 1. utolsó sor: 5. ábrában helyesen: 6. ábrában.
144. 1. alulról 8. sor: 11. ábrában helyesen: 6. ábrában.

T, T.
186. 1. felülről 12. sor: j'T(t)dl helyesen: [F(l)dl.

Tt T,
246. 1. felülről 13. sor: 1902 helyett II. kiadás 1910. teendő.
274. I. alulról 13. sor: pozitivok helyett nem negativek teendő.
275. 1. felülről 14. sor és 284. I. alulról 13. sorban ec helyett e.
310. I. alulról 10. sor: címben nem abszolut konvergens teendő.
384. 1. ** alatt 2. sorban y-\-'ltn helyett yA2bi teendő.
396. 1. utolsó sor közé szó után esnek teendő. 

TC 7t397. 1. 2. sor — n....n helyett —való.
421. 1. alulról 7. sor Viiníx) helyett teendő.
436. 1. 4. sor (x) helyett/(x), 10. sorban (b) helyeit f(b) és a 13. sorban

<,l+1'(a) helyett /■(n+D(a) teendő és a 11. és 12. sorokban Hni2 helyett Kn+2 teendő.
440. 1. alulról 4. sor Lesioni helyett Lezioni.

UTÓSZÓ.
Hivatalos elfoglaltságom és közbejött egyéb körülmények akadályoz­

tak meg abban, hogy e második kötetet az előszóban említett időben meg­
jelentessem.

A könyv megszabott terjedelme miatt az eredeti terv szerint ki­
szemelt anyag egy részét el kellett hagynom. Ez az oka annak, hogy 
az első kötetben említett halmazelméleti függelék (p. 311.), a komplex 
változók függvényeinek tervbe vett rendszeres tárgyalása (p. V.) és más, 
tervezett részletek elmaradtak. Midőn ezt sajnálattal jelentem, egyúttal 
annak a reményemnek adok kifejezést, hogy a felölelt anyag kimerítő, a 
tudomány mai állásának- megfelelő tárgyalásával és a sokoldalú gyakor­
lattal a mathematika egyéb ágai iránti érdeklődést is sikerüli felkelte­
nem és a további tanulmányokhoz a kellő alapot megrakhattam.

Kedves kötelességet teljesítek, midőn meleg köszönetét mondok 
dr. Fekete Mihály egyetemi magántanár úrnak, aki kezdettől fogva egé­
szen a nyomtatásig minden korrektúrát a leggondosabban átnézett, 
továbbá dr. Szűcs Adolf műegyetemi magántanár úrnak, aki két-három 
korrektúrát nagy gonddal javított. Jó tanácsaikkal a munka értékét 
bizonnyal igen nagy mértékben emelték. Köszönetét mondok még Magyar 
Mária bölcsészethallgatónak, aki az utolsó korrektúrát gondosan átvizs­
gálta és a tárgymutató készítésénél segítségemre volt.

Végül köszönöm a Frankiin-Társnlatnak, hogy a mai súlyos viszo-










