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ELŐSZÓ.

Midőn e kézikönyv megírására a megtisztelő megbízást kaptam, 
tudtam, hogy igen nagy munkára vállalkozom. Arra nem is gon­
doltam, hogy olyan könyvet írjak, mely csakis a vizsgálati követel­
ményeket tartja szem előtt. Tudományos kézikönyvről egészen más 
fogalmat alkottam magamnak. Az igazi tudományos kézikönyveinkkel 
■úgy vagyunk, mint az utazásainkkal. Aki csak bizonyos meghatá­
rozott praktikus célból utazik, annak az utazás ritkán szerez gyö­
nyörűségei Aki magát az utazást is szereti, aki a természet szép­
ségeit és változatosságát élvezni tudja, az idegen világ és új embe­
rek iránt melegen érdeklődik, aki a hasznosat a széppel összekötni 
akarja és tudja: annak nem teher, hanem élvezet az utazás. De 
csakis akkor, ha egy-egy vidéknek nemcsak a főútjait, hanem a 
gyalogösvényeit, csapásait, hegyorinait, városai! és falvait egyaránt 
többször bejárja. Hányszor lepődünk meg egy-egy kedves vidé­
künket járva azon, hogy új meg új, eleddig észre sem vett gyö­
nyörű részleteket, pompás harmóniát látunk. Egy-egy új világí­
tás, lelkünk új hangulata, társunk egy-egy felvilágosító szava, vagy 
kísérőnk elragadtatása, külső és belső okok egészen új, eddig 
soha nem tapasztalt, vagy csak félig érzett nagy érzéseket kelte­
nek bennünk. így vagyunk igazi kézikönyveinkkel is. Egész éle­
tünk tudományos pályáján kísérő társaink, hű barátaink. Bennük 
évek, sőt évtizedek múlva is fedezünk fel új részleteket. A régiek, 
mint a megszokott tájak, barátságosan integetnek és ha elmélye­
dünk bennük, ha lelkünk frisseségével új részletekre bukkanunk, 
sokszor egészen új világításba kerül a régi is, tudásunk harmo-
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nikusabbá, összefoglalóbbá, egységesebbé és így mélyebbé és erő­
sebbé válik. Igaz, hogy igen kevés ilyen kézikönyvünk van, kevés 
ilyen öreg barátunk kísér bennünket tudományos pályánkon. De 
mindegyikünknek vannak ilyen hű társai. Az ilyeneknek azután a 
hibáit is szívesen elnézzük, sőt jól esik ezek fölött vitába ereszked­
nünk velük. így' képzeltem mindig a tudományos kézikönyv sze­

repéi. Hosszú időn át jó vezető, kisérő, segítőtáras, útmutató és 
azután kitartó, hű barát legyen. Ez volt a programinom.

E programúinak megfelelően külsőleg is kifejezésre akartam 
juttatni, hogy c könyvet nemcsak egyszeri átolvasásra szánom 
Ami első olvasásra való, azt rendszerint nagyobb betűvel szedettem, 
a későbbre hagyandó részek kisebb betűsek, vagy ha nagyobb 
betűvel vannak is némely helyen szedve, szögletes zárójelbe tétet­
tek. Megjegyzem azonban, hogy az ilyen módon megjelölt szaka­
szokban sokszor fordul elő olyan dolog is, amelyre az első olvasásra 
szánt szövegben hivatkozás történik. Azért említem ezt, nehogy 
következetlenséggel vádoltassam. Úgy vélem ugyanis, hogy némelykor 
megengedhetjük magunknak azt is, hogy az olvasót egyes fogalmakkal 
és tényekkel megismertessük, bár a mafhematikai tények pontos tár­
gyalását, az állítások pontos bizonyítását későbbre hagyjuk. Igen sok 
értékes, különösen a legú jabb vizsgálatok körébe vágó dolgot nem a 
szövegbe, hanem az egyes fejezetekhez efeladaiok és gyakorlatok)) 
címen csatolt részbe illesztettem. Ezáltal ez a rész igen változatossá 
vált, melyben azonban szintén nagyobbára megjelöltem azokat a 
feladatokat és gyakorlatokat, amelyekkel csak később foglalkozzék 
az olvasó. Ebben tehát vannak egyrészt olyan könnyebb feladatok, 
melyek arra szolgálnak, hogy a kezdő jól megismerhesse ezt az új 
nyelvet, amelynek alapos ismerete és amelyben való készség nélkül 
a felsőbb mathézis telve van tövisekkel, vannak másrészt nehe­
zebb feladatok, melyek arra szolgálnak, hogy az olvasó némi önálló­
ságra tegyen szert e mathematikai nyelv kezelésében. Ezeknél rend­
szerint megjelöltem a megoldás módját. Vannak azután e részben 
még oi/an majdnem teljesen kidolgozott gyakorlatok is, melyek a 
főszöveg kiegészítéséül szolgálnak. Ezért a feladatok és gyakorlatok 
gondos átszámítását és áttanulmányozását nagyon melegen ajánlom.
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Az előbb jelzett programiénak megfelelően a könyv egész tár­
gyalásmódja is némileg eltér a szokásos könyvekétől. Inkább 
előadásszerü, semmint pragmatikus könyv. Úgy mint az előadásban 

szokás, c könyvben is első és főtörekvéseni volt, hogy az olvasó a 
tárgyalandó problémával teljesen tisztában legyen, a problémának a 
régiekből való felmerülését megismerje, a megoldás módja iránt lehe­
tőleg az ismert egyszerűbb esetek, vagy analóg feladatok alapján 
előre tájékozódjék, sőt az eredményt is, ha nem is egész pontosan, 
de nagyjában előre lássa. Sokszor megtettem e pedagógiai elvnek 
megfelelően, hogy a. tételt először szemléletesen, vagy egyszerűbb 
esetében, vagy több feltétel inellett mulattam be és csak azután 
szabadítottam fel a szemlélettől, azután mutáltam be általánosság­
ban, később kevesbítettem meg a feltételeket. Mindezt azért tettem, 
hogy az olvasóval éreztessem a szigorú bizonyítás szükségét, vele 
együtt állapítsam meg a feladat megoldásához szükséges feltéte­
leket. Csakis úgy érhető el, hogy az olvasó a finomabb analízisekbe 
is elmélyedjen, ha azok szükségességét érzi. Legfőbb törekvésem 
volt, hogy ilyen módon mindenütt a mathematikai gondolatot, az 
egész gondolatmenetet, és esetleg a mathematikai gondolat lehet­
séges keletkezését feltüntessem. Csakis így véltem biztosítani azt, 
hogy az olvasó tudása összefüggő, egységes, harmonikus legyen 
és egyúttal az önálló mathematikai gondolkozás útja is egyenget- 
tessék. Alig szükséges megemlítenem, hogy mint volt közép­
iskolai tanár, egyetlen alkalmat sem mulasztottam el — még ha 
itt-otf. a szigorú rendszeresség rovására volt is — hogy a felsőbb 
mathematikának a középiskolai tanításanyaggal való kapcsolatára 
ne utaljak.

Mennyire tudtam megvalósítani programmomat, annak meg­
ítélését a szíves olvasóra kell bíznom. Fogyatékosságai bizonnyal 
vannak e munkának; de azt tudom, hogy egyet minden elfogulatlan 
olvasóm meg fog benne érezni, azt, hogy szeretettel írtam. A tárgy', 
a tanítás iránti szeretette), hallgatóim és a mathematikával foglal­
kozó olvasóim iránti kötelességből.

Megjegyzem még, hogy a második kötet, mely a többváltozós 
függvényeket, a végtelen sorokat és a függvénytant tartalmazza
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már sajtó alatt van és remélhetőleg az 1911-ik év folyamán meg­
jelenik.

Végül kedves kötelességet teljesítek, midőn hálás köszönetét 
mondok dr. Szűcs Adolf tanár úrnak, aki minden ívet három kor­
rektúrában olvasott át és az összes rajzokat készítette, dr. Fekete 
Mihály tanárjelölt úrnak, aki két korrektúrát és dr. Szabó Péter 
tanárképző int. gyakorló főgimnáziumi tanár úrnak, aki a második 
korrektúrát olvasta. Ezek az igen tisztelt barátaim, mondhatnám 
kedves munkatársaim, szíves tanácsaikkal nagy segítségemre voltak. 
Ha könyvem a mathematika iránti érdeklődés terjesztésében szol­
gálatot tesz, ebben nagy részük lesz nekik is. Hálás köszönetét 
mondok a nagyméltóságú Vallás- és Közoktatásügyi Minisztérium­
nak, mely e munka megírását lehetővé tette és a Frankiin-Társu- 
latnak, mely ilyen tetszetős alakban adta ki.

Dr. Beke Manó.
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I. FEJEZET.

AZ IRRACIONÁLIS SZÁM. SZABÁLYOS SOROZAT.

1, Bevezető feladat kitűzése. Az egész számokat és a törtszámokat 
adottaknak tekintjük. Ezek összessége a racionális számok halmazát 
alkotja. E halmaznak két fontos tulajdonságai említjük meg. Az 
első e halmaz rendezettsége. Ezen azt értjük, hogy ha a racionális 
számok halmazának bármely két elemét [bármely két racionális szá­
mot] tekintjük, a-t és /9-t, e két szám vagy egyenlő, vagy pedig 
egyik nagyobb a másiknál, azaz, e két szám között az

a d. a>8,

vonatkozások egyike áll fenn. A második tulajdonság pedig a hal­
maz sűrű volta. Ezen pedig azt értjük, hogy bármely két külön­
böző szám közé a halmaznak valamelyik száma iktatható, azaz, ha

«> A
akkor mondhatunk olyan y racionális számot, mely e kettő között 
van, vagyis melyre nézve:

a>y>/9.

[így pl.: a és j} közölt, van ''.j-j-

Nem minden számhalmaz mondható sűrűnek. így például ha 
csak az egész számokra gondolunk, akkor ezek összessége az egész 
számok halmazát alkotja. Ez a halmaz rendezett, de nem sűrű, 
mert hiszen pl.: n és n-f-1 közé nem iktatható e halmaz valamely 
száma.

Azt mondottuk, hogy a és /9 közé iktatható y rác. szám. De 
a és y közé is iktatható y1 rác. szám, a és y, közé megint y2 s 
í. t., tehát voltaképpen úgy is mondhattuk volna, hogy az « és fi 
rác. számok közé végtelen sok rác. szám iktatható.

A mathematika nem érheti be a racionális számokkal, mert a 
legegyszerűbb feladatok megoldásál sem végezhetnek el, ha más 
számok nem állnának rendelkezésünkre. így például, ha D pozitív 

.BeAe : .4 liificrenciálazámitás. I. 1
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egész szám nem teljes négyzet [nem négyzete egy egész számnak], 
akkor ezt a feladatot:

xa=D,

mely az algebra elemeiben szerepel és mely azt követeli, hogy ha­
tározzunk meg olyan számot, melynek négyzete: D, megoldhatat­
lannak kellene mondanunk, ha csakis a racionális számokkal ren­
delkeznénk. Mert olyan racionális szám, melynek négyzete D, nem 
létezik. Ezen állításunk igazolására előrebocsátjuk a következő 
kis algebrai megjegyzést.

Ha l és ti, valamint t, és ux tetszés szerinti számok [határozat­
lanok] akkor, miként egyszerű számítással meggyőződhetünk róla:

(t2— /hí2) (t2 —jDi^) — (//1 — Dun/)2 — D (/ut—tjii)2.

Az x2--D egyenletnek egész számú megoldása nincsen, mert 
hiszen D-ről azt mondtuk, hogy nem teljes négyzet; tehát ha volna 
törtszám megoldása, akkor ez csak olyan lehetne, melynek neve­
zője 1-nél nagyobb. Az összes, lehetséges törtszám-megoldások 
közül szemeljünk ki olyant, melynek nevezője a legkisebb. Legyen 

ilyen megoldás: • E szerint tehát egyrészt

azaz; pa — Do2 — 0

volna, másrészt pedig olyan törlszámmegoldás, melynek nevezője

<j-nál kisebb, feltevésünk szerint nem lehet.

A okvetlenül áttört volna mert D>1. Osszuk el p-t q-val.
7

A hányados egész része legyen px, a maradék: r; azaz:

p r
<1 P1 + 7 ’

ahol r<q. Innen: p—qp^ — r.

Tegyük mát most a fölirt identitásba, melyben a /, 11, és u, 
betűk egészen tetszőlegesek:

l—p, U=.q, \=pt, M*=l,

akkor a következőre jutunk:

(P2 -D72) (pa-D) (ppt—í.‘7)2 — D(p -<jpj2-

De a baloldal 0, mert pa—Pqa-0. A jobboldalon p—qp^—r, tehát 

/ pPt-Bqy,, n
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p‘*
Ha tehál igaz volna, hogy — D, akkor igaz volna az is, 

hogy az x2 = 7) egyenletnek van olyan törtszámú megoldása is. 
melynek nevezője r<q. De ez képtelenség, mivel feltevésünk szerint 
q-nál kisebb nevezőjű tört nem elégítheti ki az egyenletet. Eszerint 
tehát kimondhatjuk, hogy nincs olyan racionális szám, melynek 
négyzete D volna, vagyis az x2—D egyenletnek racionális megoldása 
nincsen. Ha tehát azt akarjuk, hogy az x2--D egyenletnek is legyen 
megoldása, ezt a megoldást a rác. számok áltaí értelmeznünk kell.

2. Szeletalkotás a racionális számok halmazában. Az adott D segít­
ségével az összes pozitív racionális számokat két osztályba sorol­
hatjuk. Az A osztályba sorozzuk azokat a racionális számokat, me­
lyek négyzetei D-nél kisebbek, a B osztályba pedig azokat, amelyek 
négyzetei D-nél nagyobbak. Ezen osztályozásnál egyetlen rác. szám 
sem maradhat ki, mert olyan rác. szám, amelynek négyzete éppen 
D volna, nem létezik. A B osztályba sorozott rác. számok mind­
annyian nagyobbak az A-ba sorozottaknál, vagyis a B számok bár­
melyike nagyobb az A osztály számainál.

Megjegyezzük még, hogy az A-ban nincs legnagyobb és a B-ben 
nincs legkisebb szám. Ezt az állításunkat a következőképpen bizo­
nyíthatjuk be. Ha a egy, az A-ba tartozó rác. szám, vagyis a2<D, 
akkor meghatározhatunk oly 1-nél kisebb u pozitív rác. számot, hogy 
az. cf J-L’ is az A-ba tartozzék* Ugyanis ehhez csak az kell, hogy

(a-i-u)2</;

legyen; vagyis 2au-j-ii2<B— a2

legy en. Az u-t úgy választjuk, hogy

2ccu4-u<D—aa

legyen ; mert ha u ezt az egyenlőtlenséget kielégíti, akkor [mint­
hogy u<l és így u2<u] még inkább kielégül az (a-j-u)2<77 egyen­
lőtlenség. Eszerint tehát, ha 

D-a2
2a -H és u<1

tesszük, akkor mindenesetre a-j-u az A-ba tartozik. Látjuk tehát, 
hogy bárminő, A-ba tartozó számhoz tudunk egy nála nagyobbat és 
még mindig A-ba tartozó számot [tehát végtelen sok nagyobbat] 
alkotni és így az A osztályban nincsen legnagyobb szám. Éppen 
így mutathatjuk meg, hogy a B osztályban nincsen legkisebb.

A megadott D segítségével tehát képesek voltunk a pozitív rác. 
számok halmazát két szeleire: az A és B szeletekre bontani; az 
xa=D egyenlet mintegy kelté szelte a rác. számok összességét oly 
módon, hogy
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1) minden póz. rác. szám vagy az A, vagy a B szeletbe tartozik,
2) a B szelet minden száma nagyobb az A számainál,
3) az A szeletben nincs legnagyobb, a B-ben pedig nincs leg­

kisebb szám.
Azt fogjuk ezentúl mondani, hogy e két szeletet egymástól egy 

szám választja el: a két szelet határszáma, mely éppen a szelet­
alkotással, vagyis azon képességünkkel van értelmezve, hogy minden 
póz. rác. számról eldönthetjük, hogy az A, vagy B szeletbe tarto­
zik-e. Ez az így értelmezett határszám I) pozitív négyzetgyöke.

Definícióképpen még azt is megállapítjuk, hogy ez a szám 
nagyobb az A számainál és kisebb a B számainál.

Azt a gondolatmenetet, amelyet ezen példa tárgyalásánál követ­
tünk, általánosítjuk és azt mondjuk, hogy ha valamely eljárással 
sikerül a racionális számok halmazát kél szeletre vágni, az A és B-be 
oly formán, hogy minden rác. szám az egyik szeletbe tartozzék és a 
B szelet számai mindannyian nagyobbak az A számainál, akkor ezzel 
egy számot, a két szelet hálárszámát értelmeztük.

Pótlásul megjegyezzük, hogy a szelctezésnél esetleg egyetlen racionális 
szám ki is maradhat ; így például: bu J) négyzetszám (rác. szám négyzete) 
és az A szeletbe tesszük azokat a pozitív rác. számokat, melyek négyzete 
D-nél kisebb Jí-be pedig azokat, melyek négyzete D-nél nagyobb, akkor I) 
pozitív négyzetgyöke kimaradt. Ez a halárszám. Hu az ilyen esetet el akarjuk 
kerülni, akkor azi mondjuk, hogy az A szeletbe teendők azok a pozitív rác. 
számok, melyek négyzete Z)-nél nem nagyobb, B-be a többi. Ezentúl, ha 
csak külön meg nem mondjuk, mindig igy képzeljük a szeletalkolást. Ekkor 
a szeletalkotásnak előbb felsorolt 3) alatti tulajdonsága elmarad. Megjegyez­
zük még, hogy ha nemcsak a pozitív számokra szorítkozunk, akkor A sze­
letbe tesszük még a 0-t és a negatív rác. számokat is.

A szelelalkotásnál négy esetre gondolhatunk: 1) Az A-ban 
van legnagyobb, a B-ben nincs legkisebb racionális szám; 2) az 
A-ban nincs legnagyobb, de a B-ben van legkisebb rác. szám; 3) az 
A-ban van legnagyobb és a B-ben van legkisebb rác. szám és végül: 
4) az A-ban nincs legnagyobb és a B-ben nincs legkisebb szám.

Az 1) eset például akkor állana elő, ha azt mondanék, hogy 
az A szeleibe soroljuk az összes, g-nál kisebb rác. számokat és 
niég a g-ot is, a B-be pedig a többit. Ez a szeletalkotás egészen 
tökéletes, mert mindenik rác. számot valamelyik szeletbe soroztuk, 
továbbá A szelet minden száma kisebb a B bármelyik számánál. — 
A 2) eset például akkor állna be, ha az A-ba soroznék az összes, 
g-nál kisebb rác. számokat és a B-be a többit (tehát a j-ot is). — 
A 3) alatti eset nem lehetséges, mert ha az A legnagyobb száma 
megegyeznék a B legkisebb számával, akkor ez a rác. szám két 
szeletbe tartoznék, holott mi kikötjük, hogy mindenik rác. szám 
csak egyik szeletben lehet; ha pedig az A legnagyobb száma a és 
a B legkisebb száma B volna, akkor az a és /? közé eső racionális
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számok nem tartoznának egyik szeletbe sem, tehát a szeletalkotás 
nem volna tökéletes. — A 4)-ik esetre példa a /2 értelmezésére 
szolgáló, az előbbi pontban tárgyalt szeletalkotás.

Ha az 1) vagy 2) esette) van dolgunk, akkor a két szelet határ­
száma az A-ban levő legnagyobb, illetőleg a B-ben levő legkisebb 
rác. szám és azt mondjuk, hogy a szeletalkotással ezt a határ­
számot értelmeztük. Ha pedig a negyedik esettel van dolgunk, 
vagyis az A szeletben nincs legfelső és a B-ben nincs legalsó rác. 
szám, akkor e szeletalkotással egy újfajta számot, a két szelet 
határszámát, egy irracionális számot értelmeztünk.

A szelelalkotás tehát olyan általános eljárás, amely úgy racio­
nális, mint irracionális szám értelmezésére szolgálhat. E számokat 
összefoglalva reális számoknak nevezzük. A reális szám általános 
értelmezési módja a szeletalkotás, melynek nehány fontos alkal­
mazásával azonnal megismerkedünk.

Ha a szeletalkotással racionális számot értelmeztünk, akkor 
nyilván ez a határszám, mely az A-nak legnagyobb, vagy a B-nek 
legkisebb száma, egyúttal nagyobb az A minden más számánál és 
kisebb a B minden más számánál. Ami ezen szeietezésnél magától 
értetődő, azt azon esetben, mely bennünket most leginkább érdekel, 
midőn ugyanis az értelmezett száiji irracionális, definícióképpen 
állapítjuk meg. Azt mondjuk ugyanis, hogy az A, B szeletek állal 
értelmezett szám, [melyet némelykor AB jellel is jelölünk] nagyobb 
az A számainál és kisebb a B számainál. Ezzel már ennek az irracio­
nális számnak a helyzetét az összes racionális számokhoz képest 
megállapítottuk. Egy a irracionális szám eszerint nagyobb az a értel­
mezésére szolgáló A szeletbe tartozó számoknál és kisebb a 7J-be 
tartozóknál. Összefoglalva az eddigieket, arra jutottunk, hogy:

Ila a rác. számok összességét valamiképpen kél szeletbe soroz­
zuk oly módon, hogy az A szelei minden száma kisebb legyen a B 
bármelyik számánál és az A-ban nincs legnagyobb, a B-ben pedig 
nincs legkisebb szám, akkor e szeletalkotással a két szelet határ­
számát: egy irracionális számot értelmeztünk. Ez az irracionális 
szám nagyobb, mint az A szeletbe tartozó bármelyik szám és kisebb, 
mint a B bármelyik száma. Ha pedig a szelolalkolásnál egyetlen 
rác. szám kimaradt vagy ha az A szeletben van legnagyobb, vagy 
B-ben legkisebb rác. szám, akkor a szeletezéssel ezt a rác. határ­
számol értelmeztük.

Jegyzet. Szemléletesebbé tesszük a tárgyalást, ha az elmondottak geo­
metriai vonatkozását is feltűntetjük. Ismeretes, hogy a racionális számokat

' Ó B Á
1. ábra.

egyszerű geometriai szerkesztéssel ábrázolhatjuk az egyenes pontjai által. 
Ha OE közt mértékegységnek választjuk és a tetszés szerinti (mondjuk póz.)
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racionális szám, akkor ezen a számnak megfelel az egyenesen azon A pont, 
melyre nézve:

GA -.OE -a:

vagy röviden : GA~a . OE.

Ez az A pont ketté vágja az egyenest: a jobboldali és baloldali részre ; 
minden a-nál nagyobb racionális szám jobbfeié, a-nál kisebb racionális szám 
pedig balfelé esik. Ha már most valamely módon, valamely adott utasítás 
szerint a racionális számoknak megfelelő pontokat két osztályba sorozhatjuk 
oly módon, hogy az A osztály minden pontja a B osztály minden pontjától 
balfelé essék és az elválasztás olyan, hogy sem az A-nak, sem a B-nek nincs 
legszélső pontja [mint pl. az .r2—l) esetében], akkor azt mondjuk (azt postu- 
láljuk), hogy ezen szétválasztással, ezen szeletalkotással, az egyenesnek egy 
pontját határoztuk meg, vagyis az elválasztást az egyenes egy pontja, a két 
szelet határpontja eszközli, amelynek irracionális számérték felel meg. Ezen 
geometriai szemléletnek megfelelően sokszor fogjuk mondani, hogy a szelet- 
alkotással egy helyet értelmeztünk, az értelmezett számnak megfelelő pontra 
gondolva.

3. A valós számok rendezettsége. Definícióképpen megállapítottuk, 
hogy az irracionális szám nagyobb az értelmező A szeletbe tar­
tozó rác. számoknál és kisebb a B számainál; most általában két 
valós számot akarunk egymással összehasonlítani, illetőleg meg 
akarunk állapítani olyan eljárást, amellyel eldönthetjük, hogy két 
valós szám közül melyik tekintendő nagyobbnak. — Ha az a=AjB 
szám, vagyis az A és B szeletek által értelmezett szám racionális és 
az a'=A'\B' szám is racionális és a’>a, akkor szemeljünk ki egy 
tetszés szerinti y rác. számot úgy, hogy

a</<a'

legyen. Ez a / szám egyrészt az A'-ben van, mert a'-nél kisebb, 
másrészt pedig a B-ben van, mert a-nál nagyobb, fia tehát a'>ar 
akkor a B-nek vannak olyan elemei, amelyek az A'-be esnek. A B-nek 
egy része beletartozik az A'-be.

Ami racionális számokat értelmező szeletalkotás esetében ilyen 
világos, azt definícióképpen kiterjesztjük minden más esetre is.

Általában ilyen módon állapítunk meg a szeletekkel értelme­
zett valós számok között nagyságbeli egybevetést: Ha a B sze­
letben van olyan y racionális szám, mely egyúttal az A'-be is tar­
tozik, akkor az A'\B' által értelmezett a' nagyobb az A j B értel­
mezte a-nál. [Alig szükséges megjegyeznünk, hogy ekkor a B sze­
letnek minden, y-nál kisebb száma, tehát a B szeletnek egy része 
is benne van az A'-ban, mert hiszen ha y benne van az A'-ben, 
akkor minden szám, mely y-nál kisebb, szinten az A'-be esik. Azt 
az állítást, hogy a B szeletnek valamely y száma az A'-be tartozik, 
még úgy is mondhatjuk, hogy az A' valamely y száma a B-ben van.|

Még másképpen is kifejezhetjük ezt az állítást. A y szám 
ugyanis B-be tartozik, tehát nagyobb az A minden számánál; mint-
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hogy pedig o y az A'-ben is benne van, tehát minden, nála kisebb 
rác. szám, \agyis az A minden száma is benne van az A'-ben és pedig 
úgy, hogy meg olyan rác. szám is van az A'-ben, mely nem tarto­
zik az A-ba (/). Ilyenkor azt mondjuk-, hogy A egészen benne fog­
laltatik az A'-ben. Hasonlóan következtethetjük, hogy a B' egészen 
benne van a B-ben. Ezért tehát az előbbi állítás így is fogal­
mazható: Az A'\B' óllal értelmezeti a' számol az A\B értel­
mezte a-nál nagyobbnak mondjuk, ha az A szelet egészen benne, van 
az A'-ben, illetőleg a B' egészen benne van a B-ben. Fordítva, ha az 
A' az A-ban, illetőleg B a B'-ben egészen benne foglaltatik, akkor 
a>a'. Ha pedig ezen esetek egyike sem forog fenn, azaz A min­
den száma A'-ben és A' minden száma A-ban van, vagyis az A és A' 
szeletek megegyeznek (ekkor a B is megegyezik B'-el), akkor a—a'.

Jegyzet. Szemléletesebbé válik ez az elvont tárgyalás, ha megint az 
egyenes pontjaira gondolunk. Képzeljük az egyenesen az. összes racionális 
pontokat. Két szeletalkotással értelmeztük a P és Q pontokat, melyek közül 
az első a számot, a második «' számot ábrázolja. «'>c, ha az A szelet egé­
szen benne van A'-ben (illetőleg Ji' a B-ben); vagyis, ha van olyan B-be 
tartozó y szám, mely egyúttal A'-ban is benne van.

Ezzel tehát megállapítottuk, hogy mit értsünk ezen kifejezésen : 
a' szám nagyobb az a-nál, a'<a vagy a'—a. Ez a megállapítás 
teljesen olyan jellegű, mint a racionális számokra vonatkozó. Ha

__ ,1______ P___ .B _______
Ó ff

2. ábra.

ugyanis a, /? és y racionális számok, melyek közül a>/? és fi>y, 
akkor következik, hogy a>y. Itt is úgy van. Ha a>a' és a'>a " 
akkor az a"-t értelmező A" szelet benne van az a'-t értelmező A'-ben 
és ez az A' benne van az a-t értelmező A-ban. Ebből pedig követ­
kezik, hogy A" benne van A-ban, vagyis a''<a. És e megállapítá­
sunk általános: éppen úgy alkalmazható racionális számok, mint 
irracionális számok összehasonlítására. Ezzel tehát a racionális és 
irracionális számok összességében, a reális számok halmazában is 
létesítettük a nagyobbság és kisebbség fogalmát, vagyis a reális 
számok halmaza rendezett halmaz.

4. Számhalmaz felső (alsó) határa. A racionális számokon végez­
hető szeletalkotásnak, tehát a reális szám értelmezésének nehány 
fontos alkalmazásával akarunk megismerkedni. Ha adva van n szám : 
at, a2,. .. an, akkor ezek között mindig van legalább egy, melynél 
nagyobb a számok között nincs és legalább egy, melynél kisebb 
nincs a számok között. Ha az elsőt H-val, a másodikat h-val jelöl­
jük, akkor azt mondhatjuk, hogy H a megadott számhalmaz felső 
száma, h pedig az alsó száma [amely esetleg H-val meg is egyez-
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hetik]. Minden véges halmazban ( véges számú elemet tartalmazó hal­
mazban) igy van a dolog. De ha a számhalmaz végtelen sok szá­
mot tartalmaz, akkor egészen más viszonyok léphetnek fel. Gondol­
junk például az összes, 1-nél kisebb számokra, vagyis arra a szám- 
halmazra, mely az 1-nél kisebb számokat tartalmazza. Világos, hogy 
most nem mondhatjuk meg. hogy melyik e halmaz azon száma (e 
halmazba tényleg beletartozó szám), melynél nagyobb e halmazban 
ne volna; mert ha a halmaznak bárminő számát mondanám is, 
még mindig alkotható volna olyan más szám, mely a halmazba 
tartozik (1-nél kisebb) és a mondott számnál nagyobb.

A végtelen számhalmazoknak két fajtáját különböztetjük meg. 
Ha például az összes póz. valódi törtekre gondolok, akkor nyilván 
e számhalmaz minden eleme 1-nél kisebb és 0-nál nagyobb; ha 
ellenben az összes pozitív egész számokra gondolok, akkor nem 
mondhatunk olyan számot, melynél nagyobb ne volna a halmaz­
ban. Az első esetben azt mondjuk, hogy a halmaz korlátos és 
pedig felül és alul korlátos, a második esetben azt mondjuk, hogy 
a halmaz korlátlan (a mondott halmaz csak felül korlátlan). A vég­
telen halmazt felül korlátosnak mondjuk, ha van olyan K szám, 
melynél nagyobb szám nincs a halmazban; alul korlátos, ha van 
olyan k szám, melynél kisebb nincs a halmazban. Ha felül is, alul 
is korlátos a halmaz, akkor a halmaz minden eleme k és K>k szá-

A K
3. ábra.

mok között van. Ha nincs olyan szám, amelynél nagyobb ne volna 
a halmazban, vagyis, ha a halmaz elemei között bármely meg­
adható számnál nagyobb is van, akkor felül korlátlannak mondjuk 
és ha nincs oly nagy abszolút értékű negatív szám, amelynél kisebb 
tagja ne volna a halmaznak, akkor alul korlátlannak mondjuk. Egy­
előre korlátos halmazokról és pedig teljesen korlátos számhalma­
zokról szólunk. Az ilyen korlátos halmaz minden eleme K és k 
közé esik, vagyis a halmaz elemeit ábrázoló pontok a két korlát k 
és K között vannak. E korlátok maguk esetleg nem tartoznak a 
halmazba.

Ilyen halmazoknál, mint egy példában láttuk, nem lehet mindig 
a halmaz legfelső (legalsó) számáról beszélni. De van két szám, 
melyek ezeket pótolják: a halmaz felső határa és alsó határa.

E fontos számokat a következőképpen értelmezzük: Az összes 
racionális számokat két szeletbe vágjuk: az A szeletbe teszünk 
egy racionális számot akkor, ha nála nagyobb, vagy vele egyenlő 
szám is van a halmazban. [Ilyen például minden k-nál kisebb rác. 
szám.] A B osztályba sorozzuk azokat a rác. számokat, melyeknél 
nagyobb nincs a halmazban. [Ilyen péld.: K] [Nyilván, a fi-be soro-
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zott számok mind nagyobbak az A számainál és a sorozásnál egy 
szám sem maradhat ki. | Ezzel a szeletalkolással értelmeztünk egy 
(rác. vagy irracionális) számot, melyet H-val jelölünk. Ezt a H szá­
mot a halmaz felső határának nevezzük.

Ez a felső határ határszáma azon számoknak, amelyek a hal­
maz minden eleménél nagyobbak és azoknak, melyek nem nagyob­
bak a halmaz minden eleménél. Más szóval: a felső határszámnál 
nagyobb^ nincs a halmazban, de minden, nála kisebb számnál na­
gyobb is van a halmazban. A felső határ maga lehel a halmaz 
eleme, de lehet, hogy nem tartozik bele a halmazba. így példáid, 
ha az összes valódi törtekre gondolunk, akkor nyilván e halmaz 
felső határa1 és ez nem tartozik a halmazba. De ha például az 
összes 3 és 4 közötti számokra gondolunk és még a 4-re is, akkor 
e halmaz felső határa: 4 benne van a halmazban.

Egészen hasonlóan alkotjuk meg a végtelen halmaz alsó hatá­
rának a fogalmát is. A racionális számok összességében szeletet 
alkotunk oly módon, hogy mindazokat a számokat, melyeknél kisebb 
nincs a halmazban, az A-ba sorozzuk és azokat, melyeknél kisebb 
is van a halmazban, B-be tesszük. E szeletezéssel értelmezett szám 
a halmaz alsó határa, melyet /i-val jelölünk.

Eddigelé arra gondoltunk, hogy az adott korlátos halmaz ele­
mei racionális számok : de ez teljesen felesleges. Éppen így álla­
píthatjuk meg a H és /i számokat minden esetben, bárminő reális 
számok legyenek is a halmaz elemei.

Alig kell megjegyeznünk, hogy a halmaz minden száma h és H között 
van (a határokat beleértve), tehát egyúttal H>h [ha csak a halmazban nem 
csupa egyenlő szám foglaltatik], [Jól megjegyzendő, hogy a h és H számok 
nem ugyanazok, mint a k és K korlátok; mert pl. azon számhalmaznál, mely 
az összes 1 és 2 közötti számokat tartalmazza, korlát gyanánt, tekinthetem 
a 0 és 10-et, azt mondva, hogy e halmaz elemei mind 0 és 10 között vannak ; 
ezzel már a halmaz korlátolt volta a kijelentésben biztosítva van.]

Az így értelmezett két határszám a halmaz leírásánál sokszor 
fontos szerepet játszik; de sajnos, sok esetben csak igen laza össze­
függésben van magával a halmazzal. így például ha azt mondom : 
gondoljunk az 1 és 2 közötti számokra és még 5-re. Akkor nyilván 
e halmaz felső halára 5, bár ez igen lazán függ össze a végtelen 
halmazzal. Éppen ezért azon iparkodunk, hogy a végtelen halmaz­
zal szorosabban, erősebben összefüggő számokat értelmezzünk.

5. Sűrűsödő hely. Főszánnazék-helyek. Gondoljunk egy korlátos 
végtelen (végtelen sok számból álló) számhalmazra, melynek alsó 
korlátja le, felső korlátja: K. A racionális számok összességét így oszt­
juk be A és B szeletbe:

A-ba teszünk egy a számot akkor, ha a halmazban végtelen 
sok nála nagyobb szám van és B-be a többit. Eszerint, tehát a B
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szeletbe azok kerülnek, amelyek vagy nagyobbak a halmaz minden 
eleménél, vagy ha nem nagyobbak is minden elemnél, de csak 
véges számú tagnál kisebbek. E szeletalkotással egy számot (egy 
helyet) értelmeztünk, melyet a halmaz felső sűrűsödő helyének 
nevezünk. Az ábrában ezt a helyet S-el jelöltük.

fe *K 
a' » ° »

4. ábra.

E sűrűsödő helynek értelmezése szerint a következő fontos 
tulajdonsága van: ha az A szeletben egy tetszés szerinti a szá­
mot veszünk fél és a B szeletben /3-t (az ábrában S-től balra van 
« és jobbra /?) akkor, bárminő közel legyen is az a a /3-hoz, az afe 
közbe a halmaznak végtelen sok eleme esik.

Ugyanis a az A-ba tartozik, tehát tőle jobbra végtelen sok 
eleme van a halmaznak (végtelen sok száma a halmaznak nagyobb 
az a-nál); de e végtelen sok elemből a fen túl csak véges számú 
eshelik, mert hiszen a /3 a B-be tartozik, következésképpen az afe 
közben a halmaznak végtelen sok eleme van. Ezért mondjuk, hogy 
az S helyen a halmaz összesürüsödik.

Egy másik sűrűsödő helyet a következőképpen állapíthatunk 
meg: a B szeletbe teszünk egy /3 rác. számot, ha a halmaznak 
végtelen sok, /3-nál kisebb száma van; ellenben A-ba tesszük a 
többi rác. számokat; vagyis egy a szám akkor kerül az A-ba, ha 
a halmazban csak véges számú, nála kisebb elem van. E szelet­
alkotással egy s számot értelmeztünk, mely szintén sűrűsödő helye 
a halmaznak.. Ili megint, ha az s-től balfelé «' és jobbléié fe szá­
mokat vesszük fel, egymáshoz akárminő közel, vagyis az a'fe közi 
bárminő kicsinynek vesszük is, e közben a halmaznak végtelen sok 
száma lesz; mert fe a B-be tartozik, tehát tőle balra végtelen sok 
tagja van a halmaznak, másrészt pedig a'-tól balra már csak véges 
számú tag lehet, következésképpen a'fe közben, akárminő kicsiny 
legyen is ez a köz, a halmaznak végtelen sok helye van, s a hal­
maz alsó sűrűsödő helye.

Ilyenformán tehát minden korlátos végtelen halmazhoz két 
sűrűsödő helyet állapíthattunk meg. E két hely bármely kis kör­
nyezetében [ezen azt értjük, hogy bármely kis, az előbbi módon 
megállapított a/S vagy a'fe közben] a halmaznak végtelen sok 
eleme van.

Ez a két szám (s és S) már szorosabb kapcsolatban van a vég­
telen halmazzal, mint a vele sokszor csak lazán összefüggő felső, 
illetőleg alsó határ. Ezeket az S és s helyeket, amelyeket a végte­
len halmaz révén konstruáltunk, a halmaz főszármazékhelyeinek 
tekinthetjük.
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Különösen fontos azon esel, megemlítése, midőn e főszármazék- 
helyek, az 5 és s számok megegyeznek. Ilyenkor a szóban forgó vég­
telen halmaznak más sűrűsödő helye nem is lehet, vagyis, ha bár­
hol jelölünk is meg olyan a/? közt, mely az S (illetőleg az s) helyet 
nem foglalja magában, ezen a/? közön belül csak véges számú 
pontja lehet a halmaznak. Lgyanis, ba a és /? pontok S-től jobbra 
vannak, akkor S-re nézve a jobboldali (B) szeletbe tartoznak, tehát

s
5 * »

5. ábra.

B értelmezése szerint a-nál nagyobb eleme a halmaznak [tehát a/?-ha 
eső is] csak véges számú lehet. 11a pedig a/? 5-től balra esik, 
akkor az s-re vonatkozó A szeleiben van a fi és igy /?-nál kisebb 
eleme a halmaznak [tehát a/?-ba eső is] csak véges számú lehet. 
Ezzel kimutattuk, hogy ekkor más sűrűsödő hely, mint a közös t> s, 
nincsen. Az ilyen végleien halmazt, melynek S és s helyei összeesnek, 
vagyis melynek csak egyetlen egy sűrűsödő helye van, méltán tekint­
hetjük az S—s szám származialójának.

6. Szabályos sorozattal értelmezett szám. Ha adva van az

«1, ű2. «3, ^4, • • •

rác. számoknak egy végtelen sorozata (ez úgy értendő, hogy isme­
retes olyan eljárás, mellyel e sorozat tagjait előállíthatjuk), akkor 
voltaképpen egy végtelen számhalmazunk van. E végtelen szám­
halmaznak az előbb megállapított értelemben van két főszármaz.ek- 
száma: 5 és s. Úgy az 5, mint az s hely körül e halmaz össze­
sűrűsödik, azaz, bárminő kis szakaszt jelöljünk is ki az 5, vagy s 
körül, ebben a sorozatnak végtelen sok száma van.

Vizsgáljuk először azt az esetet, midőn e sorozat egy számot 
származtat, vagyis midőn S=s. Ez esetben azt fogjuk mondani, 
hogy a sorozat szabályos sorozat. Ilyenkor a halmaz csak egy 
helyen sűrűsödik össze, vagyis, ha 5—s-től balfelé (tehát az A sze­
letben) egy a és jobbfelé (a B szeletben) egy /? számot jelölünk 
meg, melyek egymáshoz bárminő közel vannak, az a/i szakaszba a

s______
“ • n

6. ábra.

sorozatnak végtelen sok száma esik és e szakaszon kívül csak 
véges számú heiye van a sorozatnak.

Ezt az állítást még így is kifejezhetjük: Mondhatunk egy olyan .V 
póz. egész számot, amelynél nagyobb indexű tagja a sorozatnak már 
mind az a/9 intervallum belsejébe esik, vagyis az afi közön kívül csak 
olyan tagja van a sorozatnak, melynek indexe N-nél nem nagyobb.
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Az aft közt oly kicsinyre választhatjuk, aminő kicsinyre csak 
tetszik. Ez a következő meggondolással érhető el. Szemeljünk ki 
az S-et értelmező A szeletben egy tetszésszerinti a rác. számot 
és a B szeletben egy /? rác. számot. A a közt jelöljük d-vel. Ha 
előre megállapítjuk, hogy mi egy e-nél kisebb közt akarunk és a d 
ennél nagyobb, akkor felezzük meg az a . . . /? közt, vagyis szemel­

jük ki az számot. Ez vagy az A, vagy a B szeletbe tartozik

(S-től jobbra, vagy balra van). Ha A-ban van, intervallum gyanánt 

most az •••/?-t válasszuk (ha B-ben volna, új intervallum 
2 3

gyanánt az a-----—-t választanok). Az új intervallum szélső 

pontjait jelöljük ax és &-gyel.

A ft—cq köz az előbbi köz fele: — • Ha még ez is nagyobb 

a megadott e-nál, az a1ft1 közt újból megfelezzük és ha pl. az 

felező pont a B-ben volna, akkor új intervallum gyanánt 
az 5-^- közt választanok (ellenkező esetben ■ 1~ "'A

közt). Ezen új intervallum szélső pontjait a2, illetőleg /?2-vel jelöl­

jük. Az a2/?2 intervallum az előbbinek fele, tehát: Ha még ez is

nagyobb az e-nál, az eljárást addig folytatjuk, míg az intervallum, 
mely rendre:

d d d d d
d' T’ T’ 2®’’ 24’ " 2*’’"

lesz, az e-nál kisebbé válik. Ezt a folytonos felezés útján egyszer 
okvetlenül elérjük. Mondjuk, hogy az így keletkezett köz végpont­
jai a ill. /?, akkor tehát találtunk az A szeletben olyan a és a B-ben 
olyan rác. számokat, melyek köze: /?—«<«.*

Ilyenkor rövidebb szólás kedvéért azt fogjuk mondani, hogy az 
A B szelelalkolással értelmezett S számol akár az a, akár a ft rác. 
szám e pontossággal megközelíti.

Ezen megjegyzések alapján a szabályos sorozatnak az a tulaj­
donsága, hogy csak egy sűrűsödési helye van, még így is fogalmaz­
ható : Ha egy tetszés szerinti kis s számot jelölnek ki, megállapít­
hatunk ehhez egy oly N pozitív egész számot, amelynél nagyobb 
indexű tagjai a sorozatnak mindannyian egy, fi-nél kisebb a... ft 
intervallumba esnek; következésként az N-iken túl levő tagjai a 
sorozatnak egymástól é-nál kevesebbel különböznek. Formulában 
ezt így írhatjuk fel:

* Ha a1; «2, a3, ... közül valamelyik összeesik S-el (ez persze csak akkor 
fordulhat elő, ha S racionális), akkor minden következő « gyanánt is S-et 
választjuk.
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I ®n+A I
ha* n>N.

A szabályos sorozatnak tehát az a nevezetes tulajdonsága van, 
hogy bármely kis pozitív 6 számhoz tartozik olyan N küszöbszám, 
melynél nagyobb indexű tagok (a sorozatnak a A-iken túl levő tag­
jai) egymástól az ő-nál kevesebbel különböznek. A szabályos sorozat­
nak ezt a tulajdonságát röviden úgy fogjuk említeni, hogy a szabá­
lyos sorozat összesürüsödö sorozat.

Ha az adott végtelen sorozat S es s főszármazékhelyei külön­
bözők, akkor a sorozat nem lehet ilyen összesűrűsödő, vagyis nem 
tartozik minden é-hoz olyan küszöbszám, amelynél nagyobb indexű 
tagok egymástól fi-nál kevesebbel különböznének. Hiszen ilyenkor 
az S és s helyeken is sűrűsödik a halmaz, vagyis az S és s helyek 
lelszésszerinti kis környezetében is végtelen sok tagja van a soro­
zatnak és így akárminő messze menjünk is a sorozatban, még min-

______ >______________ -V</' B <1 f!
7. ábra.

dig találunk olyan tagokat, amelyek az 5 kis környezetében van­
nak és olyanokat, amelyek az s környezetébe esnek; tehát nem 
lehet hogy valamely A küszöbön túl egymástól csak elenyésző 
csekéllyel különbözzenek.

[Ezt a jórészt szemléleten alapuló okoskodást pontosabban így végez­
hetjük el. Az S számot az Á\B, az s-et az A' j B' szeletek értelmezzék. Mint­
hogy 5>s, megjelölhető olyan a rác. szám, mely egyrészt az A-ban, más­
részt B'-ben van, azaz

s < a < S.
Az s és « között kitűzzük a fi' rác. számot, mely tehát egyrészt a B'-ben, 
másrészt az A-ban van. Most az S-től jobbra (B-ben) egy tetszés szerinti 
fi számot és s-lől balra az «' számot tűzzük ki. Jelöljük a fi'a távolságot 
(az a—fi' különbséget) e-vel. Azt állítjuk, hogy az adott

a,, a-,, a3,...
sorozat, melynek főszármazékhelyei: s és S, nem lehet összesűrűsödő, soro­
zat, vagyis nem lehet bármely s-hez olyan hozzátartozó N küszöbszámot 
találni, hogy

I an+k~an I *
legyen, ha csak n>A és k bármely pozitív egész szám. Ha ugyanis « gyanánt 
például az e számot választjuk, akkor már ez nem lehetséges, mert ha N 
volna az e-hez tartozó küszöbszám, akkor bármely A-iken túl levő tagjai 
a sorozatnak e-nél kevesebbel különböznének, holott úgy az u'fl', mint az 
afl közben végtelen sok tagja van a sorozatnak és így azon a vélt N-en túl 
is van olyan a„, amely az közbe -esik és olyan an+n-, amely az a'fi' köz­
ben van, tehát | an j > e. Ezen e-hez tehát nem tartozhatik N küszöb­
szám, a sorozat nem lehet összesűrűsödő.]

* A két kis függélyes vonással azt akarjuk jelölni, hogy a különbség 
abszolút ériéke veendő; k tetszés szerinti pozitív egész szám.



u I. FEJEZET.

Most már tehát látjuk, hogy ha a két főszármazékhely meg­
egyezik, azaz s—S, akkor a sorozat összesűrűsödő, azaz bármely 
é-hoz tartozik egy N küszöbszám, melyre nézve | an j < í, ha 
n>N és fordítva, ha a sorozat összesűrűsödő, akkor s—S, mert ha 
e két főszármazékhely nem esnék össze, a sorozat nem lehetne 
összesűrűsödő.

Ezért tehát a szabályos sorozatot úgy is definiálhatjuk, hogy 
szabályos az olyan sorozat, melyre nézve bármely e számhoz tar­
tozik oly N küszöbszám, hogy |an+fc—-an|<é, ha n>N (a sorozat 
összesüriisödö), akár pedig úgy, hogy szabályos az a sorozat, mely­
nek kél főszármazékszáma megegyezik.

A szabályos sorozatról azt is mondjuk, hogy az S~s származék­
számot értelmezi. Még egyszer megemlítjük, hogy ezen a kifejezé­
sen pontosabban azt értjük, hogy a szabályos sorozat által képesek 
vagyunk a racionális számok összességében olyan szeletalkotást esz­
közölni, mely az S--s szám értelmezésére szolgál. Ez a szeletalko- 
tás, miként az S és s számok értelmezéséből következik, oly módon 
végezhető, hogy az A szeletbe sorozzuk mindazokat a racionális 
számokat, amelyeknél kisebb az adott sorozatban csak véges szám­
ban fordul elő és minden más számot (melyeknél kisebb végtelen 
sók van) a B-be sorozzuk, vagy pedig (éppen mivel ,S=s) az A-ba 
sorozzuk mindazokat, melyeknél nagyobb végtelen sok van az adott 
sorozatban és B-be azokat, melyeken a sorozatnak csak véges számú 
tagja halad túl. Az a2, a3,. .. szabályos sorozattal értelmezett s 
számot c sorozat határértékének, limesének nevezzük és így jelöl­
jük: liin an.

7. Monoton növekvő, vagy csökkenő sorozat. Ila az at, m., «3,... 
sorozat számai rendre növekesznek (vagy legalább is nem csökken­
nek, azaz n,>/ií-t), akkor azt mondjuk, hogy e sorozat monoton 
növekvő sorozat. A növekvő sorozat vagy korlátos, vagy korlátlan. 
Korlátos, ha minden tagja egy bizonyos megadható K számnál 
kisebb, korlátlan, ha ilyen K szára nem mondható, azaz, ha bár­
mely nagy K számnál is van nagyobb tagja a sorozatnak: a sorozat 
bármely K számon túlhalad. Ez esetben azt fogjuk mondani, hogy 
a sorozat korlátlanul no, vagy még úgy is mondjuk, hogy a sorozat 
tagjai végtelen naggyá válnak és némelykor így is írjuk ezt az 
állítást: limon-t».

Azt állítjuk, hogy a korlátos monoton növekvő sorozat szabályos 
sórozat. Azt kell csak evégből megmutat./ hogy két főszármazék­
száma megegyezik, vagy, ami ezzel egyenlő értékű, hogy a sorozat 
egy helyen összesűrűsödő. Könnyen megmutathatjuk akár egyik, 
akár másik alakjában a monoton növekvő sorozatnak ezt a tulaj­
donságát. A sorozat S felső származékszámát ugyanis úgy kellett 
megállapítanunk, bogy a B szeletbe tettük azokat a rác. számokat,
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amelyeknél nagyobb a sorozatban csak véges számú van ; A-ba 
pedig azokat, amelyeknél nagyobb végtelen sok van a sorozatban. 
A\fí—S. Legyen már most adva egy tetszés szerinti e szám. Meg­
állapíthatunk két számot ft-t és a-t, melyek közül az a az A-ban 
(S-től balra) és a B-ben (S-től jobbra) van és /? -«<<?. a-nál 
nagyobb szám a sorozatban végtelen sok van. Szemeljük ki egyi­
ket. Legyen ez az A-ik, azaz aJV>a. Minthogy a sorozat monoton 
növekedő, tehát az .V-iken túl levő tagok mind nagyobbak az av-nél, 
tehát nagyobbak az a-nál. /9-n ál nagyobb egyetlen egy sem lehet; 
mert ha egyik tag nagyobb volna a /?-nái, akkor minden következő 
is nagyobb lenne és akkor végtelen sok volna a /9-náf nagyobb, 
holott fi a B szeletbe tartozik. így tehát az N-iken tói levő tagok 
mind nagyobbak az a-nál, de mind kisebbek a /?-nál, tehát mind­
annyian az a[i közbe esnek és így bármelyik két tag különbsége 
a iiál kisebb : azaz

l®n+fc

ha n > N,

az N az adott e-hoz tartozó küszöbszám; az adott sorozat tehát 
valóban szabályos sorozat.

Az imént láttuk, hogy a /?-nál nagyobb szám az adott sorozat­
ban egy sincs. Ezért tehát az S-et értelmező szeletalkotást még úgy 
is elvégezhettük volna, hogy az A-ba sorozzuk azokat a rác. szá­
mokat, melyeknél nagyobb szám is van az an a.. aa,. .. számhalmaz­
ban, a B-be pedig a többit, vagyis azokat a rác. számokat, melyek­
nél nagyobb e halmazban nincs. A szeletalkotás ezen módja a hal­
maz felső határai értelmezi; tehát a monoton növekedő sorozat 
származékszáma, vagyis e sorozat által értelmezett szám nem más, 
mint a sorozat felső halára.

A monoton növekedő korlátos sorozat szabályos sorozat, az 
általa értelmezeti szám e sorozat felső határa.

így például ilyen értelemben mondhatjuk, bogy a végtelen tizedes tört, 
mindig egy számot értelmez.

Ha pl. ezt a tizedestörtet írom fel:

0- a1a3a3a4 . . ., 

amelynek a jegyei valamely ismeretes eljárással egymás után származtatha­
tók (egy számjegy sem nagyobb 9-nél), akkor ez a tizedes tört. éppen"mivel 
a származtatása ismerejps, meghatározottnak tekinthető. Ismeretes tehát e 
tizedes törtből részenkiut alkotható számsorozat:

0’a,. O'cpx.^, 0 «,«2a3> . .,
vagyis

_  l(k<t4«2 KMtet-l“10a24-a3 lOOOat-f-lOOBjrt-btas+tt* 
a* ~To’ "3 ' 100 ’ a*~ löötF a* lőüöö "

s 1. t.
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•Ez a számsorozat monoton növekvő, mert mindenik tagja nagyobb, 
mint az előtte levő, vagy legfölebb egyenlők (ha t. i. valamelyik jegy 0); 
továbbá korlátos e sorozat, mert hiszen mindegyik tagja kisebb, mint 1. Az

üj, ^2 , , • • •

sorozat tehát szabályos sorozat, moly az ismertetett értelemben egy számot 
definiál, amelyet

lim a„
-nel jelöltünk.

Ha a szám értelmezésére szolgáló A szeleiből egy tetszés szerinti « és a 
B szeletből egy racionális 0 számot kiszemelünk és /t—a—«, akkor elmehetünk 
a sorozatban oly messze, hogy azontúl a sorozat minden tagja a és közé 
essék. Ha e küszöbszám N, akkor azt mondjuk, hogy an az értelmezett szá­
mot e-nyi pontossággal előállítja, (ha n>N). Ezen általános megjegyzés a 
végtelen tizedes tört esetében egyszerűen áttekinthetővé teszi ezt a meg­
közelítést.

Ugyanis a fölírt sorozat minden tagja kisebb a lim an-nél (mert a sorozat 
monoton növekvő) és ha akármelyik tagban az utolsó számjegyet 1-gyel 
megnövesztjük, már a B-be tartozó, tehát lim a„-nél nagyobb számöt ka­
punk. (így pl. 0'314159... esetében 0 .3, 0 31, 0’314, 0 3141,. . ., az A szeletbe 
és 0'4, 0 32, 0'315, 0'3142, ... a B szeletbe tartoznak), tehát

ü a„ 0'a^, 0'«ia2a3, ...««;•••

núnd kisebbek a lim«n-nél; és

O':«, r 1), (la,(«*-*■ ‘L O'aiaatas+l), 0'«í«^(«4t1). • . • 0'«í«2 . . • «„ 1 («n+l)» • • • 
nagyobbak a lim a„~nél; eszerint tehát a Hm an szám, melyet a végtelen 
iizedes tört értelmez, a sorozatban foglalt számokkal 0'1.0 01, 0 001, 0 0001,... 
pontossággal állíttatik elő.

Egy másik, egyszerű példa gyanánt említ jük a végtelen geometriai sort. 
Ha q pozitív szám, akkor az
s,-l, s2--i+q, s3-l+q+q2, st=L+q+q2+q\ ■ ■ ■ s,)-‘l+q+q2+<fJr.... }-qn\ ■ ■ ■ 
számok sora (az 1, q, q2, q3,. .. geometriai sor részletösszegeinek sorozata) 
monoton sorozat. Ha q^l, akkor a sorozat nem korlátos, mert hiszen akkor 
s„^n, tehát minden számnál nagyobbá válik, de ha g<l, akkor a sorozat 
korlátos; ugyanis

- 1~<7" _ _J_ _ 1
4,1 ~ 1-q “ 1-q 1-q < 1-q ’

tehát bármelyik tag kisebb az -j~~■ -nál. E sorozat tehát szabályos sorozat,
melyről még azt is megmutathatjuk, hogy 
az A és B szeletek határszáma éppen -j—

-t értelmezi, vagyis, hogy 
• Ennél a számnál nagyobb a

sorozatban nincs; tehát minden olyan fi rác. szám, mely ennél nagyobb, 
a B-be tartozik. Ellenben, ha , akkor — — a-t o alakú, ahol o’ 1—q ’ 1—q v K
pozitív szám. Most már csak az n kitevőt úgy kell meghatároznunk, hogy 

vagyis : qn<(l —q)i> legyen. Minthogy q-zÁ, tehál mondhat juk, hogy q — vj.y, 
ahol u pozitív. De (l4-«)n,>1+au. tehát :
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Té-<-
1+nu nu

l-FU . ,—=- -et r-vel pu2

tgy tehát n-et csak úgy kell meghatároznunk, hogy <(1—9)p legyen,
_ J —- zyfl Ilii ■*

Ha : n > a , akkor már elértük, hogy y-— < p. Ha az 
jelöljük és N e »>-nél nagyobb egész szám, akkor tehát, ha

n>N,

következik, hogy

és így :

9”i — <9

1 qn 1sn _ -—-— -—— > _-------- p — a,
i—q l—q 1—q v

vagyis, ha n>A’, akkor s„>«. Azt látjuk ebből, hogy az s2, s3,. .. sorozat­
ban az JV-iken túl levő tagok mind nagyobbak az a-nál, vagyis minden, az 
-y^--nál kisebb a az A szeletbe tartozik és így a két szelei határ­
száma az ’ a,a*l megállapodásunk értelmében Így írunk:

lim sn — lim (l+Q+ga4---- \-q" ’) - ■

Ez az ~ q ’ miként az elemekből ismeretes, a végtelen geometriai 
sor összege E tárgyalásból kitűnik, hogy ez az állítás úgy értendő, hogy az

$2 7 * $4 , • • •
részletösszegek szabályos sorozata által értelmezett szám az ——

Végül utolsó példa gyanánt ezt a számsorozatot vizsgáljuk, melyre a 
következőkben igen gyakran lesz szükségünk:

E sorozat általános tagja :

egyúttal a származtatás módját is feltűnteti. Azt állítjuk, hogy ez a sorozat 
korlátos monoton növekvő sorozat. Evégből először kimutatjuk, hogy az 
n-t-l-ik tag nagyobb az n-iknél. A binomiális tétel szerint:

an

De így is írható:

n (n—1) (n—2)... (n—k+1) 
k! nk ki

Az an kifejezésében ez a k-f-l-ik tag. Az a)1+1 kifejezésében a Zr-f-l-ik 
tagot ebből úgy kaphatom meg, ha n helyébe n-f-l-et írok. De ezzel a szám­
lálóban minden tényező nagyobbodik (mert hiszen az 1 mellett álló kivonan- 
dók kisebbednek); tehát az an+1-nek minden egyes tagja nagyobb az

2Beké: A differenciálxtámitát. I.
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ugyanannyadik tagjánál (természetesen csupa pozitív tagok vannak) és még 

egyn+2-ik tag is van (az < "t{ r), tehát ««s «>

Ezzel kimutattuk, hogy a sorozat monoton növekvő. Most azt mutatjuk 
meg. hogy korlátos, Az rtn felírt A'-j-l-ik tagját nagyobbítom, ha a számláló 
minden tényezőjéből elhagyom a kivonandó!, vagyis, ha sí számlálót. 1-nek 
veszem; vagyis, ha ezen fr-f-l-ik tagol egyszerűen -1, -nak veszem. És ha 
ezt az a„ mindeník tágjánál megteszem, akkor azt kapom, hogy

ill 1a„ 1 -h 1 4- 4 3;.......4] f--y

és ha mos! niég helyébe 1-- . —L ■ ■ * heívébe ™ , s ál-
Q 3! 22 2 , 4. 4.3.2 £

tatában , helyébe a nála nagyobb ~e* tesszük (a nevező minden té­
nyezője helyett a kisebb 2-1 lével, azl találjuk, hogy

. 1 1u., ■- 1 + 1 + -■ 2*‘ ”2’ 2:’

A jobboldalon álló kifejezés a második tagtól kezdve nem egyéb, mint az

1 1 J JL
’ 2 ’ 22 ’ 2:l ’

geometriai sor n ik részletösszege; minthogy pedig minden részletösszeg 
kisebb --- ---- nál. vagyis a iolen esetben 2-nél, lehál1 — q > isj ’

ű(I < 3,

vagyis a szóban forgó sorozat minden tagja kisebb 3-nál és így a sorozat 
korlátos. Az általa értelmezett számol e-vei jelöljük. Később majd meglátjuk, 
bogy ezt az r számot a 2 71828 . . . végtelen tizedes töri állítja elő. A meg- 

1 " állapított jelöléssel :* lim 1 ; )
Eddigelé mindig monoton növekvő sorozatról szóltunk. Éppen 

úgy beszélhettünk volna monoton csökkenő sorozatról is. Az. ilyen 
sorozat vagy minden negatív számnál kisebbé [azaz abs. értékre 
minden számnál nagyobbá] válik, akkor azt mondjuk, hogy —oo-né 
lesz, vagy pedig van egy olyan megadható fr szám, mely ala 
nem sülyed Ekkor a sorozatni korlátosnak mondjuk. Az ilyen 
sorozat isi. miként az olvasó az előbbiek szerint megállapíthatja, 
szabályos sorozat.

8. 0-t értelmező szabályos sorozat. Ha az

«i> a,. a3. a4,....

. J J* Pontosabban ezt így jelöljük )im(l -f j - e és így olvassuk : (1 •+- - ) 
limese, ha n minden határon túl nő (röviden, ha n végtelenné válik!: e, 
amivel nem akarunk most még egyebei mondani, minthogy az (1-4-1), (14-J)1, 
(l+i)s,••• szabályos sorozal által értelmezett szám: c.
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szabályos sorozat sűrűsödő helye 5=s—0, akkor azt mondjuk, hogy 
ez a sorozat. 0-t értelmezi, tTtgyis

lim un=0.

Ekkor tehát az S értelmezésére szolgáló B szelei । pozitív rác. 
számokból áll, az A szelet pedig a negatív 'rác. s mókát tartal­
mazza. Ha tehát fölvesszük a B-ben a /i és az A-bn az a számot, 
melyek különbsége fi-cr<e. akkor a szabályos sorozat alaptulajdon­
sága szerint elmehetünk a sorozatban olyan messze, hogy azon túl 
a sorozat minden tagja az «/? közbe essék. Ha ez a küszöbszám .V. 
akkor tehát

k'n'<é,
ha n>N; mert hiszen úgy a /?, mint az a abs. értékre ó-nal okvet­
lenül kisebbek (mert az egyik póz., a másik neg. és különbségük

o _
» ~ n

8. abri.

í-nál kisebb). Ha tehát a szabályos sorozat a 0-t értelmezi, akkor 
bármely kis e-hoz tartozik olyan N küszöbszám, melyen túl minden 
tag abs. értéke e-nál kisebb, azaz jon|<é, ha ny-N.

Ezt az állítást rövidebben úgy fogjuk ezentúl kifejezni, hogy a 
0-1. értelmező szabályos sorozat tagjai elenyésző csekélyekké (vég­
telen kicsinnyé) lesznek. Ezen 8 kifejezésen éppen azt értjük, hogy 
bármely kis e-l»oz tartozik oly iV küszöbszám, hegy jan; < z, ha ;?>:¥.

Fordítva is áll a dolog. Ha ugyanis a szabályos sorozat tagjai 
végtelen kicsinyekké lesznek, akkor e sorozat a 0-t értelmezi. Ekkor 
ugyanis nyilván a 0 helyen sűrűsödik össze a sorozat.

[Pontosabban ez az állítás így bizonyítható : Bármely pozitív szám az 5-et 
értelmező B szeletbe tartozik és minden negatív jszárn az .4 szeletbe. Ugyanis 
legyen fi egy tetszés szerinti pozitív szám. Válasszunk e gyanánt £-nál kisebb 
számot. Minthogy a sorozat tagjai feltételünk szerint, végtelen kicsinyekké 
lesznek, tehát az adott í-hoz tartozik oly «V küszöbszám, hogy ezen küszöbön 
túl levő minden an abs. értékre f-nál kisebb ; vagyis legfölebb V tagja van 
a sorozatnak, mely (*t-nál nagyobb, p tehát az S-et értelmező B szeletbe tar­
tozik. (Ide teltük ugyanis mindazokat a rác. szamokat, melyeknél nagyobb 
a sorozatban csak véges számú van.) Éppen így mutathatjuk meg, hogy 
minden negatív rác. szám az A szeletbe való. 1 pozitív és negatív számok 
batárszáma pedig 0; tehát 5—0. Éppen így mutatjuk meg, hogy tehát 
kimutattuk, hogy ha a sorozat tagjai a megállapított értelemben végtelen 
csekélyekké lesznek, akkor e sorozat a 0-t értelmezi.

Még egy kis megjegyzést teszünk. Nem is kellett volna külön meg­
mondanunk, hogy a sorozat, amelyről feltettük, hogy tagjai végtelen cseké­
lyekké válnak, szabályos sorozat; mert nem is lehet más. Vagyis: mindazon 
sorozatok, amelyek tagjai végtelen csekélyekké válnak, a 0-t értelmező szab, 
sorozatok. Ha ugyanis a tagok végtelen csekélyekké válnak, akkor bizonyos
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£
NT-tŐl kezdve valamennyien kisebbek abs. értékre nézve -=■ -nél, tehát oly a/? 
intervallumba esnek, melynek baloldali végpontja a. negatív és abs. értéke 
kisebb -R - nél . a jobboldali végpontja |8 pozitív és szintén -nél kisebb. iá á*
Ezen N-iken túl levő tagok tehát mind az ají-ba esnek, bármely kettő kü­
lönbsége abs. értékre e-nál kisebb: a sorozat tehát szabályos ].

A sz. sorozat lehál akkor és csakis akkor értelmezi a 0-t, ha

bármely kis E-hoz tartozik oly N küszöbszám, hogy | an | < e, ha n > N. 
így például ez a sorozat: 1, —, ~,.. —,... 0-t értelmező 

1 — <5 4 n
sz. sorozat. Ha például « = —akkor hozzátartozó küszöbszám

gyanánt N—100 választható, mert a 100-ikon túli tagok mind kiseb­
bek -nál. Hasonlóképpen az 1, -i-, —j,... sorozat

1(M) 4 lo
is 0 sorozat, mert fi-hoz küszöbszámul választhatjuk azt az 

számot, mely —-nál nagyobb. Ugyanis, ha n>—
1 Vs Ve

—r<e. rí*

egész 

akko>-

Hasonlóan ez a sorozat: 1, — |, — j,... melyben a tagok
előjelei váltakoznak, szintén 0 sorozat. Vagy ez a sorozat: a, aq, 
aq2, aq3,.. . atf1,. . ha j | < 1.

Ugyanis az n úgy választható, hogy |aq/I|<é legyen. Evégből
£

kell, hogy: qn < — legyen, amit miként a 16. lapon láttuk, elér­

hetünk, ha n-et valamely, könnyen meghatározható iV-nél nagyobb­
nak választjuk. A sorozat 0 sorozat, melyet rövid jelöléssel igy
Írunk fel;

lim atf1 = 0.

A 0-sorozalban (így nevezzük rövidebben a 0-t értelmező sz. soro­
zatokat) akárminő messze haladjunk is, még mindig lehetnek kü­
lönböző előjelű tagok. Más sz. sorozatban ez nem lehetséges. Ha 
ugyanis S=.v pozitiv, akkor a s-et értelmező A szeletben válasszunk 
egy tetszésszerinti pos. « számot. Ezen a-nál kisebb szám a soro­
zatban csak véges számban lehet, vagyis egy N indextől kezdve 
már a sorozat minden tagja a-nál nagyobb, tehát pozitiv. Éppen 
igy áll a dolog, ha az S=s negativ. Az olyan sz. sorozatban, mely 
nem 0 sorozat, csak véges számú jelváltás lehetséges. Ha az értel­
mezett szám pozitiv (negativ), altkor egy bizonyos megadható 
indexen túl a sorozat minden tagja pozitiv (negativ).

Eddígelé főként olyan számsorozatokról beszéltünk, melyek tagjai rác. 
számok. Látni fogjuk majd, hogy éppen úgy használhatunk olyan számsoro­
zatokat is, amelyek elemei irracionális számok. Ezúttal csuk arra akarunk 
utalni, hogy ha az at, a2, a3, .. . sorozat elemei irracionális számok, melyek 
végtelen csekélyekké lesznek, a sorozat akkor is a 0-t értelmezi oly módon,
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hogy e sorozatra nézve S = s = 0. A bizonyítás éppen úgy végezhető, 
előbb, kimutatva, hogy minden pozitív racionális szám az S-et (vagy s-ei) 
értelmező B szeletbe, és minden negatív racionális szám az S (vagy s) értel­
mezésénél szereplő A-ba való.

A 0 sorozatnak a következő nevezetes tulajdonsága van: Ha 
aii a2i a3»--' szabályos sorozat és 6a, «8)... 0 sorozat, akkor az 

a2-|-«a, a8+«3,... is szabályos sorozat, mely ugyanazt a szá­
mot értelmezi, mint az at, a2, a3,..., vagyis lim(an+*n) = liman.

[Megmutatjuk, hogy az a2+t2, fls-Hs,... sorozat főszármazék­
számai is megegyeznek: S'=s' és hogy S'—S, (azaz S' által létesített A' sze­
let megegyezik az S-hez tartozó A-val, illetőleg B' megegyezik 2?-vel). Sőt 
ennél többet is megmutathatunk, t. i. azt, hogy ha az at, <ia, a3,... tetszés 
szerinti végtelen sorozat, melynek főszármazékszámai S és s, akkor űi-Hi, 
aa+ea, fla+fg,. • • főszármazékszámai szintén S és 3. Ugyanis az S értelmezé­
sére szolgáló B szeletből vegyünk egy tetszés szerinti fi racionális számot. 
Szemeljünk ki még egy ennél kisebb 0, számot is a B-ből. Ennél nagyobb 
szám az at, a2, as,... sorozatban csak véges számban lehet. Van tehát olyan 
N index, melyen túl már &-nél nagyobb szám nincs a sorozatban. Menjünk 
el most az e2, r3,... sorban olyan messze, hogy azontúl csupa 0—Ai-nél

9. ábra.

kisebb szám legyen. Ezt elérhetjük, mert e sorozat a 0-t értelmezi. Mondjuk, 
hogy az N,-ik tagon túl következik ez be. Az N és számok közül a nagyob- 
bikat jelöljük Af-mel. Eszerint tehát egyrészt

an < A, ha n > M,

másrészt: |en|<A —A, ha n>M,

ebből következik, hogy*
an+fn < A ha n > M,

vagyis az at4-e,, aa+ea, as+ea, • ■ ■ sorozatban A~nál nagyobb csak véges számú 
van; a A tehát az S'-bez tartozó B' szeletben van.

Ha pedig a egy tetszés szerinti rác. szám az S-hez tartozó A szeletből 
(azaz végtelen sok a-nál nagyobb szám van az a,, a2, as,... sorozatban), 
akkor szemeljünk ki egy aj>a számot ugyancsak az A-ból. Az Oj-et túl­
haladó szám az a sorozatban végtelen sok van. Menjünk el most az ct, Cg, Cg,... 
sorban olyan messze, hogy minden tag kisebb abszolút értékű legyen a,—a- 
nái. Mondjuk, hogy ez az JV-ik tagon túl következik be. Az a,, a2, a2, ... 
sorozatban végtelen sok, at-nél nagyobb szám van ; tehát az N-ik tagon túl 
is végtelen sok ilyen van. Ha an egy ilyen tag, azaz

a„ > alt

akkor, minthogy :** |en|<at—a.

* U. i. an+fn5::an+línl; kisebb, ha sn negatív, egyenlő, ha en pozitív.
* * U. i. an4-en>a„ —|e„|; nagyobb, ha sn pozitív és egyenlő, ha «„ 

negativ.



22 FEJEZET.
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és minthogy végtelen sok ilyen n index van. te Ml az<í,+e1( «2-rt'2, ,...
sorban végtelen sok a-nál nagyobb szám van, vagyis <r az S'-t értelmező A' 
szeletben van. Azt látjuk tehát, hogy az S-et értelmező B szelet (A szelet) 
minden száma az. S‘-t értelmező lí'-ben (A'-ben) van, tehát S- S'.

Egészen hasonlóan mutatható meg, hogy az alsó származékszámok is 
megegyeznek, vagyis *=s'. Ha tehát az a2i trít a;i, . . . inni szabályos sorozat, 
akkor az at +•*„ o2-r-£g, «s-i. sem szaralt/os aorgrat, de a föszármazék- 
szánwk megegyeznek. Ha pedig az ut, aü. as ... szabályos sorozol, mely az 
S s számot értelmezi, akkor az 'ij-l-í,, u2-t-f2-+ ••• is szabályos sorozat, mely 
ugyanazt az S—s számot értelmezi.]

Fordítva is áll ez az utóbbi állítás. Ha ugyanis kei szabályos 
sorozat

«3’ • • ■ ^2- ^3’ • ■ ■

ugyanazt a számot értelmezi, azaz lius a„ lim bn, akkor e soroza­
tok tagjai egymástól csakis egij t) sorozatban különbözhetnek, azaz

öj, «2—b2, an—b3,... 0 sorozni, vagyis |im(on--hn)-----0.

Ezt megint a kővetkezőképpen láthatjuk be: Legyen a lim<t„- lim t>„ 
értelmezésére szolgáló B szelet, valamelyik száma fi és az A szelet egy 
száma a. E két szám már úgy legyen választva, hogy ff—a kisebb legyen 
egy tetszés szerinti előre megadott t-nál. Akkor, miként ismeretes, elmehe­
tünk olyan messze, hogy az a sorozat minden tagja ebbe az a ... ft közbe 
essék. Mondjuk, hogy N az ide tartozó küszöbszám. Hasonlóképpen menjünk 
el ;> h sorozatban is olyan messzire, hogy' azontúl minden tag ebbe az aft 
közbe essék. Legyen A’3 az ehhez szükséges küszöbszám. A kellő közül a 
nagyobbikat jelöljük M-mel. Ekkor tehál

a < a„ < fi, v <.. b„ <

ha ti. . M. Minthogy az M-ikon túl minden a és minden b az c^-ba esik, tehát

:«n-bn'.'-'i--

ha n_ M És ezzel az állításunkat bebizonyítottuk.

Kimutattuk tehál, hogy kél szabályos sorozat akkor és csakis 
akkor értelmezi ugyanazt a számol, ha lim — hn)---í), vagyis, ha 
megfelelő tagjainak a különbsége 0 sorozat.

Egy és ugyanazt a számot számtalan sok szabályos sorozattal 
értelmezhetjük ; de mindezek a sorozatok egymástól csak 0 soro­
zatukban különbözhetnek. Némelykor még racionális számot is 
szabályos sorozattal állítunk elő, vagyis olyan an a.,, a3,... sza­
bályos sorozatot használunk, melyre nézve lim an=A rác. szám. 
Ezt az esetet még a következőképpen is jellemezhetjük. Az A rác. 
szám értelmezésére szolgáló egyik, legtermészetesebb szabályos 
sorozat az, amelynek tagjai mind egyenlők A-val: A, A, A, ... Ha 
már most az a,, a2, «3,.. . szabályos sorozat is ugyanezt a számot 
értelmezi, akkor
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<L-A ű2~A, a3 A,... a„—A,...

0 sorozat, vagyis lim (a„--A) —- 0,

vagy inás szóval: az a,. a2, a81... .sorozatnak okkor és csakis 
akkor lesz az A rác. szám a határértéke, ka bármely f-hw talál­
ható oly N küszöbszám, hoyy:

|n„—A|<e. ha n>.V 

pl. —— a határértéke az 
1-9

«,=■!, s.2=14-g, ss—l-ug+^2, J4=l+g+V'+V3,. . . sn \+q±q- ■ ••• -r q" ”, • • • 

sorozatnak, ha •</!<!, mert

de hm — 0 (vagyis a — ——, ~sorozat 0-sorozat). n--^ 1—9 ' °- 1-9 ’ 1 -9 ’ 1-9
Ilyen értelemben mondhatjuk, hogy 0'1111..., 3—0'3333 ... s í. 1.
9. Műveletek a reális számokkal. Ha a és b rác. számok, akkor 

az elemekből ismeretes eljárással meg tudjuk állapítani azt a szá­

mot, melyet ci-j-b-vel, a—b, ab vagy --vei jelölünk. Ha e számok 

nem racionálisak, akkor hogyan végzendők e műveletek? Az irra­
cionális számok rendszerint szabályos sorozataikkal vannak értel­
mezve. Kérdés tehát, hogy ha a és b irr. számok szabályos sorozatai 
meg vannak adva, miképpen határozzunk meg olyan szabályos soro­
zatokat, amelyek által értelmezett számokat a és b összegének, kü­
lönbségének, szorzatának és hányadosának nevezhessük. Minthogy 
nemcsak irracionális, hanem rác. számokat is előállíthatunk szabá­
lyos sorozatokkal, a megállapítandó eljárásainknak olyanoknak kell 
lenniök, hogy az esetben, midőn az adott sorozatok rác. számokat 
jelentenek, a régi, ismeretes eredményekre vezessenek. Másrészt 
pedig azt is megköveteljük a szabályos sorozatok értelmezte szá­
mokkal végzendő műveletektől, hogy ezen műveleteknek a rác. szá­
mok esetében fennálló alaptulajdonságai (pl. az összeadás commutativ 
és associativ volta, a szorzás commutativ, associativ és distribuliv 
volta stb.) érvényben maradjanak. Ezzel a mathematikai értelmezé­
sek teljes szabadságának korlátokat szabunk, hogy eljárásaink álta­
lánosságát, rác. és irracionális számokra való egyforma alkalmaz­
hatóságát, biztosítsuk.

a) Az összeg meyállapitása. Ha adva van kél szám: u és b 
szabályos sorozataik áltál, és pedig

<1,, a.,, a3,.. . és bl, />.,, b;,, . . .
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szabályos sorozatok közül az első az a, a második a b számot 
értelmezi, azaz

lim an=a, lim bn~b, 

akkor megalkotjuk e két sorozatból az

a2+b2, a3+t3,...

sorozatot. Bebizonyítjuk, hogy ez is szabályos sorozat és definíció­
képpen megállapítjuk, hogy ezen szabályos sorozat által értelme­
zett c szám az a és b összege, azaz formulában:

lim (a,t-}-/>„) = lim an + lim bn.

Hogy az a1-|-b1, a2-\-b2, a3-)-b3,... szabályos sorozat, azt úgy 
mutatjuk meg, hogy bármely é-hoz található olyan N küszöb­
szám, melyen túl levő tagok különbsége fi-nál kisebb, azaz (min­
den póz. egész A'-ra nézve).

Ian+fc H*

ha csak n > N.

Felezzük meg evégből az adott e számot és határozzuk meg az 
£

«u «2>a3,-- - sorozatra nézve az —-hez tartozó küszöbszámot. Le­
gyen ez N1; akkor tehát minden póz. egész Ar-ra:

lan+A - an| < y, ha csak n >

Ezt az egyenlőtlenséget így is írhatjuk: 

£ £ 
an 2~ < an+k < an H 2""

Határozzuk meg az --hez a \, b2, b3,... szabályos sorozat- 

ban tartozó küszöbszámot. Legyen ez Na, akkor tehát minden póz. 
egész fc-nál

\bn+k~ bn\<hacsak n > N2,

vagyis bn - - < bn+k <bn + ~- fj)

Az Nj és számok közül jelöljük a nagyobbikat Af-el, akkor 
tehát az a) és fi) alatti egyenlőtlenségek fennállanak, ha csak n>M. 
E két egyenlőtlenség megfelelő oldalait összeadva:

an + bn - e < aI1+k + bn+k < bn + bn + «,

ha csak n> M.
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Ez az egyenlőtlenség még így is írható: 

ian+k 4" bn+k í.an 4* ^n)| <-

ha n > M,

és ezzel kimutattuk, hogy az a,4-A, a24-ő2, a34-b3,... sorozat 
szabályos sorozat. E sorozat által értelmezett c számot nevezzük 
az a és b összegének, vagyis c—o-f-b. Ha az egyik összeadandó: 0, 
azaz pl.: a b,, b2, ba,.. . sorozat 0 sorozat, akkor, miként már a 
7. pontban megállapítottuk, az ^4-^, aa-j-b2, a34-b3,... sorozat 
szintén az a számot értelmezi, vagyis <i-}-0=a.

Ezen megjegyzésből azonnal beláthatjuk azt is, hogy az összeg 
független az összeadandók értelmezésére felhasznált sorozatoktól, 
mert ha más szabályos sorozatot használunk az a, ill. a b értel­
mezésére, ez az előbbitől csak 0 sorozatban különbözhetik. Az 
összeadás ezen megállapítása "a rác. számokra megállapított össze­
adás! műveletnek kibővítése; de olyan, amely a régit magában 
foglalja. Ha ugyanis az a és b rác. számok, akkor a legtermésze­
tesebb szabályos soraik:

' a, a, a,...; b, b, b,...

és a megállapított módon e két szám összegét az

a+b, a+b, a+b,...

szabályos sorozat értelmezi, mely valóban: a-f-b.
Példa. A 1^2 értelmezésére szolgáló szabályos sorozat:

1, 1-4,141, 1’414, 1-4142, 1 41421, 1 414213,1-4142135...

A j/3 értelmezésére szolgáló szabályos sorozat:

1, 17, 1-73, 1-732, 1-7320, 1 73205...
A JÓ24-|<3' értelmezésére szolgáló szabályos sorozat:

2, 3 1, 314, 3 146, 3 1462, 3 14626...

Ha az összegben e pontosságot akarunk, akkor mindegyik összeadandó! 
A. pontossággal vesszük figyelembe. így pl., ha 0 0001 pontossággal számo- 
lünk, akkor mindegyik összeadandóban olyan messzire kell menni, hogy a 
hiba 0 00005-nél kisebb legyen. Ezt elérjük, ha mindegyik összeadandóban a 
százezredrészt elhagyjuk, de a rendes módon igazítással pótoljuk a tfz- 
ezredrészt.

b) /I különbség megállapítása. Ha az a számot az at, a2, a3,... 
és a b számot a bt, b2, ba,... szabályos sorozatok értelmezik, akkor 
megalkotjuk az

űj — bj, a2 b2, a3 b3,...

sorozatok Azt állítjuk, hogy ez is szabályos sorozat és definíció-
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képpen e sorozat határértékét, c-t nevezzük az a és b különbségé­
nek. azaz

lim («n—/’n) ~ I™ an hm hn.

A bizonyítás egészen úgy végezhető, mint előbb. A különbség 
ezen megállapítása szintén magában foglalja a rác. számokra vonat­
kozó ismeretes eljárást és azonnal beláthatjuk azt is, hogy a különb­
ség ezen értelmezéséből következik, hogy ha (--a b. akkor a b-\-c.

c) A szorzás megállapítása. Először megmutatjuk, hogyha az a 
szamot értelmezi az ax, a2, a3,. . szab, sorozat és et, e2, e3, e4.... 
egy tetszésszerinti 0-sorozat, akkor az

u2e2, ^V’3> • • •

sorozat is 0 sorozat. Vagyis rövid jelölésben: lim anen—0.
Evégből csak azt kell megmutatnunk, hogy egy tetszesszerinti 

kis £ számhoz tartozik oly N küszöbszám, hogy

ianen|<fi? ha csak n > .V

Szemeljünk ki egy tetszésszerinti póz. d rác. számot, mely az 

a, . :oaj, i a3 j.... sorozat minden tagjánál nagyobb (mivel a véges 
é' 

szám, ez mindig lehetséges) és az adotté helyett vegyük az számot 

Minthogy az e,. e2, <-3,... sorozat 0-sorozat, tehát elmehetünk benne 
£ 

olvan messze, hogy azontúl minden tagja abs. értékre nézve --- -nál 

kisebb legyen ; azaz:

<~r’ ha n>;V.

Minthogy pedig mindenik janj<A, tehát:

<ó, ha n>N

és ezzel kimutattuk, hogy lim anen—0.
Ha pedig az a4, a2. a3,... szabályos sorozat az a számol és a 

b3, ó2, b„, . . . szabályos sorozat a b számot értelmezi és egyik sem 
0-sorozat, akkor azt állítjuk, hogy e két sorozatból alkotott:

atb,, a2/>2, utb4,. . . (inbn,. . .

sorozat is szabályos sorozat és ha az általa értelmezett szám c, 
akkor delin leiéképpen megállapítjuk, hogy

c —• ab, 

vagyis : lim ‘o,,bn) - lim o„ . lim />,, 
Hogy az «,/>,, a3b,t, sorozat szabályos sorozat, annak 

megállapítása végett megmulatjuk hogy bármely z-lioz található 
oh A' küszöbszám, hogv minden A’ póz. egész számra nézve:
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“n-k'bi+k - «AI < *- .

ha ti > N.

Minthogy az adott sorozatok közül egyik sem 0, feltehetjük. 
hogy mindkettő póz. számot értelmez (ellenkező esetben tagjait 
— 1-gyel szoroznék) és így, miként kimutattuk. (20. lapun) egy 
bizonyos indextől kezdve úgy az a sor, mint a b sor tagjai mind 
positivok. Szemeljünk ki mos! olyan pcz. A rác. számot, mely 
nagyobb az a sor minden tagjánál és olyan B póz. rác. számot, 
mely nagyobb a b sor minden tagjánál és az adott kis fi helyett 
vegyük a következő számot;

, fi /. --------------

(Az fi' már oly kicsinyre vehető, hogy egy Af-en túl az an—e’ és 
b„ -t' is pozitivok legyenek.)

Határozzuk meg az í'-hez az a sorozatban tartozó küszöbszámot 
és ugyancsak az fi'-hez a b sorozatban tartozó küszöbszámot. E két 
küszöbszám közül legyen a nagyobbik: N. (A'választásánál arra 
is ügyelünk, hogy az N>M legyen.) Ekkor tehát:

4 * — "ni < *' ha f< >^, 

ami ismét így írható:

í'<«;h/; <«„ + e'.

Éppen így: b„ -fi' < bn+k < b„ 4 ■ c', ha n>N

E k'H egyenlőtlenség szorzásából ered:

o„/>n ■-£'(an+blt')+€'2<an+k.bn±k<altbir\-e'(a,, -H>„)+fi’2

A jobboldalt nagyobbítjuk azzal, hogy fi' szorzóját an+bn helyett 
A-f-B-nek vesszük és még a kis fi' négyzete helyett fi'-t írunk (valódi 
tört négyzete kisebb e törtnél). A baloldalt pedig kisebbítjük oly 
módon, hogy az f:'(an ]-bn) kivonandó helyett a .nagyold) fi'(A-f-B;-t 
tesszük és az fi'2 helyett a kisebb —fi'-t írjuk. Eszerint:

°7. /'a “ M 'I ’ 1) < an+A í,n+i< űn +e' (A 4- B-f-1),

tehát: «r^-í<«n-rklb> k<anbnJr/-

ami még így is írható:

i - k bn k ‘ a i । < fi

és ezzel kimutattuk, hogy az ti^. a2b2, a3b.t,... sorozat szabályos 
sorozat. Az általa értelmezett c számot az a és b szorzatának 
nevezzük. A szorzat ezen megállapítása is független az a 'cs b
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számok értelmezésére használt szabályos sorozatoktól. Ha ugyanis 
más szabályos sorozattal értelmezzük az a számot, ez csak ilyen 
alakú lehet:

aa4-ea, a8+e3> • • •

ahol Cj, e2, e3,... 0 sorozat. Éppen így a b-t értelmező sorozat:

^2 + e2! ^3 + C3» • • •

alakú, ahol e'lf e'a, e'8,... is 0 sorozat. E két sorozatból az előbbi 
eljárással megalkotjuk azt, melynek n-ik tagja:

an 4" en 4* en an 4* en en •

Ezen sorozat pedig az összeadás értelmezése szerint 4 szám összegét 
értelmezi: ez összeg:

lim anbn 4- lim enbn -f- lim e'n an + lim ene'n.

De a második, harmadik és negyedik tag 0, tehát az új sorozat 
határértéke is lim anbn.

A szorzás ezen megállapítása természetesen magában foglalja 
azt az esetet is, midőn az egyes tényezők racionálisak, és ezen 
esetben az ismeretes szorzatra vezet. Ha ugyanis a és b rác. szá­
mok, akkor a legtermészetesebb értelmezésük az a, a, a,... illetőleg 
b, b, b,. . . szabályos sorozatok és így a szorzatot értelmező sorozat: 
ab, ab, ab,.. . valóban az ab számot szolgáltatja.

A szorzat megállapításánál a legfontosabb lépés annak a kimutatása 
volt, hogy az atbt, a2b3, a3b3,.. . sorozat szabályos sorozat. A bizonyításnál 
követett eljárás világosabbá válik, ha a közönséges számvetésben követett 
hasonló eljárásra utalunk. Ha adva van két (esetleg végtelen) tizedes szám

aa4a2a3a4. . . p piP^Pt. ..
az. első a egészet, a második egészet is tartalmaz és e két szám szorzatát 
akarjuk megállapítani e pontossággal, akkor a következőként járhatunk el. 
Kiszemelünk olyan A számot, mely nagyobb az első számnál és olyan B 
számol, mely nagyobb a második számnál (ilyen pl. a-|-l, vagy a-(“í4-t). 
«-ctj(a24-l) s í. t., £+1, vagy p (A4-1),. ..) és ha mindegyik tényezőt

t
A+B+í

pontossággal vesszük tekintetbe, akkor a szorzat e pontosságú lesz. így pl., 
ha 32 53482672... és 58'79325483. .. szorzandók egymással íq^q pontosság­
gal, akkor A gyanánt 33, B gyanánt 59 választható., így -v— : helyett a kisebbrl A+zí-j-j
“WtT = TÖÖÖÖÖir Veendő ’ va^ls’ ha a tényezőket milliomodrészre kikerekitjük, 
akkor a szorzat tízezredrészre pontos lesz; tehát 32 534827 és 58 793255 szor­
zandók.

d) A hányados megállapítása. Ha bt, bt, ba,... szab, sorozat 
a O-tól különböző b számot értelmezi, azaz lim fen=b=j=O, akkor az
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£ 1 1 J_
V V V" bn'- -

is szabályos sorozat és az általa értelmezett fi számot a b reciprok 
értékének mondjuk, azaz:

11,n 77n ” Iim7i7

Feltehetjük, hogy b pozitív. Szemeljünk ki egy tetszésszerinti, 
fr-nél kisebb B póz. racionális számot. Tudjuk, hogy a bt, b2, b3,... 
sorozat a b helyen összesűrűsödik, azaz, ha még egy tetszésszerinti 
A számot is választunk, mely ö-nél nagyobb, akkor bizonyos N index­
től kezdve, a sorozatna' minden tagja B és A közé esik, tehát 
B-nél nagyobb. Nekünk ezúttal csak arra van szükségünk, hogy a 
sorozat tagjai (bizonyos tagtól kezdve) mind nagyobbak a B-nél. 
(Ezt nem mondhattuk volna, ha a b—0 lett volna, amit kizártunk). 

Azt kell megmutatnunk, hogy az y, ~, -j—,... sorozat szabá-L>1 o2 b3
lyos, azaz tetszésszerinti é-hoz található oly M küszöbszám, hogy

1 1 i U k -
I T------ £----- I < «, ha n > M

i '}n k I

és k tetszésszerinti póz. egész szám.
Az adott 6-ból állítsuk elő az £'—B2e számot és menjünk el 

az adott tj, b2, ba,... sorozatban olyan messze, hogy egyrészt már 
teljesítve legyen az a követelés, hogy minden bn nagyobb legyen 
a B-nél, másrészt pedig, hogy két tag különbsége é'-nél kisebb 
abs. értékű legyen. Tegyük fel, hogy M-nél nagyobb indexekre ezt 
már elértük, azaz

\bn+k-bn\<e' és >n|>ő, ha n>M.

Most állítsuk elő ezt a különbséget:

1_____£
bn+k bn

Ez a különbség, ha n>M

I 1 1 _  bn+k bn e _ „
I bn+k bn bnbn+k

(mert a számlálót nagyobbítottuk, 'midőn helyébe e'-t írtunk és a 
nevezőt kisebbítettük, midőn úgy a |ön|, mint |t»n+kl helyett B-t 
írtunk).

Ezzel kimutattuk, hogy az —sorozat szabályos. £
Az általa értelmezett ff számot definícióképpen —-nek mondjuk.
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Ha mái most at, a.,, a,,... az •? számol értelmező szabályos 
sorozat, akkor a c) alatti pont értelmében az

a, c2 m.
l>2 'S

is szabályos sorozat és határértéke a • , melyet J -nek fogunk írni.

Formulában tehát:
an lima„ . .■ , , _hm — -p- ha hm bn 4= 0.
I'n hm l>„

A recíprok érlék megállapításánál a legfontosabb lépés szintén annak a 
kimutatása volt, faogj' az J- , -J -.... szab, sorozat. Az ill követett gondolat- 

”2
menetet gyakran alkalmazzuk a közönséges számításnál is. Ha ugyanis adva 
van a b—fiíhPAPt • • • tizedes tört és előre megállapítjuk, hogy az Á hánya­

dost £ pontossággal akarjuk kiszámítani, kérdés, hogy az osztóban hány 
tizedes jegyei vegyünk tekintetbe? Evégből meghatározunk egy, a á-nél 
kisebb/< számot, pl. /J-t, ha ez nem 0, vagy .. . s í. t. és a b számból 
annyi tizedes jegyet, hagyunk csak meg, hogy a hiba B^e-nál kisebb legyen ; 
mert ekkor már az j- hányadost t pontossággal kapjuk. így pl., ha az osztó : 
43 7653182 ... és a reciprok értékét pontossággal akarjuk meghatározni, 
akkor így járunk el: fí gyanánt 40-ef veszünk (43 helyett) és akkor #*=1600 
és e helyett a kisebb 1000-et vesszük. fí2e tehát a jelen esetben : r&S&w rásj- 
vágyig az osztót ezredrészre kerekítjük ki. Osztó gyanánt a 43'765-ol hasz­
náljuk.

Ha pedig e két szám hányadosát akarjuk meghatározni: a—aa,azv:i. . . 
és b-fiPtp.^. . . e pontossággal, akkor tudjuk már élőbbről, hogy az egyes 
tényezőket e'< .—5—— pontossággal kell tekintetbe vennünk. Az egyik 

4+ o+l 1 
tényező a, a másik

10. A szabályos sorozat általánosítása, Edd igeié főként olyan szab, 
sorozatokról szóltunk, melyeknek tagjai racionális számok; mert 
hiszen a szab, sorozat értelmezésében szereplő an+k—a,, különbségről 
nem szólhattunk, fia az a„+k és an nem racionálisak. Most azonban, 
minthogy a műveleteket, főként a. kivonás műveletét minden reális 
számra kiterjesztettük, semmi sem akadályoz bennünket abban, 
hogy mindazt, amit rác. számokból álló szab, sorozatokról mondtunk, 
kiterjesszük az olyan szab, sorozatokra, is, melyek tagjai bár­
minő reális .számok. (Egy esetben már ezt meg is mulattuk' a 
0 sorozat tagjai t. i. tetszésszerinti számok lehetnek, vagyis, ha 
valamely e,, e2, e8,... sorozatra nézve minden é-hoz található oly 
N küszöbszám, hogy |en|<í', akkor e sorozatnak egyetlenegy össze- 
Sűrüsödégi helye van és ez a 0. tehát akkor e sorozat a már 
ismert módon a 0 értelmezésére szolgál.) Általában már most 
mindazokat a sorozatokat, melyekre nézve bármely pozitiv 6-hoz 
található oly iV küszöbszám, hogy — o„| < é minden póz. k
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indexnél, ha n>iV, szabályos sorozatoknak nevezzük. (Minden, reális 
számokból álló sorozatnak van két főszármazékszáma 5 és s es ha 
ezek összeesnek, a sorozat szabályos.) Ezen sorozatokra vonatkozó­
lag éppen úgy mutathatnék meg az összeadás, kivonás^ szorzás és 
osztás törvényeit mint előbb; ezekre nézve éppen úgy következik, 
hogy két sorozat akkor és csakis akkor értelmezi ugyanazt a szá­
mot, ha egymástól 0 sorozatban különböznek.

Ebből az állításból egy nevezetes következtetést vonunk !e. 
Azt már láttuk, hogy h» cq,^, szab, sorozat egy a rác. 
számot értelmez, azaz, ha lim an—a rác. szám, akkor ez. még úgy 
is kifejezhető, hogy az

at — ot, aa- a,... on— a,...

sorozat 0 sorozat (L. 23. lap}. Ugyanígy áll a dolog akkor is, hg 
a irracionális szám. Ekkor ugyanis az

°i ’ n2> °3’ • • és ot, ot, íz, . . .

sorozatok ugyanazt a számot értelmezik, tehát előbbi megjegyzésünk 
szerint az

a1—a, a2—a, a,—a,. .. otB— ot,.. . 1)

sorozat 0 sorozat, vágyig

lim (an—a) -- 0.

Fordítva is áll a dolog. Ha ez az 1) alatti .sorozat 0 sorozat, 
akkor az a2,... oly szabályos sorozat, mely az ot-l értelmezi, 
mert hiszen ez a sorozat az a. a. a.. . ,-ból úgy keletkezik, hogy 
az a, <r2—ot, aR — a,... 0 sorozatot hozzáadjuk.

Ebből a szab, sorozat új világításba kerül. Eddig az at, «8,...
sorozatról úgy kellett mindig megmutatnunk, hogy szabályos soro­
zat, hogy tagjainak egymásközti különbségéi vizsgáitok, azt néztük, 
hogy egymástól. elég messze haladva a sorban, elég kevéssel kü­
lönböznek-e: de most már némelykor másként járhatunk el. Ha 
ugyanis megmutatjuk, hogy a sorozat tagjai egy bizonyos a szám­
tól tetszésszerinti kevéssel különböznek, ha elég messze haladunk 
asorozatban, vagyis, ha megtudjuk mutatni, hogy egy tetszésszerinli 
kis pozitív e-hoz tartozik oly N küszöbszám, hogy azontúl mindig

lan — a| < 6. ha csak n > N

[vagyis lim(an -a)~-0], akkor nemcsak azt mutattuk meg, hogy e 
sorozat szabályos, hanem egyúttal azt is. hogy az általa értelme­
zett szám; a. vagyis lim a„—a

Lássuk ezen fontos megjegyzés alkalmazását egy-két példán.
1) A 0-1111... végtelen tizedes törtre azt mondjuk, hogy: j. Mi ennek 

a pontos értelme ? Egyszerűen az. hogy a
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01, Oil, 0111, 01111, .. .

sorozat oly szabályos sorozat, melynek limese: J. E sorozat n-ik tagja ugyanis:

10" -,4-10', -24-10"-’H---- hl _ 10"—1
«n- 10n - 9.10" »

1 _ 1 _ iQ'1—i _ itehat 9 a„ - 9 g w„ - 91(yi

és minthogy oly messze mehetünk a sorban, hogy -q-“- mindig kisebb le- 
gyen egy tetszés szerint megadott r számnál, tehát:

lim an = * •

2. Egy másik példa, melyen rác. határérték létezéséi mutatjuk meg, a 
következő : Ez a sorozat:

i L L 1... 1
’2’4’8 2"•

0 sorozat. Legyen már most a az 1-nél nagyobb szám : a— l-|-u. Alkossuk meg 
a következő sorozatot:

. i_ i i
a2, a4, a8,... a2*,...

Azt állítjuk, hogy ez szabályos sorozat, méh' az 1-el értelmezi; azaz:

lim <<-"= 1.

Evégből csak azt kell megmutatnunk, hogy az

(a2 —1), (a* —1), (a8—1),... (a2"-l),... a)

sorozat 0 sorozat, vagyis: lim (a2”—1) =0. Jl-*o
Ezt a következő megfontolással mutatjuk meg: Először is beláthatjuk 

azonnal, hogy az a2, a*, a8,... sorozat monoton csökkenő, mert általá­
ban 1-f-u > yl+u (mindig a pozitív gyökre gondolva), ha Ar</; továbbá az 

i >
a2, a4,... számok mind nagyobbak az 1-nél, mert ha 1-nél nagyobb szám­
ból gyököt vonunk, a gyök 1-nél nagyobb lesz. így tehát a sorozat korlá­
tos ; következésként szabályos sorozat; most már csak azt kell megmutatni, 
hogy határértéke: 1. Azt állítjuk, hogy

2 ’
— II

mert, ha ez az egyenlőtlenség nem állana, akkor a2 > 1 -|---- volna és ebből
„2 2

négyzetreemeléssel következnék, hogy a—l-|-a>14-u + -— lenne, ami kép-x 4 , r
telenség. Így tehát valóban ö2<1-|—— • De ebből új gyökvonással követ-—I
kezik sorra :

a4<l+-“, a’<l + |, ‘ <l+4’• ■ a’"<1+4
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Mondhatjuk tehát általában, hogy
l<a^<l + #-

2«
—— ués így: 02"— le—■■

De ezzel már ki is van mutatva, hogy az a) alatti sorozat 0 sorozat, mert ha 
egy tetszés szerinti e szám adatik, mindig találhatunk oly N-et, hogy — 
legyen és ha n ennél az N-nél nagyobb, akkor mindig: -ajj-O, tehát az
a) alatti sorozatban N az r-hoz tartozó küszöbszám. E 
zat és így valóban :

sorozat tehát 0 soro-

lima2" — 1.

Ha a az 1-nél kisebb pozitív szám, akkor is limo2’1 — 1 
tünk, hál tekintetbe vesszük, hogy ez esetben az a‘, 

Erről meggyőződhe- i i
a4, a8, . . . sorozat

monoton növekedő, de minden tagja kisebb lévén 1-nél, korlátos sorozat.
Ezután folytatólagosan így okoskodunk:

Minthogy a kisebb 1-nél, tehát ilyen alakban írható: a = - -— és így:

a'- 1

A jobboldalon a nevező helyett a nagyobb 1 -sy-t te..szűk, tehát 

így:

1-t- “ ' 2"

L
0< 1 — ott" 1

1 + -° r 2>i

a
2"

t 2n

és ha a szélső tagban a nevezőből még az -el elhagyjuk, akkor még 
nagyobbítottuk, tehát

0 < 1 - aF< JL

és ebből már ép úgy, mint előbb, következik, hogy most is :
i •

lim (1—a2") - 0.
n-»)

3. Harmadik példa gyanánt a következőt választjuk, mely az előbbinek 
általánosítása. Legyen ej, e2,es,... egy tetszés szerinti (racionális) O-sorozat 
és a tetszés szerinti, 1-nél nagyobb szám, akkor

a**, a*2, ae»,... aen,.. .

szabályos sorozat, mely az 1-et értelmezi, vagyis limaen=l. Ezt az állítást 
az előbbi példában bebizonyítottuk, ha az et, e2, e3,... ez a speciális 0 sorozat 
volt: 1, -% , -j-, -g-,-.- Most egész általánosan akarjuk az állítás helyességét

Beke: A differcnciáltzámitáa. I.
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igazolni. Azt kell csak kimutatni, hogy — II tetszés szerinti kis f szám­
nál kisebb lesz, ha csak n-nel elég messzire megyünk. Azt mái bebizonyí­
tottuk, hogy az 1, -j , ’' ' ' • sorozatban elmehetén olyan
messzire, hogy

ja2"—l|<e, vagyis l<a2"<l-|-e

legyen, ha csak ;í>i\r. Minthogy pedig az Cj, e2,... 0 sorozat, tehát elmehe­
tünk olyan messzire, hogy minden c szám abs. értekre nézve kisebb legyen 
-^w--nél. Mondjuk, hogy ez az Afriktól kezdve bekövetkezik. De ha az. expo­
nens kiscbbedik, az 1-nél nagyobb szám hatványa is kisebbedik és így, ha 
em positiv szám, akkor, hacsak m:>M,

t
1 < <t 2* < 1 f.

Ha pedig en, negativ szán?, akkor meg az exponens abs. értékének csökke­
nésével a halvány nő. tehát i

1 >• :ie"‘ > a 2W .

A jobboldalon álló kifejezésről éppen úgy, mint 33. lapon, megmutatható, 
hogy 1—e-nál nagyobb, tehál

1 > aem : > 1 —

ha in M és így minden esetben :

■ — ] | < e,

ha m>M és ezzel a szóban forgó állítást igazoltuk. A bizonyítás arra az 
esetre, midőn a<1, (de a>0) éppen így végezhető. Formulában ezt így ís 
fogalmazhatnék: •

Ha lim en-0 [azaz et, •■2, e3,... 0 sorozat], és « póz. szám, akkor lim ac" — 1
11. Az irracionális számokat tartalmazó szabályos sorozat helyette­

sítése racionális sorozattal. Az előbbiekből egyszerűen következtet­
hető, hogy gyakorlati szempontból nincs is szükségünk az olyan 
szabályos sorozatra, melynek tagjai között irracionális számok is 
vaunak. Ha ugyanis egy tetszésszerinti irracionális a számról van 
szó, akkor alkothatunk olyan rác. számot, mely az <z-tól egy meg­
adott fi-nál kevesebbel különbözik. Evégből nem keli egyebet ten­
nünk, mint az a értelmezésiére szolgáló (péld. az általa létesített 
A szeletből kiválasztható) racionális a,, a2, a3,. . . an,. ,. szabályos 
sorozatban olyan messzire menni, hogy |an—a|<<? legyen.

Ezen kis megjegyzés alapján már most, ha az adott szabályos 
sorozatunk:

, a2, a8

irracionális számokat is tartalmaz, akkor felveszünk egy tetszés­
szerinti et, e2, e3,... en,... (csupa póz. számból álló) zérus soro­
zatot (pl.: 01, 001, 0 001,...) és megkeresünk egy olyan rác.
számot, mely ctj-től et-nél kevesebbel különbözzék; azután rác.
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számot úgy, hogy |aa--/<|<e2 legyen, továbbá fi3 rác. számot, hogy 
|a3—/?3|<e3 s. I. t. legyen, (ha nq, ota, «,,,. . . végtelen tizedes törtek, 
akkor kikerekitjük őket rendre 0’1, 0 01, 0 001,... pontossággal). 
Azt állítjuk, hogy a /?,, /í2, /?3,. . . sorozat is szabályos és ugyanazt 
a számot értelmezi, mint az adott a3,.. . sorozat. Ugyanis az

/ib- • • ■ etn r»„, . . .
mint azonnal belátható, 0 sorozat és ezzel állításunkat igazoltuk.

12. Más műveletek az irracionális számokkal. Megállapítottuk, 

mit kell értenünk n-|-Z>, a—b. ab, alatt, ha a és b irracionális 

számok, vagyis, hogy a és b sz. soraiból hogyan kell olyan sz. soro­
kat készítenünk, melyek az a±b, ab és számokat értelmezik. Alig 

szükséges megemlíteni, hogy zen alapon már nemcsak két, hanem 
több irracionális számmal is elvégezhetjük a négy alapműveletet, 
vagyis az a, b, c,.. .. irracionális számokból összeadás, kivonás, 
szorzás és osztással (ha csak az osztó nem 0) alkotható minden 
kifejezés értelmezve van. így például, ha x irracionális szám, akkor 
x mindéit pozitív vagy negatív egész hatványa is értelmezve van. 
Ha ugyanis az x meghatározására szolgál az

xt, x2, x3,... xn, . . .

szabályos sorozat, akkor x~ alatt az
y.2 p2 ».2 j.2

szab, sorozat által értelmezett számot, e sorozat határértékét, azaz 
limx’-t kell értenünk. A szorzás tárgyalásánál láttuk, hogy' ez 
a sorozat tényleg szab sorozat és az ott megállapított eljárásból 
még az a fontos dolog is következeit, hogy ha az x értelmezésére 
nem éppen ezt a szab, sorozatot használtuk volna, hanem bármely 
más (tehát ettől 0 sorozatban különbözőt) akkor is ugyanerre a 
határértékre jutottunk volna. Általában, ha in pozitív vagy negatív 
egész szám, és az x irracionális számot az xt, xa, ,v8, .. . sorozattal 
definiáljuk, akkor az

af, x™ x"’, . . .

is szab, sorozat és a limese: xm. Formulában ezt így írjuk: Ha 
x—lirnx,, (azaz x az x,, xa, x3r>. . szab, sorozat által van meg­
adva), akkor

lim (®J*)=xn‘~(lim xn)m.

E sorozat határértéke, az x'n szám független attól, hogy x értel­
mezésére minő szabályos sorozatot használtunk.

Ebből következik az is\ hogy az x irracionális számmal alko­
tóig. ilyen egész kifejezések.

3*
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ar’-j-fex-j-c. «r' pt>x24cx-Hd, • • • n0.ri'+a1.r,l'~,+«2.ric_2-|------ j-a*,

vagy ez a törtkifejezés:

«(>.rfc 4- <i, .rk -* 4- OjX* 2+• • •+at
/jQ.</4-/>vr/-t +•••+/>!

is oly módon számítandók ki, hogy az x-el értelmező bármelyik 
■ac. szab, sorozat tagjait x helyébe egymás után helyettesítjük. Az 
így kapott helyettesítési eredmények szab, sorozatot alkotnak (ha­
csak a nevező nem 0 sorozat) és e sorozat által értelmezett szám 
adja meg a kifejezés értékét.

Feladatok és gyakorlatok.

, . ,, , . , ,12 3 n—11 Bizonyítsuk be, hogy ez a sorozat: , ~r , • • • ------ , • . ■ szab.’ • 2’3’4’ n ’
sorozat, mely az 1 r.t. értelmezi. Mutassak meg, hogy e sorozatnak 1 egy­
úttal a felső határa. Mekkorák az í-01, 001, 0’001-hez tartozó AT küszöb­
számok ?

2. .Mulassuk meg, hogy 2, 2, szintén 1-et értelmező szabályos
sorozaI.

3. Mutassuk meg, hogy 2, f, . számhalmaz nem szab,
sorozat és hogy főszármazékszámai: 0 és 1.

4 Ha t,, jelenti az r sugarú körbe írt szabályos n-szög területét és Tn 
a körülírt szabályos n-szögét, mutassuk meg, hogy e sorozat: Zl2, /24,... 
szabályos sorozat. Éppen így, hogy TJ, rta, Tit,... szabályos sorozat és mu­
tassuk meg, hogy lim Z„—lim Tn.

5. Legyenek « és b^>a pozitív számok. Alkossuk meg sorban ezekből a 
következő pozitív számokat:

fc. = -2í+É-

Minthogy h>a, tehát: fc>fl,>a: és ö, .J>.
A most előállított «, és ő,-ből ugyanilyen módon állítsuk elő:

Oj-l/ajT,, azután: <is - /aX, ős =, s í t.

Mutassuk meg, hogy az. a, at, a2,. . , valamint a b, b,, . szab,
sorozatok.

... , <h+b b—at , b—a1 ovábbá; 0i — a, = —x------ at — —, - •£2.

Mulassuk meg ennek alapján, hogy liman=limbn. Ugyanezt még így is 
megmutathatjuk:

bn = ««, tehát lim bn ,

miből lim <»n=limb„.
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Jegyzet. A.?. elemi geometria megmutatja, hogy

lm — Vín Tn ás ~>p— — ~i--- 1—rp— ,
1 m <m a ii

(ahol t„ és r„ a 4. feladatban megállapított értelműek), vagyis-

Ha a =és tesszük, azaz (r=l téve): ó— , akkor
„ '•* '* ’ 1 az előbbi at, <t2, u3,. .., valamint />, bt, b2,... sorozatok az - számot értei-Tt 

mozik.
6. Bizonyítsuk be, hogy ha alt cr2, a:l,... racionális számok szabályos 

soroznia és lim an—a és a tetszés szerinti pozitiv szám, akkor a“i, aaa, a®», . . . 
is szabályos sorozat. Ugyanis e sorozat mindenik tagja kisebb valamely M 
számnál, tehát ! aan—aa/i+fcj < M 11—aan+k an j. Válasszuk a p számot oly 
kicsinyre, hogy |1—af | < ™ legyen. Ez lehet séges a 33. lapon foglaltak szerint.

És most menjünk el az n-el oly messze, hogy |an—legyen, ha 
n>N. Ekkor már aztán: | aan—ann+k j < e, tehát a szóban forgó sorozat sza­
bályos. Ha AAA<... ugyanazt az a-t értelmezi, akkor oA, aA, «A,... ugyan­
azt a számot értelmezi, mint «“», aa2. aas,...

Ugyanis az «A, «A,... sorozat az a“i, a“»,...-ből úgy keletkezik, hogy 
rendre az riA~«i, aA~«z, «A—«s,.. .-mai szorzunk. De itt az exponensek 
0 sort alkotnak, tehát lim afln~®n=l.

7. Bizonyítsuk he, hogy e számok

1. 1 + 2» ’ 1 + 2s + 3a ’ ’ ‘ ’’ 1 + 2a "* 7? ’ • ‘ •

szabályos sorozatot alkotnak.
Jegyzet. Minthogy a sorozat növekvő, elég megmutatni, hogy korlátos. 

Ez például így lehetséges:

8. Bizonyítsuk be, hogy

,im (1 - -Jr) (t - -Jr) (» - -Jr) • • ■ (1 - Jr) =

Jegyzet. Evégből egy kis átatakílást kell végeznünk.

(1 2’)-^ 3a)' . _1 x (2®—1) (3a—1).. . (na--l)
' n2- (1.2.3...nja

1.3.2.4.3.5 .(n-1) (n |-1) _ J .. . (n— IJ_ _3.4 . . . (n-i-1)
(1.2.3... n)a ~ i.2... n ' i.2..*.n

_n+1 _ 1 1
2it ~ 2 + 2n
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IRODALOM.

Jegyzet. Kézikönyvünkben a szám fogalmának leiépítéséi nőm tárgyaljuk 
rendszeresen, mert messzemenő fejtegetéseket igényelne. Az olvasónak, aki I 
e résszel behatóbban akar foglalkozni, ajánljuk a következő forrásokat.

1. Dedekind: Was sind u was sollon die Zahlen. Braunschweig 1887. 1893. j
■2. Kronecker Über den Zahlbegriff. Jonin. f. Math. 101. és Philos. Aussálze 

Zeller gewidmet. Leipzig 1887.
3. Helmholtz Zahlen u. Messen, u. o. I.. egyúttal szerző dolgozatát a Ter­

mészettud. Társulat jubileumi évkönyvében: Számlálás és mérés
4. Frege Grundlagen dér Arilhinetik. Breslau 1884.
5. Hansel Theorie dér eomplexen Zahlsysteme. Leipzig 1867.
6. Russell The principles of mathematics. Cambridge 1903. p. 111.
7. Hilbert Über die Grundlagen der Logik u. der Arithmetik. Intern, math

Congressus. Heidelberg 1904. és egyúttal Grundlagen der Geometric 
1903. p. 24.

8. Holder Die Axiome der Quantitat u. die Lehre vom Mass. Leipzig 1901.
9. Kőmu Analízis. Budapest 1886. 1—63 lap.

Az 1. fejezetben tárgyaltakhoz a következő forrásokat és kiegészítő 
munkákat ajánljuk.

1. König Analízis. Második szakasz.
2. Lipschitz Lehrbucb der Analysis I. Bonn 1877.
3. Jordan Cours d’Analyse I. Paris 1909.
4. J. Tannery Introduction á la théorie des fonctions d'une variable L p. 

1—42. 1904.
5. Dedekind: Stetigkeit u. irvationale Zahlen. Braunschweig 1872, ahol a 

sz< letalkotás először szerepel.
6. Cantor Math. Annáién 5. kötet p. 128.
7. Heine Journal für reine u. angew. Math. 74. p. 174.
8. Dantscher: Die Weierstrass’sche Theorie der irr. Zahlen. Leipzig. Lásd 

még a Weierstrass-féle elméletet: Kossak berlini Werder gymn. programm- 
értekezésben 1872-ben.

9. Baire Théorie des nombres irrationels, des  et de la continnité. 
Paris 1905.

liniit.es

10. Kitűnő összefoglalása az egész elméletnek: Pringsheim Irralionalzahlen 
u. Convergenz unendlicher Processe Encycl. de Math. I. p. 47.

liniit.es


II. FEJEZET.

A FÜGGVÉNY FOGALMA.

1. Állandó és változó. Az elemi mathematikában főként állandó 
mennyiségekkel volt dolgunk. Ez a szám; 5 egy meghatározott 
számértéket jelent. Sokszor nem törődtünk a használt számok 
nagyságával, mert inkább a számok összekapcsolásának módja, a 
számítás képlete érdekelt bennünket. Ilyenkor betűkkel jelöltük a 
számokat E betűk szintén meghatározott és rendszerint számítá­
sunk folyamán meg nem változtatható értékű számokat képvisel­
tek: csak absztraháltunk a számértékeiktől. Ezzel ellentétben olyan 
jeleket is használunk, melyek nem egyetlen értéket képviselnek, 
hanem az értékek egész halmazát így például, ha azt mondjuk, 
hogy x jelölje a 0 és 1 közötti számok bármelyikéi, de oly módon, 
hogy x a 0 és 1 közötti minden száinértéket fölvegye, vagy ha azt 
mondjuk, x jelölje a racionális számok bármelyikét, oly módon, 
hogy minden rác. értéken áthaladjon, akkor, ha az x-et mennyi­
ségnek tekintjük, voltaképpen olyan mennyiségnek kell gondol­
nunk, mely a nagyságát változtatja, mintegy különböző állapotokba 
kerül. Az ilyen mennyiséget röviden változónak mondjuk. És pedig, 
ha e mennyiség változását más mennyiség változása nem befolyá­
solja, vagyis teljesen szabadon tulajdoníthatunk neki értékeket, 
akkor független változónak mondjuk. Példaképpen megemlítjük, 
hogy ha x minden száraértéket szabadon (pozitivot, 0-t vagy 
negatívot) fölvehet, vagy ha minden egész számú értéken áthalad, 
vagy ha minden, 0 és a közötti értéket képvisel (a 0 és a határo­
kat is beleértve, vagy pedig egyik, vagy mindkettő nélkül) Stb., 
akkor x független változó. Általában tehát, ha egy tetszésszerinti 
számhalmaz adatik és x e számhalmaz minden számértékéi fölveheti, 
azaz e számhalmaz minden elemével egészen szabadon, minden más 
mennyiségtől függetlenül, egyenlővé lehető, akkor az x független 
változó. A megadott számhalmazt az x független változó érték­
halmazának nevezzük.

A legtöbb esetben a változó értékhalmazánl egy egész számközt tekin­
tünk, például az a és b megadott számok közét. Ilyenkor külön meg kelt
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mondanunk, hogy az x fölveheti-e a számköz határait is, vagy hogy azok 
egyikót, vagy mindkettejét a halmazból kirekesztve gondoljuk-e? De némely­
kor előfordul, hogy az x nem veheti fel egy számköz minden számértékéi, 
hanem például csak a számközben levő racionális számokat, vagy a szám- 
közben levő irracionális számokat stb., szóval az x értékhalmaza nem az 
egész számköz, hanem annak egy, mindenesetre teljesen meghatározott része.

A változót rendszerint az abc utolsó betűivel, x, y, z,.. .-vei jelöljük.
Ha e független változó mindenkori értekéhez egy meghatáro­

zott számértéket rendelünk, akkor ezzel egy második számhalmazt 
értelmezünk. így például, ha megalkotjuk ezt a kifejezést: 3x-p5, 
akkor ezzel már az x független változóhoz azt a számértéket ren­
deltük, amelyet kapunk, ha x mindenkori értékét a 3x-j-5 kifeje­
zésbe helyettesítjük. Az így nyert számértékek ismét egy szám- 
halmazt alkotnak. E számhalmaz összefoglaló ábrázolására ismét 
egyetlen jelet használunk, midőn azt mondjuk, hogy a 3x-f-5 ki­
fejezést y-nal jelöljük. Az n is változó mennyiség, melynek a 3x-{-5 
által jellemzett értékei mintegy különböző állapotait szolgáltatják. 
Minthogy az g számértékei az x független változó számértékeitől 
függenek, az y-t függő változónak (azaz x-től függő változónak), 
vagy röviden x függvényének mondjuk.

így például, ha ezeket a vonatkozásokat írjuk fel:

y = 3X2 - + 8, * = « = Vl-x, i, = 1 + y + T4------kx’

akkor az első esetben x minden számértékéhez az y részére olyan értéket 
rendeltünk, melyre a 3x"—5x4-8 kiszámításával jutunk. A második esetben 
x minden számértékéhez a r-nek azon számértékét rendeltük, amelyre az 
X-l-1——p kiszámításával juthatunk. De itt már egy megjegyzést kell tennünk. 

Az osztásnak csakis akkor van értelme, ha a nevező O-tól különböző. Ha 
tehát x=l, akkor a hozzátartozó z érték eddigi értelmezéseink alapján nem 
számítható ki. Az x független változó értékhalmazából tehát ezt. az egy szá­
mot, az x=l-et ki kell hagynunk. Vagyis a második esetben az x érték­
halmaza nem az egész számsor, hanem e számsor az x--l hely kihagyásá­
val. A harmadik példánál ismét két fontos megjegyzés teendő. A —x-nek 
valós értéke csakis akkor lehet, ha x<l-nél, tehát az x értékhalmazából az 
l-né£ nagyobb számodat ki kell hagynunk; másrészt pedig tudjuk, hogy a 
| 1-a: kétértékű, tehát, hogy az u meghatározottá váljék, azt is meg kell 
mondanunk, hogy e két érték közül melyik veendő. így például a meghatá­
rozás teljes, ha megmondjuk, hogy mindig a pozitív (illetőleg x=l-uél 0) 
érték_yeendő u gyanánt, vagy ha megállapítjuk, hogy pozitív x-ekre nézve a 
V 1 —x pozitív értéke, negatív x-ekre nézve pedig a ]fl—x negatív értéke 
veendő s í. t. A negyedik formula alakjából következik, hogy x-nek csakis 
pozitív egész számú értéket tulajdoníthatunk; tehát x értékhalmazát a pozi­
tív egész számok alkotják.

Az y számértékeinek az x számértékeihez való hozzárendelése 
igen sokféleképpen történhetik. Az eddigi példákban ezt a hozzá­
rendelést bizonyos formulák segítségével végeztük (melyekhez 
némelykor külön megállapításokat is kellett fűznünk, hogy a hozzá-
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rendelés teljesen meg legyen határozva). De lehetséges ez a hozzá­
rendelés másféle módon is. így például, miként az a geometriá­
ban szokásos, az x (abs. mértékszámmal kifejezett) szöghöz, ha 
71
-% > x > 0, hozzárendeljük azon derékszögű háromszögből, melyben 

egyik szög: x, ezen .r-szel szemközti befogónak az átfogóhoz való 
viszonyát. Az így nyert y, melynek ismeretes jele : sin x, az x vál­
tozónak egy meghatározott függvénye: a sinus függvény. Hasonló 
módon értelmezzük geometriai meggondolások alapján a cos.r, tgx, 
cotgx függvényeket is. A hozzárendelés történhetik még olyan 
módon is, hogy táblázatba foglaljuk, hogy az egyes x értékek­
hez minő y értékek tartoznak és egyúttal megadjuk az utasítást 
arra is, hogy miképpen számíttassák ki a táblázatban nem található 
x számértékekhez tartozó y érték, miként ezt pld. a logarithmus- 
táblánál megszoktuk. Mindezeknél a födolog éppen az, hogy vala­
mely, teljesen meghatározott módon, az x értékhalmazának minden 
számához egy, meghatározott y számértéket rendeltünk. Ha a függet­
lenül változó x és az y számértékei között ilyen kapcsolat áll fenn, 
akkor y az x független változó egyértékü függvénye. Az y és x 
közötti ezen vonatkozást általánosságban így jelöljük: 

[vagy <J>(x), ip(x), Fix'), <p(x) s. í. t.] és igy olvassuk: y az x függ­
vénye, y— function, vagy némelykor a függvényvonatkozás ponto­
sabb jellemzésével, y f függvénye (vagy cp függvénye, sin függ­
vénye stb.) az .v-nek. Az x független változó által fölvett egyes 
számértékekről sokszor szemléletesebb kifejezés céljából úgy mond­
juk, hogy az x változónak ezen helye; például az x—1 hely, az 
x—a hely és a hozzátartozó y-értékről úgy mondjuk, hogy az y 
függvény az x=a helyen ekkora. így például az y = sin x az x = --

| / .71 1 \ X -4 -1
helyen: —- (azaz sin —- = —j, az ~—— függvény az x—5 helyen: 

3 / x-f-1 3.. azaz----- --bői -- lesz, ha x helyébe 5-öt írunk2 \ x—1 2 J
Az y—f(x) függvénynek az x—a helyhez tartozó számértékét 

igy jelöljük: f(a). így például, ha j/ ~ tg.r, vagyis a szóban levő f 
függvény a jelen esetben a tangens, akkor

2. A függvény határértéke. Ha ennek az egyszerű függvénynek:

értékét akarjuk meghatározni az x—3 helyen, akkor a 3-at az x
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helyéhe egyszerűen behelyettesítjük, miáltal 9-et kapunk, tehát x=3 
helyen i/—9. De ha x nem racionális, hanem irracionális értéket 
vesz fel (pl.: x—^2), hogyan számítsuk ki a hozzátartozó függvény­
értéket? A felelet az első fejezet alapján könnyen megadható. A szó­
ban forgó irracionális számot, melyet pl. a-val akarunk jelölni, egy 
tetszésszerinti racionális számokból álló szab, sorozattal állítjuk 
elő, pl. az

a,. «a, u3,. . an,...

sorozattal (ha a = 2, e sorozat gyanánt választható: 1’2, 1’25, 1'259, 
1'2599, 1'25992....) és sorban kiszámítjuk az

ci®, a®,... a®,. ..

számokat. Ezek, miként kimutattuk, szintén szab, sorozatot alkot­
nak és az általuk értelmezett szám éppen az, amit a szorzásnak az. 
irracionális számokra kiterjesztett definíciójaképpen: a2-nek, az ir­
racionális a szám négyzetének neveztünk. Azt is kimutattuk, hogy 
ez a számérték független attól, hogy minő szab, sorozattal értel­
meztük az a számot. Ha a szóban forgó a hely irracionális, más­
képpen, mint a most ismertetett módon (vagy ehhez hasonló módon), 
nem számíthatjuk ki e függvénynek az r—n-hoz tartozó értékét. Ha a 
racionális, akkor egyszerű behelyettesítéssel megkaphattuk a kívánt 
függvényértéket. De a racionális a számot is értelmezhetjük szab, 
sorozatial és így a hozzátartozó függvényértéket ez esetben is kiszá­
míthatjuk olyan eljárással, mint amilyenre irracionális a esetében 
kényszerítve vagyunk. Az is világos, hogy az így kapott számérték 
megegyezik a helyettesítéssel nyerhető a2-el, mert hiszen az a 
értelmezésére szolgáló nt, a2, a8,... szab, sorozatból az a®, a*,...
szabályos sorozatot kapjak és az ezáltal értelmezett szám függet­
len a felhasznált sorozattól. Mig tehát a behelyettesítés közvetlenül 
nem alkalmazható mindig, a második eljárás általánosabb érvényű.

Hogy az említett igen egyszerű példánál köveiéit eljárást általá­
nosabban fogalmazzuk, megjegyezzük, hogy igen sokszer az f(x) 
függvénynek az a helyhez tartozó értékét úgy számítjuk ki, hogy 
az a helyet az at, a2, «3)... an, ■.. szabályos sorozattal értelmezzük* 
(tehát liman—a) és egymásután megállapítjuk (és pedig az f(x) 
függvény értelmezésének megfelelően a képletbe helyettesítéssel, 
vagy geometriai szerkesztéssel, vagy a tabella segítségével stb.) az 
a,, a2,. . . helyekhez tartozó

/fas), - • • /fan), • • •

* Természetesen olyan au o2, .. . számokat választunk, amelyekre nézve 
az f(x) értelmezve van, tehát az x értékhalmazába tartozókat. Ha ilyen 
szabályos sorozat nincs (vagyis az a helyen nem sűrűsödik össze az x érték­
halmaza), akkor az eljárás nem alkalmazható.
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függvényértékeket és ha ezek a függvényértékek szintén sz. soro­
zatot alkotnak, akkor e sorozat állal értelmezett .A számot tekint­
jük az a-hoz tartozó függvényértéknek és pedig megkülönböztetésül 
attól az értéktől, mely a függvény eredeti értelmezése alapján eset­
leg az a helyhez tartozik, és amely érték az A-tól különböző is 
lehet, az a1, «a, a,,... szabályos sorozathoz tartozó határértéknek 
nevezzük. Ha

, a2, a3,.. .

egy, a független változó értékhalmazából kiszemelt szabályos soro­
zat, melyre nézve lim an---a és az

f(a2), f{aj). . .

függvény értékek oly szabályos sorozatot alkotnak, mely az A szá­
mot értelmezi, azaz lim /'(an)=-A, akkor azt mondjuk, hogy az f(x) 
függvénynek az x=a helyen az adott sorozathoz tartozó halár­
éi léke: A.

Ezentúl, bogy tárgyalásainkat könnyebben áttekinthetővé tegyük, rend­
szerint az x független változó értékhalmazául vagy egy számköz mindéi! 
helyét tekintjük (pl.; a 0 és J közötti összes számokat, a határokkal együtt, 
vagy azok nélkül, vagy minden véges számot stb.) vagy pedig egy ilyen 
számközben foglalt összes racionális számokat és legfölebb egyes helyeket, _
hagyunk ki e számközből. így például ez a kifejezés: —'j. j minden x 
értékre nézve egyszerűen kiszámítható, kivéve az :r~ —t és az r—2 helyet; 
ha ugyanis x—-j-2 tesszük, akkor a számláló is, a nevező is 0 lesz, tehát az 
osztás értelmezése cserben hagy bennünket, osztásról nem szólhatunk. Éppen 
igy, ha x=— 1, akkor pedig a nevező válik 0-á tehát megint nem lehet a 
közönséges értelemben osztásról szó. Ezen függvényben a független változó 
értékhalmaza tehát az egész számsor a —1 és 2 kivételével.

Különösen fontos az az eset, midőn úgy, mint a tárgyalt egy­
szerű esetünkben, ez az A érték független attól, hogy az a szám 
értelmezésére minő szabályos sorozatot használtunk.

Az f(x) függvényről akkor mondjuk, hogy az a helyen a határ­
értéke A, ha az a számot értelmező telszésszerinli

at, a2, a3,. .. an,..

szabályos sorozattal készített

f'M f(«z\ f (.<%), ■ ■ • /’(«r<), • • •

függvényértékek szabályos sorozatot alkotnak, mely az A számot 
értelmezi.*

★ Jegyzet. Ha csak azon a2, a3, .. . sorozatokról mondhatjuk ezt, ame­
lyek tagjai mind kisebbek (nagyobbak) az a-nál, vagyis amelyek csak egy 
oldalról konvergálnak az a-hoz, akkor azt mondjuk, hogy A az /te) függvény­
nek az a helyen a baloldali (jobboldali) határértéke.
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Jó lesz, ha mindjárt most* figyelmeztetünk arra, hogy nem lehet mindig 
határértékről szólni. így például, ha y=J(.i) olyan függvény, mely a 0. . . 1 
intervallumban mindig 1, az 1...2 intervallumban pedig mindig 2-vel 
egyenlő, akkor e függvény menetét grafikusan is igen egyszerűen ábrázol­

hatjuk ebben a közben. Az X tengelyen meg­
jelöljük az 1 és 2 helyeket és az X tengellyel 

______ a 0... 1 közben az egységnyi távolságban, az
* 1... 2 közben pedig a 2 egységnyi távolság­

ban vonunk párhuzamosakat. A vastagon ki- 
--------________________ húzott egyenes darab ábrázolja a függvény me­

netét. Ez a függvény tehát a 0... 2 intervallum 
_______  _  minden helyén meghatározott értéket vesz fel. 
°____ 1_____ 2 x Kérdés, az x=l helyen, melyre nézve az értel-

10. ábra. tnezés semmit sem állapított meg (az x=l hely
kivétetett az x értékhalmazából) van-e ennek 

a függvénynek határértéke? E végből szemeljünk ki egy szabályos soroza­
tot, mely az 1-et értelmezi. Szemeljük ki például az

íli, ^2? ? • • •

sorozatot, mely balfelől konvergál az 1-hez (pl. csupa valódi tört). Az ezzel 
megalkotott

• • • /(«n), • • •
számsorozat tényleg szabályos sorozat, mert minden tagja: 1; tehát e sorozat 
az l et1 értelmezi. De ha az x— 1 helyet jobbfelől közelítjük meg a

áj, l>2, bs, . .. bn,...

szabályos sorozattal, melynek minden tagja 1 és 2 között van, akkor pedig az 

fíM,J^,fib3),...f(bll), ...

függvényértékek oly szabályos sorozatot alkotnak, melynek limese: 2; tehát 
az XjFÍ helyet értelmező különféle szabályos sorozatok nem vezetnek ugyan­
azon értékhez. Ha pedig az x—1 helyet oly szabályos sorozattal értelmezzük, 
mejynck tagjai felváltva a 0 ... 1 és 1 ... 2 intervallumba esnek, mint például

Ú, t U, I. U, I. U,...
akkor az ezzel megalkotott függvényértékek sora:

1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, . ..

nem is szabályos sorozat; tehát a szóban forgó/(x) függvénynek x~ 1 helyet: 
határértéke nincsen.

Egy másik egyszerű példa, mely ezeket a viszonyokat megvilágítja: 
a sin - függvény, melynek az x—0 helyen nincsen határértéke. Az x—Q helyet 
értelmezhetjük például ezzel a szabályos sorozattal:

1 1 __ 1_ _ 1 _ 1 _ __ 1_
a ’ 2n+« ’ 47t-|-a A 6ir-|-a ’ 8n-J-c ’ ’' ‘ 2/i7i-)-a ’ ' ' *

ahol « tetszés szerinti szám. A megfelelő függvényértékek 

sin a, sin a, sin «, . . .

tehát szabályos sorozat, mely a sin a számot értelmezi. Amint tehát a-nak
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más meg más értékel tulajdonítunk. vagyis amint a 0 értelmezésére más meg 
más szabályos sorozatot használunk, más meg más határértékhez jutunk, sőt 
könnyen fölírhatunk az x 0 értelmezésére olyan szabályos sorozatot is, hogy 
a megfelelő függvényértékek egyáltalahan nem is alkotnak szab, sorozatot.

Látjuk már ezekből az egyszerű példákból is, hogy az f(x) 
függvénynek az « helyen való A határértékéről még nem beszélhe­
tünk, ha az a értelmezésére szolgáló egyes sz. sorozatokkal meg­
alkotott /"(aj, /’(a2), /'(a,),... függvényértékek sorának A a határ­
értéké ; még külön meg kell vizsgálni, hogy ez az A határérték 
független-e az <it, a2, a3,... számok választásától? Éppen ezért a 
megállapított fogalmat egy kissé átalakítjuk. Az f(x) függvényről 
akkor mondjuk, hogy az a helyen a határértéke A, ha minden póz. 
f számhoz található olyan póz. <) szám, hogy

\f(x)-A\<t,

hacsak |.r—a|<d.

Az s számot a megadott eltérésnek, (pontosság mértékének) és 
a <) számot a megadott é-hoz tartozó küszöb-intervallumnak nevez­
zük. Ez az értelmezés más szóval azt jelenti, hogy bármilyen kis 
eltérést (e) jelöljünk is meg, mindig megállapítható egy hozzá­
tartozó <) küszöbűitervalium oly módon, hogy mindazon x helyeken, 
amelyek az a-tól (jobbra vagy balra) J-nál kisebb közben vannak, 
a függvény értéke az A-tól f-nál kevesebbel különbözzék.

Oly fontos ez a fogalom, hogy még geometriai szemlélettel is támogat­
juk. Az X tengelyen megjelöljük az a helyet, az Y tengelyen az A távolsá­
got, melynek végpontját is A-val jelöljük. Az A ponton át az X tengellyel 
párhuzamost vonunk. Az A-tél fölfelé 
és lefelé fölmérjük a megadott e távol­
ságot. Ehhez az «-hoz tartozik bizonyos 
í küszöbintervalluin, melyet az a-tól 
jobbra és balra felrajzolunk és a vég­
pontokon át merőlegeseket vonunk az 
X-re. így kapjuk az 1234 derékszögű 
négyszöget. Ha már most az a körüli 
2<l intervallum bármely x helyét szemel­
jük is ki és a hozzátartozó f(x) függ­
vényértéket ezen abseissához mint or­
dinátát felrajzoljuk, ezen ordináta vég­
pontjának ebbe a négyszögbe kell esnie. Ha az e helyett egy kisebbet, pél- 
dául g -et választjuk, akkor a A helyett egy más, az -hez tartozó, az előb­
binél nem nagyobb, küszöbintervallumot kapunk és a hozzátartozó (vastagon 
kihúzott) négyszöget, úgy, hogy az új A-ba tartozó x helyeknek megfelelő 
ordináták végpontjai ebbe a kisebb négyszögbe esnek s í. t.

Látjuk, tehát, hogy az x a helyhez tartozó határérték olyan 
számérték, melynek létesítésében az a hely környezetének van 
teremtő befolyása; de olyan környezetnek, mely minden határon

11. ábra.
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túl csökkenhet. Azt, hogy az /*(x)-nek az a helyen A a határértéké, 
így írjuk:

hm f (x) — A

és így olvassuk: /‘(.r)-nek az x a helyen a határértéke: A.
[Most azt akarjuk megmutatni, hogy az A határérték ezen definíciója 

teljesen megegyezik azzal, amelyet előbb állapítottunk meg a szab, sorozatok 
segítségévei. Először kimutatjuk, hogy ha a második értelmezés szerint

lim/íxt - A.
r--a'

akkor minden aj, aa, ...... <i„,... szabályos sorozatra nézve, moh az «-l
értelmezi

/(<»!). /'."ah • • • K)
az A-t értelmező szab sorozat, azaz ha lima,)—a,- ImiJ(*•«)-"A, vagyis, hogy 
a másodig értelmezés maga mán vonja, magában foglalja az elsői is. Azt 
keli csak megmutatni, hogy bármely s-hor. található oly A küszöbszám, hogy

|/(an)~A|<e, 
ha csa k n> AT.

Az adott f-lioz tartozik a feltételünk szerint olyan 4 küfWöbniterval 
hun, hogy

ha jx—aj ó. Minthogy az a„ a.,. .. . sorozat az a-t. értelmező szabá­
lyos sorozat, tehát a 4-hoz tartozik olyan N küszöbszám, hogy

|an—a|c4, ha n>AT,
deákkor, minthogy az. N-iken túl levő minden <t„ az a közepi! 24 közbe esik, 
tehát mindezen a„ helyekre nézve érvényes a fi) alatti egyenlőtlenség, vagyis 
minden ilyen a„-re nézve :

lí(an)-A|<e

és ezzel kimutattuk, hogy az a) alatti sorozat az A-t értelmező szab, sorozat.
Kissé nehezebb az állítás második részének, vagyis aimak a megmuta­

tása, hogyha az n) alatti sorozat mindazon a2, as,.. . számokra vonatko­
zólag, melyek az a-t értelmezik, szabályos sorozat, akkui fennáll a máso­
dik éitelmezés, vagyis a fi) is, azaz, hogy az A határérték létezésének első 
értelmezése a másodikat magában foglalja. Ezt. az állítást indirekt úton 
bizonyítjuk.

ila ugyanis nem így volna, akkor annak az állításnak, hogy minden 
t-hoz található olyan 4 küszöbintervallum, melyen belül levő x értékekre nézve

|J»-A|<f,
az ellenkezője állana. Mi ennek az állításnak az ellenkezője? Az. hogy nem 
tartozik minden e-hoz küszöbintervallum; vagyis van olyan t pontossági 
mérték, melyhez nem tartozik küszöbintervallum. Legyen ilyen küszöb nél­
küli e érték: e. Eszerint tehát e-hez nem tartozik küszöbintervallum; tehát 
bármely kis 4 számot jelöljünk is meg, mindig található olyan x. melyre nézve

|x—a|<";4,

(azaz x az a—4. . . a-4-4 közbe tartozik), é> amelyhez tartozó függvényérték az 
A-tól e-nél többel lér cl. azaz melyre nézve:
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\J(x)-A>c.

Tehát annak az állításnak, hogy minden t-hoz tartozik oly <J küszöb, 
melyre nézve

|/(x)—A|<e,

ha jx—a|<<f, az ellenkezője ez: Van olyan e pozitív szám, melyhez küszöb­
intervallum nem tartozik, vagyis bárminő kis ó számot szemeljünk is ki, az 
a—ó... a+ő közben mindig található olyan x, melyre nézve

|/(x)-A|>e.

Kissé sokáig időztünk ennél a dolognál, hogy az olvasó megszokja az 
ilyen fajta logikai operációkat, melyekre igen sokszor lesz szükségünk

Már most tehát szemeljünk ki egy tetszés szerinti ó számot. Az 
a—d... a4-4 intervallumban föltételünk szerint van egy xt szám, melyre 
nézve \f(xr)—A|>e. Legyen az |a—x,| távolságnál kisebb és egyúttal 
,j--nél is kisebb. Az a—J1...a4-dj közben megint van olyan x2 hely, melyre 
nézve |./'(x2)—A|>e.

Legyen <J2 az |a—x2|-nél kisebb és egyúttal a -~nél is kisebb. Ebben 
megint van olyan x3 hely, melyre nézve i/(x3)~A|>e s 1. t. így kapjuk az

Xj, X3, •t'3, • • • a?n , . . .

számok sorát, melyekről tudjuk, hogy az a számot értelmező szabályos soro­
zatot alkotnak, mert hiszen

|x1-aj<4, |x2—o|<~ , |x3—a|<j, |r4—a|<|,...

szóval: . lim jxn—aj — 0.
Ila e számsorozathoz megalkotjuk az

/(Xt), /(X2), flXs), . . . J(Xn), . . .

függvényértékeket, ezek mindannyian e-nél távolabb esnek az A számtól, azaz: 

|/(x,)-A|>e, Iflx,)- -A|>e, |/(x3)-A|>e,... |/(x„)-A|>e, . . .

tehát nem alkothatnak egy A-t értelmező szab, sorozatot. Ez pedig ellen­
kezik azzal a föltevéssel, hogy minden, az a számot értelmező a,, a2, a3, . . . 
szabályos sorozatra nézve az /(aj, /(a2),. . . . sorozat A-t értelmező
szab, sorozat legyen. így tehát a lim/(x)=A kétféle értelmezése megegye­
zik. Ezentúl legtöbbször a másodikat használjuk; vagyis lim/(x)=A, ha bár- .r«á'

j mely kis pozitív t-hoz tartozik oly <J küszöbintcrvallam, hogy l/(x)~A|<e, ha 
|x—aj<

3. A határértékekre vonatkozó néhány egyszerű tétel, a) Összeg 
i limese. Ha két függvényről van szó: f (x) és <p (x)-ról és

lim /'(x) — A, lim cp (x) — B a)
x--n x=--a

akkor az f(x) és 9>(x)-ből összeadással képezett /(xj -j- ^(x)-re 
nézve :

lim [/'(x) -j- <p (x)| = A -j- B.
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Ezt a következőképpen láthatjuk be: A megadott é-nak vegyük 

a felét és keressük meg az f(x)-re. vonatkozólag az yhez tar­
tozó küszöbintervallumot. Legyen ez d Hasonlóképpen az -hez 

tartozó küszöbintervallum y(x)-nél: E kettő közül a kisebbi­

ket jelöljük ismét J-val. Eszerint tehát :

jc £

ha |x — a|< J.

A két egyenlőtlenség így is írható:
-C £

A — — < f(x) < A + -

L' £
fí—--< g>(x)< B 4- —, ha |x—ai<d.

E két egyenlőtlenségből származik

A-\-B—(x)<A-j-B4-£, ha |x—aj<ó 

és ez így is írható:

|/Yr)-f-'/'(x)—(A+<*?)!<«, ha j.r—o|<d 

és ezzel kimutattuk, hogy

lim [f (x)d-a(x)]=A-|-B=lim f (x)-f-lim T’(x).

A. bebizonyított tétel azt fejezi ki, hogy összeg határértéke a 
tagok határértékeinek összege, vagy más szóval: mindegy, ákár 
előbb adjuk össze a két függvényt, azután vesszük az a helyhez tar­
tozó határértékei, akár fordítva, előbb számítjuk ki az egyes függ­
vények határértékeit az x—a helyen, azután végezzük az összeadást.

Ez a tétel természetesen nemcsak két, hanem tetszésszerinti 
(véges) számú összeadandó esetében is érvényes.

b) Különbség limese. Ha lim f(x)=A és limw(x)—B, akkor

lim [/(x)—9>(x)]=A— B. x-a
Vegyük ismét a megjelölt, tetszés szerinti pontossági mérték­

nek, r-nak a felét; akkor megint megállapítható egy olyan közös d 
küszöbintervallum, melyre nézve

\f(x)-A\<~, ip(x)--B|<- , ha |x-a|<d, A
. £ £ 

vagyis: A - — < /’(x) < A + .
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ő + J >$P(x)>ő -y-

Ha /'(x)-ből 7>(x)-et kivonjuk, akkor kisebbet kapunk, mintha 

az /"(x)-nél nagyobb A + ~ -bői a ^(xj-nél kisebb B — ~et von- 
juk ki; és nagyobbat kapunk, mintha az /(x)-nél kisebb A — -f--ből 

g 2
a ^(x)-nél nagyobb B 4- — -cl vesszük el, azaz 2,

A—B— t< f(x)—y(x) < A—B-j-é, 

ami igy is írható:

(/(x)—^(x)—(A—B)|<e, ha |x—a|<J, 

vagyis.: lim [/’(x)—y(x)]=:A-B=lim/’(x)-lim®(x).
x--a x~a

c) Szorzat limese. Ha lim f(x)-A és c állandó számérték, 
akkor

lim efix')—Ac

Ezen állítás igazolása nagyon egyszerű.* Ha ugyanis egy tetszés- 
I 

szerinti kis póz. í szám adatik, akkor ebből az --Í számol ké­
szítjük és megkeressük ehhez az x—a helynek megfelelő küszöb­
intervallumot, a J-t. Eszerint tehát:

A—e'</’(x)<A-t-e', 

ha jx—űj«)' és innen következik, hogy cf(x') az Ac— ce’ és Ac-f-cí' 
közé esik, vagyis az Ac-fó és Ac—e közé; tehát:

\cf(x)—Ac\<c,

vagyis valóban lim cflx')—Ac. Ha c— —1, akkor ebből az a külön x-a
is megemlíthető állítás következik, hogy ha lim /"(x) — A, akkor 
lim [—fix)]— — A.
x~a

Ha a lim/’(x)=0 és lim u?(x)=0, akkor a megadott tetszőleges 
x—a x—a x

kis é-ból elkészítjük az e'=V e kis póz. számot és megkeressük az 
fi'-hoz tartozó küszöbintervallumokat. Ha a kisebbik J, akkor tehát

If («)!<«' (*)!<«'>

ha [x—a|<J és e két egyenlőtlenség szorzásából ered: 

|/’(x)^(x)|<é,

* Ha c=0, a tétel nem is szorul bizonyításra; tehát feltehető, hogycd=0.
Bt ke: A d’/'^renciál^támitát. 1. 4
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ha |x— ű|<J, ami azt mutatja, hogy

lim {/’(x).y(x)]=0. 
x-a

Ha tehát lim/’(x) = 0 és limy>(x)^0, akkor e két függvény 
X-d

szorzatának, az /’(x) <p(x)-nek a limese is 0 az a helyen.
Ha nedia általában limf(x)=A és lim^xj^B, akkor egyúttal: 

r D x-a x-a

lim{f(x)—A]=0 és lim[9?(x)—B]=0 
x-a x^ft

és így az előbbi megjegyzésünk szerint az

[/■(x)-A] [y>(x)-Bl=/-(x).^(x)- B /’(xj-A^xj+AB

szorzatnak a limese is 0. Innen:

f(x) (x)=--[/’(x)-A] f/-(.v)-BH-B/-(x)+Agp(x)-AB.

De a jobboldalon álló összeg limesét tagonként vehetjük, és mint­
hogy lim/’(x)=A, limy’(x)=B, tehát 

x«a x—a

lim \f (x) gp(x)]=Blim f (x)-|- A limgp (x)—AB, 
x«a x-’ü x-a

azaz:

és ezzel

akkor

lim [/\x) «> (x)|—2 AB- AB=AB, 
X—ft

lim [f(x) gp(x)]=AB=lim /‘(x). ÜTnó>(x) 
x-a x-rt

azt mulattuk meg, hogy egész általánosságban, ha

lim f(x)—A és lim95(x)=B, x-ö x—a

lim [f(x). gp (x)| — AB,

« szorzat limese egyenlő a fényezők limeseinek a szorzatával; vagyis 
mindegy, akár előbb végezzük el a szorzást és azután keressük a 
limest, vagy fordítva, előbb keressük ki a határértékeket, azután 
végezzük el a szorzást

A most levezetett letel természetesen nem csak két, hanem 
több tényező esetében is érvényes; tehát például pozitiv egész ki­
tevőjű hatvány esetében is.

d) Hányados limese. Ha lim fix'll A és liinr/’fx) — B és ti -=»=<>, 
akkor

/’(x) A
x-a gp{x) B

Először megmutatjuk e tétel igazságát, ba f(x)=l, vagyis 

hm ——, B Minthogy lim gp(x) — B 4= 0, (B mindig pozitívnak 
tekinthető), tehát egy tetszés szerinti kis í-hoz tartozik oly J
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küszöbintervallum, melyre nézve

B—

ha |ac — a|<J. Válasszunk e gyanánt pl.: ~ -nél kisebb pozitív 
A

számot; akkor tehát az a— o...o-|- J intervallum minden helyén 

$p(x) > y • Szóval, van egy olyan, az a helyet magában foglaló 

szakaszunk, melynek minden helyén a <p(x) nagyobb egy bizonyos 

áf-mel jelölendő pozitív számnál. Ezen kis előzetes megjegyzés után 

a tétel könnyen bizonyítható. Adatik egy tetszés szerinti kis s (ez 

- -nél mindig kisebbnek gondolható). Ebből megalkotjuk az 
számot úgy, hogy még az e' is kisebb legyen A-nél. Megkeres- 

A
sük az e'-hoz tartozó küszöbintervallumot. Legyen ez ó. Akkor 
tehát:

\(p(x)—B\<e', ha |x—«Í<J.

Továbbá: 1£
B

B—<p(x) 
B . tp(x)

A jobboldali kifejezés számlálója e'-nál kisebb, ha |x—a|<A, a 
nevező pedig nagyobb MB-nél, tehát ha a számláló helyébe a 
nagyobb a nevező helyébe pedig a kisebb BM tétetik, akkor 
ezáltal a jobboldal nagyobbodik, vagyis :

1______ £
?(«) B

e'
BM<é' ha |x—a|<J

. . . ..11és így: hm —t-t- = •
x-a B

Ebből a c) alatti tétel felhasználásával következik, hogy

lim = lim ffM . —L_1 = A = lim
x-a ap (x) x-a L' ' ' <p {x) J B lim <p (x) ’

vagyis azon esetben, midőn a nevező limese nem 0, a hányados 
limeséi úgy kaphatjuk meg, ha a számláló limesét a nevező limesé­
vel elosztjuk, vagyis ezen esetben mindegy, akár előbb keressük a 
számláló és nevező limesét, azután végezzük az osztást, akár for­
dítva, előbb végezzük el az osztást, azután keressük meg a határ­
értéket.

e) A határérték számításának megkönnyítésére egy fontos meg­
jegyzést teszünk. Ha az a... /3 intervallumban, mely az a helyet 
magában foglalja, az f(x) függvény minden, az a-tól különböző x 
helyen pozitív értékű és az a helyen van határértéke, akkor ez a 
határérték csak pozitív vagy 0 lehel.

4*
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Bebizonyítjuk, hogy ez a határérték negatív nem lehet. Tegyük 

fel. hogy negatív, vagyis lim/’(x)——A. Vegyünk fel egy a pontos- 

sági mértéket,'mely J--nél kisebb. Ehhez tartozik o küszöbinter­
vallum, mely egészen az «.../? közbe esik, (ha ő nagyobb volnar, 

kisebbet választanánk helyette), vagyis

—A—e<f (x')< —zt-f-é,
4

ha |x—a|<ó. De e kisebb ----nél, tehát úgy a jobboldali, mint a 
baloldali szám negatív, vagyis / (x) az a- ó. . .a-f-ó köz minden 
helyén |az a-ról nem is szólva] negatív volna, holott feltételünk 
szerint mindenütt pozitív. Eszerint tehát lim/Yx) nem lehet nega­
tív, tehát vagy pozitív, vagy 0.

Éppen így következtethető, hogy ha /(x) egy, az a helyet ma­
gában foglaló szakasz minden helyén (az a kivételével) negatív és 
az a helyen van határértéke, ez csak negatív vagy 0 lehet.

Ebből következtetjük ezt, a határérték számításnál gyakran 
használatos állítást: Ha az /’(x) és y>(x) függvények közül az a 
helyet magában foglaló a... fi intervallumban az /’(x) minden he­
lyen |az a-ról nem szóival nagyobb, mint a megfelelő y(x) és úgy 
az /'(.»)-nek, mad a y(x)-nek van az a helyen határértéke, akkor

lim / (x) > lim tf (x).

Ugyanis ez esetben az /’(x) különbség minden x helyen 

pozitív és e különbségnek az x=a helyen a határértéke: lim/Xx)— 

— lim<r(x), tehát az előbbi megjegyzésünk szerint lim f{x)~lim^(x) 

pozitív vagy 0, azaz: lim/’(x)>lim<r(x). x--a x~a
Ugyanígy következik, hogy ha f(x) az a... fi közben minde­

nütt kisebb a megfelelő y.‘(x)-nél, akkor

li m /’(x) < lim tp (x), 
x-a x**a

ha az a helyen úgy az /‘(x)-nek, mint a y/(x)-nek van határértéke, 
E két állítást összefoglalva már most így mondhatjuk: Ha az 

a... fi közben minden x helyen (az a-rói nem szólva)

y(x)< /■(X)<7//(X)

és úgy a y>(x) es y/(x)-nek, mint az / (x)-nek az x=a helyen 
van határértéke, akkor:

lim 9? (x) < lim f (x) < lim (x).x~a s x«*a X“«

Ezen megjegyzés alapján az f(x) limesét két szám közé tud-
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juk szorítani, ha a lim^(x) és lim-//>(x) számok ismeretesek. Külö­
nösen fontos az alkalmazás szempontjából az az eset, midőn

lim <y (x) — lim tg (x). 
x—a x=*a

Ebben az esetben többet mondhatunk, mini .«lőbb; t. i. azt 
állítjuk, hogy ha tudjuk, hogy az a... fi közben minden x helyen 
(az a kivételével)

(f>(x)<f(x)<ip(x)

és lim^(x)=lim y/(x), akkor az f(x)-nek is van az a helyen halár- x^a x=a
értéke és pedig: lim fix')—lim ®(x)=lim y/ (x). Itt tehát azt is állít- 

x~a x~a
juk, hogy az f(x)-nek az a helyen

x~a
van határértéke, amit előbb min-

dig föltételeztünk.
Ezt az állítást a következőképpen bizonyíthatjuk be. Legyen a közös 

lim<p(x)=lim ip(x) határérték: A. Adatik egy tetszés szerinti e. Vegyük a .r=-a .t—a
hozzá tartozó küszöbintervallumokat a és a tpte)-re nézve, a Kisebbik 
legyen 4. Ekkor tehát:

\ip(xj—A|<e, |íp(x)-~ A|.<e, ha |x—«|<d,
vagyis:

tehát

A—f < ip te) < A+e,
A—E<<p te) < A-!- f, 

A—«<íp (x) <f(x) < tp (x)<A-H,
ha |x—n!<d és így A—e</(x)<A-|-e, ha |x—«!<d, ami már bizonyítja, 
hogy lim/te-) A.

x~a
4. A határérték-fogalom kibővítése, a) Halár érték a végtelenben. 

Eddig mindenütt az a helyen való határértékről volt szó. Az a hely 
a végesben volt. Most az /’(x) függvénynek a végtelenben való 
határértékéről szólunk. Valamely adott f(x) függvényről azt mond­
juk, hogy a végtelenben A a határértéke, ha bárminő kis e szám­
hoz tartozik oly N pozitív küszöbszám ( ennek nem kell egész szám­
nak lennie), melyen túl levő helyeken a függvény értéke az A-tól 
6-náI kevesebbel különbözik; azaz

|/*(x)—A|<6,

ha csak x > N. [Ha pedig \f(x')—A\<£ minden x-re nézve, mely 

— N-nél kisebb, akkor /'(x)-nek a negatív végtelenben A a határ­
értéke.] így például az -Jg- függvény határértéke a végtelenben: 0, mert 

ha egy tetszés szerinti 6 póz. szám adatik, elmehetünk az x-el oly 
messze, hogy | — 0 j < e legyen. Evégből csak az kell, hogy

1 i x , ।
x >-— legyen. Az 6-hoz tartozó küszöbszám N—-=- Ha ugyanis 

Vé 11
x > ■, akkor —.< £.
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Egy másik példa a következő: Ha f(x) =

limese a végtelenben': ~ * Ugyanis

ax-j-b 
cx-|-d

akkor f\x)

j ax-|-b G | _ j ^c—ö^
i cx-j-d c | i c(cx-j-d)

Ha azt akarjuk, hogy a jobboldalon álló eltérés 
legyen, akkor csak x-et úgy kell választani, hogy 

lóc— ad|—!--------- ,L £
|c||c®+d|

. .. \bc— ad|
legyen, azaz |cx+dj>—f—— •

e-nál kisebb

A |cx+d|>|cx|—|d|, tehát a fönti egyenlőtlenség mindenesetre
teljesítve lesz, ha

|cx|-|d|>
jbc— adj 

lc<

vagyis:
|bc—adj Id]

C26 I C I

Az s-hoz tartozó N küszöbszám tehát

A \bc— ad!
c2é । c

Geometriai szemlélettel e viszonyokat igy tüntethetjük fel:
Az ordináta tengelyre fölrajzoljuk az A távolságot. A végpontjától föl­

felé és lefelé a megadott e-t. A végpontokon át az x tengellyel párhuzamo­
sakat vonunk. Ha az i-hoz tartozó küszöbszám N, akkor A7-et felrajzoljuk az

X tengelyre és a végpontján át az 
Y tengellyel párhuzamosat vonunk. 
Az y- fix) függvényt ábrázoló gör­
bének a vastagabban vont végtelen 
sávon kívül az x — A7 egyenestől 
jobbra egyetlen pontja sem lesz. 
Ha e helyett a kisebb e'-t választ­
juk, akkor N helyett a távolabb eső 
N' küszöbszámot kapjuk és ennek 
megfelelően a keskenyebb sávra 
jutunk s í. t., a sávot oly keskenyre
vehetjük, amint csak tetszik. ■

A határérték számítására vonatkozó tételek a most megállapított végte­
len helyen való határértékre is vonatkoznak, amiről meggyőződhetünk, ha a 
közölt bizonyításokat megfelelően átalakítjuk, az r-hoz tartozó <5 küszöb- 
intervallum helyett mindenütt N küszöbszámot (illetőleg az x tengelynek 
N ... oo szakaszát) téve.

* c^O, mert különben f (x) az x-el végtelenné válik.
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Ha /(x)-nek a végtelenben A a határértéke, akkor ezt így 
jelöljük:

lim /(x) = A

és így olvassuk: /(x) az 4 határérték felé convergál, ha x vég­
telené válik, vagyis ha x korlátlanul növekszik.

b) Korlátlanul változó függvény. Ha az 7—yv függvény me- 
\X 1)

netét grafikusan feltüntetjük, észrevesszük, hogy ha az abszcissza 
értéke akár jobbról, akár balról, az 1-hez közeledik, az ordináta 
igen rohamosan nő. Pontosabban ez azt fejezi ki, hogy akárminő nagy 
N számot mondanak is, megjelölhetünk 
az 1 pont környezetében olyan közt, 
melybe tartozó x értékekhez való 
függvényértékek mindig nagyobbak 
az N-nél. így például, ha N gyanánt 
100-at választunk, akkor az x=l hely­
től jobbra és balra nagyságú inter­
vallumot kell fölmérnünk, mert ha

|x— akkor > 100. Ha N1 I 1O. (j;—1)2

gyanánt l,(MX).000 választatik, akkor 
csak |x—11< i<5öö veendő. Általában így 

13. ábra.

fogjuk e viszonyokat jellemezni: Ha az a hely környezetében min­
dig megjelölhető oly d köz, melyen belül levő x helyekhez tartozó 
függvényértékek a tetszés szerint megadott póz. N számnál nagyob­
bak, vagyis, ha minden N számhoz tartozik oly küszöbinterval- 
>am, hogy 

akkor azt mondjuk, hogy f(x) az a helyen végtelen naggyá válik, 
amit így jelölünk:

lim f(x)=oo.
x-a

[Ha a mondott állítás —f(x)-re alkalmazható, akkor lim /(x)= — 00.]

Végül ha az a hely a végtelenben van, akkor lim f(x)=--<x>, ha 

bármely póz. N számhoz megállapítható egy póz. M szám úgy, hogy 
minden Af-nél távolabb levő x helyen a függvény értéke N-nél 
nagyobb, azaz

f(x)^>N, ha x>M.

6. Határérték létezésének kritériuma. Eddig azzal a kérdéssel foglalkoztunk, 
hogy az f{x) függvénynek az a helyen (mely 00 is lehel) mikor lesz a határ­
értéke a megadott A szám (mely 00 is lehet). A feleletet erre a kérdésre két­
féleképpen is megadtuk. Először úgy mondtuk, hogy minden, az a számot 
értelmező alt a2, as, ... szab, sorozathoz tartozó /(aj),/(a2),/(«»), ... függ­
vényértéksorozatnak oly szab, sorozatot kell alkotnia, melynek limese A.
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Ezzel teljesen egyenrangúnak bizonyítottuk a második választ, melyet a 
45. lapon adtunk. De most az a kérdés merül fel, hogy ha az A nem isme­
retes, miképpen lehet az /(x) függvény értelmezése alapján eldönteni, hogy 
van-o az x—a helyen meghatározott határértéke vagy nincs és ha igen, mek­
kora ez a határérték?

Térjünk vissza ismét az A határérték létezésének második alakú krité­
riumára. Ha lim/(x)—A véges szám, akkor bármely kis e-hoz tartozik oly .r-a'
küszöbintervallum, hogy |/(x)—A|<s, ha x-et ebből az intervallumból választ- 

£
juk. Válasszuk az t felét; ha az ---hez tartozó küszöbintervallum 4 és az 
a—6...a-\-6 köz tetszés szerinti két helyét x' és x'-vel jelöljük, akkor:

F FA — J <ÍM<A + |
«. F

A - 2-</(x")<A +
és így |/(x')-/(x")]<£.

Azl látjuk tehát, hogy ha lim/(x) véges, meghatározott szám, akkor 
minden e-lioz tartozik oly 4 küszöbintervallum, melynek belsejében levő bár­
mely két x' és x" helyet véve, az ezekhez tartozó függvényértékek egymástól 
t-nál kevesebbel különböznek. És most azt mondjuk, hogy ezen állítás meg­
fordításában van a határérték létezésének általános kritériuma. Vagyis, hn 
minden r számhoz tartozik olyan a—S...a-~S intervallum, melynek belsejébe 
tartozó bármely két x' és x" helyre nézve:

i/(x') —/(x'T <e,

akkor létezik a lint/'x). Ezt a létező limest úgy határozhatjuk meg, hogy 
egyetlen a-t. értelmező an a2, a3, .. . szabályos sorozathoz megalkotjuk az. 
/üli), /(«a), /(rt-j), • • • függvényértékeket. Ezen sorozat okvetlenül szabályos 
sorozat, melynek határértéke lesz a lim/íx).

[Ezen, később, különösen az integrálszámításban igen gyakran alkalma­
zandó állítást á következő meggondolással bizonyíthatjuk be indirekt úton. 
Ha az x-;<i helyen az /(x) korlátos függvénynek nem volna határértéke, 
akkor volna egy olyan a-t értelmező szabályos sorozat, at, a2, a3, ■ ■ ■ mely­
hez tartozó

/(«J, /(a3), • • • “)
függvényértékek nem alkotnának szabályos sorozatot. (Még arra is lehetne 
gondolni, hogy /(a,), /(a2), /(a3), . . . szabályos sorozat ugyan, de egy má­
sik. a-t értelmező sorozathoz bx, b2, b3,.. .-hez tartozó/(bi),/(b2),/(b3),... 
értékek, melyek szintén szabályos sorozatot alkotnak, határértékre nézve 
nem egyeznek meg az előbbivel; de akkor, mint könnyen kimutatható, az 
a,, bt, a2, b2, a3, bs, . .. is az a-t értelmező szab, sorozat és az /(a,), /(£>>), 
/(aj, J\b2). ■ ■ nem szabályos sorozat, tehát megint az előbb említett esettel 
van dolgunk.)

Ha az. a) sorozat nem szabályos, akkor van egy’ knszöbszámnélküli e: 
azaz, bármilyen messze menjünk is az a) sorozatban, mindig található azon 
túl két olyan tag, melyek különbsége e-nél nagyobb; tehát bármilyen nagy 
is az ti. mindig van két A és t pozitiv egész szám, hogy

' fittn+k) -/(<hi+l)l >e. fi)
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Válasszuk már most az t számot e-nél kisebbre. Ehhez az e-hoz föltéte­
lünk szerint tartozik olyan rf szám, hogy az a—... a-j-rf közben levő bármely 
kél x' x" helyre nézve \f(x')—f(x")\<.e. Most keressük meg az at, a-,, a9,. . . 
szabályos sorozatban a í számhoz tartozó küszöbszámot. Legyen ez iV. Akkor 
tehát

|n„-o|<d

mindig, ha n>AT, vagyis e szab, sorozat iV-ik tagjától kezdve, valamennyi tag 
az o — <5.. közbe esik, tehát ha csak n>N, bárminő pozitív egész számok 
legyenek is k és /, mindig

!./■(«»+/.)—/(«»+/)! <e,
ami a fi) alattival ellenkezik; tehát nem lehetséges, hogy f(aj, f(a.j, . 
nem szab, sorozat; vagyis ha ai<i2«s-.. egy tetszés szerinti szab, soro­
zat, melynek limese )im«n=a, akkor /(o,),. . . is mindig szab, 
sorozat és mindig ugyanazt az A számot értelmezi. Ezzel tehát kimutattuk, 
hogy ha bármely kis e-hoz tartozik oly rf küszöbintervallum,, hogy az 
a—közből vett bármely Jiét x', x" helyen

l/(*') — < e,
akkor létezik a lin>/(x)* (mely természetesen, minthogy /(x)-et korlátosnak, 
azaz egy véges számnál kisebbnek vettük tel, véges.)

Ha az a hely nem a végesben van, akkor ez a kritérium így hangzik: 
Ha minden pozitív t számhoz megjelölhető oly N szám, hogy bármely két 
x' N, x" > N helyre nézve i/(x')—fix"). <s, akkor a lim/(x) véges és 
meghatározott szám. Ha ugyanis x~ -- tesszük, akkor az /(x)fc/(—) az vál­
tozó függvényének tekinthető. Ha x = N, z—-.— és ha x>N, akkor1 N i
z< • Eszerint tehát bármely kis e számhoz <J = -vr- szám tartozik és A A
minden ennél kisebb pozitív z' és z"-re nézve

tehát az előbbi (illetve a jegyzetben levő) megállapítás folytán az/(*-)-nek 
(jobboldali) limese a z=0 helyen véges és meghatározott szám és

lim f(x) = lim/■(—)• .V- oo Z o'
Eddig, miként előzőleg kijelentettük, az x értékhalmazául mindig az 

egész számvonalat, vágy annak egy közét használtuk, legfölebb egyes helye­
ket véve ki. Megjegyezzük azonban, hogy egész tárgyalásunk érvényes volna 
akkor is, ha például az x értékhalmazánl csak a racionális számok összessé­
gét (vagy egy közben foglalt racionális számok összességét) tekintenők. Ekkor

* Jegyzet. Ha az a—í...a közre nézve áll ez a dolog, azaz, bármely kis 
e-hoz tartozik oly <J, hogy az a—i...a köz bármely két x', x" helyén az 

akkor ugyanezzel az okoskodással azt mutatjuk ki, hogy 
minden oly szab, sorozatra mely baloldalról haladva az a-hoz, az a-t értel­
mezi, az f(ax), f(it-i), /('/<,). • • • szab, sorozat. E sorozatok közös limesűek; 
e közös limes az fix) függvénynek az a helyhez tartozó baloldali limese. 
Éppen így szólhatunk a jobboldali limesről, ha minden at, a2,.. . szab, 
sorozatra nézve, melynek tagjai a-nál nagyobbak és lim«,,=«, az fíat),fa2).... 
szab, sorozatot alkotnak és közös limesűek.
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megfelelően azt mondanék: az x—a helyen (mely lehet racionális, vagy irra­
cionális) az f(x) függvénynek halárértéke A, ha bármely kis í-hoz tartozik 
oly <J küszöbintervallum, hogy j/(x)—A|<e mindazon racionális x helyekre 
nézve, amelyek az a—közben vannak. És éppen így, ha az f(x) 
minden racionális helyre van csak értelmezve és bármely kis í-hoz tartpzik 
<J köz, úgy, hogy az a—í... a-j-í-bói vett bármely két x',x" racionális helyre 
nézve |/(x')—f(x")\ <e, akkor lim/(x) véges és meghatározott számérték.]

6. Néhány egyszerű határérték kiszámítása. Főként a határérték fogalmának 
begyakorlása céljából néhány, már az elemi meny- 
nyiségtanból ismeretes határértéket akarunk elő­
zőleg megállapítani: a) A geometriában a sin x-et 
úgy értelmezik, hogy azon derékszögű háromszög­
ben, melyben egyik hegyes szög x, sinx a szem­
közti befogó viszonya az átfogóhoz. Ez az ér­
telmezés nyilván föltételezi, hogy oly derékszögű 
háromszög létezik, melynek egyik szöge x; tehát,

hogy x hegyes szög legyen. Ha x — 0, vagy x = , akkor ez az értel­
mezés cserben hagy bennünket, mert olyan derékszögű háromszög, melyben 
az egyik hegyes szögO, vagy lenne, képtelenség. Eszerint a 0 (illetőleg -$•) 
helyre az /(x) függvény eredetileg nincs értelmezve. De a geometriában ki­
mutatjuk, hogy minden x hegyes szögre nézve sinx<x; legegyszerűbben 
például úgy, hogy az AOB körcikk területe : —k— nagyobb az AOB háromszög

j»2 gjjj JC “
területénél, mely---- =----  és minthogy sinx pozitív; tehát

0 < sin x < x

minden hegyes szögre nézve. Ekkor azonban a 53. lapon közölt tétel szerint* 
minthogy lim x=0, következik, hogy

lim sin x = 0. x«=o
A 0 helyen tehát a sin x-nek, a geometriai értelmezése szerint elrendelt 

értéke nincsen, de igenis van (jobboldali) határértéke és ez 0.
Ha még definícióképpen megállapítjuk, hogy sin (—x)=—sin x, akkor 

következik, hogy a baloldali határérték is 0.
Jegyzet. Közbevetően megemlítjük, hogy ha az /(x) függvénynek az a 

helyen a jobboldali és baloldali határértékei megegyezők: A, akkor igazi 
határértéke is A. Mert hiszen hogy a jobboldali határérték A, ez azt jelenti, 
hogy bármely kis í-hoz található olyan pozitív ó, hogy az a .. . «-) <5 közben 
|/(x)—Al<e. Éppen így, minthogy' a baloldali határértéke is A, ehhez az 
í-hoz tartozik oly a—<F. . . a köz, melyből vett x-ekre nézve: |/(x)—A|<s. 
Ha S és közül a kisebbet választjuk, például í-t, akkor az a—6. .. a+<5 bár-

* A tétel nem csak arra az esetre áll, midőn ez az egyenlőtlenség az 
a-t magában foglaló szakaszra érvényes, hanem akkor is, ha ez az egyenlőt­
lenség az a... a-j-d szakaszra áll fönn (az a baloldali határpont kivételével), 
csakhogy akkor csupán a iobbfelőli határértékről lehet szó. Éppen így, ha 
az a-~a...a szakaszban áll fenn az egyenlőtlenség, akkor meg a baloldali 
határértékekről szólhatunk. Itt a tételnelí ezt a szűkebb fogalmazását alkal­
mazzuk.
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mely x helyére nézve (mely az a-tól különbözik): \f(x)—A|<e, vagyis tény­
leg lim f(x) — A.

x~a
Kimondhatjuk tehát, hogy limsinx = O.

r-o
Éppen így áll a dolog a cosx-re nézve is. Az x—0 helyen ez sincs geo­

metriailag értelmezve, dernegáijapittatik, hogy minden hegyes szög cosinusa 
pozitív és hogy cosx=y 1 — sin2x. Ha sin r helyett x-et leszünk, akkor ezzel 
a y”l—sin2i'-et kisebbítjük, mert x>sinx és ha ezt a |i--a?-et még négy­
zetre emeljük, megint kisebbítjük. Eszerint tehát:

1 > cos x > 1 — x2
és így megint a jobboldali limest véve, azt kapjuk, hogy lira cos x = l..r=--0Azt is megállapítják, hogy minden hegyes szögre nézve:

sin (~—x) — cos x, tehát lim sin — x) — 1. •

így értendő az elemekben megállapított: sin ~ — 1.
b) Egy másik, szintén az elemekben szereplő határérték a következő: az 

a® hatványt eredetileg pozitiv egész x számokra értelmezzük, mint szorzatot 
(a pozitiv legyen). Erre a hatványra megállapítjuk a műveleti szabályo­
kat, köztük az am: an = a"‘~n osztási szabályt és azt mondjuk, hogy ez a 
műveleti szabály érvényes legyen akkor is, ha m=n, és így az a° jelnek 
ezt az értéket adjuk: 1. A műveletek megmaradásának elve kényszerít tehát 
bennünket arra, hogy az a° jelnek, amely a hatványozás eredeti értelmezése 
szerint minden értelem nélkül való jel, ezt a meghatározott értéket tulajdo­
nítsuk: 1.

Megmutatjuk, hogy ez még másként is felfogható; úgy, hogy az 
ax függvénynek az x=0 helyen a jobboldali határértéke: 1. Evégből meg­
említjük, hogy előzőleg az ax hatvánvt minden racionális x-re értelmezve 

25. “ n/—
képzeljük oly módon, hogy a " alatt az y a"‘ pozitiv értékét értjük. Megmu­
tatjuk azt is, hogy ha a racionális szám /?-nál nagyobb és a>l, akkor a“>aé, 
ha pedig ad, aa<a?. Azt már megmutattuk (1. 33. lap), hogy ha a>l, akkor

Ebből már következik, hogy ax jobboldali limese az x=0 helyen: 1; ugyanis 
bármely kis f számot mondjanak, mindig elmehetünk az n-nel oly messze, hogy 
—2^— <« legyen. Tegyük fel, hogy már —aj- <« és jelöljük -^--et d-val. Ha 

már most x pozitiv szám <J-nál kisebb, akkor 
jt_

1 < a® < a2"< 1 + t
és így: — 1 <s,
ha x<<f; a ó tehát az t-hoz tartozó jobboldali küszöbintervallum. Ezzel ki­
mutattuk, hogy az a® jobboldali limese az x=0 helyen valóban: 1, ha a>l. 
Éppen így áll a dolog, ha ad, mert ekkor, miként láttua,

1 ~-^-<a^<l.

Ha tehát az N-et oly nagyra választjuk, hogy —kisebb legyen a 
megadott e-nál és ha 2* reciprok értéke <J, akkor megint

. 1 — ax < e, ha x < í.
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Ha még definícióképpen, vagy a műveletek megmaradása alapján meg­
állapítjuk a negatív kitevőjű hatvány értelmét, hogy t. i.: a~n — akkor 
könnyen következtethetjük, hogy a' baloldali limese a 0 helyen szintén 1, 
vagyis általában: ,limax = l. .1-0

[Megjegyezzük, hogy itt x-nek csakis racionális értékei! vettük tekin­
tetbe, az x értékhalmaza tehát csakis a racionális számok halmaza volt, 
mert hiszen irracionális x értékekre crT-et még : cm tekintettük értelmezett­
nek. De most azt is megállapítjuk, hogy u“-n mit értsünk, ha a pozitív irra­
cionális szám? Megmutatjuk ugyanis, hogy az a'-nek az a irracionális helyen, 
melyen sem az eredeti, sem a most már kibővített értelmezés szerint nincs 
értelme, meghatározott véges határértéke van. Legyen a 1-nél nagyobb. 
Vegyünk fel egy tetszésszerinti, a-nál nagyobb .? racionális számot és jelöl­
jük az aM rövidség végett M-jnel.

Ha egy tetszés szerinti kis poziti r t szám adatik, vegyük az M-edrészét. 
Legyen: ~ — e'. Az előbbiek szerint állapítsuk meg a J számot úgy, hogy 

a6 - 1 < f'

legyen. Ekkor már egyúttal* 1—a A<e'. Ha már most az a — Q •••«+ % 
intervallumot tekintjük, akkor ennek bármely két x', x" helye egymástól 
rf-nál kevesebbel különbözik: \x'-~x"|<<J.

Legyen két ilyen tetszőleges racionális szám: x\ x".

A jobboldalon álló kifejezésben a'r helyeit a nagyobb Af-et tesszük ; 
ax'~x" pedig, ha x'>x", kisebb o<5-nál, ha x'<x", nagyobb mint a á, tehát 
a második tényező mindenképpen f'-nél kisebb abs. értékű és így:

ja37 — ox j<Afs'<s.
Ezzel a határérték létezését kimutattuk (l. 56. lap).]
c) A lim—-A------ — függvény a sinus függvény ismeretes érlel-.'C«=O X X

mezése alapján minden x értekre nézve egyszerű behelyettesítéssel kiszámít­
ható. Kivétel az x = 0, mikor e számítás nem végezhető, mert az osztás 
ebben az esetben nincs értelmezve. Minthogy tehát az x=0 környezetének 
minden helyén véges és meghatározott értéke van a -^-^--nek, fölvetjük a 
kérdést, hogy van-e ennek a függvénynek az x=ü helyen határértéke? Ki­
mutatjuk, hogy igenis van határértéke és pedig ez a határérték: 1. Ugyanis 
a 14. ábrából látjuk, hogy sinxCx minden hegyes szög esetében; mert az 
AOB körcikk területe nagyobb az AOB háromszögénél. Ha még a B pontban 
a körhöz érintőt vonunk," akkor meg azt látjuk, hogy a COB derékszögű 
háromszög területe nagyobb az AOB körcikknél. E háromszög területe: 
r2 t ff x—; tehát e három terület összevetéséből ered :

sin x < x < tg x

* Ugvanis a’5<l-4-í'-bői következik, hogv a r- De ,->l—e',., l-bf 1 -,-t
mert (14-s') (1—e"<l. Megjegyezzük még azt is, hogy a í számot 
fi— a-nál kisebbre vehettük.
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minden hegyes szögre 
tagját elosztjuk:

nézve. Ha még sinx-el ezen egyenlőtlenség minden

1

ami még így is írható:
COS X

cos .1

Ha már most x a pozitív számokon át a 0 felé convergál, akkor úgy a jobb­
oldalon. mint a baloldalon álló függvények határértéke 1 lesz, tehát az 53. lapon 
tárgyalt tétel szerint ajobboldali határértéke: 1. Minthogy azon- 
. ■ , . . •?,. sin(—x) sinx , , ■ban sin (—x) =— sinx, lehat-----—- =-------- és így a baloldali határ-’ —x x °-
érték is: 1, vagyis

d) A lim (1 + ) . Megállapítottuk, hogy az

1 v1* szab, sorozat (1. 17. lap), melynek limese: e. Kérdés, hogy az /(x) — íl 4- —) 
függvénynek az x—<x> helyen van-e és ha igen, ugyanaz-e a határértéke? Ki­
mutatjuk, hogy igen:

vagyis ez azt jelenti, hogy az f(x) függvény e felé convergál nem csak akkor, 
ha az x-nek egész számú értékein át. haladunk a végtelenbe, hanem ha bár­
minő Xj, xa,x3,... korlátlanul növekedő sorozaton á; haladunk is. Hogy a 
íőlírt határérték érvényes, annak a kimutatása végett csak azt kell belát­
nunk, hogy bármely kis e-hoz található oly N küszöbszám, hogy 

ha x>jV. Adatik tehát az e. Vegyük a felét és legyen — — e'. Minthogy 
az a) sorozat limese: e, elmehetünk benne olyan messze, hogy azon túl 
minden tagja s'-nál kevesebbel tér el az e-tői. Tegyük fel, hogy az 
e'-hoz tartozó ezen küszöbszám: N. Ha ez az N küszöbszám kisebb volna 
—r -nál, akkor még nagyobbat veszünk helyette; szóval A’-el oly nagynak 
választjuk, hogy egyrészt

le — (14--—) | ha n > iV, másrésztI ' n ' I ’ s

Ha már most x egy tetszésszerinti A7-nél nagyobb szám és például M 
és M4-1 egész számok közé esik, azaz:

M <xc M 4- 1,

akkor : (1 4-

-et nagyobbitjuk, ha az alapot azáltal nagyobbitjuk, hogy x helyébe a kisebb 
M-et tesszük és az exponenst azzal nagyobbitjuk, hogy az x helyébe a nála
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nagyobb ’,f-|-l-et írjuk. Éppen így ezt a kifejezést kisebbítjük, ha az alapban 
x helyéb’ M-ul-et és a kitevőben x helyébe a kisebb M-et tesszük. Azaz:

1 M 1 / 1 \ M+l
(J + M+r) <(1+ x) + ’

am’még így is írható:

1 \M+l2+ «+].’— < (1+ij’< (i + * i" (i+4-; ■

1+ m+t
De (1 _l_AMaz a) sorozat monoton volta miatt e-nél kisebb és (1 

azé—e'-nél nagyobb, tehát:

1 yW+l 
M+l '

e—e'
1 1 1 x' M

1+m+t
A baloldali kifejezés, mint már többször említve volt, az > 1 - « 

folytán egyszerűbb'©!! is írható és így:
e__ e

~M

A jobboldalon álló kifejezést még nagyobbítjuk, ha helyett t -t mon­
dunk * A baloldalon állót kisebbítjük, ha a levonandó-j~T helyett a nagyobb 
e'-t és 1 - 1 - helyett 1-et írunk. Ha még tekintetbe vesszük, hogy 2e'=t,

M-j-1
1 x £

— « <(1 + —) < e + 2 >akkor:

vagyis ha csak x>N, akkor

és így valóban:
lim (1 + i-) = e. 
ÍE-oc X

Ezen határérték megállapításánál az x a pozitiv számokon át vált vég­
telenné, vagyis pozitiv végtelenné lett. Vájjon van-e ennek a függvénynek 
határértéke, ha x negativ végtelenné válik? Kimondhatjuk, hogy ekkor is:

+ =c-

Ha ugyanis x——z tesszük, akkor

és Jl-J1 + x) "

* Mert < 4- ’ de N'el feltételünk szerint 4- -nél nagyobbnak
M f M. N •

vettük, tehát <z:e'.
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1 . z
Tehát csak lim (1 —-) számítandó ki. x-oc ' ?■

íj- V=gzl^:r ____ 1____
' z1 ' z -• Ll+(z-1)J . 1 ?

P + TT>
és ez még így is irható:

vagyis x— — z tévén:

De ha x negatív végtelenné Válik, z pozitív végtelenné lesz (z—1 szin­
tén) és így a jobboldalon álló kifejezés első tényezőjének határértéke: e, a 
második tényezőé pedig j 1 j tehát 

, 1 1lim (t + - e.se— — «< <25

Kimondhatjuk tehát, hogy általában:

lim (1 +• —) — e,

x akár pozitív, akár negatív végtelenné váljék.
Ez oly fontos határérték, hogy még más alakban is felírjuk. Ha ugyanis

-- helyeit z betűt írunk, akkor, ha x végtelenné válik, z 0-á lesz és így: 2?
1 

lim (14-z)z — e. Z=*0 
z

Ebből megállapítjuk ezt a határértéket is: limít-f-az)", ha a tetszés 2x-Q
szerinti pozitív vagy negatív szám. Evégből az helyett u betűt írunk, meg­
jegyezve, hogy ha z zérussá lesz, akkor a is eltűnik.

(l+flzF= (l+u)^= L(l+a)«]«.

[Később be fogjuk látni, hogy általában lim [/(x)Jc=pimf(aj]n, ha lim/(a) 
véges, meghatározott szám, vagyis, hogy éppen úgy, mini pozitív egész 
számú exponens esetében, midőn LT(ar)]u szorzatnak tekinthető, melynek 
limese a tényezők limeseinek szorzata, tehát Hm [y(x)]fl-[lim/^:,JB. úgy min- ar«fc»x x*a
den a exponens esetében a límeskcresés és a hatványozás fölcserélhelö-j 
Eszerint tehát: 1 1

Hm (H-cUi’ i= Ilim (14-a)"]4 — e“. l->0 U'O
Ha z helyébe megint az eredeti --öt írjuk, akkor ez az egyenlet igy irbató: 

lim (1 + --)*=

7. Folytonos függvény. Az eddigiekben megállapítottuk, hogy 
mit értsünk az f(x) függvénynek au a helyen való határértékén. 
Többféleképpen is fogalmazhatjuk ezt az állítást: lim/’(x) = 4»
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Mondhatjuk, hogy minden on a2, a8,... sz. sorozatra nézve, mely az 
«-t értelmezi (lim an — a) az /(a,),/'(a2),/(a.,),... függvényérték- 
sorozat sz. sor, mely az A-t értelmezi, azaz, ha lim«n = u, akkor 
lim f(an')=A. Ezzel egyenlő értékű, hogy bármily kis 6-hoz tarto­
zik oly ó küszöbintervallum, hogy |/'(x)--A|<6, ha |x—a|<ó és 
pedig, ha x—a mindig pozitív (negatív), akkor azt mondjuk, hogy a 
jobboldali -baloldali) határérték A és ha x mindazon helyeket jelenti, 
amelyek az a — d. ..a] J közben vannak, akkor tulajdonképpeni 
határértékről van szó. Ugyanezt az állítást még a következő alak­
ban is szoktuk kifejezni: ha x helyéhe, mely úgyis az a közvetlen 
közelében levő helyeket jelenti: «-|-h alakot ltjuk, akkor azt, hogy 
az .i az «—d...a-f-3 közben van, így is jelölhetjük:

\h\<ö,

tehát Iim/Yx)=A, ha minden 6-hoz tartozik oly ó köz. hogy 
x»o

\f(a-\-h)-A\ < 6, ha j/ii < J.

Az eddigiekben rendszerint oly helyeken állapítottuk meg a 

függvény határértékét, amelyekre a függvény eredeti értelmezése 

(akár a formulává! történő, akár a geometriai, akár a tabelláris) 
sin x

nem vonatkozhatott. (így pl.: sinx az x=0 helyen, ——— az x—0 

helyen stbj. szóval, amelyekhez a függvény eredeti értelmezésével 

elrendelt érték nem tartozott. De éppen úgy beszélhetünk a függ­
vény határértékéről minden más helyen is. így például ez az egy­

szerű függvény: xn, La n pozitív egész szám, az x=l helyen: 1. 

Ez a képlet által szolgáltatott érték, vagyis az x=l helyhez el­

rendelt érléke. De egyúttal a határértéke is 1. Erről a határérték 

definíciója alapján azonnal meggyőződhetünk. Ha ugyanis egy tet­

szés szerinti kis pozitív 6 szám adatik és k egy tetszés szerinti 

1-nél nagyobb szám (pl.: 11, vagy 101), akkor legyen
(és még J<A'—1 is ki legyen elégítve). Azt állítjuk, hogy ez a J 

az 6-hoz tartozó küszöbintervallum. Ugyanis

xn—1 = (x—l)(xn~14-xn~24------H),

vagyis: jx"—l| = |x—Íj |xn~i-|-xn~34-------l-U.

Ha |x—1|<J, vagyis x az 1 —<) és 14-J közből vétetik. (í) egy- 
£

részt az —.--v-nél. másrészt a k— 1-nél kisebb, tehát x<k\ akkor 

a második tényező minden tagja kisebb /c"-1-nél (ugyanis, ha x
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nagyobb 1-nél, világos, hogy e kifejezés legnagyobb tagja xn-1, ha 
pedig x<l, akkor minden tag az 1 kivételével 1-nél kisebb, annál 
inkább A-n-1-nél), tehát a jobboldali kifejezés második tényezője kisebb 
nka-1-nél, azaz:

|x"—1| < 4. nkn~1 < e.

Ha tehát x az 1—ó és 1-|-J közé esik, akkor |1—x"|<6, vagyis 
valóban A az 6-hoz tartozó küszöbintervallum és így limxn=l.

Ha tehát az /(x) függvénynek az x—a helyen van is a definíció­
jából eredő értéke, azért rendszerint mégis szólhatunk e helyen a 
lim/’(x)-ról. Meglehet már most, hogy úgy, miként az említett egy­
szerű példában, az /’(x)-nek az x—a helyen van véges határértéke: 
A és ez a határérték ugyanaz, mint a függvénynek az a helyhez 
tartozó elrendelt értéke. Ilyenkor a két számérték eme megegyezé­
sét úgy jellemezzük, hogy azt mondjuk, az /‘(x) függvény az a 
helyen folytonos. Ellenkező esetben, vagyis, midőn véges határ­
érték az a helyen nincsen, vagy van határérték, de ez nem egye­
zik meg az /(xj-nek az a helyhez rendelt értékével, akkor azt 
mondjuk, bogy az /'(x) az x—a helyen nem folytonos.* Az a hely­
hez tehát rendszerint kétféle számérték tartozik: egyrészt a függ­
vény definíciója értelmében elrendelt érték, melyet /’(a)-val jelö­
lünk, másrészt pedig az a-hoz tartozó határérték: lim/’(x).

E meghatározás szerint már most az f(x) függvény az x—a 
helyen folytonos, ha az a helyen van véges halárértéke és ez a 
határérték az a helyhez rendelt érlékkel egyenlő, azaz:

\\mf(x) = f(a),
X’-ll

vagy más szóval, ha bármely kis e számhoz tartozik oly 3 küszöb- 
intervallum, hogy -i

1/(xj—/'(a)| < 6,

ha |x—a|<J; vagy még másként, ha minden pozitiv 6-hoz tartozik 
oly J küszöbintervallum, hogy

ha |h|<J.
\f(a+K)-f(d)\<e,

* Még arra az esetre is lehetne gondolni, midőn az /(x)-nek az a helyen 
van határértéké, de elrendelt értéke nincs. Ilyenkor, ha a függvénynek az a 
helyén való értékéről egyáltalában beszélni akarunk, magát a határértéket 
tekintjük az a helyhez tartozó értéknek. (így . például a csupán racionális 
helyekre értelmezett függvény értelmezését az irracionális helyekre kiterjeszt­
jük, ha ezen helyeken van határérték.)

íiekt • A diferenciálttámitás. I. 5
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[Még azt is megjegyezzük, hogy ha ez az egyenlőtlenség csakis pozitív 
(negatív) h-kra áll fenn, akkor az /(x)-nek a jobboldali (baloldali) határ­
értéke/(a), vagyis az f(x) az a helyen jobbról (balról) folytonos].

Néhány példát mutatunk be a nem folytonos függvényre vonatkozólag: 
a) Egy /(xj függvényt úgy értelmezünk, hogy minden pozitív x helyen 4-1, 
minden negatív x helyen —1 legyen és x— 0 helyen /(x)=0 legyen. Ezzel ezt. 
a függvényt minden helyen értelmeztük. Grafikusan is igen egyszerűen fel­
tüntethetjük (15. ábra). Az 0 kezdőpontról megjegyezzük, hogy ez a pont is 
hozzátartozik a grafikus képhez, a függvény menetét ábrázoló «görbéhez». 
E függvény az x—0 helyen nem folytonos: szakadásos. Ugyanis e helyen a 
jobboldali határértéke 4-1, a baloldali —1 és az elrendelt érték egyikkel sem 
egyezik meg; tehát a függvény egyik oldalról sem folytonos. Ezen függ­
vényt így jelöljüksgn x (signum aj. mert ha x előjele pozitív, a függvény 
értéke 41, ha pedig x jele negatív, a függvény értéke mindig —1.

1G. ábra.15- ábra.

b) Képzeljünk egy függvényt, moh minden helyen ugyanolyan értékű, 
mint az x2 függvény, de ha x=l, akkor értéke 0 legyen. Nyilván ennek a 
függvénynek az x=l helyen szakadása van; ezen a helyen ugyanis a határ­
értéke : 1 és a definiált értéke: 0.

17 Jelöljük [x]-el az x számban foglalt legnagyobb egész szám-’!., a köz­
vetlen kisebb egész számot, ha x nem egész szám; ha pedig x ■••/ész szám.
akkor legyen [x] — x —-b és x=0 helyen: Cl. (így pl., ha x - 

4
í.vl—2). Ez a függvény a 0. . . I szakaszban mindenütt 0. az 1 

., akkor 
szakasz­

ban: 1,. . . az n . .. n-|-l szakaszban : n, tehát .a menetet a mellékelt lépcső­
zetes ábra tünteti fel. Azonnal látjuk, hogy e függvény minden helyre egy­
értelműen definiál tatolt; és hogy minden egész számú helyen szakadása van

d) Az ij — •- ' - függvénynek az x—a helyen nincs véges hatói ér téke.
Ha jobboldalról közeledünk az <1 helyhez, akkor minden pozitív számnál
nagyobbá válik, végtelenné lesz, ha pedig a baloldalról közelítjük meg
az a helyet, akkor meg
tones. Az 1

si’-nt2'

ueuativ végtelenné lesz. Az a helyen tehát nem l'oly-
végtelenné válik az x o helyen és pedig mimikéi

oldalról pozitív végtelenné lesz; tehát az x « helyen nem mondjuk folyto­
nosnak.

c) az y=sih —----- függvény teljesen meg van határozx a ha megállapít­
juk, hogy az r a helyem melyen eredetileg értelmezve nincs, pl. 0 legyen.
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De bármiképpen állapíttassák is meg az X--a helyhez tartozó függvényérték, 
még sem folytonos a függvény e helyen, mert nincs határértéke, illetőleg a 
határérték attól függ, hogy minő sorozattal értelmezzük az a helyet. így 
például, ha ezt a szabályos sorozatot használjuk :

, 1 . 1 . 1 ,1
° 2n \ a ’ ° 4%4-a ’ a 6w+<x ’ ‘ ' U 2rnr+« ' ’ ' ’’

mely nyilván az a-t értelmezi, akkor sin —— mindig a sin a értéket veszi fel.
[Ez a nehány példa eléggé illusztrálja, hogy minő különböző fajta 

diszkontinuitásai lehetnek a függvénynek. A legutolsó példában különösen 
azt láttuk, hogy választható olyan szab, sorozat az a értelmezésére, hogy az 

,f(ax). . . . sorozat határértéke a sin a legyen ; tehát, minthogy sin a 
a —1 és 4 1 közötti bármely számot jelentheti, a —1 és 41 között bármely 
számot lehet határértékül tekinteni. Az első példánál szintén volt az x=0 
helyen határérték és pedig a jobboldali 4-1, a baloldali —1. Lehetséges 
tehát, hogy az a számot értelmező a,. «•,... sorozatok különböző határértékek­
hez, (mint az 1. példánál) lehet, hogy végtelen sokhoz vezetnek. Az első 
esetben a lehetséges határértékek között van egy legnagyobb és egy leg­
kisebb. A második esetben, t. i. midőn végtelen sok határértékhez jutha­
tunk és e végtelen sok szám halmaza korlátos, akkor, miként tudjuk, van 
egy felső határuk M és egy alsó határuk m. A lehetséges határértékek az M 
és m között vannak. A M—m különbséget, a határértékek ingadozásának 
mondjuk. (így pl. az e) alatti példánál Af---|-1, m——1, M— m—2). Ha Jf—ni, 
azaz a határértékingadozás 0, akkor az illető a helyen az fix) függvénynek 
meghatározott véges határértéke van, tehát ha az elrendelt értéke is meg­
egyezik ezzel, akkor ez az a hely a függvénynek folytonossági helye.]

Eddig mindig csak arról szóltunk, hogy a függvény gy bizonyos 
<i helyen folytonos, vagy nem folytonos. Ha az intervallum
minden helyén folytonos (az a es helyeket is beleértve), akkor 
azt mondjuk, hogy az f(x) az a.../? intervallumban folytonos.

At. ilyen esettel, vagyis azzal, midőn az a...p intervallum minden 
helyén folytonos az f(x) függvény, kissé tüzetesebben kell foglalkoznunk. 
Ha az f(x) függvény az a helyen folytonos, akkor egy adott 8-hoz tartozik oly 

<1 küszöbintervallum, hogy \f(x)—f(a)\<«, ha |.v— a|<4. Ha <zlt aa, a3,... an 
véges számú helyeken folytonos, akkor minden e-hoz tartoznak a’z egyes 
helyeken <Jt, <J2, rfs,... <J„ küszöbintervaliumok és ha ezek közül a legkisebbel 
rf-val jelöljük, akkor azt mondhatjuk, hogy az e-hoz tartozik oly közös rf 
k üszobintervallum, hogy

|f(al+/i)-./’(a1)|<8, !/m24-/i)—/(a2)|<«. . . \f(a„+h)—/(a„)|<8, ha A

De mondhatjuk-e ezt akkor is, ha az f(x) végtelen sok at, a2,aa,. . . 
helyen, vagy egy «...intervallum minden helyén folytonos? (a határokat 
is beleértve, ahol legalább is egyoldalú folytonosságot teszünk fel). Ez a 
fontos kérdés tehát így hangzik: Ha fix) az «.../( szakasz minden helyén 
folytonos (a határhelyeken is) és megadatik egy tetszés szerinti f, található-e 
mindig ehhez oly közös küszöbintervallum, hogy a szakasz bármelyik helyére 
elmondhassuk, hogy

\f(a+hi—ha |/t|<d

(a határokon csak pozitív, illetőleg negatív A-ról szólunk). Azt állítjuk, hogy
5*
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igenis, minden e-hoz található egy, az egész szakaszra közös d küszöb- 
intervallum.

Adva lévén e, a szakasz minden helyéhez tartozik egy-egy d. A 6 pozitiv 
számok végtelen halmazt alkotnak. E végtelen halmaz alsó határa csak 
pozitiv, vagy 0 lehel; tegyük fel, hogy nem 0 és jelöljük m-el. Az alsó határ 
fogalma szerint a halmazban m-nél kisebb szám nincsen; eszerint tehát 
minden d nagyobb m-nél, tehát m-et tekinthetjük az e-hoz tartozó közös 
küszöbintervallumnak, vagyis, ha a a szakasz bármelyik helye

\f(a+h)— f(a)\<e, ha |/i|<m.

De pozitív számok végtelen halmazának alsó határa 0 is lehetne. Mit 
jelent ez? Egyrészt azt a magától értetődő dolgot, hogy O-nál kisebb d nem 
létezik, másrészt azonban azt, hogy bármely kis pozitiv számot jelentsen is 
d', az ap szakaszban van olyan « hely, melyhez tartozó küszöbintervallum 
d'-nál kisebb [mert hiszen, ha d'-ná’ kisebb d nem volna, akkor nem 0, 
hanem vagy d', vagy ennél nagyobb volna az alsó határ]. Bebizonyítjuk, 
hogy a d küszöbintervallumok választhatók úgy, hogy a d-k alsó határa ne 
legyen 0.

Ha ugyanis ez az alsó határ minden lehető választásnál 0 volna, akkor 
az a... fi szakasznak legalább egyik felében 0 volna ez az alsó határ. Jelöl­
jük azon félszakasz határpontjait, melyben az alsó határ 0, és ft-gyel. 
(Ezek közül egyik megegyezik a-val, vagy £-val.) Az atpt szakaszban tehát 
a d küszöbintervallum alsó határa 0. Ezt a szakaszt megint megfelezzük. Leg­
alább egyik felében a d küszöbintervallum alsó határa 0. Jelöljük ezt a fél­
szakaszt a.jL-vel s i. t. Ezzel az eljárással tehát sorban az «p, ajft, a2px, . 
szakaszokra jutunk, melyek mindegyikében a d küszöbintervallumok alsó 
halára 0.

Az egyes félintervallumok baloldali határpontjai, a, at, «2,... mono­
ton növekedő sort alkotnak (esetleg egyesek megegyeznek, sőt talán mind 
megegyezik az a-val) a baloldali p, Pt, p2> . . . határpontok monoton csökkenő 
sort alkotnak és nyilván lim an — lim pn, mert hiszen ez a folytonos felezés­
sel nyert a,,pn intervallum tetszés szerinti kicsinnyé válik. E két sorozat által 
értelmezett számot jelöljük c-vel. (Ez esetleg az adott a.. .p köz egyik határ­
helye is lehet.)

Ennek a c helynek az a tulajdonsága van, hogy minden anpn köz­
ben benne van, tehát ha bárminő kis X.. . <« közt jelölünk is meg, mely a 
c-t magában foglalja, ebben az e-hoz tartozó d küszöbintervalhimok alsó 
határa 0. Igen ám, de feltételünk szerint az /(X) mindenütt, tehát a c helyen 
is folytonos. Jelöljük meg a szóban forgó e feléhez, az *--hez a c helyen £
tartozó küszöbintervallumot. Legyen ez d; vagyis a c—d...c+d közbe eső 
bármely x helyre nézve :

|/(x)- (c)|<|-

Ugyanez áll a c — .. c közre is. Jelöljük meg ennek a köznek
valamely tetszés szerinti helyét g-vel, akkor tehát

/(c)- |</(«)</(c) + ^-

és ha x a c— d. . . c-\-d bármelyik helyét jelöli, akkor is

/(c) —2 </(*) + 2 ’
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E

ha a § 

ekkor

két egyenlőtlenségből következik, hogy: 

l/(x)-/(f)|<e,
ac-$..,c+| és x a c—d...c-rd bármelyik helyét jelöli. De 

a |f—x< távolság legalább is -ig terjedhet, vagyis az előbbi
egyenlőtlenségből ez is következik:

Ha J a c —c + •=- köz valamelyik helye (akármelyik lehet), akkor £ £ .j ti fi
l/(x)—/(£)]< e, ha csak |x—• De ez azt jelenti, hogy a c c + -k-
köz minden $ helyéhez tartozik egy közös, legalább y nagyságú küszöb- 
intervallum ; e közben tehát az e-hoz tartozó küszöbintervallumok mind­
annyian ^--nél nagyobbak lévén, alsó határuk nem lehet 0. Ellenmondásra 
jutottunk és ezzel kimutattuk, hogy nem állhat meg az a feltevésünk, hogy 
az ap szakaszban az e-hoz tartozó küszöbintervallumok alsó határa csak 0 
lehet. Ez az alsó határ O-tól különböző m pozitív szám is lehet és így, ha § 
az ap szakasz bármelyik helyét jelenti és e tetszés szerinti megadott szám, 
akkor: l/fr)-/(öl<e,
ha csak az x a f—in ... £-}-m közből vétetik (a határhelyeken csak egyoldalú 
közökről szólunk). És ezzel kimutattuk azt a nagyfontosságú tételt, hogy ha 
f(x) az a... p intervallum minden helyén (a határokon is) folytonos, akkor 
bármely t pontossághoz tartozik egy köxös m küszöbintervallum ágy, hogy 
\f I < ha I x—a\<m, ahol a az a... fi köz akármelyik helye. Ezt 
az állítást, vagyis a kŐHÖS küszöbintervallum létezését röviden úgy fogjuk 
mondani, hogy f(x) az a .. . p közben egyenletesen folytonos.

így pl. láttuk, hogy x", ha n pozitív egész szám, minden helyen foly­
tonos. Kérdés, hogy egy tetszés szerinti a. . . b szakaszban adott e-hoz mek­
kora közös küszöbintervallum tartozik? Minthogy

X? —X«=(X1-X) (x4,-1+xj' ■ -x+xf3x--[- ■ ■ • 4-x"-1),
tehát, ha a |i>|>|a| és |h| = p, akkor

|x?-x"|<n|x1-x|j?n-1.

Ha tehát rf-t úgy választjuk, hogy legyen, akkor

ha csak Ixj—x|<í,
tehát az adott e-hoz az egész a .. . b intervallumban a S — —*küszöb- np" 1
intervallum tartozik.

8. Néhány tétel a folytonos függvényekről, a) Ha /’(x) és <p (x) 

az x = a helyen folytonosak, akkor a 48. lapon közölt tételek 

alapján rögtön következik, hogy 1) /’(x) -J- cp(x), 2) /(xj — <p(x), 

3) /'(x)-9?(x) és 4) ha <p(a)=pü, *s folytonos az x—a helyen. 
Elég lesz a bizonyítás gondolatmenetét például az 1) esetre vonat­

kozóan közölni. Az / (x) és y(x) az x—a helyen folytonosak; vagyis
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lim f(x)—f(á), lim (f (x)—(f (a). Ebből következik, bogy 
x-a .r-a 7

lim [/’(x)4-y (x)] = /■(«) + 9? (a), .r-=a
vagyis az f (xf + (f (x) függvény az x—a helyen folytonos. Ugyanígy 
bizonyítandó a többi tétel is. Azt is azonnal beláthatjuk, hogy nem 
csak két, hanem több függvényből összeadás, kivonás, szorzás és 
osztással alkotott függvény (az utolsó, ha a nevező nem 0) is foly­
tonos az x—a helyen, ha e függvény megalkotásánál szereplő függ­
vények mind folytonosak. Az is világos, hogy ha fix) és (fix) az 
a...b szakaszban (a határokat is beleértve) folytonosak, akkor
/ Cr)±9t’(‘r)> ííx)-‘f>(.x') - -/ V *s folytonos e szakaszban (az utolsó,

y v1)
ha (fix) sehol sem válik 0-vá, vagy pontosabban, ha abs. értéke 
egy megadott M póz. számnál mindig nagyobb).

b) összetett függvény folytonossága. Egyelőre célszerű lesz az 
összetett függvény fogalmát bevezetni, mert több, a függvényekre 
vonatkozó ismeretünk ezzel áttekinthetőbben csoportosítható. Egy­
két példán mutatjuk meg, hogy miről van szó. Az ax-j-Z> az x függ­
vénye (lineáris függvénye). A sin («.»/ -r ? voltaképpen szintén az x 
függvénye, de sokszor célszerű ezt úgy felfogni, hogy előbb az 
ax-f ö-t tekintjük az a' függvényének és ha ezt z-vel jelöljük, 
akkor a sin(ax-f-h) egyszerűen sinz-nek tekinthető. A sin(ax4*ft)-t 
ebből a szempontból az x összetett függvényének mondjuk.

Egy másik egyszerű példa: y—(3xa—5x4-2)s. Ha az alapotz betű­
vel jelöljük, akkor y—z8 és z—3x2—5x4*2. Az y az x összetett függ­
vénye. Ennek a felfogásnak csak éppen azt a jelentőségét látjuk 
ezúttal, hogy a 3xs—5x-f-2 harmadik hatványának kiszámításából 
eredő hatodfokú egész függvény helyett a z változónak csak har­
madfokú függvénye áll előttünk. E két egyszerű példa nyomán 
szerkeszthetünk akárhányat; de elég e két példa is arra, hogy 
az összetett függvény jelölésével megismerkedjünk. Ha z—(fix) az 
x változó és i] — f(z) a z-nek megadott függvénye, akkor volta­
képpen az f (z) az x függvénye. Ezt így írjuk:

y = /-[r(.r)|

és igy olvassuk: y a y(x)-nek f függvénye. Itt természetesen egy­
előre az x-nek csak olyan a...b szakaszban szabad változnia, 
amelyben <f(x) az x-nek olyan egyértékíi függvénye, melynek érték­
készlete az f(z) értelmezési tartományba esik. így pl. ha Isinx-re 
gondolunk, akkor x csakis a 0...7T közötti szakaszban mozoghat, 
mert ha x>.í, akkor sinx negativ és a míg csak reális számokról 
szólunk, a gyök alatti mennyiség negativ nem lehet.

Az összetett függvényre vonatkozólag azt állítjuk, hogy ha 
az x—a helyen a (fix) folytonos és (fia)—b, továbbá az /’(z) függ-
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vény a z~b helyen folytonos, akkor az f\<f (.r){ összetett függvény 
az x—a helyen folytonos.

[Evégből csak azt kell megmutatnunk, hogy ha egy tetszés szerinti kis 
t adatik, található ehhez oly ö küszöbintervallum, hogy

;/[v(«A/<)J —/[v(«)]|<f, ha j/»|<<J. a)
Adatik az e. Határozzuk meg ehhez a a küszöbintervallumot, úgy, hogy

\f(b+k) — f(b)\<t, ha |/c|<cr. /})

Ez lehetséges, mert fiz) a b helyen folytonos. És most határozzuk 
meg az a helyen a <p(x) függvénynek a <z-hoz tartozó küszöbinlervaliumát, 
<J-t, amelyre nézve 

|^(n+h) — <f> (nj!<<r, ha
vagyis : <p[á) — a<.<p(a+h)

Ha <?(<!-[■ It)—<p(a)+k tesszük, akkor tehát és így, ha akkor
a) teljesítve van, mert

/[íP(a+A)] -/ftp(a)+A-] — f[b+k),

és így az a) baloldala így írható :
f(b r k) —f(b),

ez pedig a p) szerint abs. értékre kisebb s-ná), tehát valóban:

|/[v («+*)]-/ÍV (a)] !<f, >>a |hj<é.
Könnyen belátható, hogy ha <p (x) az a .■.. b szakaszban folytonos és 

míg az x az a . . . b szakaszt befutja, addig a <p(x) az a... p szakaszban ma­
rad és f(z) az a... fl szakaszban a z folytonos függvénye, akkor az/ftp (.r)] 
az a . . . b közben az :r folytonos függvénye.]

c) Folytonos függvény jellartása. Ha f(x) az a helyen pozitív 

(negatív), akkor az a helynek van olyan környezete, melyen belül is 

mindenült pozitív (negatív), vagyis a folyt, függvény a jelét egy 

megadható közben megtartja. Legyen ugyanis f(a)—A pozitív. Válasz­

szűk e-t -—-nél kisebbre és legyen az e-hoz tartozó küszöbinterval- 
A- n

lum J; akkbr tehát \f(x)—A|<«, ha |x—a|<d; vagyis e közben:

A — « < /'(r) < A + é.

(A \mert « < ), tehát
^2 /

f(x) is pozitiv, ha |x—a|<J. Éppen így bizonyítjuk be a tétel 

másik részét.

d) Folytonos függvény felső (alsó) halára (Weierstrass-tétel). 
Ha az x független változó az ab szakaszban halad (akár minden 
értéket fölvesz, akár csak minden rác. értéket, vagy más szám­
halmazt), akkor az f(x) függvény hozzátartozó számértékei szintén
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egy végtelen számhalmazt alkotnak és ha az f(x) az ab szakasz­
ban korlátos, akkor az f(x) számértékek halmazának van egy M 
felső és m alsó határa. [Emlékeztetünk a halmaz felső határának 
fogalmi megállapítására: az összes racionális számokat két sze­
letbe sorozzuk; az A-ba tesszük az a számot akkor, ha a hal­
mazban nála nagyobb is van, B-be az ellenkező esetben. A két 
szelet határa az M. Ebből következik, hogy a halmazban Af-nél 
nagyobb szám nincs, de ha £ bárminő kis pozitív szám, M— e-nál 
nagyobb szám igenis van a halmazban; mert hiszen ha nem volna, 
akkor nem M volna a felső határ, hanem M— e, vagy ennél kisebb. 
Ugyanígy áll a dolog az alsó határral; a halmazban m-nél kisebb 
szám nincsen, ellenben bármely kis szám legyen is az e, az m-f-e- 
nál kisebb szám van a halmazban.]

Az M számot az /(x) függvény ab szakaszbeli felső határának, 
a ni-et pedig alsó határának nevezzük. Megjegyezzük azonban, hogy 
nem kell azt gondolnunk, hogy az /’(x) függvény az ab szakasz egy 
vagy több helyén tényleg fölveszi ezt az M értéket. Egy-két példán 
mutatjuk meg, hogy ez általában nincs így. Definiáljunk egy /'(x) 
függvényt a következő módon: a 0... 1 közben mindig akkora 
legyen, mint x, az 1...2 közben pedig akkora legyen, mint 2—x. 
Ezzel a 0...2 közben értelmeztük, csak még azt nem mondottuk 
meg, hogy az 1 helyen mekkora értékű. Megállapítjuk, hogy az x=l 
helyen: j legyen. Ezzel ez a függvény a 0...2 köz minden helyén 

meg van határozva. Rajzban is igen egysze- 
!/| rűen tüntethető fel: a mellékelt ábrán a tört,

vonal ábrázolja a szóban forgó függvény me- 
/f\ netét, de az x=l helyhez kivételes pont

/ ; \ tartozik. E függvény felső határa a 0... 2 sza-
____.Z___ j._____X—-y kaszban nyilván: 1. (1-nél nagyobb nem lesz,

17. ábra. de 1—c-nál nagyobb lesz, bárminő kicsiny
legyen is e). De van-e olyan x hely, amely­

hez tartozó függvényérték éppen 1? Látjuk, hogy nincs, mert ha a 
főmegállapítás az x = 1-re is vonatkoznék, e helyen f(x) éppen 
1 lenne, de erre azt a kivételes megállapítást statuáltuk, hogy 
/’(1) = | legyen.

Egy más f(x) függvényt így definiálunk: x minden értékénél 
/(x) akkora legyen, mint sinx, kivéve az x = —- helyet, amikor 0 

legyen. Ezen függvénynek is, mint azonnal látjuk, a 0... n sza­

kaszban a felső határa: 1, de ezt az értéket sehol sem veszi fel. 
Ugyanígy áll a dolog az alsó határral.

A most felhozott példák olyan függvényekre vonatkoznak, me­
lyek az ab szakaszban nem folytonosak. Ha azonban f(x) függvény
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az ab szakaszban (a határokat is beleértve) folytonos, akkor ez az 
eset nem fordulhat elő, vagyis:

Ha f(x) az ab szakaszban (a határokat is beleértve) folytonos, 
akkor legalább egy olyan c hely van e szakaszban, amely helyen a 
felső (alsó) határát felveszi, vagyis f(c)—M. (Weierstrass tétele.)

E fontos tételt a következőképpen bizonyítjuk be: Az ab sza­
kaszban az /(.r) felső határa legyen M. Ha már az a helyen 
f(a)—M volna, akkor nincs mit bizonyítanunk; mert akkor már 
van egy hely, amelyen a függvény értéke: M.

Ha az ab szakaszban valahol egy a helyet megjelölünk, akkor 
ezzel a szakaszt két részre osztottuk: aa-ra és ab-re. Az egyes 
részszakaszokban a függvényértékek felső határa csak M, vagy 
M-nél kisebb lehet [Mert ha M’>M volna a felső határ valamelyik 
részszakaszban, akkor volna az M és M’ között levő függvényérték 
is, ami pedig lehetetlen, mert az egész szakaszban sincs M-nél 
nagyobb függvényérték.] Ha az aa szakaszban a felső határ M-nél 
kisebb, akkor az a számot az A szeletbe tesszük, ha pedig a ft hely 
olyan, hogy az aft szakaszban a felső határ M, akkor a ft számot 
a B szeletbe tesszük. Ezzel minden számot, mely az ab közbe esik, 
osztályoztunk és nyilván egyik szelet sem üres, mert a minden 
esetre az A szeletbe tartozik és b a B-be. A B szelet minden száma 
nagyobb az A számainál, (mert ha a az A-ba tartozik, azaz a... a 
szakaszban a felső határ M-nél kisebb, akkor minden, az a-nál 
kisebb a' is az A-ban van, mert akkor az aa' szakaszban is kisebb 
a felső határ M-nél). Az A és B szeletek állal értelmezett c szám­
ról azt állítjuk, hogy f(c)—M. A bizonyítás indirekt úton történik. 
Ha ugyanis f(c) nem volna M-mel egyenlő, akkor M-nél kisebb 
lenne, mondjuk: M— h.

Válasszuk az e póz. számot ---nél kisebbre. Az f(x) függvény 

az ab szakasz minden helyén, tehát a c helyen is folytonos; tehát 
az é-hoz tartozik olyan J küszöbintervallum, hogy

I f(x) ~/(c)I < «, ha |x-c| < d,

vagyis: M—h—e<f(x)<M— h-\-e,

ha |x—c|<J,

18. ábra.

tehát ha x a c-től jobbra vagy balra eső <) nagyságú intervallum­

ból vétetik, akkor még mindig f(x)<M—és így e 2d széles- 

ségű szakaszban az fix) felső határa M-nél kisebb; és így, ha c-től
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jobbra e szakaszban egy tetszésszerinti ft számol szemelünk ki, 
az a ft közben a függvényértékek felső határa Af-nél kisebb. Igen 
de ft, mint a c-től jobbra eső szám már a B szeletben van, tehát 
az aft közben a függvény ér lékek felső határa M. Ellenmondásra 
jutottunk, mely csakis abból származhatott, hogy azt mondottuk: 
f(c)<M. Ezzel kimutattuk, hogy f(c)=zM; vagyis, hogy a folytonos 
függvény a felső határát az ab szakaszban fel is veszi.

Míg tehát általában csak annyit mondhatunk, hogy ha az ab 
szakaszban /’(x) felső határa Af, akkor a függvényértékek V-hez tet­
szés szerinti közel jutnak, de nem biztos, hogy van olyan hely a 
szakaszban, melyhez tartozó függvényérték éppen M, addig a foly­
tonos függvénynél a Weierslrass-tétel értelmében van olyan c hely, 
melyre nézve Ugyanez áll az m alsó határra nézve.

e) Folytonos függvény jelváltása. Ha fix) valamely szakaszban 
folytonos és e szakasz egyik helyén pozitív, másik helyén negatív, 
akkor kell e két hely között legalább egy olyan közbenső helynek 
lennie, amelyen a függvény értéke: 0. Azaz, ha sgn f(a')= --sgn f(b), 
akkor van olyan c hely az a és b között, melyre nézve f(c)=O. 
(Bolzano-télel.)

Tegyük fel, hogy f (a) pozitív és f(b') negatív. Szemeljünk ki az 
ab közben egy a helyek Ha az /’(a') az aa köz minden helyén pozi­

tív, akkor az a számot az A 
szeletbe tesszük. Ha a fi szám­
ról ezt nem mondhatjuk, vagyis 
az a/y közben az fix) már nem 
mindenütt pozitív, akkor a ft 
számot a B szeletbe tesszük. 
Könnyen belátható, hogy ezzel 
az ab minden számát osztályoz­

tuk és hogy üres szelet nincs, továbbá, hogy a B mindenik száma 
nagyobb az A bármelyik számánál. E szeletek állal értelmezett c 
számról azt állítjuk, hogy f(c)=0.

Meri ha f(c) nem volna 0, akkor pozitív, vagy negatív lenne; 
mondjuk, hogy f(c)=A pozitív szám. Ekkor, minthogy feltételünk 
szerint f(x) mindenütt folytonos, található (1. 71. lap) oly J köz, 
hogy fix) mindig pozitív, ha |x—<j<A. Ebből következik, hogy ha 
e közben a c-től jobbra egy tetszésszerinti ft helyet szemelünk ki, 
akkor fix) az aft közben mindenütt pozitív; dp /?' a B szeletbe 
tartozik, tehát f\x) nem lehet az egész aft közben pozitív. Ellen­
mondásra jutottunk ; tehát f(c) nem lehet pozitív.

Ha pedig föltesszük, hogy /'(<■) negatív, akkor megint megjelöl­
hető egy oly 2Ó szélességű környezete, melyen belül fix) minde­
nütt negatív. Ha tehát a c-től balfelé e közben egy a' helyet jelö­
lünk meg, akkor az aa' közben már valahol az fix) negatív is lelt
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(a d intervallumnak az a' előtti részében); de ez nem lehetséges, 
mert a', mint a c-től balra eső szám, az A szeletbe tartozik, tehát 
az aa' közben az /(x) soha sem vált negatívvá. Az ellenmondás 
abból eredt, hogy föltettük, hogy az /‘(c) negatív. így tehát /’(c) 
sem pozitív sem negatív nem lehet, kell, hogy f(x) a c helyen, az 
A és B szeletek határhelyén. 0 legyen.

Ezen fontos tételnek egyik alkalmazása gyanánt megemlítjük az algebra 
azon nevezetes tételét, hogy minden páratlan fokú algebrai egyenletnek, 
melynek együtthatói valósak, van valós gyöke; azaz, ha

fte)=al,a's,,+1-|-a1xíU,+as«ÍM-*4----- l-asn+i
2n-j-l-edfokú racionális egész függvény, akkor van olyan valós e szám, melyre 
nézve /(c)=0, vagyis az

«(Pr2n+1+«i.i-'l+a2x2n-’4----- |-a2„ rl -0
2n 4-1-edfokú algebrai egyenletnek van valós gyöke. Föltehetjük, hogya0=l. 
Az |<i,|, |«.J ,. . . |a2n+il pozitív számok között a legnagyobbikát jelöljük Af-mel.

X-et oly nagy absohit értékűre választjuk (1-nél mindeneseire nagyobbra), 
hogy az x2"+1-|-«lx2',-|----á-a2n+i első tagja, az a^n+1 nagyobb abs. értékű
legyen, mint a többi együttvéve, azaz

|.v2',+1|>|a1x2n+«2Xi!"-,+ ---+a2n+i| «>
legyen. Ezt elérjük, ha a baloldalt nagyobbra választjuk, mint egy, a jobb­
oldalnál nagyobb szám. A jobboldal helyett tehát egy nála nagyobb pozitív 
számot választunk. A jobboldalt nagyobbitjuk, ha az összeg abs. értéke he­
lyett a tagjai abs. értékeinek összegéi vesszük, vagyis :

|aJx2"l-|-|«2xS!"-’H----- H°an+il
-et és még inkább nagyobbitjuk ezt a kifejezést, ha az |a,'. Ifl.J,. . . helyett 
mindenütt a nagyobb Af-et tesszük és ha |x2,ij-t teszünk az |x2n^’|, |x'!" ’2|,... 
helyett is. Ezzel a jobboldal

l(2n-j-l) Afx2n|
lett. Az a) alatti egyenlőtlenség tehát okvetlenül ki lesz elégítve, ha

|x2"+1|>!(2n+l).Mx2n|,
azaz: । x | > (2n4-1) M
(és, miként már megjegyeztük, jx|> 1). Ha |x|-et (2n+l) Af-nél és 1-nél nagyobb­
nak választjuk, akkor az

/(x)=x2" hl+aix2íi4-fl2x2"”1-|----- f-a2n+i
kifejezés előjelét az első tag jele dönti el, mert hiszen az első tag abs. értéke 
nagyobb, mint a mellette álló összegé. Ha tehát az x-et a (2n+l) Af-nél és 1-nél 
nagyobb pozitív a számnak választjuk, akkor az fix) pozitív lesz, azaz 
/(a)>0. Ha pedig x-et a (2n-f-l)Aí-nél és 1-nél nagyobb abs. értékű negatív b 
számnak választjuk, akkor f(b)<0 és Így az a.. . b közben kell egy oly c 
helynek lennie, melyre nézve: /(c)=0. Ezzel a jelzett tételt bebizonyítottuk.

f) A folytonos függvény az alsó és felső határok közti értéke­
ket fölveszi. Ha f(x) egy szakaszban folytonos és e szakasz a 
helyén /'(a)=A, a b helyen pedig f(b)=B és C az A és B közt fekvő
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számérték, akkor az ab közben van olyan c hely, melyen a függ­
vény értéke éppen a megadott C; azaz, ha

/(a)--A, f(b)=B és A<C<B,

akkor a és b közt van olyan c hely, hogy

iehál a folytonos függvény két értéke közölt minden értéket fölvesz. 
Ha A gyanánt az m alsó határt és B gyanánt az M felső határt 
választjuk, akkor pedig arra jutunk, hogy az m és M között levő 
minden értéken áthalad a folytonos függvény.

A tétel bizonyítása az előbbi alapján igen egyszerű. Ha ugyanis 
a jelzett szakaszban az /\x) folytonos, akkor az

F(x)=/-(x)-C

is folytonos. Ha x—a tesszük, akkor F(a)=/'(a)—C—A—C negativ. 
Ha pedig x—b tesszük, akkor F(b)=f(b)—C=B—C pozitiv és így 
kell egy közbenső c helynek lenni, amelyen F(c)=O, azaz:

/•(c)=C.

A folytonos függvény tehát az A-tól B-ig hézag nélkül, (folytono­
san) halad át.

9. A monoton függvény. Ha az /‘(x) függvény az a...b sza­
kaszban olyan természetű, hogy azalatt, míg az x a-tól b-ig halad, 
az f(x) soha sem fogy, azaz, ha xr>x2, akkor f(xf)> /'(x2). akkor 
az ab szakaszban monoton növekedőnek mondjuk. Ha pedig soha­
sem nő e szakaszban, azaz, ha x1>x2, f(x,) < f(x2), akkor az ab 
szakaszban monoton csökkenő.

[Ha egy tetszés szerinti c helyet kiszemelünk az ab szakaszban, akkor 
az /(x) monoton növekvő (csökkenő) függvény, mely az ab szakaszban kor­
látos (azaz egy véges M számnál mindig kisebb) a c helyen úgy viselkedik, 
hogy jobboldalról és baloldalról is van határértéke a c helyen. Szemeljünk ki 
ugyanis egy tetszés szerinti ct c2 cs... monoton növekedő számsort, mely a 
c számot értelmezi és alkossuk meg az

/(Ci),/(c2),/(c3)....

függvényértékeket. Minthogy e számok sora föltételünk szerint monoton nö­
vekvő korlátos sor, tehát véges és meghatározott határértéke van. Jelöljük 
ezt A-val. Ha a c értelmezésére egy más, yj, y2, y8,. . . monoton sort hasz­
náltunk volna, az /(yi),/(y2),/(y3),. . . sorozatnak szintén A lett volna a 
határértéke; mert ha nem az volna, hanem 13<A és C egy tetszés szerinti, 
A és fí közti szám, akkor eljuthatunk a c helyhez olyan közel, hogy minden 
cn, cn+i, • • • helyen az/(cn),/(cn+1),. . . függvényértékek a C és A’közé essenek 
és a y„, yn+1, yn+z,... helyekhez tartozó /(ya),/(y,1+i),/(y,1+2),. . . már mind 
C-nél kisebbek legyenek; tehát pl.: /(yn)<C. De a yn-e>n túl van egy c„, 
szám, melyre nézve f(cm) > C; ezen túl ismét y szám, melyhez tartozó függ-
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vényérték C-nél kisebb s í. t., tehát az J(x) 
Eszerint tehát bármely c„ c2, c3,... monoton 
is, melynek limese c, az /(Cj),/(c2),/(c3),. . . 
monoton növekedő korlátos sort alkotják, 
tehát baloldalról véve:

lim f(x) = A.
X---C

Éppen igy mutatható meg, hogy a jobb­
oldali limes is létezik. De nem okvetlenül 
szükséges, hogy e két határérték megegyez­
zék. Meglehet, hogy úgy, mint a mellékelt 
ábrában, a függvénynek a c helyen ugrása 
(szakadása) van.]

nem volna monoton növekvő, 
növekvő sorozatot válasszunk 
ugyanazt a számot értelmező

10. Inverz függvény. Legyen az y—f(x) függvény az ab szakasz­
ban monoton változó, pl. monoton növekedő folytonos függvény és 
f(a)=A, f(b)=B; akkor az A és B közötti minden értéket föl­
veszi az ab közben és pedig, ha feltesszük még, hogy konstans 
szakasza nincsen, minden, az A és B közé eső C értéket az ab 
szakasznak csakis egyetlen c helyén 
veheti fel; mert hiszen ha f(c)=C, H 
akkor minden helyen, mely a és c y 
között van, a függvény C-nél kisebb 
és mindazon helyeken, amelyek c és 
b között vannak, a függvény C-nél A 
nagyobb értékű. Az A és B közölt 
levő minden y értékhez tehát egyet­
len egy x érték tartozik. Az f (x) függ- ~ö 
vény által tehát nemcsak minden, 
a ...b intervallumbeli x-hez tartozik 
egy meghatározott y érték, hanem fordítva is, minden olyan y-hoz, 
mely az AB közbe való, tartozik egy x érték. Az x is tehát az 
y-nak egyértékű függvénye, mely az AB közben értelmeztetett. 
Jelöljük ezt így: x=gp(y). (Némelykor így is jelöljük: x—f-'fjj).) 
A 9? (y)-t, illetőleg az /’~1(y)-t az f(x) inverz függvényének mondjuk.

A <p(y) is monoton növekedő függvény. Ha ugyanis x2>xn 
akkor /’(x2)>/’(x1), vagyis y3>y1 és így fordítva, ha és
x1=y(y3), továbbá y2>yj, akkor a hozzátartozó x2>x13 mert hiszen, 
ha x2<x3 volna, akkor y2 nem lehetne nagyobb y3-nél. Az 
is tehát monoton növekvő függvény az AB szakaszban.

Minthogy /’(x)-nek konstans szakasza nincs, következik az is, 
hogy 9?(y) folytonos, ha az f(x) folytonos volt. A monoton függ­
vény ugyanis minden helyen jobb oldalról és baloldalról is foly­
tonos ; tehát csak az az eset fordulhatna elő, hogy valamely y 
helyen az /’“1(y) függvény jobboldali határértéke más volna, mint a 
baloldali (és pedig az utóbbi nagyobb lenne, mert /’~x(y) növekvő). 
Ha az egyik oldali határértéke x13 a másik pedig x2 volna,
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akkor az /’(a:1)---/,(x!S) lenne (22. ábra) és így az /’(x’j-nek az xvc2 
közben állandó értéke lenne. De azt mondtuk, hogy az /(xj-nek 
konstans szakasza nincsen. Ezzel tehát kimutattuk, hogy monoton 
növekedő függvény inverz függvénye is monoton növekvő és ha az 
eredeti függvény konstans szakasz nélküli folytonos az egész ab 
közben, akkor az inverz függvény is folytonos. Ugyanez áll a mo 
noton csökkenő függvény inverz függvényére.

Jegyzet. Ha az fix} az ab közben nem monoton, akkor az inverz függ­
vénye nem egyértékű. így pl. azon egyszerű esetben, midőn J/--X2, minden 
.r értékhez egyetlen y érték tartozik, de egy megadott y pozitiv értékhez kél 
,r érték van rendelve; de ha a függvény menetét csak pozitiv x-ekre vizs­
gáljuk, vagyis egy tetszés szerinti ab ooziliv közben (1. a parabola jobboldali 
felét), akkor igenis nemcsak, hogy mindén x értékhez egyetlen y érték tarto­
zik, de minden pozitiv y érlékhez is egyetlen poziti x érték van rendelve.

Példaképpen megismertetünk néhány fontos inverz függvényt.

1) A halvány inverz függvénye. Ha n pozitiv egész szám, az 

hatvány az a? egyértékű monoton növekvő függvénye a pozitiv 

x-ekre vonatkozólag. Ha tehát egy tetszés szerinti póz. o> szakaszt 

szemelünk ki, akkor a függvény értéke az a” föl Ir'-ig folytonosan 
nő, ha az x az á tól ő-ig halad; tehát fordítva, az au...b" szakasz­

ban az x az y-nak is egyértékű, folytonos monoton függvénye. 

A hatvány ezen inverz függvényét, miként ismeretes. így ielM-fiK : 

x-=gAz. x" függvény tehát minden póz. x-re nézve (ha mindig 

az n-edik gyök pozitiv értékét vesszük) folytonos függvény. Ebből 

egyúttal az is, következik, hogy ha m póz. vagy neg. egész szám, 
Z?‘

akkor x” is folytonos (összetett) függvény.

2) Az exponenciális függvény, inverz függvénye. Az y—<tx függ 
vényről tudjuk, hogy ha a > 1, akkor valós x-ekre nézve «r 
(pozitiv értéke) egyértékű moftoton folytonos függvény, mely x-el 
együtt minden határon túl nő, azaz, ha x végtelenné válik, cr1 is
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végtelenné lesz és ha x neg. végtelenné lesz, a® 0-á válik. Eszerint 
tehát fordítva minden póz. y értékhez egyetlen egy x érték tarto­
zik és az crT függvény invers függvénye a O...00 intervallumban 
egyértékű, monoton, folytonos függvény. Ez a függvény a logy. Ha 
y betű helyett x-et írunk, akkor tehát azt mondhatjuk, hogy logx 
az x póz. értékeire nézve egyértékű monoton, folytonos függvény. . 
A logx-en (mely az 'invers függvénye) 
megadott x számérték mellett azt a szá- ।
mot értjük, melyre az a alapot emel- ; /
nőnk kell, hogy x-et kapjunk hatványul; »| /
azaz alo8« = .r; tehát itt a logx az úgy- /
nevezett a alapú logarithmust jelenti. Ezen- /
túl rendszerint az e alapú logarithmust /
használjuk és logx-en x-nek e alapú loga- 1/ y~c‘
rithmusát értjük. ____ _—

Ebből az a alapú logarithmus úgyis
igen egyszerűen számítható ki ; ugyanis ba 2*. ábra,

x-nek a alapú logarithmusát "logx-el jelöl­
jük és-az e alapú logarithmust egyszerűen logx-el, akkor, minthogy:

a = e lo8“?

tehát x = aalo^x *°8•r

vagyis: logo
Zí ’l

3) A cyklomelrikus függvények. Az y=-sinx a --- 9- •••-{■ ()-

szakaszban monoton növekvő folytonos függvény, mely - 1 tői ‘ 1-ig

25. ábra.

halad; tehát, az inverz függvénye is ilyen. Az y~sinx inverz függ­

vényét arcsiny-nak nevezzük. Az arc sin y az y-nak — 1 és ti 

közötti szakaszában tehát egyértékű, monoton növekvő folytonos 

függvénye. Az y betű helyett megint x-el téve, mondhatjuk, hogy 

arcsinx jelenti azt a — ~ és ~ közötti szöget (abs. mértékkel 
jQ £

mérve), melynek sinusa : x. Így például:
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arc sin 0 = 0, arc sin—= =—, arc sin — =—arc sin 1=-— • 
’ 12 4 2 6 2

Ha nem szorítkoznánk a —~------ közötti szögekre, akkor
A ■—

nem mondhatnék, hogy az arc sin x függvény az x egyértékű függ­
vénye, mert olyan szög, melynek sinusa: x, végtelen sok van. Ha 
az egyik: y (azaz siny=x), akkor ti—y, y-|-27i, —y-f-37t,... y+2kn, 
— y+(2k-\-í)n... mind olyan szögek, melyek sinusa x.

Könnyű lesz most már megállapítani, hogy mit értünk arc cosx, 
arc tg x, arc ctg x alatt?

A cosx ugyanis a 0...7T szakaszban monoton csökkenő foly­
tonos függvény, mely 1-töl —1-ig halad; tehát az arccosx, mely 
a cosx invers függvénye^ szintén monoton folytonos függvény a 
— 1—1-1 közben.

—-----x), tehát annak a szögnek, mely-

nek cosinusa x, a pótszögének a sinusa lesz x,

A tgx függvény a---- -•••—- közben monoton növekvő foly^

tonos függvény, mely — oo-től oo-ig minden értéket fölvesz; tehát 

az inverz függvénye, az arc tg x minden valós számra értelmezve 

van és a —00...00 egész számvonalon monoton növekedő, minden
71 71

véges helyen folytonos függvény, arc tg x jelenti azt a — —-------—A A
közötti szöget, melynek tangense : x.

10. Alkalmazások. Az összetett függvény és az inverz függvény folytonos­
ságáról tanultakat néhány fontos elemi ismeretünk kibővítésére akarjuk 
alkalmazni.

a) Az az exponenciális függvény z minden értékénél folytonos. Ha 
z=»(x) az x-nek valamely a ... fi közben folytonos függvénye, akkor az
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összetett függvényekre vonatkozó tétel szerint a'p(a;) is lolylonos e közben. Ha 
c az a .. . b köz valamelyik helye, akkor a <p(x) határértéke a c helyen meg­
egyezik a helyettesítési értékével, azaz lim y(x)=p(c), mert <p{x) a c helyen 
folytonos; de az is folytonos e helyen, tehát

lim <i> (x)
lim 
x-c

amiből azt látjuk, hogy ha az exponens az x=c helyen folytonos (vagyis e 
helyen véges, meghatározott, azaz a határátmenet módjától független határ­
értéke van), akkor mindegy, akár előbb végezzük a hatványozást, azután 
keressük a hatvány határértékét, akár pedig előbb keressük meg az exponens 
határértékét, azután végezzük el a hatványozást. Ezt a tényt már fel is hasz­
náltuk. (I,. 63. lap.)

b) Az xn hatványról könnyű volt kimutatnunk, hogy x minden pozitív 
értékénél folytonos, ha n egész számot jelent. Ha n tetszés szerinti racionális, 
vagy irracionális számot jelent, akkor az előbbiek szerint így mutathatjuk 
meg ezen egyszerű alakú függvény folytonosságát. x“ igy írható:

xn = en lo8 r

és minthogy n logic minden pozitív x esetében folytonos, (mert log® mono­
ton növekvő folytonos függvény inverz függvényé),, tehát xn is folytonos. 
Azonnal beláthatjuk, hogy ha </ ix) folytonos függvény az a. . . b közben 
csakis O-tól különböző pozitív értékeket vesz fel, akkor ugyanilyen módon 
az is következik, hogy [íp(x)]n is folytonos. Sőt még egy lépéssel tovább 
mehetünk. Ha f(x) az ab közben mindig pozitív és folytonos, továbbá <p(x) 
e közben folytonos, akkor f/(®)]tp(,x) is folytonos; mert hiszen ez igy írható :

erp (x) log f(x)

és az exponens az illető közben x folytonos függvénye. Ha c az ab köz tetszés 
szerinti helye, akkor e c helyen az [/(x)]?1*’ értéke : y(c)9’<c); /(c) = lim f(x) és 
<p (c) = lim <f> (x) és igy: .

x”<' lima>(x)
lim ffíxW!x)] — [lim/(x)]*~eX—C ~ X—C

és ebben azt az igen gyakran alkalmazandó eljárást igazoltuk, hogy ha úgy 
az alap, mint a kitevő az x folytonos függvényei, akkor mindegy, akár előbb 
végezzük el a hatványozást, azután keressük a határértéket, akár fordítva, 
előbb keressük meg az alap és a kitevő határértékeit, azután végezzük el a 
hatványozást.

A tétel előbbi, egyszerűbb alakjának alkalmazásaképpen megemlítjük a 
következőt, amelyre már utaltunk :

i
A <p(x) = (l+«x)‘“

függvény határértéke az x=0 helyen: e. E függvény ezen a helyen (és egy­
úttal másutt is mindenütt) folytonos, tehát

[<p(x)p = (l+ax)x

is folytonos az x=0 helyen és limese ezen a helyen : e'!; vagyis
i

lim (l-]-ax)x = e".X 0

Bdte: A fil^erenciá: számítás. 1. 6
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Ha x helyébe -t írunk, akkor ebből egyúttal azt is látjuk, hogy

c) Ha f(x) az a... b közben mindenütt folytonos és pozitiv, akkor 
legate) is folytonos, inert log z folytonos, tehát az összetett log ^>(x) is 
folytonos. Ennek az egyszerű megjegyzésnek alkalmazásaképpen az imént 
meghatározott határértéket még más alakban is előállítjuk. Minthogy a

i
9 ®) =

az x minden értékénél, (x—0 helyen is) folytonos és ha az alap 1-f-etx pozitív, 
<p(x) teljesen meghatározott függvény (ha t. i. megállapodunk abban, mint eddig 
mindig, hogy az ~ ~ik hatványnak pozitiv értéke veendő), mely x minden 
értékénél folytonos és pozitiv értékű, tehát

, , , log íl-f-ax)10g<jP(X) = —e-~------
is folytonos az x—0 helyen és igy a

i
lim log <p(x) — loglini <f> (x) — log lim (H-ax)-T = loge“=a, X-0 X-0 x*o

.. log (1-Far)vagyis : hm —e.--------í- — a. p/

d) Jegyzet. Eddig a függvény folytonosságának vizsgálatánál a tárgyalás 
egyszerűsítése végett elkerültük a függvénynek az x=oo helyen való vizsgá­
latát. De az egész tárgyalás erre a helyre is könnyen kiterjeszthető; az f(x) 
függvény az x—oo helyen folytonos, ha létezik a lim f(x) és a függvény el-

x — |
rendelt értéke e helyen ezzel a határértékkel megegyezik. így pl. hm —— 0, oo s*.
tehát az — az x~oa helyen is folytonos ; ellenben sinx az x—oo helyen nem 
folytonos, mert nincs határértéke. [Ha ugyanis az x az a+2kn számokon át 
halad a végtelenbe, akkor sinx mindig sin«, tehát a határérték az a-val változó.]

Feladatok és. gyakorlatok az I. és II. fejezethez.
1. Ha adva van egy ke'szés szerinti a,, aa,og.... számsorozat, akkor 

alkothatunk ebhez olyan f(x) folytonos függvényt, mely az 1, 2, 3. . . . helye­
ken a megadott u,, os, aa.. . . szárnérté­
keket veszi fel pl. öly módon, hogy meg­
jelöljük ut A, pontot, melynek abscís- 
sája: 1, ordinátája: a1( az Aa pontot, 
melynek koordinátái: (2, a2) s I. t. és 
azután ezeket a pontokat egyenesekkel 
összekötjük.

Mutassuk meg, hogy ha az adott so­
rozat szabályos és lim aw = o, akkor 
lim/(x)— a és fordítva, ha lim/(x)t=a, X-oo X—oo
akkor az at at... szabályos sorozat és 
lim an=:a.
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Sokszor megkönnyítjük a határérték vizsgálatát, ha a sorozat helyett 
ezt a függvényt tekintjük. Nevezzük az ilyen folytonos függvényt a sorozat­
hoz rendelt függvénynek.

2. Mutassuk meg, hogy ha a,, a2, a3,... szabályos sorozat és lim an=a 
O-tól különböző, akkor af, aj, aj,... is szab, sorozat, melynek limese a1', 
bárminő számot jelentsen is a k. [Ha fix) a sorozathoz rendelt függvény, 
akkor lim [f(x)]*= [liin/(;r)]*].

3. Mutassuk meg, hogy ha ana2. . . pozitív határértékű szabályos sorozat, 
akkor log alt log a2, log a3,. . . is szabályos sorozat és lim log an — log lim a„.

4. Ha at, a2, as,. . . pozitív szab, sorozat és bt. b3, b3,... szintén szab, 
sorozat, akkor az aj1, a2s, aj',. . . is szab, sorozat és lim aj"—(lim an)Um 6" •

•» •5. Bizonyítsuk be, hogy lim—T —0. [Ha a az m—l és in egész számok an lnii ti-* ni . 1 
közé esik, akkor —r ; den! n!

ni" _ _m"! _jn_____ rn m m
ni ~ ni! ni-f-1 m+'J ’ m4-3 n ’

mlnaz —egy meghatározott « véges szám és
m , m ni ni , mn , m /*

ni+2 m-f-1 ’ zn+-3 m-|-l ’ ‘° ’ ni ft’* m-H
4.

Tegyük és -—- = /; akkor: ahol / egy meghatáro­
zott véges szám és f9<l. n-ot oly nagyra választhatjuk, hogy fi" tetszés 
-szerinti kicsiny legyen. Ezzel kimutattuk, hogy iim-~r —0.]

6. Legyen adva két pozitív szám: a és ö>a. Alkossuk meg e két 
szám geometriai középarányosát: a, — j/a/7-t és arithmetikai középarányosát: 
b3 -- j (a+b)-et. Ugyanezt tegyük a most nyert két számmal: a, és ö,-el: 
■a2^=^atbt, b2~i(at+bt) s 1. t. Kimutatjuk, hogy az a, a,, a2, ag,. . ., vala­
mint a b, b,, b2.. . . szabályos sorozatok, melyek közös határértékűek.

Minthogy b>a, tehát ^abz>a és J («-- b) <b; továbbá j(a+h) mindig 
nagyobb a j/aö-nél, mert ha kisebb volna, vagy egyenlők lennének, akkor 

ab> 4 (a+-ö)2
lenne, vagyis a2Tha—riab=(u — b)2 negatív vagy 0 lenne; az első mindig, a 
második pedig, ha a^b képtelenség. Eszerint tehát a,>a, bt<:b, bt>a,. 
Éppen így következik tovább, hogy n3Z'O.3, b2<bu b2>at s 1. t.; vagyis az

a, at, a3, a3,d*,...
■Sorozat emelkedő, de minden tagja kisebb ö-nét. tehát korlátos monoton 
növekvő sorozat. Határértéké legyen a Éppen így a /»,!»,. b3.. . korlá­
tos monotan csökkenő sorozat. Határértéke legyen; ff Minthogy továbbá.

t’n+i “ i (<*«+ bj|)<
tehát: lim ön+1 — J (lim a„ + lim b/f),
azaz: . fi =.-1 («+£),
vagyis Ezt a számot az a és b számok arithmetikai-geometriai közép­
értékének nevezzük.

7. Egészen hasonló okoskodással mutatjuk meg az a, b pozitív számok 
arithmetikai-hurmonlkus közópértékének létezését. Az rt, b számokból meg­
alkotjuk az Qj-et. mint az a és b harmonikus közepéi : és a l>,-et.

6
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mint az a és b arithmetikai közepét; 2bj=(a+b). Az at és bj-ből éppen így 
az a2 és Z>2 számokat és általában :

2 1 1------ = ——t- -V--; 2í>n+1—an4- ann----an btl
Tegyük fel, hogy a<b ; akkor at>a, a2>a„ • • 

a,, a2, a3,... sorozat monoton növekvő, a b, b3, b2,
és bt<b, b2<b. az
. pedig monoton csök-

kenő; de mindkettő korlátos, mert mindenik a kisebb b-nél és fordítva 
mindegyik b szám nagyobb a-nál. Jelöljük az első sorozat határértékét «-val, 
a másodikét /?-val. Minthogy

h«+i =Í(an+M,

tehát megint következik, hogy 0—«.
8. Legyen adva ismét két szám: a és b. Vegyük a középértéküket: 

a, = ; ezután a b és at közepét: a., - ~~£~-, tovább az a, és a2 köze­
pét: a3 — —s 1. t. mindig a két utolsó közepéi:

dn-vi —" •) ’ ,

Megmutatjuk, hogy az «n a2, a3 . szab, sorozat, mely az —$— 
számot értelmezi.

Miként azonnal beláthatjuk, az nv a3, a6,... növekvő és az o2. u4, afl,... 
csökkenő monoton korlátos sorozatok, és ha az első határértéke a, a máso­
diké a', akkor az egyenletből következik, hogy

lim a,
lim a,, + lim a, azaz a=a.

Most a határértéket ki 
győződhetünk arról, hogy

is számítjuk. Ugyanis teljes indukcióval meg-

«n =
a 4-2b
~3“

b—a
3.2" ’

2

Ha ugyanis n—1 és n=-2, akkor valóban áll ez a formula és ha

ad-2b , , b— a a+2b , . b—a
a,, -- —jj--- í-í-1) yfr » an+i=—3----- F (-l)n+13757775,

, , 1 , , a+2b , , b—aakkor a,l+2 =■ 2 lan-r«n*i) = —3 —+ (—l.ln+23 9n+2 ,

tehát a formula általánosan érvényes. Ebből következik, hogy

9. A csillagászatban igen fontos ezen transc-.ndens egyenlet: l=a—e sin a- 
nak u-ra való megoldása. 0<e<l. (Keppler-féle egyenlet.) Vegyünk fel egy 
tetszés szerinti uu számot és alkossuk meg az Uj—í+esin u0, u2-=l+e sin Uj-et 
s í. t. rendre az h0, u„ 1:., u.,... sorozatot. Ha nem az iio-ból, hanem »0-ból 
indulunk ki, akkor rendre a v„, vly v2,... számokat kapjuk. Mutassuk megv 
hogy uu— u0, nx—Pi, n2—1>2,... zérus sorozati Ugyanis:

un—(sin sin r,,-,) = 2e kin —. cos -“n r~Pn-i



A FÜGGVÉNY FOGALMA. 85

De | sin «| < ! « I, | cog a | < 1, tehát: | un—i’n l < e \Un-i~vn-i I
és éppen így: l un_t- vn^ j <e| un-2-vn^^ s í. t., vagyis un—Dn\<en\u0—v0\. 
Minthogy pedig e<l, tehát: lim (un—n„)=0. Ebből következtetjük, hogy az 
n0, n1( u2,.. . sorozat szabályos sorozat. Ugyanis ha u„ gyanánt nA.-t választ­
juk, akkor t>n—un+fc' tehát az előbbi ju„—un|<en!u0—v0J most: |un—un+i!< 
<e": u0—uA.i, vagy ha tekintetbe vesszük, hogy nfc = Z + e sin tehát

+ akkor |h(14.a—uni«.;e'‘-r |Z.4-e) és ez már bizonyítja, hogy 
az (i sor szabályos sorozat.

A lim u„=u a Keppler-féle egyenlet megoldása. Ugyanis az un = Z + 
H-esinn,! , egyenletből, minthogy liniH„—•limu„_1=u, következik: u—Z-t esin u. 
Más megoldás (valós) nincs. Ugyanis ha U más megoldás volna, akkor 
válasszuk ua gyanánt n-t és i>0 gyanánt U-t. Akkor ut=ua=as=”-=u és 
i>t—v2~va— ■■■ = [/: tehát a lim(un—i>n)=O-ból következik: u—U.

10. Ha 1 korona tőkét p°/o-os kamatlábbal helyeznek el oly módon, hogy 
a kamatokat minden évben n-szer, egyenlő közökben a tőkéhez csatolják, 
akkor a felnőtt tőke az év végén ) • Kérdés, ha n minden határon' 100n'
túl nő (azaz végtelen kis időközönkint csatoltatik a kamat a tőkéhez), mek­
kora lesz ez a felnőtt tőke? Ha = x tesszük, akkor n — tehát

liin 1 + -Uj— = lim [(1+x)*]100 = e100 .x lUU/r x □

11. Ha a fény, melynek intenzitása : Z, egy vékony, z/x vastagságú átlátszó 
rétegen megy át, akkor az intenzitásából veszít; a veszteség az optika taní­
tása szerint arányos a réteg vastagságával. Képzeljük a d vastagságú réteget 
n egyenlő vastag rétegre osztva. Az elsőn áthaladva, veszít cl----et az inten­
zitásból, ahol c az arányossági faktor. Az első rétegen átjövő fény intenzi­
tása tehát I< = I — I— = 7(1 — —) lesz. A második rétegben ismét veszít 

cd n ' n'' . , ' , cd >27,-'-—et, tehát e második rétegen áthaladván, intenzitása: Zíl------ ) lesz s/i C(j n ' n '
í. t. az zi-ik rétegen áthaladván, intenzitása: Zíl---- —) lesz. Ha az egyes ré­
tegeket végtelen kicsinyekké tesszük, azaz n-et végtelen naggyá növesztjük, 
akkor lim (1 — —) t=e~cd1 tehát a d vastagságú rétegen áthaladó fény erős- 

■ sége Ie~cd lesz.
12. Jelölje [x] az x számban foglalt legnagyobb egész számot (pl., ha 

x— <3g, [x]=3). Ábrázoljuk az y=[x] függvény menetét; ábrázoljuk az x—[x] 
menetét. Mutassuk meg, hogy minden egész helyen szakadása van. Mekkora 
az m ... m+1 szakaszban az alsó határa, mekkora a felső határa? Eléri-e a 
felső határát?

13. Egy /(x) függvényt értelmezünk a 0... 1 szakaszban a következő 
módon: /(x)=x legyen; kivéve, ha x = J, akkor /(x) = | és ha x = %, akkor 
f(x) = %. Folytonos-e ez a függvény? Ez a függvény a 0...1 szakaszban 
minden értéket felvesz O-tól 1-ig és még sem folytonos.

14. A sin ~ ™ sokszor említett függvény bármely szakaszban, mely az 
a helyet magában foglalja, minden, az a-tól különböző helyen folytonos 
(mert %- folytonos az x—a kivételével és sin z is folytonos). Ha bármely 
«.../? szakaszt jelölünk meg, akkor a sin------ a sin------— és sin -5—- kő-r •’ ° x—a a—a p—a
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zott levő értékeket’ mind fölveszi. He ugyanis az a ...fi nem tartalmazza az a 
helyet, azért, mert a függvény folytonos e szakaszban ; ha pedig tartalmazza 
az « helyet, azért, mert az a hely tetszés szerinti közelében bármely értékel 
felvesz a — 1 . .. 4-1 között (miért?). Látjuk tehát, hogy ha a függvény foly­
tonos és egy tetszés szerinti a helyen értéke A, fi helyen /i, akkor az. afi 
közben minden értéket felvesz A és /? között; de fordítva nem áll a dolog. 
Lehetséges, hogy minden értéket fölvesz az All között, bárminő «fi közről 
legyen is szó és még sent folytonos.

15. [Ha f(x) függvény az. a ... b intervallumnak csak minden racionális 
helyére van értelmezve, akkor az a racionális helyen e függvény folytonos, 
ha minden e számhoz tartozik olyan d küszöbintervallum, hogy \ftx)—f(á)\<.e, 
ha |x—«l<í, azaz x az a~6 . . . szakaszba tartozó bármely racionális 
szám. Mutassuk meg, hogy ekkor, ha a2, «3,.. . bármely racionális szá­
mokból álló, a rác. számot értelmező szabályos sorozat, az /(«i),/(aj,'/«»), ... 
is szab, sorozat és lim f(an> független attól, hogy minő sorozatot választot­
tunk az a értelmezésére.

Legyen f(x) az a . . . b intervallum minden racionális helyén értelmezve 
és mindezen helyeken az iménti megjegyzés értelmében folytonos. Lehet-e 
most is következtetni, hogy az /(x) az ab intervallumban egyenletesen foly­
tonos, azaz, hogy egy megadott r-hoz található olyan állandó, az egész inter­
vallumhoz tartozó >1 küszöbintervallum, melyre nézve \f(x) — /(a)|<e, ha 
|.r—bárminő racionális helyet jelentsen is az «?

Felelet: Most ez a következtetés nem végezhető el ; mert, ha megint 
úgy okoskodunk, mint a 68. lapon, akkor eljutunk egy olyan c helyhez, 
amelyen a függvény nem volna folytonos; de ez a c hely lehet irracionális 
is; tehát nem jutunk ellentétbe feltevésünkkel.

Legyen az fix) az ab szakasz rác. helyein egyenletesen folytonos. Értelmez­
zünk most egy olyan Fír) függvényt, mely minden racionális helyen megegye­
zik az /(x)-el. Irracionális a helyen az fix) nincs értelmezve. Az F(x)-et értel­
mezzük így: Ha az a irracionális helyet az «x, a2,«8,. .. racionális számok­
ból álló szabályos sorozat állítja elő, akkor, mint azonnal látjuk majd, 
/(“i)«/(«z),/(a3), • • • számértékek szintén szabályos sorozatot alkotnak és e 
sorozat határértéke független attól, hogy az a irracionális számot minő racio­
nális sorozattal értelmeztük. Ezt a lim/(an)-et tekintjük az F(«)-nak. (így 
például eredetileg az. ax az x-nek racionális értékeire van értelmezve és 
pedig az ax az x egyenletesen folytonos függvénye. Irracionális « helyen az 
o«-t mint az aci, aaa, ««3, .. . szabályos sorozat határértékét értelmezzük. 
Ez a határérték független a felhasznált szabályos sorozattól. (L. 60. lapon.) 
Mutassuk meg, hogy ha az f(x) a Jelzett értelemben (azaz csakis a racionális 
helyeket véve tekintetbe) az ab-ben egyenletesen folytonos, akkor uz F(x) az ab 
intervallumban folytonos ítehát egyenletesen folytonos).

Ha ugyanis a irracionális szám, melyet at, a3,... rác. számsorozat értel­
mez, akkor/(«i),/(a2),/(c;i).... szabályos sorozat. Ezt így mutatjuk meg: 
A tetszés szerint megadott e-hoz tartozik egy, az egész ab szakaszra közös <J 
küszöbintervallum, melyre nézve | fitt) — /(u)|< s, ha |u—és a, v, racio­
nális számok. Az «i,aa,«3,... sorozatban menjünk el olyan messze, hogy 
két tag különbsége már í-nál kisebb legyen. Mondjuk, hogy az A’-ik tagon 
túl ez már bekövetkezik; akkor (/(««)—/(an+fc)|O. ha n>N; tehát valóban 
az /(aj, f(a2),. .. szabályos sorozat. Mutassuk meg, hogy ha A jí3 ft. .. is az 
«-t értelmező racionális szabályos sorozat, akkor lim/(ft,) = lim J\an)!

Még azt kell megmutatnunk, hogy az intervallum minden x irra­
cionális helyén is folytonos. Legyen adva az e. Vegyük a harmadrészét. Az
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-hoz tartozik olyan d kfiszöbintervallum, melyre nézve az egész szakaszban 
|/(u)~/(a)|<-s-, ha u ós i> racionálisak. Az F(x) értelmezéséből következik, 
hogy megállapítható olyan fi küszöb, hogy |F(x)—, ha |x—a|<:<í 

<1 “és a n köz bármelyik racionális száma. Válasszuk <f-t-^--nél kisebbre. Legyen 
x' e köz bármely irracionális’ száma; akkor ugyancsak e közben van olyan £
£ racionális szám, melyre nézve \F(x')-f(?)]<-„ ■ Minthogy: o

F (x)-F (x')-F (x)-f(a)+f {a)—f ifi)+flfi)—F (x'), 
tehát: | F (x)—F (x') | < £.

így tehát, ha x' az x — .. .x 4- köz bármely helye, akkor |F(x)—F(x')|<s,
tehát F(x) az x helyen folytonos. Ezzel kimutattuk, bogy F(x) minden x 
helyen folytonos.]

16. Ha /(x) x minden véges értékénél cgyértékő és minden véges sza­
kaszban korlátos, továbbá

lim [/(x-4-1) ~/(x)] = A, a),r- oo ’
akkor egyúttal lim—--—A fi)

Ugyanis: áz a) alatti feltétel azt jelenti, hogy ha egy tetszés szerinti 
kis í adatik, akkor elmehetünk az x-el olyan messze, mondjuk f-be, hogy 

£ tA - ± </(x+l) -f(x) < A + ^ , 

ha csak x>$. Ha x helyeit x-f-l-et teszünk, akkor is :

A - I <f(x+2) -/íx+1) < A -F v , 
£ £ ép igy : A - 4 </(x+3) -/(x-r2) < A +

A — j </(x-f-n) —/(x+n-1) < A ■+ * 

és ha ezen n egyenlőtlenséget összeadjuk : 
£ £ iiA—n 2 </(x’-f n) — /(x) < nA+n ’

Ez az egyenlőtlenség fennáll minden pozitív egész n-re, ha csak x>£. 
Válasszuk x-et 5-nél nagyobbra és a fölírt egyenlőtlenségből állítsuk elő a 
következőt:

A _ JL < fW+n) -fix) . A , t , 
2 n 2

. e f(x+n) fix) , f azaz : A — 7,< -AA-A—L_ _ Í.Y-L ^A+íc-2 n n 2
Ha az x befutja az a . .. a-H intervallumot, ahol a egy, a f-nél nagyobb szám­
értéket jelent, akkor J (x>, mely véges szakaszban mindig korlátos, abs. értékre 

M £ egv bizonyos áf-nél kisebb. Válasszuk most az n-et oly nagyra, hogy — < -5- 
f(x) e n alegyen. Ekkor tehát <-- ha x az a. .. a-J-1 közben mozog és így: ha 

’ 2M n 2n >------
zl — £ --- - ----— <C A. - »II
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tehát bármely e-hoz találtunk egy olyan N =-----számot, amelyen túl levő£
n-ekre nézve [ha x az a ... ad-1 közben mozog] ez az egyenlőtlenség fennáll.
Ez azt jelenti, hogy .. /(x4-n) .hm —■—— — A.n=<» n
De ebből azonnal következik, hogy:

linl/(^+n) = iimJlx±n)
7l = oo n=*:o H -4— = A. n+x

Ha x-|-n helyett z betűt írunk, akkor tehát:

lim Í^L-A.

és ezzel a jelzett állítást be is bizonyítottuk.
[17. Az előbbi tételnek igen sokszor vesszük hasznát a határértékszámí­

tásnál, azért mindjárt számhalmazra is alkalmazzuk. Legyen adva az alt a2, 
at,. . . . . számhalmaz, melyről nem állítjuk, hogy szabályos sorozat, csak
azt, hogy két szomszédos tag különbségeiből alkotott

a..—a„ a3—a2, at—a3,..., a/1+J—a„, .. .

sorozat szabályos, azaz lim (an+i—an)—A véges, meghatározott számérték. 
Azt állítjuk, hogy ebből következik :

lim -ü- = A, n «so H
a a>> a3 a„ , ,vagyis, hogy az -y- , -Q“-, "3 , • ■ • ,s szabályos sorozat és

lim ~ — ijni (a,!+1—a,,).

Ezen állítás bebizonyítása céljából alkossunk egy f(x) lépcsőzetes függ­
vényt a következő módon : 0... 1 közben (1-et is beleértve) mindig at, az 
1 ... 2 közben (2-ben is) a2,... n ... n-M közben pedig a11+1 s í. t.

Ezen f(x) függvény minden véges intervallumban véges, továbbá
lim [/(x+1) —/(x)] = A.

Ugyanis, ha egy tetszés szerinti s-t megadnak, megkeressük azt az AT 
indexet, amelyen túl levő n-ekre nézve:

A—Kan+l—«n<A4-í.
liven N küszöbszám létezik, mert hiszen lim (a,141—nn)=A. Ha már n— «

most x-et N-nél nagyobbnak vesszük, akkor J (x)—an és f(x+l)—an+l tehető, 
miből

A-e<-/(x+lH/(x)<A+e

következik, vagyis valóban lim [/(x-|-l)—/(x)]=A. Ebből az előbbi szerint 
következik, hogy

lim ű-t = A,
X^ao X

vagyis bármely s-hoz tartozik oly N küszöb, melyen túl

A — í < - < A + e, ha x > N,x
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tehát akkor is áll ez, ha x az iV-nél nagyobb bármely egész számot jelenti; 
tehát minden iV-nél nagyobb n-re nézve :

A — e < —< A + «, n

azaz : lim — = A.ln—oo H J

[18. Jelöljük az «t-et aj-gyel, oa—a,-et cu-el, a3—aa-t a3-mal, . . . a„-et 
“n+1-gyol. • • •, akkor :

«2 =“l + «2, a3 = “l + «2+«S1 • • • «» = «1 + “2H---------!-«:................

Ezen jelöléssel az előbbi tétel így hangzik : Ha az a„ a2, a3,.. . szabá­
lyos sorozat és lim «n=A, akkor egyúttal

limn—oo n

vagy rövidebben, ha lim«„ meghatározott véges szám, akkor:

hm ————---- 1—- = hmn "J

[19. Ha /(.r) az x-nek egyértékű és minden véges szakaszban korlátos 
függvénye, mely mindenütt pozitív és sehol sem válik zérussá, továbbá:

limX^-00
r(x+D 

/(x) = A=|=0,

akkor egyúttal: lim j/f(x) = A.

A lim
/(•«•)

= A-ból ugyanis következik, hogy: 

lim [log/(x+l)—log/(x)] = log AX----00
és ha log/(;r)-ot új-el jelöljük, a <p(x)-re érvényesek a 16. alatti feltételek 
és minthogy:

lim [</> (x+1)-<p (x)] — log A,

tehát lim - = log Á,

vagyis: lim —— )im iog ffr(xy - iog a,.f«00 X ít’^oo
.t/-------

azaz: lim y /(.r) = A.0:«-oo
Ebből levezethető a következő fontos tétel: Ha at, a2, a3, . .. pozitív, 

O-tól különböző számok sora és
lim ?-n-±2- = A4=0, oo Ctn

akkor egyúttal: lim an — A.II “OC
Ebben a tételben voltaképpen két fontos állítás foglaltatik; először az, 

hogy ha létezik a lim vagyis két egymásutáni tag hányadosának limese, 
akkor egyúttal létezik a lim ^a,, is; a második állítás pedig az; hogy ez a 
két limes megegyezik.]
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[20. Határozzuk meg ezt a határértéket:

1 '</------------lim - y 1.2.3...n. n=« n

Tegyük evégből: ?(n) = 1.2.3...it 
n"

A keresett határérték a limn -oo 
véges, meghatározott szám, me

V yín). Ha megmutatjuk, hogy lim--^y- 

ly O-tól különbözik, akkor alkalmazható a
19. gyakorlatban követett eljárás. Már pedig:

»(/»+!) _ i n zi+l , 1 \ n
<p(n) ' n-f-T ' ' n ' ' n' '

tehát :

és így:
1 nr--------  1

lim- 1/ 1.2...II-- • n ’ e

Ennek a segítségével meghatározható

lim -i- V,r(n-4-l)(n+2)...2n

Ugyanis:
F(n+l)(n+2)...2n = (-^Vl.2.. .n («+1)• • • ' 4/i

V 1.2.3...n

és így:

, 1 -mi--------------J=éir^-2n) ___£
1 í^l.2...n 
n

1 nr--------------4 ilim - f(n+l)...2n = - •]

[21. Legyenek /(x) és <p(x) minden pozitív x-re nézve egyértékű, véges
függvények, továbbá lim f(x) — lim $p(x) =0 és azonkívül a j'—oo 3— co
csökkenő. Ha létezik a

<p (x) monoton

A'-oe <p (X) — ff)
akkor létezik a lim -^—7 is és e két határérték megegyezik.

X—co <P[X) 
határértéket A-val. E határérték létezése azt jelenti, hogy

Jelöljük az a) 
ha egy tetszés

szerinti e szám adatik, elmehetünk az x-el olyan messzire, hogy

e /(x)—/(x+1)
2 íp(x) —y(x-|-l)

legyen, ha csak x>AT; tehát fönnállanak ilyen x-re a következő egyenlőt­
lenségek :

4 _ e < f(x} " /^+1) <- 4 . L
2 9>(x)-v>(x+l) ^2 ’

4 _ £ ZílihJir e
2<9>(x+1)-<z>tx4-2)" +2’-”

4 _ £ «< /(x+n—1)— /(x+n) , . e
2 ' y>(x+n—1) —%>(x+n) * 2

n-.«e y(n)
£ 
e

t
2
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és minthogy a <p(x) monoton csökkenő, tehát mindezekben a nevezők pozi­
tivek és igy az egyenlőtlenségek e nevezőkkel szorozhatók, vagyis sorban:

(A - ‘ ) [íP íx)-^ (.r-f-l)] <■' f(x) ~/(x41) c í A + -*■) [<p u }-<p (x4-l)l. . .
* z

lA - i [yt.i:fm~1)1)—/’(x4 n)<-

< ÍA + [y (x+n—1) — <p(x+n)] 

és ha ezeket összeadjuk:

(A - £) [> (.»•) - <p (x+n)] </(x) -/(x+n) < (A 4- ) [y (xi - y> (x4 n)].

vagyis. A - ? < < A + ~ #
2 <p (x) — <p (x-|-n) 2

fönnáll minden n pozitív egész szám esetében, ha csak x>N. De

1 _ 4 m
/(x) — f(.r+n) _ _/(x) /(x) "
y (x) — ?> (x-i-.’i) <p(x) 1 y(x4-n) ‘

<p(x)

Az x-et képzeljük egy tetszés szerinti fix, N-nél nagyobb számértéknek. 
Ha n határtalanul nő, úgy az/(x+n), mint a y(x4-n) elenyészik, tehát a 
jobboldali második tényező 1-gyé válik, azaz

!im fW ~ f<x+*> _ /W. 
n-* W (x) — 5P (X-J-Zl) ’ <P (X)

Ez azt jelenti, hogy elmehetek az n-nel olyan messzire, hogy

/(x) _ e fix) — /(X+n.) /(xj , t
<f> (x) 2 y (x) — <f> (x+n) (x) r 2

legyen, ha csak és Így a :i) alatti egyenlőtlenségből a következőt, 
alkothatjuk:

— t —7 <. a 4 (x)
ha x>xV; de ez éppen azt jelenti, hogy: 

lim Á-A 
X—x (p i .Xj

és ezzel az állításunkat bebizonyítottuk.
Ebből azonnal következik, hogy ba bt, bz, b3, .. . egy tetszés szerinti 0 

sorozat (azaz liiu/?n—0) és a2, a3, . . . szintén 0 sorozat, de monoton csök­
kenő, továbbá

lim rr A,n-=° a,! — ,

akkor egyúttal: íim — A.ln-s» an ’

[22. Ennek a tételnek a kiegészítője a következő: Ha /(x) minden véges 
közben korlátos, de végtelen x esetében végtelen, azaz x-el határtalanul nő,
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(lim/(x)=oo) és <p(x) szintén ilyen, de azonkívül monoton növekedő függ-' ;y«B OO
vény, továbbá

.r-» (p(x+1) -<p (x) ’

akkor egyúttal: lim /(r)
<p(x) = A.

Ugyanis, ha tetszés szerinti e adatik, elmehetünk az x-el olyan messze, 
hogy mindig :

e /■(r+l)-/(.r) f

2 ?(.r-H)-?(x) 2

legyen; és ha most x helyébe rendre v-t-1, v-f-2,... x-f-n—1 tétetik, akkor 
éppen úgy, mint előbb, azt kapjuk, hogy:

f /(■»■+-»)-/W < A ■ g 
2 y (x+n) — <P (-r) ' ‘ 2’

[hol használtuk fel a y(x) monoton növekedését?]. De

1 /(x)
/(x-j-n) - /(.<■) = f(x-|-n) f(x+n) 

<p (x+n) — (x) <p (x-l-n) 1 _ <p (x)
<p (x-f-n)

A jobboldali második tényező limese (n végtelenné nő): 1, tehát:

lim = limn-«> <p (x-J-j’l — <p (x) ii -» y(x-f-n)

vagyis n oly nagyra választható, bogy mindig

_/(£±üL_ f < ,f(x-hn) — fix) /(x+n) e
<p(x4-n) 2 f(x+n)— ’ 2

legyen, bárhol van is az x valamely «... a-f-l közben; tehát a/?) alatti 
egyenlőtlenség igy írható: 

ha n>M és «<x<«+l. Ha x+n helyett z betűt írunk, akkor ez azt jelenti,
hogy:

lim2 = 00
/(Zl A.

Ebből megint következik, hogy ha b,, b2, b3, ... korlátlan számsorozat 
és a,, <i2, «s> • • • monoton növekvő korlátlan sorozat, továbbá

akkor egyúttal:

lim ^!±1_ Al a, 
11“=° 0)1+1—all

lim ~ A.n=oo an

(Ha y(x)=x, akkor a feltételek teljesítve vannak és a létei így hang­
zik : ha /'(x) véges közben véges és x el határtalanul nő, továbbá 
lim[/(x-|-l)—/(x)]=A, akkor egyúttal lim-£—= A.)]
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[23. Határozzuk meg a
limn».eo

V+2>-+3rj. ...+,(r 
nr+1

határértéket [1. később a Bernoulli-függvényt], ha r pozitív egész szám.
Legyen

bn—lr 4-2r-t-3r-|----- l-nr, an-nr^.

akkor bn és an számok teljesítik az előbbi pontban felsorolt feltételeket és

- (n+1)[

_ ______ i_______________
in-'r bíl - (1-------v>r '1L n-j-í' J

De:

(1 - ~ - 1 n - t
+1
2 ín-*- i)

, r+lv__ 1
3 ■ (n-l-'ií l(n+l)

és így: bri+i bn 1
rí \ 1'
2 ' n+1

vagya

tehát;

, ■ bn-ui bji hm —----—a- O <ln Cin
l' --2' +3r fim ---------- ——

r-t 1 ’

24. A sin — minden x helyen folytonos, csak az x—0 helyen nem, ahol x J
minden értéket felvehet a —1 és 4-1 között, aszerint, amint az x más meg
más úton halad az x=0 helyhez. Nézzük ezt a függvényt:

1Sin----- y
sin — x

Ha ilyen alakban írjuk: sin -i-, akkor látjuk, hogy kivételes helye csakis 
ott lehet, ahol z = 0, azaz ahol sin-- =0. De sin— ü-á lesz minden helyen, 
11 x 1 xahol— = vagyis x = ■£—• Valóban, ha x az-T— helyhez például azon aK7C kit

számsoron át halad, melynek n-ik tagja:

1 1 I r 1cn = —————----- , ekkor: hm c„ = ,
Zm-f-arc sin ——x— a+2nn

vagyis: -- = kn + arc sin—— és sin — = (—l)fc—ri—,
x a+2n7t x a+2nn

miből: sin ——j- — (— l),f sin (a+2n;r) = (—l)fc sin a.
sin — x

E függvény tehát az helyeken határozatlan. Míg tehát a sin - -nek n’Tl X
egyetlen ilyen helye volt, a sin —-nek végtelen sok van : —, .

sin — x
melyek a 0 helyen összesűrűsöduek.
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25. Érdekes függvény a következő:

Ha x a ~--hez konvergál és pedig jobbfelől (azaz -nél nagyobb szá- 
mokon át), akkor tgx mindig negatív és etg® minden számnál kisebbé válik, 
azaz linie*ga’ = O és így limf(x) = —1, megjegyezve, bogy jobboldali határ- 

« - — JC —2 2
értékről van szó. Ha a baloldali határértékei keressük, akkor előbb /(x)-et. 
ebben az alakban Írjuk:

és ha x a -^--hez balról konvergál, minthogy tgx végtelenné válik, tehát 

lim <’_,ga! = 0 és így lim/(x)=l./r tt
‘ “ T ***” 2

A baloldali határérték 4-1, a jobboldali —1. [A jobboldali határértéket 
így szokták jelölni: lim/(x), a baloldalit így: lim/(x).J

;T ss -- + 0 » -£— 0

nx [26. Határozzuk meg ezt a határértéket: lim —■=■===:_, megjegyezve, 
y 1 -f-nnr1

hogy a nevezőben levő négyzetgyöknek mindig a pozitív értéke veendő- 
Minthogy: lix x

■ r n2
tehát a kereseti limes: 4-1, ha x bármely pozitív számot jelerit és — 1, ha x 

iix •negatív szám. Ha pedig x=0, akkor - mindig' 0, tehát a határértéke
y l-j-n’x*

ifi 0. Ha, mint említve volt, megállapodunk abban, hogy e jellel: sgnx, 4-1-et 
jelölünk, ba x pozitív, —1-et, ha x negatív és 0-t ha x=Ű, akkor tehát:

nx lun — sgn x.
VH-n’x1

en-c—p-nr o
Mulassuk meg, hogy lim- &_nf. valamint iimarctgnx szintén sgnx-et 
ábrázolják A sgnx-et még a következő egyszerű módon is előállíthatjuk. 
Ha u pozitív hegyes szög és tgu=x, akkor

. in i , 1l8 (-j - «) =• c"1? « ---■ x ;

azaz u = arctg x, ~ — a =. arcig — és így: arctgx4- arcig — = •

Ha u negatív hegyes szög, akkor tga=x negatív és — y— u szintén 
negatív hegyes szög és

tg(- U) = - tg (-£ + u) = cotg a = i vagyis: — " —u = arcig 

és így: arctg x + arfctg i
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Eszerint tehát, ha az arctg x-et a már többször említett módon
—5— 6 közben vesszük:i l j

arctg x + arctg

összeg ha x pozitiv, --’-haj negativ. Ha x=0, akkor az arctg ^--nek 
nincs értelme, határozatlan. Állapodjunk meg abban, hogy ez esetben az 
arctg — helyett 0-t mondunk, vagyis inkább definiálunk olyan függvényt, 

*** • 1mely minden X értéknél arctg -^-el megegyezik és x—0 helyen: 0. E meg­
állapodásból következik, hogy

(arctg x 4- arctg ) = sgn x.

Ugyanezen megállapodással, mint könnyen megmutatható

(arctg x + arctg -•) = fx|,

mert általában xsgnx = |x|.j
27. Állapítsak meg az: /(x) =|x4-l|4-|x—1| —2jx( függvény menetét!
Ha |xj>l, akkor vagy x=14-0, vagy x——1—g alakban írható, ahol y 

pozitiv. Az első esetben:

1x4-11=2-+ y, |x—ll=g, |x|=14-0, teliál /(x) = 0.

A második esetben:

|x-i-l|=0, |x—1| = 24-0, |x|=14-g, tehát /(x) =0 szintén.

Ha pedig |x|<l, akkor vagy x—y vagy x— — y, ahol y 1-néi kisebb 
pozitiv szám. Az első esetben:

|x+l|=14-j/, !x-l|=l—y, tehát /(x) =2—20=2(1— y)—2(l—x).
A második cselben:

4x4-11=1-0, |x—l|=t-;-0, |x|=0, tehát /(r) = 2(l-p) =2(14-x)...J(0) =2
A függvény menetét a 29. kép ábrázolja.
Állapítsuk meg az /(x) =|x4-«| 4-'x—«| — 2|x| menetét, ha a adott pozi­

tiv szám.
t 

gí -a_  i
[28. Hogyan viselkedik a <p(x) = A—5. az a hely.en?]

e^-j-1
29. Számítsuk ki a következő határértékeket:

. sin ax .. tirx 1—cos xa) hm—-—; b) hm-e—; c) lim-----
■r-=o X .r-0 X z rr-o X2
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7. Lipschitz Lehrbuch der Analysis. Bonn 1880.
8. Hobson The Theory of functions of a real variable and the theory of 

Fourier series. Cambridge 1907.
9. Baire Leeons sur les théories générales de 1'Analyse. Paris 1908.

10; Du-Bois-Reymond Die allgemeine Functionentheorie. Tubingen 1882.
(Philosophiai szempontból érdekes.)

A feladatok nagyrészt az előbb említett könyvekből, egyes értekezések­
ből és a következő, gyakorlásul ajánlható gyűjteményekből vétettek:

1. E. Pascal: Esercizi e note critiche di caicolo infinitesiinale. Milano 1905.
2. Frenet-Laurent Recucil d’ exercices sur le c.alcul infinitesimal. Paris 1904.
3. Tisserand-Painlevé Recueil compléinenlaire d’exercices sur le calcul infi- 

nitésimal. Paris 1896.



III. FEJEZET.

A DIFFERENCIÁLHÁNYADOS.

1. A sebesség fogalma. A görbe emelkedése. Ha a pont egyenesen 
mozog és időszámításunk kezdetén az egyenesnek 0 pontjában van, 
akkor a mozgás teljesen ismeretesnek tekinthető, ha meg tudjuk 
mondani, hogy bármely t mp. elteltével hol lesz a mozgó pont, 
•vagyis, ha ismeretes az 0 ponttól való s távolsága. Más szóval azt 
jelenti ez, hogy a mozgás teljesen ismeretes, ha tudjuk, hogy s

______ Q______________ J_______ !i____

30. ábra.

hogyan függ a t-től. azaz s minő függvénye a t-nek. A fizikában 

megtanítják, hogy egyenletes mozgás esetében s arányos a t-vel.

azaz s—cl, 

négyzetével 

h°gy

egyenletesen változó mozgás 
at2 at2

«= vagy s.

esetében s arányos a / 

í. t. Mondjuk általában,

ahol f(f) a / változónak egyértékű függvénye, I időegység alatt 
leírt út legyen OA. Ha a t idő J/-vel növekszik (dt nem d és t 
szorzata, hanem egységes jele egy bizonyos számértéknek: a t nö­
vekedésének) és a dt idő alatt leírt utat ds-el jelöljük, akkor a 
t-\-dt idő alatt leírt út: OB=sA-ds--f(t\ dt), tehát

ds=f(t+df)-f(f).

Ha ezt a dt idő alatt leírt utat magához a dt időhöz viszonyít- 

juk, akkor-a - — számértéket kapjuk, amely bizonyos tekintetben 
Zfi

mértékéül szolgálhat a mozgás gyorsaságának a dt idő alatt. Ez a

Jf időnek megfelelő középsebess^g:

f(t-J-dt) - /■(/)
9“ ' dt

7*



100 III. FEJEZET.

a Jt-től függ (maga a t állandónak tekintetik). Ha e viszonynak 
lim4í=0 esetére véges és megbatározott határértéke van, akkor ez 
a határérték a mozgó pontnak a t időpontban való sebessége. Ha 
ezt a sebességet c-vel jelöljük, akkor tehát:

c=lim I2+J')FG0. 
xíí-0 4t

így pl., ha a mozgó pont t idő alatt nagyságú utat ír le,A
akkor

/(/) = és /■(/+JO = ~ [fl+2tdt+(4tY]

és így a dt idő alatti középsebesség:

Át 1 <“ n

és így a t időpontban való sebesség: limíat-]—— I — at. Ha tehát 

a leírt út arányos az idő négyzetével, akkor a sebesség arányos az

idővel.

Egészen hasonló fogalomalkotással van 
dolgunk a görbe pálya emelkedésének meg­
állapításánál.

Ha egy görbe vonal egyenlete: y—f(x) 
és az x, y koordinátákkal biró pontot 
M-mel jelöljük és az a- abszcisszát megnö­
vesztjük Jx-el, akkor az x-j-dx abszcisszá­
hoz tartozó ordináta: y-f-Jy. Az pont

koordinátái: x-f-Jx, y-f-Jy, azaz x-pjx és /(x-j-Jx).

Míg az abszcissza Jx-cl nő, az ordináta Jy-al növekszik. A Jx

szakaszon a görbe vonal átlagos emelkedésének mérésére szolgál- 
hat aviszonyszám, vagyis az MtMM2 szög tangense. És itt éppen 

úgy, mint ahogy a mozgásnál egy egészen új, mélyreható fogalom­

alkotással megállapítják a mozgó pont sebességét egy időpontban, 

most is beszélhetünk a görbének emelkedéséről a pálya megadott 

M pontjában. Ha ugyanis a

Jy _ /~(x+Jx)~ /’(■r) 
dx dx

viszonynak, mely a Jx függvénye, a dx—0-nak megfelelő határ­

értéke véges és meghatározott szám, akkor azt mondhatjuk, hogy
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a görbe emelkedését az M helyen a

]im f(x + ^x) ~ fix)
ÁX * *

számmal mérjük. Ennek geometriai jelentése a következő: A 

nem más, mint az MAf húr irányhatározója (hajlásszögének tan- 
gense), tehát ha Jx zérussá válik, az MAf szelőnek két metszéspontja 

összeesik és minthogy' feltételünk szerint a szóban forgó tangens- 

nek, tehát magának a hajlásszögnek is van meghatározott határértéke, 

a metszőnek van meghatározott határhelyzete. A metszőt ezen határ- 

helyzetében érintőnek nevezzük, tehát a lim ■ -—~nem
Jx^O dx

más, mint az M pontban vonható érintőnek az irányhatározója.
És most általában, ha az y~f(x) adott függvény, akkor az 

x-f-Jx-hez tartozó függvényérték: /(x-J-Jx). Ha az x növekszik 

Jx-el, akkor a függvényérték nő /’(x-j-z/x)—/’(x)-el és ha az

/•(x+Jx)- f(x)
Jx

viszonynak dx—0 helyen van véges és meghatározott határértéke, 

akkor ezt a határértéket az /(x) függvénynek az x helyen való 

növekedési mértékszámának tekinthetjük és az f(x) függvény 

x helyhez tartozó differenciálhányadosának nevezzük. Ezt a 

számértéket így jelöljük: f (x), vagy Df(x), vagy Dx f(x), vagy 
df (x) , . .. ., , _ dy

dx ’ va$y mé8 rovidebben: y, Dy, Dxy,

2. Néhány egyszerű függvény differenciálhányadosa, a) Az állandó 

diff. hányadosa 0. Ha ugyanis az f(x) függvény x minden értéké­

nél: c állandó számértékkel egyenlő, akkor mindenütt f(x-\-4x) is

4 /

minden Jx-re nézve, tehát 

f (x) = lim •=-. o.‘ ' 7 Jx 32. ábra.

Ugyanezt mondhatjuk akkor is, ha f(x) nem minden x értékre 

egyenlő az állandó c-vel, hanem egy aft szakasz belsejében és x 

hely e szakasz belső helye.



102 11). FEJEZET.

Ennek a tételnek az. az igen egyszerű geometriai tétel felel 
meg, liogv az x tengellyel c távolságban húzott párhuzamos, az, 
g—c görbe bármely pontjában vont, érintő maga ez a vonal, mely­
nek hajlásszöge 0, tehát irányba!ározója is 0.

b) Ha y—f(x) differenciálhányadosa fix'), akkor az y=af(x) 
függvény diff. hányadosa: af'(x).

Ugyanis af(x) diff. hányadosa:

af(x+dx) — af(x') i- /(r l~Ax) — j\.v:hm —— - — a • hm — , - —- ~ «/ (x).
Xr=0 ZlX z/a-’O ZJX

c) Az összeg differenciálhányadosa. Ha /\.r) diff. hányadosa az 
x helyen f'(x) és ijp(x')-é ugyanezen a helyen <f\x), akkor /(x)-|-9?(.r) 
diff. hányadosa: f'(x}dg>'(x').

Ugyanis f (x)-\-(f‘(x') diff. hányadosa a deíinició szerint :

Hm fCT+dx')~[fix') ~‘f(-t)] 
4x=0 dx
,. \ f(x+dx) - f(x') <f(X±A.V) — (/'(.T)]

1 dx Ax J

A jobboldalon álló összeg határértékéi megkapjuk, ha a tagjai­
nak határértékeit (melyek feltételünk szerint meghatározott véges 
számok) összeadjuk; de az első tag határértéke f'(x), a másodiké: 
(f,\x). Eszerint:

\f(x) + 9” (>r)l' " f <‘T) b

Más jelöléssel: ha n az .r változó függvénye és v szintén az ,r 
változó függvénye és valamely ,v helyen létezik mind az n. mind a v 
diff. hányadosa, akkor:

z , v , , , nz > v n । n dái-f-yj du do(uA-vy—u 4-v ; D(u+v)—DuA-Do; - -' • 7 dx dx dx

Könnyen belátható, hogy ha /\x) n függvény összege, azaz 
/"(.r)—n^-J-Uod------i~«n és valamely x helyen mindegyik tagnak van
véges és meghatározott diff. hányadosa, akkor egyúttal:

f (x^ii^+ii^------- c-iil}.

Ugyanígy következik, hogy ha f(x') — u — v, akkor egyúttal 
f'(x)—u'—v'.

dj Az xn hatvány diff. hányadosa, ha n póz. egész szám. Az 
értelmezés szerint, ha y—xn, akkor

xn
^.r-0 dX

De (x4- dx')n~xn -f- ” j .r"-,d.r + ” ) x"~2 (J.r)2H----- (-(Ax f
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és Így (x-]-Jx)n—x" 
Jx

xn-\Jx)2+---+(dx)n^1

tehát: lim (^+z/x)n-x» = nx"-1.

— nx"-1-j-Jx
[( o ) l'z,~2^c +

L \ Z / 3 /

így például x differenciálhányadosa: 1, xM 2x, x’-é 3x2 s így tovább. 
Ebből a b) alatti tétellel következik, hogy ha c állandó, akkor ex'1 differen­
ciálhányadosa : nex" "l.

így például az y=ax2 parabolának azon Mpontjában, melynek abszcisszája 
5, ordinátája tehát ?=a£2, az érintőjének irányhatározója: tga=2ag. Ha a moz­
gás törvényszerűsége olyan, hogy a t idő alatt leírt út: s = ~ + ct, akkor e 

* dsmozgás sebessége: ™ at + c.
Az y = ű0xn-|-a,xn~1-|-oaxn’2-|----- \-an differenciálhányadosa:

y'— naoxn~l+(n—1) a1x"-2+(n—2) a2xn~3-\---- |-a„.

e) A sinx diff. hányadosa. Ha i;=sinx, akkor:

. , , . . . 2 sin, sin (x-4- Jx) — sinx ..y —hm----i!---------- — hm —— Jx

A jobboldali kifejezés így is

. Jx sm-^- 
lim —-------

Jx-0 JX
2

írható :

cos

E szorzat limesét megkapjuk, ha a tényezőinek a limeseit szoroz­

zuk. Az első tényező limese II. fej. 6. pont c) szerint: 1. A cosinus pedig 

folytonos függvény minden x helyen, tehát a határértéke megegye- 

zik a helyettesítési értékével, azaz limcoslx-j—— 1 = cosx és így:

y9z=cwx.

A sin x diff’. hányadosa tehát: cos x.

így például az x — 0 helyen az y — sin x görbe érintőjének irányhatá­
rozója: cos 0=1, vagyis az érintő e helyen szöget alkot az x tengellyel.

f) Szorzat diff. hányadosa. Ha úgy az /’(x), mint a gp(x) függ­
vények az x helyen differenciálhatók (véges és meghatározott diff. 
hányadosuk van), akkor az y — f(x). </> Q?) függvény differenciál­
hányadosát a következőképpen számítjuk ki:
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f(x+Jx). y (x+Jx) — y(x). y (x) 
Jx

! ■ m f (x+dx) y (x+Jx) - f(x+Jx) y (x)+/~(x+Jx) y (x) (x)
<Ar=0 JX

(az /’(x+Jx)y(x) tagot hozzáadva és kivonva). A jobboldali kifeje­

zés két részben is irhaló:

lim J f (x+Jx) [y (x+Jx)-y (x)]
Jx

y(x)[f(x+Jx)-/(x))
Jx

Tagonkint vesszük a limest. Az első tag szorzat, melynek első 

tényezője /"(x-j-Jx), második tényezője Be fog­

juk majd bizonyítani, hogy ha a függvény valamely helyen differen­

ciálható, akkor ezen a helyen egyúttal folytonos is; tehát

lim /’(x4-Jx)=/’(x). 
dx— 0

így tehát az első tag limese: /’(x)y'(x).

A második tag limese: y(x)/’,(x); tehát ha y = f(x).y(x), 
akkor:

y-f (®) <?' OO+^G1’) f (x).

Ez a szorzat differenciálási szabálya. Más jelölésben: ha y—uv, 
ii < , , , / x r. , d (uu) dv , dvakkor y =uv -j-u v; /)(uv)=uDv-j-vDu, — — u-^—{-»->—• dx dx dx

Ha a szorzat nem két, hanem általában n tényezőből áll, akkor 
is igen egyszerű a differenciálási szabálya.

Ugyanis ha y=u1u„jis...un, akkor y'^u^u.^. .. un+u^2u9... un+ 
• • • und------k"iu2u8 • • •un-i,1n, vagyis a diff. hányados n tag­

ból áll, melyeket úgy határozunk meg, hogy a szorzatnak egy-egy 
tényezőjét differenciáljuk és a többi változatlan tényezővel meg­
szorozzuk, azután az így keletkezett tagokat összeadjuk.

E tétel helyességét legegyszerűbb lesz teljes indukcióval bizo­
nyítani. Tegyük fel, hogy ez a szabály n—1 tényező esetében ér­
vényes. Ekkor az y=u1u2... u„ így írható: y—(u1ua...iin_,t)iin és y' 
meghatározása végett a két tényezőből álló szorzat differenciálási 
szabályát alkalmazzuk. Eszerint:

. Un_^),Un-^lliU2 . .. un_^n.

De az első tag a feltételünk szerint:

Kua . . . lln-j+Ují4us . . . --------- H«i»2 • • • »n -2uk-i|«n i

tehát valóban :
♦ 

y' = i^U2 . . . Un+u^^ . . . un-|--------huj'2
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g) Hányados differenciálása. Legyenek f(x) és cp(x) valamely

x helyen differenciálhatok és <p(x) e helyen O-tól különböző, akkor 
f (x)az ~ y(®) diff' hányadosát a következőképpen határozhatjuk meg:

y'= lim L\p>(x+dx) y(x)/ '

lim f (x+Jx) y (•r)~7'(a;) y (x+dx)
Jx-0 dx. <p (®+Jx) cp (x)

A jobboldali kifejezést kissé átalakítjuk, számlálójához függesztve
—• f(.x+dx) <p (x+dx)+f(x 4- dx) <p (x -f-dx)-e t.

y = iim y (f+dx) [f (x+dx)-f(x)\ -f(x+dx) [y (x+dx)- (f> (x)j 
^-0 dx .<p(x-\- dx) <p (x)

Jim j l/(x+^)-/‘(a-,)J 1________ /(x-j-Jx)____ y(x+Jx)-y(x)l
dx y>(x) ap(x-\-dx).cp(x) dx I

A határértéket tagonkint számítjuk ki. Az első tag határértéke: 
f1 (x)

-~7-y • A második tag első tényezője hányados, melynek úgy a szám- 
lálója, mint a nevezője Jx-nek a dx=0 helyen folytonos függvénye 

és a nevező O-tól különböző, tehát e hányados határértéke 50. 1. d) 
f (fc)

szerint: a második tényező határértéke pedig (x); tehát:

= /'(x) _ Ax)y'(x) _ y(x)/'(x)-/W'(x).
y(x) [/(< * ly(x)]2

Ez a hányados differenciálási szabálya. Más jelölésben, ha:

u , u’u—ui>' I n \' u'v—v'a _ [ u \ vDu—uDv
9=—, akkor: y'=------=—, -- =------=—, D — =-------ö-------------v a2 ’ \ v I vz \v! ír

h) Negatív egész kitevőjű halvány differenciálása. Ha y=x ", 

akkor g = , tehát az előbbi szerint (minthogy itt u'=0)

, nxn~l
y= - = -nx

vagyis itt is ugyanaz a differenciálási szabály alkalmazandó, mint 
a póz. kitevőjű hatványnál (az exponens szorzóul teendő és azután 
a hatvány exponense eggyel lejebb szállítandó).

i) A differenciálható függvény folytonossága. Ha az ffx) függ­
vény az x helyen differenciálható, azaz

[im
Jx-=Q dX
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véges meghatározott számérték, pl. A. akkor az f(x) függvény ezen 

az x helyen folytonos.

Válasszunk két tetszésszerinti A'. és A" számot úgy, hogy 

A'<A<A" legyen. Minthogy lim= 4, tehát megálla- 

pítható egy oly o küszöbszám, hogy ha IJ.r|<o, akkor

a) 
d-V

Azt akarjuk bebizonyítani, hogy f(x) az r helyen folytonos. 

Ez be lesz bizonyítva, ha megmutatjuk, hogy egy tetszésszerinti 

é póz. számhoz tartozik olyan o' póz. küszöbszám, melyre nézve

ha csak |Jx|<(7. Ezt így mutatjuk meg: Az A' és A" közül jelöljük 
g é‘

a nagyobb absz. értékűt ilf-mel. Számítsuk ki az -et. Az és az 
előbb megállapított ó küszöbszámoknál kisebb szám legyen a J'; 

tehát e)'<3, (£'<“•

Az a) egyenlőtlenség így is írható:

| f(x-\- Jr) — f(x)|< M. j J.r |,

ha Av\<c> és még inkább, ha |J.ri<d'.
De ha |Jx|<J', akkor üf|Jx|<MÓ'<e és így: ha csak |J.r|<J', 

akkor
;/‘(r+J,r>-/’(.r)i<é, 

vSgyis az adott e-hoz tartozó (küszöbszám a J' és ezzel az f(x) 

függvényről megmutattuk, hogy az x helyen folytonos.

E szerint tehát a folytonosság szükséges feltétele annak, hogy 

a függvény valamely helyen differenciálható legyen; egy egész 

a.../? szakaszban (illetőleg a szakasz minden helyén) \az f(x) 

csakis akkor lehet differenciálható, ha minden helyen folytonos.

Megjegyezzük azonban, hogy a folytonosság nem elégséges feltétele a 
differenciálhatóságnak; azaz lehetséges, hogy a függvény valamely x helven 

í t ’ * 1folytonos és még sem differenciálható. így például az y=xsin — függvény 
1 & mindenütt, az x=--0 helyen is folytonos. A sin---nek az x=0 helyen nincs 

ugyan határértéke, tehát nem is folytonos; de minthogy akárminő úton köze­
ledjünk is az x—0 helyhez, a sin- függvény mindig —1 és 4-1 között ma- 

1 &rád, tehát lim x sin - = 0. E függvénynek a 0 helyen való folytonossága ma-
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gából a folytonosság értelmezéséből is azonnal következik; hiszen ha |x|<e, 
akkor xsin - <í. tehát az e-hoz tartozó küszöbintervallum is e. Nézzük 

1 -r 'az rsin--- differenciálhányadosát az x=0 helyen. A jelen esetben

/01-J.r) — Jx. sin és ígv: —-----———- = sindx dx dx
. . .. f(0-|-Jxl-/(0) ... ..és így lun-~——--—— -- nem létezik.

^x-o dx
Még ennél is egyszerűbb eset a következő. Legyen f(x) az a függvény, 

melyO...l szakaszban: x, 1. .2 szakaszban: 2—x, tehát az OAB törtvonal 
által ábrázolt folytonos függvény. (L. 72. lapon.) Az A helyen a szó közön­
séges értelmében nem lehet differenciálhányadosról szólni. A 0...1 szakasz 
minden helyén e differenciálhányados: 1; az 1...2 szakaszban pedig: — 1. 
De ez az egyszerű példa ráutal arra, hogy a differenciálhányados fogalmát, 
némileg tágítsuk. Ha ugyanis dx a negatív számokon át válik O-sá, akkor*

/(1+Jx)-/(1) _ 
dx és így hm í—Zi-L — i.

o Ax
Ha pedig dx a pozitív számokon át válik 0-á, akkor

lini Zíl±^ww=_1;
4x=* +0

vagyis az — —- — -nek baloldali határértéke: —1, jobboldali határ-
óétéke pedig: 4-1. Ilyen esetekben azt szoktuk mondani, hogy az /(x)-nek 
van jobb és baloldali differenciálhányadosa és az egyiket így jelöljük: ./Tíx), 
a másikai pedig így : f .(X).

[Az első példánál a differenciálhányados értelmezése arra vezetett, hogy 
az xsin - függvénynek az x—0 helyen a diff. hányadosa volna lim sin-J ■

A x 1 dx=0 dx
Ha a dx-x negatív számokon át halad a 0-hoz, akkor a sin határértéke 
minden szám lehet —1 és +1 között. E számhalmaz alsó határa: —1, felső 
határa 4-1. Ha pedig jobbról konvergál a dx a 0-hoz, akkor is a sin minden 
érték felé konvergálhat—1 és +1 között; tehát a számhalmaz alsó határa —1, 
.felső határa+1. Általában, ha a lim---— t-ítÜ. - ../ki L attól függ, hogy a dx 

■ , .dx-0 dxa pozitív, vagy negatív szamok minő során át halad a 0-hoz, akkor a jobboldali 
határértékek által alkotott számhalmaz felső határát a jobboldali felső diff. 
hányadosnak nevezzük s í. t. Ilyenformán tehát minden esetben négy szám­
értéket definiálhatunk: a jobboldali felső és alsó differenciálhányadost és a 
baloldali 'felső és alsó differenciálhányadost. Igazi differenciálhányadosról 
csak akkor lehet szó, ha ez a négy számérték véges és megegyező.]

j) Összeletl függvény differenciálása. Ha <p(x) az x helyen 
differenciálható és ha y(x)=z és az y=.f(z) függvény a z helyen

* dx~—0-al azt jelöljük, hogy a dx a negatív számok mentén válik 
zérussá, azaz baloldalról közeledik a O-hoz; a dx—-f-0 azt jelenti, hogy dx 
a jobboldalról közeledik a O-hoz.



108 111. FEJEZET.

differenciálható, akkor az y—f\<p(x)] összetett függvénynek az x 
helyen való differenciálhányadosát a következőképpen határozhatjuk 
meg. Ha az x-et megnövesztjük dx-el, akkor a z—-<p(x) megváltozik 
Az=<p(x-j-dx)—^(xj-el és így az /’[^(x)] növekménye:

- f\<p(x)\ = /’(-+^) - /‘(4

Az / [(f> (x)] növekményéi viszonyítanunk kell az x növekményé­
hez Jx-bez:

Hy(x 4-Jx)] - ny(T)l = .
Ax Ax

De a jobboldali kifejezés így is írható: .

f(z+Az} — f(z) Az _ 
Az Ax

A keresett diff. hányados nem más, mint e szorzat határértéke, 
ha Ax a 0-hoz konvergál; de azt mondottuk, hogy a y(x) az x 
helyen differenciálható; tehát folytonos is és így, ha az x elenyésző 
csekéllyel növekszik, a z=y(x) is elenyésző csekéllyel változik, 
vagyis Jx-el együtt Az is zérussá válik. Ezért tehát

/’(z-j-dz) — f(z) Az .. f(z-\-Az')— f(z) Azhm -i-i—!— -----• -— = hm --A———í-^- ■ hm -r— •
Jx—o Az Ax JZ=O Az Ax

Mindkét tényező limese meghatározott véges szám. Az első 

nem egyéb, mint az f(z) függvény diff. hányadosa a z-helyen;* a 

másik pedig, mely nem más, mint lim y(x’) függ-

vény diff. hányadosa az x helyen ; vagyis:

y'=Df \(f> (x)]==/’' (z). y'(x),

vagy más jelölésben: dy dy dz
dx dz dx

Ez az összetett függvény differenciálási szabálya. Néhány példa 
megvilágítja e fontos tétel alkalmazását.

1. példa. Legyen <p(x)~ax+b és /(z)=z", azaz /[y (x)] = (ax+b)'1. Az x 
szerinti differenciálhányadost így kapjuk meg: az ax4-b helyébe képzeljünk 
z betűt, és a zn hatványt differenciáljuk z szerint: ez nzn-1, azaz: n(ax-t-b)n-1. 
Most a z—ax-t-b differenciáltassék x szerint. A differenciálhányados: a; tehát:

n(ax+b)n t és -jZ~ = a, tehát: = na (ax+b)'1 *.
dz ' dx dx

* A Az ugyan nem válik tetszés szerinti módon 0-á, mert hiszen dx-től 
is függ, de ha /(z)-nek a z helyen van differenciálhányadosa — amit feltet­
tünk — akkor ez független attól, hogy Az miként lesz 0.
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2. példa. Legyen íp(x)=x2 és/(z)=sinz, azaz: f[g> (x)J = sin íx2!. A sin z 
z szerinti differenciálhányadosa: cosz. A z függvény ,r szerinti differenciál­
hányadosa: 2x, tehát:

dy du dz -- 2x cos x2.dx dz dx
3. példa, cos x differenciálhányadosa. cos x— sin ( — x) összetett függ­

vény. Itt z = “ — x és y = sinz.

dy _ rf sin z 
dz ~ dz

dz 
dx— cos z;

ay dy íz , n •.és dx = ~dT’ -SJ---=-'’os(-2--.r)=-sinx.

Eszerint: (cos x)'= — sin x.

k) A láng x differenciálhányadosa. tgx= ^og~" > tehát a Igor 

diff. hányadosát megkapjuk, ha ezt a hányadost differenciáljuk. 
" j• tv i z i u'v—v'u l — din. hányadosa:  ---- r,—, tehati) J tr

cos2 .r-|-sin2 rc 1(tg x)' =----------h-------- ---  — .
COS4 X cos2 X

Hasonlóképpen kapjuk, hogy:
/ . v ' 1
(coign?) =------.--j----
' c sur.r

1) 
akkor

Az exponenciális függvény differenciálása. Legyen y = e*,
ex + Jx_(.x

= —ff.—Jx-X ZJX

gX + dX pX pdX |
------------------ — £X _-----------
J.E J.T

A feladat tehát arra redukálódott, hogy határozzuk meg a 
e^x_ ।

lim——— határértéket. Ha J.r a 0-hoz konvergál, akkor eJX az 
^x-o Jx °
1-hez konvergál, ha tehát e-rfJí=ld-h tesszük, akkor h is 0-á válik a 
a Jx-el.

e-rfx=14-/i-ból: Jr=log(l+h) és így:

--Z1 - h ____L__ _________L___
Ax ~ log(l-f-h) iog(i+h)-S-

Eszerint tehát: 
(>X + dX   ^X f X

log (1 +/!)'■
pXA-JX__pX pX

és Így: lim------—-----=--------------------- — ■
ax lim log (14 h)'1

h=0
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1 1
De lim log(l+/i) h log lim + = loge=l és így:

h«0 h-=0

lim------ - -------— <‘x.
dx-0 dx

vagyis az ex függvény differem iálhányadosa: cx
in) Inverz függvény differenciálása. Ha x-f(y) az y változó 

egyértékű folyton növekvő függvénye azon y értékekre nézve, melyek 
az a.. ./3 szakaszban vannak és f(a')—a, b, akkor, miként isme­
retes <1. 77. lap) az y az ,r váltózónák is egyértékű monoton függ­
vénye az a . .. I) szakaszban. Jelöljük ezt a'függvényt y(®)-el. g’(.r) 
az /’ti’) függvénynek inverz függvénye. A <p(ír)-nek az x szerinti 
differenciálhányadosát akarjuk meghatározni, föltéve, hogy az adott 
/ (y) függvény az y szerint az egész n.. . /S’ szakaszban differenciál­
ható és e differenciálhányados sehol sem lesz 0. Ha x-et meg­
növesztjük J.v-el, akkor y megváltozik Jy-al és:

Jy 1
Jx Jx

d!J
Ha J.i zérussá válik, akkor dy is 0-á lesz, mert y az ,r foly­

tonos függvénye és fordítva; tehát mindegy, akár azt mondjuk, 
hogy Jx konvergál a O-hoz, akár azt, hogy Jy válik zérussá. A jobb­
oldali hányadosnak van véges és meghatározott határértéke. ha Jy 

a zérus télé konvergál, mert feltételünk szermi lim'(y; a 
, dy-0 J.'/

O-tól különbözik. Így tehát a baloldali kifejezésnek is van határ­
értéke, azaz:

Jy i
d„^Jv f (y)

De a baloldali határérték előbbi megjegyzésünk szerint így 

is írható: lim ; ez pedig nem más, mint y-nak x szerinti diff. 

hányadosa : y' [vagy ^'(.r)] és így:

Vagy más jelölésben : •

dy

És ez az inverz függvény differenciálására igen egyszerű eljárást 
szolgáltat: Ha adva van az ,r mint az y függvénye, akkor y-nak x 
szerinti diff. hányadosát úgy állítjuk elő, hogy az x y szerinti diff. 
hányadosának reciprok értékét vesszük. Ezt az eljárást mindjárt 
alkalmazzuk néhány fontos differenciálási szabály megállapítására.
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E tétel geometriai jelentése nyilván­
való. Ugyanis a monoton emelkedő görbe 
M pontjában húzott érintőnek az X ten­
gellyel való hajlásszöge- a, az Y tengellyel 
alkotott szöge: /?. A görbe egyenlete akár 
x—JW), akár y— <p(x) alakban írható: tehát

de

és így

dx . _ dy= tg £, --f- — tg a;dy e dx °
»g« = cotg/J = -J(í

dx dx 
dy

Ill

33. ábra.

n) .1 logarithmus diff. hányadosa. Ha y=logx, akkor x—e'J. 
A logarithmus tehát az exponenciális függvény inverz függvénye. 
Az exponenciális függvény minden szakaszban monoton, a differen­
ciálhányadosa sehol sem 0, tehát az előbbi eljárás alkalmazható : Itt

-j— — e'f tehátei I 1 dx fd X

E szerint tehát: (logx)' — •

A logx differenciálhányadosát az exponenciális függvénynek 
már előbb meghatározóit diff. hányadosából hoztuk le. De meg­
fordítva is eljárhatunk. A logx differenciálhányadosát közvetlenül 
így számíthatjuk ki:

(logx)'= lim •
dx- 0

A számláló 
és így:

igy is írható: Jog---— vagy még: log (1

M1 + Alj 
llogx)'=i,n. &-z—

Ha a 82. lap /?) formulájában x helyett Jx-et és a helyeit 1 -et
teszünk, akkor azt találjuk, hogy

x

lim———------- — ,

. /I V 1 azaz: (logx) — —■ x
Az y=e-e függvény diff. hányadosát most már így határozhatjuk 

meg: Az ex a logx inverz függvénye ; mert ha y—ex, akkor x=logi/ 
és így:
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= —— = — — II — ex, 
dx dx 1 

dy y 
tehát (eAf^e*.

o) A ciklomelrikus függvények differenciálása. 1) Ha y=arc sin x\ 
akkor x=siny és így:

dy = 1_ = 1 
dx dx cos y ’

De ba x=siny, akkor cosy —11—x2 és pedig, ha miként már 

megállapítottuk, y=arc sinx alatt azt a szöget, értjük (absz. mérték- 

számban), melynek sinusa x és — o---- közé esik, akkor cos y

pozitív, tehát a VI —x2 póz. értéke veendő. Eszerint tehát:

/ • a- 1(arc sin x) — •
Vl—x2

2) Ha y=arccosx, akkor y — —--- arc sinx (mert hiszen az a

szög, melynek cosinusa x, pótszöge annak, amelynek sinusa: x)

Ó8Így / v ■ ■ y 1
(arc cos x = — (arc sin x) = — —_ — . ■ •

Vl-x2
3) Ha y—arc tgx, akkor x—tgy és

d y 1 1 2— —t— = cos2 y.dx dx 1
dy cos2 y

De cos2 y = —* 2 = 1 2 , tehát:
1+tg U 14-x2

(arc tg

71
4) Ha pedig y=arccotgx, akkor y = — —arc tgx és így:

/ív 1(arccotgx) = - - - •

p) A hatvány diff. hányadosa. Az xa függvény diff. hányadosát 
megállapítottuk, ha az « kitevő pozíliv vagy negatív egész szám. Most 
már általánosabban megállapítható e diff. hányados; ugyanis x“ póz. 
értéke mindig így írható [föltéve, hogy x póz. szám]: ealusx és így:

(x“)' = -- x =
v ' X X ’

tehát az eddig talált differenciálási szabály általában is érvényes:
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a hatványt úgy kell differenciálnunk, hogy az exponenst szorzóul 
tesszük és a halvány exponensét eggyel leszállítjuk. így pl. :

2 ' 2Vx’ 

összefoglalás : A

1. (x^ax"-*; 2. (e*)'

4. (cos x)' — — si n x ;

6. (cotgx)'=------ ;
' ° ’ sin2x

8. (arc sin x)' — —;
V1 --x2

megállapított differenciálási szabályok ezek 

—er; 3. (sin x)'= cos x ;

Az összeg, szorzat és hányados

10. (u±a)'—u'±a';

12.

5- "«iy = W7'

7. (log«) =l;

9. (arc tg xY = ———s- • v ’ 14-x2

differenciálási szabályai:

11. (twf — u'p-T-v'ii;

lív — v'n 
v?

Feladatok a differenciálási szabályok begyakorlására.

Állítsuk elő a következő függvények differenciálhányadosait az x helyen:
1. (3x+5)°, 2. (a.r2+bx+c)m, 3. (x3+l)B,
4. (ra—5x4-2)s, 5. /i+í, 6. yi-X,
7. /i-X2, 8. V axa+bx+c, 9. l^x2-^!,

10. ax2+bx+c, 11. (1+x)’, 12. ^(l-x)2,

13. 1+x
1— x ’ 14. 1 — X

1+x ’ 15. 1-x2
1+x2 ’

16. a+bx 
c+dx ’ 17. g+ftx+yx2

a+öx+cx2 ’ 18. £"'~1 
xn-l ’

19. l/~ J+íF
V 1—x ’ 20. V 1+x ’ 21. 1

|/”x ’
22. 1

Vx+1 ’ 23. V x2—1 ’ 24. j’Ax+T
V x-1 ’

25. sin 2x, 26. cos ax, 27. tg-,
28. cotg -4-, 29. sin (x2), 30. tg V"x,

31. 1 sin —, X 32. 1 cos—— ,
Vx

33. ^iTx-’

34. . x2+l 
cotg 2 , 35. sin (sin x), 36. cos (sin x),

37. e~x, 38. e-5J, 39
1

ec,
Beke: A differenciálszámítás. I. 8
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40.
1+a- 

e1”* , 41. csinx,
43. c-cos* 44 e-colgz

46. etgax. 47. r*'gx,
49. V’l+r57, 50. 1+e® 

1—e' ’

52. _tgx-_2.
tgx-j-1 ’ 53.

55. . sin x, 56. e ‘1 tg x,
58. x2e~**, 59. cos (e •t),

61 e-‘ 62 ■É.

x2 ’ e1 ’

64. e' 65. e x
tg X cotgx ’

67. sin .r fix cos .r
Xs ' X

70. jox'_—
ae~—0 ’ 71. <l3r,

73. ./ 1—e-* 74. ex—1
I l-f-e® ’ tg—— ■

76. asin®, 77. sin x. a®08®,
79. log tx24-3x+2), 80. log sin x,
82. log tg x, 

14-logj^
1 — logx ’

83. tg log X,

85. 86. y i4-iog x,

88. X2 log X, 89. Xs
logx ’

91. log (ex+e~x), 92 ,.i' :>■;

94. log (a+frx2), 95. log y if-jr*.

97. , 4 / 1—cosx
l+cosx- 98 log ia f b.i 4-cx2),

100. . r । / a cos x+ft sin x 
” r <i cosx—b sinx 101. log log logx,

103. x—log(14-x), 104. (1 —Xs) log X,

106. 1/ l—logg 
V 14-logx ’ 107. 1 

logx—x’’
109. arc sin y~x, 110. 1-4-^ arc sm s----- ,1 — .r ’
112. . 14-x 

arctg1-x ’ 113. . 2x«rctg

115. X arc sm 116. b-i-2cx arc sin .—
/l+x2 Y b2—iac

118. ^arclg* 119. log arc sin ,

121. x® [tegyük x=elogx, tehát x®=e®logx],
123. e**, 124. (sin x)®, 125. x,tn®,

42 e’gx,
45. esIn2®,
48. csin ’•,

14-sinx51.  r----- .1 — Siu x
54. sinle4).

57. Xs cr,

60. tg(F *r), 
sin x63.

66. sin x

69. a sin x4-/> 
a sin r+fi ’

72. a®4.

75. X 
COS “V ,

78. (1 
sin .r ’

81. sin logx,
84. log logx,

87. (a log x+b)-'

90. logx
X ’

93. (r+V Í— x2)
96. log X,

99. logl^x t- V «s

102.
V 1-f-x 

1(5. i ci e1,
108. -v-i----- ,

sin log x
111. arc sin y 1 — x“, 

114. arctg ,

117. arctg J-g,

12°. ,l+e'smx
_i 

122. x®, 
126. x*®.



•A DIFFERENCIÁLHÁNYADOS. 115

127. Differenciáljuk 
oldalát x szerint.

a sin (a-|-x)“sinacosx4-cosa sinx egyenlet mindkét

128. Differenciáljuk a 
szerint.

129. Differenciáljuk a

130. Differenciáljuk a
131. Differenciáljuk a 

x szerint.

sin 2x = 2 sin x cos x egyenlet mindkét oldalát, x

tö" dt-4-tfif j:tg— “-T——mindkét oldalát x szerint. 1—tg a tgx
tg 2x -- 7j- ~ — mindkét oldalát x szerint.1—tg2r
sin («—x) —sin a cos x—cos a sin x mindkét oldalát

xn_ i
132. Differenciáljuk az 14-x4-x24-xa4---- |-xn-1 ——identitás mind­

két oldalát x szerint.
133. Határozzuk meg a íp(x2) függvény’ x szerinti differenciálhányadosát, 

valamint a [#> (x.if'-ét!
134. Bebizonyítandó ez a nevezetes összegformula:

. n-j-1 . nsin—~—xsm-^ x 
sin x4 sin 2x4~sin 3x4----- f-sin nx —-------------------------. x sm y

[A bizonyítás teljes indukcióval végezhető. Ha ugyanis formula 
helyes, akkor kimutatjuk, hogy helyes akkor is, ha n helyet! n4-l-et teszünk, 
vagyis helyes ez is:

n4-2 nd-1 sin % x . sin —7j— x 
sin x4-sin 2x4-sin 3x4----- l-sin nx4-sin n4-l x —----------------- —------------ , a)

sin
ugyanis a baloldali kifejezés a föltétel szerint fgy írható:

n+1 nxsin —— x. sin — £
4- sin n+1 xx sin

és ha sinn+lx~2 sin —~—x •cos ~ó 'x tesszük, akkor ez még így is írható :

«4-lsin —x , «2 r . nx , „ . x nd-1 
--------x~ LSln “2“ + 2 s,n 9 cos ~2~

sin

A zárójelben álló második tag két sinus különbsége:

. n4-2 nx 
sm —— x ~ sm T" i

tehát valóban helyes az «) alatti formula. Minthogy pedig, ha n=2, a képlet, 
mint egyszerű számítással megmutatható, helyes, tehát egész általánosan is 
igaz, hogy:

n-|-l . nxsm —g— x sm
sin x+sin 2x4-sin 3x4- • • • 4-sin nx =----------------------- -x sin g 

Differenciáljuk mindkét oldalt x szerint I
135. Ha /(x) és #>(x) egymástól egy bizonyos intervallumban igen cse-

8*
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kéllyel különböznek, abból még nem következik, hogy /*(x) is igen csekél­
lyel különbözik a így például, ha f(x)=<p(x)+e sin akkor/(x) a
<p(x)-től mindenütt e-nál kevesebbel tér el (a görbék ordinátáinak különb­
sége e-nál kisebb, mert sin mindig —1 és +1 között van). Számítsuk ki 
f(x) és v'(x) különbségét és mutassuk meg, hogy ez igen nagy is lehet, ha 
e elég kis szám.

136. Tegyük az f(x). függvényben x-ez, azazz=logx és határozzuk meg 
dxaz J(x)-nek z szerinti differenciálhányadosát. Ez: f(x) • ——f(x)ez — xj’(x). 

df - az
Ezt így írjuk: = xftö, vagy Dlogxf(x)=xf(x). Számítsuk ki

ölogxx«, Aogx’0?^ öiogxUog*)*, öiogx[x*(logxí)].

137. Tegyük az /(x)-ben x = logz, azaz z = eT és határozzuk meg ~ -t 
azaz: [Der/(x)]-et.
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A DIFFERENCIÁLHÁNYADOSRA VONATKOZÓ FONTOS TÉ­
TELEK. A MAGASABBRENDŰ DIFFERENCIÁLHÁNYADOSOK.

1. A függvény növekedése és csökkenése. Az ábrában feltüntetett 
görbéről azt mondjuk, hogy az M ponton át növekedőén, vagy 
emelkedőén vonul, mert a görbe pontjainak ordinátái nőnek, midőn 
az M-en áthaladunk, vagyis az Af-től balra levő 
pontok ordinátái kisebbek és az Jf-től jobbra 
levő pontok ordinátái nagyobbak, mint az M 
ordinátája. Természetesen ez csak egy bizonyos 
szakaszra vonatkozhatik, mert az Af-től távo­
labb levő jobboldali helyeken az ordináta kisebb 
is lehet, mint a b. E szemléletnek megfelelően 
már most azt fogjuk mondani, hogy az /’(x) 
függvény az a helyen fáz a abscisszával bíró 
pontban] nő, ha megállapítható egy <) köz, úgy, hogy az a—S és a 
közötti minden x helyen f (x)< f (a) és az a és a-|-J közötti helyeken 

vagyis
f(a—h)<f(a), f(a+h) > f(á),

ha h tetszés szerinti pozitív, d-nál kisebb számot jelent.
És ennek megfelelően azt mondjuk, hogy az függvény az 

a helyen fogy, vagy csökken, ha megállapítható egy J köz úgy, 
hogy az a—ó és a közötti minden x helyen /’(x)>/’(a) és az a és 
«+o közötti minden x helyen /■(x)</’(a).

Ha az f(x) az a helyen differenciálható, vagyis a

lim fí?.+'0-£(g) 
A

véges és meghatározott szám, akkor igen egyszerűen eldönthető, 
hogy az /"(x) az a helyen nő-e vagy fogy? Ugyanis, ha f'(a) pozi­
tív, akkor az f(x) függvény az a helyen nő, ha pedig f'(a) negatív 
akkor fogy.
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Tegyük fel, hogy /'(a) pozitív. Minthogy:

h-o il

pozitív, tehát megjelölhető egy olyan pozitív J küszöbintervallum, 

hogy az —----- - —

a föntebbi 

tesszük és

----- x---------- hányados mindig pozitív, ha |h|<d Ugyanis
** f 00

határérték létezéséből következik, hogy ha í < 
ezen f-hoz tartozó küszöb ó, akkor

f (a) - « < f(a±h^íial < f (a) + e, 
ha|h|<á h

De itt úgy a jobboldali, mint a baloldali kifejezés is pozitív, 

(mert «< —1, tehát mindenesetre pozitív, ha
\ 2 / h

Ebből következik, hogy ha h negatív, akkor a számláló is 

negativ, ha h pozitív, a számláló is pozitív; vagyis negatív h-ra 

nézve, f(a + h)<f(a) és pozitív h esetében f(a-f-h)>f(a), vagyis ha 
x az a—d...a intervallum bármely száma, akkor /’(x)</'(a) és ha 

x az a...a+Jköz bármely helye, akkor f(x) >f(a). Ezzel kimu­

tattuk, hogy ha f (a) pozitív, akkor /(x) az a helyen növekedő. 

Ugyanígy mutatható meg, hogy' ha /"'(«) negativ, akkor f(x) az a 

helyen fogyó.
[Némelykor következtethetünk a függvény növekedésére és csökkenésére 

olyan esetben is, midőn azjllető helyen tulajdonképpeni differenciálhányados 
nincsen ; de úgy a jobb, mint a baloldali diff. 
hányadosok léteznek. így pl. a mellékelt ábra- 
ban az M helyen nincs diff. hányados, de a 
görbe növekedése nyilvánvaló. Általában, ha az 
« helyen rfyy « Jobb, mint a baloldali diff. hánya­
dosok pozitivok, a függvény e helyen nő. Ugyanis, 
ha a balo’dali diff. hányados pozitív, azaz

35. ábra. lim h-o —h = A,

ahol h a pozitív számokon át válik 0-á, pozitív, akkor éppen úgy, mint előbb, 
megállapítható olyan J küszöbintervallum, melyen belül az

f(a-h) -f(a)
—h

pozitív, ha /i<<; tehát a számláló mindezen h értékekre nézve negativ, azaz, 
az a— <J...íi közön belül mindenütt f(x)<f(a).

Ha most még a jobboldali diff. hányados is pozitív, azaz

h»o h
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pozitív szám, lia h a pozitív számokon át válik 0-á, akkor meg az követke­
zik, hogy egy a .. . o+<J' közön belül levő minden x helyre nézve/(x) >/(a); 
tehát valóban az /(x) az a helyen értelmezésünk szerint növekedőén megy át.

Még az is meglehet, hogy az a helyen e diff. hányadosok nem léteznek, 
hanem a lim határozatlan, vagyis attól függ, hogy a h mi
módon válik zérussá [gondoljunk csak az xsin függvényre az x=0 he­
lyen]. Ha a h a negatív oldalról válik zérussá és az AL—ZÍ'lL-nak 

mindig van véges limese, bármiképpen haladjunk is a /i-val a 0-hoz és e 
különböző limesek által alkotott számbalmaz felső határa : Dí, valamint e 
számhalmaz alsó halára ű" mindkettő pozitív és a jobboldali limesek által 
alkotott számhalmaz felső és alsó határai, a és D'i. is pozitivok, akkor is 
következtethető, hogy az illető függvény az a helyen át növekedőén halad.

Ha úgy a jobboldali, mint a baloldali diff. hányadosok is léteznek és 
mindkettő negatív az a helyen, akkor a —/(x) diff. hányadosai pozitivok, 
tehát a —/(x) növekedőén megy át az a helyen és így az /(x) csökken. 
Éppen így, ha a 7X, D'í, DL, D?. számok az a helyen negatívok, akkor is 
következtethető, hogy az /(x) fogyóan halad át az a helyen].

Nem szóltunk még arról az esetről, midőn az f (a) = 0. Ezzel 
később foglalkozunk,

2. A Rolle-téteL A mellékelt ábra olyan görbét tüntet fel, mely 
az X tengelyt az A és B pontokban metszi és az AB szakaszban 
más metszéspont nincsen. Az ilyen görbe az A helyen vagy a ten­

gely fölé emelkedik, vagy a tengely alá száll. Ha az első eset forog 
fönn, akkor az AB szakaszban legalább egyszer emelkedőből sülye- 
dővé kell válnia. Ha a második esel áll, akkor pedig fordítva sülye- 
dőből emelkedővé kellett lennie. Ezt a szemléletünket még úgy is 
kifejezhetjük, hogy a görbe érintőjének legalább egyszer az AB sza­
kaszban az X tengellyel párhuzamossá kell válnia, vagyis kell az 
AB köz belsejében legalább egy olyan £ helynek lenni, amelyre 
nézve f (£) = 0.

Ezt az állítást már most pontosabban, a geometriai szemlélet­
től függetlenül, a következőképpen fogalmazzuk és bizonyítjuk: Ha 
az f(x) függvény az x—a és x=b>a helyeken eltűnik, azaz f(a)—Q, 
f(b)—Q és az a...b szakaszban mindenütt meghatározott véges diff.
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hányadosa van* azaz minden a<x<b helyen lim 
/•(x4-h)-/,(.r)

h
véges, meghatározóit, akkor létezik olyan é hely az ab szakaszban, 

melyen /"(£) — 0.

Ha az f(x) az ab szakaszban mindenütt 0 volna, akkor termé­

szetesen minden közbenső £ helyen /"'(í) —0 lenne; ezzel az eset­

tel tehát nem is kell foglalkoznunk. Csak azt az esetet kell tehát 

szemügyre vennünk, midőn az /(x) az ab szakaszban O-tól külön­

böző értékel is fölvesz. Mondhatjuk, hogy pozitiv értéket; mert 

ellenkező esetben —/’(x)-et vizsgálnék.

Az f(x) függvény állal az ab szakaszban fölvett számértékek 

halmazának felső határa legyen M. Ez mindenesetre pozitiv, mert 

azt mondtuk, hogy /"(x)-nek pozitiv értékei is vannak e szakaszban. 

Az f (x) az ah szakasz belsejében mindenütt folytonos, mert hiszen 

mindenütt differenciálható. Weierstrass tétele szerint (1. 73. lapon) 

tehát az ab szakaszban van legalább egy olyan £ hely, amelyen a függ­

vény értéke éppen M; azaz Ez a £ hely az ab belsejében van,

mert /(a)—0, f(b)=O. Azt állítjuk: ez olyan | hely, melyen /’'(£)—0. 

Ugyanis az f(x) föltételünk szerint a £ helyen is differenciálható, 

tehát hm véges és meghatározott. De [(£) = M az

/’(x) maximális értéke az ab szakaszban ; tehát akárminő számérté­

ket jelentsen is h. ha csak a az ak szakaszban van, az / (£+h) 

nem lehet nagyobb az /’(<|)-nél; léhát az f(jj) nem lehet

pozitiv. Ha tehát h pozitiv szám, akkor az — - mindig
negativ, vagy 0; tehát 

lim J 
/l«O h

is csak negativ, vagy 0 lehet, ha h pozitiv számokon át válik 

zérussá. Ha pedig h negativ, akkor az mindig pozi­
tív, vagy 0, tehát a lim Ziil. js' csak pozitiv szám, vagy 0

lehel. Eszerint az /(x) függvénynek a | helyen a baloldali dili’.

* Az a és b helyekre nézve elégséges az a feltevés, hogy az a helyen 
jobboldali, b helyen baloldali diff. hányadosa van; úgy, hogy tehát ezeken a 
helyeken akár szakadása, vagy törése is lehet; általában az f(x) viselkedése 
az a előtt és b után szóba sem jön.
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hányadosa pozitív, vagy 0; a jobboldali pedig negatív vagy 0. De 
feltételünk szerint az fix) minden helyen, tehát a £ helyen is dif­
ferenciálható, vagyis a jobboldali és baloldali diff. hányadosai meg­
egyeznek. Következésképpen mindkettő: 0. Ezzel bebizonyítottuk, 
hogy f (D=o.

A létei bizonyításához fel kellett használnunk 1), hogy /(a)—0, f(b)—0 
és 2), hogy az ab szakaszban /(x) mindenütt differenciálható. Ha e 2) alatti 
feltétel nincs teljesítve, akkor a tétel nem érvényes. így például a mellékelt 
ábrában feltűntetett görbék mind teljesítik- azt a feltételt, hogy /(a)—0, 
f(.b)=0, de sehol sincs az X tengellyel párhuzamos érintőjük, mert az M, N, 
illetőleg P pontokban nem mondhatók differenciálhatóknak.

E 7?oZ/e-létel oly fontos, hogy szükségesnek tartjuk egy még 
elemibb bizonyításának a közlését, amely kevésbbé általános, mint 
az előbbi, mert valamivel többet tételez fel. És pedig: legyen 
/’(a)=0 és f(b)=O, továbbá fix) az ab szakaszban minden x helyen 
differenciálható és az fix) függvény, tehát a diff. hányados, mint 
az x függvénye, az ab szakaszban mindenütt folytonos. [Ezt előbb 
nem teltük fel.] Az a és b helyek úgy legyenek választva, hogy az 
a-tól jobbra eső helyeken a b előtt az fix) seholsem 0, (mert hiszen 
különben b helyett az előbb álló zérus helyet választhatnók).

Az fix) az ab szakasz belsejében vagy mindenütt pozitív, vagy 
mindenütt negatív, vagy pedig az előjelét változtatja. Ha mindenütt 
pozitív volna, akkor fix) folyton nőne és minthogy y(a)=(), tehát 
nem lehetne a b helyen 0. Éppen így nem lehet fix) mindenütt 
negatív; tehát csak a harmadik eset állhat fenn ; de minthogy fix) 
folytonos, tehát ha az ab intervallumban jelváltása van, e közben 
valamely helyen /'(£)=0.

A í- az a és b között van; tehát így is írható: a),
ahol & az 1-nél kisebb pozitív szám. Ezen jelöléssel a Rolle-létel 
így hangzik: Ha f(a)—0, f(b)—0 és az ab köz minden helyén f (x) 
véges, meghatározott szám, akkor van olyan #<1 pozitív szám, 
melyre nézve: f a)]—0.

[A differenciálhányadosnak egy igen érdekes tulajdonságára utalunk, 
mely alkalmat ád a függvény folytonosságában rejlő sajátságának pontosabb 
megismerésére. Legyen azi/(x) az ab szakaszban mindenütt differenciálható. 
A diff. hányadosáról: /"(x)-ről feltesszük, hogy az ab szakaszban mindenütt
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korlátos, azaz K és L véges számok közé esik. Azt állítjuk, hogy ha f'(x) az a 
helyen pozitív és b helyeit negativ, akkor kell egy közbenső helynek tenni, ahol 
fix) eltűnik. Ha feltenuők, hogy f'(x) az ab intervallumban mindenütt foly­
tonos, akkor állításunk közvetlen világos lenne; de éppen azt akarjuk meg­
mutatni, hogy a derivált függvénynek, az /(x)-nek ez a tulajdonsága mindig 
megvan, akár folytonos, akár nem. Legyen J\a)~-A és Ila A—B,
akkor a tétel a Rolle-tételből rögtön következik, mert akkor/(x)—A függ­
vény úgy az x—a, mint az x—b helyen eltűnik és az egész ab szakaszban 
differenciáiható, tehát egv közbenső f helyen a diff. hányadosa zérus; azaz 
/«)=0.

Ha A-f-ll és pl. A>B, akkor vegyük szemügyre az f(x)—A függvényt. 
Ez az a helyen zérus; de a diff. hányadosa az a helyen pozitív, teh.it növe­
kedőben van és így az n-tól jobbra van olyan hely is, ahol pozitív. Legyen 
ilyen hely «'; tehát f(a')—A pozitív. A b helyen az /(xj—A negativ, mert 
A>B. Eszerint f(x)—A az «' helyen pozitív, a b helyen negativ, tehát egy 
közbenső b' helyen zérus [mert hiszen /(xj, mint differenciálható függvény, 
folytonos is]. így tehát az /(.xj— A. az a helyen és á b'<b helyen zérus, tehát 
a Rolle-tétel szerint van egy közbenső a<f<b' (tehát egyúttal a<f<b) 
hely, melyen a diff. hányadosa : 0, azaz valóban /(f)—0.

Ha B>A, akkor az/(x)—B függvényt választjuk. Ez az a helyen negativ, 
a b helyen 0 ugyan, de minthogy a b helyen a diff. hány adosa negatív, tehát 
a b helyen át fogyóan megy, vagyis a b-től balra van olyan környezel, melyen 
belül pozitív. Legyen ennek egy helye a b'. Ekkor tehát/(xj—B az a helyen 
negativ, a b' helyen pozitív, tehát a és b' között van olyan a' hely, melyen 
/(aj—B—0. így tehát az f(x)—B úgy az a', mint a b helyen eltűnik, tehát 
ismét a Rolle-tétel alkalmazható. A tétel bizonyításánál követett gondolat­
menetet szemléletessé teszik a mellékelt ábrák :

Ha tehát f(x) az ab szakaszban korlátos ésf(a)>Ü, /(b)<0 [vagy f(a)<0 
á/(b)>0], akkor az ab szakaszban van olyan közbenső S hely, melyen 
Az fix) derivált függvény, tehát ebben a tekintetben úgy viselkedik, mint a 
folytonos függvény. Sőt tovább is mehetünk. A folytonos függvényekre vonat­
kozólag ebből az egyszerű tulajdonságból leszármaztathattuk azt, hogy két 
értéke között minden értéket fölvesz. Most is megmutatjuk (tekintet nélkül 
az /(xj folytonosságára), hogy' ha f'(a)—A és f(b)=B, továbbá C az A és B 
között fekvő bármely szám, akkor az ab szakaszban van olyan c hely, melyen 
f(c)=C. A bizonyítás igen egyszerű; csak az /(xj—Cx függvényt tekintsük. 
Ennek a diff. hányadosa : /(.xj—C az a helyen A—C, a b helyen pedig B—C. 
Az egyik pozitív, a másik negativ, tehát az imént bebizonyított tétel szerint 
van, az ab szakaszban fekvő olyan c hely, melyen /'(c) — C = 0, vagyis 
f(c)=C.f

* Jegyzet. Régebben azt mondták, hogy/(.r) folytonos az ab szakaszban, 
ha az /(a) és /(b) között levő minden értéket fölvesz e szakaszon helül. Lát-
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3. A középértéktétel. (Lagrange-féle.) A Rolle-tétel geometriai 
szemlélete még úgy is kifejezhető, hogy ha a görbe az A' tengelyt
az A és li pontokban metszi, akkor van egy 
közbenső hely, melyen az érintő párhuzamos v 
az AH.húrral. Ebben a fogalmazásban tekintve 
a dolgot, azt látjuk, hogy lényegtelen az, 
hogy az AB húr éppen az X tengellyel össze­
essék. A mellékelt ábrán szemléljük a követ­
kező általánosabb helyzeti relációt: A gör­
bének a P és Q közötti szakaszában mindig ö 
van legalább egy olyan M pontja, melyhez 1 
tartozó érintő párhuzamos a PQ húrral. Ezen
szemlélet analytikai fogalmazása a következő : Ha f(x) az ab sza­
kaszban mindenütt differenciálható, akkor ab közben van olyan í köz- 
benső hely, melyen

f'(k\ - /W-Aa)
1 b—á

Ezt a nevezetes tételt a szemlélettől függetlenül, a következő­
képpen bizonyíthatjuk be: Megalkotjuk a következő függvényt:

Fix) = /(&) - f(x) - (b- x).

Ez az F(x) ugyanazon tulajdonsággal bir, mint amelyet az 
/(xj-ről föltételeztünk: az ab szakaszban minden helyen véges és 
meghatározott diff. hányadosa vau. Ezen kívül pedig F(a)—0, F(b)=0, 
tehát az F(x)-re a Rolle-tétel alkalmazható. Az

F'íxj^-yxxj + ^M^
diff. hányadosnak az ab szakasz valamely közbenső 4 helyén zérussá 
kell válnia ; azaz :

és ezzel a szóban forgó tételt be is bizonyitottuk. Ha o)
írjuk, akkor e tétel ilyen alakú:

= f 0<#< 1

vagy ■ fV>) = f (a) + (b-a) f [a+^(b-a)], 

tünk már egy példát (85. lap 13. példa), mely azt mutatja, hogy a folytonosság­
nak új (Cauchy-féle), definíciója, mely szerint minden helyen létezzék véges 
és meghatározott határérték, mely a függvény elrendelt értékével megegyezik 
az előbbi értelmezést magában foglalja ugyan, de fordítva nem áll a dolog.



124 IV. FEJEZET.

vagy b—a—h téve:
f(a+h)^f(a) + hfja+&h).

Ezt a tételt Lagrange-féle középértéktételnek fogjuk nevezni.

4. Az általánosabb (Oauchy-féle) középértéktétel. A Lagrange-féle 
középértéktételt még úgy is felfoghatjuk, hogy az f(b)—f(a) növek­
ménynek a b—a növekményhez való viszonyát állapítja meg, vagyis 
az f(x) és az x növekedési viszonyát; tehát két függvény növeke­
déseinek arányát számítja ki. A második függvény az. x. De ezen 
fogalmazásban közel fekszik az a gondolat, hogy az x helyett egy 
másik függvényt válasszunk. Legyen ez y(x) és határozzuk meg az

---- hányadost.

Legyen tehát, hogy a feltételeket előre megmondjuk, úgy az 
/(x), mint a y>(x) az ab szakaszban mindenütt differenciálható; a 
diff. hányadosok korlátosak és ezen kívül a T’(x') diff. hányadosa e 
szakaszban sehol sem 0.

Alkossuk meg ismét az előbbi mintájára a következő függvényt:

W = - /■(«) - IZW-ZW).

Az F(x) is, mint alakjából látjuk, az ab szakasz minden helyén 
differenciálható. Továbbá: F(a) = 0, F(b) = 0, tehát ismét a Rolle- 
tétel alkalmazható, vagyis van olyan közbenső t, hely, melyen az 
F(x) diff. hányadosa:

F<*>=-r(x)+

eltűnik. Ha ilyen hely a akkor, minthogy föltételünk szerint
<?' (£)+o,

/•(/>)-/•(«) __ r®

Ez a Caucát/-féle középértéktétel. Ha <jp(x) helyett az egyszerű 
x-et tesszük, akkor az előbbi Lagrange-féle középértéktételre jutunk. 
Ezt a középértéktételt az előbb bevezetett jelöléssel még így is 
írhatjuk:

/■(« + /»)- f(q) = f'(a^h) 
í5 («+h) - T («) <f (a+&h)

5. A középértéktételnek fontos alkalmazása. Tudjuk, hogy ha az 
/(x) az ab szakaszban állandó, akkor /'(x) e szakaszban minde­
nütt 0. Most e tétel megfordításáról szólunk. Ha az f(x)-rtíl tud­
juk, hogy az ab szakaszban mindenütt 0 a diff. hányadosa (az a 
helyen elég a jobboldali és a b helyen a baloldali diff. hányados
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eltűnése), akkor az f(x)-nek az ab szakaszban mindenütt egy és ugyan­
azon állandó értéke van, vagyis az egész szakaszban: /’(x) = f(a).

Ha ugyanis az f(x)-re, amely az ab szakasz minden helyén dif­
ferenciálható, a középértéktételt alkalmazzuk olyképpen, hogy az 
eddig használt b helyébe x-et, az ab szakasz bármelyik helyét lesz- 
szük, akkor:

/■(x) = /(a) + f ($)(x-a), 

ahol £ az a és x között levő hely; de minthogy a diff. hányados 
mindenütt 0, tehát /”'(<£)—0 és igy:

/■(^) = /(«),

vagyis az /(x) függvény az ab intervallumban mindenütt állandó, 
ugyanakkora, mint az a helyen.

Ebből rögtön következik, hogy ha /(x) és y(x) az ab sza­
kaszban mindenütt differenciálhatok és a szakasz minden helyén 

(x), akkor f(x) a y>(x)-től az egész szakaszban csakis egy 
állandó számértékben különbözhetik, vagyis /’(x)—<jp(x)-\-c. Ugyanis 
az f(x)~ (jp(x) differenciálhányadosa mindenütt 0, tehát f(x)—<p(x) az 
egész szakaszban: konstans. E konstans értéke: f(a)—<j>(a); tehát

/■(x) = <p(x) + /(a) - <p(d).

Geometriai értelme ennek az állításnak, hogy az y=f(x) és 
y—<jp(x~) görbék közötti ordinátadarabok mindenütt egyenlők, a két 
görbe úgynevezett egyenlőközű görbe, egyik a másikból úgy kelet­
kezik, hogy bizonyos f\a)—(p {a) darabbal a másodikat az ordináta- 
tengely irányában eltoljuk.

6. A magasabbrendű differenciálhányadosok. Ha az f(x) az ab sza­
kaszban mindenütt differenciálható és a differenciálhányadosa: /"'(x) 
az x-nek szintén differenciálható függvénye e szakaszban, akkor az 
/'(x) függvény differenciálhányadosát, a

lim (x)
Jx-0 dX

határértéket az /’(x) függvény x helyhez tartozó második differen­

ciálhányadosának nevezzük és így jelöljük: /""(x), vagy Dxxf(x)y 
éPu

vagy D<27(x), vagy f(x)=y téve:
így például, ha y = x", akkor i/' = nxn l, y" — n(n—l)x""'2 ; 

vagy’ ha y = éc, akkor y'-—cr, y" = ér, vagy ha a szóban forgó függ­

vény: sinx, akkor /'(x) —cosx, f" (x) — — sin x.
Feladat: Gyakorlatul állítsa elő az olvasó a logx, cosx, tgx, 

arcsinx, arctgx, ax második differenciálhányadosait.
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fia az /"(x) az ab szakaszban szintén differenciálható, akkor 

diff. hányadosát az f(x) harmadik differenciálhányadosának nevezzük 
és /""(x)-el, vagy I)"’ /’(x)-el, > agy y—f(x) téve, ^^--al jelöljük és 

általában az /’(x) n--l-ik diff. hányadosának első diff. hányadosát 

az f(x} függvény n-ik diff. hányadosának mondjuk és (x)-cl, 
dnn

•vagy D(n,/’(x)-el, vagy y— f(x) téve -v-^--el jelöljük.

Azonnal belátható, hogy az f(x) i ik diff. hányadosának k ik 

diff. hányadosa nem más, mint az /(x) í-f/c-ik diff. hányadosa, 

azaz: D(k> [D(tl/'(x)j — Ha ugyanis ez az állítás k— 1-re
helyes, azaz: 1)^*^j\r\ akkor helyes k ra is.

mert ha az utolsó kifejezés mindkét oldalán x szerint differenciá­

lunk, akkor a baloldalon /(.rjj-et, a jobboldalon pedig

/)(*+>)/■(xj-et kapjuk.

Feladat: Gyakorlatul állítsuk elő az r", ér, logx, sinx, cos x, 
ax első 5 diff. hányadosát.

Jegyzet. A sinx függvény differenciálhányadosainak megalko­
tásánál arra az egyszerű szabályra jutunk, hogy

(sin x),4n) =s siti x, (sin x)'4,H — cosx, 
(sin x)(MH 21 - — sin x, (sinx)<4n+8> cosx.

Erre a diff. hányadosok egyszerű megalkotásával is rájutunk; 
de még egyszerűbben, ha meggondoljuk, hogy

(sin x)' - -in^r 4- A),

^ugyanis sin (x\J-)--cosxj ami azt mondja, hogy a sinx függ­

vényen végzendő differenciálási operáció egyszerűen abból áll, hogy 

az argumentumát ~ -el növeljük. Ebből ugyanis azonnal követke- 

zik, hogy ha általában a differenciálást Á’-szor végezzük el egymás
után, akkor (sin x)W — sin íx 4- k j j - 
. . , , ,, .. ii , , , ,

re jutunk, vagyis az argumen­

tumhoz Zr-szor kellett -^--et hozzáadnunk; tehát:

(sin x)<4"> — sin (x -f- 2nzr) — sin x,

(sin x)<4',41l — sin I x -|- 2zi7i -f~-1 = cos x,

(sin x)<4/1+2> — sin (x -f- 2tm -f- rí) — — sin x,
(sin x)í*n i‘3l — sin ^x 4- 2n/i + j = — cos x.
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Éppen így állapíthatók meg a cosx-re vonatkozó differenciá­
lási szabályok:

(cosx)^ — cos r, (cosx)í4n'ul> = — sin x,
(cos x),4n+2l — — cos x, (cos x)<4n+si — -f- sin x,

mert (cosx)’--cos^x +, vagyis a cos‘x-on végzendő differen ­

ciálási művelet az argumentumának -?--el való növeléséből áll.

7. A Leibniz-féle differenciálási szabály. 11a u és u az x független 
változónak legalább n-szer differenciálható függvényei az x helyen, 
akkor az uv szorzatnak n-ik differenciálhányadosát a következő sza­
bály szerint állíthatjuk elő:

— uính> + ( i j al"~,>v' + 2 ) u^,-a^l,"4------F

-+- í 'j\ j «<"-*■> pW-V----- p up(n>,

vagy rövidebben írva:
n 

(uo)'ll} — k ( 'j n(n—k} v(k)

megjegyezve, hogy az esetben, ha k—0, n-val helyettesítendő. 
Éppen így v^ — v. Szóval, az uv szorzat n-ik differenciálhányadosa 
n-f-1 tagú összeg; minden tagban u más-más diff. hányadosának v 
diff. hányadosával való szorzata van. A két differenciálási rendszám 
összege éppen n. Az n differenciálási rendszáma szerint rendezett 
összegben az együtthatók rendre ugyanazok, mint az (a-\-b')n hatvány­
ban szereplő binomiális co'fficiensek.

Ezen szabály helyességéről teljes indukcióval győződhetünk 
meg. Ha ugyanis föltesszük, hogy az uv n-ik diff. hányadosa valóban 
a felírt alakú, akkor kimutatjuk, hogy uv szorzat n+l-ik differen­
ciálhányadosa ugyanilyen szabállyal képezhető. Ugyanis uv n-]-l-ik 
diff. hányadosát az (nu/n-ből úgy kapjuk, hogy még egyszer differen­
ciáljuk. Minden tagból két. tagot szolgáltat a differenciálás :

(’uyjínri) - u(«-l i)p'+ „(n) v j_. / " j „('>) í J j u(n~^v"-\------1-

( ?Vín-k+1,<’W +\k) 1
n \ 
AJ

v(k+i) u’p(n) _j_

Ha most a hasonló tagokat összevonjuk és tekintetbe vesz-
szük, hogy

/n\ / n \ _ /n-|-l\
\k) + U'+V’
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akkor: (up)^+1> — ii(n+,)y 4- u^i?'4- 1) ------F

vagy rövidebb jelöléssel:

n+l\
*+V

ít(n—Ajp(ZtTi) tIp(n+i)

n+i
n(n+i-k) „(k)

0

Minthogy pedig n=l esetében (in>)'^-- nu -f- u'i>, tehát a szóban 
forgó szabály helyes, következésképpen ez a szabály általános érvé­
nyességű. Ezt a Leibniz-féle differenciálási szabálynak nevezzük. 
Eszerint:

(w?)" =n"p4-2n'p'4-rw" ;
(111?)"'= u'"v 4- 3u"iX-j- 3u'i?"4- in?'";
(«p)iv — n'Vp_j- 4h"'p'4-6h"p"4- 4u'í?'"4- u??IV, s. i. t.

8. A második differenciálhányados mint határérték. A középérték­
tétel ismételt alkalmazása a magasabbrendű differenciálhányadoso­
kat mint határértékeket új világításba helyezi. Legyen h egy meg­
határozott adott számérték és jelöljük az /’(x-f-h) — f(x) függvényt 
F(x)-eb

F(x) fix 4-h) — f(x).

Alkalmazzuk az F(x) függvényre, mely ha /’(x) az ab szakasz­
ban differenciálható, nyilván legalább az a-\-\h \.. .b— | h j szakasz­
ban differenciálható, a középértéktételt :

F(x+h) — F(x) = f(x-\-2h) — 2f(x-]-h) 4- f(x) =
= hFx(x4-S/i) = h[f'(x+&h+h) - f'(x+&h)],

ahol 0 < & < 1. A zárójelben álló utolsó kifejezésre ismét alkal­
mazzuk a középértéktételt (az x-\-&h helyen)

/" (x447/14-/1 > - f'(.r+&h) = hf"(x+&h-F&, h),

ahol is az 1-nél kisebb pozitív szám. Eszerint tehát:

/•(x+2/1) - 2f(x4-/i) 4- / (-r) = (x+é>h4-  ̂/«) «>
és innen :

r (x+w-w.)=.

A számlálóban álló kifejezést az f(x) másodrendű növekmé­
nyének nevezzük és éppen úgy, mint az /(x-j-ft)—f(x) függvény­
növekményt jy(x)-el, úgy ezt ^/"(xj-el jelöljük és ha h helyett 
megint a szokásos Jx-et tesszük, akkor:

/-|x+(»+a,)4.r] =
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Ha most még föltesszük, hogy az x helyen az /(x) második 
differenciálhányadosa folytonos, akkor a

lim /'" [x+(#-f-í\) Jx]

határérték : f" (x) és így :
. r 42f(x\ f" (x) = hm -T-'—<2 

' V (zíx)8

vagyis éppen úgy, mint f'(x) az viszony határértéke

h—0 helyen úgy az f"(x) az

/■(x+2/i) - 2/’(x-f-/i) + f(x)
/i2

határértéke h—0 helyen ; de ez utóbbira nézve ez az állítás itt csakis 
azon esetben van megmutatva, ha /’"(x) az x helyen egyúttal folytonos.

Az a) alatti egyenletet még egy kissé megváltoztatott alakban 
is felírjuk; ugyanis x helyébe x—7i-t tesszük. Ekkor kissé szim- 
metrikusabb alakban áll elő e reláció.

/’(x+h) — 2 f{x) 4- f(x—h) — IPf" (x-p&'h), 

ahol <%' a — 1 és -f-1 közé eső szám (ugyanis a jobboldalon 
f" (x- h h) volna, ahol >'> és az 1-nél kisebb pozitiv szá­
mok, tehát — h-^&h+^h—h( — 14-/>4-d1)=t>'/i, ahol í>' —1 és +1 
közé esik). Innen is, ha / " (x) az x helyen folytonos: *

r(x) = lim 
h~o

/~(x-h hV• 2f (x) + / (x T

A magasabbrendű diff. hányadosokkal, mint ilyen határértékek­
kel, később foglalkozunk. (L. 172. i.)’

9. A második differenciálhányados geometriai és mechanikai jelentése.
Ha az y=f(x) által jellemzett görbe P pontjá­
nak abszcisszája a és az a helyen az / (x) má­
sodik differenciálhányadosa, az f" (a) pozitiv, 
akkor tehát a

lim /(«+/»)-2/(0)+ /~(fl-h) 
/l-O IP

pozitiv szám; és így a limes értelmezése sze­
rint van egy olyan H küszöbköz, mely azzal a 
tulajdonsággal bir, hogy az 41. ábra.

o

/•(a+/»)-2/’(a)4- 
h2

♦ Megjegyezzük, hogy e reláció igaz akkor is, ha /"(x) az x helyen nem 
folytonos.

Beké: A ditferenciálntámitás I. 9
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hányados mindig pozitív, ha |h|<H; tehát e hányados számlálója 
is pozitív, azaz:

/•(a+h)+ /'(«-/») 
2 >/■(«)•

Ez azt mondja, hogy a 41. ábrában látható trapéz középvonala, 
a P' pont ordinátája nagyobb, mint a görbe P pontjának az ordiná­

tája, bárminő távolságot jelentsen is a h, 
ha csak H nál kisebb. Ilyenkor azt mondjuk, 
hogy a görbe a P pont környezetében felül­
ről nézve homorú (vagy alulról nézve dom­
ború). Ha (a) negatív, akkor ugyanígy kö­
vetkezik, hogy — 2f(a)-\-f(a—h) ne­
gatív, ha ih|< H-nál és így 

f(a-]-h)+ f(a—h)
/•(«),2

a görbe a P' hely környezetében felülről tekintve domború (42. ábra).

Ha f" (a) = 0, akkor a görbe homorú, vagy domború voltára 

ebből nem következtethetünk.

A második differenciálhányados mechanikai jelentősége is azon­

nal átlátható. Ha a mozgó pont egyenes pályán halad és bizonyos 

kezdőponttól mért távolsága s a t időnek ismeretes függvénye, 

azaz akkor a mozgás teljesen jellemezve van. Ismeretes,

'hogy a mozgás sebessége alatt /"'(t)-t, azaz lim-^-t értjük. A sebes­

ség v is eszerint a t bizonyos függvénye és pedig rendszerint 

olyan, amely ismét differenciálható. [Ila v nem folytonos, például 

ütközés, vagy egyéb hirtelen akadálya támad a mozgásnak, akkor 

nem lehet v differenciálhányadosáról szólni.] Az vagyis
do . d2s

a sebesség differenciálhányadosa, a második differenciál­

hányados az, amit a fizikában gyorsulásnak nevezünk.

Feladatok és gyakorlatok.
1. Határozzuk meg a következő diff. hányadosokat:
a) x“ az ötödikig I 
d) 7)<n)cosx, 
g) D,'»ex, 
J) D" arc sin x.

b) D™Xa,
e) 79" tgx, 79'" tgx,
h) 79"'logx, 7>n)logx, 
k) D" arc tg x,

c) D^sinx,
J) D” cotg x, D'" cotg x, 
i)
I) D"'fx,

2. Határozzuk meg az aoxn+aiXn~lH-a2Xn~!!-|----- |-an n-edfokú egész
függvény differenciálhányadosait az n-ikig!
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3. cx4~d ' 2x24-3x—5 ’
C) D" a sin X+b 

c sin x+d
d) D" log logx, e) D"el2, f) D"esinx.

4. a) D"'(x*e*), 
d) Z)IV[sin xe®],

b) D'" (x« logx), 
e) Z)"'(sinxlogx).

c) D"'[x2(log x)a],

5. Ha Ía4-x)-et n-ik hatványra emeljük (n pozitív egész szám), akkor 
mindenesetre ilyen alakó kifejezést kapunk:

(a+x)n=«/1+«n_1®+an_2xa4----- Fa1x'|-1-|-aoxn,

ahol az a0,aly...an együtthatókat kiszámíthatjuk, ha mindkét oldalon 
differenciálunk egymásután n-szer és az így nyert identitásokban x—0 tesz- 
szük. így :

n (a4-x)n-1=an_1+2«n_llx4---- F(n—2) a2x"-í4-(n—1) «1x"“24-naoxn-1,
n (n—1) (a4-x)n *’=2«n.-i4-3.2«„_8x4---- 1- («—2) (n—3) a2xn~*+

• -4-(n—1) (n—2) a1xn-84-n (n—l)«0xn~2
s így tovább. Ha x=0 tesszük, an—an, «n_1=iian-1, ««..»=( g)0”-1 • • •■©t kap­
juk. (Binomiális-tétel!)

6. Az 14-x+x34-aJ4----- Ht” -- — «)

identitást differenciáljuk egymásután 3-szor! Az első differenciálással ezt az 
identitást kapjuk:

1 +2x4-3x24- • • • 4-nx«-‘ = . £)

Erre a szummáló-formulára van szükségünk, ha például ilyen feladatot 
akarunk megoldani: Valaki az első év elején n koronát helyez el a takarék­
pénztárba, minden következő év elején eggyel kevesebbet. Mennyire növek­
szik a pénze az n-ik év elejéig? Oldjuk meg e feladatot!

Ha pedig mindkét oldalon x"-1-el osztunk és l helyett y-t írunk, mu­
tassuk meg, hogy

n4-(n-l) y+(n-2) if+ . ■ • +y‘‘ ’ =

formulát kapjuk. Erre van szükségünk, ha azt kérdezzük, mennyi pénzünk 
lesz a takarékban az n-ik év elején, ha az első év elején 1 koronát, a má­
sodik év elején 2 koronát, szóval, minden évben 1-gyel több koronát helye­
zünk el, mint az előzőben! Oldjuk meg ezt a feladatot!

Differenciáljuk az a) alatti identitás mindkét oldalát és az így nyert fi) 
alatti identitás mindkét oldalát szorozzuk meg x-el és újra differenciáljunk. 
Ekkor a baloldalon az

l2+2ax4-3axa4----- 1- n’x""1
kifejezést kapjuk. Számítsuk ki a jobboldalt! Szorozzunk aztán ismét mind­
két oldalon x-el és differenciáljunk újból! Ha ezt az eljárást folytatjuk, sor­
ban az

ls4-2*x4-3*x24--“4-n3xn“1, l44-24x4-34x2-|--”+n1xn_,> • ■ •
kifejezéseket kapjuk. (Megjegyezzük, hogy ha e kifejezésekben x helyébe 
1-et teszünk, a jobboldalon g alakú kifejezésre jutunk, melynek az osztás 
értelmezése szerint értéket nem tulajdoníthatunk. Később bővebben foglal­
kozunk az ilyen határozatlan alakokkal.)
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7. Az l+eI+e“+esx4---- + e<n-1’x = -^-:y-

identitás mindkét oldalát differenciáljuk egymásután 3-szor!
[8.“ Ha u és v az x függvényei, határozzuk meg sorban az hánya­

dos első, második, harmadik differenciálhányadosát. Ez az eljárás meglehe­
tősen hosszadalmas. Áttekinthetőbb a következő: Tegyük ■— = £, azaz U—yv 
és jelöljük a A-ik differenciálhányadosokat ár! u*, A1 y*-, illetőleg A-It^-val; 
u0 és v0 jelentsék az ti és v függvényeket. Az u=yv-t egymásután differenciál­
ván, a következő egyenletrendszerre jutunk :

«n=J/o<’o
«i=-í/oí’i4-Pií'o
n2-ynv2>ryivx+y2v0
us- i/ot's+yiv2 ^yiVi+y^Vo

an-y„ lfn+yt U,,-1+1/2 "n-í+l/s *•'n-s 4--------F Vn f0 J

ugyanis a A--ik egyenlet e rendes formájában a Leibniz-szabály alkalmazásá­
val ilyen alakú :

u<fc>=yp('tl+( *') y'iA‘ -*> 4---- f- (*)t/k-r> . +tfk' v.

1. sí
Az r-ik tag a jobboldalon: ( r "r)= 
jelölés szerint:

ytr) t/k-r). <je a bevezetett

yír) y(k—r) yiA*)
= és -JJ-F = pt_r. továbbá — =«*.

Ezen egyenletrendszerből kell az y„-et kiszámítunk. E rendszer deter­
minánsa a diagonálására redukálódik, tehát:

»0 0 0 . .0 «o
v2 f« 0 •0 «i

1 »1 l>0 • .0 u2
S/n yg+1 •0

”n- 1 fn-2 fn-s ■ . f0 Un-1

Vn Vn-1 f/i-z ■ • fi «n

Ha ezt a determinánst az utolsó oszlopa szerint kifejtjük, akkor azt 
találjuk, hogy ’u2i aldeterminánsa : kJ1, nn-i-ő — fifo-1? ■ ■ • un-k~hoz tartozó 
aldeterminánst megkapjuk, ha. e determinánsból az utolsó oszlopot és az 
un-k*t tartalmazó sort elhagyjuk. Az nn_jt-hoz tartozó aldetermináns: ez (az 
n—A'-ik sor és oszlop után vonást húztunk).

f0 0 0 . . .0 0 0 .0,
I>1 v0 0 . . .0 0 0 .0

p2 i’l »o- .0 0 0 .0

Vn-k-1 • í’o 0 0 .0

Dn-k+1 . »2 fi fo 0 .. .0

vn -fc+2 ■ u2 fi f0.. .0

l’n Vk ffc--1 • • ■ fi
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és így e determináns: szorozva a jobboldali alsó sorokban álló deter­
minánssal. Eszerint tehát:

„ _ «n _ Mn-1 ,, . «n-2 I Mt Vo I _
yn~ V0 Dg Mg | V2 Dt I

i Dt Do 0 0
Mn-s °1 V° ° . «» -« M3 Dt Do 0 _

' Dj °2 Vi V° ' Dg D3 D3 Dj Du
«3 Vi V* D D D n‘4 Dg Da Dj

9. Mutassuk meg, hogy ha y = arctg®, akkor (14-®2) y"-\-2xy'~0.
Állítsuk elő a baloldal n-ik differenciálhányadosát! Az első tagra alkal­

mazva a Leibniz-szabályt, csak 3 tagot kapunk: (1-4-x2) y;'1+2)4-2n®y!,,+i;4- 
4-n (n—1) y<n)-et. A második tagra alkalmazva a Leibniz-szabályt, csak 2 tagot 
kapunk: 2xy,,l+1)4-2ny(n)-et és így, ha y = arctg®, akkor az n-ik, n-|-l-ik és 
n-|-2-ik diff. hányadosai között a következő reláció (differenciálreláció. diffe­
renciálegyenlet) áll fönn :

(1+®2)Vn+2)+2 (n4-l) ®y n+1! 4- n (n4-l)
10. Mutassuk meg, hogy ha y — arcsinx, akkor

(1-x2) y”-xy'=0. a)

Mutassuk meg, hogy az arcsinx n—1-ik, n-ik és n4-l-ik differenciál­
hányadosai között ez a differenciálreláció áll fönn :

(1—x2) y!n,1) — (2n—1) xy,n) — (n— 1)-’y " ” — o

(az a) alatti egyenletből n—1-szeres differenciálással a Leibniz-szabály szerint).

11. Ha y—(arc sin x)2, mutassuk meg, hogy:
(l-®2) y"-xy'—4y = 0.

Differenciáljunk mindkét oldalon n—1-szer.
12. Hay = —akkor x=yer—y. Differenciáljunk mindkét oldalon 

n-szer!
13. Ha y — cos (rn arc sin x), akkor

(1-x2) y"-xy'4-m2y=0.
Állítsuk elő mindkét oldalon az n-ik diff. hányadost 1
14. Mutassuk meg, hogy ha y — sin (m arc sin x), akkor is:

(l-®a)y"-.xy'4-m2y=ü.
15. Mutassuk nieg, hogy ha

y = cos (in arc cos x), vagy ha y — sin (m arc cos ®), 
akkor is (1—x2) y"—xy'4-m2y~(i. (Miért egyezik meg e négy differenciál­
egyenlet ?)

16. A kúpszelet egyenlete ilyen alakban írható:

y ~mx+n+ \' Áx^+líix J- C.
Mutassuk meg, hogy y kielégíti ezt a diff. egyenletet:

40y'"3- 4őy"y"'yIV4- 9y"2yv = 0.
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[Ugyanis y adott kifejezését x szerint kétszer differenciálva, erre jutunk:
_» -1

y" = (AC—Ba) (Axa+2J3x+C) ’, vagyis: ({/") S=(AC-B») •(Aj*+2Bx+C)
2

másodfokú egész függvény, tehát Dx ({/") * —0. Ezt fejtsük ki!]

17. Ha y—x'Uogx, számítsuk ki i/n+t)-et!
18. Ha y=e~xcosx, bizonyítsuk be, hogy yrv+4i/=0.
19. Ha y—acos logx4-l> sin logx, mutassuk meg, hogy x*y"+xy'+y- 0 és 

vezessük le ebből a Leibniz-féle differenciálási szabállyal:
x2 p<n+»)+ (2n+l) xy”'+1’+(nJ4-l) y(n’=0.

20. Ha y2-~~^-. akkor y+y"^3y\Cvb éi-l
21. Ha un=(ex+e~*)n, mutassuk meg, hogy i^=n*Hn—4n(n—1) an._2.
22. Ha y=(x+V~xi^l)n, mutassuk meg, hogy: (x2—l)y"-|-xy'—n2y—tt.
23. Bizonyítsuk be (teljes indukcióval), hogy:

vD^u = Dn>(uu) - (”) D'n~1,(uv') 4- (g I D(n~sl(uv") -

- (3) D'n~3)(ui>'") 4- • • • 4- (-1)" uvn\

24. Ha a az x függvénye: a—q>(x) és/(«)--/[?> ír)]-et, mint az x függvé­
nyét F(x)-el jelöljük: határozzuk meg F’(.r), F"ír), F*"(x)-et. [Összetett függ­
vény magasabb rendű differenciálhányadosa ]

25. Határozzuk meg/(logx) x szerinti második, harmadik és negyedik 
differenciálhányadosát 1

26. Vezessük be ezt az operáció jelet:
(D"4-Ai D"-»+Aa ZF- • • • +An)/(u).

Ez alatt ezt akarjuk érteni:
Ű‘n>/(H)+A1JD''" ‘>/(u)4 A2űn I7(u)+-.-+A,,f(u).

Így például: D(D—1)(Z>—2)/(n) jelentése;
(ű3-3űa+2ö)/(u), azaz: /'"(u)-3/"(u)+2/’(u).

Bizonyítsuk be már most, hogy:

űí'/(log x) = ~ D (D-l) (D-2)... (D-n+D/(u).
(Így például:

ZW(logx) = Df(u). 1 O^/dogx) = D"f(a) -L - Df(a)= D"f-Df.

melyet szimbolikusan az előbbi megállapítás szerint (ű2—Z))/(n) = 
= -~D (D—l)/(u)-val jelölünk.)

27. Bebizonyítandó, hogy D',,,[y(x)e"-rl-e"r(D+«)n^(x), ahol ((D+«)ny(.T) 
úgy értendő, hogy

[Z)í"> + (") />" -*'a 4- (2) Z>" 21 «2 + • • 4- «n] V (x),

azaz: ■D*"’ <f> (x) 4- ) ctZ>" <p (x) 4- ) a2DLn~v <p(x) 4- • • • 4- an<p (x)).
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28. Számfisuk ki az
*n = dn

2.4...2n
1

racionális egész függvényt n=l, n=2, n~3. n—4 esetében.
29. Bizonyítsuk be, hogy az előbbi feladatban szereplő Xn (Legendre- 

féle polynom) eleget tesz ennek a differenciálegyenletnek :

(x*-!) X" + 2x Xn - n (n+1) Xn = 0.

(Legyen y—fxP—l)n, akkor (x2—1)tj'~2nyx. Ha mindkét oldal n+l-ik 
differenciálhányadosát vesszük és megjegyezzük, hogy

y - ?/n)
n“ 2.4...2n ’

akkor megkapjuk a keresett differenciálegyenletet.)
sin x30. Mutassuk meg, hogy y —---— a 0... n közben monoton csökkenő

függvény. (Számítsuk ki a 2-2- diff. hányadosát I Ez : x COS 2. -T_sÁnJ£; vagyis 
x—tgx .. x n - .. , , , 1 ,cosx----- — Ha x a 0...-<v közben van, akkor tgx>x és cosx po-

x sin x
zitiv, tehát a - ------ diff. hányadosa negatív; ha x a ... n közben van. akkor

x x — t ír xtgx negativ és cosx is negativ, tehát a cosx------ ismét negativ ; a diffe-x2
renciálhányados mindig negativ, tehát valóban a
a 0...n közben.) Mutassuk meg, hogy — 

sin x——— mindig csökkenő
a — n ... 0 közben monoton

növekvő.
31. Mutassuk meg, hogy a log (1+x) —x függvény pozitív x-ekné! monoton 

csökkenő és a —1... 0 közön belül monoton növekvő. (A diff. hányadosa :
~ 1 negativ, ha x pozitív és pozitív, ha x negativ és |x|<l. Minthogy 

x=0 helyen a log (1+x)—x értéke : 0, tehát ebből az is következik, hogy 
minden —1-nél nagyobb x-re nézve log (1+x) — x<0, azaz log (1+x) <x. Ha 
x pozitív, ebből következik, hogy <1. vagyis l+x<e+ Ha x
negativ és |x|<l, tegyük x=—y; akkor is log (1— y)<—y és ebből 1—y<e ».

32. Ha x pozitív, az (1 + monoton növekvő függvény. Ugyanis

(1 + lf = exiogín-1)

és így a diff. hányadosa :

Azt kell tehát csak megmutatni, hogy pozitív x-ekre nézve :

A baloldal így is írható:

l°g £±1 = _ i°g = _ jog = - log (1 - ) •

De az előbb láttuk (31. feladat), hogy log (1— y)<— y, ha 0<y<l és így 
y helyett —?—r -et téve :

x+1
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(i - ^r) < - ’vagyis -log (1 ■ > -

10» (! + “)>

és így a szóban forgó log (1 + --)---- -7-=- minden póz. x-nél póz., tehát az
(14--—) az x-el együtt nő, minden pozitív helyen növekvő. [Tudjuk, hogy 
limese, ha x=oo, éppen e; tehát (1 + ”) mindig kisebb e-nél.]

33. Mutassuk meg, hogy az függvény pozitiv r-ekre nézve mo­
noton növekvő, ha b>« és monoton csökkenő, ha t><a. (Vagyis a valódi 
tört nő, ha a számlálóját és nevezőjét egyenlő számokkal növesztjük, az ál­
tört pedig fogy. A limes mindig: 1).

34. Mulassuk meg, hogy log (1-f-x) — x+minden pozitiv x értéknél 
pozitív. (Ha x=-0, e függvény értéke 0; mutassuk meg, hogy monoton nö­
vekvő ; ezzel meg lesz mutatva az is, hogy minden pozitiv x-nél pozitiv).

[35. Ha fix) az x helyen differenciálható, akkor, miként a diff. hányados 
definíciójából következik, lim—— f (r). Ha x-j-h helyett x'-t
frunk, akkor tehát

liin-ÍÍ£l_^É-r(.r).

Most azt akarjuk megmutatni, hogy ha x">x>x', akkor a diff. hánya­
dos még a következő határérték alakjában is írható :

lim x”—x'
Ebben tulajdonképpen két állítás foglaltatik: először, hogy ha / (x) az 

x helyen differenciálható, akkor a főiírt limes létezik és másodszor, hogy ez 
a limes egyenlő

Ezt az állítást bebizonyítandó, előzetesen a következő kis megjegyzése­
ket tesszük: Ha u és v tetszés szerinti számok és a, fi pozitiv számok, me­
lyek összege: 1, akkor auf-fn mindig az u és v közé esik. Ugyanis 

«u+í?í’=«u-|-(1—«) v—pv+(l—fi) u ;
tehát au-fflv—u—0(v—u) és au+(h>—i>=a(u—v).

Látjuk, hogy az egyik különbség pozitiv, a másik negativ, tehát való­
ban az aa+fiv az ti és v közé esik.

A másik megjegyzés a következő : Ha a, b. c tetszés szerinti számok és 
akkor a ——— mindig a -4—— és ——4 közé esik. Ugyanis, ha 

c-ó b—U y-« 8 Y-?
——r- — u, -s----= v tesszük, akkory-ff 0~a

c—a y—0 , fi— a = -í—í-. u 4- ----- p. y—a---- y—a y—a

De úgy a ——-, mint a pozitivok és összegük 1, tehát az előbbi 
y ® y q_ O’—!) b______ amegjegyzés értelmében valóban a ------ a -----— és s---- közé esik.y—a y—ff p—ay-&
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Ha már most c=/(x"), b=f(x), a=f(x') és y=x", {i—x, «—x' tesszük, 
akkor azt kapjuk, hogy mindig az —- -77”—— ésx'—x r x"—x x'—x
közé esik. De e két kifejezésnek közös határértéke, ha úgy az x', mint az 
x" az x-hez konvergálnak : /*(x); tehát valóban :

Az x" és x' akárminő módon convergálhatnak az x-hez, csak az van 
kikötve, hogy az egyik mindig a jobboldalán, a másik pedig a baloldalán 
legyen. így például tehetjük x"—x+h és x'—x—h, ahol h tetszés szerinti 
pozitív 0 felé konvergáló szám. Eszerint, ha f'(x) létezik :

lim
h-o 2/1 J '

Azt mutattuk meg, hogy ha/'(x) létezik, akkor ezen egyenlet baloldalán 
álló limes is létezik és szintén /’(x). Meglehet azonban, hogy/(x) nem is

létezik, vagyis az /(x) a szóban forgó x helyen nem is differenciálható és a 
baloldali limes mégis véges és meghatározott számérték. így például, ha az 
/(x) függvény: |x|, akkor a kezdőpontban törése van a görbének, érintőről 
nem lehet beszélni, a jobboldali diff. hányados +1. a baloldali pedig —1; 
tehát tulajdonképpeni diff. hányados nincsen. De f(O+h)=h és/(0— h)=h, tehát 
~!~ minden h értékre nézve : 0 és így a limese is 0; vagyis a
szóban forgó határérték létezik. Ha tehát a diff. hányadost ilyen módon értel­
meznék : hm, akkor általánosabb fogalmat állapítanánk 2/i
meg, mint a közönséges értelmezéssel.

r(x") — f(x')iMegjegyezzük még, hogy a lim ,, — =f(x) állítást a középérték-
x"—x’ x a-

tétellel igen egyszerűen bebizonyíthatjuk ; ugyanis : 

ahol 5 az x" és x' közötti helyet jelent. Ha már most x" és x' a közöttük 
levő x helyhez konvergálnak, akkor a £ is az x-hez konvergál. Ez tény; de 
hogy ez esetben az /'(§) függvény is az f(x) értéket veszi fel, az Csak akkor 
állítható, ha fix) függvény az x helyen folytonos. Erre az előbbi bizonyítás­
nál nem volt szükség ]
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36. [Fontos kérdés, hogy ha az /(xi függvény az ab intervallum minden 
helyén differenciálható, az/'íx) differenciálhányados e szakaszban folytonos-e? 
Más szóval, hogy ha a a szakasz valamely helye és az « helyen az j (c) diff. 
hányadosa A, azaz lim - ~~ A. kérdés, hogy az f(x) függvénynek
az a helyen van-e határértéke és e határérték megegyezik-e A-val ?

a) Ha az /(x) függvény az ab szakasz minden helyén differenciálható, 
abból nem következik, hogy az /’(x) e szakaszban folytonos. így például ez a 
függvény Xs sin — mindenütt differenciálható. Az x~0 helyen ez a diff. há­
nyados a differenciálás értelmezése szerint

f(h) -f(0) hm= hm h-o n h»o

2 • 1;i2 sin -r
— = lim h sin -r' h~o hh

A lim sin-4 határozatlan ugyan, de —1 és 4-1 között’változik, tehát 
h o n

lim h sin V-— 0 és így az a:2 sin— függvénynek az x=0 helyen a diff. hánya- 11 x
dósa: 0. Egy tetszés szerinti x helyen e diff. hányadosa rendes szabályokkal
kiszámítható : . 1 1f (x)=2xsin------cos -•x x

Ez az f(x) függvény minden szakaszban, mely a 0 helyet nem tartal­
mazza, folytonos. A 0 helyen az első tag 0. A második azonban határozatlan, 
mert függ attól, hogy minő úton válik az x zérussá. így tehát az J’(x)-nek a 
0 helyen nincs határértéké.

b) Még azt lehetne gondolni, hogy az « helyen az f írj-nek van ugyan 
határértéke, de ez nem egyezik meg az A-val. Azt állítjuk, hogy ez nem 
lehetséges. Vagyis, ba az /(x) az ab szakaszban differenciálható és e szakasz 
« helyén limj’(r)=B, akkor B=A; vagyis, ha az/'íxj-nek az a helyen van a
határértéke, ez nem lehet más, mint az /(x)-nek az « helyhez tai lozó diff. 
hányadosa. Ugyanis az f(x) az a ... «' szakaszban differenciálható, tehát 

/(«') -/(«) f,(p
------

ahol £ az a. .. a' köz valamely közbenső helye. Ha a' az ct-hoz konvergál, 
akkor § is az a-hoz konvergál és feltételünk szerint lim f(S)—B; tehát

!im =a —a
De a baloldali limes feltételünk szerint: A; tehát valóban A=B.

s így tehát, ha /(x) valamely a... b köz minden helyén differenciálható, 
akkor e köz bármely a helyén f'(x) vagy folytonos, vagy lim/'(a;) e helyen 
nem létezik ]

37. Tudjuk, hogy lim 
ba 

alakban Így is írhaló :

f(b} —f(a) — Ez az egyenlet determináns

lim

b—a

f(b) 1
/(«) 1
b 1
a 1
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Most ennek analógiájára azt mutatjuk meg, hogy

fic) c 1 c2 c 1 1
lim fib) b 1 b2 b 1

/(a) a 1 a2 a 1

ha f"(x) az a helyen folytonos.
Jelöljük az

/(c) c 1 c2 c 1
Jib) b 1 • b2 b 1
/(a) « 1 a2 a 1

hányadost A-val és tegyük a c helyett az x betűt. Az így előálló:

1 /(x) X 1 X2 x 1
F(x) = l/ib) b 1 - A b2 b 1

:./•(«) a 1 a2 a 1

függvény az x-nek folytonos és telté telünk szerint differenciálható függvénye az 
ap szakaszban, melyben az a, b, c helyet foglalnak. Ez az F(x) zérussá válik, 
ha x—c és ha x~b; tehát a Rolle-tétel szerint a be közbe eső § helyen az
F'(5)=0, vagyis:

/'({) 1 0 í i 25 1 0
/(b) b 1 ; - A : b2 b 1 = 0.
/(a) all । a2 a 1

Legyen most Ft (x) a következő függvény (mely ezen egyenlet baloldalából 
keletkezik, ha b helyett x-et leszünk):

/'(«) 1 0 25 1 0
F, (x) = /(x) X 1 - A X2 X 1 •

fia) a 1 a2 a 1

Ez az Fj(x) zérussá lesz, ha x-=a, mert mindkét determináns eltűnik és ha
x=b a fönti egyenlet szerint; tehát az a és b között van oly 7 hely, melyen
Ff (>?)—0; azaz :

f'(5) 1 0 25 1 0
f'i’l) 1 0 - A 2? 1 0 = 0.
fia) a 1 a2 a 1

Végül legyen:
f'M 1 0 2x 1 0

F2 (x) = fii) 1 0 - A 2*7 1 0 •
fia) a 1 a2 a 1

Ez eltűnik, ha x~§ és ha x=?, tehát a 5 és »? közötti £ helyen Fá(5)=0, 
azaz :

J"(5) 0 0 2 0 0
Hí) 1 0 - A 2y 1 0 = 0,
fia) a 1 a2 a 1

vagyis : /"($)—2A=0 4 ... /"(?)
2

Ha már most b és c az a-hoz konvergálnak, akkor g is az a-hOz kon­
vergál és ha fix) az a helyen folytonos, akkor lim f" (5) tehát
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c 1
b 1 
a 1

c 
b 
a

lim
c --b - a

f(c) 
f(b) 
/(a)

c2
b2 
a2

Mutassuk meg, hogy ha b=a+h, c=a-\-2h,
tesszük, akkor a már ismeretes

T(4

vagy ha b—a—h, c—a+h

1
1
1

2

11,„A5±at^s+íl±ŰÍ-=r(a) és ii„,&±‘L-y(«>+/<?-M=r,o)
h2 ■' h2 J

határértéket kapjuk.
[38. Ma az ab szakaszban /(x) mindenütt folytonos és e szakasz minden 

belső helyén
=-f(x+h) +f(x—h) — 2/(x)

kifejezés pozitív, ha ;7i| egy bizonyos tetszés szerinti kis t számnál kisebb, 
akkor az ab intervallum belsejében az /(x)-nek nem lehet maximuma (és ha 
a zí2/(x) mindenütt negativ, az ab belsejében nem lehet pünimuma). Ha 
ugyanis az ab belsejébe eső x0 helyen /(x)-nek maximuma volna, akkor úgy 
az J(x0+h)—f(x0), mint az f(x0— h) — f(x0) mindig negativ lenne, ha csak |/i| 
egy bizonyos a-nál kisebb volna. De ekkor e két különbség összege; vagyis 
/(x0+/i) 4-/(x0—h)—2/(x0) is negatív lenne, holott azt állítottuk, hogy zf2f(x) 
minden belső helyen pozitív.

Másrészt azonban tudjuk, hogy Weierstrass tétele szerint az fix) folytonos 
függvény az ab szakasz valamely helyén fölveszi a maximális értékét. Ez a 
hely belső hely nem lehet, tehát csak vagy az a, vagy b (vagy esetleg mind­
kettő) lehet.

Azt látjuk tehát ebből, hogy ha d‘2f(x) az ab szakasz minden helyén 
pozitiv, akkor f(x) maximumát a határhelyeken veheti csak fel. Éppen így, 
ha zl2/(x) az ab szakasz minden helyén negativ, akkor/(x) minimumát a 
határhelyeken veszi fel.]

[39. Ha az f(x) az ab szakaszban mindenütt folytonos és d-/(x) = 
=/(^+h)+/(x—A) —2/(x) e szakaszban mindenütt pozitiv (negativ), ha csak 
|h|<r, akkor az f(x) e szakaszban legfölebb két helyen tűnhetik el. Ha ugyanis 
az xt, x2, x3 három egymásután következő zérus helye volna az/(x)-nek, akkor

az előbbi szerint maximuma az xtx2 szakaszban csak a határhelyeken lehet. 
De mindkét határhelyen az értéke 0, tehát az .ijX2 szakaszban csakis ne­
gativ lehet. Ha az x2 helyen /(x) negatívból pozitívba menne át, akkor x2xs 
közben mindig pozitiv is maradna; de akkor maximuma nem lehetne az x2, 
vagy x3 határhelyeken, melyeken /(x) eltűnik. Ha pedig az x2 helyen nem 
menne át. az/(x) a negatívból a pozitívba (miként a mellékelt ábrán), akkor 
az x2 helyen; J\x2+h) negativ, /(x2—h) is negativ és minthogy /(xj—0, 
tehát/(x.2-|-/i)+/(x2—fi) — 2/(xj negativ lenne, holott azt mondtuk, hogy az 
ab szakasz minden helyén zPJ(x) pozitiv. Az /(x)-nek ilyen menete tehát nem 
lehetséges; tehát 2-nől több 0 hely az ab szakaszban nem lehet.]
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[40. Ha az ab szakaszban fix} mindenütt folytonos ós e szakasz minden 
belső helyén /Ff(x)=f(x+h)+f(x—h) — 2f(x) negatív (pozitivi, ha |/i| egy 
bizonyos r-nál kisebb, akkor az ab intervallum belsejében minden x helyen 
az f(x) függvénynek meghatározott, (véges vagy végtelen) jobboldali és bal­
oldali differenciálhányadosa van. E tétel tehát a diff. hányados létezésé­
nek egy elégséges föltételét szolgáltatja. Bizonyítása a következő:

Vegyük fel az ab intervallumban a tetszés szerinti a1, és x2 helyeket és 
ezek között az x helyet és alkossuk meg a

9> (*) - f (a-,1 + {x-xt) -/(x)x2 — 4 I
folytonos függvényt. Erről azonnal látjuk, hogy ^í.r,)=-0 és y>(x2)=0, 
továbbá, hogy

zP y (x) = <p (x+A) + <p (x—h) - 2<p (x) - - Lf(.r+/i) 4- /(x-h) - 2/(x)],

(mert hiszen a </>(x) a — /(x)-től csak x lineáris függvényében különbözik, 
melynek második differenciája 0).

A zPyfx) tehát az egész ab intervallumban mindenütt pozitív, ha J2/(x)- 
ről feltettük, hogy mindenütt negatív. Ebből következik az előző kél tétel 
szerint, hogy először is y>(x) az ab szakaszban másutt sehol sem tűnik el, 
mint az x, és x2 helyeken és másodszor, hogy az x^x.. szakaszban a maxi­
mumát az x, és x2 határhelyeken éri el. E maximuma : 0, vagyis a </> íx) az 
x,x2 szakaszban mindenütt negatív, vagyis:

f(xt) + ~ fíX'} (x-x,) -/(x)
X'J U1

minden x helyen, mely az x, és x2>xt közé esik: negatív. Ha a pozitív 
x—x,-el osztjuk, negatív hányadost kapunk, vagyis :

f (x.J ~/(xt) < /(x)-/(x,) .
X2 — X, x — xt

Mit mond ez az egyenlőtlenség? Az x2 tetszés szerinti hely az Xi-től 
jobbra van; az x hely közelebb van az xt-hez, mint az x2. Eszerint tehát az

/(x) -f (xt)
X — X1

hányados növekszik, ha az x az x,-hez közeledik ; tehát e hányadosnak van 
meghatározott limese és pedig, ha e növekedés korlátos, akkor e limes meg­
határozott véges szám, ha pedig korlátlan, akkor e limes : végtelen nagy. De 
e hányados limese nem egyéb, mint az xt helyhez tartozó jobboldali diff. 
hányadosa az /(x)-nek. Ezzel kimutattuk, hogy az x, helyen — mely külön­
ben egészen tetszés szerinti — az /(x)-nek van meghatározott véges vagy 
végtelen jobboldali diff. hányadosa. Ha a <p(x) helyett a i/>(x)-et alkotjuk meg 
oly módon, hogy a y(x)-ben az Xj-et az x2-vel felcseréljük, akkor ugyanilyen 
módon arra jutunk, hogy az /(x)-nek az x2 helyen van meghatározott véges, 
vagy végtelen baloldali diff. hányadosa (ha e diff. hányados végtelen, akkor 
—oo, mert egy monoton csökkenő függvény határértéke). Minthogy pedig 
úgy az x,, mint az x2 az ab szakasz bármely helyét jelenthetik, kimutat­
tuk, hogy ha

f(x+h) + fix—hl — 2/(x)

az ab szakasz minden helyén pozitív (negatív), az /'(x)-nek mindenütt van
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úgy jobb-, mint baloldali diff. hányadosa. Az x helyen a baloldali diff. hánya- 
. .. f(.v—h) —f(x) । fix-h)—fix) . ,dós hm —-------h~—’ a jobboloalt: Inn — ■-----Azt állítjuk, hogy

ha f(x+h) +fix—h) — 2 fix) mindig pozitív (vagy mindig negativ), ha |h|<t 
és ha még ezenfelül

|itn /(x+h)+/(.r-h)-2f(.r) = 
h-o h '

akkor e kétféle diff. hányados megegyező és így az /(a’) az ab szakasz min­
den helyén differenciálható. Ugyanis

0 - lim f(x+h} ~ _ lini J ~f(*) f(x-h) -fix) 1
h-o h h-01 h —h I

és minthogy a jobboldali kifejezésnek úgy a kisebbítendője, mint a kivonan- 
dója meghatározott véges határértékű, tehát a különbség határértéke tagon- 
kint is vehető és így:

lim _lim Z^-a)-/(£L = 0
h-o n /i--o — n

és ezzel kimutattuk, hogy' az f(x) az ab szakasz minden helyén differen­
ciálható.]

[41. A középértéktétel bizonyításánál feltételeztük, hogy fix) az ab inter­
vallumban minden helyen differenciálható. Ha ez nem teljesül, akkor a 
középértéktétel felmondja a szolgálatot. így például legyen minden x helyen 
J(x) — —• Tudjuk, hogy

fib) -f(a) = <b-a)f'(&.

A jelen esetben ez a középértéktétel:

J- - l (b—a)f'ig) 
b a

alakú ; vagyis :/'(£) =----- és így : , vagyis g - lrab. Ez a(10 (10
számítás a tétel értelmében alkalmazható, ha az ab szakasz a 0-t nem tar­
talmazza. Ez esetben tehát, a közbenső £ érték : ]fab. De ha az ab szakasz 
a 0 helyet is tartalmazza, azt. a helyet, melyen az \2 diff. hányados végte­
lenné válik, akkor már a középértéktétel nem érvényes. Legyen ugyanis 
a~—a', akkor

y + -^r=(í>+a')/'(f)
-volna, miből következnék :

_ _L - 1 
gz a'b ’

vagyis g2= —a'b, melynek valós megoldása nincsen ; tehát közbenső g helyről 
nem lehet szó.

Ha fix) gyanánt azt a függvényt választjuk, mely mindenütt egyenlő 
--el, kivéve az x=0 helyet, melyen fix) értékét 0-nak választjuk, akkor is 
arra jutunk, hogy a középértéktétel csakis azon esetben alkalmazható, ha az 
ah szakasz a kivételes 0 helyet nem tartalmazza. De a kivételes helynek még 

• határon sem szabad lennie. Ha ugyanis a 0... b szakaszra alkalmaznék a
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tétéit, azt kapnók, hogy :

Feltételünk szerint f(b) = , /(0)=0, /'(f) = —> tehát

1 b
b ~ '

miből a $-re megint ne>n kapunk valós értéket.
Egy másik szintén igen egyszerű példa a következő : Legyen f[x) min­

denütt egyenlő .r’-cl, az x—0 helyet kivéve, melyen f(x) értéke: 1 legyen. 
Az f(x) függvénynek az x--0 hely tehát szakadási helye. Ha az ab intervallum 
nem tartalmazza a 0 helyet, akkor a középértéktétel alkalmazható :

b2-a2=ib-a)f'(g)

f'(£) a jelen esetben : 2$, tehát:
{=í*i-

A £ hely valóban az a és b között van és pedig éppen a középen. Ha 
a=—a, negativ szám és b pozitiv, vagyis az ab köz a kivételes 0 helyet is 
tartalmazza, akkor

ó2 — «2 = 2 (b-t~at) 6,

. b—at Z>+«vagyis 4 = —2~ = — ,

tehát a g ismét az a és b közötti hely. De ha a-0, vagyis a kivételes hely 
az ab szakasz egyik határhelye, akkor

b-~l--2bS,

r b 1
vagyis ^2~2b-

Ha 0<ö<l, akkor f-re negatív számértéket kapunk, vagyis a f hely nem 
esik a O...i> szakaszba, nem közbenső hely, a középértéktétel nem érvényes.]

42. Láttuk, hogy ha J(x)-nek az ab szakaszban mindenütt 0 a diff. 
hányadosa, akkor f(x) csakis állandó lehet. Megjegyezzük azonban, hogy’ 
ez a tétel csakis akkor érvényes, ha minden helyen igazi difi, hányados van. 
így pl., ha [,r] jelenti az x-ben levő legnagyobb egész számot (pl. [3J] — 3), 
akkor az [,r] függvénynek a diff. hányadosa mindenütt 0. Az egész számú 
helyeken azonban csakis baloldali (vagy csakis jobboldali) diff. hányados van.

43. Ha f(x) az a és b helyeken 0, (de közbenső helyen nem 0) és az a... b 
közben mindenütt van véges differenciálhányadosa, akkor az

f(x)
f'(x)

az a...b közben minden értéket fölvesz. Ugyanis az

F(x) -/(X) e~cr

-re alkalmazható a floíZe-tétel, tehát:

-c/({) e-^+f(S)e~^ = 0,
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vagyis: 
£© __
/(«) '

ahol c tetszés szerinti számot jelent, 5.valamely közbenső hely a és b között.

IRODALOM.

E fejezetben foglaltakra vonatkozólag a már előbb említett forrás­
munkákat és kézikönyveket ajánljuk ismét. Főként pedig Jordan, Tannery, 
Hobson, Dini már említett munkáit.

A feladatok és gyakorlatok gondos átszámítását nagyon melegen 
ajánljuk.



V. FEJEZET.

A VÉGES TAYLOR-SOR. INTERPOLÁCIÓ.

1. Racionális egész függvény rendezése. Ha f(x) az x változónak 
n-edfokú racionális egész függvénye, azaz:

f (x)=A0+At *’4-------

és x helyébe az x=(x— a)+a kifejezést helyettesítjük, akkor f(x\et 
az x—a hatványai szerint rendezhetjük, vagyis:

f (x)=B0+B1 (x-a)+li2 (x-a)aH----- }-Bn (x-a')n. a)

Minden racionális egész függvény rendezhető ilyen módon. Pél­
dául ha a—1, akkor az

x®+3xa—5x-f-8

harmadfokú racionális egész függvényben x helyett l+(x—l)-et 
téve, ez a következőbe megy át:

{1 +(x- 1)J- 4-3 (l+(x—l)Ja—6 [1 +(«-1)1+8= 
=(x-l)«+3(x-l)a+3(x-l)+l 

+3(x-l)a+6(x-l)+3
—5(x—1)—5

+8
=(x-1)9+6 (x-1)2+4 (x-1)+7.

Tehát az a rác. egész függvény, mely x hatványai szerint rendezve: 
8—5x+3xí+x8, az (x— 1) hatványai szerint rendezett alakban.

7+4 (x- l)+6(x- l)*+(x-1)8.

Az (x—a) hatványai szerint rendezett racionális egész függvény 
Bo, B2... Bn együtthatói igen egyszerűen határozhatók meg. Állít­
suk ugyanis elő sorban az f(x) függvény diff. hányadosait és szá­
mítsuk, ki e diff. hányadosok számértékeit az x—a helyen.

Bele:: A MlferenCiiUMMeitáí. I. 10
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f (x)=B0+B1 (x-a)+B2(x—a? 4-----FBt (x-a/4----- \-Bn(x-dy1

f (x)= Bi4-2B2 (x—a)4- • • • 4-fcflfc (x-a/14----- \nBn (x -a/'1
f'\x)= 2B24--4-*(*-lWJt(x-a/-24-"+n(n-l)Bn(x-a/-«

/W(x)= fc!B*4—’4-n(n-l),..(n-k4-l)Bn(a;-a/“fc

f">(x)= n!B„.

Ha x—a tesszük, akkor azt találjuk, hogy:

Bo = f(aX B^f'fa), Bt = A

D rw D.. /*(n)<«)B9 - -3J-,. •. Bk - —jp-,.. • Bn - —n r •

Eszerint tehát az adott n-edfokú rác. egész függvény f(x) az 
x—a hatványai szerint rendezve:

íw=/■(“)+«>■+
+ rr%_a).+...+^)(x_or.

így például visszatérve az x8-f-3x#- 0x4-8 egész függvényre, azt - 
találjuk, hogy

/■'(x)—3xa4-6x—5, f"(x)—6x4-6, /"'"(x)=6 

és így: f(l)=7, f(l)=4, /•"(!)= ^ f "(»=«,

teh át f (x)=7 4-4 (x-l)4-6 (x -1/ 4-(x-1)’.

miként előbb direkt számítással láttuk.
Ha tehát ismerjük az f(x) racionális egész függvénynek érté­

két és a diff. hányadosainak az értékeit az x=a helyen, akkor az 
előbbi formulával kiszámítható az f(x) értéke egy tetszés szerinti 
b helyen, mert x=b téve:

W = f(«) + /”(«)(*—) + /'^(á-a/4- •+ -Ö^(6-a/. 
a ni

Ha f(x) nem racionális egész függvény, akkor természetesen 
ez a formula nem alkalmazható a függvény egy tetszés szerinti b 
helyen való értékének a meghatározására. Kérdés már most, hogy 
ha f(x) az a(i intervallumban legalább n-f-l-szer differenciálható 
függvény és a, meg b az intervallum meghatározott helyei, mekkora 
hibát követünk el, ha ekkor is f(b) helyeit az

rw+(b-oy «
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számértéket mondjuk; illetőleg feladatul tűzzük ki magunknak az 
így elkövetett hibának egyszerű, áttekinthető alakban való előállítását

2. A véges Taylor-aor maradéktagja. Ezt jm elkövetett hibát jelöl- 
igy:

A(b—á)P,

ahol p valamely tetszés szerinti pozitiv egész számot jelent. Vagyis, 
ha ezzel pótoljuk a fi) alatti kifejezést, akkor pontosan:

/•(ö) = /•(«) +/•'(a)(ö-a) +

+ + A(b-dp. 7)

Ez más szóval azt jelenti, hogy az .4 számot úgy választjuk, 
hogy ez az egyenlőség fennálljon, vagyis

f(b)-f(a)-f (a)(b-a)...-í^-(b-ay

A =---------------------------------------------- —--------------
(b-dy

Az A számot más, áttekinthetőbb alakban akarjuk kifejezni. 
E végből bevezetjük a következő F(x) függvényt:

F(x) = f(b) - f(x) - f (x) (b-x) -
- !"<£> _ ffip-xp... _. - A(b-xy,

melyet a 7) alatti kifejezésből úgy állítottunk elő, hogy az a betű 
helyett x-et írtunk és mindent a baloldalra vittünk. Minthogy az 
/(x)-ről feltettük, hogy legalább n-f-l-sz.er differenciálható az afi 
szakaszban, ebből az is következik, hogy’ az F(x) e szakaszban leg­
alább egyszer differenciálható.

Ha x helyébe b-t tesszük, azt találjuk, hogy F(b)=0. Ha pedig x 
helyébe a-t írunk, akkor éppen az A választása folytán, a 7) alatti 
egyenlet értelmében, szintén F(a)=0. Eszerint tehát az F(x) az afi 
szakaszban mindenütt differenciálható és e szakasz a és b helyein 
eltűnik, tehát fíolle tétele szerint a differenciálhányadosa legalább 
egy, az ab szakaszban levő £ helyen eltűnik.

_ Állítsuk elő az F(x) diff. hányadosát. A k-]-2-ik tag ilyen alakú: 

— (b—x)*. Ennek a diff. hányadosa a következő két tagból áll:

így tehát:

r(x>-f (x)+r(x)-/-(«)(b-«)+r(®)(*-x) - ■<b-xy+
+ -------f^^(b~-xy>+pA(_b-x)P-\

10*
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Minthogy két-kct tag mindig ellenkezően egyenlő, mindössze a 
két utolsó tag marad meg, azaz:

F’(x) = — --(b—x')n4- pA(b—ap)P~*.

Ennek egy közbenső £ helyen el kell tűnnie, vagyis:

A._ /•<"-” 
n! p.

és így az Afb—ajP alakú hiba, amelyet í^+1-el jelölünk:

A (6-oy = h„+, = •

Minthogy £ az ab szakaszban van, ilyen alakban irható:

$=a + &(b-a), 0<3<l.

és így: b—$=(b—a)(l —»">), miből:

_ f{n+1}[a-\-»(b-á)](l-&yi-P-ri(b-ay,+t
H”+*~ - nlp

tehát, ha az f(x) az ab szakaszban legalább n+l-szer differenciál­
ható [minthogy a Rolle-tétell alkalmaztuk, tehát elégséges, ha az a 
helyen csak jobboldali és a b helyen csak baloldali (n-}-l)-ik diff. 
hányados létezik], akkor:

/w=/■<«)+r (»)(»-«)+<»-«)•+-+
+ f"<?> (b-ay a- ,

ahol £—a-[-&(b—á) és 0<t><l, továbbá p tetszés szerinti pozitív 
egész szám (d az a, b és p számoktól függ).

A jobboldali kifejezés a véges Taylor sor. Utolsó tagja a Taylor- 
sor maradéktagja. A p tetszés szerinti pozitív egész szám.

Különösen két esetet akarunk felemlíteni. Először, midőn p=n-f-l, 
azután pedig, midőn p=l. Ha p—n+1, akkor:

/•("+*) (^) t
"+1 (n+1)! { ' *

Ez esetben tehát a véges Taylor-sor következő alakú:

/•(fe) = f(a) + f'(a)(b-a) +

ahol í az ab szakasz valamely meghatározott, de ismeretlen köz-
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benső helye. Az itt szereplő maradéktag a Lagrange-féle maradék­
tag. A második esetben, midőn p=l, a maradéktag ilyen alakú:

_ /Xn+Ú[a+d(ft-a)](l^i>)n(ft-a)n+1 
«R+1- n; ------------- ,

tehát a véges Taylor-sor ilyen alakú:

/(t) = f(a) + f (a)(b-a) + (&-«)’+•••+

+ /Ww (b-aY+ r1.
' n! v ' n!

Az itt szereplő maradéktag a Cauchy-féle maradéktag. Mindkét 
maradéktag elég egyszerű alakú. Különösen egyszerű a véges Taylor 
sor a Lagrange-féle maradéktaggal, mert ez egészen olyan alakú, 
mint a sor többi tagja, azzal a különbséggel, hogy az n-f- 1-dik diff, 
hányados értéke nem az a kezdőhelyen, hanem egy közbenső £ 
helyen veendő.

Azonnal észrevesszük, hogy ez a Taylor-sor közvetlen általá­
nosítása a középértéktételnek. Ha ugyanis n-|-l=l, akkor f(b) = 
= /■(<!) 4-/■'(£) (ft—-a) egyenletre jutunk, a közönséges középérték­
tételre.

Ha ft=a4-h tesszük, akkor a véges Taylor sort a Lagrange- 
maradékkal következő, szokásos alakban kapjuk:

f («+'«) = f(a) + Af (*) + h2 + -+

+ ni + (n+l)l ’
a Cauchy-félével pedig:

f(a+h) = /(a) + hf'(a) + +••• +

, h„ fOAl । y- 
+ ni n!

(Megjegyezzük, hogy a két maradékban szereplő & számok rend­
szerint különbözők.)

Igen sokszor használjuk a Taylor sort az esetben, midőn a=0. 
Ekkor a sor alakját, pl.: a Lagrange-maradéktaggal az előbbiből 
kapjuk, ha a=0 tesszük. Tegyük még a h betű helyett az x-et, akkor 
tehát:
/■(«)=f(0)+f(0)»+£A & + öö- ^+-+

+ —nT~1 + (n+l)l ” '
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Ebben az alakjában a sort sokszor külön névvel Maclaurin 
sornak is nevezzük.

3, A Taylor sor néhány gyakorlati alkalmazása, a) Az osztásnál. Legyen f(x) 
függvény: - és fejtsük ki ezt Maclaurin sorba; de a második taggal 
rekesszük be a sorfejtést. Ez esetben szükségünk van /(x)-re, /(x)-re és 
f"(x)-re. Ezek sorban a következők:

_1 _ 1_ 2
1+x ’ (l+x)z ’ (l+x)s

és az x=0 helyen /(())—1, — 1: továbbá a Oxhelven a második differen-
2 1ciálhányados: -77—r=-: tehát 7—— Maclaurin sora:J (l+0x)s 1+x

1+x 1 X+ (1+»X)»‘

Ha 1 
1+x helyett azt mondjuk: 1 —x, akkor az elkövetett hiba:

és igy, ha x pozitiv szám, ez a hiba kisebb xz-nél. Ha az x elég kis szám,
például -77^7, -nél kisebb, akkor tehát -ná) kisebb hibát követünk el, ha

< IlXXt ItXjOüuO
helyett 1—x-et mondunk.

Har a kővetkező osztás végzendő: N: (AT4 n), akkor a hányadost Igy is
Írhatjuk:

N • 1

és ha n az X-hez képest elég kicsiny, akkor az előbbi szerint hányadosul 
1 — -jíj--et is mondhatunk. így például 1000:1001 helyett pontosság­
gal mondhatjuk 1 — jqqq = 0 999. Ha x nem elég kicsiny, de 1-nél kisebb, 
akkor a Maclaurin sorban esetleg egy-két taggal tovább mehetünk. így, ha 
még egy taggal tovább megyünk, akkor:

í+x =1 - * + •** - 7T+

és ha x pozitiv, akkor ■— helyett: 1 — x + xz-el vesszük; az elkövetett hiba 
abszolút értéke x’-nál kisebb.

Így például = 1 — 0 02 + 0 0004 — 0 9804 tehető; az elkövetett hiba 
kisebb 0 000008-nál, vagyis kisebb -nél.

b) A gyökvonásnál. Legyen megint x kis pozitiv szám és f(x) = ^1 + x, 
ahol k pozitiv egész szám. E gyök pozitiv értékéi állítsuk elő Maclaurin sor­
ral. Ez esetben:

/(x) = (1 +x)‘, f(x) = | (l+x)* ’ *, /" (x) - - A • Á‘~ ’ (Í+x)’? ” ..

éeígy : (1+X)* = 1 + | (14-»X)*
*. K A K K
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-2T* — 2 V XMinthogy (l-j-éx)* <1, tehát ha <1-Hr) * helyett ezt mondjuk: 1 + ,
az elkövetett hiba absz. értéke kisebb -í^jj-x’-nél. Igy^példánl, ha Á=2, 
és V14-x helveti 1 4-fí--et veszünk, a hiba kisebb: -g~-nál. Ha Á=3 és 
•___ -i e
y 14-x helyett 1 4- $ -at mondunk, akkor az elkövetett hiba -^-nél kisebb.

Ha egy tetszés szerinti M egész számból kell pl. négyzetgyököt bonta­
nunk és megtaláltuk már az Jf-hen levő legnagyobb négyzetszámot N-et, 
azaz M ilyen alakú: .V-i-n, (almi n<2AT4-l), akkor y'M így írható:

V M = ---- A’ |/1 + J.-,

ahol jy-- Eszerint tehát ha \' M helyett:

AT 2 2 1-el mondunk, az elkövetett hiba kisebb, mint = 2V
(Ebből láthatjuk, bogy ha a négyzetgvökvonásnál követelt rendes el­

járással az Af szám gyökéből már a p-f-1 jegyű N-et meghatároztuk, akkor a 
további jegyeket teljesen felesleges egyenkint meghatározni. Ugyanis a ren­
des eljárással megalkotjuk az lf—<V2-n különbséget. Ha már mos* .ezt az 
n-et a megtalált N kétszeresével elosztjuk, akkor a hiányzó részt úgyis 
megadja -^--nél nagyobb pontossággal, leliát^ ~;-nél jóval nagyobb pontos­
sággal; tehát az hányadosnak első p jegye megadja pontosan az xV 
után következő p jegyet. Ha tehát a p4-l jegyű A' megvan, akkor az 
(Af—A’*): 2AT osztással egyszerre megkaphatjuk a további p jegyet.)

c) Alkalmazás a logaríthinuskeresésnél. Legyen most fix)— log(l-f-x). Ezen 
függvény Maclaurin sorának megalkotása céljából szükségünk van az /(x), 
/'(x), /"(x),... differenciálhányadosokra, melyek sorban :

A Maclaurin sort a második tagnál bcrckesztve a Lagrange-féle maradéktaggal:

/(X) =- /(0) r _f (0) X + ;
a jelen esetben: /(O) = iogl—0, j’(0)=l; tehát:

logd+xl^-x--^^- «j

Ha tehát log (14-x) helyett (természetes, azaz e alapra vonatkoztatott 
logarithmus értendő) x-et mondunk, az elkövetett hiba absz. értéke: 

tehát ha x pozitív szám, e hiba kisebb, mint -=-• 2(l+»xr 2
Ha a logarithmusrendszer alapjául nem e-t választjuk, hanem 10-et és 

megkülönböztetésül egy ideig a 10-es alapra vonatkoztatott logarithmust 
Log-al jelöljük, akke* az a logarithmusát értelmező

10Loga_ fl
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egyenletből, ha mindkét oldalon e alapú logarithmust veszünk:

Log a . log 10 = log a, 
vagyis, ha -y-*io~~et jelöljük, (ez a szám: 0'43429...) akkor:

Log a = M log a.

Ha tehát az előbbi a) egyenlet mindkét oldalán Af-el szorzunk:

Log(l+x)=Mx-2I1^r

-re jutunk, vagyis ha Log (1+x) helyett Afx-el mondunk, a hiba kisebb: 
Mx2 XI --né!.

A rendes kis ötjegyű logaritbmustáblábán csak 4-jegyű számok loga­
rithmusai vannak; ha többjegyű szám logarithmusát keressük, ez a szám 
mindig így képzelhető: N négyjegyű egész +n, ahol n 1-nél kisebb (mert 
hiszen a tizedes pont helyzete a mantisszára nézve nem jön tekintetbe).

N+n logarithmusa így írható:
Log (N+n) = Log N (1 + £) = Log N + Log (1 + - J-) •

Ha a második ta^ helyett az előbbi formula értelmében Af-^—et teszünk, 
az elkövetett hiba: — -2--nél kisebb. De n<l, N pedig 4 jegyű szám, tehát 

N Ml 11000-nél nagyobb és így a hiba kisebb : kisebb
nál (mert Af^-^-), sőt ha N nem egyessel kezdődik, hanem legalább 2-essel, 
akkor a hiba már —-nál is kisebb.16000000

Ha n helyett éppen 1-et írunk, akkor a íogarithmuskeresésnek egyszerű 
szabályára jutunk. Ugyanis:

Log (AT+1) — Log N (1 + -~) = LogN+Log (l+~)

és a kellő pontossággal: Log(l + = M
kisebb. Jelöljük az -^.--et J-val, azaz:

■ Az elkövetett hiba nél 21V3

Log (N+l) — log N .= zf

(-^^--nél kisebb hibával), akkor -~ = nd. Arra jutottunk tehát, hogy az 
előbbinél kisebb hibával:

Log (N-*-n) = Log N 4- nzf, 

ahol zf=Log(N+l)—LogN az úgynevezett táblabeli különbség. Eszerint tehát 
a N+n logarithmusát ágy kapjuk meg, hogy az N logaríthmusához a láblabeli 
különbség n-szeresét hozzáadjuk. Az elkövetett hiba mindig kisebb -n&l.

Ha általában N v jegyű szám, azaz olyan táblázatunk van, melyben a v 
jegyű számok logarithmusai foglaltatnak és n 1-nél kisebb, akkor

Log (N+n) = Log N (1 + ~) = Log N + Log (1 + - J-) •

Az utolsó tag helyett —et mondunk, (vagyis ismét a táblabeli kü-
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M n2lönbség n-szeresét), akkor az. elkövetett hiba „ -rjj--nél kisebb, vagyis kisebb i Z n
, _____ —rí Ó l

4 ÍO2*’-2
d) A trigonometriai számok logarithmusai. Legyen az fix) függvény: 

logsinx. Alkossuk meg a Taylor sorát berekesztve a sort a második tagnál. 
(Maclaurin sorról nem lehet szó, mert logsinx az x—tí helyen nem véges.) 
Evégből szükségünk van az /(x), /*(x), /"(x)-re, melyek közül az első kettő 
az a helyen, az utolsó az a+&h helyen veendő:

/(x) = log sin x, f(x) = cotgx, =

és igy:
Ha

ft1f(a+h) = log sin («+A) = log sin a + h cotg a - 2sin»(a+»A)~
10-es rendszerbeli logarithmusról van szó, akkor:

Log sin (o+h) = Log sin a + hM cotg a -

Ha az adott szög a elsőpercből és fi másodpercből áll, akkor abszolút 
mérté Kszáma:

an , fin
60.180 4 3600.180 '

Jelöljük az első tagot a-val, a másodikat h-val. Ha fi—l, akkor 
3ÖXTÍ8Ö és Logsin elsö 2

L°gS,n« + 36Ő()-.WCOtga-
M.nJelöljük az józ.-.cotgg’ számot, az a perchez tartozó növekményt, ioU.

(azaz l''-nek megfelelő növekményt) 4,-val, akkor tehát
Af "tB 3 1Log sin («'+fi") = Log sin a' + fiAa--^- '

Ha a Lqg sin (a'+fi") helyett e kifejezés első két tagját mondjuk, akkor 
az elkövetett hibát a harmadik tag adja meg. Minthogy a fi mindig kisebb 
60-nál és -4r<4", sin’(a-l-öh)>sin*a, tehát ez a hiba kisebb: 

2 4

4 ' 60.180' sin2 a

-nál, vagy x helyett a nagyobb 3'2-et téve, kisebb mint

1______
6750*. sin’a'

Ha azt akarjuk, hogy ez a hiba kisebb legyen ~n<^ (vagyis v tizedes 
pontossággal számolunk), akkor kell, hogy

6750* sin2« <'yjÖr’

i u*. ■ > 2.10*legyen, miből: sm’«> 6750*”

Így például, ha v=5, akkor kell, hogy
V2000 

»!“«> “675 “
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tehát el van érve a kívánt pontosság, mihelyt
1 sin a > -r_- Ift

és minthogy 4 fokú szög sinusa nagyobb \ -nél, tehát 4 foknál nagyobb 
1szögekre nézve a hiba 2 “ÍÖ^ n^' kisebb. Ez esetben tehát

Log sin («'■' /!") Log sin a'+/M„

tehető a kívánt pontossággal, vagyis ha a szög 4 foknál nagyobb, akkor a 
sinusának a logarilhmusát öt tizedesre úgv határozhatjuk meg. hogy csupán a 
fokok- és perceknek megfelelő logarithmust vesszük é< az 1 <m»-nek meg­
felelő pótlékot a zfff-t, (melyet a táblában találunk) megszorozzuk a másod­
percek számával és ezt q pótlékot az előbbihez hozzáadjuk.

4. A Taylor-so.’ egyértelműsége. Ha az /(x) függvénynek az a 
hely bizonyos környezetében mindenütt létezik az első n-f-l diffe­
renciálhányadosa, akkor e környezetbe tartozó a 4 h helyen :

/(fl-r/i) = f(a) + f'(a)h -f- +••• +

1/1 fjl+l

alakban állítható elő. Fontos itt az. a körülmény, hogy 
vagyis az /‘(x) értéke az a-t/i helyen előállítható olyan alakban, 
mint egy n-f-l-edfokú racionális egész függvény, (melynél azon­
ban az utolsó tag együtthatója is függ a h-tól). Fölmerül a kér­
dés, hogy nem lehet-e az f(a-}-h)-t még más együtthatókkal bíró 
ilyen alakban előállítani, mely az értékét adná az a... a-f-b
szakaszban, azaz a b-nak egy O...b intervallumba eső minden 
értékére nézve (a határokat beleértve j; vagyis lehetséges-e, hogy 
minden ilyen h értékre nézve az

fia+h) = 4+d, h4 A /ia+ -+A„ bn-Mn+1 h"+’

alakban legyen előállítva, ahol az do.d,,...?!,, konstansok legye­
nek, az d„+1 pedig a b-nak olyan függvénye, mely a h minden, 
szóban forgó értékénél korlátos legyen?

lla ilyen előállítás lehetséges volna, akkor fennállana a h min­
den (az illető intervallumba eső) értékére a következő egyenlőség:

- í(a)+w+...+Jü^> + *::■
Fönnállana ez az egyenlőség 7i=0-nál; tehát.

vagyis:
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A1h+4a/l’+-=V'(«)+/«a^^-+-

a h minden értékénél érvényes volna. Ebből következik, hogy’ /i+=0 
esetén .

A+A - +•••
volna és ha lim/i = 0 tesszük, melyre nézve az egyenlőség szintén 
fönnáll:

A = /'(<*)
következik s így tovább

4 /-"(a) t f"'(a) . ... . f<* "(a uM)4. = 2~3I ’’ *«" (n+l/!”’
Ezzel kimutattuk, hogy az f(a-^h') a h-nak egy bizonyos O...h 
szakaszba eső minden értékére csak egyféleképpen állítható elő 
A+A ------FAi-: i h"+1 alakban, ahol -l0. A.... A„ állandó számok.

5. A függvény maximuma és minimuma. Ha f(x) az ab szakasz­
ban bárminő módon értelmezett korlátos függvény, akkor e szakasz­
ban van M felső határa és m alsó határa. Ha az /’(r) a szakasz­
ban folytonos minden helyen (a határokon is), akkor Weiersírass 
tétele szerint kell a szakaszban (esetleg a határon) olyan hely­
nek lenni, amelyen az /(a) az M értéket és olyannak, melyen az m 

46. ábra.

o

értéket fölveszi. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az /’(r)-nek az M(m) 
az ab szakaszban a maximális (minimális) értéke. Az /(x)-nek az 
ab szakaszban M-nél nagyobb ^ni-nél kisebb) értéke nincs. Most a 
maximumnak (minimumnak) más, ettől némileg eltérő fogalmával 
[az ú. n. relatív maximummal (minimummal)] akarunk megismer­
kedni. Az f(x) függvényről azt mondjuk, hogy az a helyen maxi­
muma van, ha az a-lól jobbra és balra kijelölhető egy olyan r 
szakasz, melyre nézve

f(x)<f(a),

ha x az a — szakasz bármely (a-tól különböző) helye,
vagyis, f(a-\-h)<f(a), ha 0<|ft|<r. Látjuk ezen értelmezésből, hogy



156 V. FEJEZET.

az f(x)-nek az a—T...a-j-T szakaszban f(a) a maximuma; de nem 
okvetlenül az egész ab szakaszban. Éppen igy a fi helyen az f(x)~ 
nek minimuma van, ha meg állapit haló egy r szakasz úgy, hogy 
f(x)>f(fl) mindazon x helyeken, melyek a fi—i... fi+i közből vétet­
nek. A mellékelt 47. ábrán látjuk, hogy az f(x) a feltüntetett szakasz­
ban relatív maximális értékű az a helyen és rel. minimális értékű 
a 8 helyen.

Kérdés, hogyan lehet meghatározni azokat a helyeket, melye­
ken f(x)-nek maximuma, vagy minimuma (mondjuk egy névvel: 
szélső értéke) van?

Ha az fix) az ab szakaszban levő a helyen differenciálható, 
akkor szélső értéke ezen a helyen nem lehet, ha a differenciál­
hányadosa O-tól különbözik.

Kimutattuk ugyanis (a 118. lapon), hogy ha /’’(a)>0, akkor az 
f(x) az a helyen növekedőén halad át, azaz a-tól jobbra nagyobb 
értéket vesz fel, mint /(a), a-tól balra pedig kisebbeket, vagy pon­
tosabban szólva, megállapítható egy r szakasz úgy, hogy f(x)>f(a), 
ha x az szakaszból vett bármely hely és f(x)<f(a), ha
x az a — i...a szakasz bármely helye. Ha pedig f'(a)<0, akkor 
az f(x) az a helyen csökkenően halad át.

Szélső értéke tehát csak olyan a helyen lehet a differenciálható 
függvénynek, melyen f*(a)—ö.

Ennek egyszerű geometriai jelentése az, hogy maximuma, vagy 
minimuma csak ott lehet az érintőkkel biró görbének, ahol az 
érintő az x tengellyel párhuzamos. (L. az előbbi ábrát.)

De a differenciálhányados eltűnése még nem biztosítja a szélső értéket, 
vagyis ez a szóban forgó függvényekre nézve Szükséges feltétele a szélső 
érték létezésének, de nem elégséges.

így például az r8 függvénynek a differenciálhányadosa, a 3-r2 az x = 0 
helyen 0; a függvény értéke e helyen 0, jobbra pozitiv, balra pedig negativ, 
tehát az x=0 helyen át az görbe emelkedőén vonul.

Egy másik példa a következő: Legyen ^>(a:) olyan függvény, amely 
minden x helyen folytonos, de az x—0 helyen nem; de ezen a helyen is 
meghatározott jobb és baloldali határértékei legyenek és pedig az egyik 
pozitiv, a másik negativ. Ilyen például az

függvény. Tegyük fel, hogy x baloldalról közeledik a 0-hoz; akkor — min- 1
den negativ számnál kisebbé válik és így e* a 0 felé konvergál, a hánya­
dos értéke: —1-é válik. írjuk most e törtet ebben az alakban:

i 
1-e * 

_ <’ 
14-e 1
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Ha a pozitiv oldalról konvergál az x a O-hoz, akkor e tört limese: 4-1. 
[Ilyen viselkedésű <p(x) menetét a mellékelt ábra mutatja.]

Legyen már most a vizsgálandó f(x) = &<p(x), ahol <p(x) a jelzett 
módon viselkedik az x—0 helyen. Ez a függvény minden x értéknél foly­
tonos. A 0 helyen is, mert hiszen az 0-á válik, bármely úton
haladjunk is az x változóval a 0 helyhez. A differenciálhányadosa a 0 
helyen: lim —yr^- = O. Differenciálhányadosa tehát a 0 helyen eltűnik. Néz­

zük, hogyan viselkedik a 0 hely környezetében az f(x). Ha x pozitiv, y(x) 
is pozitiv és igy x?<p(x) pozitiv. Ha x negativ, x*<p(x) is negativ; tehát 
/(x)=xay(x) a 0 helyen át növekedőén megy. Ez a függvény tehát, dacára 
annak, hogy f(x) a 0 helyen eltűnik, e helyen mégis növekedő; szélső 
értéke nincs.

Ha azonban az f(x) függvénynek az x—a helyen az első diff. 
hányadosa 0 és e helyen van véges és folytonos* második differenciál­
hányadosa, mely 0-iól különböző, akkor az a helyen az f(x)-nek 
szélső érléke van és pedig, ha f" (n) pozitiv, akikor minimuma, ha 
f" (a) negativ, akkor maximuma van.

Ugyanis, ha az /(a-f-hj-t kifejtjük Taylor sorba, melyet a má­
sodik taggal berekesztünk, akkor:

/(«+*) = f(a) + hf (a) + -£&±**>*

és így a jelen esetben, midőn f'(a)—0:

Ha már most f" (a) pozitiv, akkor, minthogy az f" (x)-ről 
azt mondtuk, hogy az a helyen folytonos, tehát van egy olyan 
a—t...a-f-r szakasz, melyen belül az f"(x) mindig pozitiv és igy, 
ha j/i|<r, akkor biztos, hogy az f”(a+&li) is pozitiv, mert hiszen 
az a-|-d/i mindenesetre az a—v...a-\-i szakaszba esik. így tehát az

* A második differenciálhányados folytonosságát csakis a tárgyalás egy­
szerűsítése céljából tételezzük fel. Később, ettől függetlenül is tárgyaljuk a 
szélső érték feltételeit.
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jag minden értékénél, amely a —t...-f-r közből 
vétetik, pozitív, következésképpen:

f(a+h)>Ka),

ha |hj<r; tehát az o helyen az /"(x)-nek minimuma van.
Ha pedig az /’"(a) negatív, akkor, minthogy f"(x) folytonos 

az a helyen, van egy olyan a—szakasz, melyen belül az 
f"(x) mindig negativ és így az a-j-M helyen is negatív, tehát az

f(a+ky=f(a}+r^±
-bői következik, hogy f(a-]-ti) < f(a), 

ha csak vagyis az /'(.r)-nek az a helyen maximuma van.
Látjuk tehát, hogy ha az a helyen az f(x) második diff. hánya­

dosa folytonos és akkor az /(x)-nek az a helyen maximuma
van, ha f'(a) negativ és minimuma van, ha f"(a) pozitív. A foly­
tonos második diff. hányadossal biro függvényekre nézve tehát az 
a helyen a szélső érték létezésének szükséges feltétele, hogy f'(a) 
eltűnjék és elégséges feltétel, hogy ezenkívül f"(a) ne legyen 0.

Megeshetik, hogy az a helyen nem csak az első, hanem a má­
sodik diff. hányados is eltűnik. Ez esetben az előbbi kritériumot 
nem alkalmazhatjuk. Nézzük általában, lehet-e és miképpen a függ­
vény szélső értékére következtetni, ha az a helyen az első, máso­
dik, ... szóval, mondjuk, az első n differenciálhányados eltűnik, 
ellenben az n-f-l-ik differenciálhányados nem 0. Tegyük fel ismét 
azt is, hogy ez az első el nem tűnő difi, hányados az a helyen 
egyúttal folytonos is. Ez esetben az n-j-l-ik tagnál berekesztett 
Taylor sor, mely általában

f(a+h) = f(a) + hf (a) + +

+ 3, + ••• + n! - + (n-,-1)!

alakú, az f'(d), f"(a),... fW(a) eltűnése folytán:

Ha pozitív, akkor az /X,,+‘t (xj-nek az a helyen feltéte­
lezett folytonossága miatt van olyan a—t ... a-f-r szakasz, melyen 
belül mindenütt pozitív, tehát az a-f-íMi helyen is, ha
[h|<z. Vizsgáljuk a maradéktag jelét. Két esetet különböztetünk 
meg: n-f-1 páratlan vagy n-f-1 páros. Ha n-j-l, vagyis az első, el nem 
tűnő differenciálhányados rendszáma páratlan, akkor e maradéktag
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előjele a h jelétől függ. Ha h pozitiv, e maradéktag pozitív; ha h 
negativ, a maradéktag is negativ és így ha x az a—t...a szakasz­
ban van, akkor f(x)<f(a), ha pedig x az a... a-j-r-ből vétetik, 
akkor f(x)>f(a).

Az /(x) függvény tehát az a helyen át növekedőén halad; az 
a helyen az /"(xj-nek nincs szélső értéke. Ugyanígy mulatható meg, 
hogy ha fln+1)(a) negativ, akkor az /'(x) az a helyen át csökke­
nően halad.

Ha tehát az első, el nem tűnő differenciálhányados páratlan 
rendit, akkor ezen a helyen a függvénynek szélső értéke nincsen.

Nézzük azt az esetet, midőn n-f-l páros szám. Ez esetben a

(n+1)!

maradéktag a jelét az a—r... a-]-r szakaszban nem változtatja, mert 
h"+1 előjele nem változik. E maradéktag jele tehát ugyanaz, mint 
az /^n41l(a) jele és így, ha /<n+1>(a) pozitiv, akkor az a-T...a-\-t 
szakaszban

> f<A

vagyis az a helyen az /\x)-nek minimuma van. Ha pedig /^n+”(«) 
negativ, akkor az a—r... a-f-i szakaszban

f(r) <f(a),

tehát az /(x)-nek az a helyen maximuma van. Eszerint tehát, ha 
az első, az a helyen el nem tűnő diff. hányados páros rendit, akkor 
az f(x)-nek e helyen szélső értéke van, és pedig maximuma, ha ez 
a diff. hányados negativ, minimuma, ha pozitiv.

[Eddigelé csak olyan függvények szélső értékéről szóltunk, melyeknek 
a szóban forgó a helyen az első el nem tűnő differenciálhányadosuk folyto­
nos; mert hiszen különben nem mondhattuk volna, hogy az/,n*,)(a+$h)-nak 
ugyanolyan jele van, mint az /í,,+t)(a)-riak. De ez a kikötés nem is szüksé­
ges, ami azonnal kitűnik, ha a szélső érték vizsgálatát nem kötjük a Taylor 
sorhoz.

Ha az f(x) differenciálható (az a hely bizonyos környezetében), szélső 
értéke e helyen csakis akkor lehet, ha f(á)—O. Ez miként láttuk, szükséges 
feltétel. Ha az /(x) úgy válik az a helyen zérussá, hogy pozitívből nega­
tívba megy át, azaz, úgy, hogy egy bizonyos a—t...a szakaszban /(x) pozi­
tiv és az a...a-f-r szakaszban negativ, akkor az f(x) az a—t...a szakaszban 
monoton nő egészen /(a)-ig és az a...a+t szakaszban fogy, tehát az a 
helyen /(x)-nek maximuma van. Ha pedig az/íx) az a helyen úgy válik 0-á, 
hogy a negatívból megy át a pozitívba, akkor /(x) az a—r... a szakaszban 
fogy és az a...a+t szakaszban nő, tehát az a helyen minimuma van.

Ezen állításoknak igen egyszerű geometriai szemléletek felelnek meg. 
A mellékeit ábrában az első képen az M helyen húzott érintő hajlásszöge 
hegyes szög, tangense pozitiv, az N helyen húzott érintő hajlásszöge: fl 
tompaszög, tangense: negativ, tehát az f(x) pozitívból negatívba megy át.
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A P helyen maximum van. Éppen ellenkezőleg áll a dolog a második képen. 
Eszerint tehát, ha f(a)=0 és f(x) az a helyen úgy válik zérussá, hogy pozitívból 
negatívba megy át, akkor f(x)-nek az a helyen maximuma van, ellenkező esetlen
minimuma van.

Látjuk tehát, hogy ha az _f(x)-ről eldönthető, hogy a jelzett módon 
válik az a helyen zérussá, akkor a második differenciálhányados vizsgá­
lata teljesen felesleges; még azt sem kell megvizsgálni, hogy az a helyen 
van-e második differenciálhányados, vagy nincs.

Ha f(x) az a előtti helyeken pozitiv, az a utáni helyeken negatív,, 
akkor az a helyen csökkenően megy át és igy, ha létezik az a helyen az 
/(x)-nek differenciálhányadosa, — azaz /(x)-nek második differenciálhánya­
dosa, — akkor f"(a) negativ, (vagy 0), ha pedig az a előtti helyeken/(x) 
negativ és az a utáni helyeken pozitiv, akkor f(x) az a helyen át növeke­
dőén halad és igy, ha az a helyen van /(x)-nek második differenciálhánya­
dosa, akkor ez csakis pozitiv (vagy 0) lehet.

Fordítva: ha az a helyen létezik az f"(a) és ez pozitiv, akkor/(x) az 
x=a helyen át emelkedőén halad, tehát, minthogy /*(«)=0, negativból pozi­
tívba megy át, és így az /(x) az a hely előtt csökkenő, az a után emelkedő, 
vagyis/(x)-nek az a helyen minimuma van, ha pedig f"(a) negativ. akkor 
f(x) az x—a helyen át csökkenően vonul, miből következik, hogy az a helyen 
az /(x)-nek maximuma van.

Eszerint tehát, ha f(a)=0 és f(x)-nek minimuma van vz a
helyen, ha pedig f" (a)<0, maximuma van. Amint látjuk, itt egyáltalában nem 
jött szóba az f"(X) folytonossága.

Egészen hasonlóan következtethetünk azon esetben, midőn az a helyen 
f(a)=f"(a)=f'"(a)^:=^(a)=0 és /<n+1)(a)^=0. Ha f'n4,}(a) pozitiv, akkor 
_fn>(x) az a helyen nő, tehát minthogy /'n,(a)=0, a negativból a pozitívba 
megy át. /<n>(x) eszerint az a előtt negativ, az a után pozitiv; tehát /,n~”(x> 
az a előtti helyeken fogy, az a utáni helyeken nő; de minthogy az a helyett 
/<n_1)(a)=0, tehát úgy az a előtti, mint az a utáni helyeken pozitiv, (vagyis 
az a helyen levő 0 értéke egyúttal minimuma).

A megelőző differenciálhányados, az /"-’’(x) hogyan viselkedik az a 
környezetében? Az a környezetében a differenciálhányadosa mindenütt pozi­
tiv, tehát az a helyen át''növekedőén halad, vagyis éppen úgy, mint az 
/ln’(x) a negatívból a pozitívba megy át.

így haladva tovább, arra az eredményre jutunk, hogy ha /<n+1,(a) pozi­
tív, akkor /”’~,*(x), /’n-,)(x), .Pn-5,(x),... vagyis visszáról számítva, minden 
második differenciálhányados úgy válik 0-sá az a helyen, hogy egy a—t. ..a+r 
szakaszban mindenütt pozitiv az a hely kivételével, vagyis mindezeknek az 
a helyen minimumuk van. Ellenben az /í")(x), /n~2,(x),... vagyis visszáról 
számítva az első, harmadik stb. az a helyen úgy válik zérussá, hogy a nega­
tivból a pozitívba megy át.

Sematikusan feltüntettük e differenciálhányadosok magaviseletét az a
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hely környezetében (51. ábra). Ha n-4-1 páratlan, akkor tehát minden párat­
lan rendű differenciálhányados az a helytől jobbra is, balra is pozitív; tehát 
/'(x) is az a—t...a+t szakaszban pozitív, vagyis az /(x) úgy az a—z...a 
szakaszban, mint az a...a-|-t szakaszban nő, tehát az a helyen nem lehet 
szélső értéke. Ha pedig n-f-1 páros, akkor minden páratlan rendű differen­
ciálhányados, így tehát, az f'(x) is a negatívból a pozitívba megy át az a 
helyen, tehát ezen a helyen minimuma van az J(x)-nek. Kiinduló .pontunk az 
volt, hogy /,n+1)(o) pozitív. Ha Jlz,+,)(«) <0, akkor ugyanilyen okoskodással 
jutunk arra, hogy az/(x)-nek az a helyen maximuma van.

Ha tehát f(x) az a helyen n-y-l-szer differenciálható és az első n differenciál­
hányadosa eltűnik, az n-rl-ik pedig nem zérus, akkor, ha n-pl páros szám, az fix)- 
nok maximuma vagy minimuma van, aszerint, amint fln+ü (u) negatív, vagy pozitív.

Megeshetik azonban, hogy az a helyen az /(x)-nek nincs is megbatáro­
zott differenciálhányadosa, hanem csak jobb és baloldali differenciálhánya­
dosa van. Ilyenkor is dönthetünk némelykor a szélső érték tekintetében. Ha 
ugyanis az egyoldali differenciálhányadosok ellenkező előjelű véges számérté- 
kek, akkor az/(x)-nek az a helyen mindig szélső értéke van; és pedig, lm 
a baloldali differenciálhányados pozitív, akkor maximuma van, ha negativ, 
akkor minimuma van; mert hiszen az első esetben az a hely közelében a 
függvény balról növekvő, jobbról csökkenő, a második esetben pedig for­
dítva, balról csökkenő, jobbról növekvő. A mellékelt ábrán feltüntettük e 
kétféle helyzetet.]

6. A Taylor sor néhány egyszerű geometriai alkalmazása, a) A görbe 
és az érintő viszonylagos helyzete. Az g—f(x) függvény menetét 
az 53-ik ábrában rajzolt görbe tüntesse fel Szemeljük ki e görbe 
P pontját, melynek abseissája a, ordinátája: b = j(a\ Vizsgáljuk 
meg a görbének P pontja környezetében az érintőjéhez való hely­
zetét. Az érintő átmegy a P ponton, irányhatározója pedig nr—j '(a); 
tehát, ha az egyenes pontjainak folyó koordinátáit § és »?-val jelöl­
jük, az érintő egyenlete:

Beke: A differcnciáltzúmitás. f. 11
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azaz:
y — b ■■■- j'(a)(^- d),

Azt. kérdezzük, hogy az érintő, amelynek P pontja közös a gör­
bével, a P környezetében a görbe fölött, vagy a görbe alatt vonul-e? 
E végből határozzuk meg úgy a görbének, mint az érintőnek az 
a-\-h abscissához tartozó ordinátáit. Ha ^—a+h tesszük, akkor az

érintő egyenletéből azt ‘kapjuk, hogy ehhez az a-f-/’ abst issához 
tartozó ordináta, mélyet ^-val akarunk jelölni:

7 - /í ö) +

A görbének az a-\-h abscissához tartozó ordinátája pedig, me­
lyet y-nal akarunk jelölni: y=f(a-(h) és ha az /‘(o-{-h)-t a második 
tagig Taylor-,sorban állítjuk elő:

_. . ..., . , / "'(« hl
II = /X«) + / h + ----------

Most már felelhetünk arra a kérdésre, hogy az o-c/i abscissá- 
val bíró helyen a görbe az érintő alatt vagy fölött vonul-e? Ila 
7>Í7, akkor az érintő ezen a helyen a görbe fölött van, ha r/<y, 
akkor pedig alatta. De:

f'ía-V-O-h) h2
i ------

Csak ezt kell vizsgálnunk. Tegyük fel. hogy oly közönséges 
görbével van dolgunk, amelynek a második dili hányadosa az a he­
lyen folytonos é nem 0, akkor van egy olyan a—szakasz, 
amelyen belül az /’"(.v) nem változtatja a jelét, tehát ha|h)<r akkor

, ég mirühogy a 
r.<«Kar _„ek

f"(a -f-d/ij- nak is olyan jele van, mint f"(a)-nak 

jobboldalon álló kifejezésben />* szerepel, tehát - 2
is olyan jele van, mint /"(a)-nak. akár pozitiv a h, akár negatív, 
vagyis akár jobbfelé, akár balfelé távolodtunk a P ponttól. Eszerint 
tehát, ha f"(a) pozitív, akkor g<y, vagyis a görbe az érintő fölött 
vonul (mint a Q helyen), ha pedig f"(a) negativ, akkor a görbe az 
érintő alatt vonul, (mint a P helyen). Ezt még úgy is mondhatjuk,
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hogy az első esetben a görbe az a helyen felülről nézve homorú, 
a második esetben pedig domború.

Ha a második diff. hányados az a helyen éppen 0, akkor az 
eddigi vizsgálattal nem döntöttük el a görbének az érintőhöz való 
helyzetét. Tegyük fel mindjárt, hogy az /’"(«)=fW(a)—0 
és a legközelebbi el nem tűnő diff. hányados az n-J-l-ik. Ekkor a 
görbének az a-\-h abscissához tartozó ordinátája, az a követ­
kező alakban írható: 

és itt két esetet kell megkülönböztetnünk. Ha n-f-1 páros szám,
akkor

y~7 = (n-J-1) ■

(megint feltéve, hogy az a helyen folytonos) az előjelét
nem változtatja egy bizonyos a—t... a-f-z szakaszban, tehát a görbe 
az érintési pont környezetéjien az érintő alatt, vagy fölött vonul 
aszerint, amint /(,,+1>(a) negatív, vagy pozitiv. Ha azonban n-f-l 
páratlan szsím, akkor az »/—»/ különbség a h előjelével megváltoz­
tatja az előjelét; tehát az R pont egyik oldalán (53. ábra) a görbe az 
érintő alatt, a másik oldalán pedig fölötte vonul és pedig, ha /^"+1>(a) 
pozitiv, akkor az a helytől balra levő helyeken y—7} negativ, a 
jobbra eső helyeken pedig pozitiv, vagyis a görbe az R előtt az 
érintő alatt vonul és azután föléje kerül. Ha pedig /fn+d(a) nega­
tiv, akkor fordítva az R hely előtt a görbe az érintő fölött van és 
azután alája kerül. Mindkét esetben azt mondjuk, hogy a görbének 
ezen a helyen inflexiós pontja (forduló pontja) van. A legegysze­
rűbb az az eset, midőn /"(u)--O, de /’"'(<i)+0.

b) Két görbe viszonylagos helyzete. Ha a P ponton át, melynek 
koordinátái: a, ű, két görbe vonul, (54. ábra) az y=f (x) és az y—<p(x),

akkor: /(a) = 9>(a).

Vizsgáljuk meg, hogy e pont környezetében a két görbe egy­
máshoz képest minő helyzetű. E vétzből megint az a-f h abscissá­
hoz tartozó ordinátákat hasonlítjuk össze, ami legegyszerűbben úgy 
végezhető, ha. az f(r) - <p(rj különb'éget számítjuk ki az a-j-h he­
lyen. Jelöljük ezt az f(x)- függvényt F(a^-el. Ekkor tehát:

F(a-\-h) = f(a+h) — y(a-|-/i) = F(a) + F'(a+dli) h.

De F(a) = f(a) - (f (a) = 0. F'(x) = /'(.r) - ?'(x);

tehát F'(a+&h) — f'(a-(-&ti) — g>'(a-(-fhK),

vagyis : f (a+h) — ty (a+h) — [['(a+fhh) — <]>' (a-+»*>h)| />.
IP



164 V. FEJEZET.

Ha /''(a)+99'(a), vagyis gp'(á)^O és úgy az /'(x), mint 
9>'(x) folytonosak az a helyen, akkor létezik olyan a—T...a+T köz, 
melyen belül a jelét nem változtatja; tehát f'(a-\-9h)—
—9p'(«4-i>/i) ugyanolyan előjelű, mint f'(a) — ha csak |/i|<r.

Ebből következik, hogy /’(ü-|-/j)—99(04-/1) ordinálakülönbség előjele 
a h jelével változik, vagyis az első görbe a P helyen átszeli a 
másodikat és pedig ha f'(a)>(jp'(a), akkor a P-től balra az első 
görbe alul van, a P-től jobbra pedig felül. Ha f'(a)<<jp\a\ akkor 
fordítva, az első görbe felülről alá száll.

Ha azonban /’'(a)—9?'(a), vagyis ha a két görbének a Ppontban 
közös érintőjük van (55. ábra), akkor nem így ál! a dolog. A helyzet 
általános vizsgálata végett tegyük fel, hogy nem csak f'(a)=gp'(a), 
hanem egyúttal

ellenben 1)(a)=|=99Í',+1)(a). Ekkor:

, (0+/.) =

Föltéve, hogy az /^n+1>(x) és 9>(n+1>(x)«zx=o helyen folytono­
sak és /■(n+1>(a)+9’(n+1,(a), azaz /(n+1>(a)—9>(n+1>(a) nem zérus,

akkor egy bizonyos a-T...a-\-z szakaszban az (&')—tjp<-n+i)(x)
nem változtatja a jelét és így, ha n-j-1 páratlan, akkor ugyanolyan 
helyzettel van dolgunk, mint előbb, vagyis az egyik görbe a mási­
kon áthalad; ha azonban /»4-l páros, akkor az qp(a+li)
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megtartja az előjelét akár pozitiv, akár negatív a h és így az első 
görbe a második fölött, vagy alatt vonul a P környezetében a sze­
rint, amint f^n+^(a)—y>^n+^(a) különbség pozitiv vagy negativ.

Azon esetekben, midőn :

/'(«) = g> (a), /'(a) = f"(a) = <p"(a)... /W (a) = </(") (a),

ellenben /■fn+1l(a)4--9?<',+1,(a). vagyis az /’(x) és 92 (x) valamint az 
első n did. hányadosaik az x=a helyen megegyeznek, ellenben az 
n-f-l-ik difi, hányadosok különbözők, azt mondjuk, hogy a két gör­
bének az x—a helyen n-edrendü érintkezése van.

így például, ha az a helyen f"(a)=0, de /"'(a)i-O. akkor az 
y — f(x) görbének az y — j\d) + f'(a)(x—d) egyenessel, vagyis az 
a, f (a) pontban vont érintővel másodrendű érintkezése van (inflexiós 
pont); mert ez esetben 99 (x)—f(a)+f'(a)(x—a) és így:

/■(a) = 99 (a), f(a) <p'(a), f"(a) = g>"(a) = 0;

ellenben /’"'(a)^--cp"'(a). A görbe inflexiós pontja tehát a görbe olyan 
pontja, amelyben az egy egyenessel másodrendűén (vagy általában 
páros rendűén) érintkezik.

c) Következő, fontos példa gyanánt tárgyaljuk ezt a kérdést: 
Létezik-e olyan kör, mely az y=f(x) görbét egy adott a, f(a) koor­
dinátákkal biró pontjában legalább másodrendűén érinti? A kere­
sett kör középpontjának koordinátái legyenek a, fi és radiusa: r. 
A kör egyenlete ilyen alakú :

(x—a)a -f- (y-/?)2 = r2,

vagyis: y — fi + Vr2 — (x—a)2.

A. jelen esetben tehát:

<jp(x~) — fi -|- Vr2 — (x— a)2.

(Megjegyezzük, hogy egyelőre csakis a kör olyan részeire szo­
rítkozunk, amelyekben a négyzetgyök jelét nem kell megváltoztatni.)

Másodrendű érintkezéshez szükséges, hogy az x = a helyen 
/•(x)=p(x), /•'(x)=95'(.r), /•"(x)=99"(x) legyen.

Számítsuk ki a 7>'(x) és <p" (x)-el.

~ ~ V~r2 - (x—a)2 ’ ? ~ ~ ^-(x-a)2]* '

Kell tehát, hogy fennálljanak a következő egyenletek:

f(a) — ji-\-^r2 — (a—a)2 ;

™r(a)=-
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Innen kell a három ismeretlen mennyiséget, az a, fi és r-et ki­
számítani. Az r kiszámítására alkossuk meg az 1 -‘-[f(a)]a kifejezést-

((]—pH
1 + ff'W = 1 + 72>-(a--a? '

tehat: (1 4 |/”(a)]s}* = - - rf(a)

é* így:
{1_4 íf(aj2^

Állapodjunk meg abban, hogy r pozitiv legyen, vagyis a szám­

lálóban levő (14- [/'(a)]2)2 gyökmennyiségnek azon értékét vegyük, 

amely a —/’"(a)-val egyjelű. Ha f\a) helyett, -et, f"(a) helyett 
<Pu ' ' . ' ax

írunk, akkor az x abscissához tartozó pontban a legalább kél 

szeresen érintő körnek, az úgynevezett görbületi körnek, vagy osku- 

láló körnek a radiusa: a görbületi sugár:

A f.i) alatti harmadik egyenletből:

tehát:

r~I r1—(a— n )212 •— — -----1 ' 1 f'(a) ’

y r2--(a—«)2=---------—r ,

mely egyenlet, minthogy r-et pozitívnek vettük, a /r2—(a—a)2 jelét 

is meghatározza; ha ezt a kifejezési a />) alatti második egyenletbe 

helyettesítjük, akkor
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a — a — — f'(a). p r2—(a—a)2
2

! ^ •/'(«)

és ha r kifejezéséből kiszámítjuk és ide helyettesítjük, azt 
kapjuk, hogy 

a — a — — / i+i/W’
ahol a nevezőben álló négyzetgyök, miként említettük, olyan jelű, 
mint a —f"(a).

Végül pedig a ft) alatti első egyenletből meghatározzuk az 
/Yaj-^-t:

r

/í+ifW
Erre még visszatérünk.

7. interpoláció. A Lagrange-féle interpolációs képlet. A véges 
Taylor sorral kifejeztük azt az f(x) függvényt, melynek az a helyen 
ismertük az értékét valamint első n differenciálhányadosának az 
értékét. Ezt a feladatot még így is fogalmazhattuk volna: Határoz­
zuk meg azt az n-edfokú racionális egész függvényt, melynek az a 
helyen ugyanaz az értéke van, mint az /’(r)-nek és melynek első n 
diíf. hányadosa is megegyezik ezen a helyen az f(x) diff. hányado­
saival. Ha ugyanis ezt az n-edfokú racionális függvényt ebben az 
alakban írjuk:

<J> (®) = A, +A, (x—a) + A2 (x—(i)2-|------FA (x-a)'\
skkor

f(a)=--<J>(a), f'(a)~(f>'(a), f\a).=y"(a)... f^(a)^(a) 

egyenletekből következik, hogy 
y a r-z y , f'(a) aA>~ / (a), Aj—f (a), A2 — 9 , • • • A . ,

tehát ~
<f>(x)-^l(a)+f\ti)(x-a) + ^-^-(x-a)2+--+ 

vagyis a keresett W.r) nem más, mint az f(x) véges Taylor sorá­

nak első n-Fl tagjából álló része. A y>(.r) n-edfokú racionális egész 

függvényben tehát olyan függvényt nyertünk, mely az a helyen az 

/(x)-ei megegyezik és e helyen n első diff. hányadosa is egyenlő az 

f(x) diíf. hányadosaival. Más helyen természetesen a y>(x) az /’(x)-től 

eltér. A hiba, amelyet elkövetnénk, ha /’(x) helyett az x helyen a
------ -aYlfl, mely a(n+1)! k J Jy(x)-et ven nők, éppen az a maradék lag, -
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Taylor-sornál szerepel. § az a és x közötti bizonyos meghatá­
rozott helyet jelent. A ^(xj-et az /’(x) közelítő függvényének nevez­
hetjük.

Közelfekvő már most az a gondolat, hogy olyan ^(x) közelítő 
függvényt konstruáljunk, mely az /’(x)-el nemcsak egy helyen 
egyezik meg. Elsőnek tárgyaljuk ezt a feladatot: Állítsunk elő 
olyan cp(x) racionális egész függvényt, mely az f(x')-el a megadott 
különböző

®i > ' íla ’ • • • ®n+i

helyeken megegyezik. Hányadfokú függvény legyen ez a <7’(x)? Azt 
állítjuk, hogy n-edfokú egész függvénnyel a kívánt eredményt el­
érhetjük, azaz van egy olyan n-edfokú racionális egész függvény 
cp (x), melyre nézve :

9’(a2)=/‘(«2)> 9’(an+i)=/‘(an+i)-

Ugyanis minden n-edfokú egész függvény ebben az alakban 
írható:

9>(x)=M0+A1x4-d2x24------Mnxn

és így kell, hogy fennálljanak ezek az egyenletek :

A0+*l1nl 4-A2ttf 4-----i-Ana'‘ =/(.«!.)

Ao+Ai«2 -Mm? 4-----=/‘(n2)

A04-41a/l+14-A2n"_, •4-Aíln„+i=/-(an+i).

Ezen n4*l egyenletből álló rendszer determinánsa:

1 a, a2 a'[

1 «2 a? ... n!,1

1 fl/i+i ^n+i • • • aíí+i j

nem más, mint az a1,a2,... an+1 számok Vandermonde-féle deter­
minánsa, mely O-tól különböző, minthogy az at, a2,... an+1 egy­
mástól különböznek. így tehát az egyenletrendszer az 40, A.,,... .4,,
együtthatókra megoldható, ezért a kívánt n-edfokú racionális egész 
függvény egyértelműen meg van határozva. Alacsonyabb rendű 
függvény általánosságban nem szerkeszthető, mert ha m<n volna, 
az m-edfokú

Bo 4* B, x 4- B2x2 4-... 4- Bjnxm

rác. egész függvény csak úgy teljesíthetné a követelményeket, ha 
fennállnának ezek az egyenletek
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#o + ^iai +^2ai H-------—f(ai)
Bo+B1Q2 +B2a* + ...+B„,a"’ =/(aj

^o+^ian+i +B2an+i H--------- F^n^n+i"/ (an+f),

melyek csak akkor lehetségesek, ha az f(a2)... /'(an+i) között 
bizonyos, n—m számú, reláció állana fenn, vagyis ha az m-f-2-ik 
egyenlettől kezdve a többi rnár az előzőből következnék, tehát a 
<p(x) meghatározására /‘(x)-nek az am+2,...an helyeken felvett érté­
kei feleslegesek volnának.

Természetesen számtalan sok n-nél magasabb fokú rác. egész 
függvény teljesítheti a kívánságunkat, hiszen ha

<u(x)=-(x—aj(x—a2)... (x—an+j

tesszük és <jp(x) az előbb meghatározott n-edfokú egész függvény, 
akkor minden ilyen alakú függvény:

9?(x)4-fi>(x)^/(x),

ahol i//(x) tetszésszerinti racionális egész függvényt jelent, szintén 
megoldja a feladatot, mert az első tagról tudjuk, hogy <pf (aj), 
a második tag pedig az a,' helyeken eltűnik.

Az n-edfokú cp (x) közelítő függvény előállítását igen áttekint­
hető alakban végezhetjük, ha először olyan n-edfokú rác. egész 
függvényt konstruálunk, mely az Oj, a,,... a/_1? ni+1,... an+1 he­
lyeken (tehát az a, kivételével a megadott helyek mindenikén) 
zérus, csak az a,- helyen: 1. Ez a függvény a következő:

ftj./xó = (x-a j (x-a j... (x-gf j(x-af j(x-af+j... (x-an+j

Rögtön látjuk, hogy ha x=at-, akkor a számláló megegyezik 
a nevezővel, és ha x—ak, k^i,

Ez az egyszerű n-edfokú egész függvény könnyen áttekinthető 
alakban írható, ha tekintetbe vesszük az előbb már használt

o (x)=(x—a j (x—a j... (x—an+j

n-f-l-edfokú egész függvényt. Az wjx) számlálója ugyanis igy írható: 
<a(x) .
x—a;

A nevező meghatározása végett alkossuk meg a»'(x)-et. Ez n-|-l 
tagból áll és pedig:

<y'(x)=(x-aj(x—a8)... (x—an+j+(x—a j(x—a j... (x-an+j+->- 
+(x-aj...(x-af_j(x-aí+j...(x-an+j f-”* 
+(x—a j(x— aj .. ,(x—a„).
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Ha már most itt x helyett u(-í teszünk, akkor az z-ik tag kivé­
telével a többi mind eltűnik, az i-ik tag pedig:

(Oj—aj (n, -a2)... (a,—(a,—ai+l)... (a~an+l)

lesz; éppen az, amely az. «,-(.v) nevezőjében szerepel; tehát:

. 6) (x)
Mi (X) = -------- 7 7--T •V (x-a,)w (af)

Ez tehát azon n-edfokú rác. egész függvény, mely az an a2,... 
ni-u aiw-’ “mi helyeken 0, és az at- helyen: 1.

Ha így rendre megalkotjuk az ®i(®) = »

W) - • an+Ax) “ (x-an+1)<y'(an+1)

segédfüggvényeket, akkor azonnal látjuk, hogy az a y>(x) n-edfokú 
közelítő függvény, melyre nézve

9’(«i)=/'«)» • • • 9H'«n+i)==/'(«n+iX
ilyen alakú:

" x = _ , ... , /K>(*) .
2 ' (x--a1)fi>'(a1) r (x—a2)w'(o2) (x-(ln+i)M\an+i>

Ugyanis, ha x—at, akkor az első tag értéke: f^), a többié: 0.
Ha x—«2, a második tag értéke /’(a2), a többié: 0 s í. t.

Most itt is felvetjük azt a kérdést, melyet a véges Taylor 
sornál megoldottunk, hogy mekkora hibát követünk el, ha a b helyen 
f(b) helyett <p(b)-t mondunk? írjuk ezt a hibát ilyen alakban:

zl(fc-aj(ö-a2)... (&—an+1),

vagyis A gyanánt válasszuk az

_______ í(p)-y>(b)________
(b—ajtb—aj... (b-an+j

.számértéket. Az A számot egyszerűbben, áttekinthetőbb alakban, 
akarjuk kifejezni. Evégből bevezetjük az

F(x)= f CX)~(P (x)~ (x)

függvényt. Feltesszük, hogy /’(x) — és így F(x) is — legalább 
n4-l-szer differenciálható oly szakaszban, mely az a1, a2,... an+1 
es a b helyet is magában foglalja. Ez az F(x) az at, a2,... an^.t és 
b' helyeken eltűnik. Az első n-}-l helyen azért, mert (aí)
és tó(Oj)=0, a b helyen pedig, mert hiszen az A számértéket éppen 
úgy választottuk, hogy f (bY~rp (Ib—0 legyen
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Rolle tétele szerint tehát F'(r)-nek az al,...all+vb két-két 
egymásután! helye között, tehát összesen legalább n+1 helyen el 
keli tűnnie. De ebből ismét az következik, hogy az F'(x) dili, hánya­
dosa, vagyis F"(x) n közbenső helyen tűnik el s í. t., végül arra 
jutunk, hogy (x) legalább egy helyen, mely az ala2... an+1 b 
helyeit szélső helyei között van, eltűnik. Jelöljük ezen helyek egyikét 
£-vel. Eszerint tehát:

De T’(-r) n-edfokú egész függvény, tehát n-f-l-ik diff. hánya­
dosa: 0 m(.r) pedig: (x-a^fx—a2).. ,(x—an+1), tehát n-j-l-ik diff. 
hányadosa: (nrl)! és így:

(x)=(.r)-(n+1) ! d,

lehat:

vagyis:

és igy:
/■(n+l) 

(b)+(.) (&) ’

vagy b. helyett x-et írva:

/■(.r) , /(a2)ú>(r)
' ‘ ' (x—ajr./ia^) ' (x—o2)G?'( n2) ~r

,____________________ , /,(,H1)(|)<u(x)
' (a-’-ön+i)«'(«„+!) (n+l)!

ahol £ egy bizonyos, az alr a2)... «n+1, x szélső pontjai közötti he­
lyet jelöl. Ez a maradéktaggal ellátott Am/zwu/e-képlet.

8. Az Ampére-féle interpolációs képlet. Az interpolációs képle­
tet rendszerint olyankor használjuk, mikor az észleletek adatai­
ból bizonyos törvényszerűséget akarunk megállapítani, vagy leg­
alább is az észlelőieket egy összefüggő képbe, formulába akarjuk 
foglalni. így például, ha egy rúd hosszúságát ait a2)... an hőmér­
sékleteknél megmértük és rendre b1, b2,... ön-nek találtuk, akkor 
konstruálhatjuk a t hőmérséknek olyan n—1-edfokú rác. egész 
függvényét (piíyl, amely az a1( ö2,... an helyeken a megadott l\, 
b2,... bn értékeket veszi fel. Ez a rác. egész függvény tekinthető 
az észleleteink összefoglaló képének és sokszor a 9"(í)-t tekintjük 
azon törvénynek, mely a rúd ho szúságát a hőmérséklettől való 
függésben feltünteti. Természetesen, miként már említettük, az a1? 
a2,... a/t-től különböző hőmérsékletekre vonatkozólag a (f(t') nem 
adja meg pontosan a rúd hosszát; de a kísérleti tudományokban 
megkíván tató pontossággal mégis használható. Sőt, ha az észleletek
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számát megfelelően szaporítjuk és ezzel a <p(f) fokszámát emeljük, 
azon hallgatólagos posztulátummal élnek a kísérletezők, hogy ez­
által a pontosságot határtalanul fokozni lehet.* De éppen ebből a 
szempontból tekintve a Lagrange-féle interpolációs formulát, annak 
egy, a gyakorlati számítás szempontjából jelentékeny hiányát tapasz­
taljuk. Ha ugyanis n észleletet tettünk, akkor a Lagrange formula 
szerint legelső teendőnk az

6>(x)-(x-aj (x-a2)... (x-an)

megalkotása és ebből kapjuk az ismertetett módon az n—1-edfokú 
(előbb n-j-l adatról volt szó, azért n-edfokú függvényt állítottunk 
elő) közelítő függvényt, a 9?(x)-et, a:

, b2G)(x) +.. .___
(x-a^G)'^ (x-a2)e>'(a2) 'r (x-an)(u'(a/()

-et. Ha most még pótlólag új észleleteket tennénk, az egész szá­
mítást újból kellene kezdenünk, mert az o>(x) megváltozott. Ezért 
tehát a gyakorlati számítás szempontjából arról kell gondoskod­
nunk, hogy olyan közelítő függvényt konstruáljunk, mely az ész­
leletek szaporításával csak egy-egy újabb taggal változik.

Keressünk tehát ismét, de célszerűbb alakban egy <y(x} n—1-ed­
fokú egész függvényt, mely a megadott különböző at, a2)... an 
helyeken ugyanolyan értékeket vesz fel, mint az /(x), vagyis

9’(«2)==/,(«2)1 • • • legyen.
Azt állítjuk, hogy a <f>(x) n—1-edfokú egész függvény ilyen 

alakban is írható:

99(x)=zí0 I-)+A2(x-a,) (x—a2)+
+As(x—at)(x—aa)(x- as)H---- t-A„_j(x—öj^x—a2)... (x—a„_x),

csak az 4i0, A,,... An_, együtthatókat kell megfelelően választani. 
Ha sorban x—aí, x—o2, x—a3,... x—an tesszük, akkor ezen együtt­
hatókra a következő egyenleteket kapjuk:

/■(a1)=.:A0
/•(űaj^Ao+A/aa-aJ
7(a8)=A0+A1(a8-a1)+A2(a8-a1)(a3-a2) a)

I (an) Ao 4- A1(an ax) 4- A2(an ax) (an a2) -f- ■ • •
H"An_j (on íij) («n <J2) • • • (an an—1)

és ezen egyenletekből a keresett d0, Aj,... A„_t együtthatók sorban

* Hogy ez általánosságban nincs így, azt Riuige és Borel egymástól függet­
lenül kimutatták. (Runge: Zeitschrift für Math. u. Phys. 1901. p. 229; Borel 
Verhandlungen des dritten intern. Math. Congresses'.'p. 229. és Fonctions 
de variables réelles. p. 74.)
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meghatározhatók. Ebből egyúttal azt is látjuk, hogy egyetlen egy 
ilyen rác. egész függvény létezik.

Az Ao, A,, A„. .. An_t együtthatók meghatározása igen átlátszó 
alakot ölt, ha a következő új függvényeket, az ú. n. Ampére-féle 
interpolációs függvényeket vezetjük be:

««•) = /■<*), /■.(«) =

melyeknek alkotása könnyen áttekinthető. A második egyenletből:

f 0)=/XaJ+0-ai) /iO)

és ha a harmadik egyenletből f\ (x)-et kifejezzük és ide helyette­
sítjük :

i'Áa2)+(x~a1') o-o ao)-

Ha a negyedik egyenletből »/2(x)-et ide helyettesítjük:

/’(x)=/‘(a1)+(>- aj /1(a2)+(x- a,) (x - aj /2(as)+ 
+(x -aj(x—aj(x—aj/3(x)

s végül:
f (x)^/\öi)+O-«i) A(«2)+O “ «/) O~a2) Á(«3)+ • • ■ 

+0—ai)0 az) • • • 0' un-i) /n—i(aJ +" 
+(x—aj (x- aj... (x- aj fn(x). y)

Ha ezen egyenletben sorban x helyett a2, a3,... an-et tesszük, a 
következő eg; enleteket kapjuk:

í\as)=:f(.ai)+(.aa-ai') /i(U2) + («3-ai) («3-«2) ÁS)

/■(fifn)^/,(ai)+(an-«i)/i(a2)+(«n-«i)(an-a2)/’2(as)+-” 
+ (°n at)(an—a2)... (an an_J fn_ 1(a,1).

Ha /’(aj helyett az a) alatti egyenletek értelmében A0-t teszünk, 
akkor észrevesszük, hogy ezen egyenletek teljesen megegyeznek az 
a) alattiakkal, ha

■do==/"(ai), Aj—/i (a2)i d2—/2 (aj,... An_j ln—i(an)

tétetik, vagyis az interpolációs függvények segítségével a keresett 
Aj,. An... A„_j együtthatókat kiszámítottuk. Eszerint tehát az az 
n—1-edfokú rác. egész függvény, mely a megadott alt... an helye­
ken az /(aj),... /'(a„) számértékeket veszi fel, a következő:

9J>(x)=/’(ai)+/;(aJ(x-aj)-}-/2(aJ(x-aj)(x-aJ+
+fs (aJ O—«J (x~n2~) O-a J+ • •'
+fn-i(an) (x~ai) O’-O • • •
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ahol az /[(x), f2(x),... fn_1(x') meghatározására a /?) alatti rekurrens 
eljárás szolgál.

Ez a (jp(x) n— 1-edfokú Ampére-íéle közelítő függvény termé­
szetesen csak alakjára nézve különbözik a Lagrange-féle közelítő 
függvénytől. De éppen ez az alakja teszi gyakorlati szempontból 
használhatóbbá. Alkalmazása ugyanis úgy történik, hogy az adott 
<7j, aa,...an és az észlelt/'(a1),.../(aj számértékekből sorban kiszá­
mítjuk az Ao, Aj,... An_1 együtthatókat és ezzel az n—1-edfokú (j>(x)-et. 
Ha most még egy új észlelet járul az eddigiekhez, akkor egy új

/■(«n+x)= A>+A(«n+i-ai)+4(°.-+, - aj(anrl—a j+ • 
’L •dn(fln+i fli) (an+i ^a) • • • (an+i an)

egyenletet függesztünk még az a) alattiakhoz és ebből kiszámítjuk 
az An-el és ezzel az új, most már n-edrendü közeliló függvényt 
egyszerűen úgy kapjuk meg, hogy az előbbi £>(x)-hez még az

An(x-a2)(x-a^... (x-aj

új tagot hozzáillesztjük. Minden új észlelet tehát a közelítő függ­
vénynek egy-egy új taggal való megtoldását vonja maga után.

Ha az f(x) helyett egy, az a1, a2,... an-től különböző x helyen 
i 7>(.r)-et mondjuk, akkor az elkövetett hiba, miként láttuk, a kö­
vetkező alakú:

/•(«) (ti
2—f52- (x—a,) (x--a,)... (x -oA

ahol á egy, az ax, a2,... a„, x között levő hely. Eszerint tehát az x 
helyen:

f(r^<jp(x) + A.pl(x--aJ(x-u2) ..(x-aj

Az f(x) ezen alakjának és az interpolációs fitggvénvek segít­
ségével előállított ;«) alatti alakjának összehasonlításából egy igen 
fontos következtetést vonhatunk az interpolációs függvényekre.

A /) alatti képlet szerint ugyanis.

/(xi- (x)+(x-aj(.r-a2)... (x-a„) /„(x),

tehál =
• ii.

Ez asl fejezi ki, hogy az at. a2. . alt számadatokkal az /(a)- 
ből megalkotott n-ik interpolációs függvény az x helyen egyenlő 
az /’(x) függvény n-ik differenciálhányadosával egy, az ax, a2,... an 
és x között (tehát a legszélsőbbek között) levő | helyen, osztva 
n !-al. Ez az interpolációs függvényekre vonatkozó Schu>arz-fé\e. tétel.*

* H. Schwarz Gesammelte Werke II. p. 307.
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Ha itt n=l tesszük, akkor

a = f'G)

összefüggésre jutunk, amely nem egyéb, mint az ismeretes közép­
értéktétel. Ha pedig n= 2, akkor

2 ‘ x—a2
/fa) (q2—0,. )+jf(«3) fa- ^2)+7'(«2) («i —*) /"(£)

(x—a, )(x-u2)(ct2 —at ) 2

más, mint azHa figyelembe vesszük, bogy a számláló nem

! /'fa) ,r 1
| ÍW a2 1

' /<«!> a! 1

detei niinans. a nevező pedig az •r, «2, Oj Vandermonde-féle deter-
minansa, akkor tehát arra a mái levezetett relációra jutunk:

/fa ) x 1
a., 1 ■

l ’

X2

n2

X
o2

1 I

//">) 1 1
i!

ahol £ az x, a.j. és «t között levő hely. Ha it! a, helyett a belül,
helyett ii-j-li-l és x helyett a-f-2h-t tesszük, akkor az

= /-"(rrJ-öh)

relációra jutunk. Az intrpolációs függvényekre vonatkozó ficlub iri 
tétel tehát ezen ismeretes tétel általánosításának tekinthető.

Ha az a,, «2,... an és x helyek mindannyian egykörös a hely­
hez konvergálnak és az /',nl(x) az a helyen folytonos, akkor * 
.Sfawa/’z-tételből a 

származik, mely egyenlet az /'(x) függvény n-clik dilTereciálhánya- 
dosát közvetlenül határérték gyanánt értelmezi.

9. Az interpolációs függvény szünmemáf’ alakja. Az /fa; első 
interpolációs függvénye:

f(x\ = /fa)~/fai) = __/fa). + 
x—a1 x—at <it—x

alakban írható. Ez az alak x és a,-re szimmetrikus ; azaz nem vál 
tozik meg, ha x-et a*-gyei fölcseréljük.
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Azt állítjuk már most, hogy általában az n-ik interpolációs 
függvény, az fn(x) az .r, a17 a2)... an betűkre nézve szimmetrikus. 
Ezen állítás igazolását teljes indukcióval végezzük. Evégből be­
vezetjük először is a z-nek

yy(z)=(z-x)(z-<)(z-aa)... (z - «„_!)

függvényét, melyben x, av a2,... un_t meghatározott, tetszőleges 
számértékeket jelentsenek. y/(z) n-edfokú racionális egész függvény­
nek z szerinti differenciálhányadosa, miként már többször láttuk, 
n tag összege:

^/-(^(z-a/Xz-^).. .(z-a„_1)+(z-x)(z-a2)...(z-a„ ?,>+•••
-K^-x) ("-«!>• • • (~-«/t-8)-

Innen következik, ha rendre z helyébe x-el, «t, «2,... «,lt-el 
teszünk:

V'X.r )=(a- — aj (x -aj... (x - a,,-,), 
W\aJ==(at—x jl^-aj... (a,.., 
V* (an—i)=(an—1—•v) (an—i aJ-• ■ (an—i ^n-a)-

Ezek előrebocsátása után feltesszük, hogy fn -i(x) ilyen alakú:

f (V)_ /’(-r) , /’^i) , £<"2) , , £(«n-i)

ahol ^(z)=(z-x)(z-aj(z-aj...(z-an_j

és bebizonyítjuk, hogy ekkor a következő interpolációs függvény: 
fn(x) ilyen alakú:

/■ = JM_ , /’(«>) , _f_(GJ . . .
n ü)'(x) 6)'(aj «'(a2) w'(azi) ’

ahol: 6>(z)=(z—x)(z—aj(z-a2)... (z—aj

n-f-l-edfokú, megfelelően alkotott racionális egész függvény. A bizo­
nyítás egyszerűen abból áll, hogy az fn(x) függvényt az n—1-ik 
interpolációs függvény segítségével az értelmezés alapján kiszámít­
juk. Ugyanis: 

és az /j)-i(x) és fn-1(an') feltételezett kifejezéseit ide behelyettesítve :

i {___________ £(^)___________
.r-on I (x-^ajíx-aj. .. (x-an_J 
___________ /’(úQ _______
(Gi-x){a1-a2)..Ja1-an_j 7 
_____________ f(.an-i)_____________  
V«„-i-x) («„_, —a})... (ün_t-an_J
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______ _______ £(«n)_______________
(«n~ «i)

a«j___________
(«i - «n) («i - «2) • • • (ai - an-i) 

____________________/ (qn-i)_________________ I 

(qn—i qn)(qn—i qi)- • • (qn-i an—z)

ahol a negativ előjelű tagok a pozitivokból egyszerűen úgy állítha­
tók elő, hogy x helyett a,t-et írunk. Minthogy:

_________________ A«t)  
(aÉ“-t-)(«i-ai)(aí-«2) ■ • • (q~qn-i) 

__________________/W  
<«.—q«)(q~ ql)<^—qa) - - - q«-l)

(®-qn)Aai)
(a,—x-) (at—aj (ar-a2)... (a(—an) ’

tehát, ha bevezetjük a y/(z)-nek megfelelően az n-f- 1-edfokú rác. 
egész függvényt:

<n(z)=(z-x)(z-a1)(z--a2). ..(z-a„),

mely a y/(z)-től csak abban különbözik, hogy még egy z—an

tényezőt hozzácsatoltunk, akkor azonnal látjuk, hogy 
, (x—an) /\ai)kiieiezes nem más, mint: - •

« («i)

az utolsó

Ha már most az elől álló —------ el beszorzunk,x-a„
kapjuk, hogy:

akkor azt

/«(*•) = + /Xqi) , + ... + -f^nL
«'(.r) <y'(aj r <a'(qa) ’’’ w'(qn)

tehát /^(x) éppen olyan alkotású, mint az Azt közvetlen
számítással láttuk, hogy /jx) ilyen alakú. Ugyanis, ha n=l, akkor 
ö(z)=(z—x)(z—ax) másodfokú egész függvény és

"'(^-(z-xj+Cz-aj, tehát c</(x)—x—a2, 6)‘ia1)-a1—x

és így: A(«) = f(*) , f(qi)
x—a, aj—x

Minthogy tehát az a) alatti formula n=l esetében érvényes és ki­
mutattuk, hogy ha n—1-re érvényes, fennáll n-re is, tehát minden 
n-re nézve igaz, hogy:

/n(*> A*) , f\“i) , /'(«2) , ... , JS^sL 
<u'(x) r w'(ar) ”r o'(a2) ’r w'(a„) ’

ahol w (z)=(z - x) (z - a,) (z - a2)... (z- a„)
Beke: A difíerenciálseámitáe. 12
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és a>'(x), . «'(an) az g)'(z) számértékei az x, alt a2,... an he­
lyeken. Ezzel az interpolációs függvényeket a kívánt szimmetrikus 
alakban előállítottuk.

Ha most visszatérünk az Ampere-féle közelítő függvényhez, 
vagyis ahhoz az n—1-edfokú rác. egész függvényhez, mely az 
«i, a2)... an helyeken az /\x)-el megegyezik és melyet

9° (^)=A(x~ ai) AA2(x—a,) (x—«,)-f- • • •

-+ An_^x-a1}(x-a2)... (x-an_f)

alakban állítottunk elő, akkor Ao, At, A2,...AH_1 együtthatókat most 
az adott függvénynek az. n,... aH helyeken fölvett értékeivel köz­
vetlenül kifejezhetjük. Ugyanis azt találtuk, hogy

A) A A= AlAö • • • A=/í (ai-i)? • • Ai—i~fn-

és minthogy általában
y./Ty_ /'(*) , f(<h) , , í(«i)

’ 6>'(x) + mYo.K + «'(a;) ’

ahol G)(r)=(z-x)(z-a1)(z-a2).. .(z—af),

tehát: (az első tagot x--aí+1 helyettesítése után utolsónak téve)

. A= . . ___________ ।
‘ («1 - - «2) («1 - «s) • • • («1 - «í+l)

-t-------------------J I___ o.
(«a -ai)(a2—«8) • • • (a2~aí+i)

,/Xfí+i)_____________
(aí+i - «1) («í+1 - ■ aa) • • • (1 —a,)

10. A Newton-féle interpoláció. Ha

«i —<i, a2—a-\ h, <í3- a-!-2/i.... aH—a-{-(n—l)li,

vagyis az adott alt a2... aH észlelési helyek arithmelikai sört alkot­
nak h különbséggel, akkor azt mondjuk, hogy soquidistans interpo­
lációval, vagy Newton-féle interpolációval van dolgunk. Ez esetben 
a T’(.r) n- 1-edfokú közelítő függvény a következő alakú:

7’ ( .t ) -4, |-Al(,r—u)4-Aa( x — a) (x—a - -/i)-<■
é A3(.r -tó(x—a—h) (x—a—2/i)-f- • • -
+Aí-iÁ‘— a) (x—a—ti)... (x—a—n- '2h i

Számítsuk ki az itt szereplő A,, d2,... együtthatókat. 
Evégből nem kell egyebet tennünk, mint a /?) alatti formulában 
ax, a2,... helyett a, n-|-h, a-|-2/i-t,... helyettesíteni. Vegyük szemügyre 
az egyes tagok nevezőit.
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• • («i-«í+i)=(-l)'l • 2.3. . . l7lf=(-l)'7 ’ 
(a2-ai)(«2—«3)- • • l)1-1 1 • 1 • 2.3... (í-l)/i'=

(a3-«i)(a8—a2)- • • (a3-ai+i)—(-1)'-2 - 2.1.2.3. ..(7-2)h‘=
=(-l)/-22.(í-2)!/tí

(a4—a1)(ci4—a2)... . 3.2. 1.2.3... (í-3)/i’=x
=(-l)f-i,.3!(í-3)!fti

(«>+i —a,) (af+1—a2)... (a/+1- az)=i. (7—1) (i -2)... W=i! lé 

és így a /?) alatti kifejezést fordított sorrendben írva:

Ai “ 7T/7 ( í) f(a+^Ah')+

+ (2 ) - ■•+(- !y/'(a)} ■

így például:
4>=/X«), l{/-(a+70-/(a)},

^2 = ~2^ {f(a+2/i)-2f(a+/i)+/(a)},

4 = 3T/F {/'(<l+3/i)-3/’(a+2/i)+3/’(a4-.'i)-/'(a)}.

Az Ao, Ai, A2,... An_1 együtthatók eszerint meghatároztattak 
az / (x) függvénynek az észleleti a, a-j-h, a+2h,... helyeken fölvett 
értékeiből.

Bemutatjuk ezenkívül még az együtthatóknak egy más, egysze­
rűbb meghatározási módját is, amely lépésenkint állapítja meg a 
számértékeiket.

Azt látjuk ugyanis, hogy Alt = /’(a-j-h)—J\a); vagyis hAx nem 
más, mint az /(x) növekménye az a helyen, ha a változó növeke­
dése h. Jelöljük ezt a növekményt, melyet véges különbségnek is 
nevezünk: J/’(a)-val; vagyis f(a} tesszük. Ezen jelö­
léssel:

A második együtthatóról is észrevesszük, hogy

2h2A2-~ f (a •2/i) - - 2/‘(a-f- 7i)4- /'(a) 

ilyen alakban írható:

/•(a+2/i)-/'(a+h)-[/'(«+/>)-/(«)|.

vagyis az előbbi jelöléssel:

Af(aA-h)—A fia).

Ezt a véges különbséget így jelöljük 42f(a) és az /’(.v) második
1 2*



180 V. FEJEZET.

véges különbségének nevezzük Ezen jelöléssel tehát: 2/íM2= J2/(a)- 
így haladunk tovább. Egymásután értelmezzük a 4/’(a), Asf(a), 

véges különbségeket oly módon, hogy Akf(a)=d[dk~íf(a)]
legyen. Azt állítjuk már most, hogy általában:

4kf(a).

Ezt az állítást teljes indukcióval bizonyítjuk be. Feltesszük 
ugyanis, hogy

<*—1)1 hk~1Ak_1 = f(a-}-k-~~íh) - f(a+k^2h)+

+ (*2 1 j f(«+fc=3/’)+---+(-l)í:--7(a)=Jfc-Y(u) /)

és bebizonyítjuk, hogy a következő

f(a+kh)-(*(J)/(a + k-2/))--+(-l)7(«) <*) 

nem más, mint dkf(a).
Ugyanis:

Akf(a)==A[Ak-1f{a)]—Ak~1f(aA-ti)--j!:~lf(a).

Ha a /) alatti kifejezésben a helyett n+h-t tesszük, lesz:

Jk-'f\a+h)=f(a 4-kh) - f(a+¥=Ah) + /•(a+k=2/I)+...

+(-nr(A'71)/(a+ra1)+...+(-i)*-7(a+h)

és ha ebből a /) alatti Jk-1/(o)-t levonjuk, tekintetbe véve a

(lg \ í \
r ) + ^ r_j ) = r ) egyenlőséget, azt kapjuk, hogy 

J*-i/(ű+/i)- JÁ-7(«W(a+k/i) - (*) /-(a+*=ih)+

+ ( 2i) /•(a+k^h)—*+(-l)V(a),

tehát valóban a J) alatti kifejezésre jutunk, melyről tudjuk, hogy: 
k! t^Ak. így tehát bebizonyítottuk, hogy

A>=/-(a), hA^df(a\ 2h*Aa=A*f(a),... k ! hkAk=Akf(a),...

Eszerint tehát a Newton-féle n—1-edfokú közelítő függvény 
így írható:

^(.r)=/(a) -f-(x—a) + -á2f^(x~a)(x-a-h')+

+ -3 (x-a^ (x~a-h) (x-a-2h)4- • • •

+ r/Jí—(X“a)(;r-<1 • • (x-a-n-2/i)
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és ha még a meghatározott maradéktagot is figyelembe vesszük, 
akkor. tehát az f (x) függvény értéke az x helyen :

/’(x)=/’(a) + -f-^-(x-á) + —^-(x-a)(x-«-/i)+...

+ <x-a')(x-a~h')- • • (x-a-n-2h)+

+ — j— (x—a)(x—a—h).. .(x-a—n—Ih). A)

Még egyszer felírjuk, hogy ezen nevezetes Newton-féle inter­
polációs formulában együtthatókul szereplő véges különbségek:

J/*(a)=/(a+h)-/’(a), Ja/'(a)=/*(a+2h)-2/'(a+/i)+/>(a)... //(«)=
=/(a+*/») - ( * ) /-(a+F=Th) + (£ ) /•(a+E=2h)+- • .+(-l//-(a). fi)

Az A) alatti formulából éppen úgy, mint az általános esetben 
tettük, az sequidistans észlelési helyek esetében is megállapíthatjuk 
a Schwarz-formulát, amellyel a magasabbrendű differenciálhányado­
sokat, miként már jeleztük, mint határértékeket állíthatjuk elő.

Ha ugyanis fölírjuk az A) formula szerint az /(x)-et először 
az n-ik, azután az n-|-l-ik tagig bezárólag, akkor

/•(x)=f(a)+ -J^--(x- a) + ^fi(x-a)(x-a-h)+-..

+ -(n^j)77^r (x-a) (x-a- h)... (x-a-^2h)+

4- - —(x—a)... (x—a—n—l/i)

és f(x)=f(a) + --^(x-a)+ --^-(x-a)(x-a-/i)+...

fn+1(£\ 
+ (í+l)!

ahol tf és i; az a... aA-nh közben vannak, ha x is e közben van.

Tegyük most mindkét formulában: x—a+nh. Akkor az elsőből: 

f(a+nh)=f(a)+ndf(a)+^ " ) ^f(a)+ ( ” ^f(a)+ ■ • •

lesz; a második pedig:
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/■(«+nh)=/’(a)4-nJ/'(a)+^ " ) J7’(°)+ ( 3 p7’(«)+‘-"

tehát bárminő számot jelentsen is h (hacsak az a... a-l-nh szakasz­
ban f(x) mindenütt n+l-szer differenciálható':

r-1 <i> “ - •

vagy részletesen írva B) szerint:

/•(a-rn/O-Í^An+Í^T^ + l 2 ) r~2M+..-+(-l)7’(«)/W=------m------—----
és ha fW(x) az a hely környezetében folytonos, akkor, ba h a 0 felé 
konvergál, a-\-2h,... mind az a-hoz konvergálnak és igy a 
közbenső hely is az a-hoz konvergál, tehál /'('d(a’) folytonossága 
miatt:

W-®------Hl--------HL---------------

Ez az a formula, mely az n-ik diff. hányadost közvetlenül határ­
érték gyanánt tűnteti fel. n—1, n—2 esetében a már ismeretes

/■■(„) = lin, , r(a} = lim f<s
Í1-0 h m h2

képletekre jutunk.

n=3, n=4 esetében :

f''(a) = lim I W-2/i) + 3f(a+M-/Ya) 
h 0 h3 '

pv(ö) = lim /•(a+4/i)-4/'(«+3/l)+6/-(«4 2/Ó-4/-(a+h)+/-(a) 
h-o ll*

A Newton-féle interpolációs formulát sokszor használjuk olyan 
esetben, midőn a-~0 és h—1 ; ezért ezt a speciális alakját külön is 
felírjuk; mindjárt a maradéktagot is hozzátéve:

/'(.r)=/’(0)4-.rJ/’(0)-|-x(x-l) —-f-.r(.v-l)(x—2)~

+ x(x- -1)... (,r-n4-i)^Z^ + • (x~n\

vagy a binomiális együttható jelével:
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f (®)=/(0) + ( í ) <(0) + ( 2 ) ^V(O) + ( 3 ) J3/(0)+ • • •

+ (;:)^7(o)+(41)/-(/!+i,a).
A J/(a), d2j\a), á9f(d),... véges különbségek a már ismerte­

tett módon igen egyszerűen számíthatók ki. Ha ugyanis az /’(a), 
f(af-/i), f(a-\-2h),... számértékeket horizontális sorban Írjuk fel, 
akkor két szomszédos közötti különbség sorban: df(a-]-h\
Aj (a-f-2/i),... és ezen számok közötti különbségek sora:

A2f(a), d2f(a+li), 42/\(i+2h), d2j\a-\-'Ah\...

s í. t., miként a következő összeállítás mutatja:

t\a\ f(a+li), f(a+2h\

Aj\a) dj\a+li) df(a+2h) df(a+3h)...

A2f(a) J2f('7+^ d2/(a4-2Ii) d2f(a-\-3h)...

J9/'(a) J8/(a+/i) J:V(«+2/i) J3/(a-l-3/i)

Megjegyezzük még, hogy ha az A) alatti formulában sorban 
x—a-[ h, a+2h,... a-|-(n— l)/i lesszük, akkor a következő egyenlet­
rendszert kapjuk:

A«+*/»)=/-(a) + ( J ) J/ (a) + ( * ) A2f\a)+•••+(£) ^(a)

Á=l, 2,... Zl—1.
»

Ez az egyenletrendszer a df(á), d2j\a\.., J"~1/’(a)-ra nézve 
lineáris egyenletrendszer, melyből ezekre a B) alatti kifejezéseknek 
kell következniök, azaz ezen egyenletrendszer megoldása:

4V(a)=f(a+Zc/I) - f(a+k=Áh) +

+ (*)/•(«+k=2h)+ • ■ • +(-1 )V(«), 

k—1, 2,... n-i,

amely megint az f(a-\-2ü),... f(a+(n—l)/i)-ra nézve lineáris
egyenletrendszer, melyből az A) alatti megoldások adódnak. Az 
A) alatti rendszer tehát a B) alatti megoldási rendszerének tekint­
hető és viszont.

11. A Newton-féle interpolációs képlet nehány egyszerű alkalmazása. A számítá­
sokat megkönnyítik a következő egyszerű megjegyzések:

1) Ha f (x) = Atft(r) + (x) -f- • • • + Arfr (x),
ahol Aj, A2,. . . Ar állandó számok, akkor:

df (x) = A, zí/i (x) + A2 z//2 (x) ----- é Ar dfr (x),
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mert hiszen:

f(x+h)-f(x) = Al[/1(x+h)-/,(x)] + A2[/2(x+A)-/2(x)]+- ■+Ar[fr(x+h)_fr'x)].

2) Ha (x)=ft(x) .f2(x),

akkor f (x+h) -f(x) =ft(x+h)f2 (x+A) -/,(x) ,f2 (x) =
=/i(x+A) f2 (x+A) -/2(x+A) /2 (x) +/i(x+ h) f2 (x) -/,(x) /„ (x)= 
=fl(X+h) áf2 (X) +f2 (X) Jf, (X),

vagyis: J/ («) =/i(*+A) 4/i (x) +f2 (x) J/, (x)
formula szolgáltatja a szorzat véges különbségét.

3) Az x" véges különbsége, ha n pozitiv egész szám, könnyen meg­
határozható :

zfxn = (r+A)n - x" = nx”"1 A + (") x"-2A2 4----- 1- An,

ebből következik, hogy minden n-edfokú racionális egész függvény véges 
különbsége: n—1-edfokú racionális egész függvény, vagyis a véges különb­
ségelés művelete ép úgy leszállítja a racionális egész függvény fokszámát, 
mint a differenciálás. Ha az n-edíokú racionális egész függvény:

(x) = Aox" -4- A, x”-1 4---- h An,

akkor: J /(x) = nAohxn~l + •••
zP/(x) =n(n—l)A0A2xn-2 + ”- 
zfn/(x) = n!AoAn

és minden magasabb rendű különbség: 0.
4) A legegyszerűbben állítható elő az ilyen alakú racionális egész függ­

vény véges különbsége:

/(x) = (x—a) (x—a—A) (x—a—2A)..: (x—a—n^TA), 
ugyanis: f(x+h) = (x—a+A) (x—a) (x—a—A)... (x—a—n—2A),
tehát: df(x) = /(x+A) — /(.r) = nA (x—a) (x—a—A)... (x—a—n—2A),

vagyis az utolsó tényező elhagyandó és nA szorzóul teendő. Innen tovább: 

d2f(x) = n (n—1) A2 (x—a) (x—a—A)... (x—a—n^BA), 

J»/(x) = n (n—1) (n—2) A8 (x—a) (x—a—A)... (x—a—n—4A),
s I. t.

Ha A=l, a=0 tesszük, akkor az y

binomiális együttható véges különbségei sorban: (n^.|) > »• • •
5) Igen egyszerű még az e* függvény véges különbségének az előállí­

tása is. Ugyanis:
zfe* = ex+h (e*—-1) «+

tehát é* egyszerűen eh— 1-gyel szorzódik. Ebből azonnal következik, hogy: 

J2ea:=(eí,-l)2eac, 48e* = (e*-!)8^,. • • sít.
Ugyanígy: dax = ax(ah—1), 42ax = aI(aft—l)2,...
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6) Ha /(.r) n-edfokú racionális egész függvény, akkor, miként láttuk: 
jn+iy^)—q. vagyis az mj-í-ik rendű differencia: zérus. Az /(0),/(l),/(2),... 
számok sorozatát n-edrendú számtani sornak nevezzük. Az ilyen felsőbbrendű 
számtani soroknál is ugyanazon feladatokkal szoktunk foglalkozni, mint a 
közönséges számtani sornál, (az elsőrendűnél): a Zc-ik tag meghatározásával 
és^a k első tag összegének kiszámításával.

Jelöljük az /(0),/(l),/(2),. .. számokat sorban: n0, a,, a2, • • --vei; és a 
megfelelő véges különbségeket: da„, da,, zíu2,.. ., d-ti0, ... .-el s így 
tovább. Sorban felírva :

n„, at, «2, u3, u4,...
zíu0, dut, du2, dus, . . .

d' u0, zPUt, d2u2,... 
d'll0, d^tli, . . .

így például, ha /(x)=x2, akkor a megfelelő másodrendű számtani sor 
az ő különbségi soraival:

0, 1, 4, 9, ...
1, 3, 5,...

2, 2,...
0,...

Ha f(x)=xa, a megfelelő harmadrendű sor:

0, 1, 8, 27, 64,...
1, 7, 19, 37,...

6, 12, 18,...
6, 6,...

0, ...

Ha f(x)=xA, akkor már előre tudjuk, hogy d*x* = 4l =24. A sor a 
következő (csak annyi tagot írtunk fel, amennyi a számításhoz okvetlenül 
szükséges):

0, 1, 16, 81,...
1, 15, 65,...

14, 50,.. .
36,. ..

24,...
0,...

A felsőbb számtani sorra vonatkozó két feladatot most már megoldhat­
juk. A Á-ik tag ugyanis f(k) az A) alatti formula szerint:

(k) = f (0) + (*) J/(0) 4- (*) zP/(0) +•••+( J) dkf(0),

vagyis: «* = u0+ (*)zta0 + (J2"« + + (£) ^“o-

Az összeg alkotása végett az adott u0, u4, h2, ... sorból ezt a sort' 
készítjük:

0, Uo, M0+«l, Uo+Uj+Ua+U,, . . .
melyet röviden: So, Sj, s2, s;!, .

-el jelölünk; tehát általában és so=0.
A most készített sor, mint azonnal látjuk, szintén felsőbb számtani sor 

és pedig, ha az n(), au a2,... n-edrendű volt, ez a sor n+T-edrendű, mert
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hiszen az első különbségi sora éppen n0, n2,... Ezen sor á4-l indexű tag­
ját, azaz s^+i-et az előbbi formula szerint számítjuk ki: (figyelembe vegyük, 
hogy s,,=0 és Uo-0)

«A-+i = (k j1) 1) du0 + (k+ >) zf2 «„+•••

így például, haf(x)=x2, akkor zio=O, Ju0—1, zEiz0=2, z/3uo=O,... tehát:

sk, t = l2 - 22 + • • • + k2 = ) +■ 2 (k +1 Ld*±.1l'2*±l)
6 ~

Ha fix)--Xs, akkor: uo=0, 1, J2«o-6, z/3zz0—6, J4/;0—0,..., tehát:

s*+, = 1»-f- 2» + • • • + k‘ = (kj1 H- 6 (k’•+•* j 6 (A"~-1) = [—4

7) Alkalmazzuk a Newton-formulát az ev előállítására. Legyen a- 0, h=1.

/(0) = 1, J/(0) = e -1, J2/(ü) -- (e-1)2, zP/(0) - (e-1)8,...
tehát:

e® = 1 -r- x (e—1) + (*) (e-1)2 + (*) (e-1)8 + •••+( ®) (e-1)" 4-

ahol 0<£<x vagy 0<£<n. Ha x pozitív egész szám és ha x — m<n, akkor 
a jobboldalon a maradéktagtól eltekintve, racionális egész függvény áll, 
mely az m-f-1 számú: 0,1, 2,... m egész értékekre nézve megadja az e®-et, 
mert hiszen a binomiális tétel szerint:

1 + m(e-1) + (™) (e-1)2 + •••+■ (™) (e-1)"1 = (1+e-l)"1 = e”>.

12. Az Hermite-fóle interpoláció. A Lagrauge-féle interpolációs 
formulával olyan n-edfokú racionális egész függvényt határoztunk 
meg, mely n-f-1 megadott helyen az /(x) függvény megadott érté­
keit vette fel. A véges Taylor sorral pedig olyan n-edfokú racioná­
lis függvényt állapítottunk meg, melynek egy megadott helyen az 
értéke és első n-differenciálhányadósának az értéke megegyezett az 
/(x) és az ő differenciálhányadosainak megfelelő értékeivel. Közel­
fekvő gondolat már most olyan racionális egész függvény kere­
sése, mely az /(x) függvénnyel a megadott alra2,... alt helyeken 
megegyezzék, azonkívül pedig ugyanezen helyeken, vagy e helyek 
egy részében, mondjuk az a,, a2,... ar (r<ri) helyeken a közelítő 
függvénynek az adott /'(x)-el megegyező differenciálhányadosai 
legyenek ; és ugyanezen helyeken, vagy ezek egy részében, mond­
juk az a,, a.,... as (s<r) helyeken a második differenciálhányadosok 
is megegyeznek s i. t.

Ezúttal csak ezt az egyszerű feladatot akarjuk tárgyalni: 
Határozzunk meg olyan ^(x) racionális egész függvényt, mely az 
/'(x)-el a megadott at, a.,,... an helyeken megegyezik, azaz:

^ («,)=/•(«,), ®(u2j-:/•(<)... <jp(a„)=f(a„)

legyen és ezenkívül az a,, n2, a3,... ur (rcn) helyeken a <p(x) diff.
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hányadosai is megegyezzenek az /Y.r) megfelelő differenciálhánya­
dosaival, azaz:

legyen. A g’(.r) racionális egész függvénynek tehát n-f-r feltételt 
kell kielégítenie. Azt állítjuk, hogy ezeket egy n-f-r -1-edfokú ra­
cionális egész függvénnyel elérhetjük. Ha ugyanis </>(x)-et ebben 
az alakban írjuk:

<p (:x)=A^ -> . +An+r_1,

akkor tehát az Ao, A,,... An ._r_x n.4-r számú együtthatóknak ezen 
egyenletrendszert kell kielégíteniük:

4«F+r“1 + r"2+ • • • +An+r_1=/-(a,)
i-~ i. 2,... n

(n+r-1) .40o?+r- »+(n+r__ 2)^4+'-«+ - - • -f- An+r_2=f'(ak) 
lc^-1, 2,... r.

Megmutatjuk, hogy ezen egyenletrendszer determinánsa nem 
lehet 0, ha az a,, a2..., an különbözők, vagyis, hogy ez a rendszer 
az A„, At,.:. A^^^ számokra nézve mindig megoldható és így a 
keresett n-f-r—1-edfokú racionális egész függvény meghatározható.

Tegyük fel az ellenkezőt, vagyis azt, hogy e determináns 0. 
De úgy legyen c determináns 0, hogy nem tűnik el minden első 
rendű aldeterminansa. Ha valamelyik sorhoz tartozó aldeterminan- 
sokat, melyek között feltételünk szerint el nem tűnő is van, Co, Ct, 
C2!... Cn+r_j-gyel jelöljük és ezekkel sorban a determináns egyes 
sorait megszorozzuk, akkor, minthogy a determináns feltétel sze­
rint 0, a következő egyenleteket kapjuk:

coar'-1+cx+r-2+• • •+cn+r_1=o.
i-=i, 2,... n

(n+r— 1) Conr r-2+(n+r-2) + ■ • • 4- Cn+r_2=0
2.... r.

Ez más szóval azt jelenti, hogy a

y/ (x)= Cox"+r-‘ + Crr"+'-*+• • • + Cn+r_t

n-j-r—1-edfokú egész függvény eltűnik, ha x—alt a2,... an és a 
y/(.v) eltűnik, ha x helyébe alf a2)... ar, vagyis y/(.r)=0 egyenlet­
nek az ax. a2,...atl gyökei és pedig az első r: az a1,a2...ar 
kétszeres gyök; a y/(.r)=0 egyenletnek tehát n-f-r gyöke volna. 
A i//(x) azonban csak n-f-r—1-edfokú. n-f-r gyöke tehát az esetben, 
ha a C„, Cj,... Cn+r_i nem csupa zérus, nem lehet.
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Arra jutottunk tehát, hogy ha a rendszer determinánsa zérus, 
akkor kell, hogy mindenik aldeterminánsa is 0 legyen. Ha az első 
oszlopot és az utolsó sort elhagyjuk, ugyanolyan alkotású deter­
minánst kapunk, mint az eredeti volt, csak rendszáma eggyel ala­
csonyabb. Ez is csak úgy tűnhetik el, ha minden aldetermi- 
nansa 0 s i. t. r lépés után azonban már a diff. hányadosokra vo­
natkozó összes r sort elhagytuk, a megmaradó determináns nem 
más, mint az ax, a2,... art Vandermonde-féle determinánsa, mely 
nem lehető, ha az a,, a2,... an között egyenlők nincsenek. Eszerint 
tehát az a feltevés, hogy a szóban forgó egyenletrendszer deter­
minánsa 0, nem állhat meg és így valóban az Ao, A,,... An+r_, 
együtthatók teljesen meghatározhatók, vagyis elvben kimutattuk, 
hogy létezik egy oly n-f-r—1-edfokú racionális egész függvény, 
mely teljesíti ezen n-]-r kívánságot:

9’(ai)=/‘(«iX 9’(«2)=/’(«2),-- f(an\ 
(ar)-

Magasabb fokú rác. egész függvény természetesen számtalan 
sók ilyen készíthető. Ha ugyanis

w(x)=(x—aj2(x—a3)a... (x~af)a(x—ar+1)... (x-on) 

tesszük, akkor, mint azonnal látjuk, ca(x) az at, a2,... an helyeken 
és ®'(x) az at, a2)... ar helyeken eltűnik, tehát minden ^(x)-)- 
-f-^/(x).6j(x) alakú függvény, melyben tp(x) tetszésszerinti rác. 
egész függvény, szintén teljesíti az n-f-r feltételt.

A keresett g>(x) közelítő függvény megalkotása már most a 
következőképpen végezhető: Legyen V'(-r) azon n—1-edfokú rác. 
egész függvény, mely az a„ a2,... an helyeken az . /’(«„)
értékeket veszi fel. Ez a ip(x') akár a Lagrange, akár az Ampére- 
féle alakban előállítható. Az első formája:

' <q*> + _£<q?L - ... , «(-r)
x—a-L G>'(a2) x~a2 a'(.an) x~~an ’

ahol <y (x)=(x—a,)(x— a2)... (x—a„).

A második formája pedig

V/(-r)=/’(ai)+/i(«3)(^-a1)+/’a(a3)(v-a1)(x-aa)+-

ahol az /,(x), /'2(x),... f'n_l(x') az /’(x) Ampére-féle interpolációs 
függvényei.

A y(x)—y/(x) eltűnik az an a2,... an helyeken. Ezért a keresett 
9>(x)-et már most ebben az alakban írjuk:

(x)—y (x) 4- a (x) p (x),
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ahol p(x) egy még ismeretlen r—1-edfokú rác. egész függvény. 
fi)(x) pedig a már használt (x—Oj)(x—a2)... (x—an).

Ha x helyébe sorban rq, a2,... an-et tesszük, akkor a y/(x) 
sorban az /'(a,), f(a2\... f(an) számértékeket veszi fel és minthogy 
w(.r) ezen helyeken eltűnik, tehát valóban:

••• (««)=/(<»„)

első n követelmény teljesítve van. A p(x) meghatározására a további 
követelmények szolgálnak. Ugyanis:

fjp'(x)= t//(x)+<<> (x) p'(x)+<y'(x)p(x)

és ha itt x helyébe sorban a,, «2,... ar-et tesszük, akkor (minthogy 
w (rtj) (íi2) =•••=; fi> (ar)—0)

y'(a1)r=y/'(a1)-t-6/(a1)()(«1), ■ • •
9?'(ar)-y>\ar)+fi)'(ar) <? (af), 

vagyis kell, hogy

e(„,)=f&wíw,nww 
' ' 17 6)(ö1) ' 6)(«r)

legyen. A ,(>(x) tehát olyan r- 1-edfokú rác. egész függvény, mely­
nek az a2,... ar helyeken ezen megadott értékei vannak. Ezek 
segítségével a p(x), pl.: a Lagrange alakban:

o(x\- r,'.nJ-v\aJ
* fa'fajifii^cq) x—«j r fi)'(a2) fi)2(a2) x—a3

f\ar)-ifj'(ar} J2ÁX2 
x—ar'

ahol 6)j(x)=(x—at)(x—a2)... (x—ar).

Valamivel áttekinthetőbbé válik a számítás, ha előre a Newton­
féléhez hasonló alakban írjuk fel a közelítő </>(x) függvényt a kö­
vetkezőképpen :

9p(x)=A04-A1(x—aj4------pA^/x-^Xx-aa).., (x-aZ! _t)+
-f-(x öi)(x’ a2)...(x—<ifl)[Z/o —|-ZJ1(x —ax)+
4-fí2(x—njíx—ü2)4----- HB,._1(x-a1)(x—a2)... (x-ar_j)|. A)

Az első sorban álló kifejezés az, amit előbb ?//(x)-el jelöltünk, 
a második sorban a zárójelben álló r— 1-edfokú rác. egész függvény 
pedig az előbb ()(x)-el jelölt kifejezés. Az itt szereplő

■do, Aj... An„j, /Jo,... Wr_j

együtthatók meghatározása rekurrens úton eszközölhető. Ugyanis, ha 
sorban x helyébe a1; a2,... a„ tétetik, akkor sorban az 4, A1?... An_t
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kiszámítható; mert hiszen g’(aa),... 99 (an) föltételünk szerint: 
/ (at), f (a2)i • ■ ■ / (nn) megadott értékekkel egyenlők. Az így meg­
határozott együtthatók már az egyszerű interpolációnál szerepel­
tek, vagyis Ii(^ai+1), ahol /\(x) az í-ik interpolációs függvény.
A további B0,B1}... együtthatók kiszámítása végett állítsuk elő 
^(x) diff. hányadosát, a már meghatározott részt »/>(x)-el és a záró­
jelben állót p(x)-el jelölve:

y'(x)=y/'(x)-|-(x- aj(x—«2)... (;r-an)(/(>)+
+tt>'(x)a^+B'.ix—aj (a - a2)-l------{-
+Bf_1(x-«1)... (x-a^j)]

és így, ha sorban x helyett a1( a2,... ar-et tesszük, a Bo, B,,... Br_, 
egymás után meghatározhatók.

Végül meghatározzuk itt is a maradéktagot. Ha az /’(x) helyett 
az előbbi, A) alatti kifejezést mondjuk, akkor bizonyos hibát köve­
tünk el, mely az at, a2,... an helyen zérus. Ha x=ft, akkor a hiba: 
f(b)—gp(b). Jelöljük ezt a hibát így:

(ö—o,)2 (b— a2)s... (b—ar)2 (b—ar+1)... C

és alkossuk meg a

F(x)=99 (x)-f-(x- aj2 (x-aj2... (x-ar)2 (x-ar+l)... (x- u„) C 

racionális egész függvényt. Minthogy a y(x)-hez függesztett tag az 
a2)... an helyeken eltűnik és e tag diff. hányadosa az a,, a2,.. ar 

helyeken zérus, tehát F(x) is olyan rác. egész függvény, mely 
az cq, a2....an helyeken az /’(x)-el megegyezik és azonkívül az 
at,a2,... ar helyeken az F'(x) ugyanakkora, mint az f(x). Ezen­
kívül azonban még n b helyen is F(by=f(b), mert hiszen a ?9(b)-hez 
járuló tag éppen a hiba- f(bi)—<p(b)

Ár. F(x) tehát az n-|-l számú; «t, a2,... alt. b helyeken meg­
egyezik az /\.r)-el; tehál. e helyen: <?(.r)=F(x)—/‘(.r)—0 és így a 
Rolle-tétel értelmében <F(x) n közbenső helyen: zérus. De <F(x) 
ezenkívül még a megadott at, a2,... ar helyeken is 0, tehát (P'(x) 
összesen legalább nj-r helyen tűnik el Következésként <F’(x) leg­
alább n-f-r- i közbenső helyen váltK zérussá, d>' (x) pedig n-f-r-2 
helyen s í. t., végül 0<n+r> legalább 1 olyan helyen válik zérussá, 
mely az a,, a2,... an és b között van. Jelöljünk egy ilyen he­
lyet £-vel.

Minthogy gn(x') csak n4-r— 1-edfokú, tehát;

0(n+r) _ y(n+r) (x) + (n r) ! C
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Eszerint tehát (ha /> helyeit .v-et írunk):

/7.r)=y?(a')4-

H (•'• as) .. • (yv- ar)2(.v — ar*j)(x íif l 2)... (.r—an).

13. Az interpolációs formula alkalmazása a táblázatoknál. Nem akarunk túl 
ságosan a részletekbe hatolni, azért csak inkább példaképpen mutatjuk meg, 
hogy a logarithmus táblázat használatánál elkövetett hibát mennyivel pon­
tosabban lehet az interpolációs képlet segítségével megállapítani, mint a 
Taylor sorral, ahogy eddig leltük ' Tegyük fel, hogy a táblázatból kiveheljük 
a v jegyG egész számok logarithmnsait. Ilyen v jegyű szám legyen A', a 
következő; Nd-1. Határozzuk meg az Ar+x logarithmusát, ahol x<l. Az

/(•»•) =/(0) + xJ/(0) +

formulát használjuk, ahol ,lf(0) =/’(!)—■f(0). A jelen esetben: /’(x)=log(,V4-x), 
tehát/(Ol—log.V, J/(0)—log(iV-f-D—log A’, /"(x) pedig (természetes logarith­
mus esetében): r=- és így:(AT-|-x)a °-'

log (A'4-x) = log AT 4- x [log (IV-j-l) - log AT] - —'

Ha Briggs-féle logarithmusról van szó, akkor M = 0'4343-el szorozva 
mindkét oldalon, azt látjuk, hogy ha a rendes eljárásnál N-\-r logarithmusát 
úgy határozzuk meg, hogy log xV-hez a táblabeli különbség [logt'Ar4-1) —loglVj 
x-szeresél hozzáadjuk, akkor a hiba kisebb, mint:

x(l—x)
4Va

Az x(1 —-x) maximális értékét éri el, ha x =-^ , vagyis a hiba kisebb, 

mini: A v jeUyö nagyobb 10*'_,-nél, tehát a hiba

0<A< 1
16.10"1-2' ’

így például, ha,v—4, vagyis a táblából 4 jegyű számok logarithmusai 
vehetők, akkor ■ tehát a közönséges interpolálás 6 tizedes jegyre
pontos minden esetben, sőt ha A7 1200-on túl van, akkor már h < pg-j^pj-j(p '- 
<o vagyis 7 jegyre pontos a számítás. Ha v=3, azaz a táblából csak 3 
jegyű szám logarithmusát vehetjük ki, akkor a rendes interpolálásnál elkövetett 
• ihiba n-. • Ha azt akarjuk, hogy a számításunk 5 tizedese pontos

ib. 1U‘
legyen, akkor kell, hogy

1 - 1
16N2 2.105

legyen, miből N>112 következik; vagyis azt látjuk, hogy ha 5 jegyű loga- 
ritbmustáblával dolgozunk, akkor elégséges volna, ha 3 jegyű számok loga­
rithmusai foglaltatnának a táblázatban, vagyis 100-tól 999-ig terjedő számok; 
4 és többjegyű szám logarithmusát már a rendes interpolációs eljárással
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lehetne meghatározni. A hiba kisebb, mint .. . 10 B, ha :V>112; de ha N<112,
1 * a hiba akkor is kisebb mint -z-x-10-8.l’O

(Már ebből a néhány megjegyzésből is látszik, hogy ha 5 jegyű loga- 
rithmustáblát készítenek, akkor nagy pazarlást végeznek, midőn a táblá­
zatba 1000-től 9999-ig levő számok logarithmusait teszik. Elégséges volna 
100-tól 999-ig terjedő számok logarithmusainak közlése, legfölebb — nagyobb 
pontosság kedvéért — olyan póttáblázattal, melyben 1000-től 1120-ig levő szá­
mok logarithmusai volnának meg.)

Most a visszakeresésnél elkövetett hiba meghatározásával akarunk fog­
lalkozni. Tegyük fel, hogy a megadott logarithmus a táblában megtalált 
a—log A7 és b=log(A’4-l) között van, vagyis a megadott logarithmusunk: 
a-t-x, ahol x<zb—u. Az a-t-x-hez tartozó numerus tehát N+g, ahol J/<1, 
vagyis: log(A74-i/)=ro+x, azaz:

N+y = 10*,+:r.
Fejtsük ki az /(x)=10"+a: függvényt a Newton formulával a második 

tagig, h=b~a téve.
/(x) =/(0) + x^M + r(Í)1

/* jí
A jelen esetben:

/(0) -10" = N, 4f(0) - 101’- 10" = 1, /"(£) = lO"^ (log 10)a,

tehát: N 4- y = N h- i(y>+í (iog io)=, 

vagyis közelítően: U log (A 4-1)—log A’ ’

azaz: a+x-hez tartozó numerust úgy kapjuk meg, hogy az a-hoz tartozó 
numerushoz (A’-hez) hozzátesszük az y pótlékot, melyet úgy határozunk meg. 
hogy az x többletet a táblabeli különbséggel elosztjuk. Az elkövetett hiba 
meghatározása végett tekintetbe vesszük, hogy x(x—b4-a) maximális (abs.) 
értékét, éri el, a0...(l>—a) közben, ha x = - a” , tehát |x(x—b-j-a)-<f'1 , 
10'4'®<10b = N+1, tehát a hiba:

(A’+l) (log 10)2. o
De b — a = log(AT+l) — logJV = logAT(l 4- —■) — logAT = log(l .4- -y ) és 

log (1 4- -y) < -4^- és minthogy log 10=-^, tehát a visszakeresésnél alkal­

mazott interpolációnál elkövetett hiba :

8A7;

* Ugyanis log(l-f-z) = z—2ÍíL~#~i2'' 'ia a Maclaurin sorát a
második tagnál berekesztjük, tehát

log (14-z) < z.
Itt a log természetes logarithmust jelent; tehát Briggs-féle log (l-f-z) < Mz. 
Ha z — y tesszük: log (1 4- -y) < y- ■
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Ha tehát a táblázatban v jegyű egész szám logarithmusa van, akkor 
AÍ>10’’-'1 és AT<10'-l, tehát:

8.10' 2

így például, ha »•—4, akkor a numerusnak interpolációval meghatározott 
2 tizedes jegye pontos.

Feladatok és gyakorlatok.

1. Ha /(x)=x3+5r2-3a;+l, állítsuk elő f(l)-et,/'(l),/"(l),/’",(l)-el és 
rendezzük az /(xj-et x—1 hatványai szerint.

2. Rendezzük a 3X4—5x3-|-2x2+4j — 1-et x—1 hatványai szerint.
3. Ha az. /(xj—a^r'1 ~----- (~an racionális egész függvényt például

x—a hatványai szerint akarjuk rendezni, akkor egymásután ki kell számíta­
nunk az f(x'), f'(x'), f" (x),. . .-et az a helyen. Ezt a számítást, vagyis az x—a 
hatványai szerint haladó Taylor-sor együtthatóinak a meghatározását kissé 
könynyebbeu is elvégezhetjük. Ugyanis az /(xj ilyen alakra hozandó:

/(x)=An+A„:.i(x—a)4-An_2(x—a)24-----:-A0(x—a)".

Ebből látjuk, hogy ba az J\x) egész függvényt x—a-val osztjuk, hányadosul: 

fi‘x)=An-i+A:, .2(x—«) i-A„ 8(x—a)24----- Mn(.v—a)"”1
-et és maradékul .4„-et kapjuk. Ha az Jj(x)-et osztjuk x-a-val, hányadosul az

f,. (x)=AJl_a4-A,1_.1 (x-aH----- t-A0 (x—a)"-2

n—2-edfokú racionális egész függvényt kapjuk és maradékul An ,-et s i. 1. 
így egymásután meghatározzuk az An, A„_i, An_2,. . . együtthatókat. Nem kell 
tehát egyebet tennünk, mint egymásután x—a-val osztani. Ez pedig könnyen 
végezhető. Ha ugyanis aox'l4-UiX-"-14-a2x"-24----- |-an n-edfokú racionális
egész kifejezést osztjuk (x—a)-val és az eredményt

/>oX"~1-|-/>1x"-2+ö2x"-’+ •••+&„_, + -^y-

-val jelöljük, akkor

aox"+ai x" ‘H----- 1- a„ — [boX"-*-)-^ x" 24-&axn~8-|----- 1- b„ t 4- ] (x—a) —

— boxn+(bt—boa) xn~1+(ba—b1a)x"“24----(-(bn—bn , a),
vagyis b0 - a0

bt = at + baa 
ba - a2 4- t>! a 
b3 — a3 + b2a

bn — u,i 4- bn_ta;

ebből a képletsorból a hányados ö0, bt, ba,... bn együtthatóinak egyszerű 
meghatározási módját olvashatjuk le. A A-ik együtthatót úgy kapjuk meg, 
hogy az osztandó A-ik együtthatójához hozzáadjuk a hányados már megtalált 
k—1-ik együtthatójának a-szorosát. Ezt az eljárást egyszerű schemába fog­
lalhatjuk, melyet egy példán tüntetünk fel: Legyen az osztandó: 5x*—3x34- 
4-2X2—8x4-3, az osztó : x—2.

írjuk fel az osztandó együtthatóit és ezektől jobbra a 2-t és alkossuk 
meg sorban az előbbi formula szerint a b0, bt, b21... együtthatókat:

Beke: A difrereneiálszámitn«. I.
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5, -3,
5, 7,

2. -8. 3 12
16, 24. 51 I

Ha tehát az osztást elvégezzük, hányadosul 5x8-4-7x2-»-16x4-24-et és ma­
radékul 51-et kapunk. Ha az adott 5r‘—3xs4-2x#—8.r+3 az x—2 hatványai 
szerint volna rendezendő, akkor 51=A4. Az A3 meghatározása végett folytat ­
nunk kell az osztást. Az 5x3-^7x24 16x+24-ct kell tovább osztanunk x—2-vel. 
Az előbbi schema szerint: **

5, 7, 16, 24 I 2
5, 17, 50, ,124 I

maradék 124, vagyis As=124.a hányados: 5x2+17x-f-50, a

5,
5,

17,
27,

50 1 2 
.104 1

A2—104.
5,
5,

27
,37

2

miből Ai=37 és Ao=5. Nem is kell mindig újra leírni a hányados együtt-
hatóit, hanem egy schemában kaphatjuk a kívánt A4, As, .. együtthatókat:

5, 
5,
5, 
5,
5,

-3, 
7,

17, 
27, 
37

2, -8, 3
16, 24, ,51
50, ,124

,104

2

5

Az aláhúzott számok a keresett együtthatók és így

/(x)=5 (x-2)«+37 (x-2)s+104 (x-2)*+124 (x-2)+51.

Állítsuk elő a 7x*~58a-''—23x'14-6x3—2r24-8-at a) x—1, b) x-t-1, c) x—2, 
d) x-4-3 hatványai szerint rendezve.

4. Bizonyítsuk be, hogy /(x) racionális egész függvény (x—a)2-el akkor 
és csakis akkor osztható, ha f(a)—0 és /'(«)=0.

5. Bizonyítsuk be, hogy /(x) racionális egész függvénynek x—a A-szoros 
gyöke, ha /(a)-0, -*’(a)=0. fk>/ai^0.

6. Határozzuk meg azt az /(x) hetedfokú racionális egész függvényt, 
mely 1-gyel növelve (x—l)‘-el és 1-gyel kisebbítve (x4-l)*-el osztható.

7. Az é* Maclaurin sora. DL1" •, tehát x=0 helyen mindenik diff. 
hányados: 1. Ezt így is szoktuk írni: iDner)f„ vagy (-^pr) , vagy (e*)0n), ahol 

a jobboldalon álló 0 azt jelenti, hogy a differenciálhányados az x=0 helyen 
veendő. Eszerint tehát:

-»<2 j-3e2=l + x + yr + Tr + ^- + ...+ xn
(n-l)I n!

Az utolsó tag a Lagrange-féle maradéktag. A Cauchy-maradéktag volna : 
xn (1-91)n~1 e*,x „ . ' ,,------ 7---- ----------- “a tesszük, akkor:(n-1)! 

111 1e - 1 + 1 + J + y, 4--jy- + - + + —

-et kapjuk, ahol #<1. Ez a formula az e kiszámítására célszerűen alkalmazható.
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Az egyes tagok sorban könnyen kiszámíthatók; ugyanis a /c-ik tagot az elő­
zőből egyszerűen úgy kapjuk meg, hogy azt /c-val elosztjuk Az egyes tagok 
rendre a harmadiktól kezdve:

4-= 05

4- = 0-166666666667 
o I
-i- = 0-041666666667 
4 !

~ - 0 008333333333

~ - 0'001388888889 o!
= 0 000198412698

~ = 0 000024801587 o I
A-= 0000002755732 

»7 !
= 0 000000275573

~ 0'000000025052

- o 000000002088 I

= 0 000000000160

~ = 0 000000000011 14!________  _____
2 718281828457

A hiba, amelyet elkövetünk, ha a számításban az n-ik tagnál megálla- 3
podunk: -^y, de minthogy e<3, tehát a hiba yy-nál kisebb. A jelen eset­
ben, midőn n=15, a hiba, az utolsó jegyben történő elhanyagolásokon kívül 
kisebb 3.10-12-néL Pontosabb számítással azt találjuk, hogy

e = 2-718281828459045 ...

tehát ez a számítás 11 jegyre pontos,
8. Az e előbbi alakjából következtethetjük, hogy e nem lehet racionális 

3zám. Tegyük tel ugyanis, hogy e racionális és pedig legegyszerűbb alakjá­
ban: — ■ De e ebben az alakban írható, ha a sorfejtésben a q+l-ik tagnál 
állapodunk meg:

111 1 e9
e=! 4- J + -2+-3f+ T!~ + "’+ 9T + -(7+í)T'

Ha most mindkét oldalon q!-al szorzunk, a baloldalon feltételünk sze­
rint egész számot kapunk [p(Q—1)!]; a jobboldalon azonban az egész rész 
mellett marad még: ——j-, mely nem lehet egész, mert a számláló 3-nál 
kisebb, a nevező pedig nagyobb. Eszerint tehát e nem lehet törtszám.

13*
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9. A1 Maclaurin sora (A pozitív szám).

(A*)'=AxlogA, (A*)"=A*(IogA)»,.. .

tehát: (Ax)0 = 1, (A*)'o = log A, (Ax)'o' = (log A)2,...

, . . , . . , x*(logA)a . Xs (log A)3 .és így: Ax = 14-xlogAH----- -----------------, +...

Határozzuk meg a maradéktagot I

10. Mutassuk meg, hogy ha x pozitív szám: 
.,2

e* > 1 + x, e* > 1 F x +

és: e-x>l —x, e~x< 1 — x-k-■
£

11. Ha 0<x<l, akkor az előbbi ex>l+x egyenlőtlenségből a következő, 
ontosabb egyenlőtlenséget is levezethetjük: ex>l+x-ből:

e (1 - |) > (1+x) (1 -1) = 1 +1

De x<l, tehát x2<x és igy a jobboldali kifejezés 1-nél nagyobb, tehát:

1 Tés igy: a) >-------- , bj e x < 1 —
1- — 2

következik. Különösen ez az utóbbi nevezetes, mert a 10) alattival össze­
vetve, azt látjuk, hogy ha x<l, akkor:

1 -x<e X<1 -4-

12. írjuk fel a sinx, cosx Maclaurin sorait a Lagrange-féle maradék­
tagokkal 1

13. Í juk fel a log (l-f-x) Maclaurin sorát a) a Lagrange-féle, b) a Cauchy- 
féle maradéktaggal!

14. Írjuk fel az (l+x)m Maclaurin sorát a) a Lagrange, b) a Cauchy ma­
radéktaggal !

15. Mutassuk meg a Taylor sor segitségével, hogy w-nél kisebb pozitív
x-re nézve sinx<x, sinx>x—g-, továbbá, hogy

, X2 _ X2 X*
cosx>l---2" és cosxcl----2*■*"47”

18. Legyen F(x) =/(x) <p"(x) —/'(x) y'(x)+/" (x) y(x). Határozzuk meg 
F'(x)-et!

17. Legyen F(x)=/(x) y><p’(x)-/'(x) ^P-^x^-f"(x) ^-':-a’(x)-/'"(x) ^P’3*-!-
+ •■•+(—l)p/<p)(x)<p(x). Számítsuk ki F'(x)-et! [p pozitív egész szám.]

Azt az érdekes eredményt kapjuk, hogy

F'(x) =/(x) ^p+’>(x) + (-l)P/<P+”(x) »>(x).

Ha F(x)-re a középértéktételt alkalmazzuk, F(b)—F(a) = F'(£)(b—a) a 
jelen esetben:
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F(b) -F(a) =f(b) ^P>(b) -f'(b) ^-"(b) + ■■■ + i~l)PfP\b)v(b) - 
- [/(.a) ?><?» (a) -/'(«) ^pl)(«) + ••■ + (-l)P/P’(a) <P (a)] = 
= Lf(f) ^P+1' (© + (-l)P rp+1> (£) V (5)] (b-a).

(b—x^P írjuk fel ezt a középértékrelációt az esetben, midőn <p(x) —■-----p-; mu­
tassuk meg, hogy ekkor a Taylor sort kapjuk a Cauchy-féle maradéktaggal!

18. A Lagrange-féle maradéktagban előforduló Ó-ra vonatkozólag a 
következő megjegyzéseket tehetjük: a) Ha f(a+h)-l kifejtjük és először az 
n-ik, azután az n+l-ik tagnál állapodunk meg, akkor (Lagrange-féle maradék­
taggal)

f{a+h) = f(a) + hf(a) + ■ • • + =

miből :

és minthogy:

tehát:

Innen:

=I/w+vw+...+^»taü,

/<«(«+»/,) =

/n> (a+&h) - (a) + &h fn bl> (a+&2h),

(a+M)
~ (n+1)fn+lHa+»2h)

miből, ha/''"+1,(xj az a helyen folytonos és nem 0:

lim 0 = —~rh-o nj-1

Ha fn+v(x) az a...a+h közben folytonos és 0-vá nem válik és maxi­
muma M, minimuma m (mindkettő tehát vagy pozitiv vagy negativ), akkor ha 
pl. M és ni pozitivok:

111 <.? e M
(n-j-1) M ' (n-f-l) m

Ha /(xj n+l-edfokú rác. egész függvény, akkor M—in, tehát g =
Általában, ha — és viszony mindenik diff. hányadosra korlátos, 

akármekkora legyen is n, akkor
lim í> — 0,Jí«“CO

tehát d az n növekediével 0-felé konvergál.
19. A Cauchy-féle maradéktagban szereplő & megközelítése így végez­

hető : Az n-ik Cauchy-maradéktag egyenlő az n-ik Lagrange inaradéktaggal, 
tehát:

(l-g)" -V<n)(a+»A) __ /">(«+»,/!)
(n—1)! n! ’

miből: . y 1 fM(a+»th) 
V n fn>(a+»h)

Innen megint következik a már említett feltételek mellett, hogy
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n~l/-T
Ha f(x) n-edfokú egész függvény, 9 — 1 — |/ -- ■ Általában a 18é-ban emlí­
tett feltételek mellett (ha ismét más Af>0, m>0)

és ugyancsak az előbb említett feltétel mellett lim#—0, mert lim l/ — — 1. 
/1--O0 n oo r /i

20. Fejtsük ki Maclaurin sorba az n-ik tagig (1-i-x) log (14-x)-et. Hatá­
rozzuk meg a Cauchy-féle maradéktagot!

21. Fejtsük ki Maclaurin sorba az arotgx-et! Ehhez? szükségünk van 
az arctgx-nek és differenciálhányadosainak értékére az x=0 helyen. Ezeket 
a kővetkező meggondolással határozhatjuk meg. Ha y = arcig x, akkor

!/' = y~S-; vagyis: (l+x»)y'=l

és ha itt mindkét oldalon n-szer differenciálunk, a baloldalon a Leibniz sza­
bályt alkalmazva:

(1-f-x2) g n+,)+ 2nxpt“> -|- n (n—1) 1) = 0.
Ha g'Al-al jelöljük a Zr-ik differenciálhányados értékét az x=0 helyen, 

akkor tehat ezen egyenletben x—0 téve:

= 0.

Minthogy tehát ha ezen egyenletben n=2 tesszük, azt kapjuk,
hogy y"'——2.

Ha pedig most n—4 tesszük, y^~il Ha n=6, akkor j^7 — — 6! és már 
ebből a nehány esetből is kiolvashatjuk, hogy az arctgx páratlan rendű diff. 
hányadosai az x=0 helyen ezen egyszerű szabály szerint alkothatók meg:

(2m)!

Megerősíthetjük ezt az állításunkat teljes indukcióval. m=l-re érvényes, 
mert g,',"——2. Tegyük most az alapegyenletben n — 2m + 2; akkor ebből 
x=0 téve: 

I/(W+S) + (2m+2)(2m+l)i/“'+’>-0,

•#»m+»)=-(2m-l-2) (2m+l) ^'n+l’vagyis.

és minthogy feltevésünk szerint

{/*n+1'=(-l)n’(2m)l, tehát: l)m+1 (2m+2) 1

vagyis ugyanolyan szabály szerint alkotandó meg a 2m-r-3-ik differenciál­
hányados, mint a 2m-}-l-ik; tehát általában az arctgx-nek minden páratlan 
rendű differenciálhányadosa az x=0 helyen :

A páros renditekről azonnal belátható, hogy a 0 helyen mindannyian 
eltűnnek. Ugyanis közvetlenül látjuk, hogy

2r 
a ~ (í+x>)» ’

tehát x=0 helyen y'ú - 0. Ha már most az alapegyenletbe x=0, n—-3-at tesz- 
szük, azt kapjuk, hogy yIV=0, ha n=5 tétetik: yW -0 s í. I.; tehát valóban
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minden páros rendű differenciálhányados a 0 helyen eltűnik. Most már fel­
írhatjuk az arctgx Maclaurin sorának első n tagját:

x x*
3 (-l)n

X2n+i
2n+l ’5 7 + +

22. Fejtsük ki Maclaurin sorba az 
arc sin x-nek és differenciálhányadosainak

(arc sin x)0 = 0, (arcsinx)' = 

arc sin x-et! Szükségünk van az 
az x—0 helyen való értékeire.

vagyis, ha g—arcsinx, akkor
(1-x2) g" — xg'-0

és ha itt mindkét oldalon n-szer differenciálunk a Leibniz-szabályt alkalmazva

(1-x2) i/(n+2> - (2n+l) xj/n+1> - n2f/(n) = 0

és ha x=0 tesszük, y(n+2) — n2!/’"* = 0.

Minthogy í/o—0, ebből következik, hogy minden páros rendű differenciál­
hányados az x=0 helyen eltűnik. A páratlan rendűek közül az első: 1; tehát 
ha n=1 tesszük: n=3 téve: y^'=‘S2 és y^=(3.5)2, y&=(3.5.1)2 s álta­
lában, amiről teljes indukcióval meggyőződhetünk:

ywn+i)- 1.32.52.72. ..(2n-l)2.

Eszerint tehát az arcsinx Maclaurin sorában a 2n+l-ik tag így írható:

1.32.52.72...(2n-l)2x2,,+1
1.2.3.. .(2n4-1)

és ez így is írható:
r2n+1 1.3.5...(2n-l)
2n+l 2.4.6. . .2n ’

vagyis az arcsinx sorfejtésének első tagjai:

1 x3 1.3 Xs 1.3.5 x7
X + 2 3 + 2.4 ‘ 5 + 2.4.6' 7 1

, 1.3.5.7 x* , , 1.3.5...(2n—1) x2"+’
+ 2.4.6.8 9 +"’+ 2.4.6...2n 2/t+l

A maradéktagok meghatározása ilyen módon nagyon körülményes; azért 
ezt csak később közöljük.

23. Mutassuk meg, hogy xx-nek az x=e helyen maximuma van. Mek­
kora ez a maximum?

24. Mutassuk meg, hogy ha 0<a<b, az ————-nek az x=+Y ab 
helyen maximuma és az x=—Y\tb helyen minimuma van.

25. Mikor és hol van az ax24-2/>x4-c másodfokú egész függvénynek ma­
ximuma, mikor van minimuma?

26. Mutassuk meg, hogy -- 1 -nek x=—1 és x=4-l helyeken
maximuma és x— 0 helyen minimuma van.

27. ex—2 cos x+e~®-nek x~0 helyen minimuma van.
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28. -5 j- + -K---- 2 szélső értékeit határozzuk meg!
*5 4 £

29. Határozzuk meg x"'(l— x)n szélső értékeit (m és n pozitiv egész 
számok).

30. Határozzuk meg (a+x)ni(&4-x)n szélső értékeit (m és n pozitiv egész 
számok).

31. Számítsuk ki szélső értékét! x
32. Határozzuk meg xale~x\ valamint exsinx és nxe~nxi szélső értékeit!
33. 4cosx+cos2x szélső értékeinek meghatározása.
34. Határozzuk meg x azon értékét, mely az -et maximummá 

teszi. Mekkora ez a maximális érték? (p pozitiv szám).
35. Egy literes nyitott hengeralakú edényt akarunk készíteni. Hogyan 

válasszuk a méreteket, hogy a legkevesebb bádogra legyen szükségünk?
Az edény alapkörének rádiusa legyen x, magassága y; akkor xPyn—1,

2felülete xa«+2xjn/ = z, vajyis z = x2w + —• Ennek kell minimummá lennie.
Ehhez kell, hogy 2x7t----^- = 0 legyen, vagyis nx3 = 1, miből x = -^=- Mutas-

X '1/ 7tsuk meg, hogy ez a z felületet minimummá teszi. '
36. Hogyan kellene egy zárt, henger alakú literes edényt a legkevesebb 

bádoggal elkészíteni?
37. Egy négyzetalakú papírból a maximális köbtartalmú nyitott dobozt 

akarjuk készíteni; mekkora oldalú négyzeteket kell mindenik sarokból kivágni?
38. Hogyan kellene egy adott derékszögű négyszög alakú lapból a leg­

nagyobb köbtartalmú dobozt készíteni?
39. Adva van egy egyenes és fölötte az A és B pontok (illetőleg a. b 

és A,B,=c távolságok). Hol kell választanunk a C pontot az egyenesen, 
hogy az AC+CB távolság minimális legyen? (58. ábra.)

Adva van egy egyenes és fölötte az A, alatta a B pont (azaz adva 
van: a, b és Aj-BJ. Hol kell választanunk a C pontot az egyenesen, hogy 
az AC és CB befutására szükséges idő minimális legyen, ha AC-n a mozgó 
állandó c sebességgel és CB-n állandó ct sebességgel halad ? (59. ábra.)

41. Az r sugarú körbe rajzolható derékszögű négyszögek közül melyik­
nek van a legnagyobb területe?

42. Az ellipszisbe rajzolható derékszögű négyszögek közül melyik a leg­
nagyobb területű?

43. Melyik a legnagyobb területű azon háromszögek között, melyeknek 
adott a és b oldalaik vannak?
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44. Adott <u szög belsejében van az A pont (pl. adva van a és t>). Hogyan 
kell az A ponton át az A,A3 egyenest húzni, hogy az 0AtA2 terület minimá­
lis legyen (60. ábra). Az A A2 egyenlete azon ferdeszögű koordinátarendszer­
ben, melynek tengelyei: (fAt és OA.>.

+ -Jj- = 1, vagyis 0Aa.x + OA,. y - OA,.0A2.

A,

59. ábra.

Minthogy a, b az A koordinátái, tehát ezen egyenlet ki van elégítve, ha 
x — a, y = b, azaz: 0Aa.a +OAj.b — 0At.0A2; innen: OA., — -4'.°'41 , vagy 

bz ''**1 fl
OAt=z téve: OA2~ ~z^a ^1^2 háromszög területe:

t — 4- OA, ,OA2 sin ® — sin <o ;
2 2 «

ennek kell minimálisnak lennie.
45. Adott felületű egyenes körhenger maximális köbtartalmú legyen.
46. Adva vannak egy négyszög oldalai: a, b, c, d. Mutassuk meg, hogy 

ezen oldalakkal biró maximális területű négyszög az, amely körbe Írható.

A négyszög területe: sinx+cdsin j/j; de x és y között ez az
összefüggés áll fenn:

e2 — a2 4- b2 — 2ab cos x — c2 + d2 — 2cd cos y. a)

Hogy t maximális legyen, kell, hogy x szerinti differenciálhányadosa 0 
legyen; azaz

ab cos x + cd cos ti = 0J dx
legyen; az <0 alatti relációból számítsuk ki. Innen, ha .v szerint dif- 
erenciálunk:

ab sin x — cd sin u —~ J dx
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és ha innen 4r^ = -■ -et az előbbibe helyettesítjük:dx cd sin y j j

cotg x 4- cotg y = 0 

egyenletre jutunk, miből y=— x+nn következik; de négyszögről lévén szó, 
csakis x=n~y állhat; tehát a kérdéses négyszög olyan, mely körbe rajzolható.

Hogy valóban maximummal van dolgunk, annak az eldöntésére a terü­
let kifejezésének az x szerinti második differenciálhányadosát kell előállítani. 
Az első differenciálhányadosa, (ha talált értéket behelyettesítjük)

, , , ab sinx ab [cosxsin u-|-sinxcos w] ab sin (x4-V)ab cos x + cd cos u • —j—=-----=-------------——■----------- — —------- -i-ULí." cd sin y sin y sin y
és ennek differenciálhányadosa x szerint:

nb r cos (x+y) /j dy _ sin(x+y) cosy dy ->
L sin y dx - sín2 y dx ->

Ez a területnek x szerinti második differenciálhányadosa. Ha tekintetbe 
sin xvesszük, hogy y=ar—x, akkor cos(x+yl=—1 és ~ 1, akkor a második 

differenciálhányadosra e speciális négyszög esetében ezt az értéket kapjuk : 
—at>cd^.i^i~~ tey ez valóban negativ (mert 0<y<a:); tehát a körbe írható 

négyszög az összes négyszögek között, melyeknek megadott 4 oldala van, maxi­
mális területű.

41. Azon trapézek között, melyeknek 3 egyenlő hosszúságú oldaluk van, 
melyik a maximális területű ? Ha az egyenlő oldalak hossza a és a trapéz 
egyik szöge x, akkor a területe:

t — (a cos x 4- a) a sin x = a2 (14- cos x) sin x;

l tehát előállíttatott az x változó függvénybe gyanánt. Hogy a terület maximális 
legyen, kell, hogy = 0 legyen, azaz :

a2 cos x (1 4- cos x) — a2 sin2 x — 0.

Innen cosx-re két értéket kapunk: —1-et és ~ -et. Az első esetnek geome­
triai értelme nincsen, a második esetben x = - • A második differenciál- o
hányadosa t-nek:

— o2 [4 cos x sin x 4- sin x] = — a2 sin x (4 cos x +1)

és ha x = y, ez a kifejezés negativ; tehát valóban maximummal van dol­
gunk és így: Azon trapézek közül, melyeknek 3 egyenlő oldaluk van, az a 
maximális területű, melyben az alap melletti szög
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48. ABC egykarú emelő. Pp~M ellenállás adott. Az emelő rúdja homo­
gén, az egységnyi hosszúságnak megfelelő súlya: y. Hol kell a Q egyen­
súlyozó erőt alkalmazni, hogy az minimális legyen ?

—___________ jő

4 p r~í c

p
62. Ábra.

Az AB távolság, AC-nek fele legyen x, akkor AC—2x és az emelő rúd 
súlya 2yx; tehát:

Af+2yx2 = 2Qx.
AImiből: Q= -I- yx. Hogy Q minimális legyen, kell, hogy

legyen, vagyis: x—|/ -;p • Innen Q = 4- yx = t^ZMy.
49. Egy a sugarú kerek aszta) közepe fölött van egy 

lámpa. Minő magasra kell a lámpát elhelyeznünk, hogy az 
a legjobban lássanak ?

föl és letolható 
asztal körül ülők

A fényerősség a távolság négyzetével fordított arányban és a hajlásszög 
sinusával egyenes arányban van. Legyen itt a ^hajlásszög: x; akkor tehát az 
asztal szélén a fény intenzitása

. „ cos* XI = C .---- . sm x,a2

(mert AB — C arányossági factor. Hogy I maximális legyen, kell, hogy 
x szerinti differenciálhányadosa 0 legyen; vagyis kell, hogy

— 2 cos x sin2 x 4- cos8 x = 0

legyen; tehát vagy cosx=0, vagy 2 sin2 x=cos2 x, tehát tgx = —=■■ Az első 
esetben a világító pont a végtelenben volna, tehát nyilván minimummal van 
dolgunk; a második esetben mutassuk meg, hogy maximum van. Az a szög, 
melynek tangense: ~=, körülbelül 35°.

1 2
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50. Az r sugarú körlapból (mely itatós papirosból van) x nyitási! kör­
cikket vágunk ki, hogy azután az a és a' összehajtásával tölcsért kapjunk. 
Mekkora legyen az x, hogy a (kúpalakú) tölcsér maximális köbtartaluiú 
legyen ?

51. Adott hosszúságú gerenda teherbírása arányos a szélességével és a 
vastagságának a négyzetével. Kérdés, hogyan kell kivágni egy adott henger 
alakú fatörzsből olyan gerendát, melynek maximális teherbírása van?

52. n galvánelemből állítunk elő telepet oly módon, hogy mindig x ele­
met nagylapúan és igy az y = — csoportot láncolatosan kapcsoljuk. Kérdés, 

■< , 
hogyan kell az x-et választanunk, hogy az igy keletkező telep intenzitása 
maximális legyen?

53. Matassuk meg, hogy azon háromszögek közül, melyekben az alap és 
magasság összege állandó, a legnagyobb területű az, melyben az alap egyenlő 
a magassággal.

54. Az egyenlő átfogóval biró derékszögű háromszögek közül melyik a 
maximális területű?

55. Adva van az 4- = 1 ellipszis. Határozzuk meg azon érintőjét
(illetőleg az érintési pont koordinátáit), melynek a koordinátatengelyek közé 
eső darabja minimális.

56. Adva vannak egy háromszög csúcspontjai. Koordinátái: xtyt, x2y2, 
x3ya. Az oldalait ugyanolyan viszonyban (A: 1) osztjuk és az osztóponto­
kat megint egy háromszöggé összekötjük. Mutassuk meg, hogy ez az 
így keletkezett háromszög akkor lesz minimális területű, ha az oldalak 
feleztettek.

57. Némelykor az y=f(x) függvénynek egy bizonyos ab szakaszba eső 
maximumát vagy minimumát keressük csupán. Ha e szakaszban a függvény 
monoton változik, akkor a legnagyobb (legkisebb) értékét a határpontokban 
éri el, ahol esetleg nincs is az eddigi értelmezésünk szerint maximum (mini­
mum) (a görbének nincs tetőpontja) és nincs teljesítve az /'(x)=0 feltétel sem. 
Ilyenkor a szélső értéket az eddigi eljárással nem határozhatjuk meg. Egy 
igen egyszerű geometriai feladaton mutatjuk meg, hogy a független változó-
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nak korlátoltsága miatt nem kaphatjuk meg a rendes eljárással a szélső 
értékeket.

Legyen adva egy a sugarú kor, melynek középpontja az X tengelyen 
levő /I pont és radiusa az OA—a. 0 a kezdőpont.

ÖM'— 2a.x,
M pont abscissája 0M,=.r.

bő. ubra.

Keressük a maximális OM húrt! Jelöljük OJf-et y-al, akkor tehát 
y2=2ax és innen:

dy y-f- = a J dx

nem lehet 0; tehát, a rendes eljárás értelmében azt kellene mondanunk. dx J
hogy maximális (vagy minimális) húr nincsen, holott tudjuk, hogy OC a ma­
ximális és a 0 minimális húr. Az első x—2a-nak, a másik x=0-nak felel meg. 
Ebből láthatjuk egyúttal, miért nem kaptuk meg a szélső értékeket. Az 
x—2a és r=0 ugyanis a független változó határpontjai, a független változó 
csakis a 0. . .2a szakaszban változhatik a geometriai feladatnak megfelelően. 
E szakaszban a húr monoton nő O-tól 2a-ig, tehát minimumát és maximumát 
a határhelyeken veszi fel. (Megjegyezzük, hogy okoskodásunk forduló pontja 
az volt, hogy az yy'=a egyenletből azt következtettük, hogy y' nem lehet 0. 
Hozzá kellett volna tennünk: hogy ha y véges; ez azonban y-nak geometriai 
értelméből a priori világos).

Ha független változó gyanánt a z szöget választjuk, akkor OM—2a cos z: 
tehát szélső értéke lesz, ha sin z=0, vagyis, ha z—0. Megkaptuk tehát az OC 
maximumot; de nem kaptuk meg a 0 minimumot. Ennek oka az, hogy midőn 
z-t tekintettük független változónak, ez a —intervallumban változha- 
tik a geometriai feladatnak megfelelően. Ezen szakaszban pedig a z=0 helyen, 

7ta szakasz közepén rendes maximum van (tetőpont), de a —y. .. 0 szakasz­
ban monoton növekvő és a 0 ...~ szakaszban monoton csökkenő a függ- 

71 7t "vény, a —% és % helyek a határhelyek.
Ha a koordinátarendszer kezdőpontjául nem a kör kerületének 0 pont- 

i
ját, hanem O,-et választjuk és O,A—d és O1Allfz$=u, akkor

-------2OtM — d- + a2 — 2da cos u ; .

OtM helyett y-t téve: yy'=dasinu; ti szög most 0. . . intervallumban
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mozog, tehát y'=0, ha u—n, vágj' a=0. Az első esetben az OtC maximumot, 
a másodikban az OtO minimumot kapjuk.

58. Ha valamely hosszúságot többször megmérünk, rendszerint mindig 
különböző mérési eredményt kapunk. Ha n mérés at, a2,... an számértéke­
ket szolgáltatta, akkor legvalóbbszínűnek az x azon értékét tartjuk, melyre 
nézve az x—a2, x—a2,... x—an hibák négyzeteinek összege minimális. Ez a 
négyzetösszeg:

y — (x—a,)2 + (x—a2) H------F (x-an)~
•minimális lesz, ha

y' — 2 [x—űí+x—a2-|---- + x—«n] = 0,

azaz- x— aí+ai!■,-----
n

Minthogy y" ~2n pozitív, tehát látjuk, hogy a hiba-négyzetek összege 
■minimum, ha a talált mértékszámok arithmetikai közepét vesszük.

59. Adva van az «x-4-áy+c=0 egyenes és a koordinátákkal biró pont. 
Az egyenesnek melyik pontja van a (§, y)-hoz legközelebb és mekkora ez a 
legkisebb távolság?

fi pU-C4z egyenes tetszésszerinti pontjának koordinátái: x, g--------;
ezen pont távolsága a (£, >?)-tól: d és

d2 = ($— x)2 -f (y + • a)

Hogy ez minimum legyen, kell, hogy a jobboldali kifejezés differenciál­
hányadosa 0 legyen: (2 mindjárt el is hagyható):

vagyis :

innen egyúttal:

_ abri—ac 
X~ a*+b* '

a?ri—ab$—bc 
y~ -b*

Ezzel meghatároztuk az egyenes azon pontját, amely a (§, y) hoz leg­
közelebb lehet. Innen:

. ,6 _ «_ b [a<+b?4-c]
s~ ~~ at-i-b2 y-1--------- ------------ ,

tehát: d = • Minthogy az a) alattiból -id2 második diff. hányadosa:
(J2 y ííb4- oJ í

1 + pozitiv, tehát valóban minimummal van dolgunk. Ez a minimális 
távolság nem más, mint a ($7) pontnak az egyenestói való faeioleges távolsága.

60. Ha y = /(x) görbe bármely két pontja A és B; A koordinátái:
l/i-./’U’,;, J0-é: x-a, és

+flx2),

(vagyis a CCt ordináta nagyobb, mint az AtB,BA trapéz középvonala), akkor 
öz y—f(x) által ábrázolt görbe alulról nézve homorú; ha pedig bármely két 
pontra vonatkozólag:

</(«>>
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akkor a görbe domború. Ha /(x)-jiek mindenütt van második diff. hányadosa 
és ha f"(x) az ab szakaszban mindenütt pozitív és sehol sem 0, akkor

/(x1)+/(x2)>2/(-^±^).

Ugyanis ha az
/•(t>) =-/(a) + (b—a)f'(a) + (?)

Xi+x2 1 , X1-X2 f, í Xi+xa
22 2

formulában a — ^í^2-, b=x„ azután pedig a = —'t-1*-, b=x2 tesszük, akkor Z z

/(Xl

rw +^-r pp-)+w;

ahol í az -^-x—-•••x1 és 7 az •••xa szakasz valamely helye. E két z z
egyenletet összeadva:

/(®t) +/(x2) = [.rá) +r (7)],

tehát, mivel /”(x) mindenütt pozitiv,

/(x1)+/(x2)>2/(-X-1±^).

Ha pedig /"(x) mindenütt negativ, akkor:

/(x1)+/(x2)<2/(-^±?M.).

Azt állítjuk, hogy ha tetszés szerinti n pont koordinátái (melyek közül 
legalább kettő különböző):

x». y, =/(<ri); xa, ys =■/(«,);... x,„ yn=f{xa),
és ha a görbe (alulról nézve) homorú, akkor:

n/(^í±^t—±?i) >/(x,) +/(x,) + • +/(*„)

ba pedig (alulról nézve) domború, akkor:

n/(^±fo+.-t*") </(Xt) +/(«,) + • • • +/(xn).

(Szemléleti úton azonnal belátható a dolog. Ha ugyanis az adott gör­
bén tetszés szerinti n helyre 1—1 egységnyi tömegpontot helyezünk el, akkor
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ezen n tömegpont tömegközéppontja az első esetben mindenesetre a görbe 
vonal alá esik; tehát a tömegközéppont ordinátája kisebb, mint a görbének 
a tömegközépponton átmenő ordinátája. De a tömegközéppont abscissája:

Xi+x--4----- Fxn ordinátáia- gi+l/a+•••+»„ _ /fr?+/(x2)+ • • • +f(xn)
n ’ J ’ n n

az 27~—--Lü- abseissához tartozó ordinátája a görbének pedig:

. .rt+Xg-l----- f-xn'
--------- Ti I 

és így az első esetben:

1 ' n ' n ’
a második esetben pedig:

,Xt+x-i-l----- f x„ V < /(.rj b/(-T2)-t •••-!-/>») _
J ' n ' n

E fontos tételt 
Az első esetben:

tisztán számítással a következőképpen bizonyíthatjuk be:

2/-(-Xi-f-Xa
+/(x2)

egyenlőtlenség fönnáll a görbe bármely két pontjára nézve. Válasszuk most 
a görbének azon két pontját, melyek abseissái: —• Ezen két 
pontra alkalmazva az egyenlőtlenséget:

vagyis : 4/(Jfr+£±a»±x«) >/(x,) + f(x2) +f(x3) +/(x4).

Ha a két pont gyanánt azokat választjuk, melyek abseissái:
XtH-Xo+xs-f-Xj é x5+x6+x74-xg

4 4
akkor ugyanígy a következő egyenlőtlenséget kapjuk:

+ /(Xa) +...+/(4)

és így általában, ha ni tetszés szerinti pozitiv egész szám:

2n./(£’±^+;í^±£r) >/(x,) +/(x2) +...+/-(x,,..). a)

Már most legyen n egy tetszés szerinti pozitiv egész szám és 2m 2-nek
azon legkisebb hatványa, mely n-nél nagyobb és válasszuk 2"' pont gyanánt 
a görbe azon pontjait, melyek közül az első n pont abseissái: xt, x2,... xn, 
a többi 2"'—n ponté pedig mindegyiké: a~1~^a'2~^—ÍAíL . Ezen 2"'pontra 
alkalmazható az a) alatti egyenlőtlenség. De a jelen esetben

Xj+ X2~k * * * -J-X^ 
0/íi

X, + .X2-1----- |-xn -I- (2m—n)(x14-ac2+..

2"'

•+*n)

X|+X2d----- hXB

n

n
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Ó8 f(Xt) + f(X2) + • • • + f(x2 ) =
+.f(xi) + ...+f(v„) + (2«"^n)y(^±S±^±£!L), 

tehát az a) alatti egyenlőtlenség átmegy ebbe:

n/(.^±JV^/±x." ) >/(x,) + /(x2) + •••+/(«„)•

Éppen így a második esetben, vagyis midőn bármely két pontra nézve 
érvényes 2/('T*j^-) <f(x2) +/(x2), akkor érvényes általában ezen egyen­
lőtlenség :

n/(a±?H±i2±E!L) </(X1)+/(X2)+...+/w.

Alkalmazások: 1. Ha például a szóban forgó függvény: e®, mely fölülről 
nézve homorú, akkor általában:

e*' + ext ------ b e*" > ne n

Ha eXl = au e®* = a2,... cx" = «n pozitív számokra írjuk fel ezt az egyen­
lőtlenséget, akkor ezt a nevezetes egyenlőtlenséget találjuk :

, (Pu
2. Az y=sin x a 0... n szakaszban alulról nézve homorú (-^r =— s,n x 

minden helyen negativ). (Vagy a diff. hányados tekintetbe vétele nélkül 
következtetve, ha x2 és x2 bármely két helyet jelent

, • n • xl+x2 Xj— X2 n ■ X,+X2\sin Xj + sin x3 = 2 sin - 'g~ cos —■ < 2 sin ——) >

tehát ha x„ x2,... x„ tetszés szerinti, vt-né) kisebb pozitív szögek, akkor az 
előbbiek szerint:

• . , • . X,-{-X2-t" ** *sm x, + sin x-j -t----- r sm xn < n sm —---- --------------

Ennek az állításnak geometriai értelme a következő : OA^A^... An+1 
sokszög területe kisebb, mint azon beírt n oldalú sokszög területe, mely­
nek oldalai mind egyenlők az AjAn+1 ív n-cdrészéhez tartozó húrral. Ha

: A differencláltzáriütád. L 14
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An+1 összeesik az At-gyel, akkor ez azt fejezi ki, hogy a körbe írható n oldalú 
sokszögek közül a szabályos n-szögnek van legnagyobb területe.

3. Mutassuk meg hasonló eljárással, hogy a kör köré írható n-szögek közül 
a szabályos n-szögnek van legkisebb területe.* (y=tgx a 0.. . y szakaszban 
felülről nézve homorú.)

61. Ha valamely körívnek megfelelő húr hossza : A és e körív felének 
megfelelő húr hossza: B, akkor a körív hossza nagy megközelítéssel: 
—s—• Mekkora az elkövetett hiba?

*> , . XHa a körív hossza (az egység sugarú körben) x, akkor A —2 sin -. , 
„ .. . x . m • z8 , cos (£z) , ,B = 2 sin , vagyis Taylor sorban kifejtve a sin z — z — y 4---- y— z-' for­
mula szerint z helyébe 2 azután ^--et téve:

= 3x + ax’’,

&X a’ x
. x x x3 , COS 2 r5 A . x x x3 , S 4 x®

sm 2■- 2 - 48 -| 57— 32 és sm -4 - 4 384 + 5! 1024
és innen: 

x #x
8B A _ 4x 24 + 64 - 5 , - [ l 24 + 51 16

&'.r . &xcos —£---- 4 cos ——
ahol: a —------- ----------------

vagyis, minthogy a számláló abs. értéke mindenesetre kisebb 5-nél,gjt? j4 rs iMo
és így —3— megadja az x-et -A™-nál kisebb hibával. Így például, ha a O 4ul)o
körbe szabályos 24-szöget rajzolunk, akkor x<0’3 és így < js-TwT '• tehát4ÖUS lö.UPgg_ ^4
ha a szabályos 24-szög oldala: A és a szabályos 48-szögé B, akkor 24 • —— 

4 •'megadja a kör kerületét legalább is pontossággal.
62. Huygens «De circuli magnitudine inventas c. értekezésében több 

egyenlőtlenséget állapít meg, melyek a körmérés szempontjából'érdekesek. 
Ilyenek pl.: 1) A félkörnél kisebb szegmentum területe nagyobb, mint az4
alapját képező húr felett emelt beírt egyenlőszárú háromszög y-a, 2) A fél­
körnél kisebb szegmentum területe kisebb azon háromszög „ -ánál, melynek o
alapja a szegmentum húrja, oldalai a húr végpontjaiban kúzott érintők.
3) Az 1) és 2)-ből pedig: ha tn a beírt szab, n-szög ék T„ a körülírt szab, 
n-szög területe, akkor:

12 1
I-2H + 7j- (fan-hí) < f <-3 Tn-+- -g tn,

ahol t a kör területe. Bizonyítsuk be ezeket az egyenlőtlenségeket Taylor 
sorba fejtéssel és becsüljük meg a különbségeket. (Műit 11 61. feladatban.)

63. Határozzuk meg az y—or2 parabola valamely xn ;/, a.rf pontjában 
húzható érintő egyenletét és ugyanezen pontban a görbületi sugarát.

* Math. Phys. Lapok 1907. 202. 1.
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64. Határozzuk meg az ij=sinx görbe valamely x1( r/j-sinx, pontjában 
húzott érintő egyenletét és ugyanezen pontban a görbületi sugarat!

65. Határozzuk meg azt az n-edfokú racionális egész függvényt, mely­
nek értékei a 0, 1, 2,... n helyeken rendre: +1, —1, 4-1. —1, ■ . ■ 4-(— l)n-

Az első különbségi sor: —2, 4-2, —2, 4-2, ..a második: 4, —4, --4. .. . 
a harmadik: —8, 4-8,... s l. t. általában a k-ik kül. sor: (—l)ft2fr, (—1)*+12A',..., 
tehát az interpolációs formula szerint:

[<í (x) -f(d) 4- (x-«) + (x-a) (x-a-h) 4-

4- ^3 lh» a) (x—a—h) (x—a—2h) 4---- ]

<p (x) = 1 — 2x 4- 4 x (x— 1) — -A x (x— 1) (x—2) 4- — x ÍJC~ *) (x—2) (x~3) -I----

=:1_2(x) + 4(^)-8(‘;) + 16(^)+... + (-l)n2''(;).

Ezt úgy is kérdezhettük volna, hogy melyik az az n-edfokú racionális 
egész függvény, mely a 0, 1... n helyeken ugyanolyan értékeket vesz fel, 
mint a cosztx. Határozzuk meg a maradéktagot!

66. Melyik az az n-edfokú racionális egész függvény, mely az x~-0, 
1, 2,... n helyeken ugyanazon értékeket veszi fel, mint a si g-x, vagyis 
sorban: 0, 1, 0, —1, 0, 1, 0, —1,...

67. Fejezzük ki az xM Newton-féle interpolációs függvény alakjában 

[A'x) -.= 7(0) 4- J/(0) x 4- zf*/(0) —'* + • ••]

Evégből szükségünk van a 0, 1, 8, 27,. .. különbségi soraira. Az első: 
1, 7, 19, ..., a második: 6, 12, ..., a harmadik állandó: 6; a többi: 0, tehát 
a jelen esetben: /(0)^0, 4/(0) -1, J2f;0)=6, zPf(0)x--6 és így:

, , „ x(x—1) , _ xtx—1)(x—2) tx\ . C/X> R/X\.r* - x + 6 + 6—---- ----------= (1) + 6(2)4-6(3).

AllQsnk elő ilyen módon az x4, xs, x®-t is!
68. Számítsuk ki a Jsinxx, A<r'\ A—, A - -------------------------x x (x— 1) (x—2)... (x—nd-1) 

véges különbségeket (A—1 téve).
69. Ha az egyenlőoldalú háromszögbe a mellékelt ábra mintájára ponto­

kat helyezünk, akkor a csúcson lesz 1 pont; az alappal vont első párhuza­
moson : 2, a következőn 3 s I. t.; tehát e pontok számát az 1, 2, 3, 4,... 
számtani sor tagjai adják meg. A négyzetbe ilyen módon rajzolható pontok 
számát hasonlóképpen állapítjuk m«g: A csúcsra jön | pout; a 234 tört 
vonalra 3, a 579 vonalra 5 s 1. t.; tehát a® 1, 3, 5, 7,... számtani sor tagjai. 
Mutassuk meg, fiogy ilyenformán egy szabályos 5-szöghe minden egyes tört­
vonaldarabra sorban: 1, 4, 7, 10,... a hatszögbe: 1, 5, 9, 13, ... pont rajzol­
ható stb. Eszerint tehát, ha az illető idom egy-egy oldalára n pontot raj- 

14*
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zoltunk, az egész háromszögbe; a négyszögbe n’, az ötszögbe
—a hatszögbe n(2n—1) pontot tettünk összesen. Ezek a számok a 
poligonális számok. Határozzak meg az első n háromszögszám összegét! 
Határozzuk meg az első n négyszögszám, ötszögszám., hatszögszám összegét.

70. Tegyük fel, hogy /úr) valamely szakaszban mindenütt differenciál­
ható legalább n-szer és hogy

x-ú/ii, x-l-Zi,-t h., x-S-Zij-f-^a'EZis, • • • x-f-/22“f-Ji24- • • * -4-Zi/, 
is e szakaszban vannak. Ekkor a középértéktétel szerint:

/(x+Zi,) — f(x) — hif'(x+»2ht), u)

Jelöljük a baloldalt, mely az x-nek differenciálható függvénye, /t(x)-el és 
alkalmazzuk erre újból a középérték-tételt:

7i(a-) — hx/jí.c-f-^ihj).

De Ji(y) —/'(x-t-Zi,) —/'(x) és így, ebben x helyeit x+#2Zia téve: 

i'(x+#ah2) ~ f'(x+hl+&.,h.^ — f'(x+»2h2) 

és a jobboldalra a középértéktételt alkalmazva:

fí(x-[ 92h2)= f*ij"(x4-&i h,+d2h2),
[ahol 9, nem egyezik meg az előbbi d,-el], tehát:

/(x-f-Jii-i /i2) -/(x+Zi,) -/(x-| Zi2) +f(x) = hlh2f"(x+9lh1+92h2). v) 

Jelöljük a baloldalt /a(x)-el és alkalmazzuk erre újból a középértéktételt: 

fi (x+hal —J2 (x) = ha/i (x+$a Zi).

De /a'(x) =/'(x+Zi14-ha) -/'(x+Zi,) -/'(x+Zi2) + /'(x), 
tehát x helyett x4 93 h téve:

A' (x+#3Zt) -f'(x+/i2+ Zí2+d3 h) - f'(x p/i,+#3 h) - f'(x+h2+»9 h) +/'(x4-dsh),



A VÉGES TAYLOR SOR. INTERPOLÁCIÓ. 213

tehát a egyenlőségben f(x) függvény helyett és x helyett x4-^sh-t 
téve, azt kapjuk, hogy a y) jobboldala ez lesz:

h2+^3 /íj),
[ahol ős 9a nem egyeznek meg a y) alatti formulában szereplő és $2-vel],

J2(x4-h1) —Já(x) = h,/ia hs/'”(x4~^i h14-^2 ^2+^3 h3)
részletesen írva:

/(x4-hi4~h24“hs) —i/(x4-h14"h2) —y(x4-h24-hg) —/(x4-hs4-ht) 4-
+/(-E+h1) +/(x+ha) +/(x+/i3) — /(x) = h, h2h3J"' (x+&t hi4-d2h24-#ahj).

így folytatva, azt kapjuk, hogy:

/(x4-h14-h24-hs4-”,4-hn) —^f(x-rht+h2-{- •••4-h„_1) 4-
+-^/(x4-h, 4-/i24--"-i-/,n-a) — ^f(x4-hi4-h24-,--4-hJI_s) 4-'"4- (— l)nf(x) — 
= hí h2 h„... hn/(ni (x4-#i hi+&3ltr+- • • • 4-^(1 hn),

ahol S,/(x4-ht4-hl4----- p/if) jelenti azon (í1) tagú összeget, melynek egyes
tagjaiban az x mellett a h„ h2,... h„ közül kiválasztható i tag összege áll.

Ha hi—ha=”- = hfl=h, ini lesz ebből a formulából:

/*n)(x4'^ih,4-^'2h24- ■ +®nhn) =
_ f(x+hl+h.,+ ■ ■ • +<’<„) -Sf(x+/1,+ • • • +h„ -1)4— • 4 (—l)n/(x)

h, h2...hn

Ha /in,(x) az x helyen folytonos, akkor ebből egyúttal

.... \ i- /(x4-hi4-h2+-“+hJI) —^/'(x4-hi4-”,4-hn 1)4-,"4-(-l)”/(x)
r -----------------------

az n-dík differenciálhányados új értelmezése származik.

IRODALOM.
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HATÁRÉRTÉKEK KISZÁMÍTÁSA.

1. L’Hospital szabály. A határozatlan alak, a) Ha /(x) és ®(x) függ- 
f (x)vények az x—a helyen eltűnnek, akkor e helyen az-^—y hányados nem 

számítható ki; mert ~ alakú, melynek az osztás definíciója szerint 

értelmet nem tulajdoníthatunk. Az x—a helyen tehát, ez esetben az 

hányadosnak helyettesítési értéke nincsen. Meglehet azonban, 

hogv határértéke van, azaz limlétezik: például az 1 számérték.
. f(x) x~aEz azt jelenti, hogy hányados az /-töl elenyésző csekéllyel 

különbözik, ha x az a-tól végtelen kis távolságban van ; vagy pon­
tosabban : bármely « számhoz meg tudunk állapítani olyan J küszö­

böt, hogy
_/>) _ 1 
r(T)

f* ri'*ha |x—a|<J. Ilyenkor ezt a határértéket tekintjük az hánya­

dos a helyhez tartozó értékének. Ezt joggal tehetjük, mert hiszen 

az a helyhez tartozó két érték, a helyettesítési érték és határérték 

közül az első nem létezik.

Ha tehát f(á)=O és a>(a)=0, továbbá lim---~ = /, akkor 

értéke gyanánt az x—a helyen, (ha egyébként, nincs ez az érték meg­

állapítva), ezt az l határértéket tekintjük.

E határérték kiszámítását némelykor eddigi tételeink segítségé­

vel elvégezhetjük. E végből felhasználjuk az általánosabb Cauchy- 
féle középértéktételt. Ezt a tételt, melyet már ismerünk, még a 

következő, egyszerűen áttekinthető módon is megállapíthatjuk: 

Legyen f(x) és <p(x) két olyan függvény, melyek az a fi szakasz-
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ban minden helyen differenciálhatók; továbbá a és b e szakasz két 
helye, akkor ez a determináns: 

F(x) =
/'(*) 
/•(«)

P(x) 
?(«) 
9»(b)

1
1
1

szintén az egész szakaszban differenciálható és az x—a helyen, 
valamint az x=b helyen eltűnik, Rolle tétele szerint tehát F\x) 
az a és b közölt legalább egy helyen: 0; de

/•'(x) y\x) 0
F'(x) = f(a) pia) 1

/•(ö) p(b) 1

Jelöljük azt a közbenső helyet, melyen F'(x) eltűnik, £-vel;
tehát:

f'i^i^-yib'j\ ~ [/•(«)-/■(/’)] - 0.

Ha p'i£) nem 0 és p(á) — p(b) sem 0, akkor:

/•(a)- /(b) fj§ 
PÍa~)-pib) ~

Az utolsó megjegyzés szükséges volt ahhoz, hogy az osztást a 
[pia)—y>(b;j y>'(^)-vel elvégezhessük. Minthogy azonban a | helyet 
nem ismerjük, tehát azt, hogy rendszerint úgy biztosítjuk,
hogy csak olyan esetekre szorítkozunk, melyekben p\x) az a... b 
szakasz belsejében sehol sem tűnik el. [Az a, vagy b helyeken el­
tűnhetik, az nem akadályoz bennünket a következtetésünkben, mert 
hiszen £ közbenső hely.] Ezzel egyúttal már azt is biztosítottuk, 
hogy pif>)^p(a); mert hiszen, ha pib)—pia) volna, akkor Rolle 
tétele szerint valamely közbenső helyen p'ix) is eltűnnék. így tehát 
a 9?(b)#9?(a) követelést el is hagyhatjuk.

Ha tehát p'ix) az ab szakasz belsejében, sehol sem 0, akkor: 

fjb)—fja) _ f'j£) 
p(b)-p(a) p'g)

Alkalmazzuk ezt a formulát abban az esetben, midőn fia)— 0, 
p(a)—0. Válasszuk b gyanánt az x helyet, mely az a közelében van 
és feltesszük, hogy az a...x szakasz belsejében a pix) függvény 
diff. hányadosa sehol sem 0. Ekkor a formulánk a következő alakú 
lesz (minthogy /(a)—0, pia)—o)

/(x) _ fit)

ahol | az a...x valamely belső helye. Ha már most az x-nek
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egymásután az xv x2, xa,... értékeket adjuk, melyek az a-hoz kon­
vergálnak, akkor a £ részére keletkező £a, |3,... olyan szám­
értékek, melyek szintén a-felé konvergálnak (mert hiszen az 
a... xk szakaszban van). Ha az így nyert

m r&) .
’ ?'(&) ’ !?'(£>)

számértékek egy meghatározott véges l számot értelmeznek, akkor 
az ezekkel egyenlő

’ /(.r2) ’ <p£r8)”” P)

számértékek is az Z-hez convergálnak ; e sorozat határértéke tehát: l. 
Sőt, ha l nem véges szám, akkor is így áll a dolog; mert hiszen 
ha az első sorozat korlátlan szabályos számsorozat, vagyis elme­
hetünk benne olyan messzire, hogy azon túl minden tagja nagyobb 
a tetszés szerint megadott N számnál, (vagy kisebb —N-nél), akkor 
a második sorozat is végtelenné válik.

Még az eddigiekből nem következtethetjük, hogy lim

létezik, mert hiszen ha más xt,x2,x3,... helyeken át haladunk az 
a-hoz, más ^,|2,^8,... közbenső helyek léphetnek fel és kérdés, 
hogy ekkor lesz-e az a) alatti sornak határértéke. Hanem, ha az a)
alatti sorozatnak mindig 
haladunk is a O-hoz és 
az /, azaz

határértéke, a^árminő számokon át 
határérték mindig egy és ugyanaz

van
ez a

lim

akkor igenis a /?) alatti sorozatnak is l a határértéke, akárminő 
úton haladjunk is az a-hoz, mert hiszen e ft) alatti sorozatnak a 
határértéke mindig ugyanaz, mint a megfelelően választolt | helyek­
kel alkotott a) sorozaté. Ha tehát az a) sorozat határértéke függet­
len a | helyek választásától, akkor a ft) alatti sorozatnak is ugyanez 
lesz a határértéke. Kimondhatjuk tehát a következő nevezetes tételt:

Ha / (a)=0 és y(a)=0, továbbá az a helynek olyan környezete 

állapítható meg, melyen belül (az a helyet nem véve tekintetbe) g>'(x)

sehol sem 0, továbbá hm~~- létezik és pedig véges, (vagy meg- 
i-a ylS) f(x)

határozott Jelű végtelenné válik), akkor lim —Y-c- is lélezik és az (jp
előbbivel megegyezik; azaz (í helyett x-et írva) 

lim = lim-®- 
x-a y>(x) x-a g>(X)

Ezt a tételt L’Hospital-té\e tételnek nevezzük.
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Ha az a helyen úgy az /'(x), mint a 9?'(x) folytonosak és 
^'(a)4=0, akkor e l’Hospital szabály alkalmazása igen egyszerű. 
Ekkor ugyanis és lim9p’(x) = ®'(a), tehát:

x-a x-a ' '

<p(a) 
x 0

például az ----- hányados a 0 helyen — határozatlansin x 0
alakú; de a számláló diff. hányadosa 1, a nevezőé: cosx, a diff. 
hányadosok viszonya tehát —és így:

.. x 1 ,hm —-----=------ -  — 1.
x-o sinx cosO

Megeshetik, hogy az hányados limesét az a helyen megint (f> (X)
nem számíthatjuk ki, mert f\a)~0 és o>'(<i)=0, vagyis a jobboldali 

0 f "(x)kifejezés ismét — határozatlan alakú. Ha azonban az --,A-~r-nek 0 <f> \x)
az x=a helyen van határértéke és <y''(x)=t=0, ha x=|=a, akkor az 

előbbi következtetés ismételhető és a L’Hospital szabály újból 
való alkalmazásával azt kapjuk, hogy

.. f(x) .. /"(x) 
x-a gp {x) x-a q> (x)

tehát, ha nem csak /’(a)=0 és hanem egyúttal f'(a)—O és

0, de lim = Z, akkor
T V 7 x-a 9? (X)

lim = Z, 
x-a <p(X)

és általában, ha az x=a helyen úgy az f(x), mint a ^(x), vala­

mint első n—1 differenciálhányadosaik is eltűnnek, de a

lim : = l,

akkor egyúttal:
lim 4í>=l, 
x-a 9?(X)

mert hiszen ez esetben a L’Hospital tétel szerint:

hm — — l
x-a Jl(x)

és így ugyancsak ezen szabály szerint



218 VI. FEJEZET.

s í. t., végül:

1-3^=' 
x-a 9?<n~2)(.r)

lim 
x-a

Hallgatagon feltettük, hogy a nevezőben szereplő differenciálhányado­
sok az a hely környezetében (az a pontot kivéve) nem tűnnek el.

így például, ——- az x=0 helyen --- határozatlan alakú. 

A számláló és nevező differenciálhányadosainak osztásából keletkező, 

-nek értéke közvetlenül nem állapítható meg. mert ez 
. T 0 ' -
ismét — alakra vezet. Erre alkalmazva a L’Hospital szabályt, azt 
találjuk, hogy lim-^^- = -^-, tehát egyúttal lim -—

A L’Hospital szabály ezen kibővítésére közvetlenül is rájutha­
tunk, ha a Cauchy-féle középértéktételt kissé általánosítjuk:.

Tegyüjc fel, hogy

/■'(a)=0,... Pn-1l(a)=0 és <p'(a)=0,... 0

és 9t>(nl(x) az a elég kis környezetében nem tűnik el. Ez a deter-
mináns:

/’(x) y(x) 1
f(®) = í(a) y(a) 1

•» /•(ö) gp(t>) 1

az x—a és az x-b helyeken 0; tehát F'(x) egy közbenső £ helyen
eltűnik; azaz

f(*) </>'& 0
F'(x) = /’(«) 1

9?(fc) 1

az x—ÍE, helyen: 0. De ez a determináns az x—a helyen is 0, mert 
f'(a)- 0. (jp\a)--=Q; tehát az F"(x) egy, az a és £ közötti helyen el­
tűnik. Jelöljük ezt a helyet £'-al; tehát

F'\x) =
f"(*) 
/■(«) 
A0

9’"(íC) 
9p(a)

a % helyen eltűnik; de feltételünk szerint f"(d)—Q, 0, tehát
egyúttal F"(a)—0; vagyis megint az következik, hogy az F'"(x) egy, 
az a és £' között £" helyen 0. így haladva tovább, azt találjuk, 
hogy az ,,feJ fW(x) ^n\x) 0

F(n>(x) — /’(a) 9? (a) 1
f(b} r(b) i
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determináns egy, az ab szakaszban levő helyen (melyei rövid­
ség kedvért ismét ij-vel akarunk jelölni) eltűnik; azaz:

/<") (|) [p (a)— <f> (ft)] - [/(«) -/(ft)J = 0.

Ha tehát <p(ay^cp(b) és y1" (.v)-ről tudjuk, hogy az ab szakasz­
ban nem tűnik el, akkor és így:

/•(«)- f(b)
9? (a)-9? (ft) “ ^(n,(4)

Ha tehát az /’(x) első n 1 diff. hányadosa, valamint a 9?(x) 
első n—1 diff. hányadosa az x~ a helyen 0, továbbá a 9?<n)(x) az ab 
szakasz belsejében sehol sem tűnik el, akkor a Cauchy-féle közép­
értéktételnek ez a kibővítése áll:*

/(ft)- f(«) = /^) 
9? (ft)-99 (a)'

ahol £ egy bizonyos, az a... ft szakaszban levő hely. Ha már most 
/'(a) és <p(a) is zérusok és b—a+h tesszük, akkor:

J(a_+Z,2 = f(n)^
7>(a+h) p(n>(^) ’

/■(n,:(x) ’
ahol £ az a...a-j-h szakaszban van. Ha lim —7-7—^létezik, akkor ,T=a (pn> (x)
éppen úgy, mint előbb, következik, hogy:

/-(u+ft) .. /W(x)
hm —:----- — = hm —7^7-7,
/i-f <p(a-\-h) x-a p{ri)(x)

,. r(x') ,. /’W(.r)
vagyis: hm —— — hm —7-77-7 •

x-a 9?(x) x-a 9?ín)(x)

Ha tehál f (a)=f'(a)=--- — f^n~^(á)=0

és (f> (a)---(p'(a)=■ • • — z/n -11 (a)—0

és 95^ (x) az a hely elég kis környezetében nem 0, továbbá 

lim
X^U

Í'W , 
<p(x)

akkor egyúttal:

* A <f>(a)4= f>(ft) feltételt megint elhagyhattuk; mert, ha y(n)(x) az ab sza­
kaszban sehol sem 0, akkor nem veheti fel két helyen ugyanazt az
értéket, tehát, minthogy y;(n_l)(a)=0, az egész szakaszban mindenütt pozitiv 
vagy mindenütt negatív; ebből ugyanez következik a ^n-a)(x)-re s 1. t. a 
y'(x)-re is és így nem lehet <p(a)=<f>(b), mert akkor ab közben y>'(x}=0 volna. 
A kibővítésben látjuk, kevesebb feltevéssel élünk, mintha az eredeti tételt 
többször egymásután alkalmazzuk.
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Ismét megemlítjük azt az egyszerű es a számításainkban leg­
gyakrabban előforduló esetet, melyben f^(x') és ^”\x) az a helyen 

folytonosak és ^'’>(a)4=0. Ekkor ugyanis

lim ;■■■ ■ v- = - - ■, tehát lim——- — —,-77 v
x-a g^">(x) x-a 05 (x) (jW(a)

[Bebizonyítottuk, hogy ha J(a)=0 és y(a)=0 és -nek az a helyen 
f (x) • 'van határértéke, akkor ez egyúttal az -nek >8 határértéke. Megmutat­

juk most, hogy fordítva nem áll a dolog, vagyis, ha lim f'M X-« íP (X) 
még nem következik, hogy egyúttal lim is létezik;. x-a <f> (X)
jobboldalon álló kifejezés határértékének létezéséből a baloldalon álló ■ ■

fordítva nem. így például az

létezik, abból 
tehát, hogy a

határértékére lehetett következtetni, de
x2 sin —_____ x

sin x
pedig : 0 ; ugyanis

az x=0 helyen -- határozatlan alakú; de határértéke van és

., ■ 1 x2 sin — _____ x
sin x

x 1- —:— • x sin - - sinx x

alakban írható. Az első tényező határértéke: 1, a másodiké pedig, melynek 
egyik tényezője 0-á válik, a másik pedig ingadozik ugyan, de csakis —1 és 

x2 sin —
és +1 között: szintén 0. így tehát lim—;--- —- = 0.■ x-o sinx

Alkossuk meg a számláló és nevező diff. hányadosainak quotiensét. Ez 
a következő:

„ . 1 12x sin----- cos — 
cosx

Ha x 0 felé convergál, a számláló első tagja 0 lesz, á nevező: 1, de a szám­
láló második tagjának nincs határértéke, vagyis inkább a határértéke attól 
függ, hogy az x minő úton válik 0-á.]

1 /*b) Eddig az ‘^^y hányados határértékét vizsgáltuk az x—a 

helyen, midőn /'(a)=0, ^(aj^O. Az a véges számértéket jelentett. 
Sokszor megesik, hogy az hányados határértékét az x = oo 

helyen keressük, ha lim/(x) — 0 és lim y (x) = 0. Annak, hogy 

lim / (x) —0, geometriai értelme, hogy az y^/'(x) görbe asymptotice 

közeledik az x tengelyhez. A kérdés itt tehát az, hogy az 

hányadosnak van-e határértéke, ha x végtelenné válik, vagyis az 
/hl *

hányadosnak van-e határértéke (69. ábra)?



HATÁBÉHTÉKEK KISZÁMÍTÁSA. 221

Ezt a kérdést könnyen visszavezethetjük az előbbire, midőn a 
szóban forgó a hely véges volt. Ha ugyanis x = X tesszük, akkor 

x végtelenné válik, lia y zérussá lesz és fordítva; tehát

Látjuk tehát, hogy a jobboldali határérték az y — 0 helyre

<f> 1 j helyett ^(yj-t teszünk. Fel­
vonatkozik. Itt az /(—j az y-nak függvénye, melyet könnyebb át­

tekintés végeit /i(y)-al jelölünk és <
adatunk tehát a limkiszámítása, ha /'i(0)=0, a,(0)—G. AJkal-

69. ábra.

mázzuk a L’Hospital szabályt. E végből /,(?/) és yt(y) differenciál­
hányadosaira van szükségünk: Minthogy /i(y) = /^~j> tehát

— ~2 / ( y )»

ahol a jobboldalon a differenciálás az = x szerint végzendő. Ép­

pen így:

tehát: »-o$f/i(y) ü-o

v\y

1vagy ha —helyébe megint x-et írunk, a jobboldal igy írható: lim—-y 

Ha tehát ez a limes létezik, akkor a L’Hospital szabály szerint:

limcc
f(x) 
^(x) = lim
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Itt két dolgot kell még megjegyeznünk. Először is, a L’Hospital 

szabály megállapítását az x~a véges helyen azon ésetben végeztük 

el, midőn a ,^'(x) az x=a hely környezetében nem tűnik el. A jelen 

esetben ez azt jelenti, hogy a az y — 0 hely környezetében ne 

tűnjék el; tehát például a 0.../i szakasz belsejében yí(y) minde­
nütt O-tól különböző legyen. Minthogy pedig <p\iy)~ — x2<jp'(x\ és ha 

y a 0.../1 szakaszban van, akkor x az -—00 szakaszban van, 
1 ' '* 1 

vagyis j--nál nagyobb, tehát keli, hogy az x2g>'(x) az -^nál na­
gyobb x-ekre nézve zérustól különböző legyen, azaz egy bizonyos 
N számon túl az xfy'(x) vagyis 9?’(x) ne legyen 0.

Egy másik megjegyzés a következő: Ha lim /'(x) és lim g>'(x) □j—00
léteznek, akkor csakis .0 lehet mindkettő. Ez azt jelenti, hogy ha 

lim/’(x)—0, akkor egyúttal — ha egyáltalában lim f'(x) létezik, — 

lim /'(x) -0. Ennek az állításnak megfelelő geometriai kép igen egy- a;—00
szerű. Ha az y~=/(x) görbe asymptotice közeledik az X tengelyhez, 

mint az előbbi ábra mutálja, akkor az érintőjének határhelyzete — 
ha ugyan van határhelyzet — az X tengely.

Ezt az állítást számítással is igazoljuk. Ha ugyanis lim f'(x} 
a*’-- 

létezik és O-tól különböző, akkor vagy pozitiv, vagy negatív. 

Tegyük fel, hogy lim/’,(x) = m pozitiv szám. Ez azt jelenti, hogy 

elmehetünk az x-el olyan messzire (A-ig), hogy azon túl mindenütt 

f(x) m-é és m-f-6 közé esik, szóval, hogy f'(x) nagyobb egy 

bizonyos rrí pozitiv számnál. Legyen x egy ilyen, A-en túl levő 

hely; és x' egy másik, tőle jobbra eső hely: akkor a középérték­
tétel szerint:

vagyis

f(x') =t= f(x) + (x'—xjfte),

/■(x') > fix') 4- m'(x'—x).

Az f(x) tehát monoton növekvő függvény és pedig minden hatá­

ron túl nő, tehát limese nem lehel 0. Látjuk tehát, hogy ha 
V\mf'(x) -in pozitiv szám, akkor lim f(x) nem lehet 0. Éppen igy 
X ■" 00 x OQ
mutatható meg, hogy ha lim /'(x) negativ szám, akkor sem lehet 
Iimf(x): zérus. így tehát, ha lim/’(x) =0 és egyáltalában f'(x)-nek 
•T—« 
van határértéke, ez csakis 0 lehet.
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[Meglehet, hogy Iim/(X/=0 és lim/'Uj nem létezik. így például, ha 
sín X"=°o sin

j(x) =  ------, akkoi íim/(.r)=0, de /*(x)=—-L—5---- F 2 cosx2 és lim .fix) nemX X*»oo X- X«*>
létezik, mert az első tag limese: 0, a másodiknak pedig nincs határértéke.
De ha lim/(ír) létezik (s véges szám) és minden helyen van f(x) és f"(x)

X»«>
korlátos, azaz |/"(x) | c.M minden x-re, akkor limf(x) létezik, tehát: 0. Ugyanis,X»oo
tegyük fel, hogy lim/(x)—A; és legyen adva a tetszés szerinti kis pozitiv e.

X-”»
Akkor az ehhez tartozó N küszöbön túl mindenütt:

A — t <f(x) < A 4- «.

Válasszunk az N-en túl egy tetszés szerinti l közt. E közben f'(x) nem 
lehet mindenütt -y--nél nagyobb, mert akkor f(x+l) — fix) + l/'(s)-ből : 
f(x\-l)> A — e + 2é>A4-s volna; tehát az l közben okvetlenül van olyan 

2f 9shely, amelyen jT'fx) <“• Legyen ilyen hely az a; tehát f'(a) < — • Ha x e 
köz bármely helye, akkor

f(x)=/'(a)+/"(?) (x-a)
-ból következik, hogy:

|/'(x)i<-y-+MZ.

Ha l gyanánt ezt választjuk: Z~2t~
V M akkor tehát

i/'(x)'l<2/2eM;

tehát az N-en túl mindenütt |,f (x) | <2j/2fxM' és ez már azt mutatja, hogy 
lini/íx)— 0. így tehát, ha lim/(x) létezik (akár 0, akár más véges szám) és x=w
f"(x) is mindenütt létezik és egy véges M-nél kisebb, akkor ebből már következik,
hogy lim/'(x)=0.J * x-»

Azt látjuk tehát, hogy ha a lim-<-)-(■-t akarjuk kiszámítani azon
X— 00 W ' „ ......................... .

esetben, midőn lim/’(x) = 0 és lim^(rr)=0, a LHospital szabály 
X—» Q X—»

alkalmazása megint csak — alakú kifejezésre vezet; de azért mégis 
fix)némelykor a lim meghatározása egyszerűbben végezhető, 

/YaA®-" 9? W
mint a lim.' ; ; -é. Így például számítsuk ki aj>oo CpyX)

log(T + í)

1 Í-, b
log 1 + ~

\ X

hányadost, az x = oo helyen. A számláló is, a nevező is 0-á válik
A számláló difi', hányadosa:------- a nevezőé;-------------------- 75——r-J x(u4-x) x(o4x)

* Hadamard Propriété des trajectoires en Dynamique. Journ. de Math. 
1897. p. 334.
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tehát a L’Hospital szabály szerint:

log (1 4-
\ xl a b-\-x a

hm------ --------— - hm -y- • —7— — ~r •
OgV + X )

, í 

ezen 

lyen 

nincs 

kiszá 

nek, 
« he] 

tetsz< 

akko 

ciálh 

alkal

h. ~ határozatlan alak. Ha /’(.r) az x—a helyen és g>(x) is 

a helyen végtelenné válik, akkor az hányados az x—a he-

behelyettesítéssel nem számítható ki. Helyettesítési értéke
Megint megmutatjuk, hogy bizonyos esetekben a határértéke 

mítható. Csak olyan esetekre szorítkozunk, midőn úgy az f(x)- 

mint a y(.r)-nek mindenütt van véges differenciálhányadosa az 

ly környezetében (az a hely kivételével), vagyis, ha x, és x2 

és szerinti két hely az a környezetében (pl.: az a baloldalán), 

r az Xj...x2 szakaszban az /(a) és y’(x) mindenütt differen- 
atók (és y\x~) e szakaszban nem 0) és így a középértéktétel 

mazható:

^(x,)-^^) ’ 9?'(4)

j

közei
Ezen megjegyzés előrebocsátásával, vegyünk fel az a-hoz elég 

1 egy a’i helyet és jelöljön x egy tetszés szerinti helyei az
xt.... a szakaszban. Ekkor az előbbi megjegyzés szerint:

/ (•ri) - f(x)
fW’

de a baloldal így is írható:
1 f(^)

y(.r)" j _ y(xt) ’
7 (x)

1 _£&)
tehált

7(-T) 1 _ £(£11 y'(i)
9?(.r)

f'(g)
Ha már most a jobboldalon álló hányadosnak van határ-

értél 

fejez
ce, ha a £ a-hoz konvergál (balfelöl), akkor a baloldali ki­

ásnék is van, ezzel megegyező határértéke; de a baloldalon
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szorzat áll. A második tényező 1-felé konvergál, ha x az a-felé tart; 

mert hiszen f(xt) és ^(x,) fix számértékek és /(x) meg y(x) vég- 
/Yx)telenné válnak; így tehát a baloldali -nek is van határértéke 

/”(x) - 9’(x)
és ez megegyezik az határértékével.

Ha tehát lim/ (x)—» és lim <p(x)=:oo és az a hely bármely kis 

környezetében f'(x) és <J>'(x) léteznek és <f>'(x) nem tűnik el és 

lim létezik, akkor egyúttal

.. /‘(x) .. f(x)lim z=. hm——
x-a <f'(x) x-a (x)

Látjuk tehát, hogy a határozatlan alak kiszámítására, illető- 
/ (x) 

leg a lim meghatározására éppen olyan eljárásunk van, mint-Q x-a 9\x)
a — alak esetében volt. Ila a differenciálhányadosok quotiensének 

az x—a helyen van (véges, vagy meghatározott jelű végtelen) határ- 
f (x)

értéke, akkor az hányadosnak is ugyanez a határértéke.
. lofjíé31*—6°)
így például a ^fx—a) az x~a helyen ilyen alakú :

A számláló differenciáuiányadosa: ——g-, a nevezőé: —-— Az
S' "■ c J « L ■ Cl

a-tól különböző helyeken mindkettő véges és az------- a O-tól külön-
X Cl

böző, tehát az előbbi levezetés feltételei teljesítve vannak. A diffe- 
ÓjJ__q\

renciálhányadosok quotiense: ”a-~ az x=a helyen határozat­
lan alakú ugyan, de a L’Hospital szabály szerint kiszámítható 
értéke: 1; tehát lim —íl = 1.

x-a log (x—a)

Hogy lim —= lim ■■■7 -(■ azon esetben, midőn a baloldalon a x-a y(x) x-a gp'(x) ’
számláló is, a nevező is végtelenné válik az x—a helyen, némely­
kor még egyszerűbben is megállapítható és pedig közvetlenül a 

z-0 , . fix)— határozatlan alakra vonatkozó L’Hospital szabállyal. Ugyanis ■■■—;■ ■( 
0 11, Í’W
így is írható: -^-y : tehát a

1

hm 
x-a 1

Ti*)
kerestetik. De ha x az a-felé konvergál, akkor és ■’jyyjy e*‘ 
tűnnek, tehát határozatlan alakkal van dolgunk. Alkossuk meg

Bak*: A JiffirenciálszámítM. I. 15
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a számláló és nevező differenciálhányadosait. Ezek: — 

- Hányadosuk pedig:

és

tehát ba ennek az x=a helyen van határértéke, akkor egyúttal

jöíL
f'(X)

Ha már előre tudjuk, hogy lim létezik és O-tól különböző, 

a jobboldal igy is írható:

és ha lim
x~a ^(.t)

számértékkel rövidítünk, akkor:

miből:

tehát isinél az
határozatlan

l-lhn./M.üm.fe) 
- <?(X) mf(x)’

.. /’(.r) f\x)
hm —7— — hm , 
x-a cp (.r) x-ap(x)

előbbi tételt kaptuk: egyszerűbben, mert csakis a 

alakra vonatkozó, már megállapított tételt alkal-0
Ö

ír- aztuk.

ben a

De többet kelleti föltételeznünk mint előbb: föl kellett
L • fM

tennünk, hogy a lim — --r- létezik és O-tól különböző, mert külön- 
x-a <p{X)

~Á~- számítását nem végezhettük volna úgy,

hogy az egyes tényezőinek a limeseit szorozzuk és ha e limesről 

nem tudnók, hogy O-tól különböző, nem lehetett volna azt monda­
nunk, hogy a lim -el rövidítünk. Megjegyezzük, hogy ez utób- 

. r (.t)
bitói megszabadulhatunk; ha ugyanis lim ' 0 volna, akkor e be-

f (x \ x“a
lyelt például a lim—-^-------et keresnők, mely nem 0, hanem 1 

es erre mutatnok ki, hogy hm --- ; — }im J mi-
x-a <p(x) x-a <p (X)

f(x} f'(x} 1bői következik ismét, hogy lim= lim- A 
. PO) 7 (x) J

|Ha /(aj és <p(x) az x—a helyen végtelenekké válnak, akkor a 
lim-^—y- számítását a lim-~-<- számításával hoztuk kapcsolatba; 
x-a (f (X) x-a O>\x) r
kimutatva, hogy ha úgy /'(•»•), mint <p'(x) az a bizonyos környeze-
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tében mindenütt véges és ha a lim létezik, akkor e két limes 
° x-a (jp\x)

megegyező. Megjegyezzük azonban itt is, hogy a második limes-

nek, a lim -nek a kiszámítása beíveltesi léssel megint nem vé- 
x—a <J>(X) ~ b .

gezhető, mert, ismét ~ alakra jutunk. Vagyis 
általában azt állítjuk, hogy ha /(x) az x—a he­

lyen végtelen és az a környezetében minden he­

lyen véges, meghatározott differenciálhányadossal 

bir, akkor egyúttal /'(x) is végtelenné válik az 

x—a helyen. Ennek az állításnak geometriai ér­

telme igen egyszerű. Ha az y—f(x) asymptotiku- 
san közeledik az x=a egyeneshez, akkor az érin­ 70. ábra.

tője, ha egyáltalában van halárfekvése, az Y tengellyel párhuza­
mossá válik.

Ezt az állítást pontosabban így igazolhatjuk: Minthogy lim/(x)=oo, .* .a .
tehát az a,hely közelében van olyan « hely, melyen túl (a-felé) minden x‘ 
helyen /(x) nagyobb egy megadott -V-nél. Legyen b egy tetszésszerint válasz­
tott hely az a előtt. Ha f(x) határértéke az a helyen is véges lenne, akkor 
a b.. a szakaszban mindenütt kisebb lenne egy m számnál. I.egyen már most 
N^f(b) + (h—a) ni és x' az a...« közben. Ekkor, minthogy /(x)-nek a b... x' 
közben mindenütt meghatározott véges differenciálhányadosa van, a közép­
értéktétel alkalmazható; azaz:

J(x') =/(fo) + (x'—b)/"(§), vagyis j ír') <zf(b) -*- (a- b
tehát ami ellenmond annak, hogy /ír')> A’, ha xf>«.)

Azzal az esettel foglalkoztunk, midőn az x—a helyen a számlaló 

és nevező végtelenné válik. Az a hely a végesben volt. legyük fel 
most azt, hogy az a a végtelenben van, vagyis lim/(.tj—oo és Q X '-o
lim®(x)=oo. Ekkor úgy járunk el, mint a — alakú hataro- X«9O 7 j 0
zatlan alaknál; t. i.: tegyük x — akkor a

15*
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-el. Ha ez az utóbbi létezik, akkor egyúttal megegyezik a keresett 

lim --el.*
^Megjegyezzük, hogy azt mutattuk meg, hogy ha lim—~-y 

létezik, akkor az említett feltétel mellett lim is létezik. Meg- 

eshetik azonban, hogy a differenciálhányadosok quotiensének nincs 
limese és az —-nek van. így például ha y — -í—S'n~ , akkor 

^p\X\ x-sin 3?

sinxlim x-j-sinx

j sin x
lim--------- JL_

_ sinx1 '4----------x

holott a számláló diff, hányadosa: 1—cosx és a nevezőé: 1-|-CO8X, 
e kettő hányadosa tehát: c°8a: — tg2-^-x és limtg-^ x határo-

1 —COS X At x—«> a.

zatlan.J

3. Más határozatlan alakok. 1. Ha limf(x)=oo és lim^(x)=oo, 
x~a x~a

akkor /’(x)—y(x) az x—a helyen oo —co alakú, mely a kivonás 

értelmezése szerint ki nem számítható. Meglehet azonban, hogy 
lim |/’(x)—®(x)J mégis létezik. így pl., ha 
x-a

/•(x) = l + —í—, =
•4/--- ti U

akkor f(x) és y(x) az a helyen végtelenné válnak; de /(x)—9?(x)=l.
A lim [/(x)—®(x)j határértékének kiszámítása végett vezessük be 

x~a 1 1ezeket a függvényeket: f1(x) = -—^- és yt(x) — melyek x=a
/ \a;) )

helyen eltűnnek. Ezek segítségével

1 = 
yt(x) ’

és így: lim[/'(.r)- ®(x)l — lim 
x-a x-a Mxj^cx) De a jobboldali kifeje-

* A középértéktétel alkalmazásánál föltettük, hogy az a valamely 
környezetében nem tűnik el. Itt az kell, hogy a z = 0 környezeté­
ben ne tűnjék el, vagyis például, ha

0<|<«, a V'(l)±4=o.

Ebből következik, hogy ha x > | , <p'(x) nem zérus; vagyis egy bizonyos. 

N-nél nagyobb értékek melleit y’(x)4=ü-
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zés x=d helyen ** alakú, tehát ha a L’Hospital szabály alkalmaz­

ható, akkor ezt a határértéket ki tudjuk számítani.
2. Egy másik határozatlan alak keletkezik az /'(x)9?(x) szor­

zatból, ha x — a helyen /’(x) = 0, y(x) = oo. Ez esetben megint
téve, azt látjuk, hogy ^(x) az x=a helyen zérussá

lesz és így a lim/'(x)99(x) = lim-^ 
x-a x-a y>,{X)

és a jobboldali kifejezés az x—a helyen ismét — alakú, mely, ha a 

L’Hospital szabály alkalmazható, e szerint kiszámítható.
3. Határozatlan alakra vezet még az y=f(xyPlx\ ha lim/'(x)—1, 

x—a
lima,(x)=oo. Ez esetben logy--O’(x)log/’(x) és így az x—a helyen 
x~a
log y megint 0. oo alakú, mint előbb.

4. Végül ha lim/’(x)— oo és lim^(x)—0, akkor az y=/’(x)*’ 
x-a x^a

az x=a helyen oo°. határozatlan alakú. Itt megint logy=y(x)log/’(x) 

az x=a helyen O.oo alakú, mely az előbb már ismertetett módon 

számítható ki.
4. Függvények növekedése és fogyása. Két különböző pozitiv szám, A és fi 

közül vagy A>fi, vagy B>A, Az első esetben -^->1, a második esetben 

fi <L
Ha két függvényünk van, például x és x2, akkor közvetlenül nem mond­

hatjuk, hogy egyik a másiknál nagyobb, vagy kisebb. Ha ugyanis az x 1-nél
kisebb, akkor az y=x egyenes az y=xa parabola fölött 
vonul, vagyis x>x®, ha pedig x>l, akkor a parabola 
mindig az egyenes fölött marad-, azaz x2>x.

Egy másik példa legyen a következő két függvény 
összehasonlítása: x és x—sinx. Mindkettő pozitiv x 
minden pozitiv értékénél. HaxaO...n szakaszban van, 
az első nagyobb a másodiknál; a «... 2n szakaszban 
fordítva, a második nagyobb az elsőnél és általában 
minden Hcn... (2Á--+-1)n szakaszban x>x—sinx, min­
den (2/r-f-l) n... (2Á4-2)« szakaszban x<x —sinx. Az 71. ábra.

első példánál legalább azt mondhattuk, hogy ha x>l, akkor mindig xí>x, 
vagyis az 1... oo szakaszban a második függvény nagyobb az elsőnél. A má­
sodiknál ennyit sem mondhattunk.

Ha f(x) és y(x) bizonyos x-től kezdve monoton növekedő és pedig korlátla­
nul növekedő függvények, tehát lim/(x)=:oo és lim <p (x) — oo, akkor definíciód
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f(x)képpen azt mondjak, hogy f(x) erősebb növekedésű a <p(x)-nél, ha lim —= 00; fM x-»<p(x)
f(x) gyengébb növekedésű a <p(x)-nél, ha —0 és végül f(x) egyenlőf(x) ;E»oc <p
növekedésű a <p(x)-el, ha lim —zérustól különböző véges szám*.T«OC <p \ X)

[Ezek a fogaknak némileg megfelelnek a pozitív számok összehasonlításá­
ban szereplő nagyobb, kisebb és egyenlő fogalmaknak. E hármas lehetőség 
főjellemvonásai ugyanis a kővetkező tulajdonságokban van: 1) Ha A>8, 
akkor B<A. 2) Ha A>B és 8>C, akkor A>f 3) Ha A<B, B<C, akkor 
A<C. 4) Ha A — B és B — C, akkor A — C. E .ulajdonságoknak megfelelők 
a függvények növekedésének összehasonlításában a következők: 1) : a/(x) 
erősebben nő, mint <p(x), akkor <p(x) gyengébb növekedésit/(aj-nél. t -yanis 
lim-'j'-r — oo-ből következik, hogy lim-7—~=0. 2) Ha /(aj erősebb-<> nő, 00 <p (X) jo j (X)
mint <f(x) és <p(x) erősebben nő i//(aj-nél (vagy egyenlő növekedésű), akkor 
f(x) erősebb növekedésű a ip (x)-nél. Ugyanis ■-[- — -£^~- ■ —4?-- és minthogy 

bJ w(x) <ptx) y(x) bJ

hm—- = oo, hm—4-(- = oo (vagy véges), tehát lim--j—- — 00.x„.M^(x (r) 8J 8 ' X~«>v(x}

3) Ha /(aj gyengébb a y;(x)-nél és <jp(x) nem erősebb a y>(x)-nél, akkor /(aj 
gyengébb a v(x)-nél. Ugyanis lim~^=0 és lim—í^- = 0 (vagy véges), 

tehát: lim = lim ■ lim —~ = 0. 4) Ha fix) olyan növekedésű, mint. 
x-» V (x) <f W

y>(x) és <p (x) olyan, mint V'(x), akkor /(x) is olyan növekedésű, mint V'(x) ; 
Ugyanis lim —M- — «, lim -■ = 0, tehát lim = ap zérustól külön-

böző véges szám, vagy általában, ha

és A'

akkor AA'

<x)
- y -x>) fíl
" V(r) ' ’

<-^-<88',
V(x)

A különbség e két fogalom között azonban mégis igen lényeges. Két 
pozitív szám ugyanis mindig a háromféle vonatkozás egyikében van ; vagy 
nagyobb, vagy kisebb az első, mint a második, vagy egyenlők egymással. 
Két növekedő függvényről azonban azt nem mondhatjuk', hogy az egyik 
vagy erősebben nő, mint a másik, vagy gyengébben, vagy egyenlően. Ez 
esetben ilyen hármas lehetőséggel, trichotomiával, a kettő közötti vonatkozás
nincs kimerítve. Ugyanis, ha az /(x) és <p(x) monoton növekedő függvények 

r(x)hányadosának,-nek tulajdonképpeni limese nincsen, hanem aszerint, 
amint x egyik vagy másik módon válik végtelenné, végtelenné, vagy ^P

* Ua-yanez áll akkor is, ha lim---,' nem létezik ugyan, de -í-~ elég ’ x^«<p(X) <p(x) 8
nagy x-ekre két véges pozitív vagy két véges negativ szám közé esik.
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O-sá válik, akkor nem mondhatjuk, hogy f(x) erősebben, vagy gyengébben 
válik végtelenné a y(x)-nél. így például j(x) = ex*+xsinx diff. hányadosa

e**+1 sln * [sin x+x (2-1- cos x)]
pozitiv x-re sohasem negativ, tehát fix) monoton növekvő és ha x a pozitiv 
számokon át bármiképpen a végtelenbe halad,/(x) is végtelenné lesz. Éppen 
így a 9>(x)=ea:*; de e kettő hányadosa: exslna: végtelenné válik, ha pél­
dául x az «, a4-2ir, «-r-4n, . .. «+2n7i, .. . számokon át halad, ahol 0<a<7t; 
ellenben O-sá lesz, ha n<a<2n, mert ez esetben sinx mindig sina negativ 
számmal egyenlő.]

A növekedő függvényeknek egész skáláját alkothatjuk meg. így például 
ezen függvények:

x, x2, x3,... x'!,. ..

közül mindegyik erősebben válik végtelenné, mint az előző ; mert hiszen, ha 
rn

n>m, akkor -^i~ = x',n' végtelenné válik az x-el. .
Definícióképpen azt mondjuk, hogy xn n-edrendűen válik végtelenné az 

x-el; vagyis mintegy a növekedés mértékéül az x-et választjuk, mely első 
rendű végtelenné válik és ehhez képest xn n-edrendű végtelen lesz. A fölírt 
sorozat minden egyes tagjának eszerint egy rendszám felel meg : a végtelenné 
válásának a rendszáma. Ezt rövidehben úgy is mondjuk, hogy xn n-edrendü 
végtelen lesz az x-el, vagy az x-hez képest.

Ezen fogalom megállapítása után egyúttal azt is mondhatjuk, hogy min­
den Zc-adfokú racionális egész függvény Á’-adrendű végtelenné válik, mert ha

/(x) - OöX*+ Oi x*"1-!----- F a*,

akkor = m. + ~ -|------I-—tehát, ha x végtelenné lesz, akkoi
f(x)x* x x2 x*

lim 7 — a0 véges szám; és általában, ha y(x) monoton növekvő pozitivX - w X (T, (X)
függvény és lim — zérustól különböző véges szám, (vagy —-5— két véges 
szám közé esik), akkor <?(x)-ről azt mondjuk, hogy n-edrendű végtelenné 
válik. Ha ip(x) k-adre.ndű végtelenné válik, akkor xf<p(x) k+Z-edrendű vég-

W ÍX) x^ w (x)telenné válik, mert ha lim—-r- constans, akkor lim—*s constans..X-.-oo X* • x-«>
Ebből következik, hogy ha ~ x\ akkor <p(x) olyan rendű végtelenné 
lesz, mint xkip(x).

A növekedési skála azonban az előbbi sorozattal távolról sincs kimerítve. 
Mondhatunk olyan növekvő függvényt, mely erősebben válik végtelenné, 
mint akármelyik xn. Ilyen pl.: ér.

e1Ugyanis lim —= oo, amiről a L’Hospital-szabály alkalmazásával meg- 
győződhetünk. Eszerint tehát nincsen olyan sorszám, mely az végtelensé­
gének jellemzésére alkalmas volna ; ennek ugyanis olyan sorszámnak kellene 
lenni, mely valamennyi véges sorszám után következnék. Ha nem akarjuk 
azt mondani, hogy az e3’ végtelenségének nincs rendszáma, akkor a rend­
számfogalmat bővítenünk kell. Bevezetjük az o rendszámot, mint olyant,
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mely az 1, 2, 3,... rendszámok után következik és ezen új szimbólummal 
jelöljük az e* .végtelenné válásának rendjét.

Az <o új rendszámot transzfinil rendszámnak mondjuk. Ennek a beveze­
tése nem is szokatlan gondolatmenettel történt. Ha már az első n számunk 
megvan, akkor a következőt kétféleképpen alkothatjuk meg. Vagy azt mond­
juk, hogy 1-gyel tovább megyünk, tehát n-ből n+l-et készítünk, szóval 
konsckutiv alkotási eljárást használunk, vagy a már megalkotott n számot, 
mint kollektív fogalmat tekintjük és megalkotjuk az összes, már bevezetett 
számok után jövőt. Ez is nJ-1. Ha azonban már az összes véges rendszámok 
rendelkezésünkre állnak, akkor az első alkotási eljárás, a konsekucio elve 
nem alkalmazható; tehát az új számot a második elvvel, a kollektív alkotási 
elvvel definiáljuk. A két eljárás szétvált, ami a fogalmak bővítésénél igen 
gyakori eset.

Voltaképpen ezt az eljárást is alkalmaztuk már. Ha ugyanis egy mono­
ton szab, sorozatunk van, pl.: 0 3, 0 33, 0 333,..., akkor mindegyik tagnak 
megvan a maga rendszáma ; e sorozat által értelmezett J, mely e sorozat 
határértéke, e számok között nem foglaltatik, hanem valamennyi után kö­
vetkezik ; tehát, ha sorszámot akarnánk o limes-számnak is tulajdonítani, 
az a transfinit o» lehetne. Ebből a szempontból tekintve a dolgot, az a> 
transfinit számot az 1, 2, 3,. . . sorozat limes-számának is mondhatjuk.

A végtelenségi rendszámok alkotásánál tehát két. elvet alkalmaztunk. 
Ha rendszáma n és /(x) olyan rendű, mint xíp(x), akkor /(x)-ről azt 
mondjuk, hogy n+l-cdrendű ; tehát az n-edrendűből a következő n+l-ed- 
rendűt készítettük. Ha pedig már ilyen módon alkottunk egy skálát, melynek 
tagjai 1, 2, 3,.. .-rendűek, akkor készítünk egy olyan függvényt, mely maga­
sabb rendű, mint e skála bármelyik tagja; ez a második alkotási elv alkal­
mazása.

De most ismét tovább mehetünk. .re* ugyanis magasabb rendű, mint é*, 
mert = x első rendű végtelenné válik. Ha tehát xex függvény végtelenné 
válásának is akarunk rendszámot tulajdonítani, ez m-f-l-gyel jelölhető; tehát 
megint az első alkotási elv lép életbe. Folytatólagosan x2ex', x-’e®,... rend­
számai u>+2, «>+3,... s i. t. Könnyű most ismét olyan függvényt készíteni, 
mely magasabb rendű végtelenné válik az x-el, mint az xe®, x2e®,... sorozat 
bármely tagja. Ilyen az e—, mert hiszen ~C„~s — és lim ^-=oo. Ha az 

végtelenségének rendjét is ineg akarjuk jelölni, ezt célszerűen 2«-val 
tehetjük. Ezután ismét az xe2®, x’e2®,... sorozat következik az első alkotási 
elvvel és é** a másodikkal s í. t. De még tovább folytatható az eljárás. 
Ugyanis az e? magasabb rendű végtelenné válik, mint az e®, e2®, a8®,...

, , . e®*sorozat bármely tagja, mert = e3*2-'1’ végtelenné lesz az x-el. Az e® vég­
telenségi rendszáma a>2. Ezen eljárással a növekedő függvények sorozatának 
alkotását kimeríthetetlenül folytathatjuk. A végtelenné válás rendszámai a 
transfinit számok kimerithetlen halmazára vezettek, melyek részint az első, 
részint a második alkotási elvvel keletkeztek. A második alkotási elvvel ke­
letkezett transfinit számok ezek voltak :

ot, 2e>, 3<»,. . . <t»2, o>2 t o>, ■ . . 2«*, 3®2, .. . <a*, . . . <un, . .. at"’, .. . . .., 
melyek az
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Í»X? (>tecy , f2x ! (>3«“, . . , (>X'* . , , fX’n, ffi1’, . . , (*

függvények növekedési rendszámai voltak.
A készített skálát még a másik irányban is folytathatjuk. így például 

yx is végtelenné válik az x-el, de alacsonyabb rendű végtelenné, mini x, 
__ 1

mert hm - -...— 0. A yx rendszámát „ -el jelölhetjük, mert általában meg-
.t—«o íT 2

állapodunk abban, hogy /(x) növekedő függvény rendszáma n legyen, ha 
/*( *')lim ..- véges és O-tól különböző. Eszerint tehát az

1_ 1 1 1
X, Xa , Xa, X4 ,. . . Xn, . . .

növekedő függvények rendszámai

1_ 1 1 1
*’ 2 ’ 3 ’ 4 ’ ’ ’ ’ n ’ ‘ ‘

Érdekes, hogy megint találhatunk oly korlátlanul növekedő függvényt, 
mely alacsonyabb rendű végtelenné válik, mint a felsoroltak. Ilyen pl. a logx. 
Ugyanis, ha a tetszés szerinti pozitiv szám, lim i mint a l’Hospital- 
szabállyal következtetjük: oo. A logx tehát alacsonyabb rendű végtelenné 
válik, mint bármely x". Ha az előbbi gondolatmenetet folytatni akarnék, új 
transfinit számot kellene alkotnunk a log r végtelenségének jellemzésére. 
Ez a szám: — volna. A logx-nél alacsonyabb rendűén válik végtelenné 

dog r)a(logx)“, ha a az 1-nél kisebb pozitiv szám, mert —-•%— = (log.v)° 1 zérussá 
lesz, ha x végtelenig nő. És mindezeknél alacsonyabb rendű végtelenné lesz 

a loglogx. Ugyanis
log logx lim —z~— x-« (log x)“

a rtlospital-szabály szerint a számláló és nevező diff. hányadosainak a 
quotienséből alkotható meg. A számláló diff. hányadosa : —-s— a nevezőé: 
«doffx)“-« 1 xlogx— - ------és e kettő hányadosa : —r.----------— az x-el zérussá lesz. A log logx
végtelenségi rendszámának —=- tekinthető. így kapjuk a korlátlanul növekvő 
függvények egy kimeríthetetlen sorozatát, a

Jog x, log log x, log log log x,...

melyek mind végtelenekké válnak ugyan, de mindinkább alacsonyabb rendben.
5. A végtelen kicsinyek rendje. A főrész. Úgy, mint a korlátlanul növekvő 

függvények növekedését egybevetettük, úgy a végtelen kicsinyekké váló függ­
vények rendjét is összevetjük. Megállapodunk abban, hogy ha

lim/(x) = 0 és lim <p (x) = 0, 
x-a x-a

f (v)akkor aszerint, amint lim végtelen, vagy 0, azt fogjuk mondani, hogy 
fix) alacsonyabb, vagy magasabb rendű végtelen kicsinnyé lesz, mint <p(x).
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Ha pedig lim véges szám, mely O-tól különbözik (vagy ha nincs is 
ilyen határérték, de véges (pozitiv vagy negativ) korlátok közt inga­
dozik, ha x az a-hoz konvergál), akkor azt mondjak, hogy f(x) és <p (x) 
egyenlő rendű végtelen kicsinyekké válnak. Az x függvény a 0 helyen (vagy 
x—a az a helyen) zérussá lesz. Ezt úgy fogjuk mondani, hogy x első rendű 
végtelen kicsinnyé lesz. És ha f(x) az x=0 helyen úgy válik zérussá, hogy 
lim véges és O-tól különböző, (a pozitiv szám), akkor azt mondjuk defi- 
nicióképpen, hogy f(x) az x- 0 helyen a-drendii végtelen kicsinnyé lesz. Éppen 
Így, ha lim O-tól különböző véges szám [vagy általában az a környe­
zetében mindig két pozitiv vagy két negativ véges szám között van], akkor 
azt mondjuk, hogy ,/(x) az a helyen a-drendú végtelen kicsinnyé válik.

Ha fix) például ilyen alakú: ^(x)+v(x), ahol <plx) az x-el «-drendű és 
y(x) ^-adrendű végtelen kicsinnyé lesz és ft>a, akkor lim =0, ellen- 

«,(.!•) x"° f(x)ben két pozitiv vagy két negativ szám között van, tehát *8 elég 
kis x-ekre e két pozitiv vagy két negativ szám között maradj tehát fix) is 
c-rendű végtelen csekély lesz. A ip(x) tehát az f(x) végtelen csekéllyé válá­
sának rendjére befolyással nincsen. Ilyenkor a <p(x)-et az fix) főrészének 
mondjuk. így például, ha /(x) ilyen alakú:

f(x) - Aox“° + A,.c“* + A2x“‘ 4----- (- Anx“",

ahol a0. «n exponensek pozitiv számok, melyek közül a0 a legkisebb, c 
akkor

-ÁííL = Ao + At xe>-“« + • • • + A„ x“» - “» 
x“°

fix)és így: lim ii-i- = Ao véges szám, a mi definícióink szerint azt fejezi ki, 
x-o xa°

hogy /(x) az x=0 helyen «0-rendű végtelen kicsinnyé válik. Az fix) főrésze: 
Aox®“. Az f(x) végtelen kicsinységének rendjére nézve tehát az Aox“* mel­
lett, vagyis a leggyengébb végtelen kicsiny tag mellett álló (véges számú) 
erősebb végtelen csekélyek tekintetbe sem vétetnek; ebből a szempontból 
azt szoktuk mondani, hogy a magasabb rendű végtelen kicsinyek az alacso­
nyabb rendűek mellett elhanyagolhatók.

A végtelen kicsinnyé váló függvényeknek egyszerű skálája volna 
például az

x, x2, x’,.. . xn,...

függvénysor, melyek az x=0 helyen 1, 2, 3,... zi-edrendű végtelen kicsinyekké 
válnak. Megint alkothatunk olyan függvényt, mely erősebben lesz végtelen 
kicsinnyé, mint a fölírt skála bármely tagja. Ilyen pl.: az e x. Ugyanis az

c 0—, ha x a pozitiv oldalról közeledik a 0-hoz, határozatlan alakú, a | 0
vágj' ha — = z tesszük, —— alakra jutunk, mely a z = oc helyen vizsgálandó.

X * oo
Ezen a helyen a tört —— határozatlan alakú. A diff. hányadosok viszonya
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—— szintén határozatlan alakú; de a l’Hospital-szabály n-szeres alkal­

mazásával —j- alakra jutunk, mely a z=oo helyen: 0; tehát lim-^—=0, 
1 C X==0

vagyis e~'x magasabb rendű végtelen kicsiny, mint x bármely hatványa. 
A végtelen kicsinyek rendjének jellemzésére szintén bevezethetjük a trans- 
finit rendszámokat egészen olyan módon, mint előbb tettük.

Itt is folytathatjuk a sorozatot balfelé is például az x2 , x“,... xn,... 
x csökkenésével monoton csökkenő függvények bevezetésével. Ezekhez megint
megállapítható olyan monoton csökkenő függvény, mely szintén O-sá lesz a
0 helyen, de alacsonyabb rendű zérussá, mint az x bármely pozitív hatványa, 

az x-0 helyen ~ alakú; ha megintIlyen pl. a — 1 
logx • Ugyanis x“

— tesszük, akkor
1__

log x

_ log2
1 “ za

log x
. OQlesz, mely a z —oo helyen vizsgálandó. E helyen a jobboldali kifejezés -— 

lo" z c*0alakú. A l’Hospital-szabály szerint azonnal megkapjuk, hogy lim——=0, 

tehát x“ erősebb végtelen kicsiny, mint —» vaffY‘s az az 
helyen alacsonyabb rendű végtelen kicsiny, mint az x bármely pozitív hatványa.

Könnyen meggyőződhetünk arról is, hogy az gyen£^b-
ben lesz végtelen kicsiny, mint a —— s í. t.

6. Végtelen kicsinyek összehasonlítása a Taylor-sor segítségével. Ha /(x) az 
x—a helyen differenciálható és e diff. hányados O-tól különböző véges szám, 
akkor

lim = f’(a) o,
x*--a X—

vagyis az /(x)—/(a) éppen olyan rendű végtelen kicsinnyé válik az x—a 
helyen, mint az x—a, tehát /(x)— f(a) első rendű végtelen kicsiny lesz az 
x=a helyen. Azt látjuk tehát, hogy ha az f(a) O-tól különböző véges szám, 
akkor a függvény növekménye éppen olyan rendű végtelen kicsiny, mint a 
változó növekménye. Ez más szóval azt fejezi ki, hogy ha s tetszés szerinti 
kis pozitív szám, akkor a hozzátartozó a—z...a+t közben:

f(a) - f < ~<f(a) +

vagyis — f(a) r/ alakban írható, ahol |yl<«, ha jx—a|<r,
vagyis lim 7=0. Az 7 tehát az (x—a)-val együtt elenyészik. Az előbbi egyen- 
létből:

fW —f(a) — (x—a) [/'(0)4-7] -fia) (x—a) 4- 7 (x—a).

A jobboldalon álló első tag elsőrendű végtelen kicsinnyé lesz, ba x az a-hoz 
konvergál, a második tag azonban magasabbrendű, mert lim —— 0 t. i.
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lim 7=0, tehát f(x)—j (a) növekmény főrésze az f(a) (x—a). Ha röviden g-nal 
jelöljük az /(x)-et, akkor tehát dy egyenlő rendű végtelen kicsiny lesz a 
Jx-el és a főrésze fia) dx. Ha még a helyett x-et írunk, akkor tehát az x 
helyen az f(x) függvény növekménye:

dlJ = (f'(X) + ti)dX

és e növekmény főrésze: f(x).dx. Ezt az állítást szimbolikus alakban így is 
szoktuk kifejezni:

dy-f'(x)dx

és így olvassuk: ha a változót a végtelen kis dx-el növeljük, akkor a függ­
vény a végtelen kis dj/-nal nő, (változik) és a függvény végtelen kis növek­
ménye ,f'(x)-szerese a változó végtelen kis növekményének, ha f'(x) zérustól 
különböző véges szám. Megjegyezzük azonban, hogy ez a fölírt egyenlet 
csakis szimbolikus egyenlet, nem valóságos. Mert hiszen a végtelen kicsiny 
valóságban : 0, tehát a fölírt egyenlet igazi jelentése : 0=/ '(x). 0, ami semmit 
sem mond. A fölírt szimbolikus egyenlettel semmi egyebet nem akarunk 
jellemezni, mint azt, hogy i/-nak x szerinti differenciálhányadosa, azaz 
lim=f'(x). Némi haszna azonban mégis van az új alaknak; egyrészt 
könnyen áttekinthető módon tünteti fel azt az előbbi állításunkat, hogy a 
függvény növekménye éppen olyan rendű végtelen kicsinnyé lesz, mint a 
változóé és másrészt, ha félreértésekre nem ad alkalmat, különösen gyakor­
lati kérdések tárgyalásánál egyszerűbben fogalmazható tételekre vezet. Ezért 
a most bevezetett jelölésre külön nevet is alkotunk. A dx-et az x változó 
differenciáljának, a dy-t pedig az y differenciáljának nevezzük. A fönti szim­
bolikus alak a differenciálok közötti reláció.

Ha az a helyen f'(a)=0 és /"(<»)=j^0, akkor a Taylor-sor a következő 
íilíikú *

f(x).=/(a) +/"© (x-a)2.

Ha egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy f"(x) az a helyen folytonos, 
akkor J"(ls)=f"(a)+q írható és ha x az a-hoz convergál, ezzel § is a-ba megy 
és 7 O-sá válik: lim7=0; tehát:

/(x) =/(a) +/"(a) (x—a)2 4- 7 (x—a)2

vagyis az/(x) növekménye, melyet most J-'y-al jelölünk:

=/"(a) (Jx)2 + 7 (Jx)2.

Ha tehát /’(a)=0, akkor a J2;/ növekmény főrésze /"(a)ÍJx)2, másodrendű 
végtelen kicsinnyé válik.

így például, ha /(x)-nek az x = a helyen közönséges maximuma, 
vagy minimuma van, tehát f'(a) =0, /"(a) 4=0, akkor e helyen a változó 
(abscissa) végtelen kis növekményéhez a függvénynek (ordinátának) másod­
rendű végtelen kis növekménye tartozik.

Szimbolikus alakban ezt a megfelelkezést megint az előbbihez hasonlóan 
igy írjuk:

d2g=/”(a) (dx)2.

Ha általában az a helyen fia) =J "(a) = • ■•—fn »»(a) = 0 és f(n> (a) 4=0 
akkor a Taylor-sor:

(x) =f(a) + ^~ (x-a)n,

miből megint azt látjuk, hogy ez esetben a változó végtelen kis növekményé-
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hez a függvény n-edrendű végtelen kis növekménye tartozik. Ezt szimboliku­
san megint igy írjuk:

d”y = JV'^X) {dx)n

és ezzel megint csak azt akarjuk jelölni, hogy a függvény-növekmény fő­
része: fnUx) (Jx)".

7, [Differenciálás a végtelen helyen. Láttuk már, hogy ha az f (x) függvény­
nek az x=a helyen meghatározott differenciálhányadosa van és /'(x)-nek az 
x=a helyen van határértéke, akkor az /(xi-nek az a helyhez tartozó differen­
ciálhányadosa nem lehet más, mint az fix) függvénynek az a helyen lévő, 
határértéke (138. lap b)). Ez nem magától értetődő dolog, mert két különböző 
határértékről van szó. Ugyanis az a helyhez tartozó differenciálhányados:

lim
h-o H

igy is érthető: Alkossuk meg az -ZíiiÍLL—hányadost. Tegyük először 
n f(x+h) — fix)x—a. vagy, ami mindegy, változatlan h mellett alkossuk meg a lim —---- L— -----

határértéket és azután tegyük h=0. vagyis alkossuk meg a következő határ­
értéket :

.. f(x+A) —/’(x) hm hm■■—■—. h-o x-a ti
Ez az a helyhez tartozó differenciálhányados. Másrészt az J'(x) függvény 

a következőképpen van értelmezve :

71=0 n

Ha már most ezen függvénynek x=a helyhez tartozó határértékét keres­
sük, akkor ebből meg kell alkotni a következő határértéket:

limlim^+V^- 
x—a h-o n

Látjuk tehát, hogy az /(x)-nek az a helyhez tartozó diff. hányadosa az 
f'(x) derivált függvény a helyhez tartozó határértékétől abban különbözik, 

— f(x)hogy az —----- L—iJ—_ hányadosnak az x=u, h=0-hoz tartozó határértékét
különböző sorrendben állapítottuk meg. Az első esetben először tettük x=«, 
azután h=0; a másodikban pedig először 7i=0, azután x=a. Később, midőn 
a több változás tüggvényről szólunk, bőven lesz alkalmunk tapasztalni, hogy 
a határátmenet sorrendje minő befolyással lehet a határértékre. A most szó­
ban levő esetre vonatkozólag ismételjük azt, amit már más alkalommal tár­
gyaltunk, hogy ha lim/'^) létezik, akkor az /(x)-nek az a helyen ez a diff.x-a 
hányadosa.

Ha az a hely a végtelenben van, akkor is meg kell különböztetni e 
két fogalmat: az /(x) diff. hányadosa a végtelen távoli x helyen és az J '(x) 
diff. hányados a végtelenben levő x helyen. Az első az — ~— hánya- 
dós határértékét jelenti, ha először x végtelenné válik azután h zérussá, 
tehát ezt a határértéket:



238 VI. FEJEZET.

.. .. /(x-é-A) —/’(x)Imi hm  ------T- ■'■■■ ■ ,
h--OX-» /?

a második pedig az ——— hányados határértéke, ha előbb tesszük
h—0, azután válik x végtelenné, tehát:

.. .. f(x+h) — f(x)11 m 11 in ——1———— •
X^oo h-o ll

Meglehet, hogy az egyik létezik, a másik nem. így például, ha

f(x) = x + — sin íx2),

akkor f(x+ h) -f(x) 
h

h -*----- Vj-sin Íx4-/i)2 — - sin i.r2)
x-rh x

h

és ha x-et végtelenné tesszük, akkor e hányados határértéke : 1 a Zi-tól tel­
jesen független, tehát

.. .. f(x+h) — f(x)hm hm ——:—■—-—— — 1.
7r o x - <» íl

Ha pedig előbb tesszük h—0, azaz kiszámítjuk az j\x) diff. hányadosát 
az x helyen, azt találjuk, hogy

f'ix) — 1 —sin (x2) 4- 2 cos (x2)

és ha most x-el végtelenbe megyünk, a cos (x2) miatt határértéket nem 
kapunk. A lim limtehát nem létezik.

X‘- oo 7lasO R
A l’Hospital-tétel segítségével a lim./'(x), vagyis a diff. hányados határ- X-=oc'

értéke egyszerűen kiszámítható, ha a létezéséről eleve biztosítva vagyunk. 
Ugyanis láttuk, hogy ha /(x) és <p(x) az x—oo helyen végtelenekké válnak 
és lim létezik, akkor egyúttal:,T=W <f> (X) °

/'(x) f'íx)hm —~ = hm - (x) '/ («v)

Tegyük y>(x) helyébe x-et, akkor tehát, ha lim fix) létezik:X-*oo

lim ^-= lim/'(x).
X*.oo X X--X.

Ha tehát tudjuk, hogy /'(x)-nek x végtelenné válásakor van meghatáro- 
f \ T*)zott (akár végtelen) határértéke, ez egyszerűen a lim --határértékből 

f(v) X—számítható ki. A lim f'(x) létezéséből tehát a lim is következik.X*=-oo x- J* X
f í r)Megjegyezzük azonban, hogy fordítva a lim létezéséből nem követ-X

kezik a lim/'(x.i létezése. Ugyanis az előbbi példát idézve, melynél X-- oc

azt találjuk, hogy

t
fix- -- x -f- sin (.r2h. x
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I • J(x)Inn
X~v> X’

ellenben lim/'(x)-ről megmutattuk, hogy nem létezik. 
x-» fi rí

Kérdés, tekinthető-e a lim ----- a végtelen helyhez tartozó differenciál-UJ-oc X
hányadosnak? azaz mondhatjuk-e, hogy

/(x) /(.r+h)-/(•«•) „Ilin ■■-■■■■- = hm hm —-------■-■■-?
X-<*> X /l- 0 $C» « h

Azt állítjuk, hogyha /(x) úgy válik végtelenné, hogy bármely h véges 
számra nézve: hányados limese (x=oo-nél) /i-tól függetlenn r/r\
véges, (A) szám, akkor igenis lim -—7— tekinthető a végtelen helyhez tartozó 
diff. hányadosnak.*

Ugyanis, ha lim—————— a jegyzetben említett módon független X*- co /l
a h-től, akkor a jobboldalon álló kettős limes helyett egyszerűen ez a 

f(x)limes vehető. De erről megmutathatjuk, hogy megegyezik a lim-—:—el.X= co X 
Ugyanis, ha

.. f(x+h)~ f(x) .li m —------ r—— A.IT=-OO fi

függetlenül a ft-tól, (a jegyzetben megállapított módon), akkor bármely kis 
e-hoz tartozik oly N küszöbszám, melyen túl levő x-ekre nézve, akárminő 
pozitív szám legyen is a h:

_ £ - /(x+A) -/(x)
3 h <A+ |.

Legyen x0 egy ilyen tetszés szerint kiszemelt iV-nél nagyobb szám.
Ekkor tehát:

. e . /(x0+A)-/(x0) . e
A- 3 < £ <A+ 3

és ha .V0+/1 helyébe x-et teszünk és igy h helyett x—X0-t, ez az egyenlőtlen­
ség így is írható :

. ./~(x0)

a -—< SW ——£^L
3 X ! _ Xo

e
3

f (x)Az - mellett álló tényező limese: 1, mert hiszen x0 egy meghatáro­
zott fix szám és x-el az /(x) végtelenné válik.

* És pedig ez a függetlenség úgy értendő, hogy ha egy tetszés szerinti 
kis pozitív e aÜalik, meghatározható olyan IV, hogy bárminő legyen, is h,

\f(x+h)-f(x) I 
I h ■ Al<e’

. »T * - • 1 J- . L 1- f(X) .ha x>A. Ezt röviden úgy mondjuk, hogylini—-----r—— A egyenletesen.a? x» fi
Megjegyezzük még, hogy a két limes egyenlő voltára adott feltétel elegendő 
ugyan, de nem szükséges. ' .
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Tehát elmehetünk az x-el (természetesen N-en túl) oly messzire, hogy az 
1___ X 8------ 77—- az <5 határértékétől, az l-től, mindig -57-77-7---- nál kevesebbel*, /(x0) 6 3|A| + e

/(x) t
különbözzék, azaz, ha x>M, akkor (az egyszerűbb írás kedvéért feltéve,
hogy A>0): 

l--±e_ 
t e — x __, , f 

3A+e /(x0) < + 3Á+7 
/(x) 

és így a fönti egyenlőtlenség így is írható, ha x>M: 

vagyis:
1 _ « _ Ae . ___£L_ - 4 . ± 4. _á£_ . **

3 3A+r ' 3(3A-tt) ' x ' 3 3A+f 3(3A+f) ’

miből: A —«<—- < A + s, X

I fix) Itehát, ha x>Af, akkor mindig -—A <e, ami azt bizonyítja, hogy
lim—— a, vagyis

X-*> X X-oe R
f(x)Ebben az esetben tehát lim-^^- tekinthető a végtelen helyhez tartozó 

diff. hányadosnak.
Eddigi tárgyalásaink könnyebben áttekinthető geometriai viszonyokkal 

is illusztrálhatók. Ha ugyanis lim/'(x) létezik, akkor ez azt jelenti, bogy az X«oo
!t=/(x) görbéhez vont érintő irányhatározójának van határértéke; vagyis, 
ha a kezdőpontból a görbe pontjaihoz vont érintőkhöz párhuzamosakat von­
nánk, ezen egyeneseknek volna határhelyzetük. És ha az [x, /(x)] pontot a 

f (x)a kezdőponttal összekötjük, ezen egyenes irányhatározőja: így
vont egyeneseknek is van határhelyzetük és ez az előbbivel megegyezik. 
A lim/'(x), illetőleg a vele megegyező hm —— -et asymptotikus irányhatáro- a*“=*o X“°o X
zónák nevezzük.]

8. Asymptota. Ha y=f(x) olyan görbe egyenlete, mely végte­
lenbe nyúlik, melyre nézve lim/Xx)— oo és y=Ax-|-B olyan egye- 

nes, mely azzal a tulajdonsággal bír, hogy a görbéhez határtalanul

* Vagy kevesebbel, mint 7777-— ÓA +« ahol

arra az esetre ha A zérus volna.
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közeledik, vagyis az ordináták különbsége: /’(«)—Ax—B az x kor­
látlan növekedésével elenyésző csekély lesz, azaz

lim \f(x)—Ax—B] = 0, 
.'V-

akkor azt mondjuk, hogy az y~Ax-\-B egyenes az y /'(.r) görbe 
aaymptotája.

Hogyan kell az A és B együtthatókat meghatározni, hogy az 
y~Ax-}-B az y—f(x) asymptotája legyen? Az A meghatározása a 
következőként történhetik:

A lim(/■(«)—Ax — B)=0-ból az is következik, hogy:.T«=oo
f(x)—Ax—B hm ------ ------= 0..r

Tegyük fel, hogy B-re csak véges értéket keresünk, vagyis 
olyan asymptotát akarunk meghatározni, mely nem párhuzamos az 
y tengellyel. Ekkor az előbbi kifejezés igy is írható:

lim — a) = 0,

vagyis, ha van ilyen asymptota, akkor 

általa.
,r-.v X

Ha a jobboldalon álló limes nem léteznék, akkor ilyen asympto- 

láról nem lehet szó.
Ha már az A számot megállapítottuk, akkor Jim(/(x)—Ar—B)—0- 

;r»co x
ból következik, hogy ha van asymptota, amely nem párhuzamos az 

y tengellyel, akkor, B véges szám lévén,

lim[/Y.r) Atj—B.

Ha a baloldali limes nem létezik, akkor B nem lehet meghatá­
rozott szám és akkor asymptota sincsen.

Az asymptota létezéséhez tehát, amint látjuk, kettő szükséges: 
1) hogy lim létezzék. Ez a határérték az asymptota irányhatá- 

rozója: A. 2) hogy létezzék lim(/’(.r')~ Ar). Ha ez létezik és véges 

szám, akkor e határérték: B az Y tengelyből levágott darab. Ha 

e két határérték közül egyik, vagy a másik nem létezik, akkor 

asymptota nincsen.
Beki’: A iliífevenciálsiámüás. I. 1Ö
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Eddig nem szóltunk az Y tengellyel párhuzamos asymptotáról. 
Ha az /'(.v) az x—a helyen végtelenné válik, akkor az x—a egye­

nest nevezhetjük a görbe asympfotájának.
Példaképpen határozzuk meg az

•l2 1/2 ■ 1

a2 ' ő2

hyperbola asymptotáil. Ezen egyenletből:

a
-a

Minden .v abscissához, mely a-nál nagyobb abs. értékű, az 

ordinátának két érléke tartozik: 4-— Vív2—a2 és —— Ki’2 a2. a a
Vegyük először a gyök pozitiv értékét.

Első dolgunk a lim A’ll megállapítása. Ez:
•v -X .r

1- b
hm — 1 ■' 1 — 
x-K a f

a2
x2

b
a ’

tehát ha asymplota létezik, annak irányhatározója, az. előbb .4-vai 
jelölt szám, csak — ^vagy, ha a gyök negativ értékét vesszük, — j 

lehet.
Most meg kell határoznunk, hogy létezik-e a

lim (/’(x)—Ar)?
Újra OO '

Ez a jelen esetben:
lim í — Ki’2—a2 — — .rl.
;r-o© La aj

De Ke2— a2 így is írható

A alakú kifejezés Maelaurin-sora a következő:

- V1 -f- í)z
a2

a jelen esetben z helyeit — -et téve:

1-^ = 1- 1 
x2 2

a2 
x2
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és így:

lim (f (x)—Ax) = lim — x I1 —
x-°ov ' x— a I

ab
==^-7- = 0,

vagyis az előbb B-vel jelölt számérték: 0 és így asymptota valóban 

létezik és pedig kettő: az egyik: y —~.r, a másik: y — —— x.

Határozzuk meg a hyperbola érintőjének az irányhatározó­
ját. Ez:

, b xy —------ —------
a Vx*~a*

és így: lim y' = —, vagy lim y' =------ , aszerint, amint a hyper-
X»OO (1 £~=oo Cl

bolaágnak az x tengely fölötti, vagy alatti részét tekintjük. Látjuk 

tehát, hogy most /"(x)-nek van határértéke. Az x, y pontban húzott 
érintő, ha £ ^jelentik a folyó koordinátákat: rf— y—y'(&—x); vagyis:

Ha x végtelenné válik, akkor lim y' — — és hm (y — y'x) — 
a/> x-~ a x~~

— — lim . ■ ■■■ — 0; tehát az érintőnek van meghatározott határ-
/xa-aa b .

fekvése és pedig az — — £, illetőleg az = Az asymptota 

tehát egyúttal az érintőnek a határhelyzete is.
Általában azonban nem így van a dolog. Asymptota akkor van, 

/ í t)
ha létezik a lim—— = A és ]im(f(x)—Ax')=Ii. Az érintőnek pedig 

akkor lesz határhelyzete (vagyis a görbe végtelenben levő pontjá­
hoz akkor tartozik érintő), ha létezik a lim /'(x), vagyis az érintő x— oo
irányhatározójának határértéke és ha létezik a lim (y—y'x), az érintő 

által az y tengelyből levágott darab határértéke. Tudjuk, hogy a 
f (&)

lim — ■ létezéséből még nem következik lim f'(x) létezése; de 

fordítva igen. Ha tehát az érintőnek van határfekvése, azaz létezik 

lim/'(x) és lim [/"(x)—x/'(r)], továbbá, és létezik lim |/(x)—Ar] és 

ez az utóbbi limesszel megegyezik, akkor az érintő határhelyzete, 

melyet végérintönek nevezhetünk, megegyezik az asymptotával.
16*
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Megmutatjuk egy igen egyszerű példán, hogy a két fogalom: 
asymplota és végérinlő nem mindig egyezik meg. Legyen a görbe
egyenlete:

\ sin xy = _

Határozzuk meg az asvmptotáját. Első dolog annak megálla- 
/(X) 

pitása, hogy lim van-e ?
X" oo X

/* (x')tehát lim---?- — A. Második dolgunk a lim [/'(x)—dx] meghatáro- 
X«=«O X

zása. Ez
.. T sinx . , D . I .. / sinx \ hm---------- H dx B — Ax I — hm I---------- H B ) — B,
X"«o L X J X—oo \ X '

tehát a szóban forgó görbe asymptotája: y—Ax-\-B.

Van-e végérintője? E kérdésre válaszolandó, meg kell határoz­

nunk, hogy az (x, y) pontban vont érintőnek van-e határhelyzete, 

ha x végtelenné válik?

, xcosx—sinx , . cosx sinx .y =-------- -------------- h d = —------------+ d ; tehat hm y = d.
X X X X»oc

Az érintő iránybatározójának van határértéke; d és ez termé- 
. .. f(x) .szelesen megegyezik a hm ■ -el.

Az (x, y) pontban vont érintő egyenlete (£, a folyó koordiná­
ták): y=y'(£—x); tehát az K tengelyből levágott darab: y—y'x,

vagyis:
sinx sinx sinx P Ax -f-B — cos x  Ax = B -r~ 2 COS X, X---------------------------------- X----------------------------X

Ha x végtelenné válik, ——— zérussá lesz, ellenben cosx ha­

tározatlan, mert a — 1—(-1 között ingadozik. Az érintő által az Y 

tengelyből levágott rész limese határozatlan és így az érintőnek 

határhelyzete nincsen, végérintőről nem szólhatunk.
sin x%Még egyszerűbb az y=---------görbe esete. Itt:

lim = lim — 'A— — 0, tehát d — 0
-r - X x « x2
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és iim.(/’(x)—Ax) = lim - = 0, vagyis B — 0.

Az asymptota tehát 0.
Másrészt azonban az érintő irányhatározója: 

, 2a’2 cosx’2—sinx-2 , , sinx2y =----------- ----------- - = 2 cos x2-----a— ,

tehát lim f(x) nem létezik, vagyis az érintőnek nincs határhelyzete,
X«oo

az asymptota nem végérintő.

Feladatok és gyakorlatok.

1. logx 
X—1

. lo** xaz x=l helyen meghatározandó (azaz lim - °-.- ' a-1 X’—1
X—1 t*1-—12. —-—T- és ——- az x~1 helyen.x"-l x'"—1 2

ex~e~r- 
sin x az x=0 helyen.

4.

6.

7.

gr_2,1- 
x — sin x az x=0 helyen.

qT—bT tg x—x x — sinx
x ' x — sinx ’ Xs

sin x 
x

<rr-l>T 
c’-d®

eT—2 cos x+e~x 
xsinx

_ x — arc sin x - , .5.  T-.—rí---- az x=0 helyen.sin x)s J
sin 3x

3 .sin 2 x
az x=0 helyen.

az x=0 helyen.

o 1—x4-logx . , , . ... ... .8.____ az x=l helyen, (a gyök pozitívnak veendő).
1—V 2x—x2

„ xn—an sinx—sin a 1 —cos(x—a) e?—ea , .9. ~zjü—sr»----------- , ----- 7—~,---------a® x~a helyen,x"'—a,n x—a (x—a)2 x—a
x xsinx — K- ... 2 n , .10. --------az x = -s- helyen,cos x 2 J

k qt- r ■“ V' 2x11. ■■■ -aza=a helyen (a gyök pozitiv értéke veendő).
y a4-3x — 2y x

12.

13.

15

17.

í,n + l_nn+l
---- —pi-----az n=—1 helyen.

1 — sinx4- cosx n , .
sin x + cos x — 1 2 J

asinx-a n . ,-t----- ;----- az x— „ helyen.log sin x 2 J
e* + log (1—x) — 1 .-------r2------- ------  az x=0 helyen.tg x—x J

j4 tg x ~ s*n x 
sinsx

16- 10g(l+x)

18.

19.

21.

, ■- az x=0 helyen.log (14-x) 3
x+sinx —sin2x n , .-jr-1-—------- : x— az x=0 helyen.2x+tgx —tg3x

20.

az x—0 helyen.

az x=0 helyen.

——az helyen.
\-V 2X-X2
x+ tgx — tg2x n , .x——7------ r~5“ az x=0 helyen.2x+tgx-tg3x
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nn V~x—V a+fr-a , .22. —----- ---------------- az x=a helyen.
y a?—a2
2 . lr,x — „sinx — „(tgx

23. '---------------------------- az x=0 helyen.

_. y a2+ax+x2 — V a2—ar+x2 „ . ,
V a+x—y a—x

__ log(l+x+x2)+log(l — x+x2) aki25. —s_L_!—!—LJ—23---- !—í_ az x=o helyen,
secx —cosx

„ xsin(sinx) — sin2x n . ,26. -------J----------- az x=0 helyen.

1/ (V^~~ X*~ •27. ---- -— ----- az x=0 helyen (a gyök pozitívnak veendő).
b—y h2—x2

,.o sinx —xcosx Ali oa tgx—x „ , ,28. —,——- az x=0 helyen. 29. — az x=0 helyen.
X30. az x—0 helyen és a differenciálhányadosa az x=0 helyen kiszámí­

tanánk.
31. Némelykor könnyebben célt érünk az ilyen határértékek kiszámítá­

sánál, ha nem a l’Hospital-szabályt alkalmazzuk, hanem közvetlenül a szám­
láló és nevező Taylor-sorát használjuk fel. így például a 6. példában szereplő 

x sin xlim——-j—- kiszámítása céljából fejtsük ki a sinx-et a 3-ik tagon túl:
Xs x4sin(#x) , x—sinx 1 xsindxsmx=x-1? +----- J,----- ; tehát: ------ --------= g--------- jp-

—X_ hX gX_ e~X
32. Határozzuk meg még egyszer ily módon a lim------- , lim -=——r

x-o x log(1+x)
(a számláló és nevező kifejtését már a második tagnál rekesszük be).

33. Ugyanilyen módon számítsuk ki a

lim
X—o

sin 3x
2 • Ax —s- sin 2x ö

, lim
X—O

1 — COS X
X2

, lim 
x-o

sin x — x cos x 
x5

2x—3 sm x+x cos x , hm-------------j-i----------  és ax-o Xs
lim (9 + 6 cos x) x — (14 -|- cos x) sin x 
x-o x7 

(úgy a cosx, mint a sinx a 8-ik tagig fejtendő ki).
34. Számítsuk ki a l’Hospital-szabály szerint még a következő határ- 

. ... . i- e*—2 cos x+e-x TT . ., , .értéket: hm---------- :----------- Ugyanezt sorokkal is.
x-o x sin x

37.

39.

.. sin 2x+2 sm2x— 2 sm x hm--------- !----------- =--------x-o cosx —cos2x
x*+3x“—7X2—27x—18

X™ x*~3x“—7x2+27x-18 '
sin («+x) — sin («—x)

x-o cos (a+x) — cos («—x)

36. lim 
x-o

(x-2)er+x+2 
(é^-l)2

38. lim mstnx
x-o x (cos x—cos m x) (sorokkal is!)
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(Ez különben c. l’Hospital-szabály alkalmazása nélkül is könnyen megállapít­
ható. Ugyanis a számláló ismeretes trigonometriai formula szerint 2sinxcosa ; 
a nevező pedig: — 2sinx . sin « ; tehát a keresett limes: — cotget.)

40. x-o n sin x — sin nx
M r \ 2x—x4 — x 41, hm--------- ---------

42. limX-0 x — sin x 43.

r44. hm-'-lim--;.-. lim--v (« pozitív). E határértékek 0-ok. Azt mu- 
x-x ec x-x e' x-x </'■* 1

latja az utolsó, hogy e“x, ahol c bárminő kis pozitiv számot jelent, erőseb­
ben válik végtelenné, mint x-nek bármely magas hatványa.

._ logx logx .. (logx)“ , . „ ... ,45. lim—2—, hm—, hm-—s_— (a és £ pozitív számok). E határ- 
értékek 0-ok. Azt mutatja az utolsó, hogy logx bárminő magas hatványa is 
gyöngébb végtelenné lesz, mint x akárminő alacsony hatványa.

lOfif lOfiT X46. lim—-2—2— a számláló differenciálhányadosa: —;-----, a nevezőé:I x~x logx J xlogx
—, tehát a keresett limes: 0.
x (log log x)“47. lim ———— (a és & pozitivek); a számláló diff. hányadosa: 

x-x (logx)**
a (log log x)—1 ‘SToFÍ’ ’ a nevezöé •' (,OS ■ V ’•A/ «V Jü

tehát (log logx)-
hm---- ;------ 3---(logx)"

« ljm (loglogx)”-1
P oc~*> (log Xj/*

Ha ezt az eljárást folytatjuk, végre a számlálóban az exponens 0, vagy nega­
tiv lesz és így a keresett limes: 0. Ez azt mondja, hogy loglogx bárminő 
magas hatványa is alacsonyabb rendű végtelenné válik, mint logx akárminő 
alacsony hatványa. Ezt az eredményt úgyis megtaláltuk volna, hogy y=logx 
helyettesítéssel

(log logx)- _ (logg)"
(log x)t> yl*

és így ezt az esetet az előbbibe vezettük volna vissza.

telenekké válnak és lim --létezik, akkor lim-^-^- = lim 
X^oo .<fr\X) x=~ao (X) X--«> , ,

azonban és erre már rá is utaltunk (228. lapon), hogy a másodi

48. A l’Hospital-szabály szerint, ha /(x) és <p(x) az x~a helyen vég- 
f izmviL- oVL-zw lim — lim V . Meglehet 

határérték
nem létezik. Ebből nem következik, hogy az első sem létezik. Vagyis elő- 

f(x) fix) . ífordulhat, hogy lim létezik, bár lim —~~ nincsen. így pl.°'’ X~x<f>(x) X-x <p'(x) r

_ sin x
.. x—sinx x .hm—-—:-----= hm -------- :----- — 1.
x-x x-+-sm x x-x ] sin x

X
A számláló diff. hányadosa: 1 —cosx, a nevezőé: 1 + cosx. E kettő 

hányadosa: tg2-^, tehát = és lim tg2 határozatlan, vagyis Z (f) (XI £»
attól függ, hogy az x minő értékeken ál halad a végtelenbe. Nem lesz érdek­
telen, ha ezt a sajátságos körülményt jobban földerítjük. A l’Hospital-sza- 
bály levezetésénél (az x=oo helyen) erre az egyenlőségre jutottunk :
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1
/(x») ~/(x2) _ ./(fi). _fM _ f'té)
<f>M—* 9>(*i) < <p (x2) v'té) ’

ahol £ mindig az x, és x2 közötti helyet jelent. Ebből következik, hogy ha 
x,-el a végtelenbe megyünk,

lim
oo íp(x-i)

= lim-A^r
V (?)

Ha tehát a baloldali limes lélezik, ez megegyezik a jobboldalival. És 
itt van a fordulópont. Meglehet, hogy a f közbenső értékekre megalkotott 
f -nek van limese, de általában j- -nek nincsen; azaz, meglehet, <p'(f) <p (r) fit\
hogy ha a f értékeken át haladunk a végtelenbe, ~~TrgT limese határozott, 
de más úton haladva, más limeshez jutunk. Sőt úgy is kell lenni, ha a bal- 

f (•X'Joldali limes létezik. Vagyis, ha lim ■ , '■ létezik, akkor a f közbenső érté-
kekkel megalkotott számértékek sorozatának ugyanez a limese van.
Nézzük a mi példánknál, hol is vannak a f közbenső helyek?

x2 — sin .Ti — (x2 — sin a~2) 
x, + sin x, — (x2 + sin x2)

. , / sin .Tj — sin xa
ki--r2) (1---------7—7----

(X1-X2) (1 + sin x, — sin x2 
•ri-xT-

és ha x. korlátlanul nő, akkor a ----- ——-—zérussá válik, tehát a f köz-Xi —x2
benső hely olyan, hogy úgy/'(f)=l—cos f, valamint y'(f)—1-j-cos f az 1 felé
eonvergálnak, vagyis a f hely a páratlan többszöröséhez convergál és így 
az előbb talált = tga4- az 1-hez convergál. Általában tehát az ~ 

0 2 0 <p (x)9>'(?)
= lg2 *nek nincs határértéke, de a jelen esetben a f közbenső helyekkel 
megalkotott tg2határértéke: 1.

49. Számítsuk ki lim xne--s-et, ahol n pozitiv szám. (00 • 0 határozatlan 
alak, mely azonnal — alakban írható). Határozzuk meg lim xne-nu:-et (n és 
m pozitiv számok).

50. limxlogx. Ha x = — tesszük, akkor —lim—-2- számítandó.
,r-0 B Z z— Z

51. lim x (log x)"1 (« pozitiv szám) és limx“(logx)ís (a és fi pozitiv x-o x«oszámok).
1

52. limx® helvett a logarithmusának a limese számítandó.
x~“ — " 1 a'—153. limxía® — 1) (00 • 0 határozatlan alak. Ha x = — tesszük, lim-----
X-® X 0 z 2-0 xszámítandó. Ez — alak. A számláló diff. hányadosa: a:loga, a nevezőé: 1. 

tehát:
JL az_ j

lim x(ax—1) = lim------- = lim az log a = log a.X-«o ' Z-0 z Z-0

Ugyanezt a Taylor-sor segítségével: az — 1 + z log a 4- ■■ a91, tehát.

a7—1 . , z(loga)2 0. , ' a’—1 .—-— — log a + ■■■>■ j’ < és így hm —-— = log a. z Z I—Ö z
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Ha «=e, akkor
i_

lim x(e T — 1) ~ 1.

54. lim (1 4- ?-) (1" határozatlan alak. Helyette a logarithmusa számí­

tandó: log(l-f--”) = x log(l 4- és x helyett i-ttéve:

lim x log (1 4- a) = lim —= lim —— = 
X-'X °' X' 5-0 Z 5-0 14-oz

5s igy : lim (1 4- - ) — e".
,T=oo ' J* '

(Ezt a l’Hospital szabály nélkül valamivel egyszerűbben így mutathatjuk meg:

lim (1 4- = lim [(1 4- ° )"]'= e'1.

1 x55. lim (14- helyett a logarithmusa számítandó:

limxlog (1 4- -4) = lim-^5.-^-—^- — lim—— 0, 
x-«5 x r67 j=o z ?o

tehát: . 1 crlim (1 4- —= 1.X-'
/ 1 VrSzámítsuk ki ehhez hasonlóan lim (1 4—-> , ha a>l. 

x-«= ’ X“ '
1 1 1

.. / tg X , x /tgX\*»' , /sinxi®56. Inn (—-— , hm I——l , hm (----- ) .
,r««0 X x=o v X x-o ' X

1 1
57. Iim.rl~x, lim (sinx)tgx, limfe®—l)x.

2 1
58. lim(ax24-te+c)x. (a>0)

- J
59. Számítsuk ki: e ** és első 3 diff. hányadosának határértékét az 

x—0 helyen.
lói?60. lim —‘ hmx"(loga-)*’ (a és b pozitív számok).

P —— (1 I "V) —62. lim--------- - (A lim (14-x)x-ről már tudjuk, hogj’ e; tehát § alak-
.T-o X <r-o

kai van dolgunk.)
A számláló diff, hányadosa:

-o+x)M| vb->s<'+*>k 
1

tchá* “ i lo^t+^ =

= — e lim [———  1 log(14- v)] — — e lim - °-;-1 —
Lx(l-|-x) .r2 ” x-o x2 (14-x)

A l’Hospital-szabályt újból alkalmazva a jobboldali kifejezés limese a 
következőképpen írható :
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.. 1 — 1 — log (1+x) .. log (1 +x)
— e hm------ -------------- -  — e hm ~~ö .x—o 3x^+2x x-o 2a+3x

és még egyszer alkalmazva a l’Hospital-szabályt, végül arra jutunk, hogy a 
keresett limes:

lim —

(Ez azt fejezi ki, hogy az (l+x)x az e-től, ha x végtelen kicsinnyé vá­
lik, első rendű végtelen csekéllyel különbözik ; a két végtelen kicsiny 
hányadosa: ~) •

63. Határozzuk meg lim an — xn

64. lim x-(n+l)x"+1+/ix"+a
(log a)'1 — (log xr ■et.

65. lim ( x-o '

(1-x)2 
nx— 1 , n
íi-2 xíe8**-!)

(Közös nevezőre hozva: ——•• Fejtsük ki a számlálóban és 2x2(e2MX—1)
a nevezőben előforduló e2’,r-el Maclaurin-sorban úgy, hogy x negyedik hal­
ványánál megállapodunk. Ezt a negyedik hatványt tartalmazó tagot ki sem 

4-242 Rn’-r3
kell számítani. e2"®—l = 2nx-|—-x----|------------Ma"*)- Az (x*)-el azt akarjuk
jelölni, hogy x*-t tartalmazó tag, mellyel egyelőre nem törődünk. A számláló 
ezek után így írható: —$--- F (x4), a nevező pedig: 4nx3+(x4), tehát a tört:

2n«x3+(x4) 
12wxs+(x4)

és 2x3n-vel rövidítve: i ahol (x) jelenti az x-el szorzott tagokat. Ebbőlb+(x) „z
következik, bogy a keresett limes: -g- • Oldjuk meg ezt a feladatot a l’Hos- 
pital-szabály többszörös alkalmazásával is!

n66. lim (#- 
x-o'4x 2x^+1)

67. Hln
x-o 2x2 tg nx

68. lim (— alak. A számláló diff. hányadosa:x-o log tgx 'oo
1

tehát

tg px cos2px ’
.. 1a nevezőé: ----tgx

.. logtgpx tgxcos2xhin —**--?-<— = p lun : -—v---- — P hmx-o logtgx x-o tgpx.cos2px

1 .
cos2x ’

sin 2x
sin 2px p- = 1. 

P

P

69. lim x®”. (E helyett a logarilhmusának a limesét keressük, x-o
limxn logx=0; tehát limx®"=l, X-O

ha n póz. szám.)
70. lim '* ■-—• (A számlálót és nevezőt Maclaurin-sorba

x-o (e*— l)s
fejtsük és pedig az x*-t tartalmazó tagokig. Azt találjuk, hogy a számláló:
-ix’+fx*), a nevéző xs+(x4), tehát a keresett limes: „ • 
6 o

Oldjuk meg ezt a feladatot a l’Hospital-szabály alkalmazásával is!)
,. 2 sinax+sin x—1

71 « 2 sin2x —3 sinx+1 72. lim sin. (a+b) sin (a+x)—sin b sinx
n-a-b sin (a+h+x)
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73. iim tg ^+T) ~ ’g 
x-o arc tg (a-f-x) — arc tg (a—x)
.. ,1,1g*75. hm i— ,
x-o'X7

77. lim [x—x2logíl + -i-)]-

79. Iim2xsin^.

81. iim-M+ílT_£. 
x-o x-

83. lim-W+^  ̂+ y2.
x-o x3

.. ax sin ax — bx sin bxhm _ .----- jv .x-o cr sin ex—ax sin ax

76. limT-O
ex—
X —

e*x 
sin x

78. lim (2- 20
x—a a '

80. lim x-o - cotg2x’
,. 6 sinx —6x4-x8I. hm----------- s-------- -x-o x5

84. .. 2 cos x—24-x2hm------- 2----------x-o x4
85. lim [)z(x4-a) (x4-b)— xj. (Tegyük x = ;

lim [y (x4-a) (x+bj— x] = lim — - 1L^+Í—1
X=» oo Z‘O Z । i

és a l’Hospital-szabályt alkalmazva, azt találjuk, hogy a keresett limes : -75-
86. Számítsuk ki hasonlóan a következő hmest :

lim [(x4-«i) (x4-a2)... (x4-a„)—x].

87. lim loSjx+fe2.. 88. lim (tgx)*21.
®—“ y a-t-^x1 x - -■

89. Asymptota poláris koordináták esetében. Ha a görbe egyenletét ebben 
az alakban írjuk: — ahol r a görbe egy tetszésszerinti P pontjának a 
rendszer 0 kezdőpontjától való távolsága és <p az OP radius vectornak az X 
tengelyhez való hajlásszöge, akkor P pont a görbén végtelenbe halad, ha r 
végtelenné válik, azaz, ha Legyen ezen egyenlet egyik gyöke a. Az
E egyenes az X tengelyhez a> szöggel hajoljon és a kezdőponttól q távolságra 
legyen. A görbe valamely (r, <p) pontjának távolsága az £-től:

d = q — r sin (q>—a>).

Hogy az E a görbe asymptotája legyen, kell, hogy lim [q—r sin (<f>—«>)] = 0J*"-- CO
legyen. r=oo helyett azt is mondhatjuk: <p—a. Tehát kell pl., hogy:

lim [ *(- — sin(y—<ui] = 0.

vagyis sin (a—<o)=0, tehát az asymptota irányszöge csakis az /(^>)=^0 vala­
melyik gyöke lehet; kell továbbá, hogy

q = limrsin (<p—a)
<f^a

legyen, azaz: lim—íl- — q legyen. A L’Hospital szabály szerint tehát:
1 9>-« J (W

q = 1 1 1
90. Mutassuk rtieg, hogy az — = y2sin— görbének asymptotái a<p= — 

szögekhez tartoznak.
91. Mutassuk meg, hogy y=xe® görbe asymptotája: y=x-|-l.
92. Határozzuk meg az = y spirális asymptotáját!



VII. FEJEZET.

A HATÁROZOTT INTEGRÁL.

1. A területezámítás. Az elemi geometria egyik legfontosabb feladata az 
idomok területeinek meghatározása. És itt is két, egészen különböző termé­
szetű vizsgálatot igényel az egyenes vonalak által határolt idomnak, a sok­
szögnek, és az elemekben tárgyalt görbe vonalú idomnak, a körnek a terület­
meghatározása.

Egy kissé tüzetesebben akarunk foglalkozni ezzel a kérdéssel, hogy a 
határozott integrál geometriai jelentőségét előkészítsük.

Mit értsünk a legegyszerűbb idom, a háromszög területén? Ez az első 
kérdés. Vagyis, ha adva van egy háromszög, hogyan állapítsunk meg az 
alkotórészeinek mértékszámaiból olyan számot, melyei a háromszög területé­
nek tekinthessünk? Definícióképpen megállapítjuk, hogy az ABC háromszög 
területe arányos legyen az am szorzattal; mondjuk tehát kain, ahol k egy, 
minden háromszögre nézve állandó szám, a az egyik oldal és m a reá vont 
magasság mértékszáma.

E megállapítás jogosultságának a belátásához először is azt kell meg­
mutatni, hogy az igy megállapított számérték független attól, hogy melyik 
oldalt választjuk alapul. Ezt azonnal beláthatjuk. Ugyanis a BBtC& hasonló 
az AA1C-hez, tehát AC: BC-AA^: BBt, vagyis azn=óm1; tehát mindegy, akár 
a akár b választassák is a háromszög alapjául, szóval a terület gyanánt meg­
állapított mértékszám: kain független attól, hogy a háromszögnek melyik oldalát 
választjuk alapnak.

78. Ábra.

Ha az a oldalon fölveszünk egy 0 pontot, amely az a oldalt a, és a- 
részekre osztja, akkor a definíció szerint az AOCA területe: t,—ka,m és AOB 
területe: t2=ka2m. E két terület összege egyenlő az ABC területével, mert 
ka rn-ka, m+ka-,m.

A terület fogalma tehát oly módon állapíttatott meg, hogy ezen, rend­
szerint csak a szemlélet alapján ismertetett tulajdonsággal rendelkezik: 
ABC—AOC+AOB.
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Hogy az 0 pontot másutt is felvehessük, megállapodunk még a követ­
kezőben: Ha az 0 pont a háromszög valamelyik oldalától arra van, 
amerre a háromszög, akkor ezen oldallal mint alappal és 0 csúccsal biró 
háromszög területét pozitívnak vesszük; ellenkező esetben pedig negatívnak, 
így például a CA oldalnak a jobb felén terül el a CAB háromszög, ugyan­
ezen a félen van az O pont is, tehát CAO területe pozitiv. Éppen így ABO 
területe is pozitiv, mert az 0 pont az AB oldalnak ugyanazon a felén van, 
mint az ABC háromszög; ellenben az OCB terfilete negativ, mert CB oldal 
fölött van az ABC háromszög és alatta az O pont. Ezen megállapítás után 
azonnal belátható, hogy ACO+AOB+COB—ABC.

Ugyanis az ABC területe az előbbi szerint: t—t-i+C, mert M pont a BC 
oldalon van. Az OAC területe: /,+/3 (a t,, l2, t3, t4 pozitiv számértékek), 
mert M pont a háromszög OA oldalán van, tehát szintén érvényes az előbb 
említett felbontás. Az ÓBA területe: t2+í4, az OBC-é pedig — (G+/4); tehát 
valóban : ABC=ACO+ABO+CBO.

Akárhol is legyen az O pont a síkon, ez az állítás mindig helyes.
Legyen most egy tetszés szerinti, összefüggő sokszög: ABCD... Vegyük 

fél az 0 pontot bárhol.
Azt akarjuk bebizonyítani, hogy ha az adott polygont csupa három­

szögre bontjuk és 0 pontot tetszés szerinti helyen vesszük föl és a polygon 
csúcsaival összekötjük, akkor az OAB, OBC, . . . háromszögek területeinek 
összege, a kellő előjellel véve a területeket, egyenlő a háromszögek terüle­
teinek összegével.

Kellő előjel alatt mit értünk? Ennek a megállapítása végett megjegyez­
zük, hogy a sokszög mindenik oldalára nézve megállapíthatjuk, hogy a sok­
szög ezen oldal melyik felén van. Ezen azt értjük, hogy a sokszögnek az 
illető oldal közvetlen közelében levő része az illető sokszögoldalnak melyik 
felén van. Ha már most az 0 pont az illető oldalnak (mondjuk pl. AH-nek) 
ugyanazon a felén van, mint az iménti megállapodás szerint maga a poly­
gon, akkor az illető 0 csúcsú háromszöget (pl. OAB) pozitívnek vesszük, 
ellenkező esetben negatívnak.

Be akarjuk tehát bizonyítani, hogy ha a polygont tetszés szerinti mó­
don bontjuk fel háromszögekre (melyek egymást nem fedik és másrészt a 
sokszög belsejének minden pontja vagy egy háromszög belsejében, vagy 
többnek a határán van), akkor e háromszögek területeinek összege akkora, 
mint OAB+OBC+OCD-]----, ahol AB, BC, CD, ... a sokszög oldalai.

Hogy e tételt bebizonyítsuk, mutassuk meg előbb, hogy ha P' és P" 
két olyan polygon, melyeknek közös oldalai vannak, de egymást fedő részeik 
nincsenek (vagyis nincs olyan pont, mely mindkettő belsejében volna) és 
a két polygon összetételéből keletkező polygon P és a P'-re vonatkozó
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OAB+OBC+OCD+ • • • összeg a P"-re vonatkozó összeg S2, a P-ve vonat­
kozó pedig S, akkor S=St4-Sa.

Ugyanis (az ábrát tartva szem előtt), az egész P polygonra vonatkozik 
az S—OAB+OBC+OCD+ODE+OEK+OKG+OGA összeg. A P'-re nézve pedig 
az S^OAB+OBC+OCD+ODE+OEF+OFA; a P"-re pedig: S2=OEF+OFA+ 
+OAG+OGK+OKE. De ha az S^-ben szereplő OEF háromszög pozitiv terü­

letű, az Sj-ben szereplő OEF negativ és abszolút értékre az előbbivel meg­
egyezik ; mert hiszen ha 0 pont EF-nek azon oldalán van, mint a P" poly­
gon, akkor a P'-tel ellénkező oldalon van (vagy megfordítva). Ugyanez áll 
az OFA háromszögre stb. így tehát bebizonyítottuk, hogy S:-5t4-S2.

Ha már most a polygon! valamiképpen az említett megszorítással három­
szögekre bontjuk fel és e háromszögeket megszámozzuk úgy, hogy szomszé­
dos számokkal szomszédos háromszögeket látunk el és az előbbi tételt, sor­
ban alkalmazzuk az 1. és 2. háromszögekből keletkező idomra, azután erre 
és a 3. háromszögből keletkező s í. t., akkor ezzel bebizonyítottuk, hogy 
S=OAB+OBC+OCD-\----egyenlő a részháromszögek területeinek összegével.

így tehát kimutattuk, hogy ha a P polygont tetszés szerinti módon három­
szögekre boncuk fel, arról gondoskodva, hogy a sokszög belsejének minden pontja 
egyik háromszögben legyen és az 0 pontot valahol felvesszük és a P csúcsaival 
összekötjük, akkor u részháromszögek területeinek összege ugyanakkora, mint azon 
háromszögek területeinek összege, amelyeknek alapjai a sokszög oldalai és közös 
csúcsuk: 0.

Most még két megjegyzést tehetünk. Először is: az O pontot tetszés 
szerint választhatjuk; mert hiszen akárhol vegyük is fel az 0 pontot, 
S—OAB+OBC+OCD-\---- terület mindig egyenlő a részháromszögek területei­
nek összegével, így az S is független az 0 helyzetétől. A másik megjegyzés az, 
hogy a polygonra vonatkozó S összeg független attól, hogy a polygont mi­
képpen bontottuk fel háromszögekre; mert hiszen ezen S összegben csakis a 
polygon oldalai szerepelnek; tehát ha a polygont bárhogyan bontjuk is fel 
háromszögekre, e háromszögek területeinek összege állandó.

Ezért tehát ezt az összeget a polygon területének nevezzük.
Még csak az van hátra, hogy a terület formulájában szereplő k kon­

stanst alkalmasan válasszuk. Evégből az egységnyi hosszúsággal képzeljünk 
négyzetet alkotva. Az átlóval felbontjuk két derékszögű háromszögre. Mind­
egyiknek a területe a deíinició szerint, minthogy az alap és magasság 1, 
k lesz, a négyzet területe tehát 2k és így, ha azt akarjuk, hogy e terület 
mértékszáma 1 legyen, akkor k-t |-nek kell választanunk.
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Eszerint tehát a háromszög területe definícióképpen: a sokszög
területe pedig egyenlő részháromszögei területeinek összegével.

Ez a tárgyalás kimutatta, hogy minden egyenes vonalú idomhoz terület­
képpen egy számot rendelhetünk, melyről a következőket állíthatjuk: 
1) A háromszöghöz rendelt szám: független attól, hogy melyik oldalt
válasszuk «-nak. 2) A sokszöghöz rendelt szám független attól, hogy mikép­
pen bontottuk fel a sokszöget háromszögekre, 3) egybevágó idomokhoz ren­
delt számok egyenlők, mert hiszen egybevágó háromszögekre bonthatók, 
4) ha P, polygonhoz rendelt szám tt, P2-hez rendelt szám t2. akkor a és 
Pa összetételéből keletkezett polygonhoz rendelt szám ft-+-/a-

A területmérést rendesen olyan módon szokták tárgyalni, hogy a terü­
let mértékszámának létezését a priori feltételezik és természetesen a 4) alatti 
tulajdonságot is a priori felteszik. Itt Hadamard nyomán kimutattuk,* hogy 
miképpen lehet ettől az aprioristikus szemléleti feltevéstől függetlenül 
minden polygonhoz egy számot rendelni, melyet joggal nevezhetünk a poly­
gon területének.

2. Görbevonalú idom területe. A geometria elemeiben nem csak sokszögek 
területeit tárgyaljuk, hanem a görbevonalú idomok közül is legalább a körét. 
Nézzük meg kissé pontosabban, voltaképpen hogyan határozzuk meg a kör 
területét, vagyis hogyan kell értelmeznünk azt a számot, mely a kör terüle­
tének a mértékszáma.

Belerajzolunk a körbe egy szabályos hatszöget és szerkesztünk köréje 
is szabályos hatszöget. Az első területét jelöljük W8-al, a második, f K8-al. 
Elemi módszerekkel sikerül a beírt és körülírt szabályos n szög területéből 
a beirt és a körülírt szabályos 2/i-szög területének a meghatározása. Ezt a 
gondolatrnenetet követve, meghatározhatjuk sorban a P8, P12, P24,... és a 
Ku, Kl2, K24,. .. számokat, melyek közül R„ a szabályos beírt n szög és K„ a 
körülírt szabályos n-szög területe.

Azonnal belátható, hogy a I!a, BI2, P2t,. . . számsorozat monoton növe­
kedő, de minthogy minden beírt szabályos sokszög benne van pl. a körülírt 
szabályos hatszögben, tehát e monoton növekedő sorozat korlátos és így egy 
R számot értelmez, ahol B—limB„. Éppen így a Ka, Ki2, K2t,. . . sorozat 
korlátos monoton csökkenő sor, tehát egy K számot értelmez, ha K- -limXn.

Azt kell még megmutatni, hogy K=B. Evégből tekintetbe vesszük, hogy 
a beírt szabályos n-szög és a körülírt szabályos n-szög hasonló idomok, ha

Bnsága dn (a körülírté r, a rádius), akkor:
tehát a beírt szabályos n-szög valamely oldalának a középponttól való távol- 

. (j .2
= (——) és minthogy lim dn=r, 

'• r ' ■ n^aon 

tehát lim-vA
•On K

Ezzel bebizonyítottuk, hogy a P6, R .. és Zf8, A’12, . . . sorozatoknak
közös határértékük van. Ezt a közös határértéket tekintjük a kör területének.

Ehhez a definícióhoz még sok szó fér.-Kérdés, hogy ha nem a szabá­
lyos hatszögből indulunk ki, hanem más szabályos sokszögből és az olda­
lak számát mindig megduplázzuk, vájjon akkor is erre a határértékre jutunk-e? 
Vagy ha nem szabályos sokszögekkel operáltunk volna, hanem másféle sok­
szögekkel, melyek oldalai elenyésző csekélyekké válnak, vájjon akkor ugyan­
azt a határértéket kapjuk-e? Ezekkel a kérdésekkel ezúttal nem foglalko-

* Hadamard: Géométrie élémentaire. I. p. 289.
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zunk, hanem még néhány problémán mutatjuk be, miként lehet oly idom 
területét meghatározni, melynek egyik-másik határvonala görbe vonal.

1. Példa. Első példa gyanánt értelmezzük az OAtA területet, ha az OA 
az. jj=ox2 parabola íve. Jelöljük az OAj-et Z-el. Osszuk fel az OA,-et n egyenlő 
részre, egy-egy rész: • Az egyes osztópontok abscissái:

l 21 31 ni ,
n n n n

Ezen abszcisszákhoz tartozó ordináták sorban:

P 4P 32Z2a -—=■, a , a —— rP n- ii-

A szóban forgó területbe belerajzoljuk 
derékszögű négyszögeket. Ilyen négyszögek

rPP
a —-T n2

az egyes szakaszokra állított 
mindig berajzolhatók, mert a

görbe mindenütt emelkedő. A k-ik szakaszra állított derékszögű négyszög 
l (k— 1>-’Palapja: —, magassága (a baloldali ordináta): a-------- -, tehát a berajzoltH p II-

derékszögű négyszög területe: n (k—l)2-~-a- és így az n—1 berajzolt derék­
szögű négyszög összes területe:

(l/'i
‘n = -iJs [l+22+32+•-+(«-1«.

Ha minden egyes szakaszra azt a derékszögű négyszöget rajzoljuk, 
melynek magassága a szakasz jobboldali végpontjában emelt ordináta, akkor 
a kérdéses területet magában foglaló, csupa derékszögű négyszögből álló terü­
letet kapunk. A k-ik szakaszra emelt derékszögű négyszög magassága ez- 
úttal a-——, tehát ezen egész körülírt idom területe:

(f[3
r„ = ^s-[l+22-p32+--|-m].

A /„ és T„ kiszámítása végett szükségünk van a természetes számsor 
egymásután jövő számainak négyzetösszegére, S„-re. Ezt például az V. feje­
zetben tárgyalt eljárástól ellérően a következő egyszerű, elemi módon álla­
píthatjuk meg. Tudjuk, hogy az egymásután! m páratlan szám összege
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■•+(2m—1) éppen m2; tehát a négyzetszámokat így írhatjuk fel:
12=1
22=l+3
32= 1+3+5
42=14-3+5+7

n2=l+3+5+74----- H2n—1).
Innen: S(1--n.l + (n—1) 3+ (n-2) 5-1---- pl. (2n-l).

Adjunk még ehhez

2S„—2. l2+2.22+2.324----- P2n2
-et fordított sorrendben. Ekkor a /c-ik taghoz, vagyis a (n—Ár-f-l) (2á— l)-hez 
2(n+l—á)2 kerül. E kettő összege:

ha pedig S„,-et számítjuk ki, azt, találjuk, hogy:

In-rt-k) (2n+2-2/r+2Á-l) - (n+l-Á-) (2«+l)

és így: 3S„ - (2n+l) [l+2+3+---+n] == -í2--±-1l^í±-1) ,

vagyis: „ (2n+U n ín-i-1) _ 2n8 4 3n2+n _ n3 n2 n
0,1 ~ ’ 6 ' ~ 6 T “ 2 6“ ’

tehát: _ aFrn3 n2 n-] 
fn ~ ns L 3 + 2 1 6 J ’

- n- I. 3 2 + 6-1

Ha már most n-eí korlátlanul növesztjük, vagyis lim Tn és lim ln-et szá- 
mítjuk ki, arra jutunH^hogy lim Tn — lim tn — -x- • E közös határértéket ne- 

~ C1Pvezzük az OAA, idom területének. Eszerint tehát a kereseti terület: l — -x- = 
aP l á— —; minthogy pedig aP=AjA, tehát a keresett terület az OAtAB derék- 

szögű négyszög harmadrésze.
Könnyű most már pl. a CtA AC idom területének a meghatározása.

Ugyanis ez a terület: l-^OAAtO—OCCtO; tehát ha OCt=:lt, 
' .a (F-PJ akkor: l = - --■■■■ ■

2. Példa. Második példa gyanánt válasszuk az OAtA 
terület meghatározását, ha az OA, görbe az y=ax3 har­
madrendű parabola íve. Megint úgy járunk el, mint előbb. 
Az OA,=Z abseissát fölosztjuk n egyenlő részre; min- 
denik részre két derékszögű négyszöget rajzolunk. Egyi­
ket a baloldali ordinátával, amely egészen bele esik a 
keresett területbe, a másikat a jobboldali ordinátával, 
melynek egy kis része kinyúlik a szóban forgó idomból.

Cl (l\~~ 1 )** PA Á-ik szakasz baloldali ordinátája ——5-—, a jobb- 
alPF noldali pedig—és így a kisebb négyszög területe: 

íi (A —— 1)' F , , , álé F----- , a nagyobbá:

Beke: A MfTsrenciálstáinitás.
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A kisebb négyszögek összes területe:

tn = [1 +23+3«+ • • • + (n-l)3],

a nagyobb négyszögek összes területe pedig:

rn = -^[l+2»4-3s+. •.+ «”].

A Zn, illetőleg Tn meghatározása végett az egymásután jövő egész szá­
mok köbeinek összegét kell kiszámítanunk. Ezt már megtettük (1. 186. lap), 
s azt találtuk, hogy:

1+2:‘+33+ • • • + (n-1 )s= - í"—-;
ebből egyúttal azt is tudjuk, hogy

l3+*23+33+ • • • 4-n3 = ;4

tehát Zn = ^(i_V)-' és rn = ^(1 + Af

ul^és innen, ha n végtelenné válik, limtn = lim Ez a keresett terület.
Ha a BfíiA^A négyszögféle idom területét keressük, ahol OB^—lt, akkor 

azonnal megtaláljuk, hogy ez a terület: t =----j—-■ •
3. Példa. Harmadik példa gyanánt az előbbi két speciális példa álta­

lánosítását válasszuk. Határozzuk meg az ÁtABBt alakú területet, ha a BA 
ív az y—xk görbe íve, ahol k tetszés szerinti pozitiv vágj’ negativ szám 
(csak —1 ne Jegyen) és OA,=a, OBv—b (a és b pozitivok).

78. ábra.

Válasszunk egy n pozitiv egész számot; és határozzuk meg a q pozitiv szá­
mot úgy, hogy bqn=a legyen; alkossuk meg egymásután a bq, bq2, bq3,... bqn-a 
számokat és jelöljük meg az abszcissza tengelyen azokat a pontokat, amelyek 
a kezdőponttól rendre b, bq, bq2,... bq" távolságra vannak. Mivelhogy a>b, 
tehát q>1 és így ezek a pontok nyilván B,A, szakaszba esnek. Ily módon a 
B,A^—a—b közt n szakaszra osztottuk. Az r-ik szakasz határpontjai: bq1'3, bqr; 
a szakasz nagysága:

bqr-1(q—1).

Minden szakaszra úgy, mint előbb tettük, két derékszögű négyszöget 
helyezünk: egyik egészen belül van a szóban forgó területen, a másiknak
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egy része kiesik ebből a területből. Az r-ik szakaszra emelt kisebb négyszög 
magassága a bqr~> abszcisszához tartozó ordináta, tehát: bkqkíri) és így e 
négyszög területe: bk+1ql'k+tí{r^ (q—1); a nagyobbik négyszög területe: 

fcfr+tqlA+Or-i . (g—l).

A nagyobb négyszögek összes területe tehát:
Tn - bk+í (q-1) [qk+1 4- q-’^’> 4- q3^*1* 4---- +- q“<*+»)] . A ;

a kisebbek összege pedig:*

tn - bk+l (q-1) [1 + qk+t 4- q»<*+‘>4----- f. qt«-i)(*+D],

A zárójelekben álló geometriai sorokat összegezvén, azt találjuk, hogy: 
. (a—1) o(n+i)(*+i)_ak+i , /jn(fc+i)_i

qk+^—l ’ r'‘~D W D q*+í—1 ’

vagyis, tekintetbe véve, hogy &q'*=a,

r"='»=-^fczr^k+1-bk+r)-

Ha már most n végtelenné válik, akkor q az 1-hez konvergál; mert 
hiszen qn = tehát logq = --’K^—'üKfL és így limlogq=zO, miből limq=l.

<Z n n—«o fi“oo
Viszont, ha q az 1-hez konvergál, n végtelenné válik, mert qn — — -ból:

n ■ log b—log a
logq és lim -j-----</i logq

1

Mindegy tehát akár n-et tesszük végtelenné, akár a q quotiensl 1-gyé.
De ha q az 1-hez konvergál, akkor g- határozatlan alakú,

határértéke azonban a l’Hospital szabállyal megállapítható. A számláló 
differenciálhányadosa: 1, a nevezőé (£4-1) qfc, tehát (ha £4=—1) e határérték: 

1 . .
TTT ®s ' afcr1—bk+l

lim T„ = lim t„ = — £+1- •

Ez a keresett terület. Ha a görbe egyenlete nem y=x*f, hanem y=Axt, 
akkor a terület A-szor ekkora. Látjuk, hogy ez a formula magában fog­
lalja az előbbieket; ezeket kapjuk, ha £=2, vagy £=3 tesszük. Megjegyez­
zük azonban, hogy e levezetésünk csakis akkor tekinthető általában érvé­
nyesnek, ha k^--— 1, amit már kiemeltünk és ha az ab szakasz a 0 helyet 
nem foglalja magában. Ha ugyanis b=0 volna, akkor nem beszélhetünk 
olyan q-ról, melyre nézve bqn—-a. Ha a 0 belső hely volna, akkor sem szól­
hatunk olyan pozitív q számról, melyre nézve bqn—a lenne.

Ha azonban Á4-l>0, azaz k pozitív, vagy —1 és 0 közé eső negativ 
szám, mégis van értelme az eredményünknek azon esetben is, midőn a bal­
oldali határpont: b=0.

Ha ugyanis a 0 határpont helyett egy más, pozitív x-et választunk, 
akkor az x...a szakaszra vonatkozó terület az alkalmazott eljárással kiszá-

* a nagyobb és kisebb szók felcserélendők, ha k negativ; mert ekkor 
a görbe nem monoton növekvő, hanem monoton csökkenő.

17*
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1 __ jpK 4*1
mítható. Ez a terület a talált formula szerint: ---- , amint látjuk az x*4-1 J ak+i
folytonos függvénye és ha x a 0 felé konvergál, e terület határértéke: tt-

ft I 4. 
véges, meghatározott érték, melyet magából a terület, formulájából is megkap­
hatunk, ha egyszerűen b helyett 0-t teszünk. Azt látjuk tehát, hogy bár maga 
az eljárás, mely a terület meghatározására vezetett, közvetlenül nem alkal­
mazható, ha b~0, de a képleteink érvényességüket ez esetben sem vesztiknk+l_ ykJ-1
el, ha kj-l>0, vagyis éz esetben a területet mint az ----— határértékétft *
definiálhatjuk (x=0 helyen).

Hasonló megjegyzést teszünk arra az esetre vonatkozólag, midőn k nega­
tiv szám. Ez esetben az y^xk görbének az X tengely asymptotája; és ha 
k+l<0, vagyis midőn k a —1-nél kisebb szám, akkor a terület fogalmát ki­
terjeszthetjük arra a végtelen hosszú sávra, mely a BB, ordináta és a görbe, 
meg az X tengely közé esik. A levezetés megint nem érvényes, mert hiszen 

79. ábra.

ez esetben a bqn-a egyenletnek nincs véges megoldása; de az eredmény 
mégis kiterjeszthető erre az esetre is. Ugyanis, ha a helyett x-et írunk, 
akkor azt találjuk, hogy az x abscissához tartozó ordinátával határolt 
terület: t= —— és ha most x végtelenné válik, akkor lim t — —,—r

X»oo A’-j 1
véges, meghatározott pozitiv számérték. Ez a határérték a szóban forgó vég­
telen hosszú sáv területe.

4. Példa. Eddigelé a k=—1 esetet kizártuk; most ezt akarjuk tárgyalni 
ugyanolyan módon végezve a beosztást, mini előbb. Válasszuk a q-l úgy, hogy

II Clbq"—a, miből q — 1/ ■ A b, bq. bq-,. . . bq"--a abscissákhoz tartozó ponto­
kat megjelöljük. Az. r-ik szakasz határpontjai: bqr 1 és bqr. Minthogy a görbe 
egyenlete: y— —, tehát e szakaszra emelt derékszögű négyszögek területei:

. ... bqr~1(q—l) . , , ,, ,. 1 , . 1a külsőé: bqé-i—~ — 9 ~ * í a belsőé pedig: — (q—1) = 1 — —

Látjuk tehát, bogy a jelen esetben az egyes szakaszokra emelt belső (vagy 
külső) négyszögek mind egyenlő területűek. A négyszögek összes területe az 
első esetben: tn — n(q—1), a belső négyszögek összege: T„ = n(! — —)•
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í„ illetőleg Tn határértékét kell kiszámítanunk, ha n végtelennéválik. 
n í~a /n /” aq helyett tegyük az 1/ y értéket, akkor tehát először limn(1/ —1)

határozandó meg. Ha n végtelenné lesz, oo.O határozatlan alakú kifejezéssel 
van dolgunk. De:

alakban is írható és ez már y határozatlan alakra vezet, melyre a l’Hospital 
szabályt alkalmazhatjuk. A számláló differenciálhányadosa (n szerint diffe­
renciálva): — -- log y |/”y ’ a nevez$é pedig: —~ és így:

£’2
Éppen így találjuk a külső derékszögű négyszögek összegéről is, hogy' 

határértéke, ha n végtelenné válik- logy; tehát:

lim ln — lim Tn = log a — log b. n^ao H’-oo

Arra az érdekes eredményre jutottunk, hogy a BtAtAB területe, mely­
nek BA íve az y — J egyenszárú hyperbola íve: logo — logb. Ha b gyanánt 
éppen 1-et választunk, akkor ez a terület: Joga.

5. Példa. Következő példa gyanánt válasszuk a 
BtAtAB idom területének meghatározását, ha a BA 
ív az y=ex exponenciális görbe íve.

Osszuk fel a BtAt közt n ; egyenlő részre. Min- 
denik rész: -—-• Jelöljük ezt h-val. Az r-ik rész ha­
tárpontjai: b+(r— ÍJA és b+rh. E végpontokhoz tar­
tozó ordináták: eh+rh és így a belső négy­
szög területe: he6+<r~1)ft, a külsőé: heb+rh. Az előbbi 

81. ábra.jelöléseket megtartva, eszerint:
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Tn - h [eft+/1+e*+2h+eii3',+ • • • +eí’+',',]I 
vagyis:

ín = heb[l+eh+eih i-...+e<"-«*| = /ieb és Tn = h^>*\-~

és nh=a—b-t visszahelyettesítve:

Ha n végtelenné válik, akkor h zérussá lesz; tehát a feladatunk a 
lim ~e^_y kiszámítása. A L’Hospital szabály szerint: lim= 1 és így: 

lim t„ = lim Tn = ea — e*.

Ez a keresett terület.

6. Példa. Határozzuk meg a BtBAA, területet, ha BA ív az j/=logx 
görbe íve. Legyen OB,=Z>, (Z»l); OAt=a, (a>b). Válasszunk egy n pozitív

egész számot és határozzuk meg a q pozitív számot úgy, hogy bq"—a legyen. 
A Bt A, közbe eső: bq, t»q2,.. . bqn~l pontokat jelöljük meg. Az r-ik szakasz 
határpontjai: bqr~1 és bqr. A szakasz baloldali ordinátája: logZ>4- (r— 1) log<7, 
a jobboldali pedig: logb4-rlogq.

A beírható derékszögű négyszög területe:

bgr-í (9_i) [jOg f>+(r-l) log q],

a nagyobbik négyszög területe pedig:

bqr (q—1) [log b+r log q],

tehát: t„ = b (q—1) log b [l+q+q’H------- Fq" *] -F

+ b (q-1) log q [q+2q2+3q’4------ F(n-l) qn »]

és Tn = b (q-1) log b [1+qd------ Fqnl] + b (Q-1) l°g 9 [l+2q+ • • -+nqn
A ín-ben előforduló kifejezések közül:

l-Fq+q'-’-f------ \-qn '*
és itt differenciálván q szerint:

l+2q+-.. + (n-l)q'-2 =

tehát, ha q-val szorzunk

q'1-! _ a-b 
q -1 ~ b(q-l)

(n-l)q"-nq',-1+l 
(q-D2
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, „ , , „ .. , , , , (n—1)</n+l—Iiqn+qq+2qs+3q3+---+(n-V) qn 1 = ----- L.'.—-..-.!... ..'L. =

(n—l)qa—na-\-bq._ na(q—l)+q(b—a)
- ~ Mg-i)5

As így: tn = (a—b) log b + [na (9~1) + <7 (fr—a)] =

= (a—b) log b + na log q +

vagy n helyébe a b</n=a-ból: téve:

tn = (n-b) \ogb + a (log a - log b) + (b-a).

Ha n végtelenné váli'<. q az 1-hez konvergál és

Q-i 7-1

a l’Hospital szabály szerint számítva; tehát:

lim t„ — a log a — b log b — (a—b).

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha lim Tn-et számítjuk ki. Eszerint 
tehát a keresett terület:

t — a lógd — b \ugb— (a—b) — a (loga—1) — b (logb—1).

3. A határozott integrál értelmezése. Az eddigi terület szám Hú­
sainknál a BjAj intervallumot valamiképpen felosztottuk szaka­
szokra és pedig vagy olyanokra, amelyek egyenlő nagyok voltak, 
vagy pedig oly módon történt a felosztás, hogy az osztópontoknak 
megfelelő abszcisszák geometriai sort alkottak. \z így keletkező sza­
kaszokra, mint alapokra, olyan derékszögű négyszögeket állítottunk, 
amelyek magassága vagy az illető szakasz baloldali, vagy pedig 
jobboldali ordinátái voltak. X?. így keletkező tn, illetőleg Tn terüle­
tek határértékét állapítottuk meg. Mindannyiszor közös határértékre 
jutottunk. Ezt a közös határértéket tekintettük a szóban forgó idom 
területének. Ehhez az eljáráshoz sok szó fér. Először is megjegyez­
zük, hogy a tárgyalt esetekben a görbék mindenütt monoton vál­
toztak és ebből eredt az, hogy a baloldali ordinátával alkotott 
négyszög az illető idomon belül volt, a jobboldali ordinátával alkotott 
négyszög pedig magában foglalta az illető idom megfelelő részét, 
vagy fordítva. Ha a görbe nem változik az egész szakaszban mono­
ton, akkor ezt nem állíthatjuk. De egyébként is felmerülhet az a 
kérdés, hogy ha a 13^ szakaszt másféleképpen osztottuk volna be 
kisebb szakaszokra, vájjon lett volha-e akkor is a illetőleg Tn 
területnek határértéke, és ha igen, egyenlő lelt volna-e ez a két 
határérték? Hogy a fölvetett kérdésre általánosságban felelhessünk, 
tegyük fel, hogy az AjABBj területet akarjuk értelmezni, ahol az
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Ali vonal az y=/(.r) által ábrázolt görbe és /(.r) az AtBt szakasz­
ban mindenütt egyértékű, folytonos függvény.

Mielőtt a tulajdonképpeni tárgyalásba fognánk, ismétlésképpen 
megjegyezzük, hogy abbeli állításunk, bőgj’ f(x) az A,L\ szakasz 
minden helyén (a határhelyeket is beleértve) folytonos, azt jelenti, 
hogy ha x az A1B1 szakasz valamely .helye, akkor a tetszésszerinti 
€ számhoz tartozik oly (5 küszöbintervallum, hogy

|/’(.r-t-/j)-/Xx)|<é, ha |/il«5,

megjegyezve, hogy az An illetőleg B1 határhelyeken esetleg csak 
egyoldali ilyen küszöbintervallum létezik. Kimutattuk már (1. 69. lap), 
hogy ha az f(x) az Ajfij szakasz minden helyén folytonos (a hatá­
rokon is), akkor minden f-hoz tartozik egy bizonyos, az egész 
intervallumra nézve közös, O-tól különböző <5 küszöbintervallum, 
vagyis, hogy ha ,r bármelyik helye az A^-nek, |/’(.r+/i)—/’(.r)|<«, 
ha |'i|<(5. Ez más szóval azt jelenti, hogy ha adott é-nál az ArBr 
szakasz minden helyéhez tartozó legnagyobb J-kat képzeljük, akkor 
e (5 pozitiv számok halmazának alsó határa O-tól különbözik. Ezt 
az állítást röviden úgy fejeztük ki, hogy az f(x) az AtB1 szakasz­
ban egyenletesen folytonos.

Ezt az állítást egy kissé módosítjuk. Ugyanis a megadott c 
helyett válasszuK a felét; és határozzuk meg az -^--hez tartozó 

legnagyobb küszöbintervallumok alsó határát. Jelöljük most ezt. a 
minimális közt, mely tehát az egész szakasznak az -f- hez tartozó 

közös küszöbintervalluma: d-val. Ha most a 2(5 közt az Aj/^-re 

akárhová ráhelyezzük, vagyis az AJ^-en akárhol CiDt-2(5 közt jelö­

lünk meg és e ClD1-nck bármely két helyét szemeljük is ki, pl.: 

.T,-et és x.2-t, akkor az ezekhez tartozó függvényértékek egymástól 

é-nál kevesebbel különböznek; azaz |/'(.r1)—/'(.v2)!<6.
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Ugyanis, ha a C\Dt kis, 2d nagyságú szakasz közepét vesszük, 
pl. : az x helyet, akkor a d értelmezése szerint úgy az \f(x)—/’(.r1)|, 

valamint az |/'(x)—/’(x2)| az -nél kisebbek: azaz:

f(r} - < f(xr) < f(x) 4- |; /(x) - 2 < /(x2) < /’(.r ( > 

és e két egyenlőtlenségből következik, hogy:

-í</'(.r1V /(x3)<f, 
vagyis ./’(.r,)

Látjuk ebből a megjegyzésből, hogy ha £ tetszésszerint meg­

adatik, találunk egy hozzátartozó 2d nagyságú közt, mely azzal a 

tulajdonsággal bír, hogy bármely két x, és x2 helyen, melyek egy­
mástól e 2<)-nál kevesebbel térnek el, |/’(«r1)— /'(x2)|<í. Evégből nem 

kellett egyebet tennünk, mint az adott £ teléhez, az —-hez tartozó 
közös küszöbintervallumot választani d gyanánt.

Ezt a tényt még egyszerűbben is kifejezhetjük. Ha ugyanis 
egy bizonyos szakaszban f(x') függvény maximumát M-el, minimu­
mát m-el jelöljük (a maximumát és minimumát /'(x) tényleg föl is 
veszi, mert folytonos) és a kettő különbségét az M— m-et ry-val 
jelöljük és az f(x) függvénye szakaszbeli ingadozásának nevezzük, 
akkor az előbbi állítás röviden úgy fejezhető ki, hogy ha /’(x) min­
denütt folytonos, akkor bármely e-hoz tartozik oly A kaszöbinter- 
vallum, hogy az AXBX bármely J nagyságú szakaszában az ingado­
zás e-nál kisebb legyen.

Ezen előzetes megjegyzések után fogjunk hozzá a szóban 
forgó területszám értelmezéséhez.

Osszuk fel az A1ZÍ1 szakaszt tetszésszerinti módon az At és Bt 
közé iktatott x^, x...... xtl_1 abseissájú pontokkal. Az A, abseissája 
legyen x0--a, a Bré pedig xn—b.

Legyen az első szakaszban /(x) maximuma minimuma m, 
(az előbbi pontban tárgyalt esetekben m, és mindig a szélső 
ordinátákat jelentették). A második x\... x2 szakaszban f(x) maxi­
muma M2, minimuma m,; s í. t. az í-ik, azaz xl_1... x,- szakaszban 
a maximum 3f„ a minimum m,-.

Alkossuk meg a következő összegeket:

=Aíi(^i—a)+3f2(x2—x,)-|----- J- Mn(b - x„_ t)';
si = mi(xi -a)+m2(x2—X,)4---- j-mn(b—xn _ f).

(Geometriai értelme ennek az eljárásnak megint az, hogy S, 
olyan derékszögű négyszögek összes területe, melyek egy része a
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szóban forgó területből kinyúlik és s, azoké, melyek az illető 
idomba bele vannak rajzolva.)

Most sűrítsük a beosztást oly módon, hogy minden egyes sza­
kaszt ismét beosztunk. Hogy a viszonyokat jobban feltüntethes­
sük, az i-ik szakaszt külön kirajzoljuk az új beosztásával. Legye­
nek az i-ik szakasz új osztópontjai:

A /■ £ S
Sl? S3 J ' • SfZl- 1

és készítsük el az igy keletkező új beosztásnak megfelelő S és s 
összegeket, melyeket S2 és s2-vel fogunk jelölni.

Jelöljük az Xj_t... szakaszban az /'(x) maximumát Afn-gyel, 
minimumát mfl-gyel; a következő £,... £a részben a maximum Miz, 
a minimum m,2, s í. t.

Emlékeztetünk arra, hogy az egész x,-..,... x, szakaszban az 
/(x) maximuma Af,, minimuma m(. A szakasz egyes részeiben a 
maximum nyilván nem lehet nagyobb az egész szakaszra vonatkozó 
maximumnál és a minimum nem lehet kisebb az egész szakaszra 
vonatkozó minimumnál. Vagyis Af^, AfÍ2, AfÍ3,... mindannyian kiseb­
bek Afj-nél (vagy legfölebb egyenlők vele) és m(1, m12,... mind 
nagyobbak m(-nél (vagy legfölebb egyenlők vele).

Az előbb kiszámított 5,-ben az i-ik szakaszhoz tartozó rész 
volt: Af,(x,- Xj-j). Most az új beosztásnak megfelelő S2 összegben 
ezen tag helyébe lép a következő:

*Víi(4i xi—1)+A/j,(£2—tj) -f- Af,t(£s—£2)4 ■+Mjni(xi—£m_.,).

Ez az összeg nem nagyobb, mint Mi(xi~xi_1'), mert hiszen, 
ha A/(1, helyéhe a nagyobb Af,-t tennők, akkor lenne ez az
összeg

Ebből következik, hogy az uj beosztásnak megfelelő S2 összeg 
nem nagyobb S\-nél. /

Egészen hasonló módon győződünk meg arról, hogy a mini-
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malis értékekkel megalkotott s2 viszont nem lehet kisebb az s1-nél. 
Vagyis: S2<St; s2<sr

Most ismét sűrítsük a beosztást oly módon, hogy megint 
minden szakaszt kisebb részekre osztunk. Megalkotjuk a maximális 
ordinátákkal az S8 összeget és a minimális ordinátákkal az s8-at. 
Megint azt találjuk, hogy S3<S2, s3>s2.

így folytatjuk ezt az eljárást. Ezzel tehát egyrészt az

•S,, S2, S3, S4.... 
csökkenő, másrészt az

Sl» S2, s3, s4,...

növekedő számsort kapjuk. Mindkét számsorozat korlátos. Ugyanis, 
ha az egész Ajfi, szakaszban az f(x) minimuma ni, akkor nyilván 
bármelyik S összeg nagyobb m(b— a)-nál és ha az szakasz­
ban az /’(x) maximuma M, minden s összeg kisebb M(b—a)nál.

Következésként mindkét sorozat szabályos sorozat, mindkettő­
nek van véges határértéke. Jelöljük az elsőt S-el, a másodikat s-el; 
azaz lim Sn=S, lim sn=s.

Hátra van még annak a megmutatása, hogy ha a beosztáso­
kat oly módon sűrítettük, hogy minden egyes rész elenyésző cse­
kéllyé válik, akkor S=s.

Evégből csak azt kell megmutatni, hogy ilyen beosztás mel­
lett elmehetünk a két sorozatban olyan messzire, hogy azon túl 
minden Sn—sn kisebb lesz egy tetszésszerint megadott e-nál, vagyis, 
hogy lim(Sn-s„)=0.

Adatik tehát egy tetszésszerinti kis e szám. Alkossuk meg 

ebből az = e' számot és keressük meg az /’(x) függvény­

nek -hez tartozó küszöbintervallumát az egész ab szakaszra 
vonatkozólag. Legyen ez c). Akkor, az iménti előzetes megjegyzé­

sünk szerint, minden 2<J nagyságú intervallumban az /(x) ingado­

zása (maximuma és minimuma közti különbsége) kisebb az e'-nál.

Menjünk el a folytatólagos (consecutiv) beosztásokkal olyan 
messzire, hogy minden egyes szakasz kisebb legyen a 2J-nál; vagy, 
ami ezzel egyenlő értékű állítás, a szakaszok szélességének felső 
határa 2J-nál kisebb. Ez minden esetre elérhető, mert azt mondot­
tuk, hogy olyan beosztásokat készítünk, melyek elenyésző csekély 
szélességűekké válnak, vagyis a szakaszok szélességeinek felső 
határa minden számnál kisebbé válik a fokozatos beosztások alatt; 
tehát minden esetre elmehetünk a. beosztások sorában olyan 
messzire, hogy minden szakasz kisebb lesz a 2t)-nál.

Tegyük fel, hogy a N-ik beosztás már ilyen ; akkor tehát, ha 
n>N, úgy a Sn, mint a sn összegben szereplő összes x(— x;„j sza-
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kaszok kisebbek a 2^-nál és így e szakaszokban az összes ingado­
zások kisebbek í'-nál. Legyenek az n-ik beosztásnak megfelelő S„, 
illetőleg s;i összegek ezek:

5;) — .V, (;rt - a) 4- 3f2(.r2—.r,) 4-----1- Mjix. — ------ (- Mk(b — t),
s^m^-a) ■ ...4-mk<b-xk^\

ahol fc--l az osztópontok száma. Innen:

•%-S/l=(^i-mJ)(.r1-a)+(2W2 -~ir.2)(x2-xt)+-..+(Mk -mk)(b

De az Jfj- inv M2 Mk—mk ingadozások mindannyian
kisebbek az é'-nál, tehát

~<í’ [-1’1 a4 -^2 ------Fő—•vjt——n)=£.

Ezzel kimutattuk, hogy az St, S2,... és s1? s2,... sorozatokban 
az N-iken túl levő tagok különbsége a tetszésszerint megadott e-nál 
kisebbek, vagyis az Sf s„ S2—s2, S3—s3,... sorozat 0 sorozat (az 
e-hoz tartozó küszöbszám N) és így lim (S„—s„)=0; de lim S„=S 
és Iim.s„—s, következésképpen: S—s.

Ezzel megmutattuk, hogy ha f(x) az ab intervallumban foly­
tonos, akkor az

Sn=M-i(xi a)~F" —•ri)d" • • ‘ 4" ^i;(b — ■cA--i)

és • • -+nik(b—xn_,)

összegek, ha a folytatólagos beosztások oly módon sürittelnek, hogy 
minden szakasz elenyésző csekéllyé válik, egy és ugyanazon határ­
értékhez konvergálnak.

Ezt a közös határértéket így jelöljük:

b **
J f(x) dx, 
a

és az f(x) függvény a és b határok közti integráljának (határozott 
integráljának) nevezzük, /(x) az integrandus, a és b az integrál 
határai. Ezzel az eljárással tehát az

f f(x)dx 
a

határozott integrált értelmeztük azon esetben, midőn fix) folytonos 
függvény. Az így értelmezett S—s .számérték egyúttal az y-0. 
y --fix), x—a, x--=b vonalakkal határolt terület mértékszámál jelentse.

[De ehhez az eljáráshoz még egy megjegyzést kell fűznünk. Az
S2, S3,..., illetőleg st, s2, s,,... sorozatokat úgy alkottuk meg, 

hogy kiindulva egy bizonyos, teljesen önkényes beosztáshói, ezen 
beosztás egyes részeit újból részekre osztottuk. (Ezt a beosztási
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módot mondtuk folytatólagos, consecutiv beosztásnak.) Az igy kelet­
kezett újabb szakaszokat ismét részekre osztottuk s í. t.; szóval 
mindig consecutiv beosztással haladtunk előre. Kérdés, ha nem így 
járnánk el, hanem más módon osztanék be az ab intervallumot, 
megtartva természetesen, hogy az egyes szakaszok elenyésző kicsi­
nyekké válnak, vájjon ugyanezen határértékhez jutnánk-e? Minthogy' 
e vizsgálatok nemcsak folytonos függvényekre érvényes eredménye­
ket szolgáltatnak, azért a kérdési általánosabban tárgyaljuk.

Legyen tehát f(x} egy tetszésszerinti függvény, melyről egye­
bet nem teszünk fel. mint azt., hogy az ab intervallumban korlátos 
és ennek minden helyén pozitív.

Osszuk fel az ab szakaszt részekre, miként előbb leltük, az 
x2,... xi,„l pontokkal. Az f(x) minden szakaszban véges póz. 

értékeket vesz fel. Az í-ik szakaszban felveti értékhalmazának felső 
határát jelöljük 3/,-vel. alsó határát m(-vel. Most nem mondhatjuk, 
hogy Mj és mi maximális, illetőleg minimális értékek. Megalkotjuk 
megint ezeket az összegeket:

—u)-j- M.,(a 2 a’j i .i’n_ x),
x, ~níjúr,—a) 4-- -ri) +*• • • + -rn-i)-

Akárminő legyen is a beosztásunk, a vele megalkotott S összeg 
kisebb M(b—a)-nál és nagyobb in(b—u)-nál, ha M az egész ab 
intervallumbeli felső határ és m az egesz ab intervallumban fölvett 
függvény értekek felső határa. Éppen így mondhatjuk, hogy bármi­
képpen történjék is az intervallum beosztása, az s összegek mind­
annyian szintén az a) és m(/>- a) közé esnek.

Minden beosztásnak megfelel egy S szám. E számok összes­
sége az M(b — a) és m(b —-a) közé eső számhalmaz. Ennek a 
halmaznak az alsó határát jelöljük 2-val. Tudjuk, ez azt jelenti, 
hogy az S számok között 2’-nál kisebb nincsen, de ha é tetszés­
szerinti póz. szám, akkor 2’4-6 és 2’ között mindenesetre van a 
halmaznak eleme, vagyis mindenesetre van olyan beosztás, amellyel 
megalkotott S összeg 2" és közé esik.

Éppen így az összes képzelhető beosztásoknak megfelelő s 
összegek oly halmazt alkotnak, melynek elemei mind az m(b--a) 
és M(b—a) közé esnek. E halmaz felső határát jelöljük óval. Ez 
azt jelenti, hogy az s számok halmazában ónál nagyobb szám 
nincs; de ha f. tetszésszerinti póz. szám, akkor mindenesetre van 
olyan beosztás, melynek megfelelő s összeg tr—e és o' közé esik.

Azt állítjuk már most, hogy ha a beosztások szélességét elég 
kicsinyre választjuk, akkor minden beosztásnak megfelelő S összeg 
végtelen csekéllyel tér el a T-tól. Pontosabban kifejezve ez azt 
jelenti, hogy ha tetszésszerinti kis pozitív e számot adnak, ehhez 
tartozik egy A küszöbintervallum, úgy, hogy ha az ab szakaszt
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bármiképpen, olyan d2, J8,... részszakaszokra osztjuk, melyek 
mindannyian kisebbek a A-nál (azaz maximum J<Z) és ezen szaka­
szokkal kiszámítjuk az —=S összeget, S—2<e
lesz. Ebben az állításban gyökerezik a 2 alsó határ jelentősége.

Ezt az állítást a következőképpen bizonyíthatjuk. A 2 az 
összes S összegek alsó határa, tehát van olyan beosztása az ab 
intervallumnak, melyhez olyan Sj összeg tartozik, mely a 2 és 

é . .2 -f- — közé esik. Legyen ilyen beosztás az, amely az ab interval- 

lumot a dlt d2, d3,... dn szakaszokra osztja. Eszerint tehát:

Sj --’íjdj + Af2d2-f----- f- Mndn

és 2 ------ \-Mjdj-\------ \-Mndn<24- -- '

86. ábra.

Most osszuk be az ab szakaszt más módon. Az ábrán az Sj-nek 
megfelelő beosztások határhelyeit kis vonáskák, az új beosztás ha­
tárait köröcskék jelölik. Az új beosztásban kétféle részeket különböz­
tetünk meg. Olyanokat, melyek egészen a régi szakaszokban vannak, 
mondjuk belső szakaszokat, és olyanokat, melyek határpontjai kü­
lönböző szakaszokba esnek, mondjuk: átugró szakaszokat. Ilyen 
átugró szakasz legfölebb n— 1 van. Mondjuk, hogy a d, szakaszba eső 
belső szakaszok legyenek: Jfl, di2, JÍ3)... és mondjuk, hogy az ál­
ugró szakaszok legyenek: J,, <J2,

Alkossuk most meg az új beosztásnak megfelelő S összeget. 
Jelöljük a szakaszban az f(x) felső határál Af^-gyel, a J;2-ben 
a felső határt Af^-vel sí. t.; továbbá a ó2, d8,... álugró szaka­
szokban a felső határok M', M", M'",... akkor a megfelelő S összeg, 
melyet i>”-al jelölünk:

S'^.^ + Míí(\1 + MÍ2Öí2+Mí3Öí3+...+M^M'^2+Mi'Ós+..., 

ahol az első rész a belső szakaszokra, a második pedig az átugró 
szakaszokra vonatkozik.

S' helyett nagyobb számot készítünk a következő módon: 
-V(1. Af3.... helyett, melyek mind az előbbi d, szakasz részei­
hez tartozó felső határok, teszünk, mely az egész d, szakasz­
ban felvett függvényértékek felső határa; továbbá, minthogy a 

<5;2,... belső szakaszok esetleg nem töltik ki a d; szakaszt (ha 
ugyanis átugró szakasz is van), a jobbról és balról hiányzó szaka­
szokat M|-vel szorozva még hozzátesszük az S' ezen részéhez. Ezzel 
a fölírt első rész helyébe A^d,- került Éppen így teszünk mindenik
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szakasszal, vagyis az S' első része ekkor ------ \-Mlldn—S1
lett. Most a második, az átugró szakaszokra vonatkozó részt na­
gyobbitjuk. M', M", M"’,... helyett az egész ab intervallumra vonat­
kozó M felső határt tesszük. Az új szakaszok maximális szélességét 
jelöljük Z-val és Ja, J3,... helyett tegyük Z-t. Az átugró szaka­
szok száma legfölebb n—1. A második rész helyett a nagyobb 
nMk szorzatot tegyük. Ezzel az eljárással az S' összeget nagyobbí- 
tottuk, tehát

S'<S,+nM}..

Az n meghatározott, ismeretes számérték; jelenti az szá­
mításánál használt (/,, d2, d3,... részek számát. M jelenti az /’(.r) 
felső határát az ab intervallumban. A fölött tetszésszerint rendel­
kezünk.

Válasszuk már most a Z számot úgy, hogy nMZ< legyen.

azazZ<--í7- Ekkor tehát S'<S,+ --• Másrészt azonban S'-ről 
2nM 2

tudjuk, hogy 2-n ál nagyobb, mert hiszen 2 az összes S-ek alsó 
határa. így tehát 0<S'——2; De 2n<tehát:

S'—2<e.

Kimutattuk tehát, hogy ha csak k, a szakaszok maximális szé- 

lessége, - — -nél kisebb, akkor bármely beosztással előállított S', 

összeg a 2-tói e-nál kevesebbel különbözik.

Hogy ezt a nevezetes gondolatmenetet jól áttekinthessük, 

röviden ismételjük, hogy 2 az összes beosztásoknak megfelelő S 

összegek számhalmazának alsó határa. Adatik egy tetszésszerinli 
e szám. Készítünk egy olyan beosztást, amelynek megfelelő -S, 
összeg a 2 és 2 + — közé essék. Ilyen mindenesetre van, mert 2 

az S számok alsó határa. Az ehhez szükséges osztórészek száma 

legyen n. Ha már most olyan tetszésszerinti beosztást készítünk, 

melyben minden egyes szakasz kisebb az ---nél, akkor mindig 

olyan S összeget kapunk, mely S és 2+« közé esik.

Ugyanilyen módon tüntethető fel a a felső határ jelentősége. 
Adatik egy póz. « szám. Vegyük a felét és készítsünk egy beosz- 

£ 
tást úgy, hogy a vele alkotott sl=míd1\-m2d.,-\-----\-mnd!l a ----

és tr közé essék. Ilyen mindenesetre van, mert hiszen ír az s szám­
halmaz felső határa. És most osszuk fel az ab intervallumot más-
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képpen, egészen tetszésünk szerint. Lesznek belső szakaszok és 
átugrok. így például a d-be eső belső szakaszok: J(1, d,-,... és az 
átugró szakaszok, melyek száma n-uél kisebb: <J2, <$3) ■ • ■ Eme 
beosztással készítsük el az

s' — —H mfl o;1+mía o,2-í —b ni'^i-j-m"J2 -j- m'" J8-j—

összeget, ahol az m^, mi2,..., valamint in', m",... értelme az előb­
biekhez analogí Az s' összeget kisebbítjük avval, hogy ni^, mi2,... 
helyett a kisebb mrt tesszük. Ha a belső szakaszok nem töltik ki 
a régi </; szakaszt, a hiányt inég m,-vel szorozva hozzáadjuk az s'-hez. 
így például, ha a óíl-|-J(2-|- •• <d,-nél. akkor a hiányzó J(- (esetleg 
két részből álló) szakaszt n;,-vel szorozva még hozzáadjuk a régi 
<-ik szakaszból eredő összeghez. Ezzel az s'-et az ilyen m(J( alakú 
tagokkal nagyobbitottuk. Ezzel a d, belső szakaszaiból eredő 
n,n^i+ni/2d,2-|— helyébe nijd,- került, vagyis az s' összeg első része 
helyett sr De megjegyezzük, hogy az alakú tagok hozzácsato­
lásával nagyobbítás is történt. Hogy az s' kisebbíttessék, e hozzá­
adott számnál nagyobbat levonunk. A dj részek összege voltaképpen 
ne.m más, mint az átugró szakaszok terjedelme; azaz Sdi=2di. 
Minden ng kisebb az egész ab intervallumra vonatkozó M felső ha­
tárnál; tehát a hozzáadott 2,’mjdi rész ellensúlyozására 372J,= 
levonjuk. Sőt ennél többet. Ugyanis jelöljük az új beosztás maxi­
mumát Z-val, akkor 2o,<nA. Levonunk az helyett náíZ-t és 
még elhagyjuk az s'-ban szereplő második részt, amely az átugró 
szakaszokból eredt. Eszerint tehát:

s'>sx—nAfZ.

Válasszuk a Á-t úgy, hogy nMZ < — legyen, ekkor tehát

6
2 és minthogy tehát s'>ff—é.

Az .s'-ről tudjuk, !mgy rr-nál kisebb és most meg azt látjuk, hogy 
<r— e-nál nagyobb, tehát kimondhatjuk, hogy hacsak az egyes sza­
kaszok /.-nál kisebbek, akkor minden ilyen beosztásra vonatkozó s 
összegek tr—E és <r közé esnek. Ebből kitűnik a tr szám jelentősége.

Bármely korlátos f(x) függvényhez tartozik tehát az ab sza­
kaszra vonatkozólag két nevezetes szám: 1 és c. Az első az S ösz- 
szegek alsó határa, a második az s összegek felső határa. Az elsőt 
az f(x) felső integráljának, a másodikat az f\x) alsó integráljának 
nevezzük (intégrale par excés és par défaut) és az elsőt így jelöl­

jük : J /‘(.r) dx, a másodikat így: | /(x) dx.
h r . . a ~
Még megmutatjuk azt is, hogy általában 2><r. Ugyanis, tegyük 

fel az ellenkezőt, vagyis azt, hogy 2<a. A <r—2 különbség legyen
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a pozitiv a. Az előbbiek szerint a beosztást annyira előrehaladt­
nak képzelhetjük, hogy ha csak minden osztásrész kisebb egy d 
köznél, akkor az

S=--Af1d14-ztfíd8+.--<2’ +v és s=mtrf1+m2d2+->a- o *•*
o a a

vagyis: 2>S— $ , ,

tehát: <r— 2< s— S+ -y •

De s-S=di(rnt- Mf)-[-d2(in2— M^)-\—<0

és így: <7—2<—, ami ellenkezik azzal, hogy <7—2=a. Így tehát 
o

2><7. Még egy fontos megjegyezni valónk van. Ma az egyes sza­
kaszokban tetszés szerinti helyeket jelölünk meg; pl. az i-ik sza­

kaszban a h helyet, akkor nyilván :

tehát: /&) +/(^> '4+ < +<d2+• • •

és fi&di }-f&)d.i+--->mld1±m2d2 + •••

Ebből következik, hogy akárminő kicsiny legyen is az e, a be­
osztással annyira haladhatunk, hogy

<7—6 < /(<i) dj-i-/(Í2) da +-•••< 2-f-ff

legyen, ha csak max </,<(/.
Ha 2=<7, akkor azt mondjuk definícióképpen, hogy az /(x) az 

ab intervallumban integrálható függvény.
Ha ezt a közös számértéket 2-val jelöljük, akkor tehát ilyen 

esetben, akárminő kicsiny legyen is az 6, ha csak az osztórészek 
maximumát egy bizonyos d-nél kisebbre választjuk :

2—ff<Afld1 + /lZ2d24 <2+6

és éppen így: 2—6<m1d1+m2d24—<2+6.

E két egyenlőtlenségben foglalt állítást, vagyis azt, hogy úgy 
az S, mint a s összegek a 2+e és 2—6 közé esnek, ha az oszló­
részeket elég kicsinyekre választjuk, röviden így írjuk:

lini(M1d1+Ai2</24---- ) — lim (m1d1-\-m2d2-\—) —2.

Ha az egyes szakaszokban megint 4+^, közbenső helye­
ket jelöljük meg, akkor nyilván az előbb említett /’(£i)^t+/'(+) da4----
összegről is elmondhatjuk, hogy

Beke : A differenciálszámítás. 1. t 'S
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2’-é</'(|1) <W(t2) d2+■ • • <^+e, 

vagyis rövidebben írva:

lim(/'^)<7l+/’(^)d2 + --)=2.

Mindezek az eredmények érvényesek akkor is, ha f(x) akár­
milyen jelű értékeket vesz fel. f(x) pozitív voltát csak a hibák 
kényelmesebb megbecsülése kedvéért tettük fel. De ha f(x) nem 
mindenütt pozitív, akkor is ha C már elég nagy, pozitiv
és igy minden előbbi egyenlőtlenség először f(x)-f-C-re írható fel, 
ahonnan következik a megfelelő egyenlőtlenség /'(xj-re.|

[4. Az integrálhatóság feltétele. Jelöljük a d„ da, d3,... szaka­
szokban az Mt—M2—m2, Ma~m3,... különbségeket, melyeket az 
illető szakaszbeli ingadozásoknak neveztünk, g)v n>2, g>3, .. ,-al és az 
a>1ldl+(i>2dl-j-aada összeget /J vai.

Azt állítjuk már most, hogy ha S—<r, akkor lim és for­
dítva, ha lim 22=0. akkor J=<r; vagyis az integrálhatóság szüksé­
ges és elégséges feltétele az, hogy lim 22=0 legyen. Ez a limes úgy 
értendő, hogy ha egy tetszésszerinti kis e póz. szám adatik, akkor 
megállapítható hozzá egy A küszöbintervallum, mely azzal a tulaj­
donsággal bír, hogy ha bárminő módon osszuk is be az ab inter­
vallumot dn d2, d3,... szakaszokra, ha csak e szakaszok mind 
kisebbek a A-nál, akkor az G>1d1-f-<y2d2-]- - <t?. -

Először kimutatjuk, hogy ha o-, akkor lim 22=0. Adatik egy 
tetszésszerinti kis e. Vegyük a felét. Az előbbiek szerint az -^--hez 

tartozik egy A küszöbintervallum oly módon, hogy ba minden 

osztásrész kisebb a A-nál, akkor bárminő beosztással keletkező S 
összegek már a 2 és 2’ + ~ közé esnek. Éppen így az -^--hez tar- 

tozik egy más A küszöbintervallum úgy, hogy ha csak a beosztá­
sok szélessége A'-nál kisebb, minden s összeg a a és a— közé 

esik. Válasszuk a A és A' közül a kisebbiket. Jelöljük ezt A-val.
Ha már most az osztásrészek mindannyian kisebbek A-nál. akkor 
mindenkor:

2’< Jf1d1 + M2d24-M3d3+...<2,+ 4- 
A

e
-= < mldi-\-ni.,d2 }-m3d3-\---- <cr.

Föltételünk szerint 2=<r; tehát

(Aíi - mj d, +(M2—m2) d.,+(M3—m3) d3+
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azaz, bárminő beosztás legyen is a d1? d2, d3,..., ha csak szakaszai 
A-nál kisebb szélességüek, az Ű mindig kisebb az «-nál, tehát ha 
2=<r, lim Ű—0.

Most fordítva, mutassuk meg, hogy ha 2’4-0', akkor lim J? nem 
lehet 0. Ez úgy értendő, hogy ha 2*4^ c, akkor létezik egy oly véges 
a szám, hogy Q>a, bárminő kicsinyek legyenek is a beosztások.

Tegyük fel tehát, hogy 2-4 O’. Minthogy minden S összeg na­
gyobb 2-náI és minden s kisebb o'-nál, tehát bárminő beosztást 
vegyünk is:

S—s>2— a,

azaz <u1d14-fi)2<^4-«3d34—>2—rr

és így nem lehet lim Ezzel kimutattuk, hogy az integrálható­
ság szükséges és elégséges feltétele, hogg lim fi—0 legyen.]

[5. Az integrálhatósági feltétéi átalakítása. Láttuk, hogy az f(x) 
függvény az ab intervallumban akkor és csakis akkor integrábilis 
(azaz 2'—<r), ha a lim fi = 0. Ezt a kritériumot Riemann-fé\e in­
tegrálhatósági kritériumnak nevezzük.

Riemann ezt a kritériumot könnyebben kezelhető alakra is hozta. 
Ennek a megértése végett megemlítjük, hogy ha /’(x) folytonos az 
aó-ben, a Riemann-kriterium mindenesetre teljesítve van, mert hiszen 
bármilyen pozitiv e számhoz megállapítható olyan <) szakasz, hogy 
az ingadozás minden ennél keskenyebb szakaszban fi-nál kisebb 

legyen. Ha e helyett —— -t választjuk és az ehhez tartozó küszöb­
intervallumot J-val jelöljük, akkor, ha már minden szakasz kisebb 
J-nál:

€G>1d14-<»2d24-<»3d3 4- ••• < - (d1-\-d24*4 )=€>

vagyis valóban a 2’GJ,d,<e, tehát lim fi=0. A függvény folytonossága 
még abban is nyilvánul, hogy ha a szakaszokat elég kicsinyeknek 
választjuk, akkor egy bizonyos megadott a-nál nagyobb ingadozás 
egyetlen egy szakaszban sem lehetséges. És ha bárminő kis szám 
is az a, mindig választhatók a szakaszok olyan kicsinyeknek, hogy 
egyetlen szakaszban sincs a-nál nagyobb ingadozás.

Nem így van a dolog azon esetben, ha f(x) nem folytonos, 
így például, ha /'(x) gyanánt az E(x) függvényt választjuk, mely 
az x-ben levő legnagyobb egész számot jelenti és az ab intervallum 
pl.: a 0...4 köz, akkor az 1, 2, 3 helyeken mindenütt ugrása van 
az /(xj-nek; mert pl.: minden 0... 1 közötti x-re nézve E(x)=0 és 
minden 1...2 közötti x esetében E(x)—1 s í. t. Ha tehát bármi­
képpen osztjuk is fel szakaszokra a 0... 4 közt, mindazon (1-nél 
kisebb szélességű) szakaszokban, melyekben az 1, 2, vagy 3 hely

18*
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benne van, (de nem szélső hely), az /(.r) ingadozása 1. Ha tehát 
a bármely 1-nél kisebb szám, akkor nem mondhatjuk úgy, mint 
előbb, hogy olyan intervallum, amelyben az ingadozás a-nál na­
gyobb, a beosztások kellő sűrítése mellett, egyáltalában nincs.

De itt mindössze három szakadáshely van; tehát ha a szaka­
szokat elég kicsinyekké tettük, akkor azon szakaszok terjedelme, 
amelyekben egyáltalában ugrás van, vagyis, amelyekben az inga­
dozás az a-nál nagyobb, elenyésző kicsinnyé tehető. És éppen ezt 
állítjuk most egész általánosan:

Ha azon szakaszok terjedelme, melyekben az ingadozás a-nál 
nagyobb, végtelen kicsinnyé lehelő, bárminő szám legyen is az a, 
akkor az / (.r) integrálható. Ellenkező esetben nem integrálható.

Azt jelenti ez más szóval, hogy ha bármely kis a-hoz be tudjuk 
osztani az ab intervallumot oly módon, hogy azon intervallumok 
összes terjedelme, melyekben az ingadozás a-nál nagyobb, egy 
tetszésszerint megadott kis y-nál kisebb legyen, akkor az f(x) 
integrálható Ha ellenben van egy olyan a szám, melyre nézve ez 
nem lehetséges, azaz, ha bármiképpen osztjuk is be az ab inter­
vallumot, az a-nál nagyobb iugadozású helyek terjedelme egy bizo­
nyos véges /?-nál mindig nagyobb lesz, akkor az f(x) nem integrá- 
bilis az ab intervallumban.

Kimutatjuk, hogy ezen állítások aequivalensek a Riemann- 

féle integrálhatósági kritériumokkal. Vagyis, hogy az első esetben 
lim 0 és a másodikban ez nem igaz. Hogy az első esetben 

lim 2’<a,df=0, az be lesz bizonyítva, ha kimutatjuk, hogy egy tetszés­

szerinti kis é-hoz tartozik oly A, hogy 2<a,df<ó, ha rnax. </<Á. Ada­

tik tehát é. A beosztásokat sűrítsük annyira, hogy azon szakaszok 
• €összes terjedelme, melyekben az ingadozás ----- y-nál nagyobb,

2(M—m) ~nél kisebb legyen, ahol M és m az /(x)-nek az egész ab 

intervallumra vonatkozó felső, illetőleg alsó határai.

E beosztásnál lehál az intervallumok egy részében az ingadozás 

2(ö—a) kisebb, egy más részében, melynek összes terje­
delme azonban £—^-nál kisebb, az ingadozás - 7,-—.-nál

2(M—m) ° 2(b—a)
nagyobb.

A 2'&», d,- összeg már most így képzelhető. Azon szakaszok összes

terjedelme, melyekben az ingadozás —~—r-nál nagyobb, kisebb 
e 2(ö—a) '

2(M—tehát, ha a megfelelő w, ingadozás helyett M—m-et 

mondanánk, mely mindenesetre nagyobb az illető szakaszbeli
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ingadozásnál, akkor mindezen G)idi szorzatok összege helyett 
6 €• (M— m)-et, azaz —-et kapnánk. Ezen szakaszokra vonat­at M—ni) v 2

kozó Ito/d, részösszeg tehát kisebb -—-nél. 
" €

A többi szakaszban az ingadozás —----- r-nál kisebb; tehát,° 2(o—a)
ha az ezekre vonatkozó üo,d,- részösszegben «, helyett mindenütt a 

£
nagyobb ——^y-t tesszük, akkor azt találjuk, hogy ez a részösszeg 

£
kisebb I’d,-nél. A I’d, a részösszegben szereplő szakaszok

összege; tehát nem nagyobb a b—a teljes intervallumnál; így tehát 

ez a ZGtjdi részösszeg kisebb • (&—a) = --nél.
Azt találtuk tehát, hogy annyira csökkenthetjük az egyes

osztásrészeket, hogy úgy azon szakaszokra vonatkozó ü^d, összeg, 
őamelyekben az ta, ingadozás —^y-nál nagyobb, mint azokra vo­

natkozó, amelyekben az ingadozás ennél kisebb: "-nél kisebb, 

tehát a két részösszeg összeadásából keletkező Ií»,d,<e.
Bebizonyítottuk tehát, hogy ha létesíthető mindig olyan be­

osztás, hogy azon szakaszok összes terjedelme, melyekben az inga­
dozás a tetszésszerinti a-nál nagyobb, a tetszésszerinti kis /?-nál 
kisebb: akkor lim 2to,d,=0.

Ha pedig ellenkezően, van olyan a szám, amelyre nézve ez nem 
lehetséges, vagyis akárminő módon történjék is a beosztás, azon 
szakaszok összes terjedelme, melyekben az ingadozás a-nál na­
gyobb, egy véges y-nál mindig nagyobb marad, akkor Zo^dj azon 
része, mely az a-nál nagyobb ingadozású szakaszokra vonatkozik, 
nagyobb, mint áldj, mert minden o, helyett a kisebb a-t írtuk. Id, 
azon szakaszok összes terjedelme, melyekben az ingadozás a-nál 
nagyobb, tehát és így ^(Hid^ay; az egész I’c<>,d, is nagyobb 
a véges a/ számnál, akárminő beosztást készítsünk is; tehát nem 
lehetséges, hogy lim I’ft>,d,—0.

Ezzel kimutattuk, hogy az integrálhatóságnak lim Iw,d,--=0-ban 
foglalt szükséges és elégséges feltétele teljesen aequivalens azzal, 
hogy minden a-hoz tudjunk olyan beosztást találni, amelyre nézve 
azon szakaszok terjedelme, melyekben az ingadozás a-nál nagyobb, 
kisebb legyen akármilyen előre megadott kis számnál.

Az integrálhatóság feltételének ezen alakjából azonnal követ­
kezik, hogy ha az ab intervallumban f(x) korlátos és egyes véges 
számú helyek kivételével folytonos, akkor integrálható, mert hiszen, 
ha e helyek száma p, akkor készíthetünk olyan beosztást, hogy 
bármely a-nál nagyobb ingadozás csak az rj összterjedelmű sza­
kaszban legyen; e végből csak addig kell a beosztást folytatni.
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amíg a szakaszok maximuma ~--nél kisebb. Ekkor ugyanis azon 

szakaszok terjedelme, amelyekbe egy-egy szakadó pont esik, tehát 
ahol az ingadozás az a-nál esetleg nagyobb, az ^-nál kisebb lesz ; 
a többi szakaszban pedig, ha csak elég kicsinyek e szakaszok, az 

ingadozás mindenesetre kisebb az a-nál.
De még akkor is integrálható lehet a függvény, ha az ab 

szakasz végtelen sok helyén van szakadása. Legyen /‘(x) az ab 

szakaszban mindenütt véges és például a = 0, b = -|-l; a függ- 
pedig szakadásai legyenek az 1, ~

télén sok helyen. Ez alatt azt értjük, hogy az ilyen c helyen a 

baloldali limes nem egyezik meg a jobboldalival. Egyébként pedig 

az f(x) folytonos. Ez a függvény is integrálható. Ugyanis ha n egy 
tetszés szerinti kis szám, akkor elmegyünk az 1, —, -i-, —,...

1 n 2 3 4
sorban olyan messzire, hogy — < —- legyen. Véges ingadozás csak 

olyan szakaszban lehel, amelyben e számok egyike, másika benne 

van; tehát egyrészt a véges számú n helyen, másrészt az — helye- 
1

ken, ha k n-nél nagyobb egész szám; de ez utóbbi helyek a 0... 

szakaszban vannak, tehát mindenesetre létezik olyan beosztás, hogy

ezen helyeket magukban foglaló szakaszok összes terjedelme a meg­

adott --nél kisebb legyen. Ha tehát a beosztást elég kicsinyre választ- 

juk (pl. úgy, hogy a maximális szélesség -'--nél kisebb legyen), 

akkor az —- és 1 közötti részben azon szakaszok összes terjedelme, 

melyekben az , ‘y > • • • helyek foglaltatnak, kisebb -

nél, a 0...— közötti rész egész terjedelme kisebb -nél, tehát 

azon szakaszok összes terjedelme, melyekben az ingadozás az a 
számnál nagyobb, mindenesetre kisebb ^-nál. És ebből következik, 

hogy ez az f(x) integrálható.
így például* a sin bármely szakaszban integrálható. Ha

* Eddigelé egyszerűség kedvéért, csakis olyan függvényekről szóltunk, 
melyeknek minden c helyen volt jobboldali és baloldali határértékük. Az ú. n. 
szakadó helyeken e határértékek különbözők voltak. Az intervallum szélein 
elég volt az egyoldalú határérték. A sin ~ függvény nem tartozik ebbe az
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it . . . b a 0 helyet nem tartalmazza, akkor természetes, mert
1 sin —x 

az x —

folytonos; de ha a 0 helyet magában foglalja, akkor 

7i ’ 2t? ’ 371 közeiben —1 és -j-1 között ingá­
dozik, de mindig készíthető olyan beosztás, hogy azon szakaszok 
összes terjedelme, melyekben az ingadozás valamely a-nál nagyobb, 
elenyésző csekély legyen.

Minden monoton korlátos függvény integrálható. Ugyanis, ha 
f(x) az ab szakaszban például monoton növekedő, akkor minden 
helyen van jobboldali és baloldali határértéke, mert hiszen ha c 
egy tetszés szerinti hely és c1<c, akkor, ha x q-tői c-ig halad, 
f(x) mindig nő, de /’(x) korlátos, tehát a c helyen meghatározott 
baloldali limese van. Éppen így mutatható meg, hogy jobboldali 
limese is van. Ha e kettő megegyezik, akkor tudvalévőén f(x) a c 
helyen folytonos ; ha nem egyeznek meg, akkor /‘(x)-nek a c helyen 
véges szakadása van. Olyan szakadása, mely egy megadott a-nál 
nagyobb, csak véges számú helyen lehet, mert különben f(x) az 
ab szakaszban nem lenne korlátos. Ebből következik, hogy az /’(x) 
monoton függvény integrálható.]

[6. Az integrálható függvények egyszerű összetételei Az integrál­
hatóság átalakított kritériuma nagyon alkalmas nehány egyszerű 
függvényösszetétel integrálhatóságának eldöntésére. így például:

1) Integrálható függvények összege integrálható. Ha az ab szakasz­
ban f(x) és cp (x) integrálhatók, akkor f(x)-\-<f>(x) és /’(x)—(f>(x) is 
integrálhatók. Ugyanis, ha egy tetszés szerinti a és egy tetszés szerinti
kis g adatik, készíthetünk olyan beosztást, hogy azon szakaszok összes 

teijedelme, melyekben f(x) ingadozása --né’ nagyobb, az ---nél 
2 2

kisebb legyen. Nyilván, ha ezen beosztásnak bárminő consecutiv
beosztását (azaz a szakaszok új, kisebb szakaszokra való beosztá- 

. asál) készítjük, e beosztásra még inkább igaz, hogy az --nél nagyobb 

osztályba, mert az x=0 helyen határérték nincsen. Kérdés, hogy ilyen eset­
ben mit értsünk az ingadozáson? Mit értsünk az ab szakaszbeli felső (alsó 
határon), mikor a szakasz valamely c helyén sem elrendelt érték, sem határ­
értékről nem szólhatunk? Ekkor így okoskodunk. A c+h...b szakaszban a 
függvény felső határa M(h] függ a fi-tól. Ha h csökken, M(h) nem csökken­
het, (mert hiszen nagyobb terjedelmű, s az előbbit magában foglaló inter­
vallum felső határa lett) és így lim M (h) létezik, még pedig véges vagy vég- h -o
télén. Ezt a határértéket, inelytet Af-mel jelölünk, nevezzük definícióképpen 
ilyen esetben a c...b szakaszbeli felső határnak. Ha c belső hely, akkor az 
a... b-ből kihagyjuk a c—h ... c-\-h szakaszt és az így meghatározott M (/i) 
limesét vesszük. Könnyen megalkotható ezek alapján az alsó határ és az 
ingadozás fogalmának általánosítása. A sin —-re alkalmazva a dolgot, felső 
határa: 1, alsó határa: —1, ingadozása: 2.
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ingadozási! helyek összes terjedelme J -nél kisebb. Éppen így a 

^(x)-re nézve készíthető beosztás úgy, hogy azon szakaszok összes 
n 

szintén — -nél 2 
kisebb legyen. Ha már most e két beosztást egyesítjük úgy, hogy 

terjedelme, melyekben az ingadozás -—-nél nagyobb,

mindkettőnek osztópontjait felhasználjuk az ab beosztására, akkor ez 

az új beosztás a két előbbire nézve egyaránt folytalólagos beosztást 

jelent, tehát erre nézve még inkább áll, hogy a kérdéses szakaszok 

összes terjedelme -^--nél kisebb. Az /’(x)-f-^>(x)-nek más szakasz­

ban nem lehet a-nál nagyobb ingadozása, mint olyanban, amely­

ben vagy az /'(x)-nek, vagy a y(x)-nek --nél nagyobb ingadozása 

van ; mert ha f(x) maximuma egy szakaszban Af, minimuma in és

és 9?(x)-re nézve e számok és mt, akkor f felső határa

e szakaszban nem lehet nagyobb Af-f-Afj-pél, alsó határa nem lehet

kisebb m-|-m1-nél és így. ingadozása nem lehet nagyobb AÍ-f-A^— 

—(m-j-mj-nél, vagy (Af—zn)+(Af1—m^-nél. Ha már most ezen inga­

dozások mindegyike kisebb -nél, az összegük sem lehet nagyobb 

a-nál. Eszerint tehát valóban az a-nál nagyobb inga­

dozása csak olyan szakaszban lehet, ahol vagy /'(x)-nek, vagy <p(x)-

nek -y-nél nagyobb az ingadozása. E szakaszok terjedelme pedig 
2 n n

összesen ' + —- — »?-nál kisebb.

így tehát ha egy tetszés szerinti a és ehhez egy tetszés sze­
rinti kis adatik, mindig van olyan beosztás, hogy az a-nál na­
gyobb ingadozási! szakaszok összes szélessége ^-nál kisebb legyen. 
/C’O+íP’G’O tehát integrálható, ha /"(x) és <^(x) integrálható volt.

Ugyanígy mutatható meg, hogy /(x)—^(x) is integrálható.
Azt, hogy / (x)-el a/'(x) is integrálható, ahol a tetszés szerinti 

szám, alig szükséges mondani.
Az előbbiekből már most könnyen következik, hogy ha /j(x), 

. fk(x) az ab intervallumban integrálhatók, akkor az

fi (®)+f» («)+••• + ak fk (*)

is integrálható, bárminő pozitiv vagy negativ számok legyenek is 
az itt szereplő at, a3, ... ak faktorok.

2. Integrálható függvények szorzata integrálható. f(x) és áz­
at intervallumban pozitiv, korlátos, integrábilis függvények legye-
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nek; meg akarjuk mutatni, hogy ekkor f(x). 9?(x) is integrálható 
E végből csak azt kell megmutatnunk, hogy ha egy tetszés szerinti 
« és ehhez egy tetszés szerinti kis tj adatik, akkor az ab interval­
lumot oly módon oszthatjuk be szakaszokra, hogy azon szakaszok 
összes terjedelme, amelyekben az ingadozás a-nál nagyobb, a meg­
adott 9-nál kisebb.

Ha f{x) integrálható, mondtuk már, hogy Cf(x) is integrálható, 
ha C állandó Tegyük fel, hogy /'(x) és 9>(x) az intervallumban 
pozitivek és integrálhatók. Ezt mindig feltehetjük, mert ha nem 
igy volna, akkor C1+/‘(x) és C2+^>(.r) pozitivek lennének, ha az 
|/’(x)j és C2 a ^(x).! felső határánál nagyobb. Ha az

b"(r)=Ct 4- /(x), Q (x) ^C2+<f> (x)

-ről kimutatjuk, hogy F(x) <P(x) integrálható, akkor ezzel be lesz 
bizonyítva az is, hogy:

F(x) (J> (x)— C\C2—C\ <f> (x)— C2 / (x),

vagyis /\x) . 9?(x) is integrálható.
Legyenek tehát az /(x) és 9?(x) az egész ab intervallumban 

pozitivek és integálhatók. Felső határaik közül a nagyobbik: Af.

Válasszunk olyan beosztást, amelynél azon szakaszok terjedelme, 
ct w

melyekben az /'(x)-nek ingadozása —^7-nél nagyobb: 

kisebb. Ezután olyan beosztást, amelynél ugyanez áll a ^(xj-re.
Egyesítsük e két beosztást. Ezáltal olyanra jutottunk, amelyben 

azon szakaszok terjedelme, melyekben akár az /(x), akár a <p(x) 
ingadozása -^r-nél nagyobb, mindeneseire kisebb az i^-nál.

Szemeljünk ki egy tetszés szerinti szakaszt. Ha ebben az f(x) 
felső határa és alsó határa /«,, továbbá 92 (x) felső határa M2 és 
és alsó határa m2, akkor az ingadozása nem lehet nagyobb
az MtM2—m1m., különbségnél. De

MtM2 — m2)4-/n3(Af1 — mj

és minthogy M az egész ab szakaszban levő felső határ, tehát a 
jobboldalon és m2 külső szorzók helyébe a nagyobb Aí-el téve :

M, M2—in^n* < M |(Mj—m2)+(Mt—in, )].

Ila a kiszemelt szakaszban az /’(x) és 99 (x) ingadozása 

kisebb, akkor a jobboldali kifejezés a-nál kisebb, vagyis

MxM2—mxm2 < a,
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akkor ez a szakasz olyan, amelyben az ingadozása

kisebb, a-nál nagyobb ingadozási! csakis akkor lehet a kisze- 
szakasz, ha legalább az egyik függvény ingadozása -^--nél 

nagyobb. Igen, de az ilyen szakaszok összes terjedelme j^-nál kisebb. 
Ezzel kimutattuk, hogy azon szakaszok összes terjedelme, melyek­
ben az /'(x)y(x) ingadozása a-nál nagyobb, az előre megadott tet­
szés szerinti kis >^-nál kisebb, vagyis az /'(x)^(x) integrálható.

Ebből egyúttal az is következik, hogy ha /i(x), /2(x),... fk(x) 

integrálhatók, akkor az ft(x). f2(x).,. fk(x) szorzat is integrálható,

3. Integrálható függvények hányadosa. Ha /(x) pozitiv, korlá­
tos, az ab szakaszban integrálható, és alsó határa O-tól különböző, 

akkor az *s integrálható. Evégből csak azt kell megmutatni, 
hogy ha a és adatik, készíthető mindig olyan beosztás, hogy az 

-yy-y-nek a-nál nagyobb ingadozása csak olyan szakaszokban lesz, 
melyek összes terjedelme i^-nál kisebb. Legyen az /(x) alsó határa 

az egész ab intervallumban : ni>0. Válasszuk a megadott a helyett 

n^a-t. Minthogy /(x) integrálható, tehát mindenesetre van olyan 

beosztás, amelynél az /"(xj-nek m2 a-nál nagyobb ingadozású sza­
kaszainak terjedelme kisebb mint íj. Szemeljünk ki egy tetszés sze­
rinti szakaszt. Legyen ebben a szakaszban f(x) felső határa Afn 

alsó határa: mv Akkor e szakaszban az ingadozása:

1 _ 1 _ Mt—m, 
m1 m, M1

Af niEz az ingadozás kisebb, mint —1 , mert hiszen és
Ha tehát a kiszemelt szakasz olyan volt, amelyben az f(x) 

ingadozása m2a-nál kisebb, akkor e szakaszban az —it-t- ingadozása 
, í (A*) i

kisebb az a-nál. a-nál nagyobb ingadozása az -nek

tehát csak olyan szakaszban lehet, amelyben az /"(x)-nek m2a-nál 

nagyobb volt az ingadozása. Ezen szakaszok összes terjedelme 

pedig 7^-nál kisebb. Ezzel bebizonyítottuk, hogy ■ integrábilis.
Ebből egyúttal az előbbi pontban tárgyalt tétel segítségével az 

is következtethető, hogy ha f(x) alsó határa O-nál nagyobb az ab
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intervallumban és úgy /’(x), mint <p(x) integrálhalók, akkor 

is integrálható.]

[7. Korlátosán változó függvény integrálhatósága. Ha f(x) és y(x) 
monoton növekedő korlátos függvények, akkor, miként láttuk, inte­
grálhatók. Ebből következik, hogy

y/(x)=/‘(x)-9?(x)

is integrálható. Monoton függvények különbsége integrálható.
Az ilyen y(x) függvényre vonatkozólag egy megjegyzést teszünk. 

Ha az ab intervallumot szakaszokra osztjuk az a, xtJ x2, x3,... xn_1, b 
pontokkal és megalkotjuk a

t> = + |V'(O~V'(*1)| +
+ ---- F

összeget, vagyis az egyes szakaszokra vonatkozó változások abszo­
lút értékeinek összegét, akkor ez így is írható :

+ l/‘(^)-/‘(a;i)-[9p(ÍC2)-9!,(xi)]l + •”+
+ I f (^)-AÍCn-i)-|9’(Z’)-9’(;Ea-i)l I

és így, minthogy /‘(x/)—/’(x,-,), valamint <p(x,)—9p(xi_1) mindannyian 
pozitivok, mert /'(x) és monoton növekvők, e helyett írható:

+7’(x2)-^(x1)H----Yf(b}-f\xn_i')-\-<p(b)--g>{xn_1'),

vagyis v < [(b)- f(a)+y(b)-y(a).

Azt látjuk ebből, hogy a y/(x) abszolút változásainak összege 
nem nagyobb az /(h)—/(a)-|-y(&)-y(a)-nál, vagyis az /'(x) és q>(x) 
növekedéseinek összegénél. A fontos e körülményben az, hogy az 
ab intervallumot akármiképpen osszuk is be szakaszokra, a ip(x) 
abszolút változásainak összege mindig kisebb egg véges számnál.

Ha tehát valantelg y(x) függvéng kél korlátos monoton növekvő 
függvéng különbsége, akkor bárminő beosztás mellett az abszolút 
változásainak összege korlátos. Az ilyen függvényt, melynek abszolút 
változása korlátos, vagyis melyre nézve

|V/(xx)-y/(a)| + |y/(x2)-y/(x1)| + ••• + |V'(h)-y'(*n-i)l 

mindig kisebb egy véges, megadható számnál, akárhogyan válasz- 
szűk is az x15 x2,... xn_x helyeket: korlátosán változó függvéng- 
nek (fonction á variation bornée) nevezzük. Eszerint tehát két mo­
noton növekvő függvény külömbsége (vagy mondhatjuk egy mono-
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ton növekedő f(x) és egy monoton csökkenő —^(x) függvény 
összege) korlátosán változó.

Fordítva is áll a dolog. Minden korlátosán változó függvény 
két monoton növekedő függvény különbségének tekinthető. Ugyanis, 
tegyük fel. hogy g/(x) az ab intervallumban korlátosán változó. Az 
x~a helyen értéke ip(a). Az abszolút változása az a, .rn x2,... xlt_1, b 
beosztásnál:

v + l'/W -vOi)! + •••+
A y/(x,)— y'CU-i) változás az í-ik szakaszban pozitiv, negativ, 

vagy 0. A pozitiv változás abszolút értéke maga ez a pozitiv érték; 
a negativ változás abs. értéke e negativ változás ellenkező jellel. Ha 
tehát a pozitív változások összegét p-vel, a negativ változások össze­
gét n-nel jelöljük. (p>0, n<0), akkor tehát

v- p—n;

továbbá V/(x1)--ip(<i)-|-y/(.r2)-y/(x1)4------>p(xn_i)=p+n.

De a baloldali kifejezés ^/(a). tehát

V/(ö)—y/(a)=pUn

és így: u—2p4-y/(a)—y/(ö); t>=^—2n-|-^/(fe)—y/(a).

Ha más beosztást készítenénk, akkor is azt kapnék, hogy a 
megfelelő abszolút változás a pozitiv és negativ változásokkal ezen 
egyenletek által függ össze. Nézzük az egyiket:

v=2p+ip(a)—tp(ti).

Akárminő beosztást végezzünk is, a v pozitiv szám kisebb lesz egy 
bizonyos számnál, mert hiszen ip(x) korlátosán változó; az összes, 
képzelhető beosztásoknak megfelelő v értékeknek tehát vari egy 
véges felső határuk. Jelöljük ezt V-vel. Ebből következik, hogy az 
összes képzelhető beosztásoknál a pozitiv változások összegének is 
van felső határuk, mert hiszen minden p a u-vel a fölírt egyenlet­
tel függ össze.,Jelöljük ezt a felső határi P-vel. Azt állítjuk, hogy

V= 2P4- xp (a)—tp (ti).

Ha nem állana ez az egyenlet, akkor fönállana

V=2Pí+^(«)-ip.(ti),

ahol PX^P. Azt állítjuk, hogy nincs olyan beosztás, melynek meg­
felelő p a Pj-nél nagyobb lenne. Legyen ugyanis p>Px, akkor ezen 
beosztáshoz tartozó v — 2pő-i//(a)—ip(ti); tehát t?>V lenne, holott 
azt mondtuk, hogy V az összes v számok felső határa, tehát V-nél 
nagyobb v nincsen. Eszerint tehát Pt-nél nagyobb p nincs. Más-
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részt,, ha é tetszés szerinti kis szám, határozzunk meg olyan be­
osztást, amelynek megfelelő v a V—2<? és V közé esik. Ilyen minden­
esetre van, éppen mert V a i> számok felső határa. Legyen ezen 
n-nek megfelelő pozitív változások összege: /), tehát v,=2p-\-xp(a)—ip(b) 
és ha ezt a V---2Pt-pxp(a)— ,/>(ő)-ből kivonjuk,

Pj — p<e
-ra jutunk. Vagyis a Pj-nél nagyobb p nincsen, ellenben olyan p, 
mely Pt — e és P, közé esik, van, bárminő kicsiny legyen is az e. 
Ebből az látszik, hogy I\ a p, számok felső határa; tehát kell, 
hogy I\ —P legyen, vagyis nem csak minden i> és a megfelelő p 
között áll fenn a v—2p+if(a)—tp(b) egyenlet, hanem egyúttal a 
felső határok között is érvényes a

V= 2P-f- xp (a)—xp (fc).

Ugyanígy, ba az —n számok felfeő határát — N-el jelöljük, akkor

V - — 2N+y/ (t>)-xp (a).

Ha most b helyett x közbenső helyet képzelünk, ugyanezt a 
meggondolást tehetjük. Ha az a...x intervallumot felosztjuk valami 
módon és az abszolút változások összeget u-vel, a megfelelő pozi­
tív változásokét p-vel és a negativ változásokét —n-el jelöljük, akkor 
is fennállanak ezek az egyenletek:

i>—p—n, y/(x)—xp(a)—p-pn,
v—2p+xp(a')—ip(x'), v— —2n+y/(x)—y/(a).

Jelöljük most a v, p, —n számok felső határait V(x), P(x), 
—N(x)-el, hogy megjelöljük azt is, hogy e számértékek az x-től 
függnek.

A v, p és —n pozitív számok az x-el monoton nőnek, mert 
hiszen az előbbi szakaszokhoz új szakaszok járulnak. Ebből követ­
kezik, hogy V(x), P(x), és — N(x) az x monoton növekvő függvé­
nyei. A második egyenletből:

xp (x)—xp (a)+ P(x)-|- N (x)

-bői következik, vagyis a xp(x) korlátosán változó függvény valóban 
két monoton növekedő függvény különbsége.

Ebből egyúttal az is következik, hogy minden korlátosán vál­
tozó függvény integrálható.

Láthatjuk már eddig is, hogy a monoton függvények sok tekin­
tetben a legkényelmesebben kezelhetők. Ezekből alakult a korláto­
sán változó függvény is. Igen célszerű azért a függvényt monoton 
szakaszokra beosztani. Ez a legtöbbször sikerül is; ha t. i. miként 
a mellékelt ábrában feltüntettük, a függvény minimuma és leg-
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közelebbi maximuma közötti részét vesszük egy-egy szakasznak. 
De nem mindig lehetséges ez. így például a már annyiszor emlí­

tett sin — az
x 1 1 1 1

X ~ n ’ 371 ’ 571 ’ 7ti ’ " ’
~2~ 2 T T

helyeken fölváltva -|-1, és —1 értékeket vesz fel, tehát, mint látjuk, 
a 0 és 1 közötti intervallumban végtelen sok maximuma és mini­

muma van.
A szóban forgó felbontás mindig sikerül, ha az ab interval­

lumban az /’(x)-nek csak véges számú maximuma és minimuma 
van. Az ilyen függvényekről rögtön megmutathatjuk, hogy korláto­
sán változók. Hiszen, ha az egymásután jövő szélső értékek sor­
ban: //2, u3, ... akkor az egész ab szakaszban az abs, válto­
zások összege bármely beosztásnál nem lehet nagyobb az

I I + I «2 I + I I + | | +•”
véges számnál. A véges számú maximummal és minimummal biró 
függvények tehál korlátosán változók és igy integrálhatók.]

8. Az integrálra vonatkozó egyszerű tételek.
a) Még egyszer megemlítjük, hogy ha /’(x) integrálható, akkor 

b b
J c /'(x) dx — ej f(x) dx, 
a a

melynek egyik speciális esete:
& ?

J í - /'(*)]dx=—f A®)dx- 
« «

b) Eddig mindig hallgatagon feltettük, hogy a felső határ b 
nagyobb az a alsó határnál. A határozott integrál értelmezésére 
szolgáló

[f '(&) (xt -a) + f (£2) (x2-a) + • • •+
+ f (£n-i) — xn- 2) + f(£n)
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így is írható, ha az összeadandókat fordított sorrendben írjuk:

lim [/■(!„)(b- x7_1)4-/(^/I_1)(x„_1-xn_a)-|------

=-lim [f (£„) (Xn-i-b)+/(!„_!)(xn_2-xn_1)-j----- F/*(£i)(a-x^j.

A jobboldali összeg pedig, ha egyáltalában nem tekintünk arra, 
hogy az a és b közül melyik a nagyobb, ismét egy határozott inte­
grált értelmez. A ba intervallum ugyanis a b, xn_x, xn_2,... xt a 
pontokkal szakaszokra van felosztva és e szakaszokra vonatkozó­
lag ugyanúgy járunk el, mint előbb; tehát ezen összeg limesét így 
kell jelölnünk:

//'(xjcir. 
b

A fenti egyenlet tehát így írható:

j f(x) dx = —f f (x) dx. 
a b

Vagyis: ha a határokat felcseréljük, az integrál értéke —\-gyel 

szorzódik. Ebből következik az is, hogy ha az j f(x) cte-nek akkor 
a

is akarunk számértéket tulajdonítani, ha a — b, ez a számérték csakis 

0 lehet.
c) Ha az f(x) az ab intervallumban mindenütt 0, akkor 

b
J j'(x) dr — 0;
a

ha pedig mindenütt egyenlő c constanssal, akkor
b

I f(x)dx = c(b—a). 
a

Mindkét állítás az integrál értelmezéséből következik.

d) Ha a és b közöli felvesszük a c helyet és /’(a) az ac, vala­

mint a eb szakaszokban integrábilis, akkor az ab szakaszban is 

integrábilis. Ugyanis ha egy tetszés szerinti a adatik, úgy az ac, 

mint a eb szakaszt úgy oszthatjuk be, hogy az ac-ben, valamint a 

cb-ben az a-nál nagyobb ingadozású szakaszok összes terjedelme a 

tetszés szerinti kis g felénél, azaz $ -nél kisebb legyen. Ezzel már 

az ab szakasznak is olyan beosztását készítettük, melyben az a-nál 

nagyobb ingadozású szakaszok összes terjedelme »?-nál kisebb. 

Ezzel kimutattuk, hogy f(x) az egész aö-ben integrábilis.
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Ebből az is következik, hogy ha ev c„y ca,... ck sorban az ab 
szakasz helyei és /’(x) az aq, ctc2, c3c8,... cj-.b szakaszokban inte­
grálható, akkor az egész ab intervallumban is integrálható.

Fordítva is áll a dolog: Ha f(x) az ab intervallumban integrál­
ható és c az ab valamely közbenső helye, akkor úgy az ac, vala­
mint a eb részekben is integrálható.

e) Ha f(x) az ab intervallumban integrálható és c egy közbenső 
hely, akkor

ff (x) dx =jf(x) dx Jf (x) dx. 
a a c

A beosztást ugyanis, amely egészen tetszőleges, mindig úgy 
készíthetjük, hogy a c osztópont legyen és így, ha az ab szakasz 
osztópontjai: a, xv x2,... xfcl, c, xk+1, xk+2,... xn_A, b, akkor

b
jf(x)dx = lim {M1(x1~d)+M2(x2-xf)^---+Mk^c-xk)y 
a --------------------- —---- --------------------

Mfc+a (xfc -n f )i~ +a(,xk+2 -r/H i) l------ -j -t~,Tn-1)}

és minthogy úgy az első résznek, mint a másodiknak van határ- 

értéke és pedig az első )f(x)dx, a második: | f(x)dx, tehát valóban: 
a c

J f(x) dx = J f(x) dx 4- f f(x) dx. 
. " Cl ' €

Ha a és b közé sorban a q, c2,...cÁ. helyeket iktatjuk, akkor: 
í> <! C2 l,

)f\x)dx (l\x)dx + ff(x)dx -I------ (- f/ (x)dx.
" ó c, ck

9. Középértéktétel. Az J /(x'jdx számértéket úgy értelmeztük, hogy 

közös határértéke az

^idi + ^ad24------ l~áfndn és m1d1-|-m2d'2-|------ |-m„dn

összegeknek. Ha az ab intervallumban az f(x) felső határa M, alsó 
határa pedig m, akkor nyilván minden beosztásnál

+ ------ \~Mndn < áf(b—«);

és midi+m2d2y---^-mndn>m(b—a),
tehát a

lim (M1d1+Af2d24------ f-Mnd,,) = lim ------ \-mndn)

is e két szám közé esik, azaz :
b 

m (b—a} < j f (x) dx<M (b—a).
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Ebből következik, hogy m és M között van olyan /z szám 
(mely esetleg az egyikkel, vagy a másikkal meg is egyezhetik), 
amelyre

J /’(.r)<te — juíb—a). 
a

b
Ez a nevezetes tétel azt fejezi ki, hogy az J/'(x)cte számérték

<1
egyenlő az ab intervallum hosszának //-szeresével, ahol az /’(.r) 
integrándusnak az ab intervallumban birt felső és alsó határa kö­
zött van. Ezt a tételt középértéktételnek mondjuk.

Különösen megemlítjük ezt a tételt abban az esetben, midőn 
/’(.t) folytonos függvény. Megemlítjük először is azt, hogy ez eset­
ben *z egyenlőségjel elhagyandó ; ekkor t. i. csakis

b
m (b—a) < j f(x)dx < M(b—a') 

a

állhat fenn, kivéve azt az esetei, midőn f (x) az egész ab szakaszban 
állandó Ha ugyanis /’(x) nem mindenüti egyenlő Ai-mel, akkor 
van az ab szakaszban olyan hely, amelyen /(x) értéke: K<M és 
akkor, mivel f(x> folytonos, e. hely környezetében megjelölhető 
olyan véges aj? szakasz, melyben f(x) mindenütt kisebb M—e-nél, 
tehát bármiképpen történjék is az ab beosztása, erre az aft sza­
kaszra eső SMjdj összeg kisebb, mint (itf—«)(/?—a) és így az egész 
SMjd, sem lehel egyenlő M(b- -a)-val; tehát az integrál is kisebb, 
mint M(b—a). Éppen így következik, hogy a baloldali < jel helyébe 
az egyszerű < jel teendő. így tehát, ha f(x) az ab intervallumban 
folytonos, akkor

b
m (/>—a) < j f (x) dx < M(b—a) 

a
és igy van olyan // közbenső érték m<//<Af, melyre nézve

b
$f(x)dx = fi (b-d\ 
a

De ha /(x) az ab szakaszban folytonos, akkor van e szakasz­
ban olyan £ közbenső hely, melyen és így az előbbi egyen­
lőség így is írható:

j'f^dx = f^(b-a). 
a

Ennek a nevezetes tételnek a geometriai jelentése igen szem­

léletes. Az f(x)-et ábrázoló görbe (88. ábrá) és az B.Ji ordiná­
ták, meg az A1B1 által meghatározott t területet méri az fl\x)dx. 

a
Ha az m minimális ordinátával alkotjuk meg az A1CDB1 derék-

Beke: A differenciálszámítás, I.
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szögű négyszöget, ennek a területe kisebb /-nél, ellenben az M 
maximális ordinátával készített AXEFBX terület /-nél nagyobb. Ha 
már most a CD egyenest az X tengellyel párhuzamosan fölfelé tol­
juk, a derékszögű négyszög területe folytonosan növekszik és így 
a CD elér egy olyan CD' helyzetet, hogy A^C'D'B^t legyen. Ennek 
a derékszögű négyszögnek a magassága nem egyéb, mint egy bizo­
nyos közbenső | helyhez tartozó /'(£) ordináta; tehát t— f(g)(b—a).

10. A határozott integrál folytonossága. Ha /’(x) az a'b' interval­
lumban korlátos és integrálható és ab ebben az a’ű'-ben van. akkor 
természetesen az ab intervallumban is integrálható; sőt ha b-t meg­
növesztjük h-val és bA-h<b', akkor az a...b-\-h intervallumban is 
integrálható. De:

b+7i b b+h
I f (x) dx ~ J f(x) dx 4- J f(x) dx. 

a a b

A második integrál, melynek integráció szakasza: h, az előbbiek 
szerint így írható: juh, ahol /z valamely véges számérlék, mely az 
/■(x) felső határánál Akiiéi (az a... ö-f-h-ban) kisebb és alsó hatá­
ránál m-nél nagyobb. így tehát

b+h b
/ f (*) dx = / fi*) dx + M-h. 

a a

Ha tehát az integrál felső határát h-val megnövesztjük, akkor 

az integrál értéke /zh-val változik. Ebből következik, hogy az inte­
grál (ha az integrándus korlátos) a felső határával folytonosan vál­
tozik, a felső határának folytonos függvénye. Ha ugyanis azt akar­
juk, hogy a változása egy tetszés szerinti kis fi-nál kisebb legyen, 

akkor csak |/ij kisebbre veendő y^p-nél (ha M az egész a'b’ szakasz­
beli felső határ); vagyis minden kis fi számhoz tartozik olyan J 

küszöbintervallum, hogy a függvény változása e-nál kisebb, ha a
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változót J-nál kevesebbel változtatjuk. De ez éppen a folytonos vál­
tozás jellemzője.

Minthogy az alsó határ a felsővel fölcserélhető, ha csak az 
integrál jelét megváltoztatjuk, tehát azt látjuk, hogy az integrál 
úgy a felső, mint az alsó határával folytonosan változik, ha az 
integrándus korlátos.

11. A határozott integrál differenciálása. Könnyebb áttekinthető­
ség végett írjunk a b helyett z betűt, hogy ezzel is jelezzük, hogy 
most a felső határt változtatni fogjuk. Ezzel az előbbi tétel így 
írható:

r+A z
f f(x) dx = f f(x) dx -f- h/u. 

a a

Legyen már most az /’(a) függvény a z helyen folytonos. 
Akkor a (z—h, z-^-h) intervallumban

f(z) - « á /’(•r) á /"(’) + e (Íjm fi=°)> 
tehát ft"n

/‘(-)-fiázfiá/'(-)+« 
és így: x+h z

J f (x) dx — J f (x) dx
---- á/W+fi-

A >, < jelek raegfordítandók, ha /i negativ. Ha h a 0 felé kon­
vergál, e is a 0 felé konvergál, tehát :

z+A z
J f (x) dx —J f(x) dx 

lim ‘---------- ------------------= /•(,).
A-o fi

z

Ha könnyebb áttekintés végett az J /’(x) dx-et, mely (ha a-i 

állandónak tekintjük) a z felső határtól függ, F(z)-vel jelöljük, akkor 

az előbbi egyenlőség szerint:

F(z-|-h)-F(z) ... .hm—\---- h------=
h~O fi

Ha az f(x) integrándus valamely z helyen, folytonos, akkor 

I f(x)dx a felső halára szerint differenciálható és differenciálhánya- 
a 
dósa a z helyen nem egyéb, mint az integrándus értéke a z helyen.

Ugyanígy következik, hogy az alsó határ szerint vett differen­
ciálhányados pedig az integrándus értéke az alsó határnak meg­
felelő helyen ellenkező előjellel véve; mert hiszen a határok fel- 
cserélhetők, ha csak az integrált —1-gyel szorozzuk.

19
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12. Primitív függvény. Mindazokat a függvényeket, amelyek diffe­
renciálhányadosa egy bizonyos szakaszban az f(z) függvénynek e 
szakaszbeli értékeivel megegyezik, vagy röviden mondva azon függ­
vényeket, melyeknek egy- bizonyos szakaszban a differenciálhánya­
dosuk : f(z), az fiz) primiiii) függvényeinek nevezzük. Ilyen értelem­
ben tehát, ha /(z) az a... fi szakaszban folytonos, akkor

Íf(^)dx= F(z), 
a

(bárminő számot jelentsen is az a az a... fi közben) az fiz) primi­
tív függvénye az afi szakaszban. Mert hiszen e szakasz minden 
helyén az előbbiek szerint

A primitív függvény ezen értelmezése szerint az adott f(z) 
függvénynek végtelen sok primitív függvénye van; mert ha F,(z) 
egy ilyen primitív függvény, akkor Fx(z)4-C is ilyen, akárminő 
állandó számértéket jelentsen is a C; mert hiszen ha Ft(z)-nek 
differenciálhányadosa /(z), akkor F^zj-j-C-nek is ugyanez a diffe­
renciálhányadosa. Fordítva is áll a dolog: Ha ugyanis Ft(z) és 
F2(z) az / (z) primitív függvényei az a . . . fi szakaszra vonatkozólag, 
akkor Fj(z)—F2(z) differenciálhányadosa e szakaszban mindenütt 0, 
tehát I\(z)—F2(z) e szakaszban konstans (1. 124. lap).*

z
* Ha f(z) nem folytonos az ab közben, de F(z) — jf(.T)dx létezik, ha 

ú
u<z<b, akkor nem mondhatjuk mindig, hogy F(z) primitív függvénye az. 
f(z)-nek, azaz, hogy=/(z). Így például, ha /(z) az a...b közben a 
acc<zb hely kivételével 0 és a c helyen: 1; -akkor, mint az integrál értel­
mezéséből következik, az

|/(z)dz--0, tehát a c helyen 
d

Ellenben, ha 0 az ab közben van és /(z) mindenütt 0, de az

i A A A’ 2 , 3 , n ... .
helyeken: 1, akkor fiz) a z=0 helyen nem folytonos, (mert az 1, A, $. (. 
helyeken át haladva a 0-hoz, határértéke: 1). Ez esetben

ff(z) dz 0. 
a

[Ugyanis az integrálnak a szakadó helyekből származó része tetszés szerinti 
kicsinnyé tehető, pL olyan módon, hogy ha e tetszés szerinti kjs szám és
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Tegyük fel a következőkben, hogy /'(.r) folytonos. Minthogy 
ez esetben /’(z)-nek egyik primitív függvénye ff(x)dx, ahol a 

a
egy bizonyos kezdő érték, tehát f(z) minden primitív függvénye 

ilyen alakú : t
F(t) f(x)dx-j- (

A primitív függvény tehát nincs teljesen meghatározva; a tet­
szés szerinti C konstans határozatlanságot okoz; ezt a bizonyos 
fokig határozatlan függvényt így is szoktuk jelölni: J/(x)d.v, vagy 
Jj\z)dz. Az [f(z)dz alatt olyan függvényt értünk, melynek z sze­
rinti differenciálhányadosa [elhallgatjuk, hogy ez egy bizonyos 
intervallumra vonatkozik] Ha egy ilyen függvényt megállapítottunk 
és azt találtuk, hogy ez F(z). akkor J f(z') dz — F(z)-i- C, ahol C tet­
szés szerinti állandó. Az

jf^dz

-l határozatlan integrálnak is nevezzük. Azt az eljárást, mellyel az 
adott /'(z)-hez a primitív függvényt állapítjuk meg, amely tehát a 
differenciálásnak inverz művelete: integrálásnak nevezzük.

13. A határozott integrál kiszámítása a határozatlan integrállal. 
Eddig a határozott integrál fogalmából kiindulva alkottuk meg a 
határozatlan integrál (primitív függvény) fogalmái, most azt mutat­
juk meg, hogy miképpen lehet a primitív függvény segítségével a 
határozott integrál értékét kiszámítani.

Legyen az adott /’(x) folytonos függvény primitív függvénye 
F(x), azaz egy bizonyos aft szakaszban mindenütt:

dF(x) 
dx = fW-

Tudjuk, hogy egy ilyen F(;r) függvény: az jf(y)di/ határozott 
a

integrállal van megadva és hogy bármelyik F(x) ilyen alakú: *

e'<(l—q)e, ahol q<l, akkoi Olyan beosztást készítünk, hogy az —- hely egy 
q”e'-nél kisebb közbe kerüljön. A (0, —) intervallumból eredő rész kisebb, 
mint 1 • — azaz —-; az í—, 1) intervallumból eredő része az integrálnak ki­ll n 'n > v 1
sebb, mint e'4-e'g-|-í'g2-|-s'qs-|-Tehát az integrál 0 és —+e 
között van, bármily kicsinyek is és t.J F(z) tehát 0 és~~^- = 0, a 0 helyen 

is, vagyis [F'(z)]0 =/(0). Látjuk tehát már ebből a két példából is, hogy 2
\j(z)dz létezése még általában nem jelenti azt, hogy/(z)-nek van primitív 

a
függvénye.

* Az integrándusban szereplő betű egészen mellékes; legjobb volna a
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a

Legyen már most Ft(x) a végtelen sok primitív függvény közül 
egyik. Ez minden esetre ilyen alakú:

jf(y)dy-f- C„ 
a

ahol Cj egy meghatározott számérték. Mekkora ez a C\ ? Ezt rög­
tön megkapjuk, ha x helyébe a-t teszünk.

Ekkor ugyanis a felső határ megegyezik az alsóval, tehát a 
jobboldalon álló integrál 0 lesz és így:

F/a)^,

vagyis : Ft(x) = J f (y) dy+ Fja)
a

és ha most x helyébe az a/3 szakasz b helyét tesszük:

F1(b) = //-(y)dy+F1(a). 
a

Innen (szokottabb írás kedvéért az y helyett ismét x-et írva):

f f(x)dx=--F1(b)-F1(a). 
a

Ez a nagyfontosságú tétel azt fejezi ki, hogy az f(x) egy 

teiszésszerinti primitív függvényéből a következő egyszerű módon 
határozhatjuk meg az Jf(x)dx értékét: Vegyük a primitív függ- 

a
vényt a b helyen és az a helyen és az elsőből vonjuk le a másodikat.

Újból megemlítjük, hogy ez az eljárás csak arra az esetre van 
bebizonyítva, midőn /’(x) folytonos.

14. A primitív függvény geometriai jelentése. A mellékelt ábrában 

feltüntettük az y=f(x') folytonos függvény menetét. Az AlAXX1 terü­
lete: jf(z)dz. Jelöljük ezt a területet, mely x-től függ, Ft(x)-el. Nö- 

a
véljük meg az x-et h-val. Az A^AUU^ területe: F^x-f-h) és így az

b
határozott integrált egyszerűen így jelölni J/; ezzel már teljesen jellemezve 

volna, hogy itt minő függvényre vonatkozik az integrálás ; de mint később 
látni fogjuk, a históriai szempontból indokolt régi jelölésnek is van némi 
előnye. Itt azért tettünk y betűt, nehogy a kezdő összetévessze a határ gya­
nánt szereplő x-el az integrándus változóját.
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XjLjt/X területrész:
F^x+hj-F^x).

E területrész nagysága azonban h/u alakban is Írható, ha /z-vel 
jelöljük azon derékszögű négyszög magasságát, melynek alapja h 

és melynek területe ugyanakkora, mint XtXUUv Ez a ,u. magasság 
mindenesetre az X^U^^h szakaszhoz tartozó minimális és maxi­
mális ordináta közé esik. így tehát:

F/x-f-ft)—F,(x) 
h ~~r

és ha h zérussá válik, azaz U1 az X,-el összeesik, akkor /u értéke 
/"(x), vagyis az Xj-hez tartozó ordináta lesz; tehát az Ft(x) terület 
differenciálhányadosa: az f(x) ordináta.

Ha a területet nem az AtA ordinátától számítjuk, hanem pl- : 

a CjC-től és a C1CXXl területet F2(x)-el jelöljük, akkor ugyanerre 

jutunk: is: /(x), Ez az F2(x) terület az F^xj-tői a C^AC

területben különbözik. Ha ezt a területet c-vel jelöljük, akkor 

Fa(x)=F1(x)-{-c; vagyis az F2(x) primitiv függvény az F/xj-től csakis 

egy bizonyos konstans értékben különbözik.
A primitiv függvényt tehát geometriai szempontból az A1AXX1 

területtel szemléltethetjük. Ha a kezdő ordinátát változtatjuk, akkor 
más primitiv függvényt ábrázoltunk, mely az előbbitől egy bizo­
nyos konstans számértékkel (a két kezdő ordináta közötti területtel) 
különbözik.

Az ábrázolásnak még egy másik módját is használhatjuk. 
Ha ugyanis adatik egy y=f(x) görbe az aft szakaszban (90. ábra), 
akkor egy más koordináta-rendszerben vegyünk fel egy tetszés­
szerinti A pontot, melynek ordinátája: c. (91. ábra.)

Legyen F(x) az f (x) valamely primitiv függvénye; akkor 
F(x)-|-c— F(a) is primitiv függvénye az /(x)-nek. Ha x=a, akkor
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ezen függvény értéke éppen c; tehát az y=F(x)+c—F(a) görbe 
az /(x)-nek olyan primitív függvénye, mely az előre megadott A 
ponton keresztül megy. 11a egy más pontot jelöltünk volna meg 
az x--a egyenesen, melynek ordinátája nem c, hanem q, akkor 
ezen át az y=F(x)+q -F(a} primitív függvényt ábrázoló görbe 
vonulna, mely az előbbitől abban különbözik, hogy minden pontjá­
nak q—c-vel nagyobb az ordinátája, mint az előbbi megfelelő 
pontjának. Vagyis mindezek a görbék egyikből azáltal keletkeznek, 
hogy ezt az egyet az Y tengellyel párhuzamosan eltoljuk.

Az (x) görbe az y~f(^x) görbével olyan egyszerű viszony­
ban van, hogy az y=F(x) bármely, x abszcisszához tartozó pontjá­
ban húzott érintőjének irányhatározója akkora, mint az y — f(x) 
görbe x abszcisszájú pontjához tartozó ordináta számértéke.

16. A primitív függvény néhány egyszerű tulajdonsága, a) Ha 
/’(x)=0 az aft intervallumban, akkor primitív függvénye: C constans, 
mert hiszen bármely C differenciálhányadosa: 0.

b) Ha /’(x) primitív függvénye F(x) és c állandó, akkor cf(x) 
primitív függvénye: cF(x); azaz:

J c/‘(x) dx—ej* f(x)dx.

c) Ha /(x) primitív függvénye F(x) és y>(x)-é 0(x), .akkor 
/'(x)-|-y? (x) primitív függvénye : F(x)-|-0(x); és / (x)—tj>(x) primitív 
függvénye: F(x)—<p(x); mert hiszen

um±?(í)i=/.w+(PW.

azaz : J [/'(xj-J-y? (x)| dx —J f(x) dx -f- f yp (x) dx ;

és J <P 0)1dx = //'(-r)~ JV O) dx.

16. Néhány egyszerűbb határozatlan integrál. A differenciálási sza­
bályok segítségével azonnal megállapíthatjuk az integrálási szabá­
lyokat. így pl. azt találtuk, hogy xm diff. hányadosa, ha m tetszés-
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szerinti póz. vágj negatív számot jelent: mxm~l. (Ha tn nem egesz 

szám, akkor pontosabban azt kell mondanunk, hogv x,n-nek csak 
num

valós értékeire szorítkozunk és /nx"' 1 diff. hányados —-—, ahol 
x'n ugyanazon érték, mint a differenciálandó.) Ebből következik, 

hogy mx’"~' egyik primitív függvénye: x”1. Vagy ha ni helyett 

m-j 1-et írunk: (m-fl)x'" primitív függvénye: .vm+1, ba ni-j-1 póz. 

vagy neg. szám (md-l nem lehet ü!|. Ebből következik, hogy x"‘ 

egyik primitív függvénye;(ha m4-j nem 0): '“jyy '■

. xm+l
I x"'dx — -------—|- C.J in-\-1

Első integrálási szabályéi tehát azt. kaptuk, hogy ha m-f-1+0:

| xn,dx = ------------t- C.■' ni t 1

Minthogy (sin x)'--cos x, tehát sinx egyik primitív függvénye 
a cos x-nek; azaz

J cos xdx — sin x+C.

Éppen így a (cos x)'- —sin x-ból következik, hogy

J sin xdx — - cos x-f-C s í. t.

Ilyen módon, a legegyszerűbb differenciálási szabályok meg­
fordításával a következő integrálási szabályokhoz jutunk;

| cos xdx = sin x -f- C:

f dxI-----2— = tgx -I- C.
J COS2X °
f dx = — cotg X + C.

sin2 x
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— arc tg r 4- C — — arc cotgx C.

(• dx
— arc sin x 4- G — — arc cos x 4- C.

/ Vl-x2

17. Tagonkénti integrálás. Ha az integrandus ilyen alakú:

/■(.<■)=^(.r). i- 7>2(x)4------h <r„(x\

akkor, miként kéttagú összegnél már láttuk:

J /'(•T) dx = / dx + j'<]P2(x)dx 4------ H /(Pn^) dx.

Ezt az eljárást tagonkénti integrálásnak nevezzük. Ha a ^(x), 
y2(x),... 9?n(.r) az előbbiekben felsorolt függvények, akkor már az 
előbbi integrálási szabályok elégségesek az ilyen integrálok kiszá­
mítása. így például, ba /(x) racionális egész függvény:

a0.r"-t«1x" *-|-a3xn‘ 2 4------|-an.

akkor: j (a^r" 4 at xn 1 ----- f- a,,') dx —

«o-T"+1 a.xn
n

m.r"-1
H -----F ••• + anx-|-C.

Látjuk, hogy n-edfokú racionális egész függvény integrálja: 
n-f- 1-edfokú rác. egész függvény.

18. Integrálás helyettesítéssel. Ha F(x) az / (x) valamely primitiv 
dF(x)

függvénye, azaz — 4.’ — /(-r) és x=^(i) által az x helyébe új 
változót vezetünk be, akkor az F(x) t szerinti diff. hányadosát úgy 

kapjuk meg, hogy vesszük F(x)-nek x szerinti diff. hányadosát és 

ezt megszorozzuk x-nek t szerinti diff. hányadosával; azaz:

dF _ dF dx dF 
dt dx dt dx

De —tehát ez az egyenlet így is írható:

~ = f(x).gp\tY

Ebből azt látjuk, hogy ha x helyébe x=^>(tVt tesszük, akkor az 
F függvény, mely eredetileg az /(x) primitiv függvénye volt, x vál­
tozóra vonatkozólag, [azaz F(x)-nek x szerinti diff. hányadosa: f (x)| 
ezen helyettesítés után, a t új változónak függvényévé válik, mely­
nek t szerinti diff. hányadosa: /(x)^'(t), vagyis új alakjában az F
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függvény a i változóra vonatkozólag az primitív függ­
vénye lesz.

Ennek a nagyfontosságú eljárásnak a kellő megértésére nehány 
egyszerűbb példán mulatjuk be az alkalmazását.

í. Példa. Legyen az f(x) integrándus : sin 2r; tehát kiszámítandó

• J sin 2x dx=F(x).

2x-~t tesszük, azaz x — , • Ezen helyettesítéssel sin2x-ből sint lesz és 
2 1F(x) most az f(x)<p(t) primitív függvénye lesz. <?'(/)—_-, tehat Fix) primitív 

1 .függvénye az „ sin í-nek, vagyis

F(x) = ?( sin tdt — — + C.

Ha most meg t helyébe vissza tesszük a 2r-et, nkkor azt kapjuk, hogy 
a keresett F (x) ez lesz:

Fix) — j sin 2r dx = — —- + C.

2. Példa. Egy májúk példa legyen j e°xdx kiszámítása. Tegyük ax— t; 
vagyis :

,p(t)= ' , V'(f)=v

A keresett F primitív függvény egyúttal az /(xjip'Űl-nok, vagyis az — -nak 
primitív függvénye, vagyis : 

/.» 1 pl
e/ar dx= I — édt — — Ja a

r euxés ha l helyébe megint visszatesszük az x-et, Jeaxdx =------

3. Példa. Számítsuk ki az f —s-rvs—«- határozatlan integrált. A nevező- J a-+b2r2
ben levő x2 már azt sejteti, hogy az integrál arc tg függvény lesz. De ehhez
az kellene, hogy a nevező l-f-x2 alakú legyen. Hogy ilyenféle alakra hozzuk, 
először az a2-et kiemeljük :

/dx___1 i- dx _
a2+b2x? a2 J j , b.r\2

' a '
Tegyük helyett a t új változót; azaz x—^-- Ekkor tehát a ke­

resett F(x) primitív függvény t szerint az fix) primitiv függvénye; azaz

öxés ha t helyett megint vissza tesszük a - ' -1, akkor:

dx_
«2+&2x2

1 » b’-—arc. tg - ab a
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Ezek után megmutathatjuk a számítás egy gyorsabb berendezésének 
módját.

Ha x— <p(t) substitutióval a t variábilist vezetjük be, akkor a keresett 
primitív függvény, azt mondottuk, az/(x)y>'(f) primitív függvénye lesz, vagyis 
Fix) — [f(x)<f>'(f)dt. Ha meggondoljuk, hogy ha x—akkor 
vagyis dx differenciál: dx=<p'(t)dt, akkor arra jutunk, hogy az J flx)dx trans- 
formációja az új t változó bevezetésével egyszerűen úgy történik, hogy /(xj- 
ben x helyébe és ennek megfelelően dx helyébe a vele egyenlő <p'\t)dt-t 
tesszük. így lesz az | /’(x) dx-ből jf[<p(t)]g>'(f)dt.

így például, ha J dx-et akarjuk kiszámítani, akkor ex=l tesszük. 
Innen, ha mindkét oldalon a differenciált vesszük, e*dx — dk miből: 
dx—^ = ~; tehát az integrál új alakja: Még ezt az integrált
sem találjuk az előbbi táblázatban ; hanem, ha l-|-L-z-t tesszük és ennek 

/ciz— -be, melyről tudjnk, 
hogy log z-f-C. z helyébe most visszatéve 1+t-t, azután l helyébe ex-t, azt talál­
juk, hogy _

/-f^dx=log(l+e!)+C.

E példa is inegvilágosította a helyettesítéssel való integrálás­
nál követett eljárást. Az J f(x)dx kiszámítása végett gyakran tehető 
x=9>(/) és ennek megfelelően: dx—<p'(f)dt, úgy hogy

lesz. Ha ezt a primitív függvényt meg tudjuk határozni, akkor 
ebben t helyébe újra x-et bevezetve az x=g>(t) által, megkapjuk az 
eredetileg keresett primitív függvényt.

Látjuk, hogy a számítás mekanismusa szempontjából minő fontossága 
van az Jf(x)dx írásmódnak. A helyettesítést úgy végezzük el, hogy x-et is, 
dx-et is az új változó segítségével fejezzük ki.

Még bemutatjuk egy-két példán ezt az eléggé nem gyakorolható el­
járást. Számítsuk ki ezt az integrált:

r
J ax^+bx+c ’

ha b2—4ac negativ. Az a.i2-\-bx+c így írható :
I 2 1

f'[> + 2í) ~ 4^2-(í,2-4at-’l]’

vagy feltüntetve azt, hogy b2—4ac negativ, tegyük b2—4ac— — k2 és így :

f dx _ f dx Ír dx
J ax2+bx+c -J r/ , b 2 A-2." «J , , b x2 W
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Tegyük x~ t és megfelelően : dx - ift; akkor folytatólag az in­
tegrál :

, f___ dt
W “ J 4<i2 r-
4<r

és ez az a) alattiból azonnal következik, ha az ottani a helyett k, és b helyett 
2a tétetik, vagyis a keresett integrál :

2 „ 2a/ , ,.f arc tg + C

és / helyett visszatéve x 4- -x--t; és k helyeit g 4ac—b’-et

C dx 2 2ax+b „
J axt+bx-. c Yiac-b* ” /4ac— b2 '

Végre a következő integrál 
r , , r cos x dxI cotg x dx = ---- ■■---- —J J sin x

így számítható ki: Tegyük sinx— t; innen cos xdx—dZ; tehát a keresett 
integrál f-y-, vagyis log t-(-C és ha í helyett vissza tesszük a sinx-et; és 
C helyeit logc-t írunk :

I cotg x dx — f J- - log t J- log c — log ct = log c sinx.

j u'i>d;v.

19. A parciális integrálás módszere. Ha /< és v az x differenciál­
ható függvényei folytonos diff. hányadosokkal, akkor tudjuk, hogy

(ui»)'—m/-f-u'v, 

vagyis az ne szorzat primitiv függvénye az no'~ n'o-nek; azaz 
(a konstanst, elhagyva)

tn> —. j uv'dx 4 f iírdx

és ebből: J iH>'dx-~uo—

Ez a parciális integrálási módszer. Még áttekinthetőbb lesz e 
fontos képlet, ha o'dx helyett do differenciált és u'dx helyett du 
differenciált írunk Ezzel a rövidítéssel a képlet ilyen alakú lesz :

J ndo tto - J odú.

A parciális integrálás módszeréhez akkor folyamodunk, ha az 
integrál jele alatt egy u függvénynek és egy ismeretes o függvény 
differenciáljának szorzata áll. Ha az Jodú ismeretes, akkor tehát 
e módszerrel Judod kiszámíthatjuk.

Néhány példa megvilágosítja e képlet alkalmazásánál követendő eljárást.
1. Példa. Ha

I x log x dx
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kerestetik, akkor n gyanánt Jog r-et és dv gyanánt xdx-et vegyük, vagyis 
ekkor p = -^-; tehát:

f , J X2 ,og X 1 f X2 log X X2 . „J x log x dx =---- 2-------2 \ X dx ~---------- j- + C.

2. Példa. Ha r,j logxdx

-et akarjuk kiszámítani, akkor u gyanánt Jog x-et, dv gyanánt pedig dx-et 
választjuk, vagyis V—x. Eszerint tehát:

Jlogx. dx — x logx — J dx = x log x — x + C.
b

Emlékezzünk rá, hogy az | logxdx határozott integrált már közvetlenül 
a

kiszámítottuk (262—263. 1.):
3. Példa. Számítsuk ki ezt az integrált:

J x?exdx.

Most ii gyanánt x2 és dv gyanánt e^dx választassák ; ekkor v nem más, mint 
é*; tehát:

f x2eTdx~xaér—2 fxe'dx.

A jobboldalon álló integrált még nem ismerjük ; de erre újra alkalmaz­
hatjuk a parciális integrálás módszerét. Most ü gyanánt x-et és dv gyanánt 
eT dx-et választjuk.

J xe^dx — xe* —

tehát: f x2exdx—x!ex— 2xex-\-2ex+C.

J exdx = xex — e* -|-C.

20. Racionális függvény primitív függvénye. Egyszerűbb esetek. 
Ha /’(x) racionális egész függvény, akkor a primitív függvény 
meghatározása semmi nehézséggel sem jár. Láttuk is már, hogy 
ha /’(.v)=a0xn-|-a1xn-1+a2x"“2-i------akkor

n-|-l
n2xn-1 
~n^T~ ------- h anx 4- C.

Ha azonban /‘(.r) az x-nek tört-függvénye, akkor már nem 
megy ilyen egyszerűen a dolog, de azért az eddig említett egyszerű 
függvények segítségével a 1 őrt függvény primitív függvénye mindig 
kiszámítható.

Megjegyezzük általában, hogy mindig redukálhatjuk a feladatot 
arra az esetre, midőn a számláló alacsonyabb fokú, mint a nevező. 
Ha ugyanis a számláló m-edfokú : y’(x) és a nevező n-edfokú: y/(x) 
és m>n volna, akkor a <p(x)-et elosztjuk ip(x)-e\. A hányados 
q(x) m—n-edfokú racionális egész függvény és a maradék r(x) leg­
fölebb n—1-edfokú, tehát:
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és

ip(x)

■ dx-

= q(x} +

dx.

9> (x)

Minthogy fq(x)dx ismeretes, tehát a feladat olyan integrá­

lására redukálódott, melynek számlálója alacsonyabb fokú, mint a 

nevezője.

a) A nevező elsőfokú. Nézzük először azt az esetet, midőn a 

nevező elsőfokú. A számlálót konstansnak vehetjük fel. Az inte­

grándus tehát ilyen alakú:
C k

Ez az integrál igen egyszerűen számítható ki. Tegyük ugyanis 
ax~\b—i, miből dx = — ; tehát: a

kdx k
ax+b n — logt-f-C

és ha C helyett logc-t írunk (amit az esetben, ha logarithinus a 
primitív függvény, rendszerint megteszünk) és t helyett nx -f- b-i 
visszatesszük, akkor:

(' kdx k ,

vagyis a primitív függvény:
k 

log c(ax+b)".

b) A nevező másodfokú. Legyen a nevező a másodfokú: 
ax2-\- ftxd-7 racionális egész függvény; a számláló legfölebb első­
fokú lehet: tehát a szóban forgó integrál ilyen alakú:

f Jx4~é .

Ha á=j=O, akkor az integrándust a következőképpen alakítjuk át: 
2a-val szorzunk és osztunk:

_ 2ae
• s s 2ax 4-----

ox4-« v o
ax’-|-/ix4-/ — 2a axa4-^x-|-y

és ~g helyett 5-—)8|-t teszünk;
0 \ o f

tehát:
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\
—Á------- jd /

ax2-j-,&r-j-y 2a ax2-P/9.r4-y 
ó 2ax-VP 2aé-j8J

— 2a ax2-|-/?x-|-/ 1 2a(a.r2-|-/?x-|-y)

Az első tagban a ——t nem tekintve, a számláló a nevező diff. ” 2a
hányadosa. Ezt akartuk éppen elérni az átalakítással. Az első tagot 

most már könnyen integrálhatjuk; ha ugyanis

ax2+ /£r-Ty=t

tesszük, akkor azonnal észrevesszük, hogy az első integrál: 

-^log(a.r2+£x+y).

Tehát minden olyan racionális függvény integrációja, melynek 
nevezője másodfokú, végelemzésben ilyen alakú integrál kiszámítá­
sára redukálható: 

dx
,J a.r2+3rT-/

Csak ezzel kell tehát foglalkoznunk.,
Ha a nevezőben szereplő másodfokú egész függvény discrimi- 

nánsa, a 4ay- fi* pozitív, akkor az integrál a 3<M> lapon követett 
eljárás szerint számítható ki. Ez esetben : 

f dx 2 . 2a.r 4 fl1------------------— arcig . - ~ C.
J axa-j-/8x}-y V4ay--(72 I day-

Megjegyezzük, hogy a négyzetgyöknek ■ pozitiv vagy negatív 

értéke vehető, csak mindkét helyen ugyanazon érték szerepeljen. 

Az arc tg z alatt azt a szöget értjük (absz. mértékszám ban), mely 
Jl 71

---- -- és közölt van; ha tehát a gyökmennyiség jelét megvál- 

toztatjuk, akkor úgy az arcig, mint az elülálló faktor jele is meg­

változván, az integrál változatlan marad.

Ha pedig a 4ay—/S2 negatív, akkor az axa-f-^®r-t-/=0 egyenlet­
nek két valós gyöke van : x, és x2, úgy, hogy:

ax2+y8r+/=a (x—x2) (x—x2).

Az —-—. igy is írható :(X-Xj)(x—X,)

—1----------- 1— + —1------------L_
Xj— .1'2 X —Xj x2 — Xj. X—x2
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tehát: ___ L__ = 1 r____ 1____ u____1___. a.r2+fix-^-y a [(xt—x^)(x—x^) (xz—xt) (x—x2

A.z ——-a------- racionális függvényt részlettörtekre bontottuk.
a.r2+^r+/ s& J

Most már tehát.:

dx 1
ax2~\-px~^y ~ a(xt—x2)

dx 
x—xt

I’°g -lo? <x -*2)1 =a \ x2)
1 1 x—----- log---------». 

a(xx— x„) 0 x—x2

Haide ,T _
1 2a 3 2a

bevezetjük, akkor tovább:

r dx 1 ~ 2ax+^-V^Aay
J ax2-\- fix-\-y V ^—Aay 2ax-}-ft-\-V' [P—iay

így tehát, ha az integrándus bármely olyan rác. függvény, 
melynek nevezője másodfokú, e két formula segítségével az inte­
gráció mindig elvégezhető.

így például, ha a=l, y=l, £=2cosqp, akkor 4a/—j8B=4(l—cos2<p)—4 sin2</> 
pozitiv, tehát

r dx 1 , .r+c4>s<p
J a-2+2cos y.x+l sin^p b siny

és ha a=l. £=0, /=—1, akkor 4ay—192——4 negativ, tehát:

r dx 1 . x— 1Jzs=r=2-10gx+r-

21. Folytatás, A nevező n-edfokú. 1. A nevező gyökei mind különbö­

zők. Most áttérünk az általános eset tárgyalására. Legyen az inte- 

grandus > ah°l ’A(x) n-edfokú rác. egész függvény és <f>(x) 

legfölebb n—1-edfokú. Tegyük fel továbbá, hogy a y/(x)—0 egyenlet­

nek csupa különböző valós gyöke van, vagyis ?//(&•) ilyen alakban 

írható (a legmagasabb tag együtthatója 1-nek vehető):

V/(x)=(x-a1)(x-a2)(x-a3)... (x-«„).

A számláló n—1-edfokú rác. egész függvény, mely az x—helyen 
^(a,), x=a2 helyen g>(a2)... és x=an helyen (jp(a^) értékeket veszi 
fel. De tudjuk már (1. 170. lap), hogy olyan n—1-edfokú rác. egész 
függvény, mely ezen az n helyen e megadott értékekkel bir, csak 
egy van és ez a következő alakban írható:

Beké : A differenciáluzánxiw». I 20
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y(0C1)__ I I . y(gn)____ I
V >’A'(«1)(®-«1) F ^'(«2)(^-a2) + b y/'(an)(x-a„)J’
miből:

£_(f) = y(q1) 1 <?(a2) ' 1 9L(«n) 1
V/(x) y/(a,j x-a, y/(a2) x—a2 T y'(an) ’ x-an '

(f) (
A rác. függvényt ezzel tehát részlettörtekre bontottuk fel.

Minden egyes tag a y/(x) = 0 egyenlet egy-egy gyökéhez tartozik. 

Oly fontos e részlettörtekre való felbontás, hogy még közvet­
lenül is kiszámítjuk az egyes részlettörteket. Legy’en tehát a 

részletlörtekre fr’..ontott alakja a következő:

. • y(x) _ At___ A2 ■ .
y/(x) x—a, x—a2 x—an

Az , A2)... An együtthatókat akarjuk meghatározni. Evégből 

szorozzunk mindkét oldalon ?/>(x)-el;

p>(x) = A, V-' (x) 
x—a, 4-A2 y/(x) 

x—a2 + - + A„ Y'(*)

Ha most x—a, tesszük, akkor JESÍLL _ mind- 
. 1p(x) ,'l~,a2 X a3 X a"

annyian eltűnnek. A határértékét az x—a, helyen a L Hos­
pital szabállyal meghatározván, azt találjuk, hogy lim^-^ 

és minthogy a, a y/(x)—0 egyenletnek egyszerű gyöke, tehát
V/'(a,)=^0 és így:

y («i) 
Vz(«i)

A

L’gyanígy találjuk, ha rendre x—a,, x=a2,... x=an-t tesszük:

4 = tói! 4 - ^la?) 4 _ ?L(«n)
‘‘ vz'(ai)’ 2 y/'(a2) ’ ‘ ‘ ‘

tehát úgy, mint előbb láttuk:

Ví ___L._.
^(x) ííj' y/'(a,) x-á, ’

Most már az integrációt tagonkint végezhetjük:

f 9° {-r) j T (.«i) i / x

+ log(x—«.) 4-----4- |og(.c—a )
V/(a2) 6 6V
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vagy összevonva:

ahol

így például, ha ip(x)=x2~l=(x — l)(x-j-l) és ^(x)=l, akkor:

i A , _A. 
x2—1 x—1 x-f-l 

tehát

és így:

y/'(x)=2x, «j=l, fta=—1,

a 4 _ .£_(«?) __2
‘ 1 »//'(«,) 2 ’ 2 V/'(«2) 2

Ha a racionális függvény nevezőjének nein minden gyök­

tényezője valós (de egymástól mind különbözők), azaz a ?//(x)—0 
•egyenlet gyökei között képzetesek is vannak, akkor, minthogy a 
V'(x) együtthatói valósak, a képzetes gyökök mindig párjával lep­
nek fel; vagyis, ha ip(x}—0 valamelyik gyöke a-i-fii, akkor a -pi. 
az előbbinek kapcsolt értéke, is gyöke az egyenletnek.

Úgy mint valós gyökök esetében, most is előállítható a •/’(•v; 
n 1-edfokú rác. egész függvény ilyen alakban:

y(x)= Aj ■ 4 V(.xl I* ■**2 x—Oj x—a2 + • • • + Ai
y/(x) 
x-an ’ a)

ahol aj, an a ^/(x)—0 egyenlet gyökei. A jobboldalon való­
ban n—1-edfokú egész függvény áll. mert

y/(x): (x—af)=(x—a,) ... (x—a,_j)(x .. . (x-a„».

Csak az A„ A3,... együtthatókat kell alkalmasan meghatároznunk,

hogy az a) alatti identitás fönnálljon. Mielőtt ezt tennék, meg­
mutatjuk, hogy most is, mint valós gyökök esetében [~~~ az 

x=«j helyen y/(aj) s 1. J. Most természetesen nem alkalmazható a 

L’Hospital szabály, mert azt csak valós számok esetében bizonyí­
tottuk be. Megmutatjuk, hogy ha ^/(x)=(x—aj)(x—aa)... (x—an)

akkor = + __L_ . ... +__
^/(x) x—a, x—a., x—nn

20*
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Tegyük fel, hogy ez a tétel érv nyes, ha ip(x) fokszáma n—2 
és legyen ax — a-\-ifi és a2—a—i[i, akkor

ahol

Innen :

tehát

y/ (x)= [(x- a)2+F\WÁX\ 

^(x^ix-a*) (.x-n4) ■ ■ ■ (x~an)- 

y/(x)=2(x—a) y/t(x)-|-[(x—a^+^Jy/, (x);

) = 2(x~“) i ^ÍC*) .
y/ (x) ' (x - a)2+/F y/t (x)

De az első tag így is írható:----------- 1----------- , mert e törtek

összege valóban » a m^sodik tag pedig föltételünk ér­

telmében :
—----- p—1------ 1--------p—1—;
x— a3 x—o4 x—an

tehát valóban :
y/\x)_ = 1____ 1 _____ 1 .
y/(x) x—ríj x—a2 x—an

Minthogy’ pedig n=l és n=2 esetében a tétel érvényes, tehát 
n=3 és n=4 - esetében is érvényes s í. t.; szóval egész általános­
ságban is igaz.

Ebből következik, hogy minden x értékre nézve:

y/\x) = y/(x) y/(x) 
x—a1 x—a2 x-aIt

Ha x helyébe at-et teszünk, a jobboldalon a másodiktól kezdve 

minden tag: 0. Az első tag az (x—n2)(x—a3)... (x—an)-ből x—a1 

helyettesítésével keletkező: («i~ a2)(<h~ a8)-• • ("i-'an)- A baloldalon 
y/'(at)-et kapjuk;* tehát- az x—t^-nél itt is: Éppen

11/ ('X)
így általában, ha -^-v~-ben x=o,-t tesszük, akkor értéke: y/'íjz,) lesz.

Ezen megjegyzések után visszatérünk az a) alatti egyenlethez. 
Ha x helyébe sorban ut, a2,... an-t helyettesítjük, azt kapjuk, hogy 

A A — a712 y/'(as) An
y (an)
V'(an) ’

ügy mint valós gyökök esetében. Ha már most A2,... An

* Megjegyezzük, hogy itt nem a y(x) at helyen való differenciál­
hányadosát jelenti, (mert hiszen komplex helyen való differenciálásról még 
nem szóltunk), hanem a i/''(x) rác. egész függvénynek az a, helyen való érté­
két. A dilferenciálhányados fogalmának általánosításával rajutunk majd arra, 
hogy e két érték megegyezik.
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helyett ezen számértékeket tesszük, akkor a jobboldalon olyan 
n—1-edfokú rác. egész függvény van, mely az x=hx, a2,... an helye­
ken megegyezik a <p(x)-el. De ha két n^T-edfokú rác. egész függ­
vény n különböző helyen megegyező értékű, akkor minden helyen 
megegyeznek, identikusuk és így az a) jobboldala a ^(x)-el identi­
kus. Ebből az is látszik, hogy ^(.r)-nek csak egyetlen egy ilyen 
előállítása létezik. Ez az identitás tehát így írható :

y(x) y(a1) 1 y(a2) 1 P (O $
x~ ai x~a2 V'lAi) x~an

Ha a, és a, kapcsolt értékek, akkor a ^4- és is
1 2 ‘ V'(öi) ^(«2)

kapcsolt értékek. Ha az első k+li, a második k—li alakú. így tehát 

a két első tag együtt:

Minden 

másodfokú 

imaginarius

k—li 2fc(x—a)4-2ty?
x—* x—a—ifi (x—

kapcsolt gyökpárnak a ft) alatti összegben egy ilyen 

nevezővel biró részlettört felel meg. E törtben már 

tagok nincsenek. Ha tehát tp (x) — 0 egyenletnek n

különböző gyöke közül r pár képzetes, akkor a olyan valós

részlettörtekre bontható fel, melyek közül r-nek másodfokú a neve­

zője és n-2r-nek elsőfokú.

Minthogy pedig

* í(í^T?=2'arcl«^ + c'
tehát integrációját teljesen elvégezhetjük, vagyis az

integrált csupa ismeretes függvénnyel kifejezhetjük.

Példaképpen határozzuk meg az 
p dx 

J P-T
integrált, x*—1=0 egyenlet gyökei: 1, —1, i, — i; y»'(x)=4.r8, tehát:

y/(l)=4, tp'(—1)=—4, V»'(í) = — 4i, v'(—i)=4i 
és így:

1 __ 1 j J______ 1 i______ i i _ 1 ( i______ 1______ 2 _i
x*—1 ~ 4 lx—1 x-|-l x—i x-f-P — 4 >x— 1 x-l-1 x2-f-li

t* <]r 111miből: J x*—l ~ í <X~~ 4 *og~ 2 aVC aT"hC‘



310 VII, FEJEZET.

%. A nevezőnek többszörös gyökei is vannak. Eddigelé mindig 
feltettük, hogy a yz(x)=0 egyenlet gyökei mind különbözők. Tegyük 
fel általában, hogy yz(x)—0-nak a a-szoros, b /?-szoi os,... I pedig 
Z-szoros gyökei, azaz:

ip (x)=(x—a)“ (x—l>y... (x - Z)z.

Hogyan kell meghatároznunk az Jdx-el. 

alább eggyel alacsonyabb fokú, mini a yz(x)?
ha g(x) leg-

A yz(x) így írható: yz(x)=(x—a/'yz/x), ahol

yzx(x)=(x—ö)^... (x—/)A, tehát yz/aj^O.

A ’^yy^y törtet ilyen alakban írhatjuk, bárminő számot jelentsen 

is az A:
y (x) _ A y(x)________ A
y>(x) (x—a)“ (x—aj^yz^x) (x—a)“

_._A____ , y(x)-Ayz/x)
(x—a)“ (x—a)“yz1(x)

Ez az identitás fönnáll A minden értékénél. Határozzuk meg 
az A számot úgy, hogy a y>(x)—Ayzj(x) osztható legyen x—a-val, 
azaz tegyük y’(a)—Ayz1(a)=0.

Ebből az A okvetlenül kiszámítható, mert y/1(a)^=0. Innen:

A = -£&>-•
V'i(a)

Ha A gyanánt ezt a számértéket választjuk, akkor a jobboldalon
álló második tört x—a-val egyszerűsíthető, s utána ilyen alakú lesz: 
(x—a)“~^yz (x)~1 8 e£gyel alacsonyabb fokú, mint

y(x) volt [esetleg x—a magasabb halványával is lehet rövidíteni].
így már most a *et dyen alakra hoztuk:

=____*_____ 4. ,

yz(x) (x—a)“ (x—ay^yz/x)

ahol: A = SÁ°L.
V'iO)

A második tört nevezője az x—a gyöktényezőt már eggyel ala­
csonyabb fokban tartalmazza, mint az eredeti y/(x). És éppen ezt 

akartuk elérni. Ha ugyanis most erre a törtre megint az előbbi el­
járást alkalmazzuk, akkor:
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%.<*) =_ A— u.
(x—a)®-1y/1(x) (x—a)a~l (x—a/'-’t/'/x) ’

relációra jutunk, ahol At = vagyis :

yfa) = yl +___ A____ ।______ y*fa)
y/(x) (x—a')a (x—a)0-1 ~r (x—a)"-2^/1(x)

és ha ezt az eljárást folytatjuk, akkor végül a

y fa). = A _l A i ___ A_____ , , Aa , _y«(A
V>fa) (x—a)° (x—a)0-1 (x—a)a~2 + ' x—a y/t(x)

összefüggést kapjuk.

Az utolsó tag nevezőjének már az x—a nem gyöktényezője, 

Ahogy most az a gyökhöz tartozó részlettörteket határoztuk meg, 

úgy járunk el a -nek a b gyökhöz tartozó részlettörteinek 
meghatározásánál s í. t. Azonnal belátjuk, hogy eszerint a ^~)~ a 

következőképpen bomlik fel részlettörtekre:

yfa) _ ___ _____ , A 4____ , A i
y/(x) (x—a)° (x—a)“ 1 x—a

(x—(x—1 x—b
+......................................

+ A + - + -,r-r

és ezzel a részlettörtekre-bontást be is fejeztük. Az A, At.. 
B, Bi... l>x-i együtthatókat a fönt vázolt eljárással lépésenkint 
meghatároztuk. De nem okoz most már nehézséget ezen együtt­
hatók közvetlen meghatározása sem. Ugyanis ha mindkét oldalon 
(x—a)°-val szorzunk, akkor ezt kapjuk:

)+««-“)*+■••+
fí 11+A„_1(x-a)«-‘+(x-a)“ —-+... + ^A •

(x—b)F x—l]

Ha ezt az identitást az x szerint rendre differenciáljuk 0-szor, 
1-szer... a—1-szer és azután x=a tesszük, akkor azt kapjuk, hogy:

'yfa)' 
.^ifa).

yfa) T 4
’Alfa) -

= A, 1?
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Ha pedig megfelelően <// (x) = (x—í>)0y/2(x) tesszük, mindkét 

oldalt (x—öj^-val szorozzuk és azután rendre 0-szor, 1-szer, 2-szer,... 

/?—1-szer differenciáljuk és x—b-t helyettesítjük, akkor:

’ y’O) "

r cp(x) 1"
I = 2fí2 

Ly^) Jx-í,

x~b
= B

s i. t. relációkat kapjuk, melyek az A, B,... L koefficienseket köz­

vetlenül szolgáltatják.*

Megvan tehát a részk 
fj’(-r) . . ,,J -^~-ax meghatározasa nem o

Ugyanis a jobboldalon ilye 
f-^-j-é. pí_. Az elSí:Ö 

J (x—a)k J x—a 
a második pedig log (x—a).

így tehát az f-^4- dx két 
J y/ (x) 

és egy logarithmusos részből.

1. Példa. Példaképpen tárgyaljuk

■ttörtekre bontása; most már az 

koz nehézséget.

m alakú integrálok lépnek fel:
-1

——------- , vagyis------------------- .
—fc-j-1 (k—l)(x—a)*-1

részből áll: egy racionális részből

r dx , ., ,az J x«—21^4-1 me8natározását. Az

x4—2i'2+l=(x2—l)2=(x—l)2(x+l)2 ;

tehát a egyenletnek +1 és —1 kétszeres gyökei. A jelen esetben:
V'(x) = (x—l)2(r+l)2'; tehát V’i(x)=(x+1)2 és y>2(x)=(x—l)2. Az

1 A A. B , B, 
y(x) (x—l)2 x—1 (x+1)2 ' x+1

* Ha az a, b... gyökök között képzetesek is vannak, pl. a képzetes, akkor 
(f) (x)(x—a)° differenciálásáról voltaképpen az eddigiek szerint még nem szól­

hatunk, de igen egyszerűen megállapítható ez az eljárás. Ugyanis ez a függ­
vény ilyen alakú : ji(x)-H/g(x), ahol Jt(x) és f2(x) az x változó valós függvé­
nyei ; tehát ha x valós, akkor /i(x)-|-i/2(x) differenciálhányadosa:

lim mA)+.Va(^+h)-/dx)-tfa(x) = /,(x) +

és ebből könnyén megmutatható, hogy az eddigi differenciálási szabályok 
érvényesek. Minthogy' pedig a fenti egyenletek fennállanak x minden reális 
értékére, tehát — minthogy csupa racionális függvényekről van szó — fenn­
állanak komplex x értékekre is, tehát x=a tehető akkor is, ha a komplex. 
Ezek a megjegyzések a következőkre is vonatkoznak.
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A-r_£frLi -r—1_ 1L (x+1)2 J;
i
4

r 1 n' r ~2 i _ 1

továbbá : B = —Yf2 ] — ~r 1L V2(x) 4—i L (x—l)2 4—i 4

I- (x— 1)" X .-i (.x—1)SL—1 4

. ... 1 * 1 r 1 1 , 1 , J_1tehát. ^-2x^+1 ~ 4L(x-1)2 x-1 + (x+1)2 4 x+U
és ebből:

11- 3=r - vK - k’s <*-”+'»«W + c =-
= -Tphr+7!»8Sf+c'

2. Példa. A nevező gyökei mindannyian n-sze.re» gyökök. Másik példa 
gyanánt válasszunk integrálidusnak általában olyan tp(x) függvényt, mely 
(x—at) (x—a2) • • • (x—a/,) szorzat n-ik hatványa, ahol a,, a2,.. . a/c mind külön­
bözők. Itt az előbbi eljárás meg.is rövidíthető. Jelöljük az (x—a,) (x—a,) . . . 
(x—at) racionális egész függvényt p(x)-el, vagy röviden p-vel. A számláló, 
mely tetszés szerinti nÁ-nál alacsonyabb fokú egész függvény, legyen q. Az 
integrál: J dx.

Minthogy p-nek csupa különböző gyöktényezője van, azaz p(x)=0 egyen­
letnek csupa különböző gyöke van, tehát egy ismeretes tétel szerint p (x)-nek 
és p'(x)-nek nincsen x-ct tartalmazó közös tényezőjük és így az algebra egy 
tétele szerint meghatározhatók olyan a (a:) és b(x) racionális egész függvé­
nyek, hogy identikusán :

a (x) [p (x)]n+b (x)p'(x)=l
p' ( t) 1legyen ; és innen a.(x)+í> (x) 

és q(x)-el szorozva: «9+^ = ^r
Ebből: J a (4 9 (X) dx + Jú(x)q(x)|£^ dx.

A jobboldalon álló első integrándus racionális egész függvény, tehát 
az integrál is az. A második integrált párciális integrálással redukáljuk. 
Jelöljük röviden b (x). q (x)-et c(x)-el. Minthogy

f.PÍdx==_._ ... 4.... _
J p'i (n-ljp”-1

tehát: J c (x) dx = - c (x) - 7~+ _L.f J dx.

Látjuk tehát, hogy az f 9(4
J [p(x)]" dx kiszámítása ugyanilyen alakú integrál
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kiszámítására van visszavezetve, de a nevező most már a p(x) racionális 
egész függvénynek nem az n-ik, hanem- csak n—1-ik hatványa.

Ha erre az integrálra megint alkalmazzuk az előbbi redukciós eljárást, 
akkor az integrándus nevezőjében p(x)-nek már csak n—2-ik halványa sze­
repel. így haladva tovább, olyan racionális függvény integráljának kiszámí­
tására vezethetjük vissza a feladatot, melynek nevezője p (x), csupa egyszerű 
gyöktényező szorzata; tehát végelemzésben a párciális törtekre bontás leg­
egyszerűbb esetével van dolgunk.

22. Racionális függvény integrálása Hermite módszerével. Ha t/>(x)— 0-nak több­
szörös gyökei vannak., akkor az I —4—- dx kiszámítása végett, miként

tf’ íx) . . •' V'Í-'C) •tűk, a -^y^-et párciális törtekre bontjuk. Az imént tárgyalt példában 
tűk, hogy ha i/»(x) — [p(x)]n, ahol p(x)=0-nak csupa különböző gyöke
vagyis a v(x)=0 egyenlet, mind egyik gyöke n-szeres gyök, akkor

1 át­
lát­

ván, 
«gy

redukciós eljárással visszavezethettük a feladatot arra, hogy csak a részlet­
törtekre bontás legegyszerűbb esetével legyen dolgunk. Megmutatjuk most,
hogy ezt mindig megtehetjük. Vagyis, hogy tisztán racionális műveletek

J^™dx kiszámítását csupa Jyyyyy-dx alakú integrálok 
kiszámítására vezethetjük vissza.
segítségével az

Jelöljük tp(x) azon gyöktényezőinek szorzatát, melyek egyszerűek : 
Pi (x)-el; azon gyöktényezők szorzatát, melyek mindegyike kétszeres, (vagyis 
a kétszeres gyökökhöz tartozó gyöktényezők szorzatát) p2(x)-el s-így tovább, 
akkor

így például, ha
V (x) =Pi (x) [pz (X)]2 [p3 (X)p . . .

akkor
y>(x) = (x—«) (x-b) (x— c)2(x—d)2(x—e)3(x—/)4(x—g)4, 

Pl (x)=(x—a) (x—b), p2(x)=(x—c) (x— d),
p3(x)=x—e, p«(x)=(x—/) (x—g)

és V (x) =Pt (x) [p2 (x)]2 [ps (x)]s [p4 (x)]4.
Azt állítjuk, hogy a pt(x), p2(x);... racionális egész függvények racio­

nális műveletekkel, tehát az egyenlet megoldása nélkül határozhatók meg.
Mielőtt tovább mennénk, hivatkozunk arra, hogy ha a t/>(x)=0 egyenlet­

nek a a-szoros gyöke, akkor a i/i'(x)=ü egyenletnek ez az a éppen a—1-sze- 
res gyöke.

Ugyanis, ha u (x)=(x—a)“¥'1(x), ahol v»t(a)=(=0, akkor
y'(x)=a (x—a)“-’ g>i (x)+(x—a)"^ (x)=(x—a)"-1 [<npi(x)+(x—a) (x)]

és minthogy a zárójelben álló kifejezés az x~a helyen nem 0, tehát valóban 
V>'(x)=0-hak az a éppen a—1-szeres gyöke.

Ebből következik, hogy t/(x) osztható p2-vel, továbbá Pg-el, p«-al s í. t. 
és minthogy ezeknek közös osztójuk nincsen, tehát

V''(x)=p2p?pJ. • .(»(x),
ahol már p(x)=0-nak a y(x)=0-al közös gyöke nincsen. Ebből következik, 
hogy V r) és y>'(x) racionális egész függvények legnagyobb közös osztója, 
melyet az ismeretes osztási eljárással meghatározhatunk : pap^p$ . . . Jelöljük 
ezt a racionális egész függvényt n(x)-el. Eszerint tehát:

/i(x) = = PiPaPaPi •71
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A racionális egész függvénynek csupa egyszerű gyöktényezője van 
és pedig ezek a xp(x) gyöktényezőivel megegyeznek. Most, a n (x\~p2plp'i. .. 
racionális egész függvénnyel éppen úgy bánunk cl, mint előbb a y(x)-cl. 
Megkeressük a n(x) és -/r'(x) legnagyobb közös osztóját. Ez X(x)=p3plp$... 
lesz. Ezzel elosztjuk a m(x)-et. Hányadosul kapjuk a p2p.|p,. . .-cl, melyet. 
/a(.T)-el jelölünk. A X(x)-el most folytatjuk az eljárást. Megkeressük a X(x) 
és X'(x) legnagyobb közös osztóját. Ezzel elosztjuk a X(x)-et. Hányadosul a 
p3p<.. .-et kapjuk, mely-'t/s(.r)-el jelölünk s 1. t. Eszerint racionális művele­
tekkel eljutni lünk az

/Jxl-pjpopapí. . /Ux)==p2p3p4 . . J3(x)=psp<ps . .

racionális egész függvényekhez és ezekből azt kapjuk, hogy:

Alii
f2(r)

fi Uj = p:t'' fi '*) "
Szóval, pusztán racionális műveletekkel, az adott egyenlet megoldása nélkül, 
megkaptuk a pt ér), p2 (x), p3 (.r),. .. tényezőket. így tehát, a ip(.r)-et az osztási 
eljárás segítségével mindig felbonthatjuk ilyen módon :

V (x)=Pt (x) [p2 (x)]2[p3 (x)]8...

Most már az fdx redukálása a következő módon végezhető: J y(x)
Ha g>(x)-ct így írjuk : n>(x)=p1(x)(>ix), akkor azonnal látjuk, hogy pt és g-nak 
közös osztója nincsen; tehát a már említett tétel szerint meghatározhatók 
olyan a (x) és b(x) racionális egész függvények, hogy identikusán:

u(x)p1(x)4-b(x)e(x)=l

legyen és ebből, ha pt(xjp(x)-el osztunk:

«(xj , b(x) _ ___ 1____
>(x) + pjx) "■ P1(X)I>ÍX) ’

1vagyis 
egyik

az ■1 —-cl felbontottuk részlettörtekre, melyek közül az
nevezője p3(x), a másiké p(x). Ha most <p (xi-el szerzünk mindkét olda-

Ion és ha lehetséges, az osztást elvégezzük úgy, hogy az egyes tagokban a 
számláló a nevezőnél alacsonyabb fokú legyen, akkor

W(x) <>(x) hp,(x)

alakban áll elő, ahol/(x), a(x), ^(x) racionális egész függvények, a(x) fok­
száma kisebb <>(x)-énél és ^(x)-é kisebb pjxj-énél.

Most ugyanilyen módon tovább haladunk. p{x)—pl(x)t(x) tesszük, ahol 
t(x) a p2(x)-el relativ prim; tehát található ismét olyan két, megint át­
menetileg a(x) és b(x)-el jelölt racionális egész függvény, hogy

legyen. Innen pedig:

amiből az előbbi

a (x) pl (x)+b (x) t (x) — 1

n(x) bír) _ 1
t(x) + [p2(x)]2 ' (>(x) ’

ajx) _ y(x) i(x)
píx) ’(.Pííx)? t(x) +/i(®)



316 VJI. FEJEZET.

alakban áll elő, ahol ft (xj, y(x) és <J(x) racionális egész függvények, melyek 
közül y(x) alacsonyabb fokú [p2 (x)]2-nél és <5(x) a t(x)-nél. Eszerint tehát:

<P (x) _ f(x) y(x) d(x) ..
V(x) ~ p,(x) + [p2(x)]» + r(xj

alakban állítható elő. Ha ezt az eljárást folytatjuk, akkor a részlet­
törtekre bomlik, melyek nevezői rendre p, (x)-, [p2 (x)]2, [ps (x)]3, ..., vagyis 
egy racionális egész függvénytől eltekintve, ilyen alakra hozható :

w,(x) ?t2(x) ns (x) _
pt(x) +’[p2k)r [PsW ’

/<p (x)

kiszámítása most már tehát csupa olyan alakú racionális függvényekre vo­
natkozó integrálok kiszámítására redukálódott, amilyenekkel előbb foglal­
koztunk, melyek nevezői ilyen alakúak: [p(x)]fc, ahol p(x)-nek csupa külön­
böző gyöktényezője van.

Ennek az eljárásnak a föntebb tárgyalt általános módszer fölött az az 
előnye, hogy az imaginárius gyöködet nem is kell a számítás folyamán 
külön tekintetbe venni, mert az imaginárius gyökpárok mindig ugyanazon 
p tényezőben fordulnak elő. Minthogy pedig az J ~^ ~jrdx kiszámítása 
végső elemzésben [ dx számítására van visszavezetve, tehát az ima- 

b J p(x)
ginárius gyökökhöz tartozó részlettörtek összevonása úgy történik, ahogy a 
309. lapon megállapítottuk.

23. Irracionális kifejezések integrálása. Ezt az elnevezést: Irracio­
nális kifejezés, átmenetileg rövidség kedvéért használjuk az olyan 
racionális kifejezések megjelölésére, melyekben x racionális egész 
függvényeiből vont gyökök is szerepelnek. Így például, ha Vx-el ezt a 
törtet készítjük:

a-j-bV'x
c-j-dF'x ’

vagy ha Va+bx-f-cx^el ezt a kifejezést alkotjuk:

k-\-lx
Va-f-bx-j-cx2

vagy általában x és Va-j-bx-|-cx2-ből valamely /"(x, Va-f-bx-f-cx2) 
racionális kifejezést készítünk stb. ; szóval, ha az x változóból olyan 
kifejezést készítünk, melynél csakis a négy alapművelet és gyök­
vonás szerepel. Nem fogjuk ezúttal az ilyen kifejezések integrálá­
sának kimerítő tárgyalását elvégezni, csak inkább a legegyszerűbb 
esetekkel foglalkozunk.

a) Az integrándus x elsőfokú kifejezéséből vont gyököket tar­
talmaz. Ha az integrándus x-ből vont gyököknek racionális kifeje-
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zése, akkor az integrálás ismeretes függvényekre vezet. így például, 
ha x-nek különböző rendű gyökeiből, például |/x, tyx, jXx-bol 
alkotunk a 4 alapművelet segítségével egy kifejezést, mondjuk ezt:

a-yb yx4-c x 
d-\-e y~x+l’^x

vagy általában f.t, y x,,.. -bői alkotunk egy

kifejezést a 4 alapművelet segítségével, akkor az

Vx,...)dx

meghatározásánál úgy járunk el, hogy először is a különböző kite­
vőjű gyököket egyazon kitevőjű gyökkel fejezzük ki. Elég világos 
lesz az általános eljárás akkor is, ha csak egyes példákon mutat­
juk be az integrálás menetét Legyen a következő integrál kiszá­
mítandó : 

jór-et és J/ír-el ^x-el fejezzük ki: |/x—(j?'x)3, ^x=(^x)a és ba 
ffx-et y-al jelöljük, akkor x—y6 és dx—(jy6dy; tehát:

fl + 2/x . öí'14-2y3 I y(ix = 6 ySJy,
J 1—yx J 1—y2

tehát racionális függvény integrálásával van dolgunk. A számláló 
magasabb fokú, mint a nevező; de

(2y84-y5):(—y24-l)-—2y6—2y4—y3-2y2—y—24- “2-

és minthogy | dU = ~ i) + y l°g(17 + tehát y

helyébe megint |Zx-et téve

J~^^-dx = y fx7- | f'x*- 2

- ~ - 2 fiv- $ log ( fx-1) 4" y log M-l)] ■

Ugyanilyen eljárást követünk akkor is, ha az integrándus 
nem az x gyökeiből alkotott racionális kifejezés, hanem a gyök­
jelek alatt x-nek ugyanazon elsőfokú kifejezése áll. így például, ha 
a gyökjelek alatt mindenütt ax-[-b szerepel, vagyis az integrándus 

ax-yb, y^ax+b stb.-ből a négy alapművelet segítségével alkotott
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kifejezés, akkor az integrálást könnyen vissza lehet vezetnünk az 

előbbire. Ha ugyanis ar-f-b helyeit z-t írunk és dx helyett meg- 
dz

felelően — tétetik, akkor az integrándus éppen olyan alakú lesz.
mint az előbbi esetben.

Eszerint tehát látjuk, hogy ha az integrándus az x valamely 

elsőfokú kifejezéséből vont különböző gyökökből a négy alapművelet 

segítségével keletkezeti kifejezés, akkor az integrál csupa ismeretes 

függvény által fejezhető ki.

b) Az integrándus x másodfokú rác. egész kifejezésének négyzet­

gyökét tartalmazza. Most azzal az esettel akarunk foglalkozni, midőn 

az integrándus az x másodfokú kifejezéséből vont négyzetgyöknek és 

magának az x-nek racionális kifejezése; tehát olyan tört , mely­

nek számlálója is, nevezője is x-nek és ka.r2-<-őx-pc-nek racioná­
lis egész függvénye. Minthogy a Vax^bx-j-c második hatványa 

már axa4-bx-gc, tehát Vax^f-bx-J-c minden páros hatványa az x 

racionális egész kifejezése és minden páratlan hatványt tartalmazó 
tag így írható: a(x)Vaxa-[ bx f -c, ahol a(x) racionális egész függ­

vény. Ebből következik, hogy mindenesetre ilyen alakú:

P _ A (x)4-ö(x)Kaxa4-öx4-c
Q C (.c) 4- ^(xjVax’H-bxd-c

és ha még a számlálót és a nevezőt Cyt)—/)(x)V<ixa4-6x4-c-vel 
szorozzuk, vagyis e tört nevezőjét gyöktelenítjük és az új neve- 

p
zőt, mely x-nek egész függvénye, M(x)-el jelöljük, a — ilyen ala-
kává lesz:

P K(x)-\-L(xjVax2-\-bx-i-c
Q M(x)

ahol A'(x), L(x) és Af(x) az x-nek rác. egész függvényei. A 

racionális függvény integrálását már el tudjuk végezni. Az egész
feladat tehát az

1 ’ L(x)Vax2-\- bx 4- c
J M(x) X

meghatározására redukálódik.
Két esetet különböztetünk meg:
a) az x2 együtthatója pozitiv és fi) az x2 együtthatója negativ.
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[Föltesszük, hogy óa—4«c4:0, mert különben ux’-f-óx-f-c teljes négy­
zet és így az integiándus x racionális függvénye volna.]

a) x2 együtthatója pozitiv. Ha a pozitiv, akkor az x helyébe 
új z variábilist vezetünk be a következő szubsztitúcióval:

V ax2+bx -j- c—z—x V a.

Ha ugyanis mindkét oldalon négyzetre emelünk, akkor 

bx c—z2—2zxV a

egyenletre jutunk, miből:
z*—c

és
. ___ _ _

Vax2-,-bx-\-c—z------—-----^Va ss
b+'2zVa

bz-]-z2Va-\-cVa
b+2zVa

Azt a fontos tüneményt észleljük, hogy a bevezetett z variábilis 
által úgy az x, valamint a Vax^-f-óx-f-c racionálisan fejezhető ki. 
Ezt az észleletet még más alakban is kifejezzük. Ha y = Vax2+b.r + c, 
azaz ij2'—ax2-\-bx-\- c (másodrendű görbe), akkor y az x-nek nem rác., 
hanem gyökkifejezése, vagy mondjuk algebrai kifejezése; de a z által 
úgy az x, mint az y racionálisan fejezhető ki.

2 —(j
Az x-- -------- -—.-bői kiszámítjuk a </x-cl is.

b+2zía J
/>z-f-zBl/a+cVa . 

dx~2---- - ----- -—}=------ dz.
(b+2zVá)2

Ha már most az __
j L(x')Vax24-bx-JrC , ,J - ---

ezen egyenletek segítségével az új z változót hozzuk be, akkor 
az integrandus a z racionális függvénye lesz, tehát az integrál z 
ismeretes függvényei által fejezhető ki és ha azután végül z helyett 
visszatesszük a Vax2-\-bx.-[-c-\-xVa kifejezést, akkor az integrálást 
befejeztük. Megjegyezzük, hogy ez az eljárás alkalmazható, anélkül, 
hogy az integrandust az előbb használt redukciónak alávetünk.

/. Példa. Egy igen egyszerű példán mutatjuk be részleteseb­
ben az eljárást. Legyen a kiszámítandó integrál:

/* dx
J Vl-f x2

A jelen esetben x2 együtthatója pozitiv. Tegyük: Ví-f-x2 — z—x 
és innen:

— 14-z21 —z2—2xz, vagyis x — ———-;
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Vld-x2= z —
-l+za

2z
z2+l

2z
, l+z2 a és dx = ^-dz-

A keresett integrál tehát a következő lesz:

f _ dx__ = f (\ dz — C-- = log z+c,
J ?l+xa J \ 2z2 2z ) J z 

vagyis:
í - = log [Vi-t-^2+x]+c

J Vi+*3

és így, ha még C helyett log c-t teszünk, 

j --^z=- = log C [x+V 1 +®2J.
J Vl+x2

2. Példa. Második példa gyanánt az f^==~ kiszámítását 
r J yax2-\~bxd-c

választjuk, ha a>0. Az előbb használt szubsztitúció a következő:

Vax2-\-bx-\-c—z—xVa, 
miből, miként láttuk:

Vax2 ^bx-\-c =
bz+z'Va+cVa^ .s dx^b2+^a±cd/a_dz

b-\-2zVa
és

dx = f 2dz^ = + 1 log('fc+2zj/aHC 
|/ax24-bx+c J b+2zVn Va

helyett visszatéve a z=Vax2+ő.r+c 4-xVa értékét, ő p2z|/a=

—2axd-fc+2VaVax2+ftxd-c lesz és így:

dx 
yax2-[-bx-j-c

X- log [2a.v+b+2|/a2xad-abx-)-ocÍ4-C, 
Va

vagy ha még log- a csatoljuk, akkor
Va

f ———X -— — —X=- log lax + -—F Va2x2-{-abx-f-ac]+C.
J Vax2d-bx-\-c Va 2

Ha a=l, ő=0, c=l, akkor az

f —= log(x+l/x2+l)+C
J l/x2+l

előbbi formulát kapjuk ; ha a=l, Z>=0, akkor pedig

f daL^-- = log [x-f-Vx’+cJ+C.
J Vx2-{-c
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fi) x2 együtthatója negativ. Ila az x2 együtthatója negativ, akkor 
az ax24-l»x4-c=0 egyenlet gyökeinek valósaknak kell lenniök; mert 
ha nx24-kx4-c=0 gyökei képzetesek, pl. : a-\-fii és a - fii, akkor

ax2-\-bx-\-c—a [(x—a)2 4-jő2]

x minden értékénél negativ lenne, tehát Vax2-fl>xj-c imaginárius 
volna x minden értékénél. Imaginárius mennyiségek integrációjá­
val még nem foglalkozunk ; tehát, ha az eddigi keretben akarunk 
megmaradni, föl kell tennünk, hogy ax2^bx+c—0 egyenlet gyökei 
valósak. Ekkor ugyanis az ax2 4- bx -f- c értéke a gyökök közötti 
intervallumban pozitiv. Legyenek e gyökök k és /, úgy, hogy

ax2-f-bx-\-c—a (x— k) (x—I)

és igy: V ax2 -f- bx 4- c — (x— k) «(x—Z) 
x—k

(Mindkét oldalon például a -pozitív négyzetgyök veendő, mint­

hogy x—k a ki közben pozitiv.) Ha az x a k...l közben van, 

akkor ~ pozitiv; tehát mondhatjuk, hogy:

“fo-O -2
x—k ' ’

vagyis:

és innen:

tehát:

al—kz2
x —------

(1~' í
, a(l—k) , . 2az(l-k) ,x—k = -——e s dx — ■.——x--,— d z, a—z2 (a—z2)~

/a(x— l) a(l-k') fax-4 bx+c= (x-k)y fcJ = —“2“ z-

Ha már most a szóban forgó integrálba x és l4ix24-bx4-c he­
lyébe, valamint dx helyett a most kiszámított értékeket tesszük, 
akkor z racionális függvényére vonatkozó integrálra jutunk.

1. Példa. Példaképpen számítsuk ki ezt az integrált:

dx
VlZx2

melyről úgy is tudjuk, hogy arc sinx. Az általános eljárás ezt az ismert

eredményt elég hosszadalmasan szolgáltatja. Ugyanis itt a— — 1, 
k— — 1, l=-f-l, tehát az előbbi formulák szerint: Vl —x2= . f—-=• 

. , tzdz . ■_ ’ + '
cs (/'r=-<iW'es lgy:

J FI-xa J 14-z2
Beke: A differenciálszámítás. 1. 21
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De -J-j-^2 = - arc tg z+ C,

/dx / 1 —— x---- — — 2 arc tgz-f- C= —2 arc tgl/  -- 4- C.
VI—x* F 1+®

/ 1 —X u
Tegyük x^cosu, akkori/ - - — tg — és így:

O' 1 "f- X £

fdx u
— — 2 arctg tg 4- C = — aC— — arc cos x 4- C. 

y i—x2 2

Ha végül C helyett 4- C-t tesszük és tekintetbe vesszük, hogy 

— arc cosx = arc sin x, akkor tehát 

f dx •
-7.—-.— — arc sin x + vJ /1-x2

ismeretes képletre jutunk.

2. Példa. Második példa gyanánt válasszuk az 

p dx 
' Vaxa4-bx4-c

kiszámítását, ha a<0. De ahelyett, hogy az általános eljárást spe­
cializálnék, itt egyszerűbb utat követhetünk.

2 , , , I . b V . 4ac—b2 r b2—4ac / b \2] ax24-bx+c=íi x 4-—— I-T--------------= — a--------=-------1x4--------1 •\ 2a T 4a L 4a2 \ 2a / J

A b2—4ac mindenesetre pozitiv, mert különben, miként említet­

tük, az ax24-bx4-c—0 egyenlet gyökei képzetesek volnának és a 

y ax24-bx-|-c kifejezés mindig képzetes lenne. Jelöljük 
den a2-el; tehát

b2—4ac , .. .
—■ -a.......-et rovi-4aa

ax2+bx-|-c=—afa2 — (x -f- ] = —aa2íl-----(x + --- ) I-
L \ 2a / J L a2 \ 2a / J

legyük most x4- —— = az és megfelelően: dx=adz; ekkor:

dx 
l/a.r24-bx4~c

1 r dz
V^a J 71^

1
-7=- arc sin z — 
F-a

1
V—a

arc sin 2ax-|-b
Vb2—4ac

3. Példa. Számítsuk ki az eddigi eljárásokkal ezt az integrált:

11V ax2+bx -|- c dx.
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Ha a pozitív, akkor az első szubsztitúciót alkalmazzuk, vagyis

l/ax3-|-öx-|-c—z—Va. x 
tesszük, miből:

b-\-2zVa b-}-2zVa

dx — 2
bz-\-z2Va-\-cVa 

(MzVa)2
dz

■ < fi/——F~ / o f (bz-j-z^a+cVa)2es így: Vax2+bx-]-c dx=2 I --—‘-------- ——— dzbJ J J (ü+24^)8

racionális függvény integrációjára redukáltuk a feladatot. A számláló 
negyedfokú, a nevező harmadfokú.

Ennek az integrálnak a kiszámítása kissé körülményes, azért az

J Var2 y- bx -f c dx

meghatározására egy más eljárást is használunk: a parciális inte­
grálás módszerét. Ez az eljárás az integrált akkor is megadja, ha 
a negativ. Jelöljük evégből a Vax2-^bx-(-c-t u-val és dx-et da-vel; 
ekkor tehát:

f Vax2-f-bx~l-cdx=xVax2-j-bx-f-c — 1 r x (2ax -j-ó)
2J Var2+bx-j-c

dx —

1/—aT7—i~ 1 f 2ax2+bx=xr ax-j-bx-L-c------ I -dx.
2 J Var2 ^-bx-\-c

Ha még 2ax2-\-bx helyett ezt írjuk: 2ax4-f-2bx-f-2c—(bx-\-2c) és
+^j:_+£_ — Vax^-^bx+c tesszük, akkor: 

yax’-f-tx-f-c

JVax’-f-bx-f-c. dx = xVax2-\-bx-j-c — J Vax2+bx-\-c .dx 4-

1 /• t>x-j-2c 
2J |4ixa-|-hr4-c dx.

Ha még a jobboldali második tagot a baloldalra hozzuk, akkor:

1— x
2

Vax2-\-bx-\-c + 1 p bx+2c
4 J Vax2-j-bx-^c dx.

A keresett integrál kiszámítását tehát az j 

vezettük vissza. A számlálót így írjuk:

üx-4-2c ,—— -  ---------dx - re
Vaa^-^-bx-i-c

±-[2ax+bl + 4ac — b2
2^ ’

21*
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vagyis a jobboldalon álló integrál

f b.r4*2c , b f 2«.r-rb , 4«c—b2 f dx
—... dx— — I —dx 4------------------------------  --- --------------

/ Vax2-\-bx-\-c 2aJ Vax2-dbx-}-c 2a J Vax?-\-bx-[-c

A jobboldali első tag könnyen kiszámítható, minthogy 2cix4-b

az ax24-bx-j-c differenciálhányadosa; ez a tag tehát:

— Vax2 -dbx-dc; a

a második tagban szereplő integrált már meghatároztuk és pedig, 

ha a pozitiv, ez a tag

4(7 C__ /)'* .__________ _________
---- — log [2ax4-b4-2y a2x24-abx4-ac],

2aV a

ha pedig a negatív, akkor ez a tag

4ac—b2 . 2ax-db
— -■ arc sin —----- •
2a l—a Vb2—4ac

így tehát, ha a pozitiv:

j Vax2-\~bx-\-c dx — —- x Vax2-\-bx-]-c 4- Vax2-\-bx-\-c 4-
*./ £ ‘r(7

4(7 c—Z?2 _______________
4---------— - log [2ox4-b4-2l/ö2x24-abx4-acj4-C.

SáVa
Ha a negatív:

í Vax2+bx-\-cdx — 1- xVax2-\-bx-\-c 4- Vax2+bx-]-c 4- 
• ' ‘t(7

4ac—b2 
----- 7.-— arc sin
8af-a

2<ix4-b
Vb2—4oc

+ C.

így péld., ha a—1, b—()

Vx2-j-cdx — -l-xgx24-c 4- log[x4-Vx24-c]4-C,

ha pedig a——1, b=0

í Ve—x2 dx=~- x Ve—x2 4- ~ arc sin 4- C.
4 Ve

A most tárgyalt eljárással meg tudjuk határozni mindazokat az 

integrálokat, amelyekben az integrándus az x és Vax24-bx4-c rác. 

függvénye. Ezekre vezethető vissza az integrálás akkor is, ha az
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integrándus úgy keletkezik az x, és “Hői. h°gY

ezen kifejezéseken a négy alapműveletet végezzük. Ezt a következő 

egyszerű meggondolással láthatjuk be. Tegyük az helyett z2-et, 
. ./«x+fe, , lL L „.VB1 d-3-h CX- " , ...

vagyis 1/ —• helyett a z-t. Ebből x =-------- a es így a második°* y cx+d ' a—ez2
gyök a következővé válik:

f er A-f _ / (rd- fc)z2 -teb—fif) 
ex-d y ad—be

tehát a z változó bevezetésével az integrándus a z-ből és az 

Vied—fc)z2— (eb—a/’)-ből racionálisan alkotott kifejezéssé válik, és így 

az integrálás az előbbi módon végezhető.

24. A binom differenciál integrálása, a) Az integrálható.ság esetei. Ha az inte­
grál jele alatt, álló differenciál-kifejezés ilyen alakú:

®"! (a+bx")Pdx,

ahol a, b állandó számértékek és zn, zi, p exponensek racionális számok, 
akkor ezt a kifejezést binom differenciálnak nevezzük. Ha zn, n és p pozitiv 
vagy negativ egész számok, akkor az xn,(a+bx"}P racionális függvénye az 
x-nek, tehát az integrációját el tudjuk végezni az eddigiek szerint. Ha csak a p 
egész, az m és n pedig törtszámok, akkor is elvégezhetjük az előbbiek szerint 
az integrációt, mert ha zn-et és n-et közös nevezőre hozzuk és például 
m~ — , n——, akkor az x"’(a-|-bxn)r az ®r-nak racionális kifejezése lesz, 
tehát az integrálás a 316. lap fejtegetései szerint elvégezhető.

De ha p nem egész szám, akkor is átalakíthatjuk az integrál alatti ki­
fejezést Oly módon, hogy az m és n törtszámexponensek (mondjuk: a külső 
és a belső exponensek) helyébe egész számok kerüljenek. Ha ugyanis y 
megint az m és n nevezőinek legkisebb közös többese és xr = z tesszük, 
akkor x"’ = z“ és xn=zV és dx = yzi'Adz, tehát:

I x"‘ (a+bx'')Pdx=y f z“+’,_1 ((í bzP} P dz.

Ezzel a transzformációval tehát elértük, hogy most már úgy a külső, 
mint a belső exponens egész számmá vá :. Még azt is elérhetjük, hogy a 
belső exponens pozitiv legyen. Ha például p negativ volna, akkor z helyébe 
i -t teszünk, ekkor az integrál a következőbe megy át :

— y |y-(“+r+Pl’+*) (b+ay ■í’jr dy, 

vagyis az integrál megmarad ilyen alakúnak:

Jxm (a+bxn)P dx,
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ahol most már m és n egész számok és n pozitív. Eszerint tehát csakis olyan 
integrálokkal kell foglalkoznunk, amelyekben a külső és a belső exponens egész 
szám és a belső pozitív.

a) Említettük, hogy az integrálási el tudjuk végezni, ha p exponens egész 
szám. Ha tehát az integrált olyanná tudjuk átalakítani, amelyben p he­
lyén egész exponens áll, akkor az integráció elvégezhető. Ezt két esetben 
tehetjük: ha ———, vagy ha —-—+p egész szám.

a) Ha ugyanis a+bxn helyébe a z variábilist tesszük, akkor:

. 1 , z—a \ n.
dx = —ir I—£—) nb ' b '

i
dz

m+i 
és igy : Jx'" (a+bx")i’ dx = J " zP dz.

A jobboldalon álló integrálban a p exponens helyébe —— 1 lépett. 
Ha tehát'—egész szám, vagyis, ha az eggyel nagyobbított külső expo­
nens a belső exponensnek többese, akkor az integráció elvégezhető.

P) Ha pedig az eredeti integrálban az (a-*-bx")P helyébe xnP(«x n-|-b)-t 
írunk, akkor: •

x™ (a+ bx“) p dx = | xm+nP (ax' n+b)f dx.
J &

Ez, mint az imént mondtuk, akkor integrálható, ha az eggyel nagyob­
bított külső exponens a belsővel osztható, vagyis, ha ——— + P egész szám. 
Ezzel kimutattuk, hogy a szóban forgó integrál az eddigi módszerekkel ki­
számítható, ha vagy + P egész szám. Ha még hozzávesszük,
hogy akkor is integrálható, ha p egész szám, akkor tehát azt kapjuk, hogy az

J x"‘ (a+bxn) p dx

az ismeretes elemi függvényekből a 4 alapművelettel kiszámítható, ha p, vaqu 
fn-J-l .. ni-1-1—-—, vagy pedig ——---- H p egész szám.11

b) Az integrándus egyszerűsítése. Az integrálhatóság feltételei áttekinthetőb­
bek, ha n=l, amit feltehetünk, mert az integrándust mindig átalakíthatjuk 
úgy, hogy n helyébe 1 lépjen. Ugyanis, ha az j x'" (a+bx^Pdx-ben x" helyébe 
z-t teszünk, vagyis x helyébe z"-et, akkor

r 1 p m+* ,I xm (a J-bxn)Pdx =J z " 1 (a+bz)Pdz.

Ezen az alakon látjuk, hogy integrálható (azaz ismeretes függvények 
által kifejezhető), ha p egész szám, vagy ha -J— egész szám. Az első köz­
vetlenül világos, a második pedig azonnal világossá lesz, ha a+bz helyébe

* Tschebitschef kimutatta, hogy más esetben nem lehetséges. Journal 
de Math. 1853.
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új variábilist vezetőnk be. Eszerint tehát ha a binom differenciál ilyen redu­
kált alakban szerepel, melyben a belső exponens 1, akkor az

J x'i (a+bx)Pdx

integrálható, ha vagy q, vagy p egész szám. Ha ezt most ilyen alakban írjuk

J xp+<> (ax~*+b)P dx, /

akkor meg azt látjuk, hogy i'ntegrábilis esettel van dolgunk, ha p+q egész 
szám. Az előbb talált integrábilitási feltételekből is ugyanezen eredményre 
jutunk, ha e föltételeket e redukált alakú integrálra alkalmazzuk. Az általá­
nos föltételek ugyanis azok voltak, hogy vagy , vagy —+ P, vagy 
pedig p egész szám legyen. Minthogy a jelen esetben m=q, n=l, tehát e 
feltételek a következők lesznek : vagy q, vagy p+q, vagy p legyen egész szám.

Az xfl (a+bx)P dx redukált alak integrálható, ha p vagy q, vagy p+q 
egész szám.

c) Az integrálás menete. Megmutatjuk, hogy miképpen lehet az

J+" (a+bxn)P dx

integrált redukálni, hogy azon esetben, midőn az integrálhatóság egyik föl­
tétele teljesítve van, az integrációt be is fejezhessük; de egyúttal más ese­
tekben is egyszerűbb alakra jussunk. Jelöljük rövidség kedvéért az (a+fcr'!)-et 
y-nal; úgy, hogy az integrál ilyen alakú lesz: jxmypdx.

Integráljunk parciálisán és pedig yP-t tekintsük u-nak, x"1 dx-et du-nek; 
ekkor du — pyP 1. bn x**-1 dx;

(xmyPdx= fr - íx’"^,lyP~idx. a)
J • m-H m+1 J

Ezzel az eljárással már elértük, hogy y exponense eggyel alább szál­
lott. Ha tehát p pozitiv egész szám, akkor ezen eljárás ismételt alkalmazá­
sával már az integrációt be is fejezhetjük. Ha p negativ egész szám, akkor 
ugyanezt mondhatjuk. Ugyanis ha ezt az egyenletet a jobboldali integrálra 
megoldjuk:

í x"'+n yf-1 dx = - -~i- fyi, dx
J a p.b.n p.b.n J a

-re jutunk és ha itt m-|-n helyett m-et, p— 1 helyett p-t írunk, akkor:

amely az adott integrált olyanba viszi át, melyben a p exponens helyébe 
eggyel nagyobb lépett. Ha tehát p negativ egész szám, akkor ezen reductio 
p-szer való ismétlésével az integrálást be is fejezzük.

Az a) és fi) formuláknak az a hátrányuk, hogy mindkét exponenst meg­
változtatják. Ezekből azonban olyan rekursiós formulákat vezethetünk le, 
amelyekben csak egyik exponens változik meg. Ha ugyanis a fi) alatti egyen­
let jobboldalán álló integrálban yP+1-et így Írjuk : yP(a+bxn), akkor ez az inte­
grál a következőbe megy át:.
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a J xni n y!‘ dx 4- b fr"' y1’ dx,

tehát, ha még az | x"'yPdx-et tartalmazó tagot a baloldalra hozzuk és 
np|-m+l—7— --.v--  együtthatóval osztunk:(p+l)n SJ

J b.(np+m+l) b (np+m-\-\) J J

Ez a formula két olyan integrált kapcsol össze, melyek csak az első 
exponensben különböznek egymástól. Ha ezt az egyenletet a jobboldali inte­
grálra megoldjuk és m helyeit m+n-et írunk, akkora következőre jutunk :

f » j xm+1ut,+1 b (np+iu-r n ,yPdx - ------- Pa ln^~ " J x" lL

Míg az I. egyenlet az első exponenst n-nel leszállítja, addig a II. n-uel 
felemeli.

Ha az a) alatti formulában p helyett p-j-l-et teszünk, akkor észrevesszük, 
hogy a jobboldalán éppen úgy, mint a II.-ben | .rn,+nyt'dx szerepel. Ha ezt 
elimináljuk, akkor a következő egyenletre jutunk :

f x"'y’’dx = - ^2-5^2 4. -?±1+2<P+1). 1 dx in.
J n(p+l)a n(p+1)a J ’

és ha ezt a jobboldalon álló integrálra megoldjuk és p-f-1 helyett p-t teszünk:.

jxni yP dx + fx- yP 'dx. IV.
J p m+l+rtp in+l+np J y

E III. és IV. egyenletek olyan két integrál közötti kapcsolatot létesíte­
nek, amelyek csakis a második exponensben különböznek és pedig 1 egységgel.

11a nem csak m és n, hanem p is egész szám, akkor ezen relációk meg­
jelölik az integrálásnál követendő eljárást. Ha ugyanis p negativ egész, 
akkor a III. formulát addig alkalmazzuk, míg az y exponense —1-re emel­
kedik. Ekkor már nem alkalmazható tovább e képlet; de ekkor az integrál 
ilyen alakú r r"'f “JxJ dT’J a-f-pr1*
amelyet parciális törtekre bontással integrálhatunk. Ebből tehát azt látjuk, 

x"' r xmhogy a III. formula minden ---- írxxxdx alakú integrálnak az | ——t—^dx■’ (a+bxn)P ° J a-t hr"
alakra visszavezetését eszközli.

Ha p pozitív egész szám és m41 nem osztható n-el, akkor md-l+np 
nem lehet 0, tehát a IV. formulával a p exponenst 1-gyel leszállíthatjuk; e 
formula újabb alkalmazásával p—2-re szállítjuk le az exponenst s í. t., míg 
végre 0 lesz az y exponense; az integráció e rekurziós eljárással befejező­
dött; ha azonban m-|-l-|-np, vagy m+H-np—n,. . . m-f-l-f-np—kn zérussá lesz, 
akkor a redukció nem folytatható. Fenmarad egy ilyen alakú integrál 
fx-yPdx, ahol m-H+np=0. Ezen integrálban m=—1—np téve:

| r"* yP dx — f x-1 (ax~n+b)P dx

alakú integrálra jutunk, melyet, mint racionális függvény integrálját ismét 
parciális törtekre bontással számítunk ki. Ha p negativ, de nem egész s ám, 
akkor a III. formulával mindig elérhetjük, hogy az y exponense pozitiv
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valódi tört legyen; mert soha sem lesz p 4-1 zérussá. Ha p pozitív, de nem 
egész szám és np som egész, akkor /n+l-f-np nem lehet 0, tehát a IV. for­
mulával megint elérhetjük, hogy az 7 exponense valódi törtté váljon.

d) Példák. 1. Néhány példán mutassuk be az eljárás all. dm:., ását. Legyen 
m pozitív egész. n--2. ct—1, b-■ — 1, p- - J; akkor az iotegr a következő lesz

r x"^dx
J y í-x2

Ez mindig integrálható eset. Ugyanis, ha rn páratlan szám, akkor m-el 
osztható n-net; ha m páros szám, akkor pedig -n> 4 p egész szám

Alkalmazzuk afc I. képletei .Minthogy e formula az m exponenst n-nel 
csökkenti, tehát ha tn páros szám, e képlet “-szeres alkalmazása után az 

í* <1 Vx exponense zérussá válik és az utolsó integrál J — arc sin ,r. Ha pe­
dig m páratlan, akkor végül f——4= alakú integrálra jutunk; ez pedig: 

J V t—x2-/CT.
így például, ha m—2, az I. formula szerint :

■
f x2 , f „ , .. -4 1 x(l •l’2'2 , 1 f d-vI dx — I x2 (1—x-j 2 dx - — ---- ■— 4- I ■J/l-x2 2 2J |/TLy-

Ugyanerre az eredményre jutunk az integrál következő, közvetlen szá­
mításával is:

írjuk az integrándust ilyen alakban: —. x és integráljunk parciá- 
v dx ' x .-------lisan. u legyen: x, dv = . vagyis v = — VI — x2. Eszerint tehát:

y 1 —x2

yfe dx ~ x dx

/1-x2 helyett ezt írjuk: —-—i—, tehát
y 1 —x2

f x2 , . f dx f •r’(íxI - ---= dx — — x y 1—x2 4- I -7== — I2 ,r'2 J p i—x2 x2

•és ha az utolsó tagot a baloldalra hozzuk és 2-vel osztunk:

x|Al—x2 1 f dx _ 
“2 +2<,/CT'

2. Legyen a—1, Z>—1, nt=l, n 3, p ■ , vagyis a kiszámítandó integrál:

jx/' I4-X3 dx.

Ekkor: -m p = « + tehát integrálható esettel van dolgunk. Alkal- 
11 o <5

mázzuk a b) alatti eljárást az integrál redukálására, vagyis tegyük: z—x'.
Ezzel az integrált erre redukáltuk:

/= J » (14-z)id- 

és ha ezt az a) alatti fejtegetések végén alatt említett módon átalakítjuk,
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vagyis a binomból z8-t kiemeljük:

^=4/(i+z_i)^dz

lesz. Most már m~0, n——1, p—-L, tehát — egész szám és igy ha az 
o n

a) alatti a) szerint 1+z-1 helyett új t variábilist hozunk be, vagyis

1 + z = zt
j

1 r ts 
tesszük, akkor 7 =—3 J (é-1)2

i
és ha végül t8 — u tesszük, akkor

7 = - (7-^75- du 

és ebben az integrándus már racionális.

25. Trigonometriai függvények integrációja. Egyszerűbb esetek. E feje­
zetben a sinx, cosx-ből összeadás-, kivonás-, szorzás- és osztással 
megalkotott kifejezések, tehát a sinx és cosx=Vl—sinax racioná­
lis függvényeinek integrálásával foglalkozunk. A legegyszerűbbeket 
már ismerjük. Tudjuk, hogy (a C konstanst mindenütt elhagyva)

| sin xdx — — cosx, j cos x dx — sin x,

f ,lx i f dx----- = tgx, — — — cotgx../ cos2x 0 J sinax °

Helyettesítéssel már meghatároztuk jcotgxdx-et is. Ha ugyanis 
sinx helyet y-t képzelünk, akkor

, f cosxdx f dy . .
cotg x dx = I —y-— = I — = log y = log sin x: «/ oil! it- «/ y

tehát J cotg x dx — log sin x.

Éppen így találjuk, hogy

| tg x dx — —log cos x—log sec x.

a) I sinP.rcos^xdx kiszámítása. Egy másik, egyszerűen meg­
határozható és igen gyakran szereplő trigonometriai integrál a 
következő: jsinaxdx és ennek megfelelően J cos® x dx.

E két integrált egyszerre határozzuk meg. Jelöljük az elsőt 
Jj-gyel, a másodikat 7a-vel; tehát

fj — j sin2 x dx ; l2 = j cos2 x dx.

Ebből kapjuk, hogy:
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4 4- 4 — J (sin2 x-j-cos2 x) dx — Jdx = x

és 4 ~ 4 = J (cos2x—sin2 x) dx — J cos 2x dx — ’ sin 2x.

E két egyenletet összeadva, megkapjuk Z2-t, kivonással pedig 
4-et, azaz arra jutottunk, hogy

;
• , j x sin 2x , _ f , , x , sin 2x , _sin2 x dx — —------- ------ p C; J cos- x dx = -- H------7------F c-

E két integrált parciális integrálással is kiszámíthatjuk; mint­
hogy azonban a követendő módszerrel általánosabb alakú trigono­
metriai integrálokat is kiszámíthatunk, azért inkább mindjárt az 
általánosabb eseten mutatjuk be az eljárást. Ha az integrándus 
ilyen alakú: sinpx. cos*?x, ahol p és q pozitiv egész számok, vagy 
egyikük esetleg 0, azaz ezt az integrált kell meghatároznunk:

I — j sinp x cos'1 x dx,

akkor a következőképpen járunk el: cos2x helyett 1 —sin2x-et írunk; 

tehát ha q páros szám, akkor cos*?x helyett (1—sin2x)^-t tesszük és 

akkor az I csupa olyan integrálra bomlik, melyekben az integran- 
dus sinx valamely pozitiv egész hatványa. Ha pedig q páratlan, 
akkor cos*? ’x helyett (1 — sin2x) 2 -t tesszük és akkor az I integrál 
olyan integrálokra bomlik, melyeknek az integrándusa sinx vala­
mely pozitiv egész hatványának és cos x-nek szorzatai. Látjuk tehát, 

hogy az I integrál meghatározása végett csakis

4 — J sinp x dx, 4 — J sinp x cos x dx 

alakú integrálok meghatározásával kell foglalkoznunk.
Nézzük az elsőt. Tegyük sinpx= sinp-1x. sinx és jelöljük 

sinp-1x-et u-val, sinx-et pedig u'-sal, vagyis v——cosx és integrál­
junk parciálisán:

j sin?*xdx=—sinp-1x. cosx-|-(p—l)Jsinp~2x. cos2xdx.

Ha a jobboldali integrálban cos2x helyett 1—sin2 x-et írunk, 
akkor
jsinpxdx=—sinp-1x cosx-j-(p—1)Jsinp~2xc/x—(jp—1)J sinpxdx 

és a jobboldali utolsó integrált a baloldalra hozva és p-vel osztva:

. sinp~‘xcosx , / 1 \ f • _ „ j
síim dx =--------------------------Hl------ ! I smpxdx.

p \ p IJ
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A keresett integrál kiszámítását tehát redukáltuk olyanra, mely­
ben a sinx exponense 2-vel alacsonyabb; ha ezt most tovább redu­
káljuk, akkor végül olyan integrálra jutunk, melyben a sinx expo­
nense 0. vagy 1 Mindkét esetben befejeztük az integrálást.

így pl. : ha p -2, akkor ez a formula az

sin2x dx sinx cosx x sin2x x
2 2 ~ 4 2

alakra vezet, amint előbb láttuk.
A másodikkal, az £,-vel, még könnyebben végzünk.
Ugyanis, ha sinx helyett y-t képzelünk, akkor cos xdx-dy, tehát

f • n j f DJ yP+i sinP_|1x
J p-f-1 p+1

Ha nem a cos® x-et helyettesítjük 1 —sin®x-el, hanem az 
J sin?'x cos9xdx-ben sin2x helyett tesszük 1 — cos® x-et, akkor pedig 
ezen integrál kiszámítása páros p esetében jcos9xdx alakú és 
páratlan p esetében [ cos'? x sin x dx alakú integrálokra vezet. Az első 
esetben cos'?-1 x-et u-nak és cosxdx-et du-nek téve, parciális inte­
grálással azt kapjuk, hogy:

I cos9xdx=cos'?-1 x sin x-|-(y—1)J cos9~2x sin2xdx

és sin2x helyébe 1—cos2x-et téve:

j cos'?xdx—cos'?-1 x sin x-f-(y—1) | cos*?-2xdx—(y — 1) j cos'? xdx 

és innen:

f _ , cos'? "1 x sin x •/ 1 \ f „ ,J cos9 x dx =--------- —----------- 1- jl —j J cos9-® x dx.

Ha y>l, akkor a keresett integrál olyanra redukálódott, mely­
ben a cosx exponense 2-vel alacsonyabb; tehát ezen eljárás ismét­
lésével végül vagy [ d.r-re, vagy pedig Jcosxdx-re jutunk. Mindket­
tőt ismerjük; tehát az integrálás be van fejezve.

Az Jcos9 x sin x dx meghatározása még egyszerűbb; mert ha 
cos x helyett y-t teszünk, akkor ez az integrál:

C _ . COS9+1X-J=-------

Megjegyezzük, hogy e tárgyalásban p és q pozitiv egész szá­
mokat jelentetlek; de általában, ha negativ egész számok, vagy 
törtszámok, akkpr is bizonyos esetekben az [sin?1 x cos9 xdx isme­
retes függvények által kifejezhető — mondjuk — integrálható. „

Ha ugyanis sinx helyett z-t írunk, akkor cosx-=(l- z2)2
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cosx (te—dz, tehát

] sin^x cos*1 x dx- j sin-”x. cos9-1x . cos xdx=J zp(l —z2) 2 dz.

A jobboldalon álló integrál alatt binom differenciállal találko­

zunk, melynek első exponense p, második exponense - —— és belső 

exponense: 2; tehát ismeretes függvények által fejezhető ki, ha

p-j-1
—2~ -> va$y

p+l . 7-1
2 T 2 azaz P+q

2 vagy
q-1

egész szám. Az első vagy harmadik feltétel csakis akkor lehel tel­
jesítve, ha p vagy q páratlan számok, de a középső akkor is telje­
sítve lehet, Ira p-|-q páros szám, anélkül, hogy p és q egészek vol­
nának. Mindenesetre teljesítve van e feltételek közül egyik, ha p és 
q egész számok; mert ha egyikük páratlan, akkor az első vagy 
harmadik feltétel teljesül, ha pedig mindkettő páros, akkor a kö­
zépső van teljesítve.

szik: A sin x és cosx a tg által racv 

Ugyanis:

tg2 4- 1 —-----——-, tehát cos2
cos2 J

26. tg — mint racionalizáló. Megmutatjuk most, hogy általában, 

ha az integrándus a sinx és cosx-ből a négy alapművelettel készí­
tett kifejezés, tehát sin x és cos x racionális kifejezése, akkor az 
integrálás mindig elvégezhető, vagyis az integrál csupa ismeretes 
függvény állal fejezhető ki.

Ez az állítás a következő nevezetes trigonometriai tételen alap- 

análisan fejezhetők ki.

x 1

2 í+y-f

l+<ga~

1-Hg2 f

Innen: • 2 X sm2 - =- 1 — cos3 X 
o

és igy: cosx — cos2
X .
2 Sin

X
2 “

és sin x „ . X X X X— 2 sin — cos -g- = 2 tg 9 cos2

Ezzel kimutattuk, hogy sinx és cosx a tg * által racionáli-
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san állítható elő. Ebből természetesen már az is következik, hogy 

tg#, cotg#, sec# és cosec# is racionális függvényei a tg —-nek. 
x

A tg 9- -et elnevezhetjük a trigonometriai függvényeket racionálissá 
tevő Változónak (racionalizáló változó). Ha tg-^--et z-vel jelöl- 

X-
jük, akkor tehát:

2z 1— z2
Sinx' = -TT^’ cosx = -i-T^-

Minden z értékhez egyetlen x tartozik a O...2zt közben, mert 
ha ismerjük a sin x-et és a cosx-et, akkor az x a O...2n közben 

egyértelműen van meghatározva. Fordítva is áll a dolog; ha isme- 
retes az x, akkor természetesen a tg--= z is egyértelműen hatá- 
roztatott meg.

Ha már most az integrált átalakítjuk azzal, hogy x helyébe a 
z változót hozzuk be, akkor a sinx és cosx racionális függvé­
nyéből a z racionális függvénye lesz. Most még csak a dx-et kell 
z és dz által kifejeznünk. Ha

X 
tg T =

akkor mindkét oldalon x szerint differenciálva:

dz =t = 1+lg2 2~ _ 2+z2

dx x — 2 2 ’2 cos2 —

2dz
vagyis dx helyébe teendő. Az integrándus tehát a z racioná- 
nális függvénye lesz és így az integrál parciális törtekre bontással 

kiszámítható. Ha azután végül z helyett tg -et tesszük, akkor 

tehát az integrál a tg - racionális, logarithmikus és arctg függvé­
nyével lesz kifejezve.

Egy-két példán mutatjuk meg ezt az eljárást. 
c dx 'V1. Példa. Számítsuk ki az I—j---- et. Ha a z = tg-s- új variábilist vezet-v sin x dl

jük be, akkor, miként tudjuk:
2z , 2dz 

sln* = TP^’ dx = T^

és így: f-JST = fv = l°g z+c= log tg-f + c-

71Ha x helyébe + u-t teszünk, akkor dx helyébe 4- du teendő; tehát
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f dx _ r 
J sinx ~ J

du

sin (y+ u)
= logtg(j + y) + C,

. r dx . . ,n x \ , „
va^,s: J-^F = logtg<T + 2-Hc-

2. Példa. Következő példa gyanánt számítsuk ki ezt az integrált: 

r dx
•' a cos x-f-h sin x+c

XTegyük megint tg-^- helyett z-t; akkor:

2z 1-z2 , 2dz
slnx = T^’ cosx = -í+^’ dx = 1+F

f_____ *1_______=2 f_______ --_______=2Í________ —________acósX-+-& sinx-j-c a (1—z2)4-26z-j-cíl4-z2) J (a+c)+2t>z+(c—a)z2

Ez az integrál a 304. lapon levezetett formulák segítségével kiszámítható. 
Ha a c2—a2—b2 diszcriminans pozitiv, akkor ez az integrál (az ottani formulá­
ban a helyett c—a, fi helyett 2b, y helyett c+a teendő)

2 (c—a) z+b- arctg ~=L -•
y c2— a2—b- y c2—a2—b2

Ha pedig c2—a2—b2 negativ, akkor az integrál:

1 _ (c—«) z+b~y —c2+a2+b2
V— c2+a2+b2 & íc—a)z+b-i-y—c2+a2+b2

Ha c=0, akkor a második formula érvényes és így: 

r dx _ 1 . —az+h—1^ a2+b2 __
J acosx+bsinx — °g ~ 2

Ha rövidítés kedvéért meghatározunk olyan r és « számokat, hogy 

a = rcosa, b = rsina
legyen, akkor

— + b — ya2+ b2 — cos a tg í + sin a — 1

— a tg 4- b + ya2+ b2 — cos a tg + sin a 4- 1z z

és ha a számlálót és a nevezőt cos -el szorozzuk, akkor tovább a jobboldali 
kifejezés:

— cos a sin -s- 4- sin a cos — cos sin (a — — cos
X X X f X \ x— cos a sin 4- sin a cos -x- 4- cos sin (a — 4- cosz z z z z
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sin (a — ?-) helyett t. i. cos (— a 4- j -et tesszük és a cosinüsok összegét 
és különbségét szorzat alakban fejezzük ki. Eszerint tehát

f , :n x—a , i .------------r—:----= — log lg -i----- X-—I + C, ha a = rcos a, o = r sin a.J n cosx-j-h sinx r e " > 4 2 '

Sokkal egyszerűbben kapjuk ezt az eredményt, ha nem folyamodunk a 
racionálissá (evő z-hez. Tegyük ismét. a = rcosa, b — r sin a, akkor

r dx r dx ___ _ r dx
■' a cosx+i» sin x •' r [cos a cosx+sin a sin x] r cos (x—a)

és ha x—a helyett y-t írunk, akkor az előbbi példa szerint:

fA = l0gtg^+^)(J cos y a e . 4 2 '

l uxi f dx 1 , . x—a.tehát: -------  . .---- = — log tg ( - -t---- =—),v a cosx-i-o sinx r ° 4 2
úgy mint előbb.

3. Példa. Ha ezt az integrált kell kiszámítani:

f___ ÉL_____
J acois2x+Z>sinzx ’

akkor a z bevezetésével a következő integrálra jutunk:

2 f (1+**)dz 
a (1—z2)24-4hz2

és ez, mint racionális függvény integrálja, parciális törtekre bontással meg­
határozható. De sokkal egyszerűbbé válik az eljárás a következő módon. 
Osszuk el az I integrál integrándusában a számlálót és a nevezőt cos2 x-el, 
akkor dx

r_ f <-OS2X
~ J a 4- b lg2 x

és ha tgx helyett. M-t képzelünk, akkor----í—= dy, tehát 1 = f—tv < ésr ’ cos2x 3 a-\by~
ha ab pozitív, akkor

l — —7.— arctg
]/ ab V ab

Ha ab negativ, akkor
1 . by— V— abT —----- -— log -•

2V— ab by+y—ab

27. tg a? mint racionálizó változó. Az utolsó példában az integrándust 
Xnem tg -j -el, hanem tgx-e.l fejeztük ki. Megmutatjuk, hogy általában, ha 

az integrándus a sinx és cosx olyan racionális függvénye, mely nem válto­
zik, ha x helyett n \ x-et teszünk, akkor az integrálást a z=tgx szubsztitú­
cióval végezhetjük el. Legyen tehát a szóban forgó integrál:

I — | / (cos x, sin x) dx,
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ahol az integrándusról tudjuk, hogy

/(cos x, sin x) = /[cos (n-l-x), sin (x+x)] — /(—cos x, —sin x).

Legyen z—tgx, akkor tudvalévőén:

z 1sin x = , , cos x — —■
ri-i-z2

E formulákban Vl+za pozitívnak veendő, ha 0<x< * ős ha -^-<x<.2n, 
mert az első esetben cosx>0, sinx'O, z>0, a* második esetben pedig

____ _ » 3ir
cosx>0, sinx<0, de z<0 és yl+:J negatívnak veendő, ha ’
tehát ha x helyett x-J-n-t tesszük, akkor \ 1-j-z2 jelét meg kell változtatnunk.

így tehát /(cos x, sin xj — 4> (z, V 1+?),

ahol 4> a z és y' 14z2 rác. függvénye és ez egyszerű átalakítással ilyen alakra 
hozható: -----

/(cosx, sinx) — <p(z) + v»(z)y 1+z", 

ahol y>(z), valamint ¥>(i) racionális függvények.
Ha már most x helyett n + x-et teszünk, akkor, miként említettük, 

1 +z2 jelét meg kell változtatnunk, azaz:

/(—cos x, sin x) = <f>(z) — v»(z) K14-z2, 
tehát azon föltételünk szerint, hogy/(cos x, sin x) nem változik meg, ha x 
helyett ir(-x-et teszünk:

/(cos x, sin xj — <f(z) + v(z) V1-4-z2 = <p(z) — V(*» V 1+z2, 

vagyis: ' /(cos x, sin x) = <f (z).
• (I'THa meg figyelembe vesszük, hogy dx— akkor arra jutunk, hogy

I=ZJ'Í+Í dz- 
így például ha 

1= í____________ d*
J a cos2x4-2h cosx sinx4 c sin-x 

akkor a z = lg x átviszi ezt az integrált ebbe:

f__ dL___ ,
./ a4-2hz-f ez2 

amely integrál közvetlenül kiszámítható.

28. Exponenciális függvény integrálása. Most olyan integrálokkal 

akarunk foglalkozni, melyekben az integrándus e“*-nek és x-nek ra­
cionális egész függvénye és megmutatjuk, hogy az ilyen integrálok 

ismeretes függvényekkel kifejezhetők. A legegyszerűbb esetről, az 

J eax </x-ről tudjuk, hogy: —— De már az ilyen integrálokkal, is 

foglalkozhatunk:
Beke: A differenciáleiámitáe. I. 22
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/ — Ja/" e®* dx, 

ahol k pozitiv egész szám. Ez az integrál parciális integrálással 
kiszámítható. Ha ugyanis xfc=u és eaxdx=du, akkor

p ~k „ax r. /•
I xk eax dx —---------------- | xfc-1 eax dx,

J a aj

tehát az I redukálódott olyan integrálra, melyben x exponense egy- 
gyel alacsonyabb. Ugyanígy kapjuk, hogy

f k-1 av I xk~xeax k—1 r .
• xK leax dx =------------------------I xrc~2eardx,

J a aj

, , r k ax , kx^e™ , k(k-l) f ,tehát: I xKeaxdx —-------------------- 5------- k ■ —- I ar-2eaa dx,
J a a2 a2 J

s így tovább. Ezt az eljárást addig folytatjuk, míg az x exponense 
zérussá válik. De ugyanilyen eljárással redukálhatjuk ezt az általá­
nosabb integrált is:

l — j ^(x)eax(lx,

ha gp(x) egy n-edfokú racionális egész függvény. Ha itt ismét u-nak 
választjuk a <p(.r)-et és do-nek eax dx-et, akkor:

f <p (x) dix dx = _ _L J^'(x) eax dx =

y(.i’)e<u; a>'(x)eax . 1 f x .= -------- + _ J (x) ^x dx

és ha ezt az eljárást n-szer ismételjük:

-re jutunk. Ha n=l, akkor egyszerűen:

jgp(x) ex dx=e* \<f>(x)—<f>'(x')-\-q>"(x)-\-----p(—l)n9?ín>(x)|.

Ha a= —1,

J^(x) e~xdx= —e~x [y>(x)+f'(x)+^"(x)-\------

Ha már most általában eax, eí’1c, eCI,... és x-ből az összeadás-, 
kivonás- és szorzással alkotunk egy cax, ebr,...) kifejezést, 
akkor ebben e(ix, ebx, ecx, e^a+b^x, e^a+c^x,... stb.-vel szorzott tagok 
lesznek, tehát csupa ilyen alakú kifejezés: /’(x)e>'x, ahol f(x) az 
x-nek racionális egész függvénye és a / az a, b, c,... számokból 
összeadásokkal előállított szám. Tehát az
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J ip (x, ear'< e6*,...) dx

kiszámítását az előbbire vezethetjük vissza. Ezzel tehát egyúttal 
megmutattuk, hogy az x, eax, efta:,.. .-bői alkotott racionális egész 
függvények integrálhatók, az integrálban nem is szerepel más, mint 
x racionális egész és exponenciális függvénye.

29. Más transzcendens függvények integrálása. Miként az J^(x)eax 
integrált redukáló eljárással ki tudtuk számítani, éppen így számít­
hatjuk ki az

J(j> (x) cos ax dx, J <p (x) sin ax dx

integrálokat, ha <p(x) racionális egész függvény. Ugyanis, ha az 
elsőnél 9?(.r)-et u-nak, cosoxdx-et dn-nek tekintjük, akkor parciáli­
sán integrálva egymásután kapjuk, hogy:

í / v i ?’(x)sinax 1 ( , , . . ,
I <p(x) cos ax dx =■ ~ ~~~ ~~-------------~j <P \x) sin ax (’x —

q> (x) sin ax , a>’(x) cos ax 1 ( ,— ------------1 r, \ -------------- i qp"( X) cos ax dx
a a* a3 J ' v '

stb. vagyis:
f . . , 1 f . . . , o?'(x)cosax o’"(x)sin ax I
I cf (x) cos axdx - — yj>(x) sin ax + --------------- -~í--------- 1- ■ • • |

azaz, ha <p(x) fokszáma: n páros:

J <p (x) cos ax dx —

cosax T<jp'(x) <jp'"(x) -J--1
+ a L a a8 a"-1 J’ 

ha pedig n páratlan:
J (x) cos ax dx =

= ^[y(x)-^+...+(-l)-^W].+

t cosax^’Qr) _ y"Jx) T(n^(-r) 1.

A második integrált éppen igy számítjuk ki és a következőkre 
jutunk:

( / . . , sin ax f <p'(x) 1J ,,(X)8,„ «xdx + xy.

cosax f / \ --------------®(x) —z—í— + r-------- --a 1/ v ' a* a1 J
22*
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így például, ha <p(x)—xn és a= 1.

| a" cosxdr—sinx}^—n(n—T).r"“2-|-n(n—l)(n—2)(n—3)x"~4-----]+
-t-cosxpix"-1—n(n—l)(n—2)x"-s4—].

Nem csak ezeket az egyszerűbb alakú

J<p (x) cos ax dx és j <p \x} sin ax dx

integrálokat tudjuk kiszámítani, hanem most már ezek segítségével 
meghatározhatjuk azokat az integrálokat is, amelyek integrándusa 
az x-ből, sinx- és cos x-ből összeadás, kivonás és szorzással kelet­
kezik, tehát az

f—iip(x, sin x, cos xjdx

integrált, ha <// az x, sinx és cosx racionális egész kifejezése. 
Hogy ezt beláthassuk, a következőt kell megjegyeznünk. A y/-ben 
minden tag ilyen alakú: cp(x)sin*xcos1 x, ahol <p(x) racionális 
egész függvénye az x-nek és k, meg l pozitív egész számok. Ha 
mármost a sin*x-et átalakítjuk úgy. hogy sin2x helyett 1—cos2x-et 
tesszük és így sin a1 páros halványa helyett 1—cos2x hatványát hoz­
zuk be, akkor azonnal beláthatjuk, hogy új rendezés után a y/-ben 
csakis ilyen tagok lesznek:

p (x) cos* x, cp (x) cos* x si n x.

tehát csak azt kell megmutatnunk, hogy az

| (p (x) cos* x dx, I cp (x\cos* sin x dx

alakit integrálok kiszámíthatók. De cos2?'— sin2.r — cos2x-ből 
cos2x = 1 következik; tehát cos*x helyett ez írható:

cos* x — cos*-2 x cos2 x cos* 2X_____ c,os*"2x cos2x

Tegyük fel, hogy már cos*-2x-re ki tudjuk mutatni, hogy így 
állítható elő:

cos*-ax—a04~«i cos a1x-|-a2cosa2x4— 1)

ahol a0, a1T a2,... cij, u.,,... bizonyos meghatározott számértékek, 
akkor ebből következik, hogy cos*x is előállítható ilyen alakban. 

_ COS^- “Ugyanis cos*x két részből áll; az első része ——-——, mely a 

föltételünk szerint ilyen — mondjuk lineáris alakban — előállít- 
, cos*-axcos2x '

ható. A második része---------------------- ; de ez:

cos*~2xcos2x 1 ,
---------- 2~—— ~ 'í lao+«i cos a,x-}-a2 cos a2x-|---- ] cos 2x
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és ha a szói zást elvégezzük és minden tagra a

cos a cos(cos (a 4-/?) cos (a—fl)\

formulát alkalmazzuk, akkor látjuk, hogy a jobboldal szintén olyan 
lineáris alak lesz, mint az 1) alatti. Ha tehát a cos*“2x előállítható 

az 1) formában, akkor cos*x is előállítható ilyen alakban. De. ha 

k—2—1, a dolog világos, ha k—2—2, akkor is cos2* — ,
tehát ebből következik, hogy az állítás igaz í?=3 és Zr—4 esetben, 

ebből megint, hogy k — 5 és k = 6 esetben igaz; szóval: általá­

ban igaz.
Ebből egyúttal az is következik, hogy a cos** sinx is előállít­

ható olyanféle lineáris alakban, aminő az 1), csakhogy cosinusok 
helyett sinusok szerepelnek. Ugyanis

cos*x=/?o4- A cos h,*-)- A cos b., *4— 
relációból ered:

cos* * sin x—[A+A cos i\x-f-Acos b2x -■—j sin x 

és ha a szorzást elvégezzük és mindenütt a

cos a. sin /? = -1 [sin (a4-/?) — sin (a— /?)}

formulát alkalmazzuk, akkor

cos* x sin x — /04-/i sin ^*4-/2 sin 4>*4- ” ’

alakra jutunk (y>o=0). Ebből már most azonnal következik, hogy az 

J9?(x)cos*xdx és J<p(x)cos*xsinxdx 

integrálok az eh >biek szerint meghatározhatók, tehát az

I — J ip(x, sin x, cos x)dx

[és hasonlóan ha ip x-ből, sin arx, sin a.,x,... cos b,x, cos b2x,.. ,-ből 
keletkezik összeadás, kivonás és szorzással] kiszámítható.

Most az előbbi eredményeket kombinálhatjuk és megmutathat­
juk, hogy ha az x-ből, e*®,... és a sin ax, sin/?x,... cos ax, 
cos /Sx.. .-bői alkotjuk meg az összeadás, kivonás és szorzás műve­
letével a ip(x, e"*, ... sin ax,... cos ax...) kifejezést, ez is inte­
grálható lesz. Először az

f cnx cos bx dx és [ sin bx dx
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alakú integrálokat határozzuk meg. Jelöljük az elsőt 7,-el, a máso­
dikat /2-vel. Ha eax dx-et du-nek, cosbx-et u-nak vesszük és parciá­
lisán integrálunk :

Jar t j e0* cos te , b f , e"x cos bx dx =------------- ----- I e'1-' sin bx dx =a aj
eax cos bx b

~ a a 2
és éppen így;

í2= í eax sin bx dx — -~ ~ I eax cos bx dx —
J a aj

eax sin bx b ,J
a a

vagyis: a7, — bl2 — e"x cos bx

blt + al2 — enx sin bx
és innen:

/, = />' cos bx dx = —■l?OTSJ>3',8Í“tol ;

4= sinbxdx = tol .
2 J a2d-&

Most már megmutathatjuk, hogy az általánosabb alakú

J xN eax cos bx dx és J ,rn eax sin bx dx

integrálok is kiszámíthatók. Minthogy n—0 esetben ezek az inte­
grálok az imént kiszámitottakkal megegyeznek, tehát elég lesz 
megmutatni, hogy ezek az integrálok redukálhatók olyanokra, me­
lyekben x exponense eggyel kisebb. Ezt pedig a parciális integrá­
lással elérhetjük. Tegyük ugyanis xn-et u-nak és eax cos bx d.r-et 
du-nek; akkor a 2) alatti szerint:

eax [a cos bx+b sin tel
" a2±b2 ~ ’

tehát: | rn eax cos bx dx = -~-\a cos fer+b sin te£
J a2+&

~ / x"~1 ent cos bx dx ~ f®""’e"x sin bx d*
a -f-u j a: J

és éppen igy:

f.r" d’x sin tedx = _

J ®n~1 eOX sin <te + e°X cos bx dx’
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tehát valóban redukálódtak az integrálok olyanokra, melyekben az 
x exponense eggyel kisebb lett.

. Ezzel egyúttal azt is megmutattuk, hogy ha az x-ből, cax, ebx,... 
sin ax, sinj&r,... cos ax, cos fix., .-bői alkotjuk a tp polynomot, akkor 
\tpdx kiszámítható és az integrálás nem is vezet másra, mint 
ugyancsak az x pozitív kitevőjű hatványaiból, a trigonometriai és 
exponenciális függvényekből összeadás-, kivonás- és szorzással össze­
rakott kifejezésekre.

Megemlítjük még, hogy az előbbiekre vezethető vissza az inte­
grálás akkor is, ha az integrándus a) az x-ből és logx-ből, b) az 
x-ből és arc sin x-ből összeadással, kivonással és szorzással alko­
tott kifejezés. Ugyanis ha az a) esetben logx helyett z-t írunk, 
vagyis x=ez tesszük, akkor dx—ezdz, tehát az a) alatti integrán- 
dus a z és e2 egész kifejezése lesz. Ha pedig a b) esetben 
arcsinx=z tesszük, akkor x— sinz és dz—coszdz, tehát a b) alatti 
integrándus a z, sinz és cosz egész kifejezésévé válik.

30. A /ax2+bx+c racionális kifejezésének integrálása trigonome­
triai függvények segítségével. Emelkedettebb szempontból vissza­
térhetünk most azokra, amiket a ax2-\-bx-irc racionális kifejezé­
seinek integrációjára vonatkozólag említettünk. Hogy á tárgyalás 
áttekinthetőbb legyen, egyszerűsítsük a ^ax2-\-bx-\-c kifejezést. Tud­
juk, hogy

2 , . . Cí I b V > 4ac— ax2 + bx + c = a [jx + + —^r~J •

Ha a pozitív, akkor tehát a |A«r2 -j- bx -f- c helyett a
/ / /) \2 4./7P__ h2 h1/ íx + j -|----------------et tekinthetjük és ha x 4- helyett z-t

írunk, akkor mondhatjuk, hogy az integrándus, mely x és 

ax2+bx-j-c racionális kifejezése, a z és 1/ z2 4- —,--2— racioná- 
4ac—b2 ... 40

lis kifejezésévé válik. Ha — -- pozitív, jelöljük a2-el; tehát az

integrándus z-nek és z2-(-a2-nek racionális függvénye. Ha pedig 
~aC4a2 negativ, akkor —a2-el jelöljük és az integrándus z-nek 

és yz2—a2-nek racionális függvénye lesz. Végül, ha a nega- 

tiv, akkor, miként tudjuk, a —nem lehet pozitív, mert TU
akkor a négyzetgyök soha sem lehetne valós; tehát ez esetben 
4ac—b2 .——— helyett —a2-t teve

ax2 bx 4- c = — a [-• z24-a2]
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és így az integrándus a x-nek és y aa—xa-nek racionális függvénye. 
Eszerint tehát ezzel az egyszerű átalakítással mindig elérjük, hogy 
az integrándus [x helyett ismét x betűt írva]

1) x és y'x^fa’, 2) x és y.r2—a2, 3) x és a2 x2

racionális függvénye lesz. Ha már most az 1) esetben x=atgn-l 
tesszük, akkor

y x2 + ot2 a í/1 + tg2 u — —' ' cos u
lesz és d.r—~-4—, tehát az integrándus a sin u és cos u racio- 

cos* u
nális függvényévé válik, amelyet ki tudunk számítani.

így például ha ezt az egyszerű integrált kell meghatározni:

akkor x—a tg u-t téve :
_ d“

Jdx _ p cos2 u _ (' du 
y/ x^a2 ~ J 1 J cos a

cos u

1 . í , u \ < 2= i»gie(T t-jJ-iog——— . 
i-tgY

, , . u ll u
1+18y = cos 2 + Sln 2 _ 1 _ 1

, . a u . u cos u cos1-tgy cos 2 - sin —

, x 1 1 _______
Es minthogy tg n — — és-------- — yx*4-a2, tehát° a cos ii tr r ' ’

—----- h tgu — — [x -f-1/x*+«2]
cosu a 1 ’ J

£ ___
-7^=^- = log [x + /x‘+a2] + C.
y x24-a2

A 2) esetben tegyük x=asecu; akkor

V x2—a2 = a y sec* u—1 = a tg u, dx —-----s— da
cos*u

és így az integrándus megint trigonometriai függvény racionális 
kifejezése lesz. Így például:
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sin u , 
, ---------í— (in(* dx /* cos-u /• au , i zi , u 

J f/JSZa® ./ sin ti J cosm i 2 I

cos 11

r dx i / /•—i----- .ivagyis : loKO + V *--«“) + C,
J y.r2— (t- 

inint előbb.
Végű) a 3) esetben tegyük x sin u, akkor |/a2 ~x2:-a cos u, 

dx ~a cos ndu, tehát az integrándus ismét racionális kifejezése 
lesz a sin u és cos u-nak így például:

f dx cos ndu (' . ,r , .,I — I----------- - — I du — arc sin — 4- C.
./ y a3—.t2 J cos 11 J a

Ez a három transzformáció azt mutatta meg, hogy ha .r=Jrtgn4-/ 
vagy x—k sec u-\-l vagy a: — fcsin u4-/-t tesszük, ahol k és l alkalma­
san választott konstansok, akkor |/a.r2+/?.v4-y is sin u és costi ra­

cionális kifejezése lesz. Más szóval: x és ax2 \- ftx-\-y a sinu és 

cosu által racionálisan fejezhetők ki (tehát mondhatjuk: az egyet­
len tg — által). A z = tg~ tehát az x és |/ax,24-^rd-y racionáli- 

záló változója. Ennek a ténynek geometriai jelentősége abban van, 

hogy az , , , o ,0,7 y3 — ax2 -f (dx 4- /

másodrendű görbe pontjainak koordinátái: x és y a z — tg-^--el 

racionálisan fejezhetők ki.

31. A határozott integrál kiszámítása a határozatlan segítségével. 

Láttuk már, hogy folytonos /'(.v) függvény esetén az

,f f<x)dx 
a

kiszámítására a primitív függvény ismerete után egyszerű eljárá­

sunk van. Ha F(.r) az /’(x)-nek bármelyik primitív függvénye, akkor

| /’(.r) dx — F(b) — F(á). 
a

Ezt rövidebben ezentúl így fogjuk jelölni:

ff(x)dx = [F(x^,
<1
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amivel azt akarjuk ábrázolni, hogy az F(x)-ben x helyébe először 

b, azután a helyettesítendő és e két számérték különbsége veendő.

Ezt az állítást eddigelé csak azon esetre bizonyítottuk be, 
midőn f(x) folytonos függvény. De igaz már akkor is, ha f(x) 

integrálható függvény az illető szakaszban, ha csak létezik olyan 

Fix) függvény, melynek differenciálhányadosa: /’(x), vagyis /'(x)-nek 

van primitiv függvénye. Ezt a következőképpen láthatjuk be: Bont­

suk fel az a...b közt az xt, x2,... xn_j-el szakaszokra. Akkor:

F(b) — F(a) = ]F(x,) — F(a)] + [F(xa) — F(x1)] + 

+ [F(x,) - F(x,)] H------h [F(b) - F(x„_x)].

De F(xp — F(xI_1) a középérték-tétel szerint: F'i^ix—x^f), 

vagyis: /’(£,)(xí—Xi_t\ tehát:

F(b) - F(a) = /’O^-a) f( ja) (x2-xt) + - + f^b-x^f)

és ha a beosztást határtalanul sűrítjük, úgy hogy minden osztásrész 

végtelen kicsinnyé válik, akkor a jobboldali összeg — függetlenül 
b

a | közbenső helyek helyzetétől — ez az integrál: J f(x)dx lesz, 
a

vagyis bebizonyítottuk, hogy ha /’(x) integrálható és van primitív 

függvénye, akkor j f(x)dx — [F(x)]J.

Ha tehát van egy olyan F(x) függvény, mely az ab interval­
lum minden helyére nézve az fix) primitiv függvénye, azaz, mely­

nek differenciálhányadosa az ab minden helyén fix) és az fix) 
b

integrálható az ab intervallumban, akkor az J f(x)dx ezen egyszerű 
a

eljárással számítható ki. [De megjegyezzük, hogy ha f(x) nem folyto­

nos, előfordulhat az az eset is, hogy f(x) integrálható, de F(x) pri­
mitiv függvény nem is létezik. így pl., ha fix) a —közben 

+1
mindenütt 0 és egy helyen, pl. 0 helyen: 1, akkor | f(x)dx az inte­

grál értelmezése szerint: 0 és olyan F(x) primitiv függvény, mely­

nek differenciálhányadosa fix) lenne a —közben, nem léte­
zik. Ennek az F(x) függvénynek ugyanis konstansnak kellene lennie 

—1 és 0, továbbá 0 és 1 között, vagyis (folytonos lévén) —1 és -f-1 

között; de akkor differenciálhányadosa a 0 helyen nem 1, hanem 0 

volna.]
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Nehány egyszerű határozott integrált a primitív függvény segít­

ségével azonnal kiszámíthatunk:

Megjegyezzük azonban, hogy------ csakis olyan intervallumban
1 . x 1tekinthető az —j- primitív függvényének, melyben az —-a- integrándus 

folytonos; tehát ez a számítás nem érvényes, ha az a... b inter­

vallum a zérust magában foglalja.

— = [arc sin x[" = arc sin a; 
x2

[log (x + l/l-j-x2)]* = log (1 + /2), s í. t

32. Parciális integrálás. A határozott integrálok kiszámításánál 
is nagy szerepet játszik az a két eljárás, melyeket a primitív függ­
vény meghatározásánál megismertünk: a parciális integrálás és a 
helyettesítés. Az elsőről nem sokat kell mondanunk. Ha az inte­
grándus iw' alakú és u' és v' folytonosak, akkor az

uv' = (uv)' — u'v

egyenlőség mindkét oldalán a-tól Mg integrálva, 
b b

I tiv'dx = [uo]& — j u'vdx. 
a a

Ez a parciális integrálásnak a határozott integrálokra alkal­
mazott formulája.

A parciális integrálás módszerével, miként a határozatlan inte­
grálok kiszámításánál láttuk, sokszor sikerül olyan redukciós eljárás 
megállapítása, amely az integrál kiszámítására vezet. Ez a parciális 
integrálásnak egymásután többször való alkalmazásában áll, vagy 
mondhatjuk: a parciális integrálás azon általánosításában, melynél 
az integrándus egyik tényezője az u függvény, a másik tényezője
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pedig a u-nek nem első, hanem magasabbrendű differenciálhánya­
dosa. Ezzel akarunk most, egyúttal a határozott integrál számítá­
sára alkalmazva, foglalkozni. Ha az

I f u0W dx

integrálban i/n)-et úgy képzeljük, mint a i/,1-1l-nek első differenciál­
hányadosát. akkor a parciális integrálás módszerét alkalmazva, erre 
jutunk:

fiti>ln‘dx = titA"-') — j u'iJn~l)dx

és ha a második integrált tovább is átalakítjuk :

Jui/'^dx — — n't/"-2’ | u"i>(n~2)d.v —-

— npln -- n'p(a 2) _j. dx

s í. t., általában az

f in/'édx = up<n~1> - a> 4- -

— u"'i/n + •■• + (—iy-‘ dn~ *’ v -p (—iy 1 u^vdx

-re jutunk, amely tehát az fm/n>dx meghatározását az j «(nh>dx-re 
viszi át. Ez a parciális integrálás általános módszere. Azonnal be­
látjuk, hogy a határozott integrálokra alkalmazva az eljárást, a 
következőre jutunk:

& b
I mffldx — [up(n-t> — u'/X"-2) -----(— l)'1-1 ijÍ”-1) (— 1)" f «(") w dx.

á a

33. A Legendre-féle polinomok. Ezt az eljárást példaképpen egy igen neve­
zetes integrál kiszámítására alkalmazzuk. Legyen az integrándus egyik fő­
tényezője: ahol k pozitiv egész szám és t>=(x— a)"(x—b)n [n pozitiv
egész szám]. Keressük tehát a következő integrált:

C. - IV tí“[(x-(i)n(x-b)»] 
dx" ' dx- a

Először állapítsuk meg az | x* D" [(x—«)n (x— b)"] dx határozatlan inte­
grált az előbbi eljárással. Tegyük fel először, hogy k>n, akkor n-szer ismé­
telve a parciális integrálást:

f xk D n)[(x—a)" (x—b)n] dx — ,r* [(.r—a)'1 (x—b)11] —
- Ax*—1 D<n-2' [(x-a)'1 íx-b)n] 4- k (A-1) x*"2 D"-3 [(x-a)n (x-b)n] + • • • +
+ (-1)" 1 A(A-1) . . . (A-n+2) x* ■',+, (x-a)'1 (x-b)« +
4- (—1)'’ A (A—1) . . , (A—n-|-l) ( xk~" [(x—a)'1 (x—b)“] dx.

Ha pedig A<n, akkor már azok a tagok, amelyekben a-nak A-nál ma­
gasabb differenciálhányadosa szerepel, eltűnnek és így (az utolsó integrál­
ban az integrándus t><n~w lévén, az integrál helyett ff11-*11 írható):
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f x*D [(x—a)" (x— b)'1] dx — xkD" 11 [tx—d)” (x—b)"] —
- kxk~l Da)[(x- a]n (x-b)"] -t------ 1- (-1)" k! 7) [(x-a)" (x-b)"]. a)

Ha A=n, akkor az előbbi formula érvényes. Utolsó tagja tehát

(—l)n n ! i (x—a)" i'x— b)n dx, mert A- — n — 0.

És most áttérünk a határozott integrálra. Nézzük először azt az esetet, 
midőn k'-'n; tehát n=fr+l, vagy n>A+l. Ennél a jobboldalon minden tag­
ban ilyen alakú kifejezés szerepel:

7)') [(x-a)" (x-b)"l,

ahol i<n —1. A határozott integrál kiszámítása végett mindenütt x helyébe 
b, azután a helyettesítendő és a két érték egymásból kivonandó. Azt állít­
juk, hogy minden tagból 0 lesz.

Ugyanis az (x—a)n (x— b)"-et kell í-szer differenciálnunk; ahol í<n—1. 
A differenciálást a Leibniz szabály szerint végezve, csupa olyan tagokat 
kapunk, melyekben a tényezők differenciálási rendszámainak összege í, azaz 
n—1-nél nem nagyobb; tehát nyilván mindenik tagban bennmarad még az 
(x—a) (x—b) szorzat. Az a) jobboldalán tehát minden tagban előfordul az 
(x—a) (x—b) szorzat és így mindenik tag az x—a és x—b helyettesítésnél 
zérussá lesz. Ezzel tehát arra a nevezetes eredményre jutottunk, hogy ha 
k<n, akkor: b

I xk I)n [(x— a)'! (x—b)'1] dx = 0. 
a

Ebből azonnal következik ez az általánosabb tétel: Ha

</> (x) — a^x1' + at xk~1 -|----- 1- ak

tetszés szerinti, n-nél alacsonyabb fokú racionális egész függvény, akkor:
b

I g (x) ű(n)[(x—a)'1 (x—b)"] dx — 0. 
a

Nézzük most azt az esetet, midőn k—n. Ekkor is a jobboldalon x—a és 
x=b-t helyettesítve az integrál előtti minden tag 0 lesz. Csakis az utolsó tag, 
ez az integrál: b

(—1)" n ! ( (x—a)" (x—b)" dx 
a

marad meg. Ezt kell kiszámítanunk. Erre megint a parciális integrálás elvét 
alkalmazzuk, (x—b)"—a, (x—a)ndx=dv-t tesszük, akkor:

f (x—a)" (x-b)"dx = " f(x-a)«+1 (x-b)"-’dx =
.’ ' ' n+1 n --1 ■'

(x— a)"+1 (x— bt" n (x—a)"+2 (x—b)"-1 
~ n+1 (n+l)(n+2)

+<-«"" 111

és így a határozott integrál.
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f(x-a)-(x-b)-dx = í(x_a}„, dx

_ / 1V.___ nUb-a)™____
1 *’ (n+l)(n+2)...(2n+l) ’ 

tehát:

Ha <p(x) egy tetszés szerinti n-edfokú racionális egész függvény:

<P (x) = d0 x" + at xn -14----- h an,
b

akkor tehát az f<p (,ij D'‘ [<x—aY' (x—/;)”] dx
a

meghatározásánál csakis az első tag jön tekintetbe, vagyis:

A « D" «•*■-»>" *-*i * =

Ha rövidség kedvért a 7)n[(x—n)n (x—t>)n] n-edfokú racionális egész függ­
vényt If„-el jelöljük, akkor tehát az eddigi eredményeink a következőképpen 
fejezhetők ki: Ha <?(x) n-nél alacsonyabb fokú racionális egész függvény, 
akkor: b

J Un <f (re) dx = 0. 
a

Ha pedig <p(,x)—aoxn+a1xn' *4----- f-a,„ éppen n-edfokú racionális egész
függvény, akkor

/*>■ = „ ,

így például, ha m<n és <p(x) gyanánt az U,n racionális egész függvényt 
választjuk, akkor a következő érdekes eredményre jutunk:

b
f Um Un dx = 0, ha m 4= n 

a
és ha m=n, akkor pedig <jp(x) helyett az Un n-edfokú racionális egész függ­
vényt válasszuk. A legmagasabb tag együtthatója:

a0 = 2n . (2n — 1)... (n 4-1),

r n1 n 1tehát f U*n dx— (b-a)^.
a ‘

Az Un racionális egész függvények, amelyek egy számbeli factorral el­
látva (a=—1, h=4-l esetén) az ú. n. Legendre-Jéle polinomok néven ismerete­
sek, nagy szerepet játszanak az analízisben,* azért egynéhányat ide iktatunk

* A Legendre-féle polinomokat Xt, X2, X2,... Xn.. .-el jelöljük, ahol:

Xn~ 2.4.6...2n U"'
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Ui~ D [(x—a) (x—/>)] = 2x — (a+í>);
U2 — D" [(x—a)2 (x—ö)2] = 12x3 — 12x(a+b) + 2 (a24-b2+4ad);
U3 = 120-r3 - 18öxa (a-j-b) + 72x (a2+ö2-f-3«t) - 6 (a3+/?±9a2fr4-9ah2); stb.

34. A Legendre-polinomok gyökei. Az Un függvényeknek egy nevezetes tulaj­
donságát már itt megemlítjük és pedig azt, hogy az Un=0 n-edfokú algebrai 
egyenletnek minden gyöke valós és az a...b intervallumba esik. Ezt nagyon 
egyszerűen mutathatjuk meg. Ugyanis az

(x—a)" (x— b)n — 0

2n-edfokú egyenletnek a és b egyaránt n-szeres gyökei; tehát a baloldal 
deriváltjával alkotott egyenletnek:

I) [(x—á)n (x-b)11] — 0

-nak baloldala legalább egy közbenső helyen eltűnik; mondjuk a, helyen. 
Minthogy pedig ezen egyenletnek a és b is n—1-szeres gyökei, tehát csakis 
egy ilyen közbenső at helyen tűnhetik el. A I) [(x— a)n (x— ü)n] derivált függ­
vénye, mely 2n—2-edfokú, most már a és at, valamint ax és b közöt! leg­
alább egy helyen eltűnik, mondjuk a b2, b2 helyeken. Minthogy pedig a és b 
helyek n—2-szeres zérus-helyei és összesen csak 2n—2 zérushelye van, tehát 
bt és ö2-d kívül más közbenső helyen nem is lehet zérussá. Minthogy a 
Rolle-tétel szerint a bi az a... aj és b2 az at...ö szakasz belsejében van, 
tehát egymástól különbözők. Eszerint tehát a

D"[(x-a)"(x-b)n] =0

egyenletnek a és b n—2-szeres, a b2, b.. pedig egyszerű gyökei. Ebből követ­
kezik ismét, hogy a

D'" [(x—a)" (x—/>)"] = 0

egyenletnek a...í>,, bt...b2, b2...b szakaszok mindegyikében legalább egy 
gyöke van, vagyis az a...b közben legalább 3 különböző gyöke van. Mint­
hogy pedig a és b ezen 2w—3-adfokú egyenlet n—3-szoros gyökei, tehát több, 
mint 3 gyök az aö-ben nem is lehet; vagyis valóban a D'"[(x—a)"(x—b)n] — 0 
egyenletnek az a... b közben éppen 3 különböző gyöke van. így folytatva az 
eljárást, azt találjuk, hogy a

D‘n} [(x—a)n (x-ö)n] = 0

n-edfokú egyenletnek az ab közben n különböző gyöke van.

35. A helyettesítés módszerének alkalmazása. A helyettesítés mód­
szere nagy figyelmet igényel, mert felületes alkalmazással helytelen 
eredményhez juthatunk. Ezért e módszerrel tüzetesebben kell fog­
lalkoznunk.

Legyen a kiszámítandó integrál:

f f(x)dx. 
a

Tudjuk, hogy ezt az integrált így is értelmezhetjük: Feloszt­
juk az ab intervallumot az xt, x2, xs,... xzí pontokkal és meg-
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alkotjuk a

lim [/ («)(x,- a) -+ /(xj (x2- x,) + • • • + /*(xn)(6- x„)] a) 

összeget, hol a 4—0 úgy értendő, hogy a szakaszok maximumának 
a limesze 0 legyen.

Legyen már most p(f) a l variábilisnak az a... fi szakaszban 
monoton növekedő folytonos (korlátos) és folytonos differenciál­
hányadossal biró függvénye. A differenciálhányadosról, melyről 
úgyis tudjuk, hogy pozitiv, még azt is feltesszük, hogy az a ... [3 
közben minimuma: m>0. (Ekkor a p(x) inverz függvénye is ilyen). 
Legyen ~a, és tegyük x—/(t). Ha t az a-tól /?-ig nő,
akkor x átfutja növekedőén az ab szakaszt; minden x helynek 
egyetlen t érték felel meg a ^(/) monoton növekedése folytán.

Legyen az x1-nek megfelelő t érték: í1? az x2-nek feleljen meg 
a t, s i. t. Ekkor tehát

xt - a =

és a középértéktételt alkalmazva:

Xi - a = p (Q - p ( a) (í, - a) ^'(r,),

ahol rt az a... lt szakaszban van. Éppen igy;

X2 - X, = p(t2) - = (t2--ít)y'(T2)

^8 — X2 = y - TÍQ =

b — Xn = - <;(/„) =-- (£-/„)

tehát az a) alatti kifejezés így írható:

lim (f{y («)] p\i t) (í, - «) + f\p(/,)] p\t2) (t2- /,) + 

í- f\<? (QI '/(*») (f;-G) + •••-)- f\p (QJ T’Xtn+t) (/?- /„)}

Az a) alatti limesz úgy értendő, hogy az xt—a, x2—x,,... szaka­
szok maximumának limese 0 legyen; de ekkor a — a, t2—/,... 
szakaszok is végtelen kicsinyekké lesznek, mert

t._£. ■

és 7>'(z,)>m, tehát: 

és viszont, ha a / szakaszok végtelen kicsinyekké válnak, akkor az 
x szakaszok is ilyenekké lesznek. Következésként a fönti limesz úgy 
érthető, hogy a fj—a, l2 ... /3 ln szakaszok maximuma 0 felé 
konvergál.
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Ha az függvényt, mely a t függvénye, rövidebben f(t)-
vel jelöljük, akkor az előbbi limesz így írható:

Iim[f(«)9<(zJ(Z1--a) + +•••+-
+ f (tn) 9>'(?n+i) (fl~ /n)]- 0)

Most még azt a kis változtatást tesszük e kifejezésen, hogy a 
99'(rt), <y'(t2)... helyett a 92-nek a szakaszok kezdőhelyein való érté­
keit hozzuk be. Föltettük, hogy q>(() a t folytonos függvénye 
az «/? szakaszban; tehát a beosztást annyira sűríthetjük, hogy 
az egyes szakaszokban a <f>'(f) egész ingadozása tetszés szerinti 
kicsiny legyen. Ha már most |/(/)| az a.../? szakaszban M-nél 
kisebb, akkor a beosztást folytassuk úgy, hogy a (p'(f) ingadozása az 

egyes szakaszokban ■... n---- r-nál kisebb legyen ; akkor tehát

€ €
r™ - s < + M (^í)- ■

é € stb.

tehát a fi) alatti összegre a következő egyenlőtlenség áll:

T(ti)>f'(ti)(ti+l-ti) -e<2 f(ti)92'(ri+1)(4+1- 4) <
■< 2'f(ti)gp'(ti)(ti+1-t^ + 6

és így : lim 2 f(f-) <f>'(ri+i) (ti+1- tj) = lim 2 /(/,) 9/(4) (ti+1-4).

A baloldali kifejezés nem egyéb, mint az a) alatti, amelyből 
b

kiindultunk, vagyis: [f(x)dx, tehát arra jutottunk, hogy: 
ab

j /'(x) dx = lim [f(a) <f>'(a) (ti-a) +
+ f(Ó ^'(ti) (/2-O + • • • + f(tn) <f>'ítn) (fi-/„)]. 7)

Még egy kis megjegyzést kell tennünk, mielőtt a jobboldalon 
álló kifejezést értelmeznek. Ha /’(x) az ab szakaszban Riemann-féle 
értelemben integrálható, akkor az /’^(Z)], vagyis f(t) is integrábilis 
az ap szakaszban ; ugyanis ez az /(xj-el megegyezik, továbbá léte­
síthető olyan /-szerinti beosztás, hogy a tetszés szerinti i^-nál na­
gyobb ingadozású szakaszok összes terjedelme az előre megadott 
£-nál kisebb legyen. Ugyanis, ha az x-szerinti beosztásban x^.-.x, 
olyan szakasz, melyben f(x) ingadozása »^-nál nagyobb, akkor e 
szakasznak megfelelő 4^... 4-ben az /'(x)-el megegyező f(t) inga­
dozása is nál nagyobb (és viszont); de ennek a szakasznak a ter­
jedelme

ti ti—i — ^'(t) tehát 4 - 4.
Xj—x(-. 

m
Beke : A (htTerenciálszámüás. I. 23
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ahol m az egész a... fi szakaszban az előbb bevezetett meghatá­
rozott pozitiv szám. így tehát azon f-szakaszok összes terjedelme, 
melyekben az /(í) ingadozása j^-nál nagyobb, az x-szakaszokkal 
együtt tetszés szerinti kicsinnyé tehető, vagyis az f(f) integrálható 
az a... fi szakaszban. Az <p'(f)-ről pedig, mint folytonos függvényről 
az integrálhatóság nyilvánvaló; így tehát az f(t)<fi(t) is integrálható 

fi _
az a fi szakaszban, tehát j fit) g>\f) dt igy is értelmezhető: 

a 
p
/ AO ?'(0 dt =,im [A«) p'(a) Oi—«) +

+ AQ^ÓiX^-O +-+f'itn)yp'itn)ifi-tn)]

Minthogy a jobboldali kifejezés ugyanaz, mint a y) alatti, tehát:

f f(x) dx = jf[<j> (/)] <p\t) dt. 
a a

Hátra van még, hogy megszabaduljunk attól a feltevéstől, hogy 
y'(t) sehol sem 0. Ha valamely t=y helyen <p'(y)=0 és c=9’(/)> 
akkor az előbbiekből következik, hogy az a...y—e közben

J/>0)] = ff(.x)dx,
a a

ahol limé'=0; tehát:

lim | f(t)y>'(t)dt = lim f f(x) dx. 
•~°i ’'-Oa

De az integrándus korlátos, tehát az integrálok a felső hatá­
raik folytonos függvényei és így:

a a

Ha tehát az a... fi szakaszt a y pontokkal részekre osztjuk, 

akkor a számításnál a (f>'(t) eltűnését tekintetbe sem kell vennünk 

Ebből egyúttal azt is láthatjuk, hogy ha q>\f) a y, ylt /a,... helye­
ken eltűnik ugyan, de a (ffit) az egész a... fi szakaszban monoton 

növekedő marad, akkor a szakasz felosztása e y, y„ y2, • • ■ pontok­
kal nem is szükséges.

Ha x—^>(t) helyettesítést végezzük, ahol g>(t) az a fi szakaszban 

monoton növekedő függvény, melynek folytonos diff. hányadosa van b
e szakaszban és a—g>(a), b—g>(fi), akkor az j fix) dx-et úgy ala- 

a
kithaljuk át, hogy az f(x)-ben x helyett g>(t)-t teszünk, a dx helyett
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g>'(f)dt-t és az a és b határok helyett azon a illetőleg fi értéket tesz- 

szük, melyekre nézve a=yp{a),

Az /Ax)dx helyett tehát az f[<jp(t)\<fi'(t)dt számítható ki és ha 
a • . a ezt a határozatlan integrál segítségével akaijuk végezni, akkor 

előbb meg kell határoznunk az f /'[y>(t)]y>'(t)dt primitiv függvényt 
és ebből az [ f(OJ ^'(0 különbséget. Az ff[<j> (1)] <p'(f) dt primi­

tiv függvény nem egyéb, mint áz jf(x)dx az x=(j>(f) szubsztitúció­
val transzformálva; tehát a határozott integrált egyszerűen úgy 

transzformáljuk az x — <jp(t) szubsztitúcióval, hogy a határoktól el­
tekintve, az J/’(x)dx-et a már tanult eljárással transzformáljuk és 

uj határokul az a és ^értékeket választjuk, melyekre nézve a=<jp(a), 
b=y>^).

De, miként említettük, ez az eljárás sokszor hibás eredményre 
•vezet és éppen azért választottuk a tétel levezetésére most ezt a 
hosszadalmasabb utat, hogy kidomborítsuk, hogy a <p(l)-re nézve 
minő feltételek érvényesek. Ha a nem monoton növekvő az 
egész afi szakaszban, vagy ha (jp'tf) nem folytonos, vagy nem kor­
látos, akkor nem biztos, hogy az eljárás helyes eredményre vezet.

Példák. Így például, ha ezt az egyszerű integrált kell kiszámítanunk:
4 1

7 — f X2 dx, 
-1

tudjuk, hogy a határozatlan integrál: ; tehát<5
r^rLi+I— $ LyJ-i-y

Az parabolaív, az abszcissza tengely és a —1--+1 pontokban vont ordi- 
2 

náták közé eső területrész: o
Tegyük: x~|/f, vagyis t—a?; akkor tehát, ha x——1, 1=4-1, ha x=4-l, 

1=4-1; tehát a=/?=0 és így a transzformált integrál: 0. Ennek oka abban 
van, hogy 1 nem monoton függvénye az x-nek a —szakaszban.

* Még megjegyezzük, hogy ha ?(1) nem monoton növekedő, hanem monot 
b b

ton csökkenő és akkor az [f(x)dx helyett a — (f(x) dx-e-
a a

transzformáljuk. Akkor ugyanis, ha t a £-tól a-ig halad, a <?(/) monoton 
növekedő. Megjegyezzük még azt is, hogy #>(l)-nek valódi növekedőnek kell 
lennie, állandó szakasza nem lehet, mert akkor nem mondhatnék, hogy min­
den x értéknek egy 1 érték felel meg.

53*
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Ha határok gyanánt nem —1-et és +l-et választjuk, hanem például ezt 
az integrált kell kiszámítanunk: f.r^dx, akkor azt találjuk, hogy

_ 5 2

■> ,1 r -r'1i+1 _ $ j x- dx - [ ] , - 8 
_ 1 2

2
és ha ismét t—x* helyettesítést végezzük, akkor az új határok lesznek: 
a-y, P—l és az integrál ilyen alakú:

< +1 , s

1 4

3. 1 | 1
Ha 1’2=+1 és i-^-) =— tesszük, akkor helyes eredményt kapunk; de ha 
más előjellel vesszük ez értékeket, az eredmény helytelen lesz. Miért van ez 
igy? Azért, mert ha x a — ---tői 4-1-ig halad, (tehát a 0-on átmegy), akkor •£ ' -- _
a t az -j-tői 1-ig halad; de a /i csak akkor lesz monoton, ha t = -r- 

’-11 ’ helyen 11-nek nem 4-y-et, hanem — „ értéket adjuk.
Ha azonban az integráció szakaszában a 0 nincs benne, hanem pl. ezt 

r rX3-!2 7az integrált számítjuk ki: | .r2 dx. azt találjuk, hogy [-y| = -y és ha x2 = í 
tesszük •

s 1
ha úgy a 42, mint az l2-et pozitívnak vesszük.

Egy másik példa, mely a szubsztitúciónál követendő óvatosságra int, ez:

Tegyük x = y, akkor dx ——és ha x=—1, akkor t=—1, ha r—4-1, 
1=4-1, tehát az új határok: «=—1, £=4-1 és igy:

f1 dx _ f*/ 1 _ V dl _ n
14-x2 ~ 1J~ _J"Í+F"’2‘

1 4- p

Előbb 4- í , most pedig — adódott. Ennek oka abban van, hogy 
ha x -1-től 4-1-ig halad, akkor l nem a —1---4-1 közötti intervallumot 
futja be, hanem a — !••• — 00 és a 4-00----(-1 két végtelen nagy utat (és ha a
— (.r--p, — j 4 1 «a integrálokat a IX.,fejezet szerint kiszámítjuk és tekin- 

—*1 ' oő '
tetbe vesszük, hogy arctgx=— azt találjuk, hogy mindkét integrál -r-, 
összegük tehát a helyes: ■

Ha a szubsztitúciónál használt x—gp^f) függvény nem monoton 
változik az x-el, hanem monoton szakaszokra bontható, akkor az
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b
[f(x:)dx kiszámítása végett az ab intervallumot felosztjuk olyan 

részekre, melyeken belül a ^>(f) monoton változik és minden egyes 

részintegrált külön határozunk meg.

így például fx2dx, miként láttuk, az x—^t helyettesítéssel nem vezet 
eredményre, mert a Í-— x‘ a —7-•• 4-1 szakaszban nem monoton; de a —1...0 
és 0... -f-1 szakaszokban a változás monoton; tehát:

+ 1 o -1
j x2 dx — | x2 dx + J x2 dx

-1 -‘i o

tesszük és ha t—x^-et helyettesítjük az első integrálban, akkor az x=—1-nek
0 i 9

7=1, x=0-nak f=0 felel meg; tehát | x2dx = yj Vt dt.
De itt tekintetbe veendő, hogy ha x á —1-től 0-ig halad, akkor 

5^t=x is —1-től 0-ig megy, vagyis az egész integráció folyamán negativ
1 s o 1 jellel veendő és így ez az integrál: —= = -=-•

•j 2 ** _
A másik integrálban pedig, az ^-jléídf-ben x vagyis mindenütt po­

zitiv, tehát ^fyTdt = y [t2]‘ = y és így: Jx2 dx = y .
ö * “1

A parciális integrálás és a helyettesítés módszereivel már most 

néhány határozott integrált kiszámíthatunk.
71
~2

1. Jsin"’xdx kiszámítandó, ha m pozitiv egész szám. A határozatlan 
integrálra alkalmazva a parciális integrálás módját (sin"'"1 x=u ; sin xdx=dn 
téve) azt kaptuk (331. 1.), hogy:

r . m j cosxsin"1 'x , in—1 f a;„m_2 „I sinm x dx =— ---------------------- 1--------- sin"' 2 x dxJ m ni J

■és ebből a határozott integrálra áttérve, minthogy [cos x sin"1 -t x]Q2 — 0, ha
n

m>-l, tehát:
a 1 2

J sinmxdx = —---- J sin"1-2x dx.
o m 0

És ha a jobboldalon álló integrálra tovább is alkalmazzuk ezt az eljárást, 
azt találjuk, hogy:

és ebből:

J m—'i •f sin"1-2 x dx = ——5- | sin"1-4 x dx
ó m " <5
- * 4
fsin"1 x dx = -”1~1 ’ f sinm 4 x dx

■' in m—2 •0 0
és így folytatva az eljárást, ha m páros szám, végre oly integrálra jutunk,
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it
21

melyben már sinx nem szerepel: az Jdx-re, mely -% -vei egyenlő, ha pedig

m páratlan, akkor végül j sinx dx = [— cosx]’ -- 1-re jutunk. így tehát a kő- 
o

vetkező két formulát kapjuk:

. 2*—i( sin®*x dx =- —
o

2A-3 2Á--5 1 n
2Íc -2 ‘ 2A~42 2

’ • 2^1 j _ 2* 2A-2 2k- 4 2J sin xdx - ••• 3
/r 
2

Ezzel egyúttal meghatároztuk az (cosmxdx integrált is. Ha ugyanis 

x helyett — y-t tesszük, akkor dx=—dy és a határok a kövotkezőlTÍMinthogy 
tj = ? — x, tehát, ha X--0, y = í; ha x = y=0 és így :

Z 'ZZ

• o
| cos™ x dx = — | cosm

o ZL
2

X
O 2*

— x) dx = — j* sinm x dx - f sinm x dx.
* ó
2

n n
2 2

Az-f sinafcxdx és |sinak+lxdx értékeiből igen érdekes közelítő érté- 
0 O yj .

két állapíthatunk meg a -re. nézve. Előre bocsátjuk e kis megjegyzést:

Ha <p(x) az ab intervallumban mindenütt pozitiv és integrálható, akkor az 
b
(<p(x)dx pozitiv, amint az az integrál értelmezéséből azonnal következik. 

a
Ebből rögtön ered az is, hogy ha tp(x) az ab intervallumban minden helyen 

b b
nagyobb (vagy akkora), mint y(x), akkor | w(x) dx>f<p(x)dx; mert hiszen az 

á a
b b b
/ V (x) dx —jv> (x) dx = f [ip (x) — (x)] dx 
a a n

pozitív (vagy 0).
Minthogy sinx a 0... g- intervallumban mindig kisebb az 1-nél, tehát 

minden x értéknél (x = g -et és x=0-t kivéve)

sinakx > sin2*x > sinat+1 x

és így az előbbi formulákat használva:

2*-2 2Ar—4 2k-6 2 _ 2k-1 2A-3 3 1 n 
2k-l ’ 2k~ 3 ' 2k-5 ■” 3 > 2k ' 2k-2.4 ' 2 ‘ 2>

2k 2Ic-2 2k-4 2
2*4-1 ‘ 2*-f* 2*-3 ■" 3 '

Az első számérték csak abban különbözik az utolsótól, hogy ez utóbbi 
a j ~el mf)g vau szorozva. Azt mondhatjuk tehát, hogy a
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2*-2 2*-4 2
2Á-1 ' 2k-3 " 3

2kmellett az első kifejezésnél 1, a másodiknál pedig az 1-nél kisebb Q, . szere- 
pel. A középső kifejezést tehát úgy kapjuk meg a baloldaliból, ha ezt. egy olyan 
számmal szorozzuk, mely ~~ és 1 közé esik. Jelöljük ezt a számot 9-val;

2jt 2*4-1 J 2*4-p
lebát 2*+T <* < 1. Ezt még úgy is mondhatjuk, hogy & — • ahol

is ezen jelöléssel :0<p

2fr-1 2*—3 3 1 n _ 2*4-? 2fr--2 2k -4 2
2* ’ 2*—2 4 *2 2 “ 2*4-f ’ 2*-l ' 2*-3 3 ’

vnsrvÍ8 • « - PJ.
vagyis. 2 ~ [3.5.7... (2*-l)]2 2*-l 2*4-1

2. Számítsuk ki ezt az integrált: J'sinmxdx, mely az előbbitől csak 
o n

abban különbözik, hogy a felső határa nem , hanem n. Ezt az inte- 
grált két részre bontjuk:

< a jt
j”sin”1 x dx = I sinm x dx 4- | sinm x dx. 
o ö k

»
Tegyük a második integrálban x helyett: m—y-t. Ekkor az új határok:

~ és 0 lesznek és dx=— dy; tehát ért jr
* >

j"sin"' xdx=j sinm y dy 
n o»

és ha az y betű helyett x-et teszünk, akkor arra jutunk, hogy:

j sin"'xdx = 2 j* sinmxdx. 
o o7t

Ha azonban |cosn,xdx-et akarjuk kiszámítani,akkor különbséget kel) ten-
n

nünk páros és páratlan m esetei között. Ha m páros, akkor az f cosmxdx-ben 
n 
x

x—K—y helyettesítéssel, ugyanúgy, mint előbb, azt kapjuk, hogy:

j*cosmx dx — j*cosm y dy, 
i o

vagyis megint:

de páratlan m esetében:

fcos2fc cos2* xdx;

J cosmxdx = cos"' x dx

és így :
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„ r . , 2/<-í 2A 3 1 tiHa az / sm-* x dx = • y • *

formulában k —1 tesszük, akkor: 
n 
2 -n n

I sin8 x dx = -£■ és így: f sin2 x dx — f cos2 x dx — 
ó o <> ^

nevezetes integrálokat kapjuk.
3. Könnyű lesz kiszámítani az ilyen integrálokat: 

27X 2.T 27T
| sin mx sin nx dx. ( sin rnx cos nx dx, I cos mx cos nx dx, 

0 ó ó
ha ni és n egész számok. A 

sin a± sin 0 = 2 sin —-y--cos—, & í
I a n a-H? a — S cos a 4- cos p~ 2 cos - cos —,— £

cos a — cos jS — — 2 sin sin 

formulákból ugyanis következik, hogy:

sin mx sin nx~—\ [cos (m+n) x — cos (in—n) x], 

sin m.r cos nx — [sin (m+n) x + sin (ni—n) x]

1 
és cos rnx cos nx = „ [cos (m+n) x + cos (m—n) x],

tehát az első integrál, ha m=jxi:

r1 Ír" iI sin mx sin nx dx-= — j cos (m+n) x dx 4- | cos (m—n) x dx
0 z 0 í 0

_ rsin(m+n)xna" p sin (m—n)x
l 2(m+n) V L m—n V

2/r

tehát: J sin mx sin nx dx = 0.
0

Éppen így kapjuk, hogy
27T 2/r

f sin mx cos nx dx = 0, f cos mx cos nx dx = 0.
ó o

2lt
Ha m—h, akkor pedig az első integrál: J"sin2mxdx.

o

De sin* mx = A (1 — cos 2mx),

2n
tehát: K f sin2 mx dx = I (1— cos 2mx) dx — n.

Ó 0
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Ebből azonnal következik. hogy egyúttal
zn

J'cos2 mx dx — n. 
0

Ha a felső határ nem 'In, hanetn n, akkor:
2» n 2.T
I sin2 mx dx — I sin2 mx dx 4- i sin2 mx dx

<> ó rt
,rr.

tehető és ha a második integrálban X—n—y tesszük, akkor Isin2 íny dg lesz 
o

belőle, vagy [az y betű helyett x-et tével
*M 7f
I sin3 mx dx — 2 I sin2 mx dx,

0 0

miből ismét:

Éppen így kapjuk, hogy:

í sin2 mx dx—-fr-
0

TI
C „ , TtI cos2 mx dx — •

Végül, ha sin mx cos mx helyett -Q- sin 2mx-et tesszük, akkor azt talál­
juk, hogy

f sin mx. cos mxdx — -% f sin 2mx dx = — [cos 2mx]^ = 0, 
o o

tehát ezeket a fontos eredményeket kaptuk, hogy ha m=j=n,
271

(sin mx sin nx dx = J sin mx cos nx dx — f cos mx cos nxdx = 0. 
ooo

Ha pedig m—n, akkor

f sin2 mx dx — J*cos2 mx dx = -y 
(> o

és sin mx cos mx dx = 0.

zrr zn

J sin2 mx dx — J cos2 mx dx = n, 
o ó

27t

J sin mx cos mx dx = 0. 
o

4. Számítsuk ki ezt az integrált: f _ B*n x ^.x~ dx. 
e J 14-cos2x

Ha cosx = í7 tesszük, akkor dx =----- -• Az új határok a kővetkezők
lesznek: Ha x=0, cos0=l, tehát az alsó határ: 1. Ha x=ít, cosx=—1, tehát 
a felső határ: —1. Még azt is meg kell vizsgálni, hogy e helyettesítés meg 
van-e engedve. Ha x a O-tól zr-ig halad, akkor a cos x -j-l-től monoton csök­
ken -1-ig; tehát a helyettesítés monoton változó függvénnyel történik, 

-fmert monoton függvény inverz függvénye is monoton). így tehát:

sin x dx __ / dy _ V dy 
l+cos2x ~ J l+í/2--v 14-y2 = arctg 1 — arctg (—1) = -j- •
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n

5. Határozzuk meg az J mety az előbbitől csnk a felső

határban különbözik. Evégből az előzőt felbontjuk két részre:
*

? sinxdx _r sin xdx r sin xdx
J l-|-cos2x l+cos2x J 14-cosax

és ha a második integrálban x—n—y tesszük, akkor dx——dy. az új határok 

és 0 és minthogy: sinx— sin (n— yj—siny; és cos2x=-co8a y, tehát a máso-
dik tag: „

sin xdx- __ r sin y dy _ r sin y dy
n 14-cos3x " ~ J 14-cos2y ~J 14-cosay 
"a »

és így a két tag egyenlő lévén, következik, hogy:

sin x dx 
14-cosax

Ugyanezt közvetlenül is megkaphattuk volna az élőbb használt y=cosx 
helyettesítéssel.

6. Ezen integrálok segítségével ezt a kissé komplikáltabbat is kiszámít­
hatjuk :

r xsin xdx
J l-f-cos2x

Ez már olyan integrál, melyet határozatlan integrálok segítségével köz­
vetlenül nem számíthatunk ki, mert csak olyan trigonometriai integrá­
lokkal foglalkoztunk, melyek az x-nek és a sinx, cosx-nek egész függvé­
nyei. Tegyük itt x helyébe x— y-t, akkor dx=— dy és a határok x és 0 lesz­
nek ; tehát:

/* xsinxdx __ r (x—y) sin y . _
J 14-cosax J 14-cos2y —

_ f (*-«/) sin y _ ? nsiny _ * y sin ydy
J l+cos2y J l-j-cos2p J j 14-sin2y

A jobboldali második tag megegyezik a keresett integrállal, az y betű 
ugyanis teljesen mellékes, helyette, ha tetszik, x betűt is írhatunk. Esze­
rint tehát:

f xsinxdx _ f sin xdx
j l+cosax J 14-eosax

és minthogy a jobboldali integrál az előbbi számításunk szerint -* , tehát:

? x sin x dx _ ar
J 14- cos2 x ~ 4

36. Az általános középértéktételek. 1. Az első középértéktétel. Ha 
az integrándus primitív függvényét nem tudjuk meghatározni, akkor 
a határozott integrál számértékének a megállapítása sokszor nagy
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nehézséggel jár; azért már gyakorlati szempontból is célszerű lesz, 
ha megismerkedünk olyan relációkkal, melyek sokszor a határozott 
integrálok átalakítására, a számítások redukálására szolgálnak. Már 
láttuk, hogy ha f(x) az ab szakaszban integrálható és M és m érté­
kek között foglaltatik, (pl.: M az f{x) felső határa és m az alsó 
határa az ab szakaszban), akkor

b
J f (x) dx—pi (b—a), 
a

ahol tu az M és in közé eső érték. Ez a formula már némelykor 
alkalmas az )f(x)dx számértékének a hozzávetőleges meghatáro- 

a
zására. Geometriai értelme tudvalevőleg az, hogy az y=f(x) görbe, 
az X tengely és az a és b abszcisszájú pontokban vont ordináták 
közé eső terület oly derékszögű négyszög területével egyenlő, mely­
nek alapja az ab szakasz és magassága olyan ordináta, mely az ni 
és M közé esik.

Ezt az igen plauzibilis középértéktételt akarjuk most általá­
nosítani.

Legyen ugyanis az integrándus két integrálható függvénynek, 
az f(x) és y(x)-nek szorzata, melyek közül a <f>(x) az egész ab 
intervallumban sehol sem negativ és /'(x) felső határa az ab-ben 
legyen Af. alsó határa pedig m. Akkor azt állítjuk, hogy

f b
J f(x) (f> (x) dx — p.^(f (x) dx, 
a a

ahol /z az m és M közé esik. (Ha <p(x)~ 1, akkor az előbbi speciális 
esettel van dolgunk.) Ennek a fontos középértéktételnek a bizonyí­
tása, éppen úgy, mint a speciális eseté, közvetlenül az integrál 

b
értelmezéséből folyik. Ugyanis tudjuk, hogy az j f(x) <p (x) dx értei- 

a
mezése a következő:

b
J f(.x) (x)dx =lim ^7(£) <&) dá 
a

ha dt, d2,... alatt az ab szakasz egyes részeit értjük, melyekre az 
a... b szakasz felbontatott és az i-ik rész valamelyik helyét 
jelenti. A limes pedig úgy értendő, hogy az egyes osztásrészek 
elenyésző csekélyekké lesznek. De ha egy tetszés szerinti beosz­
tásnak megfelelő összeget veszünk szemügyre, pl.: a Xf^at^di 
összeget, akkor ezt nyilván nagyobbítjuk, ha /(£) helyett minden 
tagban M-et írunk, mert hiszen, ha ilyen alakú összegben:

------
ahol minden b tényező pozitiv (vagy 0), az a tényezők helyett 
nagyobbakat teszünk, akkor ezzel az összeg nagyobbodik. És éppen
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így, ha minden ] (£) helyett m-et írunk, akkor az összeg kisebhe- 
dik. Eszerint tehát:

m 2'íf (I/) t/,< 2’/’(|,) <f> {^dL< Mty (&) d,.

Ez az egyenlőtlenség minden beosztásra érvényes.
Ebből egyúttal az is következik, hogy (áttérve a limJ—0 ha­

tárra, ahol J a részek maximuma)

Az

b b b
m[p(x)dx<J /'(x)tp (x) dx < M f p(x ) dx. 

a a a
b b b

m I p (x) dx<j /'(®) rp (x) dx <M j <p (x) dx 
a a a

még így is írható:

ahol Ha /(x) az ab szakaszban folytonos, akkor van
olyan £ hely e szakaszban, ahol a /z értéket föl is veszi, vagyis 
ezen esetben:

b b

a a
Eddig föltettük, hogy <p (x) az ab szakaszban mindenütt pozitiv 

(vaSy 0)- A középértéktétel akkor is érvényes, ha <p(x) mindenütt 
negativ (vagy 0); ugyanis akkor a középértéktételt — <p(x)-re 
alkalmazva:

b 6
— J /(x)<p(x)dx — — új(p(x)dx

és ebből megint:

Ix — //
a

Az 1. középértéktétel tehát így hangzik : Ha <p(x) az ab szakasz­
ban jelét nem változtatja és f(x) a M és m értékek között marad 
és úgy a <p(x\ mint 'az f(x) integrálható, akkor :

b
f f(x)p(x)dx = ft

b

a
ahol ft valamely meghatározott számérték az m és M között. Ha 
f(x) az ab szakaszban folytonos, akkor:

b

f(x)gp(x)dx 
a

b

ahol valamely meghatározott közbenső érték az a és b között. '



A HATÁROZOTT INTEGRÁL. 365

2. A második középértéktétel. Mielőtt az integrálokra vonatkozó 
ezen fontos tétellel megismerkednénk, a következő elemi megjegy­
zést bocsátjuk előre, melyet még később is igen sokszor haszná­
lunk. Legyen az

^O> ^11 • • •

a pozitív számoknak egy monoton csökkenő sorozata és

uoi un u2' • • • 
tetszés szerinti számok, de az

------ f-Uf

részletösszegek mindig, akármekkora legyen is az i, az A és B>A 
közé essenek. Akkor e két sorozat elemeinek összetételéből alkotott

u = Vo -t- +Ma 4------ F
összegről azt állítjuk, hogy :

Ae0< U<Be0.

Ugyanis az U összeg igy is írható (Abel szerint):

U=Sofio-|-(-ít —So) íi + (s2~Si) F(sn sn—i)^n-

mert hiszen
II0~-S0, Ui=S1 so, u2 —s2 Sj, . . . lln—Sn Sn—r

Az U összeget tehát igy Írhatjuk :

17—So(é'o—J-f-Sj (ój — ®a)“F®2 (^2~~ ®1)4" ‘' 4~$/i—i (®n—1 ^n)“Fsn®n-
De az r. számokról azt mondtuk, hogy pozitivok és csökkenőek ; 

tehát az «0—-«2, í2—f8,... en mindannyian pozitivok. Az s0, 
sn s2)... sn mind kisebbek a B-nél és nagyobbak az A-nál. Ha tehát 
ezen összegben mindenik s helyett a nagyobb B számot írjuk, akkor 
az összeget nagyobbítjuk; ha pedig a kisebb A számot tesszük, az 
összeget kisebbítjük. így tehát:

A [«<>—«! A-----F«n-1 -Cn+en]< U<B [ff0——«24----- F«n-1 —«n4-«n],

azaz: Aé0< U<Be0.

Ezek után hozzáfogunk a második középértéktétel tárgyalásá­
hoz. Legyen a y(x) az ab intervallumban és igy tehát ab minden 
szakaszában integrálható;* továbbá az /\x) az egész ab intervallum-

* Ha a az ab szakaszban integrálható, akkor e szakasz minden 
részében is integrálható. Ez majdnem magától értetődik. Ugyanis legyen z 
az ab szakasz valamely belső pontja. A <p(x) integrálhatóságának, mint tud­
juk, szükséges feltétele, hogy a tetszésszerinti e-hoz tartozik oly véges 6 köz, 
hogy ha az ab szakaszt e ó-nál kisebb közökre osztjuk, akkor

ha minden és M, a <p(x) felső határa, m, pedig alsó határa a <f, közben 
és az összegezés az egész ab szakaszra vonatkozik és ezenfelül egyik osztó-
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ban mindenütt pozitív, monoton csökkenő függvény. Az az állítás, 
hogy <?(%) az ab minden szakaszában integrálható, azt jelenti, hogy 
ha z az ab szakasz tetszés szerinti helye, akkor az J<p(x)dx véges 

és meghatározott szám. Más szóval ez azt jelenti, hogy ha az 
a...z szakaszt tetszés szerinti módon 4 ó2, J3,... 4 szakaszokra 

osztjuk és az egyes szakaszokban tetszés szerint megjelöljük a 
li, helyeket, akkor

lim [99 (& 4+99(|2) J2+•. • 4-99 (^) 4] 
z 

létezik a már ismert értelemben; ez a liinesz: fy>(x)dx.

Már most osszuk fel az ab intervallumot tetszés szerinti módon 
4 4>-- ■ részekre és az egyes részekben jelöljük meg a |n 
|a,... In helyeket és alkossuk meg az

f&)<r (&) 4+/(&) q> (i») 4 + • • •+/(!„) y <&) 4=-s

összeget. Ha a beosztások elég kicsinyek, akkor ez az összeg el­
enyésző csekéllyel különbözik az

b
J f(x) ff> (x) dx 
a

határozott integráltól. Azt állítjuk, hogy ez az összeg olyan fajta, 
mint az előbb használt

u0/?04-u1«1H------éu„f„

összeg. Ugyanis az é0, 62,... sorozat szerepét viszi az ffa),
sorozat. Ez ugyanis pozitív, csökkenő számok sora.

Az u0, Hl, «2(... szerepét pedig az 9>&)4. H&>4, $P&)4, • • • 
számok viszik.

pont a z pont. Ha most a Z(Mi— összeget csak az a...z közre vonat­
kozólag vesszük, ez természetesen kisebb e-nál. Ez pedig a szükséges és 
elégséges feltétele annak, hogy a </>(x) az az közben integrálható. Akárhol 
legyen is a z az aö-ben: z

SMiói > I <p(x) dx > SrrtiSi 
(l

(az összegezés az a . .z köz szakaszaira vonatkozik) és ha & tetszés szerinti 
szám Mj és m,- között, akkor egyúttal

tehát e két egyenlőtlenségből következik, hogy ha csak minden <J,- kisebb az 
t-hoz tartozó <j véges köznél:

j Zniii — J <p(x) dx j < t. 
a
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Ezt még meg kell mutatnunk. Az n számsorról t. i. azt állítot­
tuk, hogy az 

részletösszegek sora két véges szám között van: A és fi között. 
A jelen esetben a Zc-ik részletösszeg:

sfc => &) (&) Aj—Y-q> (&) Ak.

A J, -|-A24-A,-]----- pjfc szakaszok összege z—a. Föltételünk sze­

rint <y(x) az a...z szakaszban integrálható; tehát a beosztást már 
oly messze haladottnak tekinthetjük [vagyis a max. A oly kicsiny], 

z
hogy az sk az J <p (x) dx-től elenyésző csekéllyel különbözzék.* 

(f *
Képzeljük most a z felső határt változónak; az J^>(x)dx által 

fölvett számértékek fekső határát jelöljük fi-vel, e számértékek alsó 
határát A-val. Ha már most fi' valamicskével nagyobb, mint fi, 
akkor már a beosztást olyannak képzelhetjük, hogy minden sk<B'; 

mert hiszen az sk elenyésző csekéllyel különbözik a megfelelő 2
j /(x) dx integráltól, amely kisebb fi-nél, tehát mindenesetre 
kisebbnek tekinthető fi'-nál. Épen így mondhatjuk, hogy minden 

tk>A', ahol A' bárminő kevéssel kisebb az A-nál.
így tehát, miként előbb az Ae0<L7<fie0, most a megfelelő jelö-

A'/-(X)<J<fi'/-«1).

^j-et minden beosztásban válasszuk a-nak, akkor tehát:

A'/'(a)<2’<fi'/,(a).

Ha már most a A részek végtelen kicsinyekké válnak, akkor 

2-ból: Jf(x)g>(x)dx lesz; fi' tetszés szerinti kevéssel különbözik 
a »

az F(z) — \ f(x)dx függvény felső határától, ha z az a...b interval- 
a

lumot futja be; és A' az F(z) alsó határától tér el tetszőleges 
kevéssel. így tehát:

A'f («) < Jf(x) V (x) dx < R't («)»

* Az előbbi jegyzetben kifejtettük, hogy ez minden j*-ra vonatkozik, 
akármekkora legyen is a z, vagyis j s* — j <p(x) dx I <s, ha csak max < A 
akárhol legyen is z az ab közben.
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bármilyen közel van is A' az A-hoz és B' a B-hez. Ez csak úgy 
lehetséges, ha ,

A/'(a) <J f(x} <f>(x) dx < Bf (a), 
(I 

b
vagyis : J f (x)<p (x) dx = C/ (a),

a

ahol C egy bizonyos A és B közé eső számérték. De az

F(z) = J ^(x)dx 
a

integrál a saját felső halárának, a r-nek folytonos függvénye 
(mert T’(x) az ab intervallumban véges; 1. 290. lap), tehát létezik 
egy közbenső 4 hely, melyre nézve

C = F(^)= J*9?(x)dx. 
a

Ha C helyett ezt az értéket tesszük, akkor tehát:

J /'(*) <r (x) /’(«) / t (*)dx-
a a

Ha tehát /(x) az ab intervallumban mindenütt pozitív, monoton 
csökkenő és <p(x) korlátos és az ab intervallumban integrálható, 
akkor

b i
J/’(x) (f> (x) dx=/’(a) j’^(x) dx, 
a a

ahol t, valamely meghatározott közbenső hely az a és b között.
Most a tételt az /’(x)-re vonatkozó feltételektől részben meg 

akarjuk szabadítani, hogy általánosabbá váljék. Ha /’(x) az egész 
ab intervallumban konstans: c, akkor nyilván

b b
f c<p(x) dx — c j (x) dx, 

a a

is e tétel speciális esetének tekinthető: olyannak, amelynél ^—b.
Az /"(x)-től azt követeltük, hogy pozitiv legyen az egész ab 

szakaszban. Ha nem mindenütt pozitiv, de monoton csökkenő marad, 
akkor legkisebb értéke: f(b)- tehát ha - f(b) (pozitiv) számot az 
/(x)-hez hozzáadjuk: az így nyert f (x)—/ (&) az egész ab interval­
lumban mindenütt, pozitív.*

Az /(x)—/\h)-re alkalmazható tehát a tételünk és így:

* b helyen, vagy ennek egy egész környezetében 0; de az nem okoz bajt.
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- f (*)] <p W dx = [/(a) - - /‘(ft)l (x) dx = 
a a

= /'(a)j9’(®)díC - f(J>) jp(x)dx. 
a a

Ha a baloldali integrált két részre választjuk és a második részt 
a jobboldalra hozzuk:

ff(x) (p (x) dx = /’(a) jg> (x) dx .+ f(b) í J<p (x) dx — ^<p (x) dx I 
a a La a

és ha végre a jobboldali szélső tagban a két integrál különbségét 
megalkotjuk, a következő végfprmulára jutunk:

J f(.x) <f> (®) dx^f(a)j<p (x) dx + /(b) (x) dx.

Ez a második középértéktétel azon esetben, midőn f(x) az ab 
intervallumban monoton csökkenő, de negativ értékeket is föl­
vehet. Ez a formula természetesen érvényes akkor is, ha f(b) nem 
negativ.

Ha /’(x) nem monoton csökkenő, hanem monoton növekedő az 
ab szakaszban, akkor —/’(x) monoton csökkenő; tehát ha —/"(x)-re 
alkalmazzuk e tételt, a negativ jel elhagyásával:

? i b
j f(x)<p(x)dx — f(a} j<p(x)dx + /\b)jp(x)dx

-re jutunk, vagyis a tétel ebben az esetben is érvényes.

Bekt: A differentiálnámitás. I.
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INTEGRÁLOK KÖZELÍTŐ MEGHATÁROZÁSA.

1. A mechanikus quadrature. A középértéktételeket némelykor 
fölhasználhatjuk az integrál közelítő meghatározására. így pl., ha 

az integrándus /(x)^(x) alakú és ^>(x) az ab intervallumban az 

előjelét nem változtatja, akkor az első középértéktétel szerint az 
j’/'(x)9’(a’)d.r értéke Jaj^(x)dx, ahol fi az /’(.c) maximuma és mini- 
a e <»
inuma közötti érték. Ha az f(x) változása az ah intervallumban 

csekély, akkor fi gyanánt f(a\ vagy /(h) is választható és így az 

integrál számértéke közelítőleg

/*(a)J<p(x)dx, vagy /(h) Jy(x)dx,
u a

vagy ft helyett az /(a) és /(h) középértékét, —° -t véve:
/ J(x)t/x s í. t. Ha nagyobb pontosságot óhajtunk,

akkor az integrál közelítő meghatározása céljából más eljáráshoz 

folyamodunk. Mindezeket a határozott integrál közelítő meghatáro­
zására szolgáló ismertetendő eljárásokat: mechanikus qtiadralurák- 

nak nevezzük. E módszerek ismertetésével kapcsolatban egyúttal 

meg kell határoznunk hozzávetőlegesen azt a hibát is, amelyet el­
követünk, ha az integrált az illető módszerrel számítjuk ki.

A mechanikus quadratura módszereinek jellemző vonása abban 
van, hogy az (f(x)dx integrál kiszámítása céljából az /(x) helyett 

u
rendszerint olyan F(x) racionális egész függvényt használunk, mely 

az f(x)-e\ az ab intervallum egyes helyein megegyezik. Az első 

eljárás, melyet ismertetni óhajtunk, abban áll, hogy /(x) helyett 

olyan F(x) n-edfokú racionális egész függvényt használunk, mely
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az / (x)-el a megadott n-f-1:

an öa, a8» • • • an+i
helyeken megegyezik. Geometriai szempontból tekintve a dolgot, az 
y=f(x) görbe és az a és b abszcisszája pontokon átmenő ordináták 
és az X tengely közé foglalt ABAxBt terület helyett olyan területet 
határozunk meg, melyet ezen egyenesek és az n-edrendű y=F(.r) 
parabola határolnak.

Az f(x) meghatározására a Lagrange-formula szolgál: Tegyük

<a(x)=(x—ax){x—a^... ix-a^f),
akkor:

F(k\ = i i ,___V 7 (x-aj «'(«,) (ac-®«+i)<»'(«n+i)

A hiba, amelyet elkövetünk, ha fix) helyett F(x)-et vesszük 
az x helyen:

nn+i~

ahol | az a,, aa,... an+1, x közötti hely. így tehát:

f(x)

és ebből:

7K)_
x—a(

.. /Vw.) -“W +
M ian+i) x an+i (n-|- l)-

fSaú f a,':g> dx 
<o'(af) j x—a,

/W_ f ^1-dx 
w'(aa) J x—n2

+ - + 4^4 f7- -ivrP (an+i) J x an+i (n 0 • y
Mielőtt e feladat speciális eseteinek részletesebb tárgyalására 

térnénk át, megemlítjük, hogy az F(x) közelítő függvény megszer­
kesztése más adatokból is elvégezhető. így például — és a követke­
zőkben főként ilyen esettel lesz dolgunk — az F(x)-től azt követel­
hetjük, hogy az a*, a„... an+1 pontokban egyezzék meg az /(xj-el, 
azaz:

F^fM F(an+f)=f(an+1)

legyen; de ezenkívül még az n-f-1 hely közül i számú helyen az 
F'(.r) is megegyezzék az /‘'(xj-el, azaz:

F’ia^f'iaJ, F\a2)=f\a^... F’(aí)=f'{af)

legyen, vagyis az g=F(x) parabola átmenjen az a„ /"(a,); a2, ■ •
an+v f(an+t) koordinátákkal biró pontokon és ezenkívül az első 
i pontban vont érintői megegyezzenek az ugyanezen pontokban az 
y=f(x)-hez vont érintőkkel.

Az F(x) racionális egész függvénynek tehát feltételt
24*
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kell kielégítenie. Ezt az F(x)-et már megszerkesztettük (!. 186. lap). Ha

61 (x) = (x-a,) (x-aj... (®-an+1)

és <n,(x) = (x—a,) (®—a2)... (x—a,)

®(«i) x-a^ ö(aa) x-a2 »(an+1) *~an+i 

vagyis ip(x) azon n-|-l-edfokú racionális egész függvény, mely a 
megadott n-f-l helyen /’(x)-el megegyezik, akkor

4 ' F(x) = y/ (x) 4- <y (x) p (x),

.hol: ? (x) = W +
s x o (a,) 01,(0,) x—a, 

, ,_____. .
w'(a.2) a7,(a2) x—a2 a'(ai')ai1(ai') x—a.

Hogy ez az F(x) n-f-í-edfokú racionális egész függvény valóban 
teljesíti azokat a kívánságokat, melyeket hozzá fűzünk, arról utó­
lagosan könnyen meggyőződhetünk. Ha ugyanis x helyébe ar-et 
teszünk, akkor F(ar)=y/(ar); de y/(ar)=/’(ar), tehát F(ar)=/’(ar). 
r lehel 1, 2,... n-|-l.

Legyen mpst r í-J-l-nél kisebb.

Innen:

De 

tehát

F'(x)=y/'(x)-|-o> (x) p'(x)-|-©'(x) p (x).

F'(ar)=y/'(ar)+®'(ar) p (ar).

f\ar')~^\ar) 
®'(ar)®i(ar)

«í(“r),

F'(ar)=y/'(ar)-|-/’'(ar)—y/'(ar)=/’’(ar),

és így az F(x) diff. hányadosai az a„ aa,... a, helyeken valóban meg­
egyeznek az f’(x) differenciálhányadosaival ugyanezeken a helyeken.

A y/(x) ilyen alakban is írható:

/■(a^p/x) + /‘(a2)^2(x) + •" + f(an+i)

ahol: (x\ = . a<x)____
’ C3\a^{x—a>)

A Q (x) Pedig így rendezhető:

/•'(a^p/ír) + /■'(aa)p2(x) + ••• + /''(af)p,(x) +
+ /,(Oi)Zi(®) + í (a2)Za(®) + - + /’(an+i)Zn+t(a:).*

ahol a pt(x),... p,(x), x,(x),... Z„+1(x)

* T. i. p(x) homogén lineáris függvénye _f (aj,.. /(ai) és • • • V'M~ 
nek; ez utóbbiak pedig . f(an+1)-nek.
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racionális egész függvények. Következésként az F(x) igy is ren­
dezhető :

F(x)=f(at) f/®) + "• + /’(ö/i+i) Fn+i(®)+/ '(ai) <Pi(®) H------F

ahol Ft(x),... Fn+1(x), <?t(x),... ^(x)

n-|-i-edfokú racionális egész függvények. Ezen írásmóddal csakis 
azt akartuk kiemelni, hogy az .. f(an+1), • • • f'(<«í)-ra
nézve az F(x) lineárisan van előállítva.

Ha f(x) helyett F(x)-et mondunk, az elkövetett hiba, miként 
már a 191. lapon meghatároztuk, ilyen alakban írható :

R=(x- aj(x- a2)»... (x-a^x-Oi+i)(x-ai+2)... (x-, 

ahol | az cq, aa,... an+1, x közötti helyet jelent. így tehát:

/(x)=F(x)+(x-a1)«... (x-a,)’ (x-aí+1)... (x-an+1) ,

tehát: Jf(x) dx = j" F(x) dx -f-

+ (n-f-H-l) f //■<n+í+1,(?)(x-a1)’... (x-az)a(x-aí+1)... (x-an+1)dx. 

a
A következőkben mindig fel fogjuk tenni, hogy az /’(x)-nek 

szereplő differenciálhányadosai léteznek és folytonosak.

2. A mechanikus quadrature egyszerűbb esetet 1. A derékszögű 
négyszögek módszere. A legegyszerűbb esettel akkor van dolgunk, ha 
F(x) közelítő függvény gyanánt olyant választunk, mely az /’(x)-el 
egyetlen egy pontban egyezik meg, vagyis F(x) helyett f(x) vala­

melyik értékét választjuk. Különösen három ilyen speciális esetet
említünk meg. Ha F(x) gyanánt f(x) kezdőértékét: /•(a)-t vagy /(x) 

végértékét vagy pedig azaz f(x) azon értékét
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választjuk, amelyet az ab intervallum középpontjában vesz fel. 
Geometriai jelentése ennek az, hogy az első esetben az AlABB1 
terület helyett az AlMl^ derékszögű négyszöget és a harmadik 
esetben az A'B'B^ derékszögű négyszöget választjuk.

Az első esetben tehát:
F(x) = f(a) 

és a középértéktétel szerint

f(x) = /(a) + /^(x-a) 

b b b
lévén, J f (x)dx = f/ (a) dx -j- j dx.

a a a

Az ff(x)dx helyett tehát f(a)(b— a)-t mondunk. A hiba, amit 

ezzel elkövetünk: | f'(£)(x—d)dx. Erre az integrálra az első közép- 
a

értéktételt alkalmazhatjuk. [Minthogy feltettük, hogy /(x) az ab 

intervallumban mindenütt differenciálható, — hiszen különben nem 
alkalmazhattuk volna a középértéktételt, — tehát f'(£) = —/X?)

ab belsejében az x folytonos függvénye.]
Legyen az f'(g) maximuma M. minimuma m, akkor:

Jfté)(«-a) dx = fij(x—a) dx = ,u -P—L. , 
<1 a

ahol /bi az m és M közé eső valamely meghatározott érték. Az ab 
intervallumban van olyan r/ hely, amelyen így tehát, ha
//(x) dx helyett f(a)(b— a)-t mondjuk, az elkövetett hiba: ;
a t
ahol y az ab intervallum valamely közbenső helye; tehát

<1 *

A gyakorlati számításnál ezt a hibát jelentékenyen kisebbíthet­
jük, ha az ab intervallumot szakaszokra bontjuk fel. Bontsuk fel 
pl. k egyenlő szakaszra és mindenik szakaszra alkalmazzuk ezt a 
közelítő számítást. Az egyes szakaszokra vonatkozó integrálok he­
lyett ezeket a közelítő értékeket kapjuk:

(b—a) f(a) (b~a)f[a + —F~ J

k ’ k

(h z»\rF i 2(b—a)] [ (k-l)(b-a)l(«- a) ----- -------- j (b—a) / |a + -i-------
____________ ,... - -
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b
Ha az j f(x)dx helyett, ezek összegét: 

a
b—a f/v X rí , b~al , rl , 2(Ő—ű)J ,-j- |A«> + /•[« + —J ■+ f |« + -4—J +

+ ... + f[a+JtJfcO]}, 

vesszük, akkor az elkövetett hiba az egyes hi^ák összege, azaz: 

ahol az ik czakasz valamelyik meghatározott közbenső helye. 
Minthogy pedig

frm< /■'(>?1)+/'(71)+ ■ • •+/”(’?*)< A'-V

tehát /■'(’?a)+ • • •+

ahol ft az M és tn közötti helyet jelöl. Tudjuk, hogy mindig van 
egy közbenső tf hely, melyen tehát

f(’?i)+f(’?z)+ • • * kf'ty

és igy a hiba: fc?) /"(?),
AK

vagyis:
J*A«) *, = *=2. ^, /(«+, -tJLjl + rw

Ha az ab intervallumban az f\x) nem változik erősen, akkor 

tehát azt mondhatjuk, hogy az ab intervallum ezen felosztásával a 

hibát hozzávetőlegesen az előbbinek a fc-ad részére redukáltuk.

Nem szükséges külön tárgyalnunk a harmadik esetet, midőn 
b

F(x)=f(b). Ez esetben az (f(x)dx helyett f(b)(b—a)-l mondunk 
és az elkövetett hiba megint -f--$ —^V_.

De külön megemlítjük a második esetet, midőn az F(x) köze­
lítő függvény gyanánt / Vet vesszük;mert ez az esel rendszerint

az előbbieknél nagyobb pontosságú eredményt szolgáltat. Ekkor 
ff(x)dx helyett f(^-^—\(b—d)-t mondunk. A hiba meghatározása 

végett megint a differenciálszámílási középértéktétellel

í(®)=+ [x
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téve, azt találjuk, hogy a hiba:

/[=»
De erre az integrálra az integrálokra vonatkozó középérték­

tétel nem alkalmazható, mert az x—~—a?, ab intervalinmban az 

előjelét változtatja. Ezért az F(x) közelítő függvényt mindjárt úgy 

választjuk, hogy nemcsak

hanem egyúttal

T,la+b\ ría+b\

p'(a^b\ fín+b\F “/ It)
legyen; vagyis a véges faylor-sort alkalmazva:

közelitő függvényt válasszuk.
Észrevesszük, hogy az | F(x}dx most is ugyanakkora, mint 

á
előbb, mert a második tag integrálja: 0.

Ugyanis az 
n«4 b \ 1 / a4-b \2■r--2-)dX=2lX--2H ;

és ha előbb b-t. azután a-t helyettesítünk, mindkét esetben -°—a— -at 
o

kapunk és így az

J (»--S±t) - 0;

tehát most is az integrál közelítő értéke:

y F(x) dx = (b-a).

De a hibának most más alakja van. Ugyanis most e hiba:

a

a+b\»
—i— I dx2 /

és erre az integrálra már alkalmazható a középértéktétel, mert az
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(x------ -—j nem változtatja meg az ab intervallumban az előjelét.

[Minthogy

. r®
2 i+±j*

lehál az a . . - y ■.. l> minden belső helyén az .c-nek
* , / a+b \

folytonos függvénye; és minthogy /"^—-—j létezik, a jobboldal 
az a^~- helyen is folytonos, tehát f"(&) az egész ab intervallum- 

ban x folytonos függvényének tekinthető.) így tehát az előbbi 

okoskodást használva.

h=n>± ?L_ 
2 J \ a I a

ahol az ab valamely meghatározott közbenső helye. Eszerint 
tehát, ha jf(x)dx helyett /^í-)(b—a)-t mondunk, akkor a hiba, 

amelyet ezzel elkövetünk:
/•"(»?) (6-«)»

24

Fontos itt az a körülmény, hogy míg előbb a hiba kifejezésé­
ben a (b—a) intervallumszélesség négyzete szerepelt, most a harma­
dik hatványa fordul elő e kifejezésben. így tehát:

* /a+b\
J f(x)dx = f(—— j(b-a) + 
a \ * / 24

Sokkal nagyobb pontosságot érhetünk el megint, ha az ab 

szakászt részekre osztjuk. Ha k egyenlő részre osztjuk és mindenik 
részre külön alkalmazzuk ezt az eljárást, akkor Jf(x)dx helyett 

a
ezt az összeget tesszük:

ft—a 
~~k~~

b—a 
2k

3 (b—a) \
2k I

(az a... a 4- ~—a- szakasz
, ... k. Wb-a}
kasz közepe: a-|------ s

közepe a + —> a következő sza­
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A hiba, amit elkövetünk,

irw+r(>í.)+--+/'''Oíi[)).

ha tfk az egyes szakaszok bizonyos meghatározott közbenső
helyei. Könnyen belátjuk, hogy ismét:

+rw-ki "w

tehető, ahol >/ az ab intervallum valamely közbenső helye; tehát a 
(b-d)*

hiba : -■■■ • - hozzávetőlegesen A*2-szerte kisebb, mint az előbb
kiszámított hiba.

A mechanikus quadrature ezen három legegyszerűbb esetét a 
derékszögű négyszögek módszerének hívjuk.

i. A trapéz-módszer. Áttérünk most azon egyszerű eset tár­
gyalására, midőn F(x) közelítő függvény gyanánt olyan elsőfokú 
függvényt választunk, mely az a és b helyeken megegyezik az 
/(x)-el, vagyis, midőn az ABB^ terület helyett az ABB^ trapéz 
területét vesszük. Ez a trapézek módszere.

Ha a Lagrange-formulában c?(x)=(x—a)(x—b) tesszük, akkor 
az F(x) közelítő függvény:

F(x) = f(a) 4- -ZM = f(a\ + X~a íf(b\—f(á\l 
G>'(a) x—a x—b ' ' b—a ” ' / ( )J

és a maradéktaggal együtt:

f(x) = /■(«) + [f<*> - A«)l + (x-d)(x-b\

lehál: J f(x)dx=((d) (b—a) + J(x—a) dx +
o a

b
+ -2ff"(^)(x-a)(x-b)dx, 

a
b

és így | f (x) dx közelítően :

ÍM>(h_oX

vagyis az ABAtBt trapéz területe. A hiba pedig, amit ezzel el­
követünk :

á b
, = 2 J? (x~°) (x~h> dx'

Minthogy az ab intervallumban az (x—a)(x—b) szorzat nem
•Változtatja a jelét, tehát erre az integrálra alkalmazható a közép-
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értéktétel és így:
, Z4 f/ AZ —a)9

h = -y I (®—a)(x—&)dx = — —-----
a

és ha olyan hely az ab intervallumban, amelyre nézve 
akkor tehát a hiba ilyen alakban irható:

h _
12

vagyis : j f(x) dx = (&_ a) _ _L_ (b-af*.

a
Ha az ab intervallumot megint k egyenlő részre osztjuk és 

mindenik részre külön alkalmazzuk a trapézek módszerét, akkor 
rendszerint ismét nagyobb pontosságot érünk el. Jelöljük az egyes 
osztópontokat rövidség kedvéért igy:

, b~a , 2(5—a)a = Oo, = a + -- , a2 = a + ■■ k - ak = b, 

akkor tehát a trapézek módszere a következő területet szolgáltatja:

“ÖT" [/ (a)+2/ (%)•+ 2/(aa)4-----^2f(nk-i)+f(ak)\,

vagy az ordinátákat röviden ijw yv y2,... y^-val jelölve:

[»/o+2í/x+2y2+2y3 + • • • + 2yk +j/jJ.

A hiba pedig, miként az előbbiekhez hasonlóan kimutatható, 
ilyen alakban írható:

/”(7) (/,-«)•’
12F

tehát hozzávetőleg Á2-szerte kisebb, mint előbb volt.
Arra jutottunk tehát, hogy :

? ó—a , /'"('?) (í>~fJ)s
/•(x) dx = —- [</u4-2y14-2ya4------l^-x+Jh,.]-------——2----- ,

ahol y0, yr y2,... az ab intervallum k egyenlő részre való osztásá­

nál fellépő osztópontokban húzott ordináták.
3. A Simpson-formula. Most tovább haladva ax f(x) helyett 

olyan másodfokú F(x) függvényt választunk, mely a? a, u , b 

helyeken megegyezik az f (x)-el; tehát:
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/■(a) = F(a), f(-a-±^) = , f(b) = F(h).

Kz F(x) közelítő függvény meghatározása céljából bevezetjük az

o (r) — (x—a) I x--------—I (x—b)
\ ül

harmadfokú függvényt, mellyel a Lagrange-szabály szerint meg­
alkotjuk az F(x)-et.

a'(x) = Ix — (x-b) 4- (x—b) (x—a) 4- (x—a) ix —
Ál \ Á

és ebből:

®'(a) =
(a—b)2

~~2 ’
I a+b\

így a Lagrange-formula szerint:

F(I) = w (* “ <*~6) -
- (x-a) (®—ft) + /Xb> (x~a) (x -

és az f(x) ezen közelítő függvénytől az

f"(l) , J a+b\. 
y'-(x-á)\x-- 2~)

maradéktagban különbözik; azaz:

/•(x) = F(x) 4- -£-&-(x-a)(x - (x—b).

Ebből a keresett integrál: 

A második tagra megint nem alkalmazhatjuk a középérték-

tételt, mert az ax------ az ab intervallumban az
előjelét változtatja. Ezért megint olyanféleképpen járunk el, mint
az imént tettük. Közelítő függvény gyanánt azt a harmadfokú <P(x) 

racionális egész függvényt választjuk, mely az /(xj-el az a, — , b

helyeken megegyezik és azonkívül még a középső —- helyen a 

<P(x) differenciálhányadosa is egyezzék meg az f'(x)-él; tehát: 

f(a)=$(a), /•(±±±) = <p(^±L), f(b)^<f(b),
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Erről a ^(x)-ről tudjuk a 186. lapon foglalt általános eljárás­
ból, hogy ilyen alakú :

<D(x) --- F(x) 4- K(x—a) (x---- ) (x—b),
\ ji I

ahol F(x) az előbb meghatározott másodfokú függvény és K állandó 
úgy van meghatározva, hogy

legyen. A K értékét ki sem számítjuk, mert nem lesz rá szüksé­
günk. Azt is tudjuk, hogy az /'(x) a <P(x) közelítő függvénytől egy 
ilyen kifejezésben különbözik:

(x-a)(x - (x-d);

mert az általános esetben a hiba (1. 191. lapon)

(x~ai)2 • • • (x-«í)2 (x~a/+i)■ • • (x~an+i);

a jelen esetben, midőn: at— t a2=a, aa—b; i=l, ez a kifejezés 
erre redukálódik. Így tehát:

f (x) *= F(x) + K (x—a) (x — (x—b) -|-
\ Z /

+ ^-- (x-a)(x--^-j (x—b) 

és az integrál:

J'f(x)dx = J* F(x) dx-j-Kj'i(x—a) (x —a-%—j (x—t>) dx + 
a a a

+ / ^2^ (x-a)(x - ~^-)8 (x—b) dx. A)

\ A /a

Számítsuk ki sorban ezeket az integrálokat:

/F<®) = yrz[Aa)/(x - -^y-) (x-fe)dx -
a a

b b
— 2fl a-~-jJ(x-a)(x-b)dx + f(b)J (x —(x-a)dx] • 

a a
Ebben az első tagbeli integrál:

A a+b\. ... 1 (7 a+&\4/
J \x - —) (x-vdx=~2 tr —2~) 
a
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(b—a)8
Az utolsó tagban szereplő integrál szintén : -----

A középső tagbeli integrál

J(x-a)(x-b)dx -[(x-a)’(»-&)]* - ~ J(x-a)*dx = -

a 1 a

tehát: J F(x)dx = ~~- ^/(a) + 4/ (—-—j 4- f (&)j.

(( ft -
Az A) alatti második integrálról, az j*(x—a) ^x ——j (x— b) dx- 

ről azt állítjuk, hogy: zérus. Ugyanis, ha az ab intervallumot meg­

felezzük :
a+b

(x-a) (x — -j (x- b)dx = f(x—a) (x — ) (x—b} dx -f-

a I 11
+y(x - a)^x — j (x—b) dx.

a+b
' 2

Tegyünk a második integrálban x helyébe a+b— y-t; ahonnan 
y=a4 b—x. Ha x-■--±~, akkor 

&
a+b a+b 

=-2—

Ha x—b. akkor y—a; tehát az új integrál határai lesznek: —~ 

és a és minthogy dx=--dy, tehát

C(x—a) ^x —(x—b)dx — -J (h~~ü) ------!/) (a—y)dy —
aíh " «+b
‘ V 2

x / a+b \ . ...(y-a)^y-------2 -j(y-b)dy,
a

vagjr y betű helyett megint x betűt írva és a határokat felcserélve,
ez az integrál:
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Ha tehát /’(r) helyett akár azt a másodfokú F(r)-et választjuk, 
mely vele az a, , b helyeken megegyezik, akár pedig azt a 
harmadfokú <P(r)-et, mely még ezenkívül az a helyen a difi.

hányados értékében is megegyezik az /‘(rj-el: az jf{x)dx határo- 
n.zott integrál közelítő meghatározására nézve ez teljesen mindegy: 

b
az integrál közelítő értéke mindig csak f F(x)dx, vagyis:

(l

A hibát az A) alatti formula utolsó tagja szolgáltatja. Erre az 
integrálra már alkalmazható a középértéktétel, mert az 

éppen azért, mert a középső tényező a második hatványon szerepel, 
az ab intervallumban a jelét nem változtatja. így tehát a maradék- 
tag ilyen alakban írható:

a

Számítsuk ki először az

í (x—a) ír —(x—b)dx

határozatlan integrált parciális integrálással. Tegyük:

ii = (x—á) (x—b) ; és dv — ír —“V-’) >
\ A I

ekkor tehát az integrál ilyen alakban írható:

y (x—a) (x-b) ír - - yj (x - (2x-a-b) dx

és a második integrált újból parciálisán integrálva:

lz w / u-yö\8 1 / a+&\*y (x—a) (x-b) (r------—) (2x-a-b)\x-------+
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és így a határozott integrál:

1 fz w .J a-f-bVl" 1 f/o «+&?]*

4. -LíL _ °+tvr _ í11—r
30 IA 2 / Ja 120

h
Arra az eredményre jutottunk, hogy ha f f(x)dx helyett 

a

±zl[Z(a) + v(-“+t)+w]
közelítő értéket tesszük, akkor az elkövetett hiba : 2880a^'

Ha f(d)=y0, = y, , / (b)^ tesszük annak a jelöléséül,
hogy a szélső és a középső ordinátákat vesszük tekintetbe, akkor 
az j f (x) dx közelítő értékét ez a képlet szolgáltatja: 

a

R-- [.%+ 4?/, +í/J. 
° 2

Ez a formula a Simpson-féle mechanikus quadrature formulája. 
A hiba: —^28^o~ —a)6, ahol g az ab intervallum valamely meg­

határozott közbenső helye. így tehát a Simpson-formulát használva:

J’/-(.r) dx = [{/o+ 4yt + yj - (b-a)8.a v 2 ZOOU

Még nagyobb pontosságot érünk el, ha az ab intervallumot k 
egyenlő részre osztjuk fel és mindenik részre alkalmazzuk a 
Simpson-formulát. Az eredmény, miként az előzők nyomán könnyen 
kiszámítható, az lesz, hogy ha az egyes osztáspontokhoz tartozó 
ordinátákat rendre: y0, yt, ys,... y^-val jelöljük és az egyes részek 
középpontjaihoz tartozó ordinátákat könnyen érthető jelöléssel 
Ut , y,!, ya|,...-vel jelöljük, akkor a Siinpson-formulának az egyes 
részekre való alkalmazása után a következő összeget kapjuk:

b—a
LVod 4y, +-2y, +4y1_i+2y2+---i

a hibát pedig ez a kifejezés adja meg:

2880k* (b-a)8

4. A Simpson-formula nehány egyszerű alkalmazása. A Simpson- 
formula alkalmazásánál elkövetett hiba okvetlenül zérus, ha /"(«)
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az x-nek harmadfokúnál nem magasabb egész függvénye, mert 
hiszen ekkor /-IV(x)—0. Ezen alapszik a formula elterjedt geome­
triai alkalmazása, főként a köbtartalomszámításnál.

A köbtartalom-számitással tüzetesebben később foglalkozunk ugyan, de 
nem akarjuk elmulasztani az alkalmat, hogy az elemi mathesis egyes fontos 
kérdéseit a Simpson-formula segítségével meg ne világítsuk. Evégből rövi­
den ráutalunk a köbtartalom-számítás kérdésére.

Ha egy geometriai testet az S síkkal párhuzamos síkkal metszünk, mely 
sík az S-től x távolságban van, akkor a metszet területe:/(x). Ha az S sík­
tól a, Xj, x2, xs,. .. x„ b távolságban vonuló párhuzamos síkokkal történik 
a metszés, akkor az egyes metszetek területei rendre :

./•(«),/(Xi),/(x2),. . ./(d).

Alkossuk meg ezt az összeget:

/(«) (x,-á)+/(.r,) (xa—x,)+/(x2) (xs-x2)4----f-/(x„ ,) (&—xn_t),

amelynek geometriai értelme az, hogy az egyes metszetekre rendre az xt—a, 
r2—x,,x;4—x2, . . . b—xn magasságú hengereket erdeijük és e hengerek tér­
fogatait összeadjuk.

Ha már most föltesszük, hogy /(aj az ab szakaszban integrálható, akkor 
a fönti összegnek véges és meghatározott határértéke van, ha az egyes 
részek végtelen kicsinyekké válnak. Az így értelmezett számról, az

b
J/(x) dx 

(1
-ról definícióképpen mondjuk, hogy az a és b magasságban vont síkok közé 
eső réteg köbtartalmának mértékszáma.

Ha az /(x) terület az .r-nek harmadfokúnál nem magasabb rác. egész 
függvénye, akkor az illető test köbtartalmát a Simpson-formulával határoz­
hatjuk meg. Ez a formula a jelen esetben így alakul: b—a jelenti a réteg 
alsó és felső határsíkja közti távolságot, tehát azt. amit a réteg magasságá­
nak nevezhetünk. Jelöljük ezt m-rnel. Az fia) jelenti a réteg alsó lapjának a 
területét; jelöljük A-val; az Jib) a felső lap területe: B és /(—^—j a közép­
metszet területe: melyet C-vel jelölünk. Eszerint tehát a Simpson-formula 
igy szól: (V a köb tartalom)

V=-J .[A4-4C+B].

Lássuk e formula néhány alkalmazását. 1. Példa. Legyen a szóban forgó test 
csonka gúla, melynek alapja A, teteje B területű és magassága ni. Ha a kiegé­
szített gúla magasságát M-mel jelöljük, akkor azonnal látjuk, hogy az alsó alap 
felett x magasságban az alappal párhuzamosan húzott síkmetszet területe : 
—' ■ — , tehát az x másodfokú függvénye és így a Simpson-formula alkal­
mazható. A C középmetszetre vonatkozólag könnyen következtethető, hogy 
yz=£5+»2fclgy:

V=-%- [A4-4C+B] = ~ [2A+2/AB4 2B] = [A4 V AB+B].

Bűke: A diffcrenciáluzámitán. I. 25
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2. Példa. Ha a mellékelt ábrában feltüntetett test köbtartalmát kell ki­
számítani, melynél az AB és a vele párhuzamosan haladó görbe másod- vagy 
harmadrendű parabolaív, akkor az x magasságban a tetőlappal párhuzamo­
san vont sík metszetének területe: yd; de 

tehát c metszet területe :
f (x) =d [<ia-3+^x2+yx+d]

és így a köbtartalom kiszámítására ismét a Simpson- 
formula alkalmazható. Ha a legegyszerűbb esetet 
vesszük, midőn a görbe az y=ax2 másodrendű para­
bola íve és a test magasságát m-mél, szélességét d-vel 
jelöljük, akkor köbtartalma:

v md r am2 , y = ___ [4 ttm2]

és minthogy am2, d a felső alap területe, tehát:

V=- —3 
éppen úgy , mint a gálánál.

3. Példa. A Simpson-formulát használjuk a priimatoid köbtartalmának 
megállapításánál is. Prizmatoid keletkezik akkor, ha az S síkon egy n-szöget 
veszünk fel, a párhuzamos T síkon pedig tetszés szerinti helyzetben egy 
m-szöget és olyan burkoló háromszögű oldallapokat készítünk, melyek az 
egyik sokszögnek egyik csúcsán és a másiknak valamelyik oldalán mennek 
át. A legegyszerűbb esetek közé tartozik az ú. n. teljes obeliszk, mely oly 
módon keletkezik, hogy az ABCD derékszögű négyszöget és ennek két olda­
lával párhuzamos EF egyenest vesszük fel az említett oldalaktól egyenlő 
távolságban és az ABFE, BCF, CDEF, DEA burkoló oldallapokat (melyek 
között a négyszögeket, ha úgy tetszik, két háromszögből állónak is képzel­
hetjük) készítjük.

Egy másik prizmatoidot is feltüntetünk. Ennek alsó alapja ötszög, felső 
alapja pedig a párhuzamos síkon fekvő négyszög és a burkoló síkok az 
ábrában feltüntetett módon szerkesztettek. A felső lap M pontjából meghúz­
tuk az MA’-et merőlegesen az alapra ; ez a prizmatoid magassága.

Ha az alapsíktól x távolságban az alappal párhuzamos metszetet készí­
tünk, akkor e metszet területét a következő meggondolással állapíthat­
juk meg:
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Vetítsük ennek a metszetnek a síkjára orthogonális projekcióval például 
a felső alapot: B-t. Akkor e metszeten a B-n kívül részint mint összeadandók.
részint mint kivonandók lépnek fel egyes háromszög és négyszög alakú terület­
részek, melyek az oldallapok felső részeinek a vetületei. De az x magasság­
ban vonuló sík minden oldalhároinszöget oly két részre metsz, melyek közül 

(in2—x2)t (m—x)3ía felső rész — •—■ ■■■.. vagy ------— területű, ha t az illető oldalháromszög
területe. Ha ezen háromszög hajlásszöge az alaphoz a, akkor a vetület terü- 
lete----^2-'~cosa WY -------- ^,2------- ’ tehát x-nek másodfokú függvénye
és így az x magasságban készített síkmetszet területe B-ből és csupa ilyen 
x-ben quadratikus tagok összegéből áll. Csak ezt kellett tudnunk. Mert ebből
már következik, hogy a Simpson-szabály alkalmazható, vagyis a prizmatoid 
köbtartalma: „

V=-J-[A+4C+B].
b

3. A Ootes-féle mechanikus qnadratura. Az ff(x)dx közelítő kiszámítására 
az f(x) helyett olyan F(x) rác. egész függvényt választunk mindig, mely 
bizonyos helyeken az /(x)-el megegyezik. Legyen F(x) olyan m-edfokú rác. 
egész függvény, mely az ab intervallum m+1 sequidistans helyén egyezik 
meg az /(.r)-el. Ezek a helyek a következők:

b—a 2 (b—a) (rn—1) (b—a) ,a, a H--------, a -1----- 1----- - ,. . ., a 4- -------—----- -, b.in m m

Jelöljük rövidség kedvéért e helyeket rendre a, a,, a2,... b-vel 
és legyen : —~ = h.

Az F(x)-et a Lagrange-formulával határozzuk meg. Legyen evégből:

<» (xj=(x—a) (x— a,) (x—a*>) . . . (x—b)

m-f-l-edfokú egész függvény. Innen :

F íx) = -L 4- ... 4- -S*)
o>'(á) x—a x—at <//(b) x—b

h b
Az |/(x)d;r helyett az jF(x)dx-et számítjuk ki. 

a a
h

J Fix) dx = 
a

C to (*)
<o'(aj J x—a- dx +- /(«») f (x) 

<«'(«,) J x—a,

f _?
«>'(b) J x

^dx. 
x—b AJ

dx •+-••• +

Vegyük tekintetbe az i-ik tagot;

e» (x) , —-— dr-et.x—
itt az Of—aFih.

Számítsuk ki részletesen az itt szereplő kifejezéseket: 
w (x) , ___ ___
------—(x—a) (x—a—h) (x—a—2h)... (x—a—i—lh) (x—a—i+th).. . (x—a—mh). x—at

2b*-
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Tegyük x—a+th ; ekkor tehát:

JüM. - th. (f-1) h. (í-2) h ... (í-i+1) h. (t-i-l) h... (t-m) h=
X—(Ii

= hmt(l—l) (í-2)... (Z-í+1) (t-i-1) ■ • ■ (t-m). a)
| m^-dx integrálba az x helyébe ezt a l variábilist visszük be; 
J X—Cti

a határok a következők lesznek : ha x=a, akkor t- 0, ba x=b, akkor t=m.
Minthogy még dx-hdl, tehát:

fr . nl
\~~dx = hm^ f t(f-1) (í-2)... (í-i+1) (í-i-1) ■ • ■ (t-m) dl.

J x-at J

Ha az J?JÍ?L..ben x helyett a(-t helyettesítjük, akkor «>'(«t) értékét kap­
juk meg; tehát ugyanezt kapjuk, ha az «) alattiban t helyébe i-t teszünk, 
mert akkor ;r helyébe a+íft. vagyis u, tétetett. Eszerint:

<o'(af) = /imf(í-l) (í-2) ... 1 .—1. —2. . . . — (m—í) - (-1)'" ‘h'ni! (m-í)!

így tehát az Á) képletben az í-ik tag:

•MÜ1L í* dx - f í(í-l).. . (t-i+1) (í-i-1) . . . fi-ml dt.
a> (ml J .v— at J'a o

Vagy h helyett --o( léve és bevezetve a. következő jelölési:

H’n} ~ Ítíl~1! • ■ • f~n • • ■<'~m> íí
(1

arra jutunk, hogy a közelítő integrál:
b h
fF(x) dx—(b—a) \Ho'"f(a) + +-~-) +

a «

+ H^f[a + + • • • + C}

A H számértékek, miként látjuk, függetlenek a szóban forgó /(x)-től 
és csakis az osztásrészek számától, az rn-től függnek. Még megjegyezzük, 
hogy e H számok a szimmetrikus helyeken megegyeznek, azaz Hi'n' = flm-t- 
Ugyanis, ha

í(í-l) (t-2). .. (í-in)=V’(í) 
tesszük, akkor

m!"" _ JrlT-L f
’ í!(m—í)l J m(l—í)

,, rr(„<) _ (~ l)f- f y«) dt
'"^i ~ i!(m—i)! J (í—m+i) m

Ha ez utóbbiban z=m—t tesszük, vagyis t=m— z, akkor

i/;(í)=í(í—1) (í—2). . . (í—m)—(m—z) (m—1—z) (m—2—z).. . (1—z) (—«) = .
= (-l)«'^z(z-l) (z-2)... (*-m)=(-l)n,-tlV’(z>
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és dt= — dz, a nevezőben álló t—m + i= — z + i= — (z—i), a határok pedig: 
in és 0 és így:

t—m+i
dt___ C (— l),n+1y(z)y dz _ ! ^(z) dz
m J z—i m ' J z—i m ’ 

tehát [(-l)m+í=(-l)m~' téve]:
r(m) _ f >/>(*)
m~{~ zl(m-i)! J z-i 0

dz 
m = Hlm\

Ha a H konstans szorzókat egyszersmindenkorra kiszámítjuk, akkor a 
C) alatti Coíes-féle formula alkalmazása abban (áll, hogy az aequidistans 
helyeken levő ordinátákat ezekkel a megfelelő faktorokkal megszorozzuk, a 
szorzatokat összeadjuk és az így keletkező összeget b—a-val szorozzuk. [Ha 
azt a szokásos kifejezést akarjuk használni, hogy az an a2, . . . <r';í súlyokkal 
ellátott A„ Aa,... A„ számok súlypontjának nevezzük az ——+«n --
számot, akkor a Cotes-féf ai r-OzH----- Fün

szabályt még úgy is kifejezhetjük, hogy a H,-
számot tekintjük az z’-ik Cotes-féle súlyszámnak és e súlyszámokkal megalkot­
juk az egyes ordináták középértékét és ezen középordinátával alkotunk a b—a b
alapra derékszögű négyszöget. Ez az f F(x)dx. [Itt hallgatagon a 

a

H^m)+ H[m)+ • • •+ H^= 1

egyenlőségre támaszkodtunk. Ezt így kaphatjuk meg. Legyen

f(x) = F(x) = C = const., 

a C) formula rögtön adja, hogy

C(b-a) = C(b-a)£ífíi ’j.

ide iktatjuk zn—10-ig.A Cotes-féle számokat

m = 1 :■■ h'1’ = 1
2

m — 2 :■ rC = == 1
6 HÍ2' =

2
3

ni = 3 : H® — = 1
'8 Hí” = HÍ” = 3

8
m -■ 4 : FJ<* H<* =

7
90 H?’ = Hl” - 16

45 Ha - -iy

m —5 — — 19
288 Hl” FI? - 25

96 HÍ” -■ Flf 25
~ 144

zn —6 =
41
840 h!6) — itf' = 9

35
_H 9 

"280

=
34
105

m = 1 — HÍ” =
751

17280 HÍ” = Hl” = 3577
17280

49
" 640

= =
2989
17280

>
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m = 8 : = H,y =
989 -M)

28.350 1
= 5248 ..w

14175 4
m = 9 : HÍ” = HÍ* = 2857 l9)

89600 1
hí” = = 1209 (o)

5600 4
m = 10 : H,?0’ = = 16067 no)

"598752 1
Hg0)— H^o) — 5675

Í2474 4

Vili. FEJEZET.

- n'81 - 2944 „(sí „(8) _ 464-- n7 14175 ~ 14175
454

2835
= HÍ* = 15741 (e) _ w _ 27 

89600 2 ~ ~ 2240
„(0) 2889~ H-i —

44800
-•= H;,O,=: 26575 rriwi _ rríio) _   16175

149688 2 ~ 8 “ "199584
= nr = 4825 dot _ 17807

11088 5 ~ 24948

Megjegyezzük, hogy m=2 esetében a Cotes-féle formula a Simpson- 
formulával megegyezik.

Példaképpen kiszámítjuk a Cotes-féle formulával ezt az integrált:

;dx
1+x o

Ezen integrál számértéke log2, Ugyanis az

J ~ lo8 (í+x), tehát J ~~~ = [log (l+x)]J = log 2.
0

Tegyük pl. m=5, akkorb
+ “/(„ + ÍJJ) 4. £/(« + IfcsL) +

+ + £/(»+-v2'-' + wW

A jelen esetben :
«=0. »=1, /«,)=!. /(») = , Z(.|) = ’ , /(’) = /(<) = A. /(1) = 4 ,

tehát log 2 közelítőleg :

19 , 25 5 25 5 , 25 5 , 25 5 19 1 „ „
288 4 96 6 + 144 7 + 144 8 + 96 ’ 9 + 288 * ~2 ~ °’693163 • ■ ■

[a 4 első jegy pontos].

4. A Gauss-féle mechanikus quadrature. A Cotes-féle mechanikus 
quadraturának az a hiányossága, hogy a hiba meghatározása nem 
könnyű. Ha ugyanis a rendes módon kifejezzük az f(x)—F(x) 
maradéktagot az

fí = (rn 4-f)J (x“a) “O • • •

formában, akkor az
t '' h
j f(x) dx — j" F(x) dx — I Rdx 
a a a

hiba kifejezése nem alakítható át az első középértéktétellel, mert
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az integrándus az ab intervallumban az előjelét változtatja. Hogy 
ez ne történhessék meg. válasszunk F(x) gyanánt olyan közelítő 
függvényt, mely az

an a2> u3,... an 

helyeken megegyezik az /'(x)-el és ezenkívül még ugyanezeken a he­
lyeken a differenciálhányadosa is megegyezik az f(x) differenciál­
hányadosaival. Láttuk már, hogy az ilyen F(x) ebben az alakban 
állítható elő (1. 373. lap):

F(x)=f< (aj Fjxj+^aj F2(x)+--+f(an) Fn(x)+ 

+/■'(« j 0,(x)+f\aa) 02(x)+ • • ■+f'(an) <pn (x), A)

ahol Fj,... Fn, ... (P„ az x racionális egész függvényei. Az 
/(x)—F(x) hiba kifejezése pedig:

2nV * [(x-a j (x-a j... (x—an)]a. 

b b
így tehát, ha j f(x)dx helyett az F(x)dx-et mondjuk, a hiba: 

a a

K®-^) (x-a2) ■ • • (x-«n)Nx 

és erre az integrálra az első középértéktétel alkalmazható, mert az 

[(x—aj(x—aj... (x—an)J* az előjelét nem változtatja. Ha az f(x) 

2n-nél alacsonyabb fokú racionális egész függvény, akkor a hiba: 0. 
b

Kt. j'f(x)dr közelítő értéke tehát az A) szerint így írható: 
a b b b b

f F(x) dx=f (ajf Fjx)dx-f-^a jj’F2(x) dx-]- • • • + /*(««) J F„(x)dx+ 
a a a «b b

+ í\ai)f A(x)dx+ •■ + /’'(«/»)/<?n(x)dx- 
a a

Az Flt... F„, d>t,... d>n függvények, tehát az ezekre vonatkozó 
integrálok is az at, a2,... an helyek megválasztásától függnek.

És most azt kérdezzük: Hogyan kellene az a„ a21... an helye­
ket választani, hogy az 

b b b
jd>^x)dx, f<0a(x)dx,... I 0n(x)dx 
a a a b

mindannyian eltűnjenek, vagyis, hogy az [F(x)dx csakis erre az 
a

első részére redukálódjék: 
b b b

f(ajf Fl(x)dx+Ra2) J F2(x)dx-I------Ff(an)f Pn(.x)dx- B>
a a a
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Ha ez lehetséges, akkor az az előnye van, hogy csak az /’(xV 
nek az értékeit kell ismernünk ezeken a nevezetes at,a2....alt 
helyeken, a differenciálhányadosok értékeire nincs is szükségünk. 
Ezzel azután olyan mechanikus quadraturánk lesz, amely 2n-né' 
alacsonyabb fokú egész függvényre nézve pontos eredményt szol 
gáltat, ámbár csak n helyen fölvett értékeket vettünk figyelembe. 
Egy 2n—1-edfokú parabola által alkotott területet pontosan meg 
tudunk határozni, ha csak ezekhez az érdekes a„... an helyekhez 
tartozó ordinátákat ismerjük.

Volt is már erre az előzőkben példánk. Midőn t i. F(x) gya­

nánt az konstans értéket választottuk, akkor, bár O-adfokú
volt a közelítő függvény, a hiba (1. 377. lap) f"(y) volt, tehát
elsőfokú /"(x) esetében pontos eredményt kaptunk. Itt az n=l, 
2n—1 —1 volt. Az a speciális hely, melynek a pontosság ilyen foko­
zódása köszönhető, az ab intervallum középpontja volt.

Visszatérve most az általános kérdéshez, az at, a2,... an helye- 
b b

két úgy akarjuk választani, hogy az f^dx,... [ (Pndx mindannyian 

eltűnjenek. t
Evégből a <Pj, <P2,... <Dn rácionális egész függvényeket kell ki­

számítanunk. Azt már tudjuk, hogy az

F(x)=/,(a1) F1(x)+...+/'(an) Fn(x)+f(ai) AC0+-A) 
•

2n- 1-edfokú közelítő függvényben szereplő Ft, F2,... Fn, 
függvények függetlenek az /(x) értékeitől. Ez a kis megjegyzés 
alkalmas a függvények közvetlen kiszámítására,. nem is kell a 
372. lapon már tárgyalt általános képletet használnunk.

Ugyanis válasszunk olyan /(x) függvényt, mely megadott 
at,a2,... a„ helyeken zérus értéket vesz fel, továbbá a differenciál­
hányadosa az oq, «2, • • • aí-u ai+v-an helyeken zérus, míg az 
egyetlen a, helyen a differenciálhányadosa: 1. Akkor tehát az F(x') 
2n—1-edfokú közelítő függvényre is áll, hogy:

F(a1)=F(a2)—••• = F(an)—0; F'(a1)=.-=F'(a,_1)-0, F'(a,)=l,

így tehát A) szerint:
E (ai+i)—••• —F(an)—0.

F(x)=0,(x).

De ez az F(x) az adatokból könnyen megkonstruálható. Az a, he­
lyen F(Uj)=0 és F'(aj)=0; tehát F(x) tartalmazza az (x—aj® faktort. 
Ugyanígy következtetjük, hogy az (x—a2íz,... faktorokat is tartal­
mazza és hogy az x—a, tényezőt csak első hatványon tartalmaz-
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hatja; tehát:

F(x)=C(x—aja(x—a2)2... (x-at-_ j2(x—at)(x—a,+j2... (x—aj2.

A C konstanst úgy keli meghatározni, hogy F'(af)=l legyen: de 

F'(a,) = C(a—a, )2 (a,—a2)2... (af-an)a ;

(*~a j2 ■ ■ ■ (x-aí) ■ ■ ■ (®-an)a*ehát F(I) - ................ " (■»-«»)•'

Ha röviden (x—aj(x—aa)... (x—an)-et G)(x)-el jelöljük, akkor 
tehát

. [ro (xjl2 
~ (x-^p'(a,)ja ‘

így tehát a <P függvények ismeretes alakúak:

x—nn

x —a2

Azt kívánjuk, hogy minden j 0, (x) dx=0 legyen, azaz : 
á

__ i r w('r> 
ru'(a() J (x -ai)o)\ai') ®(x)dx=0

legyen. Ha az elülálló tényezőt elhagyjuk, akkor tehát <a(x) n-ed­
fokú racionális egész függvény úgy választandó, hogy

b . .
p «(x)____
(x—ajo/(aj

• m (x) dx—0, f-—-ö v v a (x) dx—0,...
(x—a2)o(a2)

(l '

C___ _______
(x-a„) <»'(«„) <y (x)dx=0

legyen. Az ö(x)-nek.tehát ezt az n egyenletet kell kielégítenie. Ezt 
az n egyenletet összefoglaljuk egyetlenegy, általános követelésbe, 
ami az <u(x)-et azonnal jellemzi. Ha ugyanis T’(x) egy tetszés 
szerinti n— 1-edfokú racionális egész függvény, akkor a Lagrange- 
tétel szerint:

z \ \ . a(x)
<p(x (.T_aJ6/(ííJ b^’('a2) (x—a2)<a'(aj

z ü) (x)
4 F?’ a'<)^—~an)a^aii)

Ha már most az előbbi n egyenletet rendre a ^(a^, <f>(a2\ ■ ■ ■ T’(aa)-ne^
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megszorozzuk é.s összeadjuk, akkor a következő egyenletre jutunk :
b
| <y (x) <p (x) dx=0. 

u

Ez azt mondja, hogy g>(x) olyan n-edfokú racionális egész 

függvény, melynek egy tetszés szerinti n—1-edfokú racionális egész 

függvénnyel való szorzata integrálva az a...b közben zérust ad.

Azonnal látjuk, hogy ez az egy feltétel az előbbi n-et is magá­

ban foglalja, hiszen is n —1-edfokú racionális egész függ-
& e co fx) 

vény, tehát erre nézve is | <y(x)—dx—Q. 
" ■Így tehát kimondhatjuk, hogy az f <Pj(x)dx integrálok mind- 

, a
annyian eltűnnek, ha az a,, a2,... an helyeket úgy választjuk, 

hogy az co(x~) = (x—a,)(x—a2).. .(x-an)-re nézve fennálljon az 

| w(x)<p(x)dx — 0 reláció, bárminő n—\-edfokú racionális egész 
a
függvény legyen is a <jp(x).

Ilyen e>(x) függvénnyel már megismerkedtünk. Kimutattuk 

ugyanis (1. 348. lap), hogy ha (/i valamilyen konstans tényező)

<u(x) = /z [(x-a)n(x—&)n],
/>

akkor fennáll minden n—1-edfokú <p(x)-re nézve az jcoíx)gp(x') dx—Q 

egyenlet. Azt is megmutattuk (1. 351. lap), hogy az o(x)=0 egyen­

let gyökei mindannyian valósak, melyek az a...b szakaszba esnek. 

Ha tehát a15 a2,... an helyek gyanánt az <u(x)=0 egyenlet gyökeit 
választjuk, akkor az l'd>i(x)dx integrálok mindannyian eltűnnek.

Még csak az a kérdés merülhet fel, hogy nincs-e még másik, 

ugyanilyen tulajdonságú <a(x) függvény is. Ha volna még egy má­

sodik is: <yx(x), akkor természetesen g> (x) és cojx) legmagasabb 

együtthatói egyenlőknek gondolhatok, pl. : 1-nek. Fenn állana tehát 

minden n—1-edfokú ^(x)-re nézve e két egyenlet:
b b

I co (x) cp (x) dx=0; f <w1(x) <p (x) dx-=0 
a a

b
és ebből: f [o (x)—w/x)] <p (x) dx—()

ű

és minthogy ez minden n—1-edfokú <p(x)-re érvényes, tehát akkor 
is áll, ha <p(xj helyett az n—1-edfokú ®(x) — o/xj-et választanók?
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vagyis: ,
J [ö(x)—ft?1(x)]2daí=0. 
a

De itt az integrándus. folytonos és sohasem negativ, tehát az 

integrál csakis akkor lehet zérus, ha az integrándus mindenütt 0, 
azaz identikusán: <a (x) — w, (x). Ezzel kimutattuk, hogy lényegi­

leg csak egyetlen olyan n-edfokú fi>(x) racionális egész függvény 

van, melyre nézve j &>(x)y (x)dx=0 minden n—1-edfokú <p(x)-re. 

Minden más ilyen függvény az <a(x)-nek C konstanssal való szorzata.

Ha már most az at, a2,...an helyeket úgy választjuk, hogy 

azok az <u(x)=0 egyenlet gyökei legyenek, akkor [391. 1. 13)]:
fr rb b b

fF(.r) dx = /,(a1)[’F1(x)dx + /’(n2) fF2(x) dx -f----- 1- /(«„) f Fn(x)dx.
a a á a

b
Az /’(a,) szorzója, az j /^(xjc/x, valamint az F[(x) nem függ az 

f(x) függvény értékeitől. Ezért az Fj(x) függvények meghatározása 
végett elég lesz egy egészen speciálisan választott /’(x)-ből ki­
indulni. Legyen az /(x) olyan függvény, melyikek a differenciál­
hányadosa az a1T «2,... an helyeken zérus, azonkívül f(x) maga is el­
tűnik az at, a2,... ai+1,... <in helyeken és az a(- helyen : 1.

Ekkor tehát

F(aj=: • • •=F(a,_1)= F(a,-+1)=• • • = F(an)=F'(a1)=- • • = F'(a„)=0. 

F(«,)— í.

Az F(x) ez esetben (az A) képlet szerint) f}(x)-re redukáló­
dik. Az fj(x) tehát az

(x-at), (x—a3),... (x-a^), (x—aí+1), . • • (x—a,,) 

tényezőket a második hatványon tartalmazza és minthogy 2n— 1-ed­
fokú racionális egész függvény, tehát ilyen alakú:

Fi(x) — C(x—a) [(x—aj... (x-a^J (x—a/+1)... (x—an)]2.

Most már csak a C és a olyan meghatározása van még hátra, 
hogy f-(a,)=l, f}'(a,)=0 legyen. Tegyük az

(x—aj (x— a2)... (x—an)

helyett a (x)-et; ekkor
f}(x)^C(x-«)[^]2

Ebből:
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FiV) = C[^W+2C(x_£t)í^<41
L x—a, J ' L x—ai J

j(x — a,-) cu'(x)—a (x) 
(x—aj)-

Ha x=a, tesszük, akkor -^--ból fi)'(d;) lesz és az utolso 
x—a, v 7

tényezőt a l’Hospital szabály szerint kiszámítva, azt találjuk, hogy
ez: —• Az F/(a,)=()-ból tehát az a-ra nézve azt találjuk, hogy:

a-a' + ö"(a? 
és az f}(a,)=l-ből a C-re nézve

_ o"(a,)
[«'(«,)]3 

számértéket kapjuk ; tehát:

Fí <•>=- TEW7 í* - - a'
így tehát az f](x) függvényeket az alf a2)... an helyek segítsé- 

b
gével meghatároztuk és most már az /'(a,) tényezőjét, az j F{(x)dx-et 

ismeretesnek tekinthetjük.
Ha már most az J f(x)dx integrál helyett a közelítő jt\x)dx-et 

vesszük, akkor az elkövetett hiba (1. 191. lap)

h — J* (2n) [' í(x al) (x az) ■ • ■ (x an)]2

és ha erre az integrálra az első középértéktételt alkalmazzuk, a 
már többször használt eljárással azt kapjuk, hogy.

fW(n) c
h ——-- ---- - | [o(x)la dx.

(2n)! J 1 v '(í b
Ezt az j [fi)(x)]2dx-et kell kiszámítanunk. Láttuk, hogy ö(x) a 

Dn [(x—a)n(x—feY']-től csakis állandó szorzóban különbözhetik. Mint­
hogy pedig g» (x)-ben az xn együtthatója : 1 és D(nt[(x—a)n(x—/>)”] — 
= ö<nÍ[x2"H---- |-ben xn együtthatója: 2n . (2n---1)... ó/z-f-1), tehát 

(n-|-l)(n+2)... 2n
d" ,

-/ rí (x-o)"(r - bf, ax" 1 '

vagy a már egyszer használt jelöléssel (1. 348. lap)

ft)(x) =   ——v; —x---------- -' z (n-t-l)(n4-2)...2zi

Ugyanott kiszámítottuk, hogy:
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b

^b-a)2n+i,
a

b

[<u (x)]2 dx —
a

n! n!..................... ........................ ....... (b— d}2n+1{(n+l)(n+2)...2nja(2n+l) k 

és így a Gauss-féle mechanikus quadraturánál elkövetett hiba:

h = n! 2

(2z? + l)! [ (n+l)(n+2).. .2n_

így például n=l esetében, midőn a középső ordinátával vett 

derékszögű négyszög területét számítottuk ki az y~ f\x) görbe által 

alkotott terület helyett, ez a hiba:

/"(7)(ö-a)8
24

ami megegyezik az 377. lapon számított eredménnyel.
A Gauss-féle mechanikus quadratura alkalmazásához tehát 

szükségünk van először is az <o(x)--O, vagy’ U„ -0 egyenletek gyö- b
keire: az a„ a2,... a„ helyekre és azután az JF;{x)dx integrálérté- 

ft
kekre. Ha ezek megvannak, akkor az /’(x)-nek az ar aa,... an 

helyekhez tartozó értékeivel megalkotjuk az
b b b

í(<h)f Fi (x)dx + /Wlpa (x)dx f(an)j Fn(x)dx 
a a a

h
összeget; ez az ff(x)dx közelítő értéke. A hiba: 

/i =
/W/)

(2n+l)!

2
(b-a)m+1,

n!
(n-f-1)... 2n

ahol az ah intervallum valamely közbenső helye.

n=l, n=2, n—3, n=4, n~5 és n=6 esetére ide iktatjuk az a helyek 
értékeit és a megfelelő J Ffdx szorzókat: «=0, />--! esetében.*

* Ez nem megszorítás, mert ha y — tesszük, akkor az jf(x)dx 
a 

integrál átmegy (b—a) ■ f[a+y (b—a)] dy-ba. Megjegyezzük továbbá, hogy itt 
ó

is, mint a Cotes-féle formula esetén

V fFiíxjdx- 1.
1 0
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n=l. a, = 0’5 j Ft dx .= 1. 
0

n=2. a, = 021132487 
fl2 = 0’78867513

I Fj dx = 1 F2dx ■= 0'5. 
0 ó

n=3. a, = 0’11270167
1 1

f F, dx = f F3 dx = 0’2777778
a., = 0’5 o d

• «3 = 0’88729835 fF2dx = 0 4444444.
O

n— l. <i, = 0 06943184
«2 = 0 33000948

1 1

1' F, dx = f F4 dx = 0’ 1739274 
ó d

a3 = 0’66999052
a, = 0’93056816

f F2 dx .= f F3 dx = 0 3260726.
Ó 0

ii~5. <i, = 0’04691008
1 1
(l-\dx= I’f5Í/.i’ = 0 1184634

a2 = 0 23076534 ó ó1 1
<i3 = 0’5 1' F2 dx = 1’ F4 dx = o;2393143
a4 = 0’76923465 U 0

1

a5 = 0’95308992 f F.t<i.r = 0’2844444.
0

n=6. a, — 0’03376524
a.. = 0 16939531

1 1
f F, dx = ( Fa dx = 0 0856622

0 ő

«3 = 0 38069041
= 0’61930959

< 1

f F2dx = f Fs(/X r.- 0 1803808
Ó Ü

a6 = 0’83060469
= 0’96623476

1 1

l'F3dx = f b\dx = 0’2339570. 
ó ó

5. A véges Taylor sor. A differenciálszámítás egyik legfontosabb 
tétele a függvénynek Fayloi- sorba való fejtése ; mert ezzel elég egy­
szerű analitikai alakban tudjuk előállítani az j (x)-et az a hely 
környezetében levő x helyen, ha ismertük az f(x)-nek és differen­
ciálhányadosainak az a helyen való értékeit. Nem lesz felesleges e 
fontos tételnek az integrálszámítás segítségével való megállapítása, 
amellyel egyrészt némileg általánosabb formában kapjuk a Taylor 
sort, másrészt pedig a maradéktagnak ismét új alakjára jutunk.

legyük fel, hogy /’(.r), valamint a differenciálhányadosai az 
n-f-l-ikig az a...b intervallumban mindenütt egyértékűek, végesek 
és folytonosak [az n-f 1-ikről elég volna feltenni, hogy integrábilis). 
Legyen az a ... fi köz az ab intervallumban.

Minthogy az
//•'(®)dx = /-(x)+ C,

tehát: ff(x) dx =■- ftf) - f(a).
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Ez már a differenciálszámításban alapvető fontosságú közép­
értéktételt szolgáltatja. Ha ugyanis a baloldali integrálra az első 
középértéktételt alkalmazzuk, akkor, ba /’’(x) felső határa az a.../í 
közben: M és alsó határa m:

f(0)- f\a) = a\

ahol //. az m és M közé eső meghatározott érték. Ha f'(x) folyto­
nos, akkor van olyan t; hely az ab szakaszban, melyen a // értéket 
fölveszi és így:

l\P) — /’(«) :--= (0- «) /’'<£)

az ismeretes középértéktétel.
[Látszólag a középértéktételnek ez a levezetése valamivel 

szőkébb, mint az eddigi: mert f'(x) folytonosságát is fel kellett 
tennünk, holott a középértéktételnél csakis arra volt szükségünk, 
hogy f(x) differenciálható legyen az ab intervallumban; de tudjuk, 
hogy ha /'(ír) nem is folytonos, mégis megvan neki a folytonos 
függvény azon tulajdonsága, hogy M és m között minden értéket 
fölvesz (1. 122. lap); tehát a /t értéket is fölveszi valamely £ he­
lyen és így a középértéktétel ezen levezetése csak annyival ineg- 
szorítóhb, hogy /'(x) integrábilis voltát követeli, föltéve, hogy f'(x) 
előbb említett tulajdonsága e középértéktételtől függetlenül állapit- 
tatik meg.]

Ha az | f'(x)dx integrált parciális integrálással határozzuk meg 

oly módon, hogy u gyanánt /’Vx)-et és da gyanánt dx-et választjuk, 

vagyis a—x—c, ahol c egy tetszés szerinti állandó, akkor a követ­

kezőre jutunk:

f (£) - /’(a) = f/\x)dx = [f(x} (x-c)|£ - j7"(x) (x—c) dx =• 
á «

a
= (ft—c) — / '(a) (a —c) -- j f"(x) (x- c) dx,

a
vagyis:

' A/?) — f'(0) — f («) ~ /’'(“)c) — J /’”<•’’>(x~c)<lx-

Ha a jobboldalon álló integrálra újból alkalmazzuk a parciális 

integrálást, w gyanánt /'"(x)-et, dw-nek pedig (x—c) dx-et, vagyis 
. (x—c)2

n-nek - -—t teve,* akkor:

p
* Az j adv kiszámításánál v helyett o4-/c is tehető, ahol k tetszésszerinti 

á
konstans, de ekkor is'
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Jf'(x) (x-c)dx = —] ~ y y(®—c?dx,

tehát: f(fl) - f'(fi)(/?-c) + -Z--^=

= /(«) - f(«) («-«) + C- + y ff"\x}(x—c)id.r.

Ezt az eljárást folytatva, n lépés'után a következő eredményre jutunk:

w> - fw + rwv>-F_ 4.......í

<7
Ennek a formulának a helyességéről teljes indukcióval köny- 

nyen meggyőződhetünk. Ha ugyanis föltesszük a fölírt képlel he- 
fi

lyességét és az J f(n\.r)(x—c)n ’’ dx-et újból parciálisán integráljuk.

u gyanánt f'-n) (x)-et, do-nek (x—c)""1 dx-et véve, akkor:

fÍ/("\x)(x~c)n Mx = [-Z—J- 1 ff^^x^r-c^dx^

<* a

és Igy:
f<fi> ... f(#)Cí-e) + £W-*_...+ -

& n.

= /■(«) -

+ (-1)1 -Í'”1Í“E“TJ2 + (_.lí íf/'l”«l(x)(x-r)»,lx, 

a

J udv — [h (p+A')]^ — | ui-f-A) du — u í^\ v(ft) — u (a) v (a) 4- k [u (£) — u (a)J — 
ár a

fi
— I vdu — | kdu = ti (fi) v (fl) — u (a) v (a) + k [u (fi) — u (a)] — k [u (fi) — u (a)] — 

a á
f fi

— I vdu — u(fi)v (fi) — h (a) v (a) — | vdu, 
a á

tehát a A’-tól teljesen független eredményt kapunk ; tehát mindegy, akár a-t, 
akár »+A--t veszünk.
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tehát a képlet érvényes eggyel nagyobb n-re is. Minthogy pedig n=l 
esetében érvényes, tehát (a mondott feltételek mellett) általánosan is 
be van bizonyítva. Ha e képletben c helyébe /?-t tesszük, akkor erre 
az egyszerűbb alakra jutunk :

m - /■(«)+/”(«) o?-«)+-ö ^--2-+• • •+

«
Ez, miként látjuk, a véges Taylor sor, de a maradéktagnak új 

alakja van :

«n+1=f{n+1} ^~x}n dx-

Ha erre az integrálra ismét a középértéktételt alkalmazzuk, 
amit tehetünk, mert (/?—x)n az aft intervallumban nem változtatja 
a jelét, akkor /z-vel megint az (aj)-nek az a/? intervallumhoz 
tartozó M felső és ni alsó halára közé eső meghatározott értéket 
jelölve:

a

Ha megint /z helyett /-("+1,(£)-t tesszük, [amit mindig tehetünk, 
mert /’<n+ű(;r) az M és ni között minden értéket felvesz], akkor:

/•('l+1)(^)(/9-a)n+1
"+1~ (n-f-l)í'

és így a maradéktagnak ismeretes Lagrange-féle alakját kapjuk. Itt 
csak annyival több feltevést tettünk, mint azelőtt, hogy /<"+1)(x)- 
nek integrálhatóságot is tulajdonítottunk.

Ha pedig helyett betűt írunk, akkor a két utolsó

tagot összefoglalva :

= f(a) -+ f‘(a)(ft-a) + + - +

[/■(''» (a)+7|(#-a)2
+ (n_ i)i + ——-

Tudjuk, hogy ha ft az a-hoz konvergál, akkor zérussá válik, 
azaz:

lim n — 0.
i» «

Az Bn+1 = -y ]7("+,,(.r)(/?-*)"dx

Bek” : A differ tnciálszámitáa. I, 26
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maradéktagot még más alakban is felírhatjuk. Az integrándust 
ugyanis ketté választhatjuk:

fn+1»(x) (£-x)fc (£-x)"-*

alakban, ahol k tetszés szerinti pozitív egész szám és ha most az 
első középértéktételt alkalmazzuk:

I /•<n+1)(x) (p-x)k ^-x}n~k dx = v ( ‘(/3-x')n~kdx = ’
<7 7 n K ~r 1
a a

ahol v az pn+1\.f) (J>—x)k felső és alsó határa közötti valamely 
meghatározott érték. Ha föltesszük, hogy /*<n+ö(x) az a ft interval­
lumban folytonos, akkor /‘<n+1)(x)(/?—x)fc is folytonos és akkor van 
olyan £ közbenső hely, amelyen ez a szorzat a v értéket fölveszi, 
vagyis:

««+i = ”7 /fin^ W (ft-x)k tf-x')"-k dx =

n! (n—fc-f-1)

és ha, mint régebben, £--a J-#(/?—a) tesszük:

R [a+ »(1 -V;k(ft—á)n+i
n+1— “

és ez a maradéklagnak ismeretes Schlömilch-féle alakja. Ha k=n, 
akkor

«n+i- nT

a Cauchy-féle maradéktag és ha k—0, akkor:

"+1-' (n-Hp
a Lagrange-féle maradéktag.
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AZ INTEGRÁL FOGALMÁNAK KITERJESZTÉSE.

1. A határozott integrál fogalmának kiterjesztése. Eddigelé csak 

olyan határozott integrálról szóltunk, melynek határai: a és b véges 

számok és mélynél; integrándusa az ab intervallumban korlátos és 

így mindenütt véges. Most az integrál fogalmát ki akarjuk terjesz­

teni olyan esetekre is, midőn a határok közül egyik, vagy mind­

kettő végtelen és azután szólni akarunk olyan hafározott integrálok­
ról is, amelyekben az integrándus az ab közben végtelenné is válik.

Ha az ff(t)dt integrált, melynek értéke az x-lől függ. F(.r)-el 

jelöljük, akkor definícióképpen megállapítjuk, hogy

f f(f}dt = lim F(x), 
n *-*

vagyis f[(f)dt-n a lim f/"(/)<# határértéket értjük. Ha ez a határ- 
tí

érték véges és meghatározott szám, akkor azt mondjuk, hogy az 
x>
| f{t)dl konvergens integrál, ha pedig ez a határérték végtelen, vagy 
határozatlan (azaz attól függ, hogy x minő úton válik végtelenné), 

akkor pedig az. integrált divergensnek mondjuk.
Mikor létezik a limF(a’)? Ennek a .kritériumáról már szóltunk. 

Az általános konvergencia-kritérium szerint ugyanis az F(.r)-nek a 

végtelenben akkor és csakis akkor van meghatározott véges határ­
értéke, ha bármely kis pozitiv e-hoz tartozik olyan N küszöbszám, 

h°g3r ’ | F(.r') - F(x") | < c,

ha csak x‘ és x" az N-nél nagyobb számok. (L. 56. lapon.)
26*
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Ezt a kritériumot alkalmazva az I f(f)dt integrálra, azt kapjuk, 

hogy az | f(t)dt integrál konvergenciájának szükséges és elégséges 

kritériuma az, hogy bármely kis fi-hoz tartozzék olyan N küszöb­
szám, hogy

a a

legyen, ha x és x" tetszés szerinti, N-néi nagyobb számok. Ez még 
így is írható:

\ff(f)dt\<e,

ha x' és x" tetszés szerinti, egy meghatározott, í-hoz tartozó N-nél 
nagyobb számok.

így például, ha /(f) = -i- és a pozitiv, akkor

L_JL 
J t2 ~ a x

A jelén esetben tehát

F(x’) = — ” ~ és így ,im F(x) = ~ ; (l <1 x-x (l
•»

tehát definíciónk szerint: | — — -- • 
J i fi a

Ellenben, ha f (t) = -j- , akkor

í dt i i ) “ = logx- log a
a 00 z>

és így lim F(x) nem véges szám, tehát í -- nem konvergens.

Az ]f(f)di konvergenciájának megállapításánál az alsó határ 
<í -■ ?

nem is szerepel. Nyilvánvaló, hogy ha ff(f)dt konvergens, akkor
konvergens azjf(t)dt is, ha csak az /\í) az a'... a szakaszban 

a' x a' x
integrálható. Hiszen ff(f)dt = ff(t)dt + ff(f)dt és így 

a a a'
x a' x

lim f f(t) dt — f f (t) dt + lim ff (f) dt; 
x'”á a X-Ki‘

tehát ha az f f(f)dt konvergens, akkor az | f(f)dt is az és fordítva. 
a a'
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Azjf(f)dt integrál tehát akkor és csakis akkor konvergens, 
a 

ha bármely kis e számhoz található oly N küszöbszám, hogy 
x"

| f f(t)dt | < s, ha csak x'>N és x">x'. 
x'

2. A konvergencia kritériuma. Az integrál konvergenciájának szük­
séges és elégséges feltételét megállapítottuk; de ez a kritérium csak 
ritka esetben alkalmazható, azért könnyebben kezelhető föltételek­
ről kell gondoskodnunk. Ezek nem leszuek ugyan szükséges és elég­
séges, hanem csak szükséges vagy csak elégséges feltételek; de gya­
korlati szempontból rendkívül fontosak az integrálok tárgyalásánál.

A monoton csökkenő, pozitiv értékű függvényekre vonatkozik 
az első, szükséges föltétel, mely így hangzik:

Ha /(/) egy bizonyos t értéktől kezdve mindig pozitiv, monoton
OO

csökkenő függvény, akkor az ^f(f)dt konvergenciájának szükséges 
a

h°gy
lim tfftj — 0 f—*> 

legyen.
[Azt mondtuk, hogy egy bizonyos t értéktől (pl. b-től) kezdve legyen oo

pozitiv csökkenő az f(t); ez elég is; mert ha í f(f) dt konvergens, akkor már 
00 ff

miként említettük, az [f(t)dt is konvergens, föltéve természetesen, hogy az 
/(/) az a .. . b szakaszban integrálható ; szóval: az /(f) viselkedése a b-ig, 
akárminő messze legyen is a b, csak annyiban jön tekintetbe, hogy az a . . . b 
közben integrábilis-e, vagy nem. Ezentúl tehát mindig úgy gondolhatjuk, 
hogy az/(/) az a alsó határtól kezdve teljesíti a szóban forgó kívánságot! 
a jelen esetben azt, hogy pozitiv, monoton, csökkenő.]

A lim//'(/)=O szükségességét kimutatjuk, midőn bebizonyít- 

juk, hogy ha limt/’(t)=O nem teljesül, akkor az | fftjdt integrál 
t-” a

nem konvergens.
Tegyük fel, hogy lim//’(t)=0 föltétel nincs teljesítve; akkor 

vagy egyáltalában nem létezik ez a liinesz, vagy pedig létezik 

ugyan, de O-tól különböző. Akár az egyik, akár a másik esettel 
legyen dolgunk, kell egy, a O-tól különböző A számnak lenni, 
amelynél a tf(f) nagyobb is lesz, akárminő messze haladjunk is a 

/-vei; vagyis bárminő nagy N számon túl még mindig található 

olyan /, melyre nézve
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Legyen egy ilyen / szám: n,; tehát n1/'(n1)>j4, vagyis f(nj) >-----
ni

Vegyük az n, 2-szeresét. 2/ij-en túl is kell olyan t számnak

lenni, melyre nézve if(t\>A; legyen egy ilyen szám: n„; tehát 
4

na>2nt és /i2/(n2)>.(, azaz /’(n2)>-----
/Íj

Éppen így 2n2-n túl megint van olyan na hely, melyre nézve: 
> 4 s így tovább.

Minthogy7 az f(t) monoton csökkenő, tehát az nt-től n2-ig ter­

jedő n2—n, terjedelmű szakaszban, mely -~-nél nagyobb, (mert 
- Á

ni>2n1) az f(t) nagyobb /'(n2)-nél, tehát még inkább----- nél és így:
n2

_ A <<OHl *

.1
y

Az n2...n8 szakaszban, mely -“-nél nagyobb, az f(f) nagyobb 
~ A

az /(n8)-nál és így még inkább az-----nál; tehát:
na

n»
00

s í. L Ebből következik, hogy f f(f)dt nem lehet konvergens, mert 
a

ha x>nk, akkor:
X "» nk ft. n »
íf(t)dt>ff(t')dl + (f(f)dt +...+ f f(t)di 
n a n, n/f.,

00 
tehát bármely számnál nagyobbá válik, vagyis f f(f)dt végtelen nagy. 

így tehát az J f(t)dt konvergenciájának szükséges feltétele, hogy 
a

limt/’(t)=O legyen, ha f(t) pozitív, monoton csökkend függvény. tr<*
Alig szükséges mondanunk, hogy ha /'(/) nem monoton csők- 

oo 
kenő, hanem monoton növekvő pozitív függvény, akkor az ff(t)dt 

mindenesetre divergens. Mert hiszen ekkor az f(f) mindig nagyobb 

marad pl. az /’(a)-nál, |ha f(a) éppen 0 volna, a helyett a távolabbi 
M mondanék]; tehát f f(f)dt > f(a)(x—a) és igy lim ff(t)dt nem 

lehet véges szám. Ebből azonnal következik, hogy ha f(f) mono­
ton csökkenő, de nem mindig pozitív, akkor sem lehet az ff(C)dt 

konvergens; mert hiszen ez esetben — f(f) egy bizonyos b hely­

től kezdve [ahol /'(/) a jelét változtatja] monoton növekvő, tehát az co
előbbi szerint — f f\tjdt végtelenné válik.

a
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[Az előbb? bizonyításnál nagyon felhasználtuk az fit) monoton csök­
kenő voltál . Enélkül nem mondhattuk volna, hogy az n,.. . n3 szakaszban 
/■(/) mindig nagyobb /‘(n:!)-nél. az n2...ns szakaszban mindenütt nagyobb 
f(ns)-nál s 1. t. A bizonyítás az /(/)-nek ezt a tulajdonságát felhasználta; de 
kérdés, hogy enélkül a tétel elveszti-e igazságát, vagy csak a bizonyítást 
kell-e változtatnunk.

Egy példán mutatjuk be. hogy a tétel enélkül általában nem érvényes. 
Vagyis megmutatjuk, bogy ha f (ti nem monoton csökkenő, akkor az [f(t)dt 

u 
konvergens lehet anélkül, hogy lim tf(t) eltűnnék.

Azt már láttuk, hogy ha f(t) = -p, akkor (fit)dt konvergens. Válasszuk 
(I

most/(f) gyanánt azt a függvényt, mely így legyen értelmezve: Az n egész szám 
körül jelöljük meg az n—en . . . n—szakaszt. Az f(t) az így kijelölt szaka­
szokat kivéve, mindenütt — legyen. Az n-ik szakasz baloldalán, az «—en 
helyen f(t) értéke a definíció szerint még ' ^I'Pon 'gy a jobboldali
szélen: , de fin) = en legyen és az koordi­
nátákkal bíró ponttól az (n, en) koordinátákkal bíró pontig pl.: egyenes vo­
nalat húzzunk, éppen így a jobboldalon ín, e")-től, (n-j-sn, 1 ) ’*&• -^z

-- monoton görbéből ilyen módon kiemelkedő csúcsok keletkeznek. Ez a 
vonal ábrázolja az /(f) menetét. (96. ábra.) Az f „ f2,.. .-re vonatkozólag még 
nem állapodtunk meg.

96. ábra.

Rögtön belátjuk, hogy az Jj(t)dt integrált növeljük, ha az n-ik kiemel­
kedő részben az /(í) helyett az. e”-et vesszük és még az j -* dt-nck e szakaszok- 

a 
ban hiányzó részét sem hagyjuk el; vagyis:

X X fitíf(t) dt < J -" + 2rt e + 2r2c2 + 2e3e3 + • • • 
a »«

és ha most az et, e2, es,. .. fölött úgy rendelkezünk, hogy

1 _ 8 _ 8
2e ’ (2e)2 ’ (2é)»

legyen, akkor
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2ete4-2f2e2+2eíea-+-•••= [s 4- ~ 4- ~ + •••] < 2e, u Z 4 J

tehát lim (f(t)dt< lim f~ + 2e.
X=«o J X^oo J La a

dt 1vagyis az integrál konvergens és egyébként j -p- = ~"tól tetszés szerinti ke­
véssel különbözik. Már pedig most nem mondhatjuk, hogy lim tf(t)=O, mert {=•=*>
akárminő messze menjünk, mindig találunk egész számú helyeket, melyeken
a függvény en és így e helyeken t/(í)=nen.]00

így’ tehát látjuk, hogy az ff(t) dt konvergens lehet akkor is, ha a 
a

rim (/■(f)=0 föltétel nem teljesül, ha az f(t) nem monoton csökkenő függvény. 
De jól megjegyzendő, hogy a monoton csökkenő függvény esetében is

csak szükségesnek mutattuk ki a lim tf(t)=O föltételt. Hogy nem elégséges, f=»00
azt egy igen egyszerű példán mutatjuk meg.

Monoton csökkenő függvény pl. ez: f(f)= —
Legyen t>e, akkor az /(/) mindig pozitiv. Határozzuk meg ezt az 

integrált: (a>e) 00 p dt
J /log/

Minthogy : log log /-nek t szerinti differenciálhányadosa éppen : 
tehát:

1
ITögí ’

71^7 = [log log x ~ log log = 00

és így az j divergens. Pedig az a feltétel, hogy

lim //'(/) = lim - = 0t-~ •' log t

most is teljesítve van. Most már tehát világosan látjuk, hogy ha f(t) mono­
ton csökkenő függvény, akkor az ff(t)dt integrál konvergenciájának szükséges, 

a
de nem elégséges feltétele, hogy lim tf(f)—O legyen.

8. Az integrálok összehasonlításának elve. Már eddig is alkalmaz­
tunk egyszerűbb esetekben olyan eljárást az integrálok összehason­
lítására, amilyent most teljesség kedvéért általánosságban is meg 
akarunk említeni, bár olyan egyszerű, hogy közvetlenül is vilá­
gossá válik.

a) Ha /’(/) és 9?(/) pozitiv függvények és minden t helyen 
akkor, ha

f<f>(t)dt

konvergens integrál, egyúttal az
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a
is konvergens.

Ugyanis, ha egy tetszés szerinti kis e adatik, ehhez tartozik 
x"

olyan N küszöbszám, hogy I9? (t) </í < e. ha x" > x' > N; mert az 
x'

első integrál konvergens; de másrészt

0 dt<fp(t)dl 
x' x’

ugyanis a kettő különbsége:

jW-aoi*
x'

pozitív, mert <p (/) minden t helyen nagyobb f (f)-nél; az integrán­
dus pozitív, tehát az integrál is pozitív és így, ha x' és x">x' 
bárminő, N-nél nagyobb számot jelentenek, akkor

jf&dt<e, 
x’

ao
tehát az ff(t)dt konvergens integrál. Ezzel az állításunkat bebizo- 

(í
nyitottuk.

b) Ha pedig f(t) és ®(í) pozitív függvények és minden t helyen oo
ftovábbá j <jp(t)dt divergens integrál, akkor egyúttal 
ff\f)dl is divergenst ugyanis, miként azonnal beláthatjuk,

A 

a a

de a jobboldali integrál divergens lévén, elmehetünk az x-el olyan 

messze, hogy az értéke a tetszés szerint megadott M-nél nagyobb 

legyen és így a baloldali is nagyobb M-nél, vagyis a baloldali inte­

grál is végtelen naggyá válik az x-el.
c) Ha az /’(/) abszolút értékével, az |/’(t)|-vel alkotott integrál 

jl/W' 
á 00

konvergens, akkor az j f(f)dt is konvergens. Ezen állítás bizonyí­
tása végett ki kell mutatnunk, hogy bármely kis e-hoz található 

oly N küszöbszám, melyre nézve



410 IX. FEJEZET.

x"
। í /’(f) dt; < 6, ha x" > x' > N. 
x'

■ V3
Evégből vegyük az adott .$ felét. Minthogy ||/’(t)|dt konvergens, 

fi . «tehát az ----hez tartozik olyan N küszöbszám, melyre nézve

| I f(t)\dt < - -, ha ,r" >.»•'> ,V 
x'

De az | értelmezése alapján található az x'...x" sza-
x'

kasznak olyan beosztása, hogy

= I /(O I d. +1 /’(f2) | </2 + • • • + | /•(/„) | d„

az | |/’(f)|dt integráltól ---nél kevesebbel különbözzék és minden 
x*

más beosztással létesített Sn összeg is ——nél kevesebbel különbőz- 
x" 2

zék az | | f(f) | dt-tői, ha csak az új beosztás szakaszai kisebbek a 
x'

d1, d2,...dn szakaszok legnagyobbikánál, mondjuk ó-nál és /,,...

bárminő helyei az egyes szakaszoknak. Eszerint tehát minden ilyen 
beosztásra nézve

x'

tehát
*" fi x" fi
f\Kt)\dl~~<Sn<J\f^\dt + ^.

X' xf

« így s„<6. Alkossuk meg ugyanezen beosztással az

-n ~ f(h)di + f(tz)d2 -|------f- f(Jri)dn

összeget. Ennek az abs. értéke minden esetre kisebb lesz az Sn-nél, 
tehát

I I = I f (G) dt 4- f(t2) d2 4----- f- f (tn) dn | < e

minden olyan beosztásra nézve, amelynek szakaszai ó-nál kiseb- 
x"

bek. De az | f(f)dt értelmezése szerint: 
x'

|j7’(t)d/| = lim|2’n|, 
x' <’u

tehát, minthogy | 2n I mindig kisebb í-nál, (ha max. di«J) a lim | |
is kisebb az e-nál, (vagy egyenlő vele), tehát
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ami bizonyítja azt, hogy j f( t)dt konvergens integrál. Ha | I/’(/')■ dt 
T <*<

konvergens, akkor az j dt integrált abszolút konvergens Me­
et *

(jrálnak mondjuk. Meglehet azonban, hogy j f(f)dt konvergens, 
00 sin fanélkül, hogy ) \f(t)\dt konvergens lenne. így például j - dt 

A *c ' *
í* ' t Mkonvergens integrál. Ugyanis | - ---- dt-re alkalmazható a második

1középértéktétel, mert — monoton csökkenő és sin / az .r'...x" köz­

ben integrálható; tehát :

1
x sin tdt — cos — cos x' 

x'

í f sin t L- 2
'"l"V

tehát x' oly nagyra vehető, hogy

X

[Evégből csak x'> ~~ veendő, j Az j —^~dl konvergens inte- 
(a
Később látni fogjuk, hogy ha «— 0, az integrál szám­

értéke : ‘
De az abszolút értékkel megalkotott |-^—\dt divergens.

a
Ugyanis, ha az a... x szakaszt a benne levő kn helyekkel feloszt­

juk részekre, akkor ha mn>a és (m4-n)zz<x,

/ I sin t I / I sin t 

a mit

(m+2)* (/n+n) n
,, ( I sin t I ,, , / sin t I ,,

dt -I- | i —— | dt 4----- f- I —— ! dl.

Nézzük a jobboldal egy tagját, például az in... (Í4*l)7Í szakasz­

hoz tartozót.

Azt pozitiv, a | sin t j e szakaszban integrálható és pozitív, 

tehát alkalmazható az első középértéktétel; ha z az in és (t-f-ljíz 

közötti számot jelent, akkor
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és igy:

tehát:

IX. FEJEZET.

(í+)« (í+i)^ (í+t>«

Cs'" LLdt — J_ || sin 11 dt = — i í'sin t dt
J t T J T I |

in in A
(z-:A)/r

í 15*51 i dt -> — -___ •
J í > («+T)^’ 

in

n I /n+1 m+2 + m+n

Ha x=2inn vesszük, akkor n—in és így a zárójelben álló m tag 
mindegyike nagyobb az utolsónál: -^--nél, tehát az összeg nagyobb 

m'~2m=~2~-nél, vagyis az a-tól 2m-ig terjedő integrál -1-nél 

nagyobb. Éppen így a 2m-től 4m-ig terjedő integrál is nagyobb 

— -nél s í. t., tehát, ha x>2ícm, akkor 71

J t TI 'a

amiből látjuk, hogy x oly nagyra választható, hogy az J* -■.5*511 dt 
a 00

a tetszés szerinti M-nél is nagyobbá válik, vagyis az f 155111 rff
00 

divergens. Ez a példa tehát azt mutatja, hogy az j f(f)dt konvergens 

lehet anélkül, hogy az j\f(f)\dt is konvergens lenne. Ilyenkor azt 

mondjuk, hogy az J f(f)dt nem abszolút konvergens.
a

4. Az integrál konvergenciájának (divergenciájának) elégséges föl­
tétele. Az integrálok összehasonlításából következtethetünk a kon­
vergencia egy olyan egyszerű elégséges föltételére, amely igen 
gyakran alkalmazható. Ez így hangzik:

Ha a>l és /“/’(í) minden t értékre nézve korlátos, azaz | taf(t)\<A 
00

véges számnál, akkor az I f(f)dt integrál abszolút konvergens, 
a

Ugyanis ekkor | f(t~) | < — minden t értékre nézve. De az 
f A ”
I -j^-dt konvergens integrál; mert 

«

;X dt a~a+1—x~a+í

f a
és igy az a>l lévén:

/°° dt a~a+l
lim F(x) =-5——— •

r x-oo v ’ a—1
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Következésképpen az I |/'(/)|í//, melynek integrándusa minden l 
értéknél kisebb az ^ -nál,° szintén konvergens és így az J f (tj dt 

t a
abszolút konvergens.

E kritérium egv speciális esete a következő: Ha lim ta 

véges és meghatározott szám, akkor az | f(f)dt konvergens * (foltét- 
a

tűk, hogy a>l).
Ez esetben ugyanis, ha lim taf(t)=L, és ha L' egy az L-nél f-~ OO

nagyobb, pozitiv számot jelent, elmehetünk a t-vel olyan messze, 

hogy azon túl \t“f(t)\ mindenütt kisebb legyen L'-nél. Ha t ezen 

küszöbértéke N, akkor tehát az előbbi tételünk szerint | f(j)\dt 

konvergens és így az j f (tj dt is konvergens.
oo a

i -ii/i f sin t ., , 2 sin / . ,így például az I —j^—dt konvergens, mert r • —= siní es 

|sin/|<l, tehát teljesítve van a minden t értékre nézve

(a>l). [a--2, A=1.J A limP/XO most nem létezik, mert lim sin t I-UO t-oo
határozatlan.

Második példa gyanánt mlítsük a következőt. Ha f (tj a í-nek 

m-edfokú racionális egész függvénye és <p(/) olyan m-f-l-nél maga­

sabb fokú racionális egész függvény, melynek a-nál nagyobb vagy 

a-val egyenlő gyöke nincsen, akkor az 

konvergens integrál. A cp(tj ugyanis legalább m4-2-edfokú egész 

függvény, azaz :

y’(t)—aott-]-a1t*'_1 H------fa*, és /(/)=-----±bm

k> m 4- 2 ; tehát

lim ia = 0, 
?(t)

ha 1 < a < 2.

Az integrál divergenciájára következtethetünk, ha t f (tj bizonyos 

t-tÖl kezdve mindig nagyobb valamely pozitív A-nál [vagy kisebb

★ Előbb nem mondtuk, hogy lim t“/(t) létezik; csak éppen azt, hogy 
|t“/(t)|mindig A-nál kisebb; de limf'/tt) határozatlan is lehet.
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Aa negativ li-nél]. Ez esetben ugyanis f(t)>~, de az

í Adl í Adl .. . x I = hm ----- — hm log 
a a

IC 
divergens, tehát az | f(f)dt is divergens, 

f'í
Ennek a speciális esete, hogy ha lim t j\f) létezik és zérustól 

oc ( 00
különböző, akkor j f(t}dt divergens; mert ha limtf(l)=L pozitiv 

szám, akkor elmehetünk a /-vei olyan messze, hogy tf(t) mindig 

nagyobb legyen az L'<L pozitiv számnál, tehát az előbbi szerint 
az | f (/) dt divergens. 

Cl ..
Összefoglalva ezen elégséges kritériumokat, azt látjuk, hogy 

az | f\f)dt konvergens, ha tttf(f) korlátos és a>l (vagy ha 
a

lim taf(X) véges); és divergens az integrál, ha t f(/) mindig nagyobb oc
egy, a O-tól különböző számnál (vagy kisebb egy negativ számnál) 

(vagy lim//■(/) létezik és O-tól különböző).

Annak eldöntésére, hogy az i f(t)dt konvergens-e, legelőször 
a

mindig a lim/ f(t}A keressük. Ha ez létezik és nem 0, akkor az inte- l
grál divergens. Ha e limes 0, akkor nem dönthetünk. Láttuk, hogy 

It M iJ jí+k’ lévén) lim/./’(/)--0, konvergens, ellenben j*
<i <(
ahol lim//’(/) szintén 0, divergens.

Külön kiemeljük azt az esetet, amikor lim /’(/) létezik; ha e 

limes értéke nem zérus, nyilván lim //(/)—oo vagy —oo, aszerint 
t OQ

amint lim /’(/) pozitiv vagy negativ és igy az integrál divergens. 
t -«J

Tehát, ha az integrál konvergens és lim/Xf) létezik, akkor

lim [(f) — 0

Ezeket a kritériumokat, még másként is értelmezhetjük. Említettük már. 
hogy ha lim f(t) — lim <p(t) = 0 és lim —X— O-tól különböző véges szám, (vagy 

fin t~°° .ha bizonyos t-n túl mindig két, megegyező jelű szám közé esik), 
akkor azt mondjuk, hogy egyenlő rangú végtelen kicsinyekké lesznek. Ha
pedig e limes : 0, akkor a számláló magasabb rendű végtelen kicsiny lesz, 
mint a nevező. így pl., ha lim í“/(/)=A, akkor /(í) és -j-a- egyenlő rangú t—00 l
végtelen kicsinyekké lesznek, vagyis fit) végtelen kicsinységének rendje: a.
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Eszerint tehát, ha fit} végtelen kicsinységének rendje 1-nél nagyobb, akkor OQ
ar. konvergens, ha pedig 1 vagy 1-nél kisebb, akkor divergens.

Vannak azonban olyan függvények, melyeknél rendszámról nem szól­
hatunk. tgv pl.: . ---- a végtelenben eltűnik ugyan, de nincs olyan a rend- log í ftt
szám, medre nézve lim-,- - ■ O-tól különböző véges szám lenne. A log/ t-». logt |
végtelenségének, illetőié" az y végtelen kicsinységének nincs rendszáma. 
Ugyanígy áll a dolog log / bármely pozitív hatványával, t-nek hármely kis 
pozitív kitevőjű hatványa erősebben lesz végtelenné, mint logí bármely nagy 
pozitív kitevőjű hatványa. Ha pedig t helyett logZ-t mondunk, akkor meg arra 
jutunk, hogy logt bármely kis pozitív kitevőjű halványa erősebben válik 
végtelenné, mint log logt bármely nagy pozitív kitevőjű hatványa s í. t.

Ezen szempontból tekintve az integrált, azt látjuk, hogy a kon-
ó

vergenicája attól függ, hogy az f(t) a végtelenben miképpen viselkedik.
Erre vonatkozólag néhány egyszerűbb példán akarjuk a viszonyokat (el­
tüntetni.

■» dl ™ dt
Az í ~fa konvergens, ha a>l és divergens, ha «<1. (a>0) Az j-p 

a r <í
divergens. Ha a nevező végtelenségi rendjét fokozzuk az által, hogy t-nek
bármely kis pozitív kitevőjű hatványával megszorozzuk, akkor az integrál 
rögtön konvergenssé válik. Az f konvergens, akárminő kis pozitív szám 

11 .
legyen is az a.

Ha azonban a Z-t log/-vei szorozzuk, 
függvénnyel, melynek végtelenségi rendje 
mindig divergens marad, mert hiszen :

tehát olyan monoton növekvő 
nincsen, akkor* -,r - ; meg J /logt

f dl f dt.
I TT / ~ “ni I Ti----- 7J t log / ,r J / log / a ° a

lim (log log x — log log a)

végtelen nagy. Ellenben, ha a /-t nem log/-vei, hanem log/ bármely 1-nél 
nagyobb kitevőjű hatványával szorozzuk, pi.: (log t)“-val, akkor az

dt
/dog />"

integrálra jutunk, melyről kimutatjuk, hogy konvergens.
Ugyanis :

I) dog /) "*■ = A-(logt) * 1

tehát k+l=a téve (a>l):
fídog/)-“+*--7(^

* a alsó határ most 1-nél nagyobb számot jelentsen, hogy logt pozitív 
maradjon.
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, , r dt ,. f dt
ís *»> J <(iií<F;=

_ —1 ..rí _ l-i_  1
~ a—1 x ™ L.r7íog.r)a a (log a)° (a—1) a (loga)“

véges szám ; az integrál tehát konvergens.
Ezt a gondolatinenetet tovább is folytathatjuk. Rövidség kedvéért vezes­

sük be a következő jelöleseket:

log log t~ )og2t, log log logf - log^f, . . . log log . . . log/ -■ log„(

és nevezzük e (■öggvénye.kct 2-szer, 3-sZor stb. iterált. logarithmusnak. 
°* it °* dtLáttuk, hogy [ -j- divergens, de | convcrgens, ha a>0. bárminő 

« á
kicsiny legyen is az a. Ha a nevezőt nem f"-val, hanem az ennél alacsonyabb 
rendű togí-vel szorozzuk, akkor is divergens marad az integrál, ellenben.
ha log t-nek bármely 1-nél nagyobb kitevőjű hatványával szorozzuk, akkor 

r dlmár konvergenssé válik. Az I y-r.— ugvanis konvergens, ha a>0.dt £ í(’ngí)’+“ »' ”
Az ) 7p—7 divergens, de ha a nevezőt log( bármely kis pozitív kitevőjű 

hatványával szorozzuk, az integrál konvergenssé válik. Hát ha nem dog t)a- 
val, hanem az ennél összehasonlíthatlanul alacsonyabb rendű log2í-vcl, szo­
rozzuk* a nevezőt? Vizsgáljuk meg az

J t logl logot

integrált. A határozatlan integrál: loglöglogt, lóhát a lölfrt integrál diver­
gens. Ellenben, ha a nevezőben álló tlogt-t nem logjt-vel, hanem ennek bár­
mely, 1-nél nagyobb kitevőjű hatványával szorozzuk, akkor azt találjuk, 
hogy az . (U

J l logTíiögatP

konvergens. Az integrándus ugyanis, miként azonnal láthatjuk ;

tlog í (logx ()i+<r' =’r« D <loga/)

tehát — ha a>e, azaz log2a>0 akkor

/“nog/(iog2ni+“ ~ a (log2íl)_“

konvergens integrál.

* logx t — log log t végtelenné válik ugyan a /-vei, de alacsonyabb rendűvé, 
mint logt bármely kis pozitiv kitevőjű halványa. Ugyanis

.. log log t .. 1 a (log/)" 1 1 .
(logt)“ t~K tlogt t t-oe «dogt)“

Éppen így mutatható meg, hogy log3/ alacsonyabb rendű végtelenné 
válik, mint log2l bármely kis pozitiv kitevőjű halványa.
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Általában azt tapasztaljuk, hogy ez az integrál:

7_________dt_________
J t log t\ogxt lógj t. . .lógni

divergens, ínért az integrándus: Z>logn+1t, ellenben az 

r_________dt_______
J t log / log2í... (!ogn01+a

.e 
konvergens, ba «>0, mert az integrándus: —D (\ognt)~a. [Itt a > e* , 
ahol e mint exponens n—2-szer szerepel; mert ha ennél kisebb lenne, akkor 
már log*(!) az a helyen negativ lenne (Á<n) és így a következő'log/.+)(!) 
ezen az a helyen nem volna valós].

[5. Az Ermakoff-féle kritérium. Ha fit) pozitiv minden l értéknél (legalább egy 
bizonyos t-től kezdve) és egy bizonyos M-től kezdve, mindig:

elf(ei)<kfit),
00

ahol k < 1, akkor az j fit) dt konvergens. Ha pedig bizonyos M-től kezdve
a

éfié) >fit),
akkor ff it) dl divergens. 

a
Ez az Ermakoff-féle kritérium. A tételt a következőképpen bizonyíthatjuk 

be. Az /(t) pozitiv, tehát az f j(f)dt integrál az x-el növekszik. így tehát az 
integrál konvergenciája be lesz bizonyítva, ha kimutatjuk, hogy ff(t)dt min- 

a 
dig kisebb egy véges A számnál. X

x-et vegyük M-nél, sőt eM-nél is nagyobbra. Az ff(f)dt integrált két 
a

részre bontjuk. Az első a . . . M szakaszra, a második M. . . x-re vonatkozzék.

x M x
ff(t)dl = j fit) dt + ff(t) dt. 
a <l M

Elégséges a második rész vizsgálata. Jelöljük ezt az integrált, amely 
az x monoton növekvő függvénye: F(x)-el. És vezessük be a t~eu szubszti­
túcióval a t helyeit az u-l. Az új határok logM és logx lesznek; tehát:

x log®
F(x) = / f(t) dt = f euf(eu)du.

M logAf

A jobboldali integrál megint két részre bontható : a log M ... M és M. . . logx 
szakaszokban vett integrálokra :

log x M log x
f euf(eu) da=f euf(e") du + da.

log M log M M

Az elsőt jelöljük c-vel. A másodiknál vegyük tekintetbe, hogy ha t>Af, 
Beke: A differenciálsiámitás. 1.
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akkor e‘f(e') < kf(l); tehát
log X tog X
J^fíe'jdtck ff(t) dt.

M M
X

A jobboldali integrál ugyanolyan alakú, mint az F(x) = Jf(t) dt; a kü-
M

lönbség csak az, hogy az x felső határ helyett logx áll; tehát az értéke:
F(logx) és így: F (x) < c + kF (log x).

Ha ebben az egyenlőtlenségben, mely fönnáll minden eM-nél nagyobb 
lf .x-re, x-et az ec' -nél is nagyobbra vesszük, akkor fönnáll ez az egyenlőtlen­

ség akkor is, ha x helyett log x-et tesszük, vagyis

F(log x) < c kF (log log x)

és így: F(x) < c -|- ke 4- A2F(log logx)
eMés ha x még az ee -nél is nagyobb, akkor x helyett loglogx is tehető az 

a>-ban, vagyis :
F(log logx) <. c 4- kF (log log logx)

és így : F(x) < c 4- ke 4- k~c 4- l^F^og log logx).

Ezt az eljárást folytatva, n lépés után azt kapjuk, hogy :

F(x) < c [1 4-A-4-á-24- • • • 4- A" *] + k" F[logn x], d)

ha x akkora, hogy még a log;1x is nagyobb M-nél.
Ebből az egyenlőtlenségből azt fogjuk következtetni, hogy F(x), mely 

monoton növekvő, egyúttal korlátos, azaz limF(x) véges és meghatározott 
érték. Ugyanis a jobboldalon álló első tag np.ndig kisebb y—nál, mert fc<l.

Most megmutatjuk, hogy akármekkora legyen is az x, mindig választ­
hatjuk az n-et olyan nagyra, hogy AnF[lognx] egy állandó véges számnál 
kisebb legyen.

Ha ugyanis x egy tetszés szerinti, eAÍ-nél nagyobb szám, akkor mindig 
két ilyen szám közé esik :

,eM eM
eee és e^' ,

ahol az egyiknél p-szer, a másiknál p4-l-szer fordul elő az e a fölfelé haladó 
exponensekben ; azaz

M < log/)iíx< e-W.

Tehát akármekkora is legyen az x, ha csak eM-nél nagyobb, találhatunk 
olyan n rendszámot, hogy

M < log„x < eM,

Ha az F(e1W) fix számot a-val jelöljük, akkor tehát a fi) szerint:
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vagyis valóban létezik olyan fix A c , 4- et szám, melynél F(x) mindig 
x • —~ 00

kisebb és így: a lim ff (t)dt véges, az (f(t)dt konvergens.

így például az - esetében:

Z(logZ)1+“

és — ei '[t+'i >

és bármely kis k számot vegyünk is, elég nagy' Z-re már

1 „ k ... (logZ)”’® ft
A.Xa ’ mert 1,111---- ,iT~'-----= 0;t1+a Z(logZ),+ Z

tehát e'/ie') < k/(() és így az integrál konvergens.
Az Ermakoff-kriterium másik része így; hangzik: Ha bizonyos M-től■K

kezdve mindig etf(et) akkor az | J(t)dt divergens, 
a

Legyen megint
X

F(x) = ff(t)dt (x>ew)

és tegyük t~e". miből:
log x .W log x

Fix) — I e"J(e") du — f i^fle^dt 4- | elf(el')dt.
log M log M M

A jobboldali első integrált jelöljük c-vel, a másodiknál pedig vegyük 
tekintetbe, hogy e'/le*) >/(Z), tehát:

log x log X
f e'fle') dt > J'f(t) dl.

M 'l

Ez utóbbi integrál az F(x)-től csakis abban különbözik, hogy a felső 
határa: logx; tehát ezen integrál: F(logx) és így: »

F(x) > c 4- F(logx).
Ha ezen egyenlőtlenségben x helyett !ogx-et teszünk [arait tehetünk, ha 

x>ee'W], akkor:
F(log x) > c 4 F (log log x)

és így: F(x) > 2c 4- F (log log x):

ha ezt az eljárást így folytatjuk, n lépés után arra jutunk, hogy:

F(x) > ne 4- F[Jognx].
Ezzel bebizonyítottuk, hogy F(x) minden határon túl növekszik, vagyis, 

00
liogy | /(0 dl divergens.

így pl., ha f(t) = —r-~akkor — és bizonyos M-től kezdve
। ] 1 ‘

> -yr—-r , mert hiszenZ Z log Z
27*
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rí1 1 '
f=® 1 r / log í'

C dl * U. a-az J 7’]^7 divergens.
Az Ermakoff-kriterium még jelentékenyen kibővíthető. így pl.: ha f(t)

00 
pozitiv és bizonyos Uf-től kezdve cet. <kf(t) és k<l, akkor ff(t)dt
konvergens és ha ettetf(e^) akkor ff(t)df divergens. Ezen kibővített 

. . á
kritérium éppen úgy bizonyítható be,- mint az eredeti.

Sőt még sokkal általánosabb alakban is fogalmazható e kritérium. Ha 
ugyanis <p(t) monoton növekvő függvény, melynek inverz függvénye: y(t) 
enyhébben növekvő, mint l |úgy. hogy minden pozitiv t-re: -^-p-<a, ahol 
ad], akkor az általánosított Ermakoff-kriterium így fejezhető ki:

Ha k<l és 9>'(0/[v(0] < k/(t), akkor | f(fj dt konvergens és ha 
<p'(t)f[<p (/)] akkor az fftfidt divergens.

X a
Ugyanis F(x)=f/(l)dt-ben /—$p(zz)-t téve: 

a
W(x) a iptx)

F(x) = J (u)]du = (u)] du+ f dt
V’(o) yla) a

és ha az első tagot c-vel jelöljük, a második tagra pedig a feltételt alkal­
mazzuk, akkor:

F (x) < c + kF[w (x)] 

és ha ezen egyenlőtlenségben r helyett ip(x)-et tesszük, akkor 

F[y> (x)j c c -t- A-Fji/npkr)], 
■vagyis [w(x)=V^2,(x> téve]

Fix) < c + ke + k2F[y/2)(aj] 
és n lépés után :

F(x) < c (l+/r4-A---|-----F (x)].
cAz F(x) az x-szel együtt nő, de a jobboldal első tagja kisebb ^--nál; 

a második tag pedig, ha n-et kellően választjuk, mindig kisebb egy fix véges 
számnál, mert tf(x)<«x, y^',(x)<y>(ax)<a2x, . . . g>'r,)(x)<'a"x, tehát ha n elég 
nagy, (például: n> akkor yW(x)<A, ahol A fix szám, tehát
F(x) korlátos és így limF(x) véges. Ezzel az |j(t)dt konvergenciáját kimu­
tattuk. Az eljárás ugyanaz volt, mint a <p(t) — e1 esetében. A kritérium máso­
dik része is éppen úgy tárgyalható, mint a (p^—e1 esetében.]

[6. Egy új konvergencia-kriterium. Ha f(x) pozitív és található oly <p(x) pozitiv 
függvény és olyan k pozitiv szám, melyekre nézve:

D f f(x' <f> (x)] < — kf(x), 

akkor az í f(x)dx konvergens. Ha pedig található olyan <p(x) pozitiv függvény.
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mellyel szorozva f(x}-et, az f(x)</>(x) egy O-tól különböző számon felül maradó 
°° (/ * 00

függvény és ha [ - y—- divergens, akkor [ /(x) dx is divergens.
A tétel első részes következőképpen bizonyítható be: A fölírt egyenlőt­

lenségből következik, hogy

J/(x)d.r<-r - | j D[./'UjíP(;r)ldx [/(x)v(x) — 
<í a

tehát: .
<i

Minthogy pedig a baloldali integrál az x-szel monoton nő és mindig kisebb 
marad az —-nál, lehál jf(x)dx konvergens.

A tétel második része is igen egyszerűen bizony!Iható he. Jelöljük az 
f(x)<p(x)-et q>(x)-sz.e\. y(x) tehát föltételünk szerint bizonyos x-től kezdve min­
dig egy O-tól különböző, pozitív számnál nagyobb értékű függvény és így
megállapítható egy olyan póz. A szám, melynél, bizonyos x-től kezdve, mindig 
nagyobb. így tehát ezen x-től kezdve : f(x)</>íx) > A, miből: f\x)>—r-r • De 

r dx e Xföltételünk szerint ( —divergens, tehát ]f(x)dx is divergens, 
ű ' a

E kritérium alkalmazása céljából vizsgáljuk meg az
00
r dt

J "ilogflog2Z... (log„f),+“

integrált, ha «>0. Itt tehát

~ t log t . . . (iog„ f)1+n

Válasszuk <p(t) gyanánt a tlogtlogaf. . . lognt pozitív függvényt [bizonyos 
M-től kezdve pozitív]. f(t)<p (/) — -q~~^s:

W = - Jiogr-.<t(iogno^-g- = - 
tehát, ha k < a pozitív számnál, akkor a 

fl[/W(0]<- */(0 
teljesítve van, tehát a szóban forgó integrál konvergens.]

7. Az integrándus végtelenné válik. Eddigelé csakis olyan integrá­
lokkal foglalkoztunk, melyeknél az integrándus az integráció egész 
szakaszában véges volt Megeshetik, hogy az f(t) az ab szakaszban 
levő c helyen, vagy a szakasz határain végtelenné válik. Nézzük, 
miképpen lehet az integrál fogalmát erre az esetre is kiterjeszteni. 
Tegyük fel, hogy /"(f) a b helyen végtelenné válik. Mit értsünk az

h
ff^dt



422 IX. FEJEZET.

X
kifejezésen? Föltesszük, hogy az integrál véges és meg-

a
határozott, ha a<x<b, azaz, hogy az /’(/) az a...x intervallumban 

integrálható. Ha már most az
F(x) - f/ (t)dí 

a

-nek a b helyen van meghatározott limesze, ha az x a b-hez kon­

vergál a kisebb számokon keresztül, vagyis az F(x)-nek a b helyen 

létezik baloldali limesze, akkor definícióképpen megállapítjuk, hogy
h X b~9

I f(f)di — lim I f (f)dt — lim | f(f)dt. 
á «-o;,

[Ez valóban általánosítása az integrál eredeti fogalmának, mert ha /(/) 
a b helyen is véges és az ab intervallumban integrábilis, akkor lim {j\l) dt 
csakugyan egyenlő j/(f)dt-vel, mert az integrál a felső határ folytonos függ­
vénye; ha tehát x a b-hez konvergál, akkor az F(x) — J"f(l)dt függvény az 
F(b)-hez, azaz j/(í)d/-hez konvergál.] 

a
Ha c hely az ab szakaszban van és f(f)-nek a c nem kivételes 

helye, akkor általános tételeink értelmében :

jf(t)dt^ f/\t}dt-i (f\f)dt. 
a a c

Már most, ha c helyen az /(/) végtelenné válik, ellenben úgy az 

a...c—fi, mint az cb szakaszban f\f) integrábilis, bárminő 

kis pozitiv számok legyenek is az fi és fi', akkor megint definíció­
képpen megállapítjuk, hogy:

b c—9 b
ff(f)dt = lim ff(f)dt + lim Jf(/)dt. 

« •""a
Meglehet, hogy nincs mindenik tagnak külön határértéke, ellenben az 

összegnek van limese, ha e’-t úgy választjuk, hogy «'=e legyen. Ilyenkor a 
c-» b

lim [ j f(l) dt + ff(t) díj 
b '"° a

tekinthető az (fU)dt általánosított integrálnak. Ezt az előbbi általánosabb 
' ff a

esettől megkülönböztetésül gyakran az integrál főértékének nevezzük.
1 *ld[így például az —- a 0 helyen végtelenné válik; az í—— tehál az első X X

értelmezés szerint:
lim f-^i-4-lim f——.
• ■' x «<~o J x
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Tegyük az első integrálban x——y; akkor ez j -z-— logs— log 1 = loge 
+i -1

lesz ; és lim log e: végtelen. • =-0
Éppen így a második integrál is végtelenné válik : tehát az integrálnak 

így nincs értelme; de

hm [ f 4- j4t-J =-■Ur + / ? J’M*ík*'f -’°* ei=01

Ezt a definíciót arra az esetre állítottuk fel, midőn fit) a c helyen vég­
telenné válik. De alkalmazható egyéb esetben is. Megeshetik ugyanis, hogy 
az /(/) olyan, hogy az ab intervallumban nem integrálható; de ha kivesszük
ebből az intervallumból a c—e.. . c4-t kis szakaszt, bárminő kicsiny legyen b
is az í pozitiv szám, akkor integrábilis,* vagyis az (’j(t)dí-nek nincs ugyan 
az^ integráció eredeti értelmezése szerint jelentése, de úgy az Jf(t)dt, mint 
f f(t) dt-nek &van értelme, akárminő kicsiny legyen is az «, akkor definíció­

képpen az J f(t} dt-nek tulajdoníthatunk értelmet, ha létezik ez a két határ-
a érték j

és pedig akkor

C—• b
lim [f(C)dt és lim f f(t) dt, 
tJC° A ’^c+i

h c-9 b
ff(t)dt — lim ff(t)dt 4- lim J f(t) dt, 
a a *’°c-u

sőt, ha az egyes limeszek nem léteznek, de az összegnek van limesze, akkor
is azt mondjuk, hogy 

b c-9 b
I f(x) dx = lim [ lf(x) dx 4- JfM d-1']-

a ‘"° a c+«

Ha /(í) nemcsak egyetlen helyen, hanem több helyen válik végtelenné, 
például a ct, c2,. .. Ck helyeken, az integrál főértékén akkor is a következő
határértéket értjük :

lim
<4-. e, + .
ff(t)dt+ ff(t)dt+-

-a ct-«

b
■+ff(t)dt •

b
8. A konvergencia és divergencia kritériumai. Az ; integrált 

a
abban az esetben, midőn f(t) a b helyen válik végtelenné, igy értel-

* Ha az f(x) a c—e...c+e szakaszban korlátos, akkor korlátos minden, 
c közepű kisebb szakaszban is és akkor a Riemann-féle integrál-kriterium 
szerint az f(x) az egész ab szakaszban integrábilis volna. így tehát a szóban 
forgó eset csakis akkor fordulhat elő, ha a c pont tetszés szerinti kis kör­
nyezetében f(x) bármely nagy M-nél is nagyobbá válik, a nélkül azonban,

sin —
hogy lim/(x)=oo volna. (Ilyen például a x függvény az x = 0 helyen.)x
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meztük: limJ f(f) dt. Kérdés, mi a szükséges és elégséges föltétele 

e határérték létezésének? A du Bois-Reymond-féle kritériuma* 

annak, hogy a lim F(x) létezzék, az, hogy bármely kis í-hoz tar- x=-b
tozzék oly | küszöbszám, hogy ha t»>x">x'>£, akkor:

|F(x')-F(x")|<fi, .

bárminő két szám legyen is az x' és x" (1. 56. lapon), azaz:

|j7(0df|<e.

Ha f(t) az a...t<b szakaszban integrálható és a b helgen ágy 
válik végtelenné, hogy

minden, b-nél kisebb t értékre kisebb egy bizonyos véges M-nél és 
a<l, akkor az J f(f)dt integrál konvergens. Ugyanis, ha a<x'<x”<&, 

akkor az x'... x" közben | f(t) | < és így:
x” x"

X* x'

vagyis kisebb, mint: - ----- (b—x')1-“.
A & \r

A |-t oly közel választhatjuk a fc-hez, hogy ——— (b—£)1-“ < e 

legyen. Ezen £-től kezdve mindig igaz lesz, hogy:

\ff(t)dt\<e,

ha £<x'<x"<ö, bárminő számok legyenek is x' és x", vagyis 

lim j f (t) dt létezik . az f f (t) dt konvergens. 
a t a
Ha pedig f(f) a b helgen úgy válik végtelenné, hogy (b—f)f(f) 

bizonyos, b közelében levő tdől kezdve mindig nagyobb abszolút 

értékű, mint M, (Af>0) akkor az

í\W>\dt 
a

h
divergens [és így, ha f f(t) dt konvergens is, „abszolút konvergens 

nem lehet].

* P. du Hois Reymond: Die allgemeine Functionentheorie, Tübingen 
1882. p. 232.
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Ugyanis ez esetben, ha az | f(f) | (b—f) > M feltétel pl. 7r-tól 

kezdve (a<fc<6) teljesül és ha k<x<b. akkor: 
X x

J \f(t)\dl >J -bZ7fdt - M(log (/>—*> - log(6—x)].

De ha x a 6-hez konvergál, akkor log(6- x) végtelenné
x b

válik és így lim f\f(t) | dt is végtelenné lesz, az l\f(f)\dt diver- 
x~^k f a , b

gens. Ha /(/) pozitiv függvény, akkor az ] f(t)dt, mely az f|/‘(t)|dt- 
{’ , <1 a

vei megegyező, divergens, ha pedig'J f\f)dt konvergens, nem lehet 
a 

abszolút konvergens.
E kritériumokat legtöbbször olyankor alkalmazzuk, midőn 

lim(b—tvéges és meghatározott számérték. Ha a<t és 
t~b 
liin(6—()“/'(/)—6, akkor* a /-vei oly közel juthatunk a 6-bez, hogy 

onnan kezdve mindig j (b— f)af(f) | < h' legyen, ha tehát az
b

előbbi föltétel van teljesítve és így az | f(f)dt konvergens. Ha pedig 

és lim(&—f)af(f) = h, (h4=0) akkor meg választunk egy /i-nál 
t b

kisebb abszolút értékű h' számot és a limesz létezése folytán oly 

közel férkőzünk a 6-hez, hogy onnan kezdve mindig teljesül a 

(6—/) j f(f) | > h', tehát ismét az előbbi tételünk szerint: j\f(t}\dt 
a 

divergens. De ez esetben még többet is mondhatunk, t. i.: ha 

lim (6— t)af(f)=h pozitiv (negativ), akkor ebből az is következik, 
t*°b 
hogy f(t) a 6 közelében mindig pozitiv (negativ), tehát nemcsak az 

abszolút értékkel alkotott j|/'(/)|dí, hanem az eredeti J f(t)dt is 
ó a

divergens.
Ezen eseteket összefoglalva, azt látjuk, hogy ha 

lim (t—b)af(t) 
t^b 

b
létezik és a<l, akkor az [f\f)dt konvergens, ha pedig a>l és a 

limesz nem 0, akkor az integrál divergens. [Természetesen föltettük, 
hogy az /(/) az a...x szakaszba^, ha x<6, integrálható.]

Amit a felső határra vonatkozólag megállapítottunk, ugyanaz 

érvényes az alsó határra js és nagyon könnyen kiterjeszthető arra

* Természetesen mindig baloldali limes értendő. 6 pozitívnak gondol­
ható (vagy 0), mert ellenkező esetben —/(t)-ről szólhatunk.
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az esetre is, midőn //) az a...b szakasz valamely közbenső 

c helyén válik végtelenné. Ez esetben is azt látjuk, hogy ha 

lim(c-/)“/’(0 létezik és «<1, vagyis az /’(/) a c helyen az elsőnél 

alacsonyabb rendű végtelenné válik, akkor az J f(f)dt konvergens, 
á ...

ha azonban a>l és a szóban forgó limesz nem 0, vagyis /(./) veg- b 
telenségének rendszáma 1 vagy 1-nél magasabb, akkor j f(f)dt 

á 
divergens.

például az L^-.az x—1 helven végtelenné válik, de
1 — .r2

(LtíeÍ = 1
j/l-x2 /i+*

és iíxy liind- .r>2 • ~--- - — .a- 1 ' /1-X2 /2

C dx
[csakis a baloldali limes veendő tekintetbe], tehát az I -

, .71 o ’ ‘K
konvergens. Értéke: [arc sin x]’ — •

Ellenben az J* divergens, mert: 
o

IJm(l-x) • y-’-js- = lim/j- - y • -
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HATÁROZOTT INTEGRÁLLAL ÉRTELMEZETT FÜGGVÉNY.

1. A folytonosság vizsgálata, fia az integrándus pl. : e'ix és az integrál:
J gD_ i

[ eUxdx. akkor az integrál értéke: ------— Ez az integrál, miként látjuk,
Ó
az y függvénye. Ha általában az integrándus egy y paramétert (mely vál­
tozó mennyiség, de nem a szóban forgó integráloperáció szempontjából 
változó) tartalmaz, akkor az integrál rendszerint ezen y függvénye. így 
az integrál sokszor a függvény kényelmes előállítására is szolgálhat. Az 
ilyen integrálokat akarjuk vizsgálni főként abból a szempontból, hogy az 
általuk előállítón függvény mikor folytonos, mikor és hogyan differenciál­
ható stb. Az integrándus tehát ez esetekben voltaképpen két változónak, az 
x és y-nak függvénye gyanánt tekintendő, azért az olvasó, ha még eddig 
nem tette, a többváltozós függvényekre vonatkozó elemi tételeket olvassa 
előbb át.

Legyen tehát az integrándus/(x, y), melyről föltesszük, hogy ha y az a... fi 
szakaszból vétetik, akkor az/(x, y; az a.. . b közben x szerint integrálható. 

Ez azt jelenti, hogy ha y helyébe az a . . . fi szakasz tetszés szerinti y számát b
tesszük, akkor az ff(x,y)dx véges és meghatározott számérték. Ha már 

most y az a. . ./? számköz helyeit jelenti, akkor minden egyes helyhez tar- b
lozik egy ff(x,y)dx számérték. Ha ezen értékrendszert F(y)-nal jelöljük, 

(I b
akkor tehát az [fix. y) dx integrál az F(y) függvény értelmezésére szolgál:

(I
b

F(y) -ff(x, s)dx.
a

Ha f(x, y) az (x, y) helyen folytonos, bárminő száinértéke legyen is az x-nek 
az ab szakaszban (a határokat is beleértve), akkor az F(y) is folytonos az g-—y 
helyen.

Föltételünk szerint J(x, y) folytonos, ha x, y az y—y egyenes bármely 
pontját jelenti, mely az x=« és x=b közé esik. Ekkor (1. II. kötet) az 
y=y egyenes szóban forgó szakasza mentén egyenletesen folytonos az /(x, y), 
azaz bármely kis e-hoz található olyan a véges küszöbszám, hogy az y=y 
egyenes e szakaszának bármelyik pontja körül a rádióssal leírt köröcsko 
belsejébe eső tetszés szerinti két x'y', x"y" helyen

j/(x',y') -/(x", y")|<«. -
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Válasszuk az adott « helyett f -t és határozzuk meg az ehhez tartozó
<r küszöbszámot és legyen |zfy|<cr. Ekkor:

b
F(y+dy) | f(x, y-J- dy) dx 

a
és így az F[y) növekménye, mely a y parameterérték dy nagyságú növelésé­
ből ered :

b
F(y+dy) — F(y) - ( [/(x, y+dy) —f(x, /)] dx.

á
be a zárójelben álló kifejezés absz. értéke minden, itt szóba jövő érték 
mellett -- -----nál kisebb és így :b—a

b
\F(y+dy) - F(y)j< j dx ■= e.

a
Ezzel kimutattuk, hogy az F(y) az y—y helyen folytonos. Ha pedig az 

f(x, y) az x=a, x—b, i/-«, y=fi egész derékszögű négyszögben folytonos, 
akkor F{y) is folytonos minden a<y<zp helyen.

Megjegyezzük, hogy az y—y egyenes mentén nem is kell az f(x, y)-nak 
mindenütt folytonosnak lennie. Megeshetik, hogy ezen egyenes mentén véges 
számú helyen véges nagyságú szakadása van. Ha például az x—c helyen 
van ilyen szakadása, akkor a c helyet egy tetszés szerinti kis közbe foglal­
juk és az ff(x, y) dx integrált így bontjuk fel :

a
b c-i] c+i] b

j /te. y) dx = jfíx, y) dx + jf(x. y) dx + | f(x, y) dx 
a a c—ii c-t-tj

b c-v]
és jf(x, y+dy) dx — ff(x, y) dx - j [f(x, y+dy) — f(x, y)] dx + 

« a a
c+»l b

+ J [/te, y+dy)—f(x, y)] dx + j*[f(x, y+dy) —f.(x, y)J dx. 
e-»i c+n

Az első és harmadik integrál az előbbiek szerint végtelen csekéllyé lesz 
a zly-val. Ha már most az f(x, y) mindenütt véges, tehát amennyiben ugrása 
van is egyes helyeken, sohasem szűnik meg véges lenni, vagyis megadható egy 
bizonyos M véges szám, melynél mindig kisebb absolut értékű, akkor a 
c—7 . .. c-\-y közben is \f(x, y+dy) — fix, y)| < 2M és igy a második integrál 
absolut értéke 4Afy-nál kisebb ; tehát »/-val elenyésző csekéllyé válik.

Ha az y—y egyenes mentén véges számú ilyen szakadó helye van is az 
/(x, y)-nak, azért az F(y) a y helyen folytonos.

Ebből az is következik, hogy ha az x=a, x—b, y=a, y—ft által határolt 
derékszögű négyszögben egy C görbe mentén (mely görbének minden egye­
nessel csak véges számú metszéspontja lehel) akár e görbe egyes pontjaiban, 
akár a görbe minden pontján van is az f(x, y)-nak véges ugrása [a z=f(x,y) 
felület meredeken szakad le], azért F(y) mégis folytonos, ha egyébként az 
f(x,y) mindenütt folytonos. Mert hiszen az g=y egyenes mentén csakis véges 
számú szakadó hely van (ezen egyenesnek a C görbével való metszéspontjai).

Eddig csak olyan integrálról szóltunk, melynek határai : a, b állandó 
számértékek voltak. Meglehet, hogy a és b az y függvényei. Legyen

a = <p(y), i> = w(y)-
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Képzeljük az x — <p(y) és x—y(y) görbék által ábrázolva e függvé­
nyeket. E görbéknek, mondjuk C, és C2-nek csakis azon szakaszai jönnek 
tekintetbe, amelyek az y--a és y=fi párhuzamosak közé esnek. Az integrál 
tehát, amellyel foglalkoznunk kell : 

J /(x, y) dx.
v m

97. ábra.

ha a<zy<fi. Ezen integrál vizsgálatát azonnal visszavezethetjük az előbbiére. 
Képzeljünk az fix.y) helyett egy másik j\(x, y) függvényt, mely a következő­
képpen van meghatározva :

Az AKDL derékszögű négyszögben legyen az /, (x, y) meghatározva oly 
módon, hogy a C, és C2 görbék közötti AEDB belsejében mindenütt meg­
egyezzék az /(x, y)-al; a kívül levő ABL és BEK részekben mindenütt 0 
legyen. így tehát az/, (x. y)-nak a Ct és C2 mentéh van csak véges szaka­
dása, tehát az

Öl
Fii/) = l/iix- U'dx,

ahol a^—OAi—-<p(a) és — az előbbiek szerint az y-nak folytonos

függvénye, ba acy<(3. De ez az integrál az /i(x, y) ilyen értelmezésénél 
v-<w>

megegyezik 'a szóban torgó Jf(x,y}dx integrállal; tehát, ha f(x,y) a C, és 

C2 és y=a, y=zf által határolt’négyszögszerű területben folytonos (vagy csak 

véges számú görbe mentén van véges szakadása), akkor az

V'(y)
Fiy) = J fix, y) dx

q>(y) is folytonos.
Ezt az esetet, melynél az integrál határai az y parameter függvényei, 

közvetlenül is vissza vezethetjük arra az esetre, midőn a határok állandók. 
Ha ugyanis az integrált a következő szubsztitúcióval transzformáljuk ;

azaz : x=%> (y)-f-(u—a) y



430 X. FEJEZET.

tesszük, akkor, ha x—<p(y), u=a; ha pedig x=ip(y), akkor a=b; tehát, az
V'IH) 
f/(x, y} dx 

<p(y) integrál átmegy ebbe:
b
| (m—a) ~—r- s y ] —— duJ a—b J a—ba

és ha az /[qt>+(u—a)függvényt egyszerűen ♦ (h, j/)-al jelöl­
jük, akkor

W'íy) b
ff(x, y) dx = (<f> (a, y) du.

y>i«) <i

2, A határok nem végesek. Eddigelé olyan határozott integrált vizsgáltunk, 
amelynek integrándusa az y parameter függvénye, de a határai végesek vol­
tak. Az ilyen integrálról megmutattuk, hogy ha /(x, y) integrándus az

a<x’<á, «<y<f
által ábrázolt derékszögű négyszög belsejében mindenütt folytonos, akkor az 

b
y) dx = F(y) 

a
az y-nak az a <y<P szakaszban folytonos függvénye. Most azon esettel 
akarunk foglalkozni, midőn az integrál egyik, vagy mindkét határa végte­
len. Erre az esetre az előbbi bizonyítás nem alkalmazható, mert a folytonos­
ság bizonyítását azzal kezdtük, hogy a megadott e-ból y~a’készítettük 
és az ehhez tartozó küszöbintervallumot, határoztuk meg. A jelen esetben a 
b—a nevező nem volna véges. Ezért tehát némi változtatást kell lennünk a 
tétel bizonyításán. Legyen a felső határ végtelen.

Föltesszük, hogy f(x, y) az a . .. oo -szakaszban integrábilis, ha y bár- 
co

minő, az a ... fi közbe eső értéket jelent; azaz j f(x, y) dx ezen y értékekre 
nézve véges és meghatározott számérték. Ebből következik, hogy bármely e-hoz co
található olyan l küszöbszám, hogy az |/(x, y) dx maradékintegrál abszo- 

r
lut értéke e-nál kisebb, ha csak Z'>Z. Ennél még valamivel többet is föl­
tételezünk ; t. i. azt, hogy az adott e-hoz található olyan Z küszöbszám, hogy 
az | J/(x, y) dxl < e, ha Z' >7, bárminő számértéket jelentsen is az y az a.../?

r
közben; vagyis, egy és ugyanazon l küszöbszámmal beérjük minden y-ra 
nézve; ezt úgy fogjuk mondani, hogy az/(x, y) egyenletesen integrábilis az 
a ... fi közben.

Föltesszük továbbá, hogy az J(x, y) az x, y folytonos függvénye, ha x 
bármely véges a . . . b közben van és a<y < fi

Bebizonyítjuk, hogy ha e két föltétel teljesítve van, vagyis ha lf(x,y)dr 
a
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«z «<y<£ közben, egyenletesen integrálható és ha f(x,y) minden a<x<b, 
a < y < p véges derékszögű négyszögben folytonos, akkor az

oo
F(y) = //(•’’, y) dx 

á
is folytonos az a c y < f) közben.

Ki kell tehát mulatnunk, hogy bármely e-hoz található olyan a küszöb­
intervallum, hogy

\F(y+dg)~F(y)\<e, ha |zfy|<tf.

Vegyük az adott t harmadrészét és menjünk el az /-el olyan messzire, 
OO

hogy F2(y) = j*/7x, rj) dx abso'ut értéke:
i

jj/(r,y)d.rj< 3

legyen, bármit jelentsen is y. Ez lehetséges, mert f(x, y) egyenletesen in­

tegrálható. Az j f(x, y)dx—Ft(y) integrál, mivel véges határok között vettük, 
á r

y-nak folytonos függvénye, mert az integrándus x és y folytonos függvénye ; 

tehát az | -hoz tartozik olyan a küszöbintervallum, hogy:

|F,(y-| -zfy)-Ft(y)|< | . ha |zfy]<a.

■*>
Az F(y) — Ifix, y) d.v-et kél részre bontjuk:

a
oo 1 . zn

F(y) — I f(x,'y] dx — (fix, y) dx + jf(x, y) dx. 
n á l

Az első rész F,(y), a második: F2(y). Az Fty} növekménye:

F(y-f-Jy) — F(y) — [Ft<y-l- dy) — Ft(y)] + [F2(y+zíy) — F»íy)], 

tehát: \F(y+dy) — F(y)| < |F»(y dy) — Ft(y)| + |F»(y4-dy)| + | F.,(y) |.

A jobboldalon álló első tag kisebb =--nál, mert F,(y), miként láttuk, 
... ffolytonos ; a második és harmadik tag mindegyike kisebb nál, mert /-el 

már elég messzire haladtunk ; tehát

\F(y+dg) - F(y)|<e, 
ami bebizonyítandó volt.

3. A határozott integrál differenciálása, a) A halárok állandók. 
Legyen az a<x<b, a<y<[3 értékrendszerre nézve az y sze­
rint differenciálható az a... fi köz minden helyén és az y) 
differenciálhányados az x, y változók folytonos függvénye.

Ekkor a középértéktétel szerint: minthogy /'(.r,y) az a<y</? 
közben differenciálható,

/’(x, y+4y)—f (x, y)=^fg(x, yf-fbdy) dy, ()<&<!, 

továbbá, minthogy a diff. hányados egyenletesen folytonos, ezért
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bármely kié 6-hoz választható olyan <r küszöb, hogy 

fy(x, y)-£<fy(.^ y+^y)<f^, y)+«,

ha | Jy | < a és x az a.. .b köz bármelyik helye.
b

Ezek előrebocsátása után állítsuk elő az F(y) — j f (x, y) dx difi'. 
. a

hányadosát y szerint. E végből kiszámítjuk az F(y) növekményét, 
ha y-t Jy-nal növeljük:

!’ !’
F(y+ dy)—F(y) = J l/’(x, y+ dy)—f(x, y)] dx = j fffx, y+»dy) dy. dx 

a a

és ha fy(x, y+^Jy) helyett a második megjegyzés szerint: /g(x, y)4-^t 
tesszük, akkor limn- 0. tehát:

a a

és így F'(y) = lim = f Q (x? y) dx>
^y=o jy J

a
I r 1 ' * "-

minthogy J g dx I < 6 (b—-a), tehát lim j g dx = 0.
a *7y=0 a

Ha tehát az f{x,y) az a<x<b, a<y<fí tartományban minde­

nütt y szerint differenciálható és a differenciálhányados az x, y vál­

tozók folytonos füygvénye, akkor az \f(x,y)dx y szerint egyszerűen 

ügy differenciálható, hogy az integrándust y szerint differenciáljuk.

b) A határok is függnek az y paramétertől. Ha az a és b ha­
tárok is függnek az y paramétertől, akkor az előbbi differenciálási 
szabály közvetlenül nem alkalmazható. Ekkor, ha y paramétert Jy-nal 
megnövesztjük, az n-ból a+da lesz, ö-ből: b+db. Föltesszük, hogy 
/ (x, y)-ra nézve az előbbi feltételek érvényesek és a meg b az y 
differenciálható függvényei. Ez esetben:

b + jb

F(y+dy) = J / (-r, y+dy) dx, 
a + ja

tehát az integrál növekménye:
b + db b

F(y-t-4y)—F(y) — ff(x, y+dy)dx — j ffx, y) dx. 
a + da a

Az első integrált fölbonthatjuk három részre:
b-fdb a b b+db
/ f(x, y+dy) =- J’ +J +J

a + da a + da a b
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és így: F(y4-Jy)~F(y) = j f(x,y+dy)dx +
a+ja

b b+ db
+ j [f (*, y+Jy)—u)]dx + J /X-T> y+Jy)dx- 

a b
Az első integrálra alkalmazzuk az első középértéktételt. Eszerint:

a
j f(x, y+dy) dx= - Ja. /(I, y + Jy), 

a + Ja
ha £ az a...a-j-Ja köz valamely meghatározott helyét jelenti. Éppen 
így a harmadik integrál:

f /’(«, y+ dy) dx—dbfíg, y+ Jy), 
b

ha I' a b...b~i-db valamelyik közbenső helye.
A második integrál azon a módon, amint az állandó határok 

esetében tettük, átalakítható. Ugyanis:

f{x, y+dy)—f(x, y)-dyfg(x, y+&dy)=(fy(x, y)+rj) dy,
ahol lim ^=0; tehát ez az integrál így bontható fel:

jy^O
bb

J fy (x, y) dy. dx + J'tfdy. dx.
, a a
Így tehát:

bbJa 
dy /’(§, y -+ dy) + J /ÍJ (®, y)dx+J rtdx- a a

Ha már most Jy zérussá válik, akkor föltételünk szerint-^— 
db 

átmegy a b függvénynek y szerinti differenciálhányadosába ^--ba; 
éppen így -^-ból válik. A mely a b ... ü-f- db valamely köz­

benső helyét jelenti, átmegy ó-be, ha Jy zérussá lesz, éppen így a 

£ átmegy az a-ba, rj pedig egyenletesen zérussá lesz, tehát:
b

F'(y) = lim = / (/,) dL _ f(a)^- + j /'(x, y)dx.
dy^O jy ay ay j

4. Végtelen határokkal bíró integrál differenciálása. Az előbbi tárgyalás 
megint nem alkalmazható közvetlenül arra az esetre, midőn az integrál 

h
egyik határa végtelen; mert az j ydx integrálról nem mondhatjuk közvetle­
nül, hogy zérussá válik ebben az esetben is; mert az 7 lehet végtelen ese- 

Beke: A differenciálstámítáí. 1. 28
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kély, de az integrál szakaszának terjedelme végtelen nagy. Ez esetben inég 
föltesszük, hogy az fy(x, y) x bármely véges közében minden ot<y</?-ra 
(tehát egyenletesen) folytonos, továbbá, hogy fy(x, y) egyenletesen integrá­
bilis az a . . . oc szakaszban, azaz, hogy ha y az a ... 0 köz bármelyik helyét 
jelenti, adott e-hoz található egy és ugyanaz az l küszöbszám, hogy az 

i (/£&, y» dx | < s

egyenlőtlenség fönnáll minden y-ra nézve.* Ekkor az

F(y) = J y) dx 
á

integrál differenciálhatóságának a megmutatása végett azt kell bebizonyíta­
nunk, hogy

00
*”(y) y)dx,

azaz, hogy I _ fa* (I( y) dx | 

bármely kis számnál kisebb, ha Jy elég kicsiny. Legyen e tetszés szerinti 
kis szám. Vegyük ennek a harmadrészét és menjünk el az l-el olyan mesz- 
szire, hogy

j^(x,y) dx|< |

legyen, bármit jelentsen is az y az a . . . fi közben a jegyzetben említett érte- oo
lemben. Ezt elérvén, bontsuk fel az F (y) = J f(x, y) dx integrált két részre: 

a
I °?

F(y) - ff(x, y) dx + | f(x. y) dx.

Ebből :
F(y+Jy) - F(y) _ r f(x,y+dg)-f(x,y) ? fix, y+dg) -f(x, y)

dy J . dy Jy

De f(x, y)-nak y szerinti differenciálhatóságából következik a közép­
értéktétel szerint, hogy minden x-nél

A második integrál tehát feltételünk szerint (lásd a jegyzetet) -í- -nál 
kisebb, mert M

' y+#Jy)dx| <y-

* Ezt most úgy értjük, hogy fyix, y) akkor is egyenletesen integrálható, 
ha y az x-től is függ, csak az y számértéke az a.. .fi közben maradjon. Ez 
például teljesítve van, ha \fy(x, y) I < ~ valamely .r-en túl és y az a... fi 
közben van és n>l.

* * Megjegyezzük, hogy & általában az x-től is függ, de mindenesetre 
pozitiv és 1-nél kisebb, úgy, hogy azért y-t-AJy az a... fi közben von.
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Az első integrálban, minthogy JJ(x, y) az a<.y<[i szakaszban feltéte­
lünk szerint folytonos, a folytonosságnak már említett egyenletessége követ­
keztében dy egy h küszöbnél kisebbre vehető úgy, hogy

c
I ?1 = y+»dy) -fg(x, y)| <y(7Z^y

legyen, ha x az a...l és y az a...p bármely helye. Az A) alatti egyenlőség 
tehát így írható:

- F(y) _ + y y+»dy] dx,
“a a 1

OO
vagy ha még a jobboldalhoz J/y (x, y) dx-et hozzátesszük és elvesszük.

ft (Ll■ y’ - pjy) dx + y 7tíx + •'a aoo co
+ jfy fa V+^dy) dx-lfg (oc, y) dx.

Ha már most l oly nagyra és a ft küszöb, melynél dy kisebb, oly kicsinyre 
vétetik, hogy

|^faf/)rf®|< | és líKj^

legyen, akkor a jobboldalon álló második, harmadik és negyedik integrál 
külön-külön kisebb absolut értékű y -nál, tehát:

| W _ p’ (ar, y; dx j < s, ha :dy < ft,

•o 
következésképpen: F'(y) = fj^(x, y) dx.

(I

28*
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NÉHÁNY FONTOS INTEGRÁL KISZÁMÍTÁSA.

1. Diriolilet-tétcl. Legyen y'(x) az a-tól jobbra minden közben integrál­
ható és M

I V* (x) dx — -A 
a

véges és meghatározott szám. Azt állítjuk, hogy ha y pozitiv szám és y>(x)-et 
e t^-el megszorozzuk, akkor az így nyert

00
I e~ux ip (x) dx 

a
is konvergens integrál. Ez az állítás nagyon plauzibilis, hiszen az integrán- 
dust e_0®-el, tehát egy monoton, erősen csökkenő függvénnyel szoroztuk meg. 
Pontosabban így bizonyíthatjuk be a tételt:03

Az fv(x)dx konvergens; tehát tetszés szerinti kis e-hoz tartozik olyan 
a

N küszöb, hogy azon túl levő minden l és Z'>l-re nézve
l'

I | ig(x) dx | < e.

Azt akarjuk megmutatni, hogy található oly Nt küszöb, amelyen túl levő 
minden k és k' > k-ra nézve :

k'
j | e VTxp (x) dx i < e
k A

akárminő pozitiv szám legyen is az y. Ezzel be lesz bizonyítva, hogy az 
oc
(’e~'Jxy>(x) dx konvergens. Válasszuk gyanánt az előbbi N-et, vagyis azt 

á
a küszöböt, amelyen túl mindig:

i' 
j f tp (x) dx | < e.

Ekkor az í e ^xtp(x) dx-re alkalmazzuk a második középértéktételt.
Alkalmazhatjuk, mert ip(x) az egész intervallumban integrábilis és e mo­
noton csökkenő.
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l' í
j e «xip(x) dx — e 'ü1 ^ip(x) dx,

ahol £ az Z és Z' közé esik: tehát az (ip(.x)dx absolut értéke is kisebb e-nál, 

mert § :> l és így a jobboldali kifejezés is kisebb abszolút értékű, mint e, 
vagyis valóban : 

ha Z és Z' _> Z bármely két, N-néJ nagyobb számot jelent. De ez éppen az co
f e~V' tp(x) dx konvergenciájának szükséges és elégséges feltétele. Ezzel ki-

■J 00 oo
mutattuk, hogy ha az fi/>(x)dx konvergens, akkor | e’ ^V'íx) dx is kon­

au
vergens. [Megjegyezzük, hogy e-^ szorzó helyett bármely j (g, x) monoton 
csökkenő függvényt is választhattunk volna.]

Az
f e ~vxtp(x) dx

integrálról egyebet is kimutatunk. Jelöljük ezt az integrált, mely az y függ­
vénye: F(y)-nal. Ha ebben y helyett 0-t leszünk, akkor belőle j ip(x)dx lesz, 

a
az A-val jelölt eredeti számérték. Az F(z/)-nak helyettesítési értéke tehat a

■0 helyen: A. Kérdés, vájjon ez egyúttal határértéke-e? Vagyis, ha g a pozi­
tiv oldalról konvergál a 0-hoz [mert hiszen y csakis pozitiv számot jelen­
tett], vájjon

lim F(g) = A 

teljesül-e, vagyis az F(g) az y=0 helyen (pozitív oldalról) folytonos-e? Kimu­
tatjuk, hogy igen, vagyis, hogy:

lim | e ^iplx) dx = f ipix) dx. 
a

Meg kell tehát mutatnunk, hogy egy tetszésszerinti t-hoz található oly 
A küszöb, hogy ha y < <J, akkor

| J w (x) dx — J i/> (x) dx | < e, 
n a

vagyis, hogy ts ha y < <5.

Ennek a megmutatása végett vegyük az s harmadrészét és Z-el menjünk 

el olyan messzire, hogy ha csak Z'>Z, | | ip (x) dx | < 

szerint

Ekkor már az előbbi
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^V(x) (e~vx—1) dx. «>

is teljesítve van. Most bontsuk fel az integrált két részre:' 

60 {
1) dx — j t/> (x) (e-#®—1) dx + 

a a
A második integrál: 

OO oo
fv íx) dx —w(x) dx

£ 
mindenik tagja abszolút értékre nézve kisebb -nál, tehát az egész integrál 
kisebb J?L_náI. Eddig még az y-ra nézve semmiféle megszorítást sem tettünk.

•5 
z

Ha I f»p(x)dx| felső határa M, ha a<z</, akkor válasszuk a 4 számot 

úgy, hogy 
ie-<Jí_II —-—*' 3M 

legyen. Ehhez csak az kell, hogy 

. 11/ 1 \4<yJog )
V 3M ' 

legyen. Ha y ennél a 4-nál kisebb, akkor (ha x>Z)

1 > > e~ix > e_<R

és igy 1 — e-s® < 1 — e- * < ,

tehát az első integrál (megint a második középértéktétel szerint): 

l z
| [ y> (x) dx | < | ~ j (x) dx | = 4- 
a a

Kimutattuk tehát, hogy ha 0<y<4, akkor az et) alatti egyenlet jobb 
oldalán e-nál kisebb abszolnt értékű szám áll, vagyis valóban: 

oo
IJ V (x) (e-»c—1) dx | < e

és így:
a

ami bebizonyítandó volt.*

2. A Wallis-formula. Ezt az integrált

fm=j 8inmxdx
0

már kiszámítottuk (1. 357. lapon) és azt találtuk, hogy

* Ez a bizonyítás lényegben Franel-től való. L. Hurwitz: Sur l’applica- 
tion |éométriquc des séries de Fourier. Ann. de l’Ecole norm. sup. 1902.
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2n—1 2n—1 2/1—3 r
2n ' ™~2““ 2n

2n—l 2n—3 2/1—5 1 ti
• 2n 2 2/i—4' "T ’ ~2

_ 2«- 2 2n—4 2
2ni ' 2/1—1 ’ 2n—3 "‘3 ’

Ha az /an-t-hen sinx helyébe /l- i/M tesszük [a gyöknek 

pozitív értékét], akkor átalakul ebbe: | (1 —ii2')n~1 du; tehát [n he­

lyett n+l-et mondva:]

2n—2
2/1—1

2
3 '

E formulákat felhasználtuk a -—-nek igen érdekes előállítására.

A 358. lapon közölt tárgyalásból következik, hogy:

A = i;rA 2n. [(2n-2)(2/1-4)...2f
2 n--=« [(2/1--1) (2n—3)... 3]2

71Ez a Wallis-féle formula a -x--re nézve.

Megemlítjük ennek kapcsán, hogy a jobboldali határérték léte­

zéséből következik, hogy adott pozitív számhoz tartozik olyan N 

küszöbszám, melyen túl levő n-ekre:

1 . [71 __ 2/1—2 2n—4 2 (/
2f n 2/i~l 2/1—3 3 T |/2n ’

V 1 I I • 2/1—2 2n—4 2 ... cahol |e| <7, vagyis —----r • —— •• -x mindig —- alakban írható,
20—1 Zll—o ö y Z?

ahol a c valamely N-en túl eső n-ekre tetszés szerinti kevéssel
' . 71

különbözik a -x-—tői.
1

3. Az I —J/(z)[l—(z—x)2]nite integrál egy fontos alkalmazása. Legyen/(z) 
0

a 0. .1 intervallumban, (a határokat is beleértve), korlátos, folytonos, egy- 
értékú függvény. E közben mindenütt |/(z) |<<7. Legyen x e köz valamely 
helye. A szóban forgó integrált igen nagy pozitiv egész n értékekre keressük. 
Az 1 — (z—x)2 tényező az egész 0... 1 közben kisebb 1-nél, az egyetlen x 
helyet kivéve; tehát' [1 — (z—x)2]n az x hely kis környezetétől eltekintve, n 
növekedtével tetszés szerinti kicsinnyé válik és így az integrál értékére — 
előre sejthetjük — csakis az x pont környezetére eső rész lesz befolyás-
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sal. Már ez is ráutal arra, hogy az Z-t három részre bontsuk ily módon : 
Z—/ff-Za-j- J31 aho!: iü ■"* (T

I,-- \f(z)\\-(z-x}2^dz-, 
ó 
x + a

Is = Jf(z) [1—(z—x)2]n dz; 
x - a

A = [1—(z—.t)2]n dz.
x+a

(Ha x— <7' 0, akkor helyette 0 teendő és ha x+<7>1, akkor helyette 1-et 
tegyünk.)

A tf-t úgy választjuk, hogy az /(z) ingadozása minden o terjedelmű köz­
ben kisebb legyen egy előre megadott <t felénél. Ezt elérhetjük, bármekkora 
legyen is a <5, mert feltételünk szerint /(z) az egész 0... 1 közben, a hatá­
rokat is beleértve, folytonos.

Az első integrálról azonnal látjuk, hogy:
X—G

I A i<öj [l-(z-x)2]ndz. 
ó

Ha z—x helyébe —u-t tesszük, akkor

I A I (1—u2)n du 
G

és minthogy 1—ti2 az egész 0... 1 közben pozitiv, még inkább:
1

i A I <■ ffj (1—u2)n dn. a)
a

Éppen így mutatjuk meg, hogy a harmadik integrál:
1

I A I <<jJ (l—u2)ndu. fl)
a

Áttérünk az I2 számításához. Minthogy az x—a . . .x+a köz igen kicsiny, 
közelfekvő gondolat, hogy az f(z) helyett az egész intervallumban az állandó 
/■(x)-et vegyük, vagyis I2 helyett ezt a

x+a
KZ=J(X) J[l-(z-x)2]n dz 

x-a
-et számítsuk, illetőleg az ezzel elkövetett I2—K2 hibát határozzuk meg. Ha a
Xa-ben z—x helyett u-t vezetünk be, akkor K2=f(x)J (1—u2)1'du lesz; tehát

—a 
ezt a különbséget kell kiszámítanunk : 

x+a a
A — K2 = j f(z) [1—(z—x)2]ndz — f(x) J (l-u2)n du. 

x-a -a
Ha az első integrálban is z—x helyébe u-t teszünk, akkor

a
I» ~Ka=J lf(x-!-«) —/(*)](l-H2)'1

-0
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-ra jutunk, miből :
4 - A; + -/(*)] (l-u2)"du.

~(í
Minthogy pedig a <r-t úgy választottuk meg, hogy minden a nagyságú 

közben/(x) ingadozása f-nél kisebb legyen, tehát a — a... + a közben, 

akárhol legyen is a 0 ... 1 köz x pontja, |/(x-j-u) — /(x) | <«• és így a jobb- 
ó' “ Z 'oldali integrál abszolút értéke kisebb: I (1 —rt2)n du-nál, vagyis tekintetbe

° ?
véve, hogy | (1—u2)n du — f (l—u2)nctu, ez az integrál kisebb, mint:

-<7 ő a 
i I (1—u2)n du, 

ő
vagyis : I2 - K2 + p,

1

ahol • (> i < dj (1 — u2)n du. A K2-t így alakítjuk át: 
o a a

K2 = j(x) f (l—a2)"du = 2f(x) I (l-u2)" du - 
~<r ó

1 1 
= 2/(x)J(l-u2)«du - 2/(x) J'(l-u2)n du, 

o a
1 1

tehát: I2 — 2f(x)J (1—ií2)ndu — í> 2f(x)j (1—u2)" du
0 (T

és ebből: /— 2f(x)J (1— u2)ndu — 4+ (> — 2/(x) j(l-u2)du + I3.
0

Ha tekintetbe vesszük az és Z3-ra a) és p) alatt megállapított és a p-ra i
vonatkozó egyenlőtlenségeket és 2J (1—n2)n du-val osztunk, arra jutunk, hogy 

o i
j (1—u2)ndu

—í-- 1---------/(x)|<4 + 4g.íí----------------------------

2 f (1—u2)ndu J (l—u2)ndu
ő 0

A J (1—u2)" du-ról a 3. pont alatti tárgyalásból tudjuk, hogy értéke: 
o

2n 2n-2 2
2n+l 2n—1 3

c
és hogy ez bizonyos N-en túl ievö i-ek^e —alakban írható, ahol c kevés- 

14 ' , f nsei különbözik--- ---- lói, a sxá Iáiéról pedig látjuk, hogy:
i i

pl-ua)''du<(l-dr2)n

és így a fönti egyenlőtlenség második tagja kisebb, mint 
4gc'prn (1—<r2)n,

2ahol c' egy, —y=--től kevéssel különböző, véges, n-től független szám.
V n

I du = (1—tf2)'1 
o
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Minthogy pedig, miként a L’Hospital-szabállya! azonnal igazolhatjjik, 
limx“AJ:=0, ha 0<£<l és a bármely pozitiv szám, tehát lim n (1—<t2)b=0, O!®ec . . ll»=oo
vagyis elmehetünk az n-el olyan messzire, hogy N-en túl mindig

4gc'fn(l-«‘V<

legyen, miből azután következik, hogy' N-en túl levő n-ekre minden 0 ... 1 
közbe eső x helyen :

I (2rt4 1) f2fl- -1) 
r’2.2n“ (2n-2)

[l-(z-x)2]«dz -fix) I < <?. 
o

A szóban forgó integrált (egy tényezővel ellátva) tehát tetszés szerinti 
pontossággal kiszámíthatjuk a pontosságnak megfelelő N-en túl.

Ezen eredménynek igen nagy elvi jelentősége van. Ha megadatik a ó 
pontosság, ehhez a tárgyalás folyamán meghatározott módon megállapítjuk 
a hozzátartozó N küszöböt. Legyen n>N.

Az [1—(z—xj2]" az x-nek 2n-edfokú racionális egész függvénye és igy 
az integrándus ilyen alakban írható:

a0 (z) x2" + (z) x2"-* + a2 (z) x2'12 + - • • + aa„ (z),

ahol az a0 (z), a, (z), . .. együtthatók a z folytonos függvényei [fiz) szorozva 
a z valamely racionális egész függvényeivel] és így tagonkint integrálva :

| (2n’,l) (2n—1)
I 2.2n.(2n—2) {®an j /W «O (2) dz 4-

+ x2" 1 j fiz) a, (z) dz 4------ 1- I a2n (z)f(z) dz) — J(x) i < Ő,
Ó ó

vagyis arra az eredményre jutunk, hogy fix) folytonos függvény az egész 0 . .. 1 
közben tetszés szerinti pontossággal egy racionális egész függvénnyel meg­
közelíthető.

Ez az eljárás természetesen 
más a ... p közre is vonatkozik, 
x helyett § = tesszük, akkor 
fontos tétel Weierstrass tétele.*

nemcsak 0... 1 közre, hanem bármely
mert hiszen ha z helyett i; — z— a 

p-a és
a? a ... p köz a 0 ... 1-be megy át. Ez a

—x- dx integrál meghatározása. Az ---— dx miként már
o ö

megmutattuk, nem abszolút konvergens integrál. Most látni fog-
juk, hogy konvergens és hogy értéke: — ■ Ez igen nevezetes 

s
integrál, melynek később a Fourier-sorok elméletében jó hasz­

nát vesszük. Kiszámítása végett a 411. lapon előfordult fejtegetése­

ket használjuk. Először is megmutatjuk, hogy valóban konvergens

integrállal van dolgunk. Evégből csak azt kell megmutatnunk, hogy

* A Weierstrass-tétel ezen bizonyítására nézve 1. Landau értekezését a 
Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo XXV. kötet p. 337.
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elmehetünk olyan messzire, hogy azon túl

J* sinx- , i-----dx < 6 x ! x'

bárminő számokat jelentenek is x‘ és x" > x'. Általában az

a következőképpen osztható részekre.
a

Megkeressük a n többszörösei közül azt, amely a-nál közvet­

lenül nagyobb. Legyen ez kn és megkeressük azt az utolsót, amely­
nél b nagyobb. Legyen ez tn. Úgy hogy tehát:

(fr—l)n <a <kn, bt < b < (Z-|-1) n.

Az a... b szakaszt úgy osztjuk fel részekre, hogy rajta az:

a, kn, (fc-f-1) 71, (k-f- 2) 7r,... bi, b

helyeket megjelöljük. Az elülálló és az utolsó szakaszok csonkák, a 
többi mind n szélességű. Nézzünk egy ilyen szakaszt, pl:

l)X

sinx , ------ dx.x

Az ~ e szakaszban monoton csökken, a sinx állandó előjelű, 

tehát

juk, hogy

A csonka szakaszokra vonatkozó integrál kisebb abszolút értékű, 
mint az egész szakaszokra vonatkozó, tehát ha a elég nagy, ezek 
az integrálok tetszés szerinti kicsinyekké tehetők. Az egyes rész­
integrálok abszolút értékre nézve csökkennek. Ugyanis azt állít-

ti (11+2)/r

sin x i / sin x ,
—---- dx > I-------- dx . a)

X | J X

Ezt azonnal beláthatjuk, ha figyelembe vesszük, hogy a lsinx[ 

a hn... (h-pi)/! szakaszban ugyanazokat az értékeket veszi fel, 

mint a ('h-j-l) ti ... (7»-f-2) n szakaszban; de az amivel a sin x-et 
szorozzuk, mindig kisebb, mint az előző szakaszban. Ezt a dolgot
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pontosabban így bizonyíthatjuk be. Tegyük a második integrálban

dx,

amiből látjuk, hogy az integrándus mindenütt pozitív, tehát az

a) alatti egyenlőtlenség fennáll.

Ha az

(h+i).-r

I sin x (fa- integrált röviden íh-val jelöljük és az a...b
I x I

hn
szakaszt az előbb említett módon a... kn, kn... (k-\-1) ti, ..., bi... b 

részekre bontjuk, továbbá az első csonka integrált í-vel, az utolsót 

í'-val jelöljük, akkor:
b
'* sin jc 1
—— dx = í-í* + ík+l-'k+2-"±'jT''

Az a-val menjünk el olyan messze, hogy az zj<_1, tehát még 
€ inkább az első csonka integrál absz. értéke kisebb legyen - -nél.

9 *
Ezt könnyen elérhetjük, mert hiszen tehát csak k-t kell
olyan nagyra választani, hogy p.—f legyen. Az egyenlőtlen- 

ség jobb oldalán álló kifejezés a második tagtól az utolsóig szá­

mítva így is írható: [az előjelet egyelőre tekinteten kívül hagyva] 

*fc (lk+i ^k+s) (zk+s ík+i) ((Oi

[ha ij negativ jellel veendő, akkor p=ij—í', ha ij előtt pozitív jel 
áll, akkor p=í'j és minthogy- az i számok csökkenők, mindenik 
zárójelben pozitív szám áll, tehát ez a kifejezés z^-nál kisebb. Ha 
pedig így írjuk ezt a kifejezést:

Ok ~1 k+1)+('k+2 ~' 'k+s) J------- F (?)>

[ahol p megint vagy íj—í', vagy pedig csak í'], akkor meg azt lát­
juk, hogy ez a kifejezés nagyobb ik—í^+1-nél; tehát ik és ik— ik+1 
közé esik; abszolút értékre nézve tehát í^-nál kisebb. így tehát az 
eiúagyott csonka í-vel együtt abs. értékben kisebb ez a kifejezés 
í-nál.
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Azt látjuk tehát, hogy a-val oly messze mehetünk, hogy az

h
I f sin x -- dx' < e
1.7 X (l

legyen, bárminő, a-nál nagyobb szám is a b. Ezzel kimutattuk, hogy a 

I sin x^ jnt.egr£i konvergens.

Határozzuk meg ezen integrál számértékét. Evégből az

Í=f’e-»»“2í* 
:o

integrált vegyük szemügyre, amely az előbbiből úgy keletkezik, 

hogy az integrándust e"í^-szel szorozzuk. Ha y pozitiv, akkor az 1) 

alatti tétel szerint I is konvergens integrál és
oo

lim í e - '-’x Sin;r ,------dx í* sin x
' x dx.

Tehát ha az I integrált kiszámítjuk, akkor abból a keresettet is 

megállapíthatjuk. Az I integrál kiszámítása végett állítsuk elő 

differenciálhányadost. Az í integrálra ugyanis teljesítve vannak a 

differenciálhatóság feltételei, tehát

JZ 
dy

e -lx sin xdx = e sin x
y Ju !7

e-.y® Cos a;

e-^sinx 1“
y Jo+

p e-yx cos x ]“ , ( e !,x sin x
L y2 14 J 0

dx.

A jobboldalon az első kifejezés 0; mert, ba x végtelenné válik, 

akkor sin x határozatlan ugyan, de véges és e-!/J zérussá lesz. Ha 

pedig x— 0 tesszük, akkor sinx lesz zérussá és e-^ véges. A má­

sodik tag értéke: —a harmadik tag pedig: ~ "p “dj7’

dl _ _1 _ 1 dZ
dy y2 y2 dy ’ 
dl 1 

vagyis:

miből: I = arc cotg y -f- C,
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ahol arc cotg y pl. azt a 0... n közötti számot jelenti (a felső határ 

kizárásával), melynek cotangense: y.

A C konstans meghatározása végeit képzeljük az y-t minden oc

Jsin x*
e~ux------- dx integrál zérussá

oválik,* de arc cotg oo=0, tehát C—Ó ; vagyis

I = arc cotg y.

Ebből végül lim f = arc cotg0 =• így tehát a kérdéses integrált 
kiszámítottuk:

/sinx , ti------- dx — —x- 20
OO

5. J (e~x—e~tx) —- integrál meghatározása. A felírt integrálban t 

pozitiv számot jelent. Ha az alsó határ nem 0, hanem pl. a pozitiv 
" fa

szám, akkor azonnal beláthatjuk, hogy úgy az , mint az
fe~tx —-konvergens integrálok. Ugyanis, ha az integrándust: —-et 

megszorozzuk a^-val, ahol a>l, akkor lim ra~l. e~ x■— 0 és épen így
.T*=oo

lim xtt~1e~íx—0. Eszerint tehát csak arról kell meggyőződnünk, 
x “ w « fa
a szóban forgó integrálnak f (e~x—e~ix) —- része is konvergens. Ha 

, . o ®
és e~£;r-eU. előállítjuk véges Taylor soraikkal, azt kapjuk,

X2 z. f2^’2
— 1 — x -j- e^x, e~tx = 1 — tx -f---- — C'^dx,

2 2

az e x 

hogy:

p-X^_p-tX „
tehát: —------= t - 1 + —

x 2 1 1

vagyis az integrándus az egész 0...a közben, (a határhelyeket is 

beleértve) egy könnyen megjelölhető véges M számnál kisebb és 

így a szóban forgó integrál konvergens. A keresett integrál helyett 
most ezt számítsuk ki:

p • a p .

* Ugyanis | = J eQx — dx -|- j e~vx dx, ahol 0<a<£.
Az első integrál nyilván 0-sá lesz, ha y végtelenné válik. A második inte­
grálra pedig, melyet I2-vel jelölünk, a második középértéktétel alkalmazható. 
T ? sin x . . ... ... ? sinx- , . , _ ,/a = e 90 |------- dx, tehát, minthogy |--------dx minden §-re véges, hmZ3=0.• x j x



NEHÁNY FONTOS INTEGRÁL KISZÁMÍTÁSA. 447

= f í .-ar-e-te) 
i x

és azután vegyük limf(J), miáltal a kívánt integrált kapjuk meg.
<,=0 " dxA második részt, az | e~tx —-et átalakítjuk úgy, hogy x he-

lyett —-t tesszük. Az új határok: to és oo : tehát:

és így:

Minthogy pedig e x a <)... tJ közben e ő és e"M közötti érté­

keket veszi fel, tehát í(o) az e_|,logf és e~Mlogf közé esik és igy: 
lim f(J) — log t.
<1=0

Arra az eredményre jutottunk, hogy:

Ebből azonnal meghatározhatjuk ezt az integrált is:

o

ahol a és b pozitív számok. Ha ugyanis ax helyet y-t írunk, akkor:

j\e-ax_e-b.^ ;= Jíe-lt-e -1") = log ° •
0 O

6, | dx integrál kiszámítása. Az előbbi pont végén említett
a i ®

integrál speciális esető annak, amelyet most akarunk tárgyalni. Feltesszük,n
hogy ez az integrál: j <p(x)dx létezik, ha csak $>0 és mindig kisebb abszo­

lút értékű egy véges* M számnál. Legyenek továbbá a és b pozitív számok.

Ekkor egyúttal ez az integrál

t x

is konvergens, ha <J>0.
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Ugyanis, ha e egy tetszés szerinti kis pozitiv szám és N-et akárminő 
oc

pozitiv számnak választjuk, akkor a i <p(ax) dx konvergens voltából követ­

kezik, hogy az eAr-hez tartozik olyan L küszöbszám, hogy az

. i' .
| <p (ax) dx < eN,

ha csak y>L és 7'>>/. Az L-et az N-nél nagyobbra vehetjük. Ebből azután 

következik, hogy
| J dx | < | J (eu.) dx | < t,

ami a szóban forgó | dx integrál konvergenciáját bizonyítja. Ugyanez
“ Í x

áll a |d.r-re is. De ha ax helyett y-t vezetünk be, akkor (y helyett 
J x

megint x-et írva):

fdx = d dx dx,
J x áí X i X bi x

OC [)Ó l)
tehát: f dx ,jp(x) dx [yW

•, X X j X<i ad a
ha x helyett őy-t tesszük (és y helyett x-et Írunk). Ha erre az. integrálra a 

középértéktételt alkalmazzuk, g-vcl jelölve egy bizonyos, a •; (<Jx)-nek felső 
és alsó határai közötti értékét (ha x az a ... b közben mozog)

■ <p(ax)—<p(bx) b
• ■--------------x — a

<)

Ha lim <p(x)~ <p(0í lélezik, jikkcr egyúttal limy(áxi-y(0) és így: x-o, ' J-o

<iP(ax)—tp(hx blíru ;------------z-J---- -;<p(0)log—,<J-0 ; X a0

vagyis: / </ (ax)—<p(bx) b
I <l-T -■ <P(0) log — •

Ha <p(x) e’-c, akkor az 5) alatt tárgyalt integrálra jutunk.

7. Integrálok határértéke. Legyen adva egy /(x, n) egyértékű integrálható 
függvény, mely tehát nemcsak x-től, hanem az n pozitiv egész számú para­
métertől is függ, vagyis mondhatjuk, adva van az Jíx, n) függvénysor. [Ilyen 
volt például a 3-ik pontban előfordult [1—(1—x2;]" függvénysor.] Ha egy tetszés 
szerinti a . .. fl közt szemelünk ki és az x e köz valamely meghatározott helye 
(a határokat is beleértve), akkor az /(x, 1), /(x, 2), /(x, 3), . .. egy számsorozat. 
Tegyük fel, hogy ez a sorozat szabályos sorozat és az általa értelmezett szá-
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mot jelöljük g(x)-el. Ez a g(x) az x-nek egyértékű függvénye. Nevezzük ezt 
a g(x)-et az/(x, n) sorozat határfüggvényének; akkor tehát: lim/(x, n)=g(x'. n-^oo
Ha az j(x, n) sorozat olyan, hogy egy tetszés szerint megadott e-hoz található 
olyan N küszöb, hogy |/(x, n)—g(x) | < e, ha n>N és x az a . .. fi köz bár­
melyik helye, akkor azt mondjuk, hogy lim f(x, n)=g(x] az a... £ közben n-°o
egyenletesem és az /(x, n) sorozatról azt mondjuk, hogy e közben egyenletesen 
konvergál a g(x) határfüggvényhez.

Legyen már most 1) az f(x, n) sorozat olyan, hogy az a.. .00 vonalon 
akárhol felvett a ... [t közben egyenletesen konvergál a g(x) határfüggvényhez és 
2) akárminő pozitív egész szám legyen is az n, az f(x, n) abszolút értéke mindig OO
kisebb legyen egy M(x)-nél, amelyről feltesszük, hogy \M(x)dx konvergens- 

a
integrállal bir.*

Ha már most Á„ A,, Á3, ... egy tetszés szerinti monoton korlátlanul 
növekvő számsorozat (tehát lim Án--oo), akkor azt állítjuk, hogy ezek az 
integrálok

Aj Aj Ar
J /(x, 1) dx, | /(x, 2) dx, . . . J /(x,.n) dx. .. 
a a a

00
szabályos sorozatot alkotnak, melynek határértéke: jg(x)dx, vagyis: 

a
An

lim I /(x, n) dx = I g(x) dx.
aa

Először is azonnal beláthatjuk, hogy a jobboldali integrál konvergens ; 
mert hiszen abból, hogy minden n-nél az |/(x, n) | < M (x), következik, OO
hogy ! g(*) I .< M(x) és )M(x)dx feltételünk szerint konvergens. Most már 
tehát csak azt kell megmutatnunk, hogy ha adatik az e pontosság, akkor 

ehhez tartozik N küszöb úgy, hogy

ha n>N.

An aa
| J /(x, n)dx — J g (x) dx | < e, 

a a

Evégből vegyük az adott e harmadrészét és határozzuk meg először a

Ebből a feltevésből az is következik, hogy | /(x, n) dx konvergens, mert 
“ a

hiszen |/(x, n) | < lf(x) és J M(x) dx konvergens ; sőt azt is látjuk, hogy egy 
tetszés szerinti e-hoz megállapítható olyan N küszöb, hogy | j/(x, n)dx | < e,

ha 5>N és 7>í, akárminő értéke legyen is n-nek; mert hiszen csak N-et úgy
n

kell választani, hogy a I Af(x)dx<e legyen, ha £>N.

Beke: A di/ferenciátetámitát. 1. 29
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c számot úgy, hogy

I M (x) dx < *

legyen, ha csak fi>c. Ezt elérhetjük, mert j M(x) dx konvergens. És most 

menjünk el az n-el olyan messze, hogy az a .. . c közben minden x-re

l/íx.nj-ffjxjK-^y

legyen, ha csak n>AT. Ezt is elérhetjük, mert az első feltevésünk szerint az 
a . .. c közben /(x, n) egyenletesen konvergál a gr(x)-hez. És végül válasszuk 
az n-et olyan nagyra, hogy ne csak az előbb említett N-nél legyen nagyobb, 
hanem egyúttal is nagyobb legyen a c számnál. Ezt is megtehetjük, mert 
lim Xn=oo. Ekkor:

Jn «o
| J /(x, n) dx—Jgfx) dx | = 

á a
C Zfl C 90

= / (x, n)dx+J/(x, n)dx—J g(x)dx — j g (x) dx I < 
a e á c
c i-n oo

< J \f(x, ri) -g(x)! dx 4-/|/(x, n) i dx J- |J g(x) dx I. 
a ' c c

Az első integrálban az integrándus kisebb —r-nál, tehát az in-
£ , (C fl)

tegrál kisebb $ -nál. A második integrálban az integrándus kisebb M(x)-nél 
és minthogy és Mix) pozitív, tehát

In A* oo
J J(x, n) ■ dx< I M (x) dx < i M(x) dx < * • 
c c c - °

A harmadik integrálra ugyanez áll, mert

J I <i(x) dx । < j M(x)dx < *- ; 
c c

tehát valóban
in oo

j | /(x, n) dx — I g (xl dx ■ < e, 
a á

ha csak n olyan nagy, hogy An>c (és n>M). Ezzel tehát kimutattuk, hogy:
in

lim I /(x, n) dx
oo

= J g(x )dx. 
a

* U • «i M
8. A lim— f(x)——dx kiszámítása. Legyen a pozitív szám és f(x) a 

oo
O...a közben (a határokat beleértve) korlátos, abszolút értékre egy M szám­
nál kisebb, integrálható, a 0 helyen (jobboldalról) megbatározott határértékű, 
melyet /(O)-al jelölünk. Az a-tól jobbra eső x helyeken /(x)-et O-sal egyen­
lővé tegyük. Ha x helyett nx-et vezetjük be az integrálba, akkor:

0 0
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Ha a O-tól jobbra egy a... fi szakaszt jelölünk meg, akkor, ha a<x<0

lim — = 0 és lim/(—) — /(0); n-«> n n-« ' n'
sjn2 x

tehát az előbbi pontban g(x)-el jelölt határfüggvény most: /(0)—5— és tel- 
jesítve van, hogy bármely a.. .0 közben az J (—) —— egyenletesen konver­
gál e határfüggvényhez. Az előbb -W(x)-el jelölt függvény most a következő 
legyen: a O...y közben, ahol y tetszés szerinti pozitiv száin: M(x) minde­
nütt M legyen, a y-oo közben pedig —■ Ugyanis /(") — abszolút ér-
téke a 0,.. y szakaszban akárminő n-re kisebb M-néJ, (mert------- maxi-
muma e. közben 1 és /(—) feltevésünk szerint Af-nél kisebb); a y.. .00 köz- 

M aben pedig kisebb: -^--nél, tehát az előbbi pontban M(x)-el jelölt függvény a 
2) alatti feltételt teljesíti. Végül pedig az a, 2a, 3a,.. . na,... sorozat korlát­
lanul növekvő, mely az előbbi At, Ág,... An,.. .-nek felel meg és így a 7)
alatt megállapított tétel értelmében:

na ~ 
lim l/(—) sin2x , r sin2x , -^í-dx=/(0)J-55-dx.

A jobboldalon álló integrál parciális integrálással átalakítható:

csin’x , r sin2x-i» , r sin2x.1 - [——

Az első tag 0, a második pedig, ha 2x helyett x-et teszünk, átmegy 
x> •

I - -be, melyről már tudjuk, hogy : ; tehát eredményűi ezt kaptuk :
o

1 r,, , sinanx , ti ,/n,

Még egy izer megemlítjük, hogy /(x)-ről csak azt tettük fel, hogy a 
0. .. a közben korlátos, integrálható és a 0 helyen jobboldali határértéke 
van. Minthogy a tetszés szerinti pozitiv szám, tehát

lim -*■ ár] = 0.
11 o ó

vagyis a és b akárminő pozitív számok:

!im ~ ff(x)--~- dx = 0. 
a

Könnyen kiterjeszthető a talált eredmény erre a határértékre is:

.. 1 , sinnx?,hm — fix) —:----- ) dx.nJJ' ■ sinx ’
0

Ugyanis:
1 (f(x} = 1 Jíü^dx,
n ■'J' sin x ' n J J' 7' sin x' xio o

amely az imént tárgyalttól csak abban különbözik, hogy az előbbi f(x) helyett
29*
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f(x) (■—— '' '' sin x
Z £

■) áll; minthogy pedig lim—:---- = 1, tehát arra jutottunk, hogy' x=*o sin x

0

Eddigelé a pozitiv számot jelentett; de azonnal belátható, hogy jelenthet 
negativ számot is. Ugyanis, ha x helyett -x-et tesszük, akkor

lim —1 J(x) dx — lim [— — I /(—x) ) dx] Hm /(—x).' sin x > • n-°°L nJ ' sin x ' J 2 x-o

Ha x a 0-hoz konvergál jobboldalról, akkor —x baloldalról konvergál a 
O-hoz ; tehát, ha ezt a határértéket (mely az előbb /(O)-al jelölttől különbőz- 
hetik) /(—0)-al jelöljük [a jobboldalit, ennek megfelelően /(+0)-al] akkor 
tehát, ha a pozitiv szám,

4 - a • «
lim - J/(x) dx - - - J-lim/(-0).

Ebből egyúttal következik, hogy ha az alsó határ negativ, a felső pedig 
pozitiv, akkor , +b . 2

lim — lf(x) í—.3 jx — n ' sinx 'u
= [-1 + V/(X)

Ha az f{x) a 0 helyen folytonos, akkor a két határérték megegyezik és 
így a jobboldalon ir/(0) lesz.*

Más, nevezetes integrálok kiszámításával később foglalkozunk.

* Az ilyen integrálokkal még tovább is foglalkozunk majd a Fourier- 
sorok elméletében, ahol Fejér Lipót szummáló eljárásában szerepelnek.
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HIPERELl IPTIKUS INTEGRÁLOK.

1. A hiperelliptikuB integrál definíciója. Láttuk, hogy ha az inte­
grándus x-nek és x első vagy másodfokú egész függvényéből vont 
négyzetgyöknek, a «x2-|-/?.r+/-nak racionális kifejezése, akkor az 
integrál mindig kifejezhető az ismeretes függvényekkel. Legköze­
lebbi feladatunk az olyan integrál vizsgálata, melynek integrándusa 
x-ből és x-nek 2-nél magasabb fokú racionális egész függvényéből 
vont négyzetgyökből a négy alapművelet segítségével keletkezik; 
tehát ha pl.:

X= a0 xm+rq xm~1 -|----- 1- am,

ahol m a 2-nél nagyobb egész szám, ilyenkor meghatározandó az

Z = <Á’)dx,

ahol az f integrándus az x és \ X racionális függvénye. Az ilyen 
integrált elliptikus integrálnak nevezzük, ha m ■-= 3, vagy m — 4 és 
hiperelliplikus integrálnak, ha in > 4.

Az /.(X, |/X) minden esetre ilyen alakú:

y(x, 
W (x, /X) '

ahol <f> és ip az x és ^X racionális egész függvényei. Minthogy 
pedig FX minden páros kitevőjű hatványa racionális egész függ­
vénye az x-nek és minden páratlan fokú hatványa ilyen alakú: 
p(x)|/X. ahol (>(x) racionális egész függvény, tehát az integrál 
mindig ilyen alakra hozható

Z = V dx,

ahol A, 13, C, D racionális egész függvényei az x-nek. Ha még a 
számlálót és nevezőt C— D X-el szorozzuk, akkor a nevező x rác. 
egész függvénye lesz és az integrál ilyen alakú :
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fl±^.
ahol M, N és P egész függvények. A racionális függvény integrál­
ját már ismerjük, tehát a feladat ilyen integrálra vezet:

vagy ha még j/X-el szorzunk a számlálóban és nevezőben, a hiper- 
elliptikus integrál ilyen alakú lesz:

f A
J B j/X dx

Aés ha -g-t parciális törtekre bontjuk — a <f>(x) egész részt külön 

választva — akkor azt látjuk, hogy voltaképpen csak ilyen alakú 

integrálokkal kell foglalkoznunk:

r C xndx v _ C dx
n J yjT' r ~J (x-«y /x'

A hiperelliptikus integrál tehát mindig előállítható (egy racio­
nális és logarithmikus függvénytől eltekintve) az In és Km alakú 
integrálokból ilyen alakban:

£anIn + lfirKn
< x

ahol a és fi konstansok és n, r pozitív egész számok.

/.r” dx integrált a kö­

vetkezőképpen redukálhatjuk. Kiindulunk ebből a relációból:

' ' ’ r r T 2 yy

ahol p tetszés szerinti pozitív egész szám, vagy 0.

A jobboldali szélső kifejezés számlálója x-nek ni-|-p—1-edfokú 
egész függvénye. Az xm+P-1 együtthatója: poo-f--^2-, tehát O-tól 

A
különböző és igy a fölírt reláció ih en alakú:

Tm+p-i -„ni+p-2 <
+...+,

ahol ao4=0. Ha már most mindkét oldalon integrálunk, akkor egy 
tetzsés szerinti konstanstól eltekintve, erre jutunk:
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és ez azt mondja, hogy 4n+p_j egyszerűen (lineárisan) kifejezhető 
az 70, 4, Zs, • • • ón4p-2 által. Minthogy p 0, vagy pozitiv egész szám, 
tehát arra jutottunk, hogy az

4, 4’ • • • 4n-2

által minden In kifejezhető, ha n>nt—2. Eszerint tehát minden In 
integrál kifejezhető ezen ni— 1 hiperelliplikus integrállal:

dx p x dx f x3 dx f x,n 2dxyx’ J yT’ J yx ’ ■ ” J fx
3. A Kr integrálok redukálása. A Kr — f------- - - integrált a

.7 (x—a)r |/ X 
következőképpen redukáljuk. Kiindulunk ebből a relációból:

/X T _1____ X'______  __ yX____= ±(x—d)X'—pX
.(x-a)*J 2 (x-d)P^X P(x-a)P+1~ (x-dy,+1 /X

ahol p pozitiv egész szám.
Tegyük fel, hogy a nem gyöke az X=0 /n-edfokú egyenletnek ; 

akkor a jobboldali kifejezés számlálója, mely x-ben m-edfokú, nem 
tűnik el, ha x—a tesszük. Jelöljük ezt a számlálót 9>(x)-el, akkor 
<p(x) Taylor-sorba fejtve:

<f>(x) = g>(a) + (f>\d) (x—a) + (x—a)2 -f------ f- (x-a)m, 

ahol feltételünk szerint ^(a)4=0. Ha a p+l-ik tag után jövő tago­
kat összefoglalva (x—a)P+1F(x)el jelöljük, vagyis

<f> (x) — <p (a) 4- (x—a) -f-------F (x—a)P ~F F(x) (x—a)P+1

tesszük, ahol F(x) racionális egész függvény, akkor tehát:

V* T y(q) , y'(q) , .
. (x-a)p J (x - a)P+‘ yx (x-a)P |/X

. F(x)
p!(x-a)yx /X

és ha mindkét oldalon integrálunk:

; = «o Ap+i+ «i KP H------ F «p + fdx
(x—a)P yx

«)

-re jutunk, ahol ao4=0. Minthogy az utolsó integrál az előbbiek sze- 
rint 4, 4, • • • lm -2 által kifejezhető, tehát Kp+t kifejezhető lineári­
san a X„ K2,... Kp, Io, 1^... Im_2 által, akárminő pozitív egész szám 
is a p; tehát X2 kifejezhető és az í-k által és így X8 is a Kt és
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Z-k által stb., vagyis minden Kr hiperelliptikus integrál ezen egyetlen:

p dx
J (x— a)|/X

hiperelliptikus integrállal és az 70, Zt, ... Ini_2 integrálokkal fejez­
hető ki.

Ha a az X(x)=O egyenlet gyöke, akkor természetesen csak 
egyszeres gyöke lehet, mert ha X=0-nak többszörös gyöke volna, 
akkor j/X-ből a gyöktényezők páros hatványait előre kiemelnék és 
ezzel a y^A'-et mindjárt kezdetben olyan yrA1-el helyettesitenők, 
melyben Aj-nek csak egyszerű gyöktényezői volnának. Feltehetjük 
tehát, hogy 95(a)—0, de q>'(a)^f), mert

(*) = -J- (x~«) A'~ pX

és ebből:

tehát

9>'(x)=-J-X' + ~(x-a)X"-pX',

(f\a') = (y ~ p) x'(a) + °-
Az előbbi a) alatti egyenlet tehát most így írható: 

fx ' = y'(q) , , , f(x)
.(x-a)PJ (x-a//X p!(x-a)/X /X

és ha ismét integrálunk mindkét oldalon, azt kapjuk, hogy a Kp 
kifejezhető (lineárisan) Kp_±. Kp_2,... és . Im_2 által. Vagyis 
ebben az esetben már Kr kifejezhető Io, It,... Zm_2-vel és így vala­
mennyi K integrál előállítható az I integrálokkal. Ha tehát a az 
X—0 egyenlet gyöke, akkor minden

v — f____ <lx
r J (x—a)r j/'X

integrál előállítható az Iv I2,... Im_2 segítségével.

4. Az X páratlan fokúnak tekinthető. Ha X páros fokú és gyökei 
rendre : at, a2,... a2s, azaz

X = (x—a1)(x-a2)... (x—a2S), 

akkor vezessük be az x helyett a z variábilist ezzel a szubstitucióval:

_1_ 
x—a, ’ vagyis:

tehát az |7(x, /X)dx
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hyperelliptikus integrálban :

ahol Z a z-nek 2s--1-edfokú racionális egész függvénye. És ha még

dx =— tesszük, arra jutunk, hogy az adott hiperelliptikus inte­

grál ilyen alakú:
j'9?(r, ^Z)dz

ahol Z már csak 2$ -1-edfokú. Mindig feltehető tehát, hogy az inte­
grálban szereplő X páratlan fokú. Az előbbiekkel egybevetve ezt 
az eredményt, mondhatjuk tehát, hogy lényegben csakis ilyen hiper­
elliptikus integrálokkal kell foglalkozni:

dx r x dx r x2s 3 dx /• dx
yT’ J ff’"' J /X ’ J (x-a)/X’

ahol X 2s—1-edfokú racionális egész függvény.
Ez integrálok algebrai, trigonometriai, logarithmusos stb. isme­

retes függvényekkel rendszerint nem fejezhetők ki, hanem új függ­
vén vek.

5. Az elliptikus integrál redukálása. Ha az előbb használt X az 
x-nek harmad- vagy negyedfokú függvénye, akkor az x-ből és 
|/X-ből a négy alapművelettel készített /"(x, fX) integrálja:

f/(x, yx)dx

elliptikus integrál. A 4. alatt láttuk, hogy ha X negyedfokú, akkor ez 
az integrál mindig átalakítható új változó bevezetésével, mely az 
x-el lineárisan függ össze, úgy, hogy az elliptikus integrálban sze­
replő X harmadfokú legyen. A 2. és 3. alattiból következik, hogy 
ez esetben voltaképpen csak a következő elliptikus integrálok sze­
repelnek :

Jdx r x dx p dx 
fx' J yx ’ J (x—<i)|/X

melyeket első-, másod- illetőleg harmadfajú elliptikus integráloknak 
nevezünk. Ezekkel, valamint a belőlük inverzióval keletkező új függ­
vényekkel, az ú. n. elliptikus függvényekkel majd a függvénytanban 
tüzetesebben foglalkozunk.

A gyakorlati számításokban még mindig gyakran szerepelnek 
azok az elliptikus integrálok, amelyekben X negyedfokú és valós 
együtthatójúak. Az ilyen integrálokat egyszerűbb alakra szoktuk 
redukálni, az ú. n. kanonikus alakra. Ugyanis, legyen

X = a0 x^+Oj x84-cr2 xa+a3 x-+-a4,



458 XII. FEJEZET.

ahol az együtthatók valós számok. Azt állítjuk, hogy az x változó 
lineáris reális transz formációjával mindig elérhetjük, hogy az X 
átmegy az

Y-=boy*-\-b2 y*+bt

alakba, melyben az y3 és y együtthatói eltűnnek. Ezt a következő­
ként láthatjuk be: Legyenek az X=0 egyenlet gyökei: oq, a2, a,. a4. 
Ha mind a 4 valós és a1>a2>a3>a4, akkor

X = a0[x2—(oq-f-a^x f-öjaJ [x2—(a34-a4)x4-a3a4]

tesszük; ha pedig a gyökök között képzetesek is vannak, akkor a 
konjugált párokkal készítjük el a quadratikus tényezőket, melyek 
tehát mégis valós együtthatójúak lesznek. Mindenképpen mondhat­
juk tehát, hogy

X — <i0 (x2-|-ax-f-b) (x2+ex+d),

ahol a, b, c, d valósak. Két esetet különböztetünk meg:
a) Ha a—c, akkor tegyük:

ax= y---- — •J 2 
Ezzel elérjük, hogy:

x2-]-ax-\~b—y2-\-c, x2-f-cx-|-d=y2-|-e

lesz, vagyis: X = a0(y2+3)(!/2+e),

tehát a kívánt alakú.
b) begyen aq=c, azaz a14-a2q=as+a4. Még egyszer megjegyez­

zük, hogy ha mind a négy gyök valós, akkor a gyökök megneve­
zése úgy választandó, hogy a1>a2>a3>a4, ha pedig képzetesek is 
vannak közöttük, akkor oq és a2, vagy a3 és a4 legyének a kon­
jugált párok.

Az x helyett bevezetjük az 

substitucióval az új t variábilist, akkor az

//■(x, /X)dx
integrál ilyen alakú lesz:

J>(', /T)dt,
ahol T az X-ből keletkezik a jelzett szubsztitúcióval [ha még (1 + t)*-el 
szorozzuk], azaz:

aox*+a1x34-a2x2+«,x+a4 = ^-1^-[ao(p+<///+ai(/,+9/)3(j+0+

+a2(P+90a(l+0,+a8(p+90(14-08+«4(l+04] = *
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A T=0 egyenlet gyökei az 

relációból azonnal kiadódnak. Ugyanis innen :

/ = 
x—q

és igy a 7'---0 gyökei a következők:

P-a,
«i-9

r - P~a?L r - P~a3
~ a2 Q ’ ™ «S”9 ’

P “ . 
a4-<l

Azt fogjuk már most megmutatni, hogy p és q-ra találunk 
olyan valós értékeket, hogy a T~0 ezen gyökei közül:

A— A> A— A
legyen, vagyis, hogy T-ben a iü és t együtthatói eltűnjenek, tehát T 
ilyen alakú legyen:

T = ^[tS-cP+d].

Ezt az állítást a következőképpen bizonyíthatjuk be: Legyenek 
először is az oq, a2, a3, «4 gyökök valósak és így, miként említet­
tük: u1>a2>a3>a4. p és q tehát úgy határozandók meg,* hogy:

P~“i . P-«2_ (). P~«3 , P~«4 0
a1~ q a2—q ’ a3—q a4—q

legyen. Ha mindegyik törthöz 1-et adunk, ezek az egyenletek ilyen 
alakúak lesznek:

(9-p) + q-’aj ~ 2’ [ 9-as + 9-«J ~ ?

miből; _L_. + __L_ = _ L_ + _J_ =
q—ax q- a2 q—a3 q—«4 q—p

és így először is a q meghatározására ez az egyenletünk van:

/■(q) = —----- 1----- 1-----------1------------ — = 0.
q—q—a2 q—aa q-aÁ

Azt kell csak megmutatnunk, hogy ennek, a q-ban másodfokú 
egyenletnek valós gyökei vannak. Ezt minden számítás nélkül 
azonnal beláthatjuk. Ugyanis ha q-nak ezt az értéket adjuk: otj-l-é, 
ahol e igen kis pozitív szám, akkor az első tag igen nagy pozitív 
szám lesz, mely az e kellő választásával nagyobbá tehető a többi 
tag abs. értékeinek összegénél, tehát a baloldalon álló kifejezés

♦ L. Hermite: Cours léd. par Andoyer p. 12.
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pozitív. Ha pedig 9-nak ezt az értéket adjuk: a2—e, akkor a má­
sodik tag igen nagy absz. értékű negativ szám lesz és az egész 
kifejezés negativ lesz, tehát az egyenletnek oq-j-e és a2—e között 
van gyöke, bárminő kis szám legyen is az e, vagyis oq és a2 között 
van gyöke. Éppen így mutathatjuk meg, hogy a, és «4 között is 
van gyöke. Már az első állítás is elég annak a bizonyítására, hogy 
az gyökei valósak. Ebből már az

—— + __L_ = _2_
9-«i 9-«2 q--p

felhasználásával az is következik, hogy p valós. így tehát kimutat­
tuk, hogy ha mind a négy gyök valós, akkor vannak olyan p és q 
valós értékek, melyek a T=0 egyenlet gyökei között a A = — 
/?3= —/?4 egyenlőségeket hozzák létre.

Ha pl. a3 és a4 kapcsolt értékek, de oq és a2 valósak, az előbbi 
okoskodással akkor is célhoz jutunk. Ugyanis az f(q)=0 egyen­
letnek, miként láttuk, a± és a2 között van gyöke, tehát kell, hogy 
a másik gyöke is valós legyen, mert hiszen az f(q)~O együtthatói 
valósak. Ugyanígy áll a dolog, ha at és a2 kapcsoltak és a3 meg 
a4 valósak.

Hátra van még az az eset, midőn és a2, valamint aa és a4 
is konjugáltak. f(q) így írható:

f(a\ = 73(.«l+«2-«3-«4)+---
M 91—(«i+«2+a3-Fa4)<7s+"-’

tehát, ha q-t elég nagy absz. értékűnek vesszük, akkor f(q) olyan 
jelű, mint

a14-a2—as~ at

és pedig q akár pozitiv, akár negativ.
Ezt megjegyezvén, tegyük a q helyett ezt a valós számot: 

Ai+^2.. Ekkor:

/• ( °b+«2 1 __________ CTt+«2—a8—«4_________
' \ 2 ' / a. 4-a, \/ a.-4-a, \\ 2 ~ \ 2~- “*)

A nevező, amelyben két konjugált szám szorzata áll. pozi­
tiv, tehát

../ a, 4-a., \ .
SgnM 2 ’ / ==~ sSn(ai + «2-a3-«4)-

Éppen így következik, hogy:

.. I a. 4- a. \ ,sgn / =- sgn^H-aa—a8—a4),
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minthogy pedig sgn/’(g) — sgn(ax-|-aa—a8—a4) ha | <j | elég nagy, 
tehát az — a'A közön kívül mindkét oldalon egy-egy

£
valós gyöke van az /’(</)=(> egyenletnek. Ezzel tehát minden esetre 

kimutattuk, hogy p és q valósak. Tehát mindig meghatározhatjuk 

a p és q valós számokat úgy. hogy a velük megalkotott

r = P±SL
1 + t

szubsztitúció az Á(.r) negyedfokú függvényt átviszi a T(/)-be, mely­
ben t8 és t együtthatói eltűnnek.

Ezzel a szubsztitúcióval tehát, miként említettük, minden ellipti­
kus integrál átvihető ilyen alakúba:

ahol T=/*+cí24-d.
A hiperelliptikus integrálokra levezetett általános tételből kö­

vetkezik, hogy minden ilyen integrál kifejezhető algebrai, logarith- 
musos stb. ismeretes alakú függvényekkel és ilyen integrálokkal :

/• dt r t dt (• P dt (' dt
Jff’ J ff’ J J (í-«) / f

Ezek közűi a második egyszerű transzformációval redukálható 
ismeretes alakú integrálra. Ugyanis, ha : P=z tesszük, akkor

r idt _ 1 r dz
J y^ct^+d^ 2J y:2+cz+d ’

melynél a négyzetgyök jele alatt csak másodfokú függvény áll.
A negyedik integrált még egy kissé átalakítjuk. Ugyanis, ha 

/-|-a-val szorzunk a számlálóban és nevezőben, erre jutunk:

C í* f dt
J '(b- a) J ^P-a^T aJ (P^'cP)YT

A jobboldali első integrált a P—z szubsztitúcióval transzformál­
juk ilyen alakúra:

1 p ____ dz________
2 J (z—a2)^z2-j-cz^d

és ha itt megint z—a2—u tesszük, az integrál ilyen alakú lesz:

r ‘ du
‘ u ^ií2+au+^
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Ha erre az integrálra a 318. lapon tárgyalt transzformációt 
alkalmazzuk, akkor ismeretes függvényekkel (arcain vagy logarith- 
mus segítségével) kiszámíthatjuk.* így tehát csakis ez a háromféle 
integrál marad:

P_  p x2 dx r dx
J y\vi+ax2+^' J yxí^-ax2+^' J (x2+y)

amelyek a Legendre-féXe első-, másod- és harmad-fajú elliptikus 
integrálok.

* így pl., ha 0 pozitiv, akkor tesszük, miből:

ii2+«n+0r=0-|-2vu+i>-u2,

vagyis: 2 V J. v—a
1-P2 ’
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AZ INTEGRÁLSZÁMÍTÁS NÉHÁNY ALKALMAZÁSA.

1. Az integrálszámítás alkalmazása a terület meghatározására. Ha 
az g=.f(x) egyértékű függvény az a...b közben pozitiv, akkor az 
x tengely, az és BBt ordináták és az AB görbe által bezárt 
területet az

b
jf{x)dx 
a

integrállal értelmeztük (1. 268. lap). Az ott követett eljárást könnyen 
alkalmazhatjuk abban az esetben is, midőn a görbe egyenlete ferde­

szögű koordinátarendszerben van megadva. Legyen a koordináta­
tengelyek hajlásszöge c>j (99. ábra). Osszuk fel az A1B1 közt tetszés 
szerinti részekre az:

a, xu x2,...xn, b

pontokkal. Az Xj...xI+1 szakaszban a függvény maximuma legyen 
Mh minimuma pedig m,- és alkossuk meg a

sin <a [Af (xt—a)-f-Af/.T,—xx)-|----- |- Mn(b—x„)]

és a sin<u[m(x1—ajH-n^fXa—xt)-|------ xn)j

összegei. Az első olyan paralellogrammokból áll. melyekből alkotott



464 Xlll. FEJEZET.

idom a görbe vonal által határolt területet magában foglalja, a má­
sodik pedig benne van az AyABBt idomban. E két összegre alkal­

mazhatjuk a 268. lapon megállapított eljárást és ha az oltani érte­
lemben véve a limeszt, a

lim 2'mí(xí+1—x-() = lim 2Mi(xi+i—x,),

akkor e közös limeszt J f (x) dx-el jelöljük és az A^ABB, terület mér- 
a *

tékszáma gyanánt

sin ® J f (x) dx 
a

-et tekintjük.
Példák: a) Parabola-rész területe. Ha a parabolát egyik átmérőjére és az 

átmérő végpontjában vont érintőjére vonatkoztatjuk, akkor egyenlete: j/2=2px 
és ha a tengelyek szöge: ®>, akkor az OAtA idom területe: [CMi=a]

r2 —i" r2 • i“ 2 •= 1-x- sin u>. x y ipx = |„- sin a> xy = - sin iu ab, O Jo L O Jo O
Vagyis e parabola rész területe az OAtAB parallelogramtn része, o
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Ha ugyanezt a számítást a tengely alatti részre is elvégezzük, azt kap­
juk, hogy az AC húr állal elvágott terület, a parabolaszegmentum, az ABCD 

2 
para Hologramul része, o

bi Ellipszis-rész területe. Határozzuk meg az ABBtAi ellipszis rész terüle­
tét. Az ellipszis egyenlete:

y = - /a2-a4' a V

[a a nagy tengely, b a kis tengely fele], tehát a kérdéses terület:

h cat- -j^-xtdx.

De | j/o2—x2dx parciálisán integrálva:

I Ya2—x2 dx = x Ka2—x* + í '-r- ■ — dx — x|Au2—x2 — f °- ■ X - dx 4-
J * y a2—x2 - y «2—x2

4- a2 í —= x V<a2—x2 — a2—x2 dx + a2 í
J^a2-x“ J J/n2-x2

és ebből: J |Z a2—x2 dx = -x- \a2—x2 4- ” - arc sin ,
tehát :

I V a2—xadx — \a2—xj; 4- —■ arc sin ----- Ya2—x? —arc sin -í- •
£, 
, , . x2 u2 — a.-, u, ab t x-> . x< iés igy: t — — —---a,—-g- 4- —arc sin — — arc sín — - •2 2 L a « J

A negyedellipszis területét ebből megkapjuk, ha xt=0, x2=ű tesszük. 
Ha Xi=O, akkor y^-b, ha x2=a, akkor y2—0, tehát az első tag: 0. A második 
pedig:

arc sin = arc sin 1 = 2-, arc sin — - — arc sin 0 — 0,
a 2 a

tehát a negyedellipszis területe: és igy az egész ellipszis területe: abn.
A Z-re vonatkozó formulát még egy kissé átalakítjuk; ugyanis az első 

lagban:
X2yx-Xtyi _ (x2—Xs) (gi4-í/2) _ x3yi — Xjt/2 

2 2 2
Deke: A diffcrenciálszáwilás. I. 30
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A jobboldali első tag nem más. mint az trapéz területe, a má­
sodik tag pedig az OAB háromszög területe, negativ jellel. Jelöljük a trapéz 
térülőiét tr-el, az AH húr fölötti ellipszis-segmentum területét: sg-vei, az 
OAB háromszögéi /i-val és vegyük tekintetbe, hogy a kiszámított t terület: 
a trapézből és segmenlumból áll; akkor tehát az előbbi formula így hangzik :

tr 4- so — tr — h + -k— íarc sin —- — arc sin —1, 
2 *- a a J

, ab r • -T. • a*nvagyis: sg 4- h — [ arc sin —- — arc sin J •

Azt látjuk ebből, hogy az [arc sin — arc sin-™-] nem más, mint 

az AOB ellipsziscikk területe.
c) Hiperbola-rész területe. A hiperbola egyenlete derékszögű koordiná­

tákban :

Az \iABBl rész területe:

Az í Vx2—a2dx határozatlan integrál:

y/x2-a2 - ~ log [x+|4ö^^].

tehát a keresett terület:
•L= ±. JB.

t = Iog _j?_____L_.
2 2

a b

Ha megint tekintetbe vesszük, hogy t--tr\-sg (trapéz 4-segmentum) és 
hogy az első tag: — — (trapéz 4 OAB háromszög és pedig
most h pozitív jellel, mert OAB a pozitív forgási iránynak felel meg), akkor 
arra jutunk, hogy az OAB hiperbolacikk területe:
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OAB cikk ab .’Flog
X2 I t/z 
a + 'b

a b
Ha a cikket a hiperbola csúcsúié 

a cikk területe:
zároltjuk. akkor xt=a, y1=0 és így

OPJi = alog (“ + »•■ a b '

Ha a hiperbola egyenlő szárú és a—b—1 és x2, y2 helyett egyszerűen 
x, y tétetik, akkor a hiperbolacikk területére a következő egyszerű formu­
lát kapjuk:

OPB — J Iog(x]-y).

Jelöljük az OPB cik területét n-val: akkor tehát

x-b y — e2".

De a jelen esetben a hiperbola egyenlete:

x2 — y~ — 1, azaz (x—y) (x • y) — 1;

tehát r—y=e"2U,

.. ,. e^'-t-e"2" éM-e~2:‘miből: x —------------ ; y — ,,------£ tL

A szegmentum végpontjának koordinátái tehát ilyen egyszerű alakban 
fejezhetők ki a szegmentum területe által. [Megjegyezzük, hogy az egység 
sugarú körben hasonlóan áll a dolog. Ha a körcikk területét u-val jelöljük,

akkor 2u a megfelelő középponti szög absz. mértékszáma és igy: x~cos2u, 
y~sin2u, vagy tudva (II. kötet, Végtelen sorok), hogy

cos 2u --
e2Úl^ c 2ÍU űttUl _ , g — HÍ11 

és sin2ri——.... --------- ,2i

az analógiát azonnal észrevesszük. Az analógia jobb feltüntetése céljából már 
itt bevezetjük azokat a jelöléseket, amelveket később gyakrabban baszná- 

e"+e~" " ...lünk ; t. i.: az — függvényt Cos u-val jelöljük és hiperbolés cosi- 
- gti_

nusnak mondjuk. Az —---- pedig Sin u-val jelöljük és hiperbolás smus-

30'
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nak mondjuk. A Cos u és Sin u között ez a reláció áll fönn:

Cos2 u — Sin2« — e2u+2+e-2'' e2u-2+e-2u
4 4

Felhasználjuk ezt az alkalmat arra, hogy megismertessük a hiperbolát 
függvények összeadást tételéi és e léteinek igen érdekes geometriai értelmezé­
sét, mely a kör és az egyenszárú hiperbola analógiájára újabb adattal szol­
gál. Az AOB—u középponti szög meghatározza a körön a B pontot; az 
AOC=v pedig a C pontot. Keressük meg azt a D pontot, melynek uf-v 
középponti szög felel meg. Ez a kör esetében igen egyszerűen végezhető; 
nem kell egyebet tennünk, mint az u szöghöz folytatólag felmérni a v szö­

get. A D pont meghatározásának egy másik egyszerű módja a következő .- 
\ BC húr középpontját kössük össze O-val. Ez az egyenes az OA-hoz —-íp~ 
szög alatt hajlik. Ehhez vonjunk az A ellenpontjából A'-ből párhuzamosat, 
mely a kört O-ben metszi. Minthogy az AA 7) kerületi szög -U~ V-, tehát a 
AOD középponti szög H-f-n lesz. Megmutatjuk, hogy ez a szerkesztés az 
egyenlőszárú hiperbola esetében is alkalmazható.

Legyen az AOB hiperbolacikk területe u; a AOC cikk területe: t> és 
jelöljük a B koordinátáit : i/i-el, a C-ét ,r2, jfa-vel, a D-ét, melyre nézve
AOD cikk területe: (u-|-o), jelöljük X, Y-al. Az előbbiek szerint tehát:

e2«+c-2U

e^+e-™
= —---- X—l-

e2"—e2" 
y* =—2—

éw—e~-v
«Z» =------ö------
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X =
Ezen egyenletekből:

e2IU+P)_|_g-2(U + V) g2(U+l>)__ €-2(U+ü)
Y —

és így:
X =

e2" = x, + y,; 
e2" = x2 + y2;

e~ta = x1-y1
e~'w - x2 — y2

e2(a+V)+e-2iu+D) _ (Xi+yt) (x2+y2) + (Xi—1/1) (x2-y2) = X,X2+</tí/2

2

2 2

és hasonlóképpen:

[Ezen képletek a hiperbolikus függvények összeadási tételei, melyek így 
írhatók az előbbi jelölés szerint: 2u és 2t> helyett a és /?-t téve:

Cos (a+fi) = Gosa Cos/?+ Sin a Sin fi,
Sin(a-|-£) “ Sin a Cos fi 4- Cos a Sin;?.]

Ha X és y ezen kifejezéseit tekintetbe vesszük, akkor könnyen igazol­
hatjuk azt, hogy:

y=
Xi 4~ x2

Az az om egyenes irányhatározója, ha M a BC felező pontja;Xi+X2 r
tehát a fölírt egyenlet azt fejezi ki, hogy (X, Y) pont az A e lencsucson át 
az OM-mel párhuzamos egyenesnek a hiperbolával való metszéspontja. Az 
u-i-u hiperboláéikkhez tartozó I) pontot tehát éppen úgy határozhatjuk meg, 
mint az n+n körcikkhez tartozó D pontot.

Ha a hiperbolát az aszimptotáira, mint koordináta tengelyekre vonatkoz­
tatjuk, akkor nagyon egyszerű alakú az egyenlete. Ez az egyenlet ugyanis:

ry=Á2 és így az ábrában feltüntetett terület, ha az aszimptoták hajlásszöge: <u: 

x* dv xsin a> | y dx = Á2 sin a> f —— =■ k'1 sin a> log — ■

d) A lem niszkáta-rész területe. A lemniszkáta egyenlete a koordinátarendszer 
és a hosszegység alkalmas választásával:

(x2-)- y2)2 = x2—y2.
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Az AtABB, rész területét akarjuk meghatározni. Nagyon körülményes 
lenne ezen egyenletnek g-ta való megoldása. Azért az x helyett új variábi­
list vezetünk be, azaz x-et és ezzel együtt y-l is mint egy új t változó 
függvényeit állítjuk elő. Erre a kővetkező meggondolással jutunk. Képzel­

jünk egy oly kört, mely a kezdőponton megy át és centrumának koordiná­
tái: tehát rádiusa —í—• E kör egyenlete:

x2 -I- y2 ~t(x+y).

Határozzuk meg e kör metszését a lemniszkátával. Evégből tegyük az 
x2+y2 helyébe a lemniszkáta egyenletében a f(x+g)-t, miből

P (x-\-y)z — x^—y"

keletkezik és x+ y-nal egyszerűsítvén:

P(x4y) — x—y.

Ez azt jelenti, hogy eltekintve azon pontoktól, amelyekben az (.elhagyott) 
x’+jj—0 egyenes metszi a lemniszkátát, vagyis a kezdőponttól eltekintve, a 
körnek és a lemniszkátának ugyanott van a metszése, ahol a most nyert 
P(x+y)=x—y egyenes a kört (vagy a lemniszkátát) metszi. A körnek ezen 
egyenessel, mely a kezdőponton átmegy, ezen a ponton kívül csak egy metszés­
pontja van, amely könnyen meghatározható. E metszéspont koordinátái:

l+> ’
t-P

lJ ~ 1+f* ’ ?)

íme tehát a szerkesztett körnek a lemniszkátával a kezdőponttól el­
tekintve csak egy metszéspontja van. Ez a metszéspont változik a f-vel; de 
az az érdekes, hogy e metszéspont koordinátái: /-nek igen egyszerű racioná­
lis függvényei.

A kívánt területet az f y dx integrál szolgáltatja. De most, x helyett a / 
xi •változót vezetjük be a fi) alatti egyenletek segítségével. A transzformáció 

céljából meg kell határoznunk a dx-et.; ez:

dx = (l-P) (14-‘V2+t«) 
(Í-H4)2 ’

Az új határok is könnyen kiszámíthatók. Ugyanis az xa-t-y*= /(x-f-y)-ból, 
mely a transzformációra szolgált, azt kapjuk, hogy az Xi-hez, illetőleg xt-hez 
tartozó t értékek:
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:»-t+!Zj j _ x2~lr!/a
L’l+!/l " •’’z+í/z 

1(1—t2)Már most tehát ij helyébe: —'--tés </x helyébe 
téve, a keresett integrál :

J ' (HÓ)3

(l-P)(l+4f»+f«) 
(l+?)a

amely a racionális függvények integrációjára vonatkozó eljárásunk szerint 
kiszámítható.

De jelentékenyen egyszerűsítjük a számítást, ha az OAAí területet 
keressük és még inkább, ba az OAAt terület helyett csak az OA szegmen­
tum S területét, határozzuk meg.* Jelöljük az A pont, koordinátáit xt, í/t-el;

x.'
ekkor az egész OAAi rész területe f y dx. Ugyanilyen meggondolással állít-

haljuk azt is, hogy az 0AA3 kiegészítő rész területét megkapnék, ha J xdtj 
integrált számítanék ki és pedig y szerint integrálva O-tól yt-rg, ha 0A2=y1. De ha 
az integrálokat a t bevezetésével transzformáljuk, akkor mindkét integrál, úgy 
p/.Jydx. mint az | rdy határai ugyanazok lesznek: 0 és G, mert hiszen ha 
Zj az X’i-bez tartozó értéke a Z-nek, ugyanez tartozik az J/j-hez is. Az S szeg­
mentum e két terület által egyszerűen fejezhető ki. Az ábrából látjuk, hogy

S+^=f'ydx

és -^-5= Jxdj/,

1 r* r1tehát: 3 = 2 [ J ydx- I xdy]. 
ü o

Az első integrált már transzformáltuk A •/) alattiból következik, hogy 
(x, helyett 0, x2 helyett xt-et és megfelelően Zt helyett 0 és Z2 helyett ft-et téve)

Most a második

- J ;1+Z4)3 dl

integrált is transzformáljuk a t állal, vagyis:

z+zs
x ~ i+z*:

-t tesszük, akkor

. 1-3Z2-3Z4+Z« (l+Z2Hl-4Za+/‘l
(1+z4). dt~- (i+í«)2.......-rfí

következik, miből:

?* , '■,Z(1+Z2)2(l-4f + Z4) ..
jxdy^J - - -^3-------d<

?’-• ?' cl 4pjydx-jxdy = J dt
0 0 o x 1 7

* Ha y"-t kiszámítanék, akkor a szemlélettől függetlenül is meggyőződ­
hetnénk arról, hogy' az OA ív felülről nézve domború, tehát az OAA, terület 
nagyobb az OAAX háromszög területénél.
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f 4/;i 1integrálra jutunk, de az 7,—^-dt határozatlan integrál —^-2—, tehát J 1 + “

c=i_____i___ n
2 2(1-ÜÍ) ~ 2(1+/})

és ha ff helyébe visszatesszük az a) alatti egyenletből a

p_ ^~!/i
’ Xt+y,

eredeti értéket, akkor azt találjuk, hogy:

c_ (Xj-t/t)2 
4(x?+i/?) ’

Ha x,=l, i/i=0, akkor S=-| a lemniszkáta negyedrészének a területe ; 
az egész lemniszkáta területe: 1.

e) A cyklois területe. Képzeljük, hogy az r sugarú kör az X tengely men­
tén gördül. Bizonyos idő múlva a B pontban érinti a tengelyt. Ez alatt el­
gördült a kör AjjB-vel, ha AtB éppen akkora, mini az AB ív. Az A, pont ez 
alatt felemelkedett A-ba, ahol AtB ív = AB ív. Az A pont a kör gördülése

alatt leírja a cykloist. Határozzuk meg az A pont koordinátáit az X, és az A, 
ponton át vont Y tengelyre vonatkozólag.

Legyen az AOB=t. Az AOB szög íve az AB=A1B=r/. Látjuk, hogy az A 
pont abszcisszája:

x—AtB—AM—rt—r sin t—r(t— sin t);
az ordinátája pedig:

y=BO—BM=r— rco.s/=r(l—cos /).
Eszerint a cyklois jellemezve van e két egyenlettel:

x — r(t—sin/); g = r(l—cos/).
Ha ugyanis az elfordulás szöge, / ismeretes, akkor az A pont helyzetét 

ezek az egyenletek adják meg. Ez a két egyenlet a cyklois paraméteres 
egyenlete. [így például az r sugarú, 0 középpontú kör paraméteres egyenlete: 
x=rcos/, y—rsint, az 0 középpontú, a és b féltengelyekkel biró ellipszis 
paraméteres egyenletei: x=acos/, y—bsint, mert innen

X2 U2
cosS 1 + «>»21 = 1-

Az y=/(x) alakban írt egyenlet is tekinthető paraméteres egyenletnek, ha 
x=/, y—f(f) alakban írjuk.]
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A cyklois egyik ágán az ,4 pont által a gördülő kör egy teljes körül- 
forgása alatt leírt utat értjük. Ilyen ág végtelen sok képzelhető. Határozzuk 
meg egy cyklois-ág területét (a cyklois-ág és az X tengely közé fogott részt). 
A területet az | y dx integrál szolgáltatja. A felső határ azért 2m. mert az 

ó
-4,A2 hossza éppen a gördülő kör kerülete. Hogy ezt az integrált kiszámíthas­
suk, ismernünk kellene y-nak x által való kifejezését, vagy x-nek y-nal való 
kifejezését. Ez nagyon komplikált eljárás volna. Azért tehát az x-et [és ezzel int
az y-t is] az új t változó segítségével fejezzük ki, vagyis az f y dx integrált

<5 
transzformáljuk: x~r(t— sint) tesszük. Ez a /-nek monoton növekvő függ­
vénye, mert differenciálhányadosa r(l—cos t) soha sem negativ. A /-re vonat­
kozó határokat így kapjuk: x — r(t—sin /)-ből következik, hogy ha / = 0, 
akkor x~~0 és ha /— 2zr, x—2m; tehát a határok 0 és 2n.
2rn 2ji . zn 2n
f y dx = j r (1—cos /). r (1—cos t) dt — r2 j (1—cos Z)2 dt ~ r2 f (1—2 cos Z-|-cos2/) dt. 

o ó dó
= r[(-2SÍ„(+i+“a“f=3e..

A cyklois-ág területe 3-szor akkora, mint a gördülő köré. [A középre 
rajzolt gördülő körtől jobbra és balra eső háromszög-féle részek tehát éppen 
akkorák mint a gördülő kör.]

2. A teriiletszámítás poláris koordinátákban. A görbe egyenlete poláris koor­
dinátákban

r=/W
alakú, ahol r a görbe valamely pontjának az O-tól való távolsága és $ e 
radiusvectornak a tengelyhez való hajlásszöge.

Ha meg akarjuk határozni az AOfí cikk területét, akkor így járunk el : 
Felosztjuk a #a—d, szöget részekre az X tengelyhez x1t x2, x3,. .. xn szög 
alatt hajló egyenesekkel. Az í-ik rész szög: Xí—x/_t. Ezen í-ik részben a 
maximális radiusvector legyen Mj, a minimális m(. Megalkotjuk az

~ SM? (Xj—x,,) és ~ Sm* (x{—x{_t)

összegeket.-^-M/Cvf—Xí-!) jelenti azon körcikkecske területéi, amelyet az M, 
rádiusszal és x,—x,-! nyílással alkothatunk. Ez a körcikk nagyobb, mint a
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görbéhez tartozó cikkec ke, mert hiszen Mt ezen x,—r,-.., szakaszban a maxi­
malis radiusvector. Éppen igy m* (x,—x^j kisebb, mint a görbéhez tar­
tozó cikk. Ugyanolyan okoskodással, mint amellyel a határozott integrál 
létezésére jutottunk, itt is megmutathatjuk, hogy ha r a & integrálható függ­
vénye, akkor a két összegnek ugyanaz a határértéke lesz, ha az egyes 
szakaszok végtelen kicsinyekké válnak. Általában mindazon esetekben, 
amelyekben

la 1 2Inn \ SM? í.t,—x,-,) — lim g Sinf (xt—x^),

ha a szakaszok végtelen kicsinyekké lesznek, e közös határértéket

1 *
2 .Í'-2(Z#

-vei jelöltük. Ez a közös határérték az AOB cikk területe.
Példák: a) Az Archimedesi spirális területe. E spirális egyenlete: r=aá.
A 9 fordulásnak megfelelő terület:

,9 rt
, 1 .n l,~ "r.’ ír. ‘>2^3í= 2J = d9 = —r .

“o “ 0

és r~a9 téve: t = ——un
4

Egy egész körülfordnlásnak megfelelő terület: $ ifi a?.

b) . A loijarithinusos spirális területe. E spirális egyenlete: r-ae™. A 9 for­
dulásnak megfelelő terület :

ff x)
t - | d9 = 4 fe™ d9 =.- .

c) A lemniszkáta területe. A lemniszkáta területét sokkal egyszerűbben 
határozhatjuk meg mint előbb, ha e görbe egyenletét poláris koordinátákban 
képzeljük megadva Ha ugyanis x—rcosS-, tj -rsind tesszük, akkor az

(xl+y2)a = a2ix‘-ij-)
egyenlet [az előbb a=1 volt számítás egyszerűsítése végett] átmegy a követ­
kezőbe ;

r2 = <iz cos 29.
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Ez a lemniszkáta egyenlete poláris koordinátákban.
A tengelyhez >9t és >9a szögek alatt hajló radiuszvektorok közé foglalt 

terület:
1 r* a2 r* a2
2 I I cos ~ (s*n 2d2—sin 2#,)

és ha d2= dj—0, akkor megkapjuk a negyedlemniszkáta területét, [mert
a csúcsban vont érintő ~ szöget alkot a tengellyel]: -^--et. Eszerint a lem­

niszkáta területe: a2.
d) A csigavonal (Pascal-Jele limacon) területe. A csigavonal egyenlete: 

r=a.cos9-\-b. A 9t és 92 alatt hajló radiusvecto’rok közé zárt terület:

1 1 1 •--- I (a cos ,9-f l>Y~d9 — j fa2 cos2 9-[-2ab cos #-| -áz) </S =

1 r«2S U2 sin 2.9
= a [“2“ + —4-----+ 2ab s,n %,

és így egy fél fordulásnak megfelelő cikk területe:

2 P^ = v(v«2+Í’2)- 
o

A rajz azt az esetet tünteti fel, amikor a = d>0.

3. Az ivhosszúság kiszámítása. Legyenek adva az

T=--/\i), y^cO

függvények és /=Z1-hez az .v^a,, y—bt pont tartozzék, /--f2-hez 
pedig az x—a2, j/=h2, azaz:

Ha a l változó, melyet most paraméternek akarunk nevezni, a 
ít.../2 szakaszban változik, akkor, ha /(f) és a t-nek folytonos 
függvényei, az (x, y) koordinátákkal biró pont P-től Q-ig halad foly­
tonosan (azaz / végtelen kis változásának úgy az x, mint az y végte­
len kis változása felel meg). (A t paramétert legcélszerűbb az időnek 
képzelnünk és akkor a PQ a Ppont által a ti.. .l2 időközben leírt út.)
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Képzeljük most a tt... r2 szakaszt közbeiktatott értékekkel 
felosztva bizonyos számú részre ilyen módon:

G, rn l3, • • ■ ^2

a közbeiktatott rt, ra,... rn-i értékekkel. (Egyszerűség kedvéért 
némelykor í^et r0-al és í2 végpontot r„-el jelöljük.) Ezen n+1 para- 
meterértéknek a görbén a

P, P„ P2, P3,... Pn_n Q 

pontok feleljenek meg, azaz, ha koordinátáit ^,-vel jelöljük:

Készítsük el a PPtP2....Q törtvonalat, melyet a szóban forgó 
C görbébe írt poligonrésznék mondhatunk. E poligonrész hossza­
sága kiszámítható:

L /(T+I—47<7í+i=^)2-

Ha már most a . t2 szakaszt más, meg más módon osztjuk be, 
akkor L-re más meg más számértékeket kapunk. Meglehet, hogy 
az így előálló számértékek halmazának nincs is véges felső határa. 
Ezzel az esettel nem foglalkozunk.

Minthogy a /(f,+i—fí)a+(7í+1—>7i)a<| 7í+i—Ítí + l£i+i—fii, tehát ez az 
eset nem állhat be, ha az f(t) és <p(t) függvények olyan természetűek, hogy 
S _/(Tf)l és ^Iíp(*í+i)— i, vagyis bármely beosztásnak megfelelő 
abszolút növekmények összege egy véges számnál kisebb (fonction á varia­
tion bornée). így pl., ha f(t) és <p(t) monoton növekvő (csökkenő) függvények, 
vagy ha f(t) és <p(t) véges számú szélső értékkel biró folytonos függvények.

Ha tehát/(t) és <p(t) korlátosán változó függvények, akkor e felső határ 
mindenesetre véges. Másrészt azonban a

/(fí+i—fi)2+<’7í+i->7i)I>|fi+i—6,1 (vagy >Í7í+i—%l);

tehát í-^ifi+t —fii, (vagy 7,]).
Ha tehát az f(t) vagy </>(/) nem korlátosán változó, akkor a vagy
^\li+i~7il minden határon túl nő a l beosztásainak a sűrítésével, tehát az 
L számok felső határa nem lehet véges; tehát az f(t) és korlátos válto­
zása szükséges és elégséges feltétele véges felső határ létezésének.

Ha a képzelhető összes beosztásoknak megfelelő L értékek 
halmazának van véges felső határa: S és ha egyúttal a beosztások 
korlátlan sűrítésével [vagyis ha az összes zi+1—zj- szakaszok végte­
len kicsinyekké válnak] a húrok is mindannyian végtelen kicsi­
nyekké lesznek,* akkor definícióképpen ezt az S-et a C görbe PQ

★ Ez a követelés, hogy t. i. a szakaszokkal együtt a hurok is végtelen 
kicsinyekké váljanak, úgy értendő, hogy adott E-hoz található d küszöb úgy, 
hogy ha minden I tí+1—| < d, akkor minden P<Pi+1 húr kisebb, mint e. Ez
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közötti ívhosszúságának nevezzük és a görbét rektifikálható görbének 
mondjuk.

Még el kell döntenünk, hogy mennyiben jogosult az S-nek az ívhosszúság 
mértékszámául tétele. Megmutatjuk, hogy ha a t szakaszait elég kicsinyeknek 
választjuk, akkor a poligonrész minden, beosztásnál tetszés szerinti kevéssel 
tér el az S-től. Pontosabban ez azt jelenti, hogy ha adatik egy kis e szám, 
ehhez meghatározhatunk olyan A számol, hogy ha minden tí+í—szakasz 
kisebb A-nál, akkor bárminő módon történjék is a íj . . . beosztása, a poli­
gonrész L hosszúsága S—t és S közé esik.

S a felső határa az L számok halmazának; tehát van olyan L szám, 
mely S—^--nél nagyobb. (S-nél valamennyi L kisebb.) Ezen L-hez tartozó 
beosztásnak megfelelő poligoncsúcsok : .. .A,A,-, A,+1,... legyenek, melyek­
nek megfelelő paraméterértékek .., t; f(, ti+1,. .. Az osztópontok száma 
n—1 legyen. Az egyes poligonoldalak : dt, d2 ■ . . dn, tehát ^d, > S -

a követelés akkor és csakis akkor teljesül, ha úgy az /(t), mint a <p(t) a 
f, . . . t2 szakaszban (a határokat is beleértve) folytonosak. Ugyanis tudjuk, 
hogy az i-ik húr kisebb, mint | £í+i—& ; + l’h+i—Ví I, tehát az fit) és <p(t) 
egyenletes folytonosságából következik, hogy -^--hez tartozik olyan d kü- 
szöb, hogy ha minden | r/+1—| < d, akkor úgy a | £f+1—í,- | < , mintáz 
| 7i+i—<7,-! < * , tehát minden húr is kisebb e-nál.

Másrészt pedig az fit) és <p(t) korlátosán változók lévén (tehát mindegyik 
két monoton függvény összege), minden helyen úgy jobboldali, mint baloldali 
határérték létezik, tehát, ha pl. /(t) valamely « helyen nem folytonos, e he­
lyen véges szakadása van és ha elég kis a—/i, . . . a-]-h közt jelölünk meg, 
ha tj az a—h ... a-ból, az a ... «-|-Zi-ból vétetik, a | ff-n—Síi egy véges 
számnál mindig nagyobb lesz és minthogy az í-ik húr nagyobb | ?,+1—5,-l-nél, 
tehát ez a húr nem válhatik végtelen kicsinnyé. A görbe rektiíikálhatóságá- 
nak szükséges és elégséges feltételei lehat: 1) hogy /(f) és <p)t) korlátosán 
változók és 2) hogy fit) és <p(t) folytonosak.

Tegyük fel, hogy fit) és y>(f) folytonosak és legyen (x2, i/J és (x2, y2) a 
görbe két pontja, melyek lt, l2 paraméterekhez tartoznak és (£, rj) egy közöt­
tük levő pontja a görbének, mely a t paraméterhez tartozik, ahol 
A (ív) távolsága az lxlyl), (x2y2) húrtól:

dCjí-Xii-Hv-i/il, 
tehát az f és <p függvények egyenletes folytonosságánál fogva található oly 
<J. hogy d<e, ha l2l<d és tt<T<t2.
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Ha az f(t) és <p(t) a szóban forgó közben (a határokai is beleértve) 
folytonosak, akkor a tetszésszerinti s-hoz tartozik olyan <J küszöbinter­
vallum, hogy bárminő két parameterérték legyen is t' és t", a hozzá­
juk tartozó pontokat összekötő húr e pontok között vonuló ív pontjaitól 
“-nél kisebb távolságra vannak, ha csak 11"—l'| < <J. [Ez a * jegyzetben 
foglaltakból (utolsó bekezdés) következik.]

Már most válasszuk az új osztópontokat, a gödién úgy, hogy két régi, 
szomszédos osztópont közé legalább egy új pont essék és az egyes húrok­
hoz tartozó íveken levő pontok távolsága az illető húrtól kisebb legyen 
“-nél. Ehhez csak az kell, hogy minden |/'—t"j szakasz egy bizonyos A-nál 
kisebb legyen.

Az új beosztás pontjai legyenek: ..., B<_2 B,-_t B; Bf-+1 Bj+2. .. Az új bú­
rok között lesznek olyanok, amelyeknek mindkét végpontja régi ívszakaszra 
esik és olyanok, amelyek végpontjai különböző ívszakaszokra esnek. Az első 
fajta húrok összegét jelöljük A”-al, a második fajta átmenő húrok összegét 
jelöljük JS"-vel. így tehát, az új beosztásnak megfelelő húrok összege:

L'-T+S'.

(így például B*Ba+1 az első fajtához tartozik, BA_tB*a másodikhoz. 
Ba.-! és Bk között van az A; pont.) Es most ott. ahol átmenő húrok vannak, 
kössük össze a régi Aj pontokat a szomszédos B csúcsokkal, (mint, például 
B/.-iA,Ba). Az így keletkezeti törtvonalúkkal helyettesítsük az átmenő húro­
kat. E törtvonalak összegét jelöljük 2í'"-al. Nyilván:

és s'+r":>L>s-

Ha az A, csúcsokból az átmenő húrokra meghúzzuk a é( merőlegeseket, 
(melyekről tudjuk, hogy “-nél kisebbek), akkor látjuk, hogy pl.

Ba-iBa> BkAl+Bk.1Ai-2ái

és így az átmenő húrok összege S">S"'—2ní (ha <J a legnagyobb a ó(-k 
között), vagyis:

S" - S" — —2 ’

tehát: - > $ - * L - $ _ e

és ezzel kimutattuk, hogy ha A-t alkalmasan választjuk és minden I szakasz 
ennél kisebb, akkor minden ilyen beosztásnak megfelelő polygon hossza 
S—e-nál nagyobb.

Tegyük fel, bogy az /’(/) és függvények a \ .../2 szakasz­
ban mindenütt véges, folytonos differenciálhányadossal bírnak, me­
lyek egyszerre sehol sem tűnnek el. Ekkor a görbe ívhosszúságát 
a következőképpen számíthatjuk ki;

A beírt poligon i-ik oldala:
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d>=/(^i-lí)2 + / I/fc+i)-/- (rí)la+
De az f(t) mindenütt differenciálható, tehát f(Tj+i}—/(*?> a közép­
értéktétellel fejezhető ki:

/V^WPíW W (ri+i~ Ti\
ahol Oi a z, és zí+1 között levő, valamely meghatározott érték. 
Éppen így:

? ^i+i)-fP ) U i, 1 ~^i)

és így: di = (rí+1- p/[f'W!WW)i2-

A 6( és ffi középértékek helyett a z(-l akarjuk behozni. Ez 
lehetséges, mert föltettük, hogy az j'\l) és <^'(7) diff. hányadosok 
folytonosak. Eszerint tehát a z,... zí+1 szakaszokat olyan kicsinyekre 
választhatjuk, hogy a

mWW - /l7 W+ b W
hiba tetszés szerinti kicsiny legyen.* Azt állítjuk már most, hogy 
a PQ ív hossza:

/=j/rrw+i^w^.
Ugyanis az értelmezés szerint az ívhosszúság a beírt poligonrészek 
hosszának felső határa: S. Azt kell tehát megmutatnunk, hogy ez

* Ezl pontosabban így.láthatjuk be:

/a2 p2 -Vé'+cP <i2+l>2 -(C*4 d2)
y a2 k b2 -i- 1 c2 + <P

a2-c2______ , b2-d2 __
V a2+ÍP +trc2~Td2 f'cP+P +

Az első tagot így írhatjuk:

(«—c) ------- -r
l <t2 + lP | V e2 - d2

és minthogy ^a2+tP,> 
kisebb:

|a| és y c2+ d2 \c\, tehát az első tag absz. értéke

I a—c| I q! 4-1 c]

-nél, vagyis kisebb a—cl-nél. Éppen így a második tag abs. értéke kisebb 
|b—d|-nél, tehát

| y a2+ b2 — |P’2 : d2 \< \a—c + b—d .
Ha n—fiffi), b -<p'(0i) és c,=/'(t,). d tesszük, akkor a kívánt

i vra5+?W# -//'(zí)’-i- <p'(ti)2 (< -/'(ti)1 +1 - íp'(t()
egyenlőtlenséget, kapjuk. A jobboldal az '(Z) és y>'(Z) folytonossága okából 
tetszés szerinti kicsinnyé tehető.
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az S az I integráltól nem különbözik, vagyis hogy a különbségük 
bármely számnál kisebb. Elmehetünk a beosztással oly messze, 
hogy a polygon hossza

fiL = £di>S-^

legyen, mert hiszen ezen L számok felső határa X. (És, miként előbb 
kifejtettük, nemcsak L, hanem ettől kezdve, elég kis beosztással 
nyert minden összeg is már 5 és S—í közé esik.) Másrészt pedig

2Y7,-2’(r,+1-r,.)fW+ <?'(#&

és előbbi megjegyzésünk szerint és ff, helyett tetszés szerinti 
pontossággal r; vehető. Pontosabban kifejezve: válasszuk a beosz­
tásokat olyan kicsinyekre, hogy

legyen; ekkor tehát

2di=2(rf+1-zi)/f(?^q^í(^j2 + 
fi

ahol ; tehát

| S-2X^+í-rf)/7W+F'(^| < 4’£
vaKy*s? ha az ívhosszúság helyett ezen beosztásnak megfelelő

Vr/ ,(Ii)2+9’ (Tí)2 összeget vesszük, akkor a hiba, amelyet 
ezzel elkövetünk, abszolút értékre nézve 4-nél kisebb.

Másrészt pedig az / integrál értelmezése szerint a .. /2 sza­

kaszt oly módon oszthatjuk fel, hogy

|/-2Xri+1-rí)//'T^+^^|< A 
&

h-gyen. Ha ezt az előbbivel összevetjük, azt kapjuk, hogy

|J—s|<«,
vagyis, valóban az ívhosszúság :

ó__________
t’l

Ha a görbe vonal egyenlete ebben az egyszerűbb,

y-/(x)

alakban adatik, akkor mindig úgy képzelhetjük, mintha az
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paraméteres alakban volna megadva; parameter gyanánt az x-et 
tekintjük. Ha P pont abscissája xlt Q-é pedig x2, akkor tehát a 
görbének PQ íve:

S = J V l+[/'(x)]2d.r.

Ha az előbbi formulában a felső határt, /2-t változónak képzeljük és 
/-vei jelöljük, akkor a P fix ponttól a () változó pontig terjedő ív 
hosszúsága:

s = í /ÍTW+WW
*>

Az S ívhosszúság a változó / felső határ függvénye: S = s(/) és 
minthogy az integrándus folytonos, tehát az S-nek a felső határ 
szerinti diff. hányadosa (S helyett a szokásos s betűt téve):

~/ (•$-)’+ •

A tetszés szerinti fix P helytől számított ívhosszúságnak a / vál­
tozó szerinti differenciálhányadosát tehát ez az egyszerű formula 
fejezi ki: _____________

ds _ /f(dx\2 , I V 
dt ' y \ dt I 'r \ dt l ’

amelyet szimbolikusan még így is szoktunk írni :

ds = y(dx)2-]- (dy)2,

vagy ds2 — dx2 + dy2.

Itt ds az ív végtelen kis elemét jelenti. A végtelen kis ívelem e 
formula szerint az abscissa- és ordináta-növekedésekkel úgy fejező­
dik ki, mint a derékszögű háromszög átfogója a befogók által. Ez 
más szóval azt mondja, hogy az ív végtelen kis eleme a hozzá 
tartozó végtelen kis húrral megegyezik.

Megjegyezzük még, hogy e fejtegetések szóról-szóra alkalmaz­
hatók az

x = AO, y = V (fX z = ^ <f)

térgörbe esetére is, vagyis a térgörbe ívhossza :

$ =
h

Ha az x-et tekintjük független változónak, vagyis a / parameter 
x-el megegyezik, akkor — síkgörbe esetében —

Beke: A difíerenciálstámitús. 1. 31
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egyenletből * még más, geometriai szempontból igen fontos követ­

keztetést is vonunk. Ugyanis — tgoi, ha <y a görbe (xy) pontjá­

ban vont érintőnek az abszcissza-tengellyel alkotott szöge; tehát:

US r---------—-—
- t 1 j- tg26> =

1
COS Cl)

Ha pedig y-t választanok független változónak, akkor arra jut­
nánk, bogy

d</ |/ ily I sin fi)

Ha a görbén egy kezdőpontot megjelölünk, ahonnan az ív- 

hosszúságot számítjuk, akkor a görbe bármely pontjának koordiná- 
• dx itál az s függvényének tekinthetők és így: tehát:ds ds

dx
dx dy
-j- - cos w, — sin ü). ds ds

4. Ai ívhoBszÚBÓg poláris koordinátákban. Ha a görbe egyénidét r -f(9) alak­
ban adják meg, ahol r jelenti a görbe pontjának az O-tól való távolságát és 
$ e rádiuszvektornak a tengellyel való hajlásszögét, akkor ívhosszúságát a 
következő meggondolással határozhatjuk meg.

Fejezzük ki a derékszögű koordinátákat a poláris koordináták állal:

.r • r cos í>, y — r sin f).

Minthogy r — tehál ,r és </ mint a 9 változó függvényei vannak elő­
állítva; tehát a PQ ív hosszúsága:

•‘b
dx dr _ , dti dv

D“: do -a» c,,s * - s,n *; ós = ~d» s,n 9 + rcos *; és lgy:

tehát az ív :

* A négyzetgyök pozitívnak, vagy negatívnak veendő, a mint az ív az 
■V-el nő, vagy fogy. Evz attól függ, hogy az ív kezdőpontját hol vesszük fel, 
vagyis a görbe melyik pontjától kezdjük az ívet számítani.
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Ha a felső határt megint változónak képzeljük és •O-va' jelöljük, akkor:

ds _d»~
vagyis megint a differenciálhányadosról a differenciálra áttérve, ezt a szimbo­
likus alakot kapjuk:

ds {dr),‘t+ (rd9)v

és ebben az alakban könnyen áttekinthető az összefüggés, miként a mellé­
kelt ábrán látjuk. Ugyanis ha a radiuszvektor dd-val elfordul, akkor az r-ből

113. ábra.

r+dr lesz és a beárnyékolt háromszögben a belső oldal a d9 középponti 
szögnek megfelelő végtelen kis körív: rdö az egyik befogó; dr » másik be­
fogó és ds az átfogó: tehát Pythagoras télele szerint: ds--Y dr2-^- (rdfrj2.

Példák, a) A láncgörbe ívhossza. A láncgörbe egyenlete:

ti x — — T
y= 2<e'’ + e «) = aCos-

Innen :

és így:

miből:

31



484 XIII. FEJEZET.

Ha x,=0 és x2~x tesszük, akkor a PQ ívhosszúság:
« r ?_ _£-| x— e nj— aSm—■

b) A parabola ívhosszúsdga. Legyen a parabola egyenlete: i/=a.r2; akkor 
y'=2ax és igy: 

______
S — jy l-j-4a2.r2dx.

A határozatlan integrál parciális integrálással számítva :

I y l+4a2.r2d.r — x y 14-4 a^r2 — í —
J J /l+4«2.r2

= xV l+4a2.r2 — í Y 14-4a2jr2dx -f- f - - —----
J J /l+Aa’x2

vagyis: | y^l \ 4a2.r2dx =•-!■ Ix^l+4a~r2 + f ■ ■ —-----1-
J 2 l J /l+4a2.r2J

A zárójelben álló integrál:

~ log {2ar+/Í+4^^} + C,

tehát a keresett ívhosszúság:

S = |Z l+íii2^-2 4- —L. Jog |2ax+ VÍ4-4a2.r2j J**,

vagy .ti—0 és x2—x téve

S — yT+4u2.2 4- -y log {2ar-|-|/’l+4a2x2}.

c) A ciklois ívhossza. Legyen a ciklois egyenlete paraméteres alakban: 

x — r(t— siní), y — r(l—cost),

akkor: = r (1—cos t). ——- = rsiní'.dt ' dt

és így: S = r j 1^2—2 cos t dl — 2r fsin -y dt = — 4r [cos-^]** •
i, t\ “ “ (1

Ha ti=0, akkor az ívhosszúság innen t2^t-ig számítva:

S= 4r(1— cos

és. egy egész cikloiság (í=O-tól t=2jr-ig): 8r.*

* Megjegyezzük, hogy ha pl. 0. . .'4n közben számítottuk volna az inte­
grált, nem kaptuk volna meg az ívhosszúságot, mert a 2n... 4n közben 
sin ynegatív. Ügyelnünk kell arra, hogy az ívhosszúság számításánál sze­
replő /[nőiméi')]2’ mindig pozitiv legyen.
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d) Az ellipszis ívhossza. Az ellipszis paraméteres egyenletei: 

x = a cos t, y = b sin t.

Innen valóban : —-■ 1; tehát: a2 b2

x' = — a sin f, y' = b cos t 
és így az ívhosszúság:

(•____ _ _
s ~J V a~ sin2 t+6a cos21 dt.

ti
[A fél ellipszis ívhosszúsága tehát:

I \ra- sin2 t-\- b2 cos2t dt, 
ó

vagy ha az előző formulában c2—a2—b2 tesszük :
*« _________________

s=J Va2—c2 cos21 dt.
h

Ha cos t=a tesszük és cos ít—u^ cos t-^-u^, akkor az új határok : ut és u2 
lesznek. Minthogy

dt=-
V1--H2

tehát :
,______ “t

í” 1/«2—c2!/2 , C a2—c2u2 .s =— I . ------ du = I ----- ........ du.
J V1-U2 J /(l-u2)(«2-c2u2) ut us

Ez az integrál, melyben az integrándus u negyedfokú egész függvényé­
ből vont második gyököt tartalmazza (racionálisan) az eddig tárgyalt elemi 
függvények segítségével nem fejezhető ki: elliptikus integrál.]

e) A ruletta-gőrbe ívhosszúsága. Ha egy (szilárdnak, pl. erős drótból való­
nak képzelt) görbe egy másik görbén gördül, akkor az első görbével szilárd 
összeköttetésben levő A pont pályája a ridetta-görbe. Ennek egyik speciális 
esetével — a cikloisszal — már foglalkoztunk. A ciklois esetében a gördülő
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görbe kör. A gördülés egyenesen történik és az A pont a gördülő kör egy 
pontja. Most sem az általános esettel akarunk foglalkozni, hanem feltesszük, 
hogy a szóban forgó görbe egy adott egyenesen gördül. Legyen ez az egye­
nes az x tengely, a kezdőpont O és legyen a P pont c pillanatban a görbe 
és az x tengely érintéspontja.

Jelöljük meg a görbén az M pontot úgy, hogy PM tv éppen akkora 
legyen, mint az OP köz, vagyis, ha a görbe bal felé gördülne, M pont egy 
pillanatban éppen az 0 kezdőpontba esnék.

Képzeljünk továbbá egy (x', p'i derékszögű koordinátarendszert a gör­
dülővel szilárd összeköttetésben, vagyis úgy, hogy ez a koordinátarendszer a 
görbével együtt mozogjon.

Az A pontnak e mozgó koordinátarendszerre vonatkozó koordinátái 
legyenek: (a, /?). Az A pontnak az állandó (xy) koordinátarendszerre vonat­
kozó koordinátái pedig (X. Y) és P érintéspontnak a mozgó rendszerre 
vonatkozó koordinátái legyenek: (xy).

Húzzunk az O' ponton át az x tengellyel párhuzamosat. Ez az x'-el m 
szöget alkot.

Az A ponton át y-al és y'-al, a P ponton át x'-al párhuzamosakat 
vonunk. Az ábrából látjuk, hogy:

Y=Afi cos w—PR sin a>—((!—y) cos to—(a—x) sin a>, 
X—OPA-PA^s+PR cos AR sin w--s4 (a—x) cos «+(£—</) sin •».

De (x, y) a görbe P pontjának koordinátái, tehát pl. a t parameter meg­
adott függvényei, 
szöge, tehát:

w pedig az'(xy) pontban vont érintőnek az x'-el alkotott

dx dy—r- — cos a>, — sin to,ds ' ds
dx

vagyis: dl x'COS ~ — = —-----

és y' sin — -■ —-
^x’3+y'3

ából x' és y' a t szerint vett differenciálhányadosok. Ha még
t ________

s = j ^x'2+ y'3 dt 
A

tesszük [amivel egyúttal az M pont parameterértékeül t~0 tettük], akkor a 
ruletta egyenlete:

X = + f y'3 dt.
Vx'2+ y'2 '

y -- (fi~y)x'-(a~x)y' 
Vx'3+y'3

így például, ha a gördülő vonal R sugarú kör, akkor ennek egyenlete 
a vele mozgó koordinátarendszerre vonatkozólag, melynek centruma az O' 
kezdőpont:

X — Rcost, y — Rsint
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és igy az (afi> koordinátákkal bíró pont által leírt rtiletta-görbe egyenlete:

X — fi cos t— a sin /-*- Rt, 

Y = R- fi sin í — « cos t.

Ha A pont gyanánt a gördülő kör kerületének egy pontját, például az 
a—R. fi—Q pontot választjuk, akkor

X R (t—sin /), V — R (1 — cos /)

közönséges cikloist kapjuk; ba pedig [«fi\ pont a körön kívül van, akkor a 
megnyúlt cikloist, ha pedig a körön belül van az .4 pont, a megrövidüli 
cikloist kapjuk.

Az általános ciklois ívhosszúságát e formulákból meghatározhatjuk Egy­
szerűség kedvéért vegyük fel az A pontot az x' tengelyen, amivel az általá­
nosságot nem csorbítjuk, mert ezzel csak a görbe helyzetét specializáljuk. 
Ekkor tehát egy egész fordulásnak' megfelelő ívhosszúság

271 271

s — | j/\ fi—a cos f)2-4- a2 sin2 t dt — I ^R^-r a2—2a R cos t dt, 
<> <>

vagy cos/ --cos2 — sin2 ,y (és léve;

s = 2 j ^(R—a)~ cos2 </> t (R f- aj2 sin2 <f> d<f. 
ö

Ez, amint a 485. lapon közölt formulával egybevetve Iáijuk, ugyanakkora, 
mint azon ellipszis kerülete, melynek fél nagy tengelye: fl-f a, fél kis ten­
gelye: R—a.

Feladatok és gyakorlatok a VII—XI5 5. fejezetekhez.

1. Kiszámítandók ezek az integrálok :

a) I xi"dx, b) j ’ c) Jcos rnxdx, d) j sin mxdx, 

e)jtgxdx, f) [cotg xdx, g)jy~==;,

. f •> f
'' J cos2x ’ J sin2x ’

2. Meghalározandók ezek az integrálok :

a) í l/^-dx (így pl.: í 1/^—dx-í -^2^-dx =
J r 1—x J “ 1—x J v 1—x2

= í—C—~^=r; folytassuk!);
J \-x* J ft-x2

b) I sin’xdx [tegyük u — sin x, dv — sin xdx, vagyis v — — cos x;

j sin2xdx—— sinxcosx4-J cos2xdx.

A második integrál helyett f (1 — sin2x)dx téve és az fsin2xdx-et a
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baloldalra vive, azl kapjuk, hogy

f sln’rdx = - ■'"Y'5'1' +1 + C = - + i + C.

c) f cos2xdx; d) f dx (— f —^3----j_ f —<É£_j;
J J sin2xcos2x x sin2x J cos’x'

ej f “ Ki + logx. (Tegyük 1 + logx = z)

Jx2dx ,
’ (Tegyuk x =cos z>-

J • (Tegyük x= log y).

h) í e'TT'= (J _ tC?) dx- Folytassuk)-

3. Határozzuk meg parciális integrálással ezeket az integrálokat: 

a) J x3 log xdx, b) f x arc sin xdx,

c) í dx <Tegyűk ~(i'+x)2 = du 08 xeX u);
d) C^l—j^d.f [u = j/ 1—x2, dv^=dx teendő:

f jT^dx = xj/í=x2 + f —---1 •
J J j/l-x2-1

A jobboldali integrálban x2 helyett 1—(1—x2)-et írjunk ; ekkor:

í x. . = f -rfe - ( = f -A= - f Kra5*;J /l—X2 J J/l-x2 J J/l-x2 J J/l-x2 J

tehát | j/T—xM.r = x|/ 1—x2 4- arc sin x — f Jzl—x^dx

és ha az utolsó integrált a baloldalra hozzuk,

j J/T=^dx = Jx/i-x2> + c ]

e) j sin log xdx és (cos log xdx együtt határozható ineg.

| sin log xdx = x sin log x — f cos log xdx ;

( cos log xdx = x cos log x + J sin log xdx.

Ha e két- egyenletet kivonjuk, illetőleg összeadjuk :

/Xsin log xdx — (sin log x — cos log x) + C;

I cos log xdx — (sin log x + cos log x) + C.

f) Je* sin x dx és j e® cosxdx ugyanilyen módon határozandók meg.

g) f x cos x dx [u - x, dv — cos xdx]. h) jx2 sin xdx.

i) Mutassuk meg, hogy
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| x" cos xdx — [xn — n (n— 1) xn-2 + n (n—1) (n—2) (zi—3) x" 4------] sin x +
+ [zixn-1 — n(n—1) (zz—2) x" 3 4- n (n—1) (zi—2) (zi—3) (zt—4) xn~5-----•] cos x 

(akár teljes indukcióval, akár annak igazolásával, hogy a jobboldal difi-, 
hányadosa : x" cosx).
j) J arc tg xdx [a = arc tgx, dv = dx];

C . , . r xdx . 1 -
) arc tgxdx = x arc tgx — j -j-j-y — x arc tgx —*°? (1+x2).

k) [ log (x+V^1+x2) dx = x log (x+|  ̂1+x2) — fx •-----dx =
J J x + yl+x2

= xiog <x+y 1+x2) — I —4.7^- = xiog(x+i^i+x2) — y i+xa+c.
J y 1+x2

l) [xmlogxdx, J x"1 (log x)2 dx, I x'“ (logx)3dx kiszámítandók, ha m a — 1-nél 
nagyobb egész szám és bebizonyítandó, hogy ha zn nem negativ és zi pozitiv 

egész számok, akkor:

[ xm logn x dx = ypy [log" X — m | log" -> x -I-

mj Számítsuk ki az (xe-xdx, fx*e Xdx, f x3e~xdx integrálokat és bizo­

nyítsuk be, hogy

jxne~xdx = — [x"+zix"-t+n(zi—1) x"~2+ •••+« !] e~x+ C, 

ha zt pozitiv egész szám.

4. Határozzuk meg parciális integrálással ezeket az integrálokat :

a) [arc sin xdx, 

dj J e°x cos ftxdx, 

g) J e“x cos2 x dx,

b) j’xe^dx, 

e) J e“xsin2xdx;

h) j eax cos3 x dx.

c) j e°x sin £xdx ; 

f) I e x sin3 x dx.

5. a) J sin3xdx, [sinxcos2xdx, f cos3xdx, [cosxsin2xdx kiszámí­
tandók.

b) Jsin"'x cos"xdx redukálandó, ha n és m pozitív egész számok oly 
módon, hogy a cos x exponense alacsonyabbá váljék és sin x exponense meg­
maradjon.

6. Határozzuk meg szubsztitúcióval ezeket az integrálokat:

dx dx
' J «-+Fx3 ' '■> J x/^-a2 '

d) ■ dx (az integrálást végezzük először úgy, hogy a számlálót I -f-X
és nevezőt yi—x-el szorozzuk, azután pedig x = cosu helyettesítéssel).
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e) I yi— xadx (x=sinn szubsztitutióval).

/jp2 dx
—7—(ugyanezen szubsztitúcióval).
y 1—x2

/• dxg) | ■ (x —cotgu szubsztitúcióval).
J Y 14-x2

fdx---- kiszámítása végett gyöktelenitsük a törtet:
y 1 -4-x2 + y i—x2

VTr.^ f- /T-x2
’'14 r~- j/J...

Z- 1 f /1+-.T2 , 1 f /l-.C2 .2 J ...I •- ' f
2 •• x-|' 14-x2

dx/—

2J xVl-x2 2 J
1 r dx __ 1 f _ _dx_ ; 1 r dx
2 J ?14^ 2 J x2/!^2 2 J y i-"x^ ’

Az első és harmadik integrál! x - szubsztitúcióval alakítsuk át!

. 7. J cos x cos 2x cos 3xdx kiszámítása végeit vegyük ligveiembe ezt a 
formulát:

cos a 4-cos 0—2cos cos ; —y— = — x

téve, «=3x, p—x; tehát
cos x cos 2x — i [cos x+cos 3x]

így cos x cos 2x cos 3x — [cos x cos 3x4- cos2 3x].

Erre alkalmazzuk újra a felírt formulát!
Számítsuk ki ilyen módon a | cos kx cos Ix cos mxdx integrált 1

8. Számítsuk ki szubsztitúcióval ezeket az integrálokat:

f <Tegyflk x2■' U> akkor f —
J yi-x4 J yi-x*
/xdx (ugyanúgy, mint előbb : xa=j/ tegyük).

dy_
Vt-y*

xdx
(Tegyük y^ — a2 — y, miből xdx = ydy és

y b2—x* — ybV—aF—y2 ; tehát az integrál transzformálva : dy

Va+x+yb+x ~ (Tegyük ya+x—y ; miből dx—2ydy és

y &4-x — y b—a+y2;

■i f dx

tehát az integrál : f------- „ __ .J y+yb-a+y2 Gyöktelenitsük az inlegrándust 1).
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(a-ph.r2)2 
tegrál Jesz:

(Emeljük ki a nevezőben levő gyökből x2-et; az in­

tegyük

akkor: — dx—dy , tehát az integrál: —j • r ~<i *> y 2

y) Általában: | ----- — -n. ( -nél éppen így járunk cl. Kiemeljük a ne
(rt+Ö.T“) "

vezőben a-t-í>x"-ből x‘'-et.

h) J------—-—_. Átalakítjuk az j) alattira oly módon, hogy
(fl-rh.r4 ex2)2

■ ■> rí h >’ 4ac—b2 <«+bx LCx2^c[(.r+-2--) i —4C-s—]

tesszük és x + helyett y-t írunk.

i) J (tegyük j) J tg2xdx (tg2x —--^5-; — 1-et tegyük).

«) f-r- -—J 14-cosx

m) f - ------------ (a rendes
J a+b cosx
f______ dx_______

n.' a cos2x-i-í> sin2 x

y Í 1”------
J 1—cosx

módon, y — tg szubsztitúcióval).

, f dx
a-\-b tgx

p) Z — f-'^-^^^dx integrálása végeit vezessük be az: y=arcsinx új 
(1—x3)2

változót, vagyis x=sin </; innen: 1—,r2==l—sin2y cos2;/: dx—cosydy; tehat.

I - f ycos a - f ,jdy
J cos3;/ ~ J cos2íj

és ezt integráljuk parciálisán : —= d tg y téve : eos2y ”J

/ = y tg ;/ - J tg y dy = y tg y - J dy y tg y + log cos y ;

vagy tgy = --n , cos y — V^í—x2 téve :
oosy j/1—x2

„ x arc sin x 1 , Mi-——t lógd—x2.
1/l-x2 2

q) [ -T --1—dx parciálisán a következőképpen integrálható :

Minthogy
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x dx
/1-x2

d/l-X2,

tehát I = — arc sin x. \ 1—x2 + | dx — x — arc sin x . /1— x2.

;^2
l——arctg x dx így alakítható át:1 -j-X*

1 J •!+§■ arctgxdx —J* ~J2- • dx = J arctg xdx -J -^^dx.

Az elsőt már ismerjük (489. 1. j.j. A második pedig

) arctg xd arctg x = (arctg x)2.

9. Határozzuk meg ezeket az integrálokat, melyek integrándusai racio­
nális függvények:

«> J ' l,-> f ’^5^+4“ dx' (Á nevező 87ökei +2’ -2> + 1, -1 í

az integrándus parciális törtekre bontandó.)

c) J x4+x2-2dx- d) J “(i^-^+irdx-

e) Jr dx
' x84-2x34-3x2 » J dx

.r54-X,+2r34-2x2+x4-1

Jr x24-3x—2
' (x2—x4-l) (x—l)2 x J dx 

14-x4 ’

«JC dx
' Y-x* ’

' 14-x2 , 
1-x2 dx-

10. Határozzuk meg ezeket az integrálokat:

Jdx 
(Számlálót és nevezőt szorozzuk e^-el, akkor 

/=J és to?yük eX=«- Folytassuk!)

r f dx .1 - 1 . x 1—u2<’) I - I ------- 5— a rendes módón tg — u téve: cos x —J 14-cos2 x ° 2 14 u2
dx

dx= tehát / = vagy egyszerűbben: Z= f------—

' 1 cos2x

és tgx— u téve, —■ = du, —= 1 4- u2, tehát Z=f-K—-s-- 
cos2x ’ cos2x J 24-u2

, p arc sin (1—2x) , 
<7 |--------r~------ ■■——dx. legyük arc sin (1—2x)=u.

,7 y x—x2
d) ! (A rendes e,járás szerint tg = u téve kissé hosszadat-

más ; azért írjuk :

1_  (sin2x4-cos2x)2
sin3 x cos3 x — sin3 x cos3 x 

sinx , cosx
cos3x sinsx

____ 2
sin x cos x

és ezeket külön integráljuk.
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dx 
a^-be' (A rendes módon exponenciális függvény racionális függvényére

vonatkozó szabály szerint tegyük e'=u.)

f) | e" arc sin x dx g) I x cos ax dx. h) I x2 cos ax dx.

i) J x sin ax dx. J) | ®2 sin ax dx.

k) I (parciálisán integráljuk —dcotgx téve).

,■ dx
■ ' COS* XD m) j j^l+e"xd® (ear — ti szubsztitúcióval).

11. Határozzuk meg ezeket a trigonometriai integrálokat :

aj |* S’”,~d®, [Tegyük sin” x — sin x (1 — cos2®)].

b) f - (parciálisán integráljuk —— = dtgx téve), c) í —r———-----
' J cos6® cos2® ° / ' J sin® cos3®

1 2 A
d) f dx [--'Jljí- — tgz® téve j* d® könnyen integrálható] . 

cos2® cos2®

e) I sin4®d®. f) ] sin6xdx. g) | cos* xdx.

h) J cos6xdx. i) | sin2®cos4.®dx. J) | cos8xdx.

• si n2 Yk) I tg4xdx[tg4x = ——2—- tg2® = tg2® • ~-2— -tg2® téve, parciálisán 

integrálunk].
0 J lg* 7” m) J col84x dx-

12. Hedukáljuk a következő integrálokat parciális integrációval : 

a) | eaxx"dx, hol rt pozitív egész szám.

b) Ha n negativ egész szám, akkor redukálhatjuk

j’ eax dx

-re; de ezt tovább nem redukálhatjuk; az eddig ismeretes függvények által 
ez ki nem fejezhető; új függvény: az ititegrallogarilhmns. Neve onnan ered, 
hogy az eax--y helyettesítéssel:

.• e°xdx _ .■ dg.
J - x - J \ogy

c) | axxndx redukálandó. »

d) j ®”'(log®)n d® redukálandó úgy, hogy a log® exponense csökkenjen.

e) l'x^^dx. f) J'®3 (logx)2d®. g) J ®2 (log®)3 dx.

J' tredukálandó J - dx-re.

i) Jx11 cos axdx redukálandó úgy, hogy x exponense csökkenjen.

j) I x" sin ax dx szintén.
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k) I x3 sin 2xdx. I) jx5cos.3xdx kiszámítandók.

m) I eax cosnx dx redukálandó úgy, hogy cosx exponense csökkenjen.

n) j e"x cos4xdx. o) | e“® sin* xdx kiszámítandók. 
í* xtn dxp) l — I ——'------------- redukálandó, hogy a számlálóban x exponense alacso-

./ V x2 I ax 4 jS
nyabb legyen Ezt. ige végezhetjük : Szorozzuk a számlálót és a nevezőt 

x"!az —„ osztást végezzük el. A hányados m—2-ed- x2->-«x-i-(9 ° J
fokú lesz, a maradók pedig ilyen alakú : (yx+í), tehát az I integrál részekre 
bontható, melyekben, a számlálóban x-nek zn-nél alacsonyabb hatványai sze- 
repelnek. Ezekre újból alkalmazzuk ezt az eljárást, míg végre J ~■ --- --------- dx
alakú integrálra jutunk. Hogyan kell ezt integrálni?

fi 3 dx (* v3 dx-~==, I —-------  eseteiben.
fx2-! J Kx«+1

yrx24«x+/#-val és

13. Számítsuk ki ezeket a határozott integrálokat :
?

a) I xfc dx.
a

2/r
d) I sin2xdx.

0
2r

f) | sin kx sin Jx dx 
ó

7»
b) í cos ax dx.

ó27t
e) | cos2xdx.

ó

(k t-Z; a l ka I niazzu k a

n
c) J sin2 kx dx. 

o

formulát.
sin fcr sin Ix — — ~ [cos (k+hx — cos (A-—Z)x])

g) E|)j>en igy számítsuk ki a következő integrálokat:

I cos kx cos Ix dx, | sin /ex cos Ix dx, ha k^l- 
n ó 

/>? } (A<1);
<7 X

dx
(x—a)*

14. Határozzuk meg ezen integrálok számértékeit :

a> ’
o

A/®. 

0 X

dx

dx
a X-r)x-^X‘

dx

dx
J a+hcosx’ o

? dv

f (A'>1),

(a határozatlan integrált 1. 8. m) feladatban).
i) Mutassuk meg, hogy ha a.-0, akkor

j e ~ax cos bx dx ~ 
ó

a__
a2+ö2 ’

|e nxsinZ)xdx — 
ö

b 
a^+b2

J) Bizonyítsuk be, hogy J cos mx ,
2 , •> dx, abszolút konvergens integrál.

a
k) Mutassuk meg, hogy | -l,~- abszolút konvergens, ha n<2 és 

v Xo
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Q
l) hogy ’’^szolul konvergens, ha n<l.

0 cro
m) Mutassuk meg, h >gy J* —~—-dx abszolút konvergens, 

ax>
í* (’OS X*

nj |—dx abszolút konvergens, ha n>1. («>0)
(f

15. Számítsuk ki ezt az integrált .

ha ti -1 és hogy

1 — j log (sin ,r) d.r. 
0

Ha x~0, akkor logsinx végtelen ugyan, de az integrál konvergens. Erről 
sin x így győződhetünk meg: sinx helyeit -- ----- • x-et tegyünk; ekkor 

, , . ■ sin xlog (sin x) • log .r -(- tog —— - ;

-Í" 2
tehát 1 - j* logxdx 4- log —d.r.

0 0

A második integrálban az integrándus mindenütt véges, folytonos függ­

vény ; tehát csak az elsőt kell vizsgálnunk; de logx úgy válik végtelenné 

az X--0 helyen, hogy x“Jogx véges marad, bárminő kis pozitiv szám is az 

«, tehát az integrál konvergens. _g.

Miután meggyőződtünk arról, hogy a szóban forgó (log sin xdx kon- 
<> 7

vergens, a kiszámítása véget I tekintsük ezt az integrált: | log sin xdx 

melynek konvergenciája az előbbire való visszavezetéssel úgyis nyilván­

valóvá lesz.
X xTegyük most sinx ~2sin 9 cos ■$ , akkor tehát:

| log sin x dx - - f (log 2 4- log sin 4- log cos X ' dx-n log 2 4- 
ó ő

zr r. v
4 | log sin ‘-dx 4- | logcos 9 dx.

ó <>

Ha a jobboldali második integrálban x-51—z-t tesszük, akkor az átmegy 
n

a következőbe : | log sin Z dz és z helyett megint x-et írva, a két integrált 
ó

összevonva :
r ? x
I log sin xdx=ít log 24-2 | log sin ydx 

ó ó
X

és ha most a jobboldali integrálban y = z tesszük :

| log sin x dx~n log 24-4 j log sin x dx 
o ó
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-et kapjuk. A baloldali integrált bontsuk két részre, 0... és jr ha- M —-
tárok közötti integrálokra :

o
A második tag az x—n—z transzformációval az elsővel megegyezővé válik,

Jl
2 7
| log sin xdx + j log sin x dx. 

ő h

vagyis : rt
n 2
1 log sin xdx=2j Jog sin x dx,Ó 0

n jt2 2
tehát: 2 J log sin X dx—n log 24-4 | log sin x dx. 

0 ő

miből végül:

n2 TCI — j log sin xdx = —log 2 
ő

nevezetes integrálra jutunk.
Ha tekintetbe vesszük a kiindulásunknál felállított

n2 2
I — I logxdx + I log—- --dx 

0 ő x
egyenletet és hogy az első tag, miként parciális integrálással azonnal lát­
hatjuk : " (l°g-K-—1), akkor azt is kapjuk, hogy a második tag:

f. sinx . zr .re , % n n r. ,
,og ~ ~ d = ~ 2 log 2 “ 2 log 2 + 2 = 2 “ log

16. Megmutatjuk még, hogyan lehet ugyancsak az

2~
I log sinxdx = —ó- log 2

<r 2

formulához eljutnunk az integrál eredeti definíciója alapján. Evégből meg­
említjük, hogy az xn—1=0 egyenlet gyökei ezek : (n pozitív egész szám)

. & , . . 2» 4n , . . 4?t1, cos — + i sin — , cos------ F ‘ sin —, . . .n n n n ’
2for , • ■ 2kn 2(n—1)ti . . 2(n—l)ir<>os-------+ i sin--------, . . . cos —-------- ------k t sin — ------ -—n n ’ n n '

vagyis az = xn-i-|-x" ia4 ---+1=0 gyökei a cos + isin —, ha 
x—1 . n n ’

A'-nak 1, 2, . . . n—1 értékeket adjuk, tehát a gyöktényezők ezek :
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és ha mindkét oldalon x=l tesszük:

2kn . . 2kn \ cos---------isin------ )•n n '

és

Ha . 2kn _ . „ 2kn „ . - kn 1 — cos = 2 sin2 -x— = 2 sm2 ——n 2n n

. 2kn „ . kn knsin----- = 2 sin----- -  cos——n n n

tesszük és 2 sin -et kiemeljük : akkor tehát :
n -1
Tfn . kn . . kn . knn — // 2 sin-----sm —------ i cos ——-11 ' n n

Vegyük mindkét oldalnak az abszolút értékét. A baloldal valós szám, 
abszolút értéke: n. A jobboldalon a k-ik tényező abszolút értéke: 2 sin - — , 

l^TC \mert a mellette levő tényező abszolút értéke: 1 (sin - - ■ póz., mert k<n);
tehát

. 2jtn = 2" ’ sin — • sin — • sinn n
3n . (n—1) n------ sin —  n-------------n

tehát: _ . n . 2nP = sm — • sin-------sin (n—1) ír _ n 
n ~ 2"-1n n

Számítsuk most ki a következő sinus szorzatot:
_ n . 2x . 3jr . (n—1) nPt = sm 2 - ■ sm — . sm • sin —~ *

Alakítsuk ezt át cosinus szorzattá azáltal, hogy

kn / n
8,n"2T = COS^2

kn 
~2n

tesszük, azaz: 2n
. kn (n—k) nsin -s— = cos-----------2n

Ha k 1-től n—1-ig megy, akkor n—k n—1-től 1-ig halad, tehát n—k 
ugyanazokat az értékeket kapja, mint k. Ebből következik, hogy az átalakí­
tás ilyen egyszerű eredményre vezet:

„ n 2n 3n (n—1) nA = cos . cos 27 ■ cos -2- -cos —2- - •

De tekintetbe véve, hogy

kn kn 1 . 2kn 1 . knsm -x— • cos -x— = sin -x— = sm —,2n 2n 2 2n 2 n

azt látjuk, hogy: P=P? . 2«

vagyis = Pi = ~=í

és így: (tudva, hogy Pt pozitiv), 
Béke: A 'ii^erenciálsiámitűft. 1. 32
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2n-i
n . n . 2n . 3n . (n—1) n — sm -5- sin sin --sin —~— =2n 2n 2n 2n

és ebből még:

!og sin 2Í + log sin 1^- + • ■ • + log sin ■ (n~^ n = ~ log n-(n-l) log 2.

<r 
8

De az | log sin x dx-et úgy számíthatjuk ki, hpgy a 0 • • • ~ szakaszt fel- 
ő ~

osztjuk n egyenlő részre és mindenik rész végpontjához tartozó értékeit vesszük 
az inlegrándtisnak és megalkotjuk a következő összeget:

íf Pog sin + ,og s’n -g- + ■ • • + log sin + log sin -g-] 

(az utolsó tag log sin "-logl úgyis 0, tehát elhagyható), és ennek a lime- 
szét vesszük. De a zárójelben álló kifejezés éppen az imént kiszámított: 
~ log n — (n—11 log 2, tehát

j log sin x$x = lim (-J -- S~- - log 2) = - log 2

miként előbb találtuk.
17. Ha az előbbi integrálban sinx— ij írjuk, akkor cosxdx — dy, azaz 

<*•* = —' Ha *=0, akkor y=Q, ha x = 4’ akkor d^sin ~ = 1, 
cosx 1/1—y 2 J 2

tehát az integrál új alakja:

0

^-d.V=-4log2.
n 
2"

Ha j log sinxdx-et parciális integrálással alakítjuk át, log sin x-et n-nak, 
0

dx-et dp-nek téve, akkor :

2 n "sF

I log sin x dx = [x log sin.r]o2 — | x cotg x dx. 
o o

Az első tagban y helyettesítése 0-t ad, ha pedig x helyett 0-t teszünk, 
akkor azt kapjuk, hogy lim x log sin x = 0, mert sin x ~ . x téve :. . , sin x x=»o x
x log sin x=x log —----- x log x; tehát:

‘ 71 ~2~ 
J x cotg x dx — 4 log 2.

18. Számítsuk ki ezt az integrált:
X 
2

I = J (x — 4) tg x dx.

Evégből integráljunk parciálisán x - 4 = u, tgxdx = dn téve, akkor
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u — -- log cos x;

tehát I = — [(x — y) log cos xj2 4- J log cos x dx =
‘ 0

7T 
r T

=— [(x — y) log sin (® < 4- j log sin (y — x) dx.

Az első tagról azon a módon, mint előbb, kimutatjuk, hogy: 0. A má­
sodik tagban y — x—//. szubsztitúciót végezzük.

19. Határozzuk meg ezt az integrált:

J 14-x=* .

Tegyük x=tgy. Ekkor 14-X=14-tgy ~ sl.n.#t.^os.g. és így:

log (14-x) = log (sin y+cos y) — log cos y.

De sin y4-cos y=sin y4-sin (y — y) = 2 sin ~ cos (y — y);

továbbá: 14-xa=14-tg1 </——V" és dx = —• Az új határok: 0 és • 
1 ° » cos’y cos2y J 4

i , .. , , 4 2. sin -T cos (-.— y) ->J “u?- dx=/log------------ ---------------------------------dy=~S,og cos ■" dy +

O O o
7t 
4'

4- y log (2 sin j)+Jlog COS (y - y) dy.

A jobboldali első és utolsó integrál ellenkezően egyenlő; tehát:

log (14-x) 
1-l-x2

dx u= log 2. ö

20. Határozzuk meg ezt az integrált:

í=f----------d^====., ha «>1.
_d (a-x)V'l-x2

Tegyük x -sin y, akkor : n 
2

J a—sin y n 
“ 2

Az | ----- határozatlan integrál kiszámítása végett a rendes módon
J a—sm y u f du

vezessük be az «=tg “ -et. Az integrál átmegy ebbe: 2 I - - - - Az új
határok azonban: —1 és 4-1 lesznek; tehát:

r „ f1 du .-2 . au—1 -i+1_
au2—2u4-« L|/a2—l V a-’-- l-i

32*
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= 7^ /t+t 1 arc* / S1= jzfa-

minthogy arctg x4- arctg — = ~•X £>

Az I = f’---------= —l.-
J (a—x) V l-x» V a2~l

még így is írható:
1 ?' dx_  1 n

és ha = y tesszük, akkor, minthogy a>l, y<l ;
+i 
('_____dx _ _  __

J (1—xy) Vl—x2 |/1—y2

Mulassuk meg, hogy ha mindkét oldalon y szerint a 2n-ik differenciál­
hányadost vesszük és y=0 tesszük, a következő egyenletre jutunk:

fx^dx _ 1.3.5... (2n—1)
J j/l^x2 ~ 2.4.6...2n

21. Bizonyítsuk be, hogy ezen összeg:

n n+1 n+2 + 2n-l

limesze, ha n végtelenné válik: log2. Evégből számítsuk ki ezt az integrált:

f dx
J 1+x

Ezen integrál értéke: log2. Másrészt azonban az integrál értelmezése 
szerint osszuk fel a 0... 1 szakaszt n egyenlő részre; az integrándusnak az 
egyes szakaszok baloldali határpontjához tartozó értékei:

11 1 , n n n n
1’ j,!’” t n-1 ’ VagylS n+1 ’ n+2’ n+3 ’‘’ 2>í—1 ’ 

n n

. u. f dx ...11,1, , 1 \
,1 1+x ' n n + 1 ' n+2 2n—1

22. Legyen 
r , , d2u dp du , L u = p-j-^+ ~r—j---- h 9+dx2 dz (te ’

ahol p, q az x differenciálható függvényei az a...b szakaszban. Parciális 
integrációval alakítsuk át az

b
I [uL (i>)—nL (u)]dx

integrált.
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Az £(u) még így is írható: [p + <7« ; tehát:
b

j* [uL (i») — vL ín)] dr = 
fi

=,/<“ -3F (r “ÍFÍ+ " 'í íp 3.ÍH “ “

= - » -í [”>]}
a
fz dv du du dv x , r dv du“ J <P ~dT dr “ Plü ~d^dX = [p" ~dx - PV 7ü-l< 

a
/• dv Intehát J [n L (v) - vL («)] dx -- [p« - pv -£]-,

a
23. Mutassuk meg, hogy ha

/(x) = -/(-x),

[vagyis az y=/(x) görbe a kezdőpontra nézve szimmetrikus], akkor:
n

I — ff (x) cos kx dx—0, 
-n

ba k egész szám. Ugyanis a —n.. .n szakaszt két részre bonthatjuk :
0 •

1= ff (x) cos kx dx + J f (x) cos kx dx
—X ó

és az első integrálban tegyük x——y; ekkor a határok n és 0 lesznek, és 
dx—— dy, tehát, ha tekintetbe vesszük, hogy /(—y) — — f(y), akkor az első 
integrál: — f f (ifi cos ky dy ; és így [y betű helyett x-et téve] azonnal látjuk, 

0
hogy Z=0. ? ,

Mutassuk meg, hogy J/(x) sin kxdx — 2 jf(x) sin kxdx. 
-n 0

24. Ha f(x)—f(—x), vagyis az y—f(x) görbe az y tengelyre nézve szim­
metrikus, akkor

I/(x) sinkxdx—0 és j f (x) cos kxdx — 2ff(x) coskxdx. 
7T —n

25. Ha J(x)=f(n—x), vagyis az y=/(x)^örbe a 0.. .n szakaszban az x — ~ 
egyenesre nézve szimmetrikus, akkor az |J(x) sinkxdx k (egész szám!) to- 

ó
vább egyszerűsíthető: az intervallum ismét felére redukálható. Ugyanis

n
J/(x) sin kxdx — (x) sin kx dx 4- I f (x) sin kx dx.
o o Jt

2

TiA második integrálban tegyük x—n—y, ekkor a határok lesznek.
Ez a második integrál ilyen alakú :
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n
0 2

sin (kn—ky) dy = ^f(n—y) sin (kn—ky) dy 
n o2

és tekintetbe véve, hogy f(n—x)—f(x), a két integrál összevonható: 
n n 2

J f te) sin kx dx — JJte) [sin kx+ sin (kn—/te)] dx.

A zárójelben álló kifejezés: 2 sin cos — kx); tehát:

% brr % kn
J f (x) sin kx dx=2 sin f (x) cos (-5----- kx) dx.

Ha k páros szám, akkor az elül álló sin~- = 0, tehát, ha k = 2n, 

akkor: f f (x) sin 2n x dx~0. Ha pedig k páratlan szám, k=2n+l, akkor 
ó

sin J2n+*)” _ (-i)ii és cos — (2n+l) x] — (— l)n sin (2n+l) x.

n
* 2

tehát J f(x) sin (2n+1) x dx — 2 ff (x) sin (2n-f-l) x dx.
o 0

26. Alakítsuk át ilyen módon a j f (x) cos kx dx-et, ha f(x)—f(n—x).

27- Egy fontos középértéktétel (Fejér L.-féle középértéktétel). Ha y=f(x) 
az a... b szakaszban mindenütt egyértékű konkav, akkor e szakasz bármely 
két pontjára nézve áll, hogy:

J-'l + a-'g j /tei)+./ tee)

mert az E pont magasabban van, mint az F(116. ábra). Az ilyen görbét bármely 
egyenes (az ab közben) legfölebb két pontban metszheti. (Bizonyítsuk be ezt
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az állítást!) Ebből egyúttal az is következik, hogy ha az ab szakasz közepét 
c-vel jelöljük és e középponthoz szimmetrikusan fekvő két pont c—y, c+y, 
akkor f(c—y)+/(c+y) a y-val együtt nő és az ah-ben maximummá válik, ha 

, , b—ac—y—a, c+y—b, azaz, ha y = ——
Ez az állítás is közvetlenül folyik a konkavitás értelmezéséből. Ezek 

megemlítése után legyen <p (x) az ab szakaszban mindenütt pozitiv és a 
c = középpontban emelt merőlegesre nézve szimmetrikus, azaz :

<p (x)=y (a-f-b—x).

Az 1= j/(x)<p(x)dx integrált osszuk két részre: [c = középpont] 
a c b

I=J /(xj (x) dx + J/(x) <f> (x) dx. 
a c

A második integrálban x—b—a—y tesszük. Az új határok lesznek: c és 
a ; tehát e második integrál új alakja (y helyett megint x-et téve):

c
I f(a+b—x) <p (a+b—x)áx; 

a c
és a </>(x) szimmetriáját tekintetbe véve: | f(a+b—x) <p (x) dx. Eszerint: 

a 
c

J <P (x) [/(x) +/(ű-t-b—x)Jdx. 
á

Erre az integrálra alkalmazhatjuk az első középértéktételt, mert <p (x) feltéte­
lünk szerint pozitiv. Az /(x)+/(a+h—x), [mely x=fc—y-t téve, ilyen alakú: 
f(c—y) +f(c f-y)J, miként előbb mondottuk, maximumát akkor veszi fel. ha 
x = a. E maximuma: /(a)+/(b). Az /(x) konkav voltából pedig követke­
zik, hogy:

/(x) + /(a+h-x)>2/(-Sp);

tehát: [f(a)+f(b)}j^(x)dx>-I>2f{^~-)i <p (x) dx.

A <p (x) szimmetriájából azonnal következik, hogy 
c b c * b
| <p (x) dx = I <p (x) dx, vagyis | <p (x) dx = -x I <p (x) dx; 

á c á - a

tehát a szóban forgó középértéktétel erre az egyszerűen áttekinthető alakra 
hozható:

———- J*<p(x) dx> | f(r) -e (x) dx>ft ~-b j J*<jr>(a-j dx. 
n h a

Mégegyszer megjegyezzük, hogy /(x) az ab szakaszban konkav, <p (x) 
pozitiv és a szakasz közepén emelt merőlegesre nézve szimmetrikus. Vezessük 
le a megfelelő középértéktételt, ha/(x) nem konkav, hanem konvex. Hogyan 
alakul a tétel, ha <p (x) nem pozitiv, hanem negativ?
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Mutassuk meg ezzel a középértéktétellel, hogy

I f sin n x , I (2k4-l)
kn 
n

28. Az (iij-Hih)2 4- úis+Ai’ü)2 4-----4 (u„4-Au„)a alak X lim .. értékénél
pozitív (u,-, u,, A valósaki; ha rendezzük,

u‘í + «2 4------4 Un 4- 2Z (ut P; + u2 ua 4----- 1- ti,, un) 4- A2 (uf o| ■ • 4- »?1)

alakra jutunk. Hogy az A+2BI+O'2 quadratikus alak sohase lehessen negativ, 
ahhoz szükséges és elégséges a) hogy C pozitív legyen és p) hogy &-AC. 
negativ legyen. Ha ezt az elemi tételt alkalmazzuk a jelen esetre, azt kapjuk, 
hogy u,... un és u,... vn minden értékére nézve fönnáll ez az egyenlőtlenség;

(H, t>, 4- u,i>2 4------F u„ u,,)2 - (u? 4- 4------ 1- «n) (»1 4- «2 4----- 4 U?,) < 0.

Ha f(x) és <p(x) integrálhatók és az előbbi egyenlőtlenségbe

'1 2 1 2Ui=/(—), u2=f. un-f(l); ut=sp(--), U2-<P

tesszük és “--tel szerzünk és n végtelen naggyá lesz, akkor erre az egyen­
lőtlenségre jutunk :

i i i
[ | /(x) <p (x) dxf< I [/(x)]2 dx. I [<p (x)]a dx 

ó <> ő
(Schwarz-féle egyenlőtlenség).

29. Ha/(x) és y(x) az a . . . b szakaszban folytonosak és a szakaszt fel­
osztjuk az a, x„ x2,. . . x„_,, b részekre és az x(. . . x/+1 részben két külön­
böző pontot szemelünk ki: és %-t, és megalkotjuk a

/l
Sf(?í)9 <7í) (Xf—Xi-t) 
0

összeget (tehát nem ugyanazon a helyen vesszük az f(x) és <p(x) értékét), 
akkor

h
lim Sffa) vili) (xí-xi_i) = j /(x) <p (x) dx, 

a
ha, mint a rendes eljárásnál, a szakaszok maximális terjedelme 0 felé kon­
vergál. Bizonyítsuk be ezt az állítást.

30. Számítsuk ki ezt az integrált:

ha J 2 2 , 1 ’arctg y

ahol arctg a — és y közötti értékét jelenti.
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31. Mutassuk meg, hogy ha

y - ~yj <jp(z)(sc—r)" dz, 
a

dn¥íu
akkor: = V («)•

32. Mutassuk meg, hogy ha <p(x) folytonos és a<x<b, továbbá 
b

!/ = JG(x. rf€, 
a

, , íb—x)(f—at . . ,ahol G <.v. §) - ---------- , ha J <.. x,b—a

G(x, $) = -—ha $>«,

akkor: 4 4- <p(x) — 0 és y az r=a és :r=b helyeken: 0.
uXj

[Ugyanis az integrált két részre bontjuk:

f(b—x)($—a) , f(b—£)(x—a) le, ,JPH = J-----i,-a- - f + J----- i^á---- * (?) d$
(I X

és tagonkint differenciálunk.]
Vezessük le a tétel! az előbbi feladatban szereplő formulából is.
33. Az e transcendens szám. Huiwitz a határozott integrálok segítségével 

rendkívül szellemes módon bizonyította be, hogy e nem lehet algebrai szám 
(olyan algebrai egyenlet gyöke, melynek együtthatói egész számok). Hogy 
a bizonyítás alapgondolatát jobban megértessük, először kimutatjuk, hogy 
nem lehet racionális szám.

Legyen /(y) az y racionális egész függvénye (pl. Zt-adfokú). Számítsuk 
ki ezt az integrált:

j e-uf(y) dy. 
ó

Parciálisán integrálva:

I'e «/(!!) dy = - [e-«/W+ fe «f'(ff)dy = - e x/(x) 4-/(0) 4 je «f'(y)dy. 
o ő 0

Újra parciálisán integrálva és ezt az eljárást fc-szor ismételve, azt kapjuk, 
hogy:

f e-«f(y) dg = — e~x [/(x) + f'(x) + f"(x) + • • • + A>(x)] 4- 
+ f (0) + /'(0) 4-r (0) + • • • + fk> (0),

vagy ha a zárójelben álló racionális egész függvényt F(x)-el jelöljük- 
.c
I c'H/(g) dy — — e xF(x) 4 F(0), 

n 
ami így is írható: X

I edy = — F(x) 4- e® F(0).
ó
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Ez az egyenlet fennáll x minden értékére és minden f(y) racionális 
egész függvényre nézve, ha

F(x) =/(x) +f'(x) + /"(xj H----

Tegyük fel már most, hogy e — racionális szám és válasszuk f(y) 
gyanánt a következő racionális egész függvényt:

ahol az r exponenst egyelőre nem állapítjuk meg; a tárgyalás folyamán majd 
alkalmasan választjuk, x gyanánt válasszuk az 1-et. Ekkor tehát, tekintetbe 
véve, hogy föltételünk szerint e = ;

i
a I e 'Jf<y) dg = — /’F(l) + aF(0). I.

o

Azt fogjuk kimutatni, hogy ez az egyenlet abszurdumra vezet; mert 
majd r-et úgy választjuk, hogy a jobboldalon egy O-tól különböző egész 
.szám lesz, a baloldalon pedig 1-nél kisebb (sőt tetszés szerinti kis) szám.

Tudjuk, hogy

F(y) = /.(y) +/'<y) +/"(y) + ••• +/í2r-11 (y).

Nézzük az/Wfyl-t. Ha i<r— 1, akkor az /(í’(y) minden tagjában (melyeket 
a Leibniz-szabály szerint állítunk elő) van legalább egy (y—1) tényező; 
tehát/!í)(y) az y=l helyen eltűnik.

Ha i=~r, akkor az/(r) (y)-ban egyetlen tag lesz, mely az y—1-et nem tar­
talmazza tényezőül: az, amelyet úgy kapunk, hogy az (y—l)r-t differenciál­
juk r-szer. Ez a tag: ryr'1 lesz; minden más tagban y—1 tényezőül szere­
pel, tehát /(r)(l)=r.

Ha í>r, akkor az jf"’ (y)-ban megint csak egyetlen tag lesz, amelyben 
y—1 nem szerepel tényező gyanánt; az, amelyet úgy kapunk, hogy a második 
tényezőt r-szer, az elsőt pedig í— r-szer differenciáljuk. Ez a tag ilyen alakú :

r (r-1) (r—2)... (2r-í) y^ ’

minden más tagban előfordul az y—1 mint tényező és így

(1) = r(r—1) (r—2). .. (2r— i)

r-rel osztható. Azt látjuk tehát, hogy F(l) r-rel osztható szám.
Ha ícr—1, akkor f'^iy) minden tagjában van egy y tényező; tehát az 

ilyen f®(y) az y=0 helyen eltűnik.
Ha í—r—1, akkor egyetlen tagban nem lesz, y tényező : abban, mely az 

által keletkezett, hogy a f(y) első tényezőjét differenciái!uk r—1-szer. Ez a 
tag lesz; (y—l)r, tehát /-(r~”(0) — (—l)r.

Ha pedig i>r, akkor csak olyan tagjai lesznek az (yi-nak, amelyek 
vagy tartalmazzák az y-t, vagy ha nem tartalmazzák (vagyis az első tényezőt 
éppen r—1-szer differenciáltuk), akkor már a második tényező differenciál­
hányadosát is tartalmazzák, vagyis y--0 helyettesítésnél r-rel oszthatók lesz­
nek. Azt látjuk tehát, hogy F(0)-nak első tagja (—1)'\ minden további tagja 
r-el osztható, vagyis F(0«S±l mód r.
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Ha már most r-et úgy választjuk, hogy a-nak ne, legyen osztója, akkor 
az I) jobboldalán álló kifejezés első tagja r-el osztható, második tagja r-el 
nem osztható, tehát e jobboldal O-tól különböző egész szám. A baloldalon álló 
integrálban pedig az integrándusban e ^<1, (y a 0 .. . 1 intervallumban van) 

(rJijj-' tehát az

|/e(y) dy|<-^r •

Ha tehát r>a+l, akkor a baloldal 1-nél kisebb abs. értékű, a jobboldal 
pedig O-tól különböző egész szám, ami képtelenség. így tehát e nem lehet 
racionális szám.

Kimutatjuk most, hogy e nem lehet algebrai szám. Tegyük fel ugyanis, 
hogy e valamely

Co.Tn + CiXn-1 + c-íxu 2 4----- 1- c„ = 0

n-edfokú algebrai egyenlet gyöke volna, ahol a c együtthatók egész számok. 
Az előbb megállapított:

exje~vf (y) dg = — F (x) 4~ c' F (0) A)
0

egyenletben tegyük sorban: x=0, x=l, x—2, ... x~n és az így nyert egyen­
leteket szorozzuk meg sorban a cn, cn-i, fn-B, ... c,, együtthatókkal és adjuk 
össze. Ezzel a következőre jutunk : (cn + c„ ,e + cn_.2e2H------ j- cuen - 0).

2/; c„-kek fe-u/tg) dg - — V?. Cll_kF(k). 
o o 0

Válasszuk most/(y) gyanánt a következő (n+l)r—1-edfokú racionális 
egész függvényt:

_ y-1(y-i)r(y-2)r(y-3/ ■ ■ ■ (g-n)r. 
; (r-l)!

Ha i<r— 1, akkor az/(í)(y) minden tagjában lesz y tényező, tehát (0)—0t 
Ha i r— 1, akkor fr-1) (y) egyetlen tagjában nem lesz y mint tényező.

Ez a tag a következő :
(y—l)r(y—2)r ... Oj—n)r

és így: /r-1,(0) = (-linr(l .2.3... n)r,.
tehát, ha r az n-nél nagyobb primszám, akkor Fermat tétele szerint

j(r-»)(0)==(-l)nn!

tehát nem osztható r-rel.
Ha pedig i>r— 1, akkor már az /l" (y) azon tagjaiban, amelyekben az y 

már kifogyott, a többi tényezőnek valamely differenciálhányadosa szerepel 
és így (minthogy yr '-nek r—1-ik differenciálhányadosa (r—1)!) ezen tagok 
mindegyikében r mint tényező fordul elő; tehát minden ((ji osztható r-rel, 
ha í_>r—1, vagyis:

F(0) = ±n ! modr.

Nézzük most a jobboldalon álló többi Fik) tagokat, ha Xr^O. Azonnal 
látjuk, hogy (gj-neik csak azon tagjaiban nem szerepel az y—k tényező 
gyanánt, amelyekben (g—k}r tényező éppen r-szer differenciáltatott; de 
(y—Árt'- r-ik differenciálhányadosa: rl; tehát (y) minden tagjában, amely
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(y-k)-t nem tartalmazza, r mint tényező fordul elő, vagyis /lí) (k) osztható 
r-el, azaz

F (k) = 0 mod r.
És így a jobboldalon álló

?n-k F[k) - cn F (0) + ^1- cn_kF(k)

első tagja r-el nem osztható, ha r-et úgy választjuk, hogy cn-nek ne legyen n
osztója, de második tagja r-el osztható; tehát a a 0-tóZ külön­
böző egész szám.

Az A) formula baloldalán álló integrálban az integrándusra nézve tud­
juk, hogy a 0. . . k intervallumban e »<1, továbbá a másik tényező

/(ff) = ffr~1 (y-1)r(g-2)r ■ ■ .
(r—1)1

ha y a O...A*<n határok között változik, mindeneseire kisebb, mint ha a 
számláló minden tényezője helyett n-et tennénk, vagyis

!/(ff) । <
n(<> ■* i)r-i

(r—1)1 ’

vagy (ha az exponenst így írjuk: (n-f-1) r—l=(n+l) ír—l)J-n, akkor)

De lim ~~ (r—J)!

n(n+i)(r-i)
^)!<nF=irr-‘nn-

= 0, bárminő szám legyen is az x; tehát, ha x—n
tesszük, akkor következik, hogy lim n(n+i)(r-i)j— = 0. Ez azt mondja, hogy az
r mindig választható oly nagy primszámnak, hogy az |/(y) | kisebb legyen 
egy tetszés szerinti kis számnál. [Ha ugyanis az állíttatnék, hogy e egy n-ed­
fokú egyenlet gyöke, akkor a számot úgy választjuk, hogy a . n"<f legyen és Jl(n+l)(r 1)
azután r-et úgy, hogy——<« legYen J ezzel elértük, hogy
Visszatérve már most a

2 cn-kekJ dy = -% cn.kF(k)

egyenletre, azt látjuk, hogy a jobboldalon egy, a O-tól különböző egész szám 
van. A baloldal abs. értéke kisebb a

k
Cn-kt I |je H/(ff) dy 

o
-nál. Ha a | cnk | együtthatók legnagyobbikát C-vel jelöljük, akkor, minthogy K
' ! e~yf (ff) dy | < c, ez a kifejezés kisebb, mint 
0

0

tehát az e kellő választásával olyan kicsinnyé tehető, amint csak óhajtjuk ; 
tehát a baloldal abszolút értékben 1-nél kisebb, a jobboldalon pedig O-tól
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különböző egész szám van, ami abszurdum. Ezzel tehát kimutattuk, hogy 
az e nem lehet algebrai szám.

34. Rajzoljuk meg az y2=ax' senücubicus parabolát és határozzuk meg 
az Y tengellyel vont két párhuzamos közé eső területet!

35. A másodrendű görbe egyenlete azon esetben, midőn az x tengely 
az egyik főátmérő és a kezdőpont egyik csúcspont:

y2 — 2px + qx2.
Határozzuk meg az Y tengellyel párhuzamosan vont két egyenes és a görbe 
által határolt területet!

.r336. A cissoid egyenlete: y3 = Rajzoljuk meg o görbét és hatá­
rozzuk meg az ABAjBj alakú területei!

37. A láncgörbe egyenlete: y = (e" + e “). Határozzuk meg az AliA,!^A
alakú területet!

38. Határozzuk meg az iac,os2y=1 görbe valamely cikkének a területét!
39. Határozzuk meg az r = -—J, b (conchoid) valamely cikkének a COS <p 

területét!
40. Számítsuk ki az ra = rt2-^—- valamely cikkének a területét! 

cos •!> J
2 2 3

41. Határozzuk meg az y = (a3 — z*)2 görbe ívhosszát x=0-tól x=a-igt
42. Számítsuk ki az r1 = ívhosszúságát ^,-től
43. Bizonyítsuk be, hogy a láncgörbe (1. 37. feladat) ABAjB, területének 

aránya AB ívhosszúsághoz állandó.
44. Alkalmazzuk a 486. lapon megállapított egyenleteket arra az esetre, 

midőn a gördülő görbe az y — ax2 parabola és határozzuk meg az a- 0, 
pontnak, (vagyis a parabola gyújtópontjának) a ruletta görbéjét. [Ez 

esetben a t parameter gyanánt X teendő.! Mutassuk meg, hogy ez a ruletla- 
görbe láncgörbe.

45. B(«) értelmezése. (Gamma-függvény.) Mutassuk meg, hogy ez az 
integrál: «

j’x:'~1e Xdx
Ü

konvergens, ha a pozitiv. Ezen integrál számértékét így jelöljük: B(a). A I’(a) 
tehát, ezen értelmezéssel minden pozitiv a értékre meg van adva.

46. Ha a>l, mutassuk meg (parciális integrálással), hogy
r(«) = (a-l)r(a-l)

és vezessük le ebből azt, hogy:
B(n) = 1.2.3... (n—1), 

ha n pozitív egész szám.
47. Ha m pozitiv szám, akkor:

1 1 ”
I e dx.m‘ r(a)J

[A 45. alattiban tegyük x helyett my-t.]
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48. B(p, q) értelmezése (Béta-függvény). Mutassuk meg, hogy ez az integrál

j — x)i ldx 
ő

konvergens, ha p>0 és q>0. Ezl a számértéket B(p. q)-val jelöljük. A B 
tehát minden (p, q) pozitiv értékpárra adottnak tekinthető.

49. Tegyük a 48-ban: x Tyy és mutassuk meg, hogy:

Mutassuk meg, hogy ez konvergens integrál, ha p>0 és q>0.
50. Bontsuk fel a B(p,q) integrált két részre így:

.? x>' 1 r xP~lB(P, q) YjjTj^p+q dx + J rfx

és tegyük a második integrálban: x = - ■ Mutassuk meg, hogy ezzel a 
transzformációval B(p,q) erre az alakra hozható:

-rP -1 4-rE'? ’
Bl/b 9) =J

amiből azt látjuk, hogy B(p, q) — B(q, p).

IRODALOM.

Kiegészítésül és gyakorlásul ajánlom a már említett munkáknak az 
integrálszámításra vonatkozó fejezeteit, különösen pedig:

1. Joroan: Cours d’Analyse 1., II. Paris 1909.
2. Genocchi-Peano : Calcolo differenziale. Torino 1884 és német fordításban 

Leipzig 1898.
3. Vallée-Poussin : Cours d’Analyse. Paris 1909. (Különösen a rektiíikációra 

vonatkozó részét.)
4. Dini: Fondamenti della teória déllé funzioni di variabili reali. Pisa 1878. 

Németül Leipzig 1892. (Különösen a fogalmak szabatos meghatározása 
szempontjából.

5. Hobson : The theory of functions of a real variable etc. Cambridge 1907. 
(A legújabb vizsgálatok szabatos egybeállítása.)

6. Sekket: Lehrbuch dér Diff. u. íntegralrechnung. II. kötet. Leipzig 1909. 
(A függeléket külön is megemlítem.)

7. Cesabo-Ko walewsky : Lehrbuch dér alg. Analysis. Leipzig 1904. (Gazdag 
anyaga és jó példái miatt.)

8. Goubsat: Cours d’Analyse. Paris 1902.
9. Markoff: Diffcrenzenrechnung. Leipzig 1896.

10. Seliwanoff: Diffcrenzenrechnung. Leipzig 1904.
11. Riemann’s Werke. Leipzig 1876. p. 213 (ahol az integrál szabatos meg­

határozása először szerepel).
12. Lejeune-Dirichlet’s Vorlesungen. Braunschweig 1901.
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13. G. F. Mf.yeb : Vorlesungen über die Theorie der bestimmten Integrálé. 
Leipzig 1871.

14. Kronecker-Netto: Vorlesungen über die Theorie der einfachen u. mehr- 
fachen Integrálé. Leipzig 1894.

15. Borel : Lemons sur les séries á termes positifs (az integrálok konver­
genciájára vonatkozó rész).

16. Lebesgue: Lemons sur l’intégration etc. Paris 1904. az integrál legújabb 
elméletét tartalmazza; de az olvasónak előbb némi halmazelméleti isme­
retre kell szert tennie, pl. Borel: Lemons sur la théorie des fonctions, 
vagy Bairf. : Legons sur la théorie des functions discontinues, vágj' 
Vivanti-Gutzmer Functionentheorie-jából. (E munka második kötetében 
függelékben ismertetjük majd ezt az újabb elméletet.)

17. Picard: Traité d’Analyse, 2® éd. t. 1. 1901.
18. Bromwich : An introduction to the theorj' of infinite series. London 1908.

A feladatok nagj' része a már említett feladatgyűjteményekből, az emlí­
tett kézikönyvekből (azokon kívül csak még Bertrand nagy munkáját emlí­
tem) és egyes értekezésekből vétettek.
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A KOMPLEX SZÁM.

1. Bevezetés. A számlálás az egész számokhoz vezetett. A kivonás rá­
vezet arra a követelésre, hogy olyan számot keressünk, mely a-hoz adva, 
b összeget eredményezzen, vagyis az x+a—b egyenlet megoldására. Hogy ezt 
az egyenletet minden esetben megoldhassuk, ki kellett bővítenünk a szám­
fogalmat: be kellett hoznunk a negativ számokat is. Az osztás művelete új 
bővítést kivánt. Az a követelés, hogy az a és b egész számokhoz mindig tartoz­
zék oly c szám, mely á-val szorozva b-t adjon eredményül, vagyis, hogy az 
ax—b egyenletnek [ha csak a=pO] mindig legyen megoldása, rávezetett a tört- 
számokra. Az egész számok és a törtszámok együttesen a racionális számok. 
De a racionális számokkal sem érhettük be; már a legegyszerűbb feladatok, 
mint pl. x2=2 egyenlet megoldása szükségessé tette, hogy a számfogalmat 
tovább bővítsük és bevezessük az irracionális számokat. A racionális és 
irracionális számok egy névvel: reális (valós) számok. Eddig csakis ilyenekkel 
foglalkoztunk behatóan. De még mindig akadunk egész egyszerű feladatokra, 
amelyek megoldása reális számokkal nem sikerül. így például, hogy csak a 
legegyszerűbbet említsük, olyan reális szám, melynek négyzete : —1 volna, 
nem létezik. A számfogalmat ismét tágítanunk kell, ha csak nem akarjuk 
azt mondani, hogy pl. az x*+A= 0 egyenletnek van megoldása, ha A negativ 
szám és nincs megoldása, ha A pozitiv. Látni fogjuk, hogy úgy, miként a 
negativ és irracionális szám bevezetése a mathematikai fogalmak általánosí­
tásán kívül, tehát a tisztán mathematikai célon kívül, gyakorlati szempont­
ból is igen nagy szolgálatot tett, amennyiben bizonyos tünemények le­
írására és tárgyalására a mathematikát alkalmassá tette, úgy a. komplex 
számok is a szorosan vett mathematikai rehdeltetésükön, a fogalmak általá­
nosításán felül igen jó szolgálatokat tesznek főként geometriai (és fizikai) 
jelenségek leírásánál.

A komplex számot is minden geometriai és más szemlélettől függetlenül 
kell bevezetnünk, hogy azután éppen a geometriai szemlélet elemzésére és 
támogatására használhassuk. Ezáltal tárgyalásunk kissé absztrakttá válik és 
megállapodásaink első pillanatra önkényeseknek tetszenek. Ennek elkerülése 
végett tisztán methodikai okokból helyenkint ráutalunk a geometriai szem­
léletre is.

2. A számpár. a és b reális számokat egy fogalommá foglaljuk 
össze és (a, ö)-vel jelöljük ezt az új fogalmat, melyet az a, b szá­
mokból alakított számpár\\?áí nevezünk. [Éppen úgy, mint ha egy 
P pont abscisszáját a-t és ordinátáját b-t a P pont helyzetének jel-
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lemzésére használjuk. Ekkor az (a, b) számpár voltaképpen a P pont 
helyzetének értelmezésére szolgál.] Az (a, b) számpár elemei: a, b, 
melyeket az (a, ti) számpár koordinátáinak is mondunk és pedig a 
az első koordináta, b a második. Sokszor ezt a számpárt, mely 
egyetlen egy fogalom, egy betűvel is jelöljük és azt mondjuk: 
P=(a, b), vagyis az (a, ti) számpár neve: P. Ezt a P-t, tehát az (a, ti) 
számpárt, ha a mindjárt megjelölendő tulajdonságokkal rendelke­
zik, számnak fogjuk tekinteni és pedig az a, b koordinátákkal biró 
komplex számnak; vagyis inkább a számfogalmat kibővítjük úgy, 
hogy az eddigiekhez ezek az újak lépjenek. Ezeket az új számokat 
bizonyos tulajdonságokkal akarjuk felruházni oly módon, hogy ezen 
új számok a régieket is maguk közé foglalják, vagyis a számfoga­
lomnak ne csak bővítése, hanem általánosítása is történjék. Ezért 
tehát megállapítjuk először is, hogy az a számpár, melynek mind­
két eleme: 0, a 0 értelmezésére szolgáljon; azaz

1) (o, 0) = 0.

Ha pedig csak egyik elem és pedig a második elein 0, akkor 
a számpár valós számot értelmezzen, azaz*

2) (a, 0) = a.

[E két megállapítás geometriai célzata világos: a sík minden 
pontjához tartozik egy (a, ti) számpár, a kezdőponthoz tartozó szám­
pár ! (0,0), az X tengely, az úgynevezett valós tengely pontjaihoz 
tartozó számpárok mind ilyen alakúak : (a, 0), mert a második koor­
dináta : 0.]

Megállapítjuk továbbá, hogy két komplex szám akkor és csakis 
akkor egyenlő, ha a megfelelő koordinátáik egyenlők; azaz akkor 
és csakis akkor lesz

3) (a, ti) — (c, d), ha a — c, b — d.

Ezen megállapítások után az új számokkal való műveleteket 
kell értelmeznünk. E tekintetben teljes szabadsággal rendelkezünk. 
Két számból (a, ti) és (c, d)-ből bizonyos törvényszerűséggel készí­
tett számot nevezhetjük a két szám összegének stb. és magát az 
eljárást összeadásnak stb. Szabadságunkat csak két dolog korlá­
tozza. Ugyanis a műveleteket úgy kell értelmeznünk, hogy ha csak 
lehetséges, az illető műveletekre a reális számok esetében megálla­
pított alaptörvények [mint pl. az összeadás és szorzás kommutatív 
és associativ törvénye, továbbá a szorzás distributiv elve] érvény­
ben maradjanak és hogy a műveletek úgy értelmeztessenek, hogy

* A második megállapodásból az első is következik, mert ha a —0, 
akkor (0, 0) — 0.

Beke: A differenciálszámítás, 1. 33
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azon esetben, midőn az új számok speciális eseteivel: a regi szá­
mokkal van dolgunk, eredményeink a régi eredményekkel meg­
egyezzenek. Mert ha nem így volna, akkor az új műveleteket nem 
is volna szabad a régi néven neveznünk.

3. A műveletek értelmezése, a) Összeadás és kivonás. Eszerint 
tehát megállapítjuk, hogy a P—(a, b} és Q—(c, d) számok összegén 
azt az R számot ér^ük, melynek koordinátái: a-t c, b-f-d, azaz:

4) (a, b) -f- (c, d) — (a-|-c. b-]-d).

[Geometriai értelme ennek az, hogy két pont összegét értel­
mezzük oly módon, hogy az összeg az OP és . OQ állal meghatáro­
zott parallelogramm negyedik csúcsa legyen ; ezt az összeadást

mondjuk, hogy az (a, b') számnak a P pont felel meg, hanem azt, 
hogy e számnak az OP vektor (az OP nagyság és irány szerint) 
felel meg és így az összeadás voltaképpen a vektorok összeadása.] 

Könnyen meggyőződhetünk arról, hogy az összeadás alap­
törvényei érvényesek és azt is látjuk, hogy ha b—0, d=0, akkor

(a, 0) 4- (c, 0) = (a t-c, 0),

ami azt fejezi ki, hogy az összeadás új módja a régit magában 
foglalja.

Az összeadás ezen megállapításából rögtön következik, hogy 
ha adva van az egyik összeadandó és az összeg, a másik össze­
adandó teljesen meg van határozva, vagyis a P-t-X—R egyenletnek 
mindig van egyértelmű megoldása; ugyanis ha P—(a,b\ R=An,v), 
akkor X=(u—a,v—b\ mert ,r=u—a, y=v—b az a-j-x—u és b-\-y~v 
egyenletek egyetlen megoldásai. Ezzel tehát a kivonást is értel­
meztük.

b) A szorzás. Egyelőre önkényesnek látszik a szorzás értelme­
zése. Ugyanis az (a,b) és ( c, d ) szamok szorzata alatt azt a számot 
akarjuk érteni, mely e kettő koordinátáiból úgy alakul, hogy első
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koordinátája: ac—bd. második koordinátája ud-f-bc legyen: azaz;

5) (a, b) . (c, d} - (ac — bd, ad-pbc).

így pl. (1, 2) . (3, 4) = (—5. lü). Ha az egyik tényező 0, azaz pl. 
a—0, b—0, akkor ezen értelmezés szerint a szorzat is 0 és fordítva 
is áll a dolog. Ha a szorzat 0, akkor egyik tényezőnek 0-nak kell 
lennie, ugyanis ha

ac — bd — 0, ad -f- be = 0,

akkor ha az első egyenletet c-vel, a másodikat d-vel szorozzuk és 
a két egyenletei összeadjuk :

a(c2+d2) 0

-ra jutunk: ha pedig az elsőt -d-vel, a másodikat c-vel szorozzuk 
és a két egyenletet ismét összeadjuk.

b (c2 j-d2) — 0

ra jutunk E két egyenletből következik, hogy vagy 0,
azaz külön c—0, d~0, vagy pedig c2-j-da4-0 és akkor a=0 és b=0; 
tehát vagy az (a, b), vagy a (c, d) szám 0. A szorzás értelmezéséből 
tehát következtettük, hogy a szorzat akkor és csakis akkor lehet 0, 
ha egyik tényezője: 0.

A szorzás ezen értelmezéséből azonnal következik, bogy a 
szorzás alaptörvényei: a kommutatív, associativ és distributiv elvek 
érvényben maradtak. Lássuk ezen állítás igazolását pl. a distribu­
tiv elvre nézve. Azt akarjuk kimutatni, hogy ha:

P(a, b), Q — (c, d), R == (a, »),

akkor (P-f-Q) R = PR 4- QR.

Tudjuk, hogy: P -f- Q = (a-)-c, b -( d) ;

tehát (P-(Q')R = [(a-j-c) <i — (b-j d)n, (a-f c)o -f- (b4 d)u|

és PR — (au - bv, av-f-bu), QR — (cu- -dv, ci)-(-du);

tehát PR QR [(a4-c)w — (b-\-d)v, (u f c)n-f-(b-f-d) u],

vagyis valóban : (P-f Q) R -- PR + QR.

Különösen egyszerű a szorzás azon esetben, midőn az egyik 
tényező valós szám. Legyen pl. b—0, akkor (a, 0)—fl valós szám. 
Ez esetben a szorzás értelmezése szerint [5)-ben b—0 téve]

a (c, d) — (ac, ad),

vagyis a komplex számot valós számmal úgy szorozzuk, hogy a 
koordinátáit egyszerűen e valós számmal megszorozzuk. Akkor is 
jelentékenyen egyszerűsödik a szorzás, ha az első koordináta: 0.

33*
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Az ilyen számokat: (0, b\ melyekben az első koordináta: 0, tiszta 
képzetes (imaginarius) számoknak nevezzük.

[Megint a geometriai szemléletet véve segítségül, e tiszta kép­
zetes számoknak megfelelő pontok az y tengelyen vannak; ezért 
ezt sokszor az imaginarius számok tengelyének is nevezzük.]

A szorzásnak egyes speciális eseteit külön szemügyre vesszük:

a) (1, 0) (c, d); b) a (0,1), c) (0,1). (0,1).

Az a) alatti szorzat: (c, d); ami egyszerűen az az előbbi meg­
jegyzésünkből már ismeretes tény, hogy 1-gyel úgy kell szorozni a 
komplex számot, mint a valósat. A b) alatti szorzat: (0, á), a c) alatti 
pedig: (—1,0), vagyis: -1.

4. Az imaginarius egység bevezetése. Az eddigiek most már arra 
indítanak, hogy a (0,1) tiszta imaginarius szám részére külön jelet 
vezessünk be. Ez a jel: i, az ú. n. imaginarius egység. A c) alatti 
szerint í2 =—1. Az összeadás és szorzás megállapításai szerint 
most már az i jel felhasználásával az (a, b~) komplex számot más, 
szokottabb alakban is felírhatjuk. Ugyanis (a, ft) összegnek tekint­
hető ilyen módon:

(a, ft) = (a, 0) + (0, ft).

A második tag szorzatnak tekinthető: (0, ft) = ft (0,1); tehát 
(a,ft)==a-f-ft(0,1) vagy az i jel bevezetésével:

(g, ft) = a 4- bi.

Ha már most az (a-[-bi) és (c-f-di) komplex számokat az algebrai 
összeadás rendes módja szerint, vagyis az i jelet is számnak tekintve, 
adjuk össze, akkor azt kapjuk, hogy

(a ■+- fti)4-(c-f dí)—a4-c i (b-j-d)

és ha az algebrai szorzásnál követett rendes eljárással szorozzuk 
és tekintetbe vesszük, hogy i2= —1, akkor azt kapjuk, hogy:

(a -j- bi) (c 4- dí)=ac—ftd 4- í (ad 4- ftc),

tehát a 4) és 5) alatti megállapodás szerinti eredményekre jutot­
tunk. Láthatjuk ebből, hogy ezentúl a komplex számokkal úgy 
végezhetjük az összeadás (kivonás) és szorzás műveletét, hogy a 
komplex számot az <i-(-fti alakban írjuk és ezen kifejezéssel úgy szá­
molunk, mint az algebrában szokás, csak arra ügyelünk, hogy a 
számítás folyamán fellépő i2 helyett mindenütt —1-et tegyünk.

így például (24-3i)(54-6i)=—84-27Í.
Az a-f-fti és a—bi számokat konjugált komplex számoknak ne­

vezzük. Ez a viszony kölcsönös. <14 bi konjugállja: a—bi és fordítva 
ct-bi-é a-\ bi. Fontos tudnunk, hogy
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(a+&i)+(a—bi)=2a és (a+bi)(a—bt)=a24-b2;

azaz, hogy a konjugált komplex számok összege és szorzata valós. 
Az utóbbi szorzatnak, az a24-7A-nek pozitiv négyzetgyökét az a-j-bi 
szám abszolút értékének, vagy modulusának is nevezzük. [Geome­
triai értelme: a komplex szám által ábrázolt pontnak a kezdőpont­
tól való távolsága OP— aa4-t>2].

Fölvetjük azt a kérdést, hogy egyáltalában mikor lehet két 
komplex szám szorzata valós? Hogy az

(a-j-W) (c-f-di)—ac—M4-(ad -f-öc) i

valós legyen, ahhoz kell, hogy ad-^bc—0 legyen, vagyis ~ Ha
ezt a közös valós számértéket k-val jelöljük, akkor tehát

a=kc, b——kd és így a-f-M=k(c—dí),

vagyis az egyik tényező a másiknak konjugálíjától csak egy valós 
szorzóban különbözik.

5. Komplex számok osztása. Most már a komplex számok osztá­
sát is értelmezhetjük. Ha adva van a c-\-di és az a-(-bi, akkor min­
dig találhatunk egy és csak egy számot (ha a-(-bi nem 0), amely 
a+W-vel szorozva: c-j-dí-t adja szorzatul. Erről azonnal meggyő­
ződhetünk. A keresett tényező legyen x-\-iy; akkor tehát kell, hogy:

(a+bí)(x+iy)=c-i-di

legyen, vagyis hogy az x és y kielégítsék ezen egyenletrendszert: 

ax—by—c, ay-[-bx—d.

E rendszer determinánsa: a7+ó2=kO, tehát

ac-]-bd ad—be
a2-\-b2 ’ — a24-ö2

Ebből egyúttal azt is látjuk, hogy a keresett hányadost úgy is 

előállíthattuk volna, ha a törtalakú kifejezést úgy alakítjuk (l - j~ Dl
át, hogy a számlálót és a nevezőt a—bi-vel szorozzuk. Ekkor ugyanis 

e törtből ac-\-bd-]-i (ad—be)
a2-\-b2

lesz, tehát éppen az imént meghatározott: x4-ú/.

6. A komplex szám modulusa. Az a 4- bi szám modulusának 
vagy absz. értékének neveztük a \ a2-[-b2 pozitiv értékét. Ezt így 
jelöljük: | ci-f-öz ]. Ha a-\-bi reális szám, akkor ezen megállapítás 
megegyezik az absz. érték eddigi fogalmával. Most komplex számok
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összegének, szorzatának és hányadosának absz. értékeiről akarunk 
szólni.

a) A szorzat modulusa egyenlő a tényezők modulusainak szor­
zatával. Képletben:

| (a-j-bi) (c-j-dí) I — | a-\-bi I j c [-di I.

Ugyanis (a-|-bi) (c ) di) = ac — bd -f- i (be-) ad),

tehát modulusának négyzete:

(ac—bd)2 -f- (be-(-ad)2 = aac2 4 b2d2 4 b2c2 •+- n2d2

és | .’4-bí |2 = aa 4-b2, | c-j-di I3 = c2 4- d2,

tehát a modulusok szorzatának a négyzete szintén

aaca4-b3da4-b3c24-aac/a

és így a pozitiv gyökök is megegyeznek.
b) Az összeg abszolút értéke kisebb a tagok abszolút értékei­

nek összegénél (vagy bizonyos esetben egyenlő vele). Ezt az állítási 
így bizonyíthatjuk be. Vegyük először az egyszerűbb esetet, midőn 
az egyik tag valós szám: c. Tehát:

| (a4-bí) 4- c | — | a 4- c 4- bi |.= j/ aa4-2ac4-c24Í-b2.

A jobboldalon álló szám pozitiv értéke az összeg abs. értéke. 
Ellenben a tagok abs. értékei:

4-j/aa+ba és |c|, 

tehát csak azt kell megmutatni, hogy

^a2-(-b2 4- | c | > •|/'raa4-2ac4-ca4-bI.

Ha ez nem volna igaz, akkor a > jel helyett < állana; és 
akkor a két szám négyzeteire is ugyanez a jel volna érvényes, azaz:

a* 4- b2 4- 21 c | a2 4 b2 4- c2 < a2 4- 2ac 4- c2 4- b2

volna, vagyis | c | |''«3 t b2 < ac

volna, ami lehetetlenség, mert |/a24-b2 > | a |, ha csak b-í=0.* Kimu­
tattuk tehát, hogy ha egy komplex számhoz valós számot adunk, 
akkor az összeg absz. értéke kisebb, mint a tagok absz. értékeinek 
összege.

Ha már most P=a4-bí-hez Q—c4-dí-t adunk, akkor előbb szo-

* Ha b 0. azaz kél valós számot kell összeadnunk, akkor tudjuk, hogy 
az összeg absz. értéke egyenlő a tagok abs. értékeinek összegével, ha az 
összeadandftk egyező jelűok.
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rozzuk meg mindkét tagot Q-val, a Q konjugáltjával, hogy megint 
valós legyen az egyik összeadandó. Eszerint tehát:

<>(P; (?) = PQ \ QQ-

De azt már tudjuk, hogy

\PQ+QQ\<\PQ\ -rlQQi-

Az egyenlőségjel, miként a jegyzetben említettük, csakis akkor 
állhat fönn, ha PQ is pozil’v (minthogy (>(? pozitív). Minden más 
esetben a < jel érvényes. Ebből következik, hogy:

I Q| I P-i-QI < I Öi(IPl +'Í0|),

vagyis |P+Q| < |P| + |Q|,

ha csak, miként említettük, 7\? nem pozitív. Mikor lehet PQ pozi­
tív? Általában, miként láttuk, PQ valós csakis akkor lehet, ha 
P~kQ, vagyis a-\~bi ~k(c-\-dí), ahol k valós szám ; és pozitív csakis 
akkor lehet a 7’{7, ha k pozitív szám, vagyis az egyenlőségjel csakis 
akkor állhat fenn, ha a—Ac, b—kd, ahol k pozitiv szám. [Ennek 
geometriai jelentése, hogy az a-\-bi és c-\-di összeadandókat ábrá­
zoló pontokat összekötő egyenes a kezdőponton megy át és a két 
pont a kezdőpontnak egyazon oldalán van.]

[A modulusra vonatkozó tétel geometriai jelentése igen egy­
szerű: Ha a két komplex számot a nekik megfelelő vektorokkal 
ábrázoljuk, akkor az összeget a két vektorból alkotható paralleio- 
gramm átlója ábrázolja és tételünk egyszerűen azt fejezi ki, hogy 
a háromszögben 2 oldal összege nagyobb a harmadiknál.]

Az összeg modulusára levezetett egyenlőtlenség többtagú ösz- 
szegre is könnyen kiterjeszthető.

c) Ebből az egyenlőtlenségből azonnal következik a különbség 
modulusára vonatkozó egyenlőtlenség. Ugyanis a

(P-Q) + Q = P
egyenletből következik, hogy

|PH(P-Q)+Q|<|P-OI+!<?1

(az egyenlőségjel csakis akkor érvényes, ha P—Q—kQ, ahol k pozi­
tív, vagyis ha P—(k-]-l)Q, tehát ha P és Q a kezdőponttal egy 
egyenesen vannak és pedig a kezdőpontnak ugyanazon az oldalán ; 
minden más esetben a < jel érvényes). Ezen egyenlőtlenségből 
következik, hogy

|P- Q|>|P|-101-

Meglehet, hogy |i°|<]Q| és akkor voltaképpen ez az egyenlőt­
lenség semmit sem mond ; mert hogy a |P—pozitiv szám nagyobb
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a lí’l~-|Q| negatív számnál, az magától értetődik. Ezen esetben 
cseréljük meg a Pés Q számokat; akkor a (Q—P)-j-P—Q-bóI követ­
kezik: |Q—P| + |P|>|Q| és minthogy |Q—P| = |P— Q|, tehát:

lp—Q|>|Q|—1^1,

vagyis azt látjuk, hogy P— Q különbség absz. értéke nagyobb (és 
csakis az említett speciális esetben egyenlő) a kisebbítendő és ki­
vonandó abszolút értékeinek pozitiv különbségénél, amit így is 
írhatunk:

|P-Q|>||P|-|Q||

a külső | | jellel azt jeleztük, hogy e különbség abszolút (pozitiv) 
értéke veendő.

[Ezen állítás geometriai értelme (1. a 118. képet az 514. lapon) 
megint nagyon egyszerű:

Ha P—a-]-bi és Q=c+di a P és Q pontokat, illetőleg az OP 
és OQ vektorokat ábrázolják, akkor a P— Q különbségét az OR 
ábrázolja, (mert hiszen OjR-|-OQ=OP) és az ORP háromszögben az 
OR oldal nagyobb a másik két oldal különbségénél.]

d) Végül a — /í-ből következik, hogy P—QR és ebből:

|P| = |Q|.|Pj, vagyis (Z?| =-L$L

a hányados abs. értékére vonatkozó egyszerű tétel.

7. A komplex szám trigonometriai alakja. A komplex szám geo­
metriai ábrázolása rávezet a komplex szám trigonometriai elő­

állítására. Ha ugyanis A — a + bi és az OA-nak az X tengellyel 
képezett szöge: a, továbbá 0A=4-|z^í+ö2=r, akkor:

ü=OAt=r cos a, b—AtA—rsina, 

tehát aA-bi=r (cos a-\-i sin a).

Ha tehát r és a ismeretes, akkor az a+bi egyértelműen van 
meghatározva, mert:

n=rcos«, b=r sin a.
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Fordítva, ha a és ft koordináták ismeretesek, r és a is egy­
értelműen vannak meghatározva, ha megállapodunk abban, hogy a 

mindig —n és ti közötti szöget jelentsen. Ugyanis az a=r cos a, 
b—r sin a egyenletekből következik r^y’a^-ft2 és minthogy r-en 

mindig pozitiv számot értünk, tehát e gyök pozitiv értéke veendő 

r gyanánt; továbbá a meghatározására szolgálnak a cos a — ~ és 

sin(r = — egyenletek. Ha ugyanis cos a pozitiv, akkor a vagy 
71 * TT

0...—, vagy 0...---- — szakaszban van; e kettő közül melyik-

J>en, azt eldönti a sin a. Ha ez is pozitiv, akkor az elsőben, ha 
71negatív a sinus, akkor a 0...----— szakaszban van s 1. t.

r, miként már tudjuk, a komplex szám modulusa, vagy absz. 
értéke, az a pedig az argumentuma, irányszöge..

8. Komplex számok szorzása és hatványozása Különösen egy­
szerűvé válik a komplex számok szorzása, (osztása), hatványo­
zása, ha e számok trigonometriai alakját használjuk. Ugyanis ha:

A^ = (cos cq-H sin at), A2 = ra (cos a2-f-i sin az)

akkor, mint a szorzás elvégzésével azonnal meggyőződhetünk :

A2 — rt r2 [cos (a, -[-a3)-f-i sin (a14-a2)], 

vagyis: a komplex számok szorzatát ügy állíthatjuk elő, hogy az 
absz. értékeket megszorozzuk és az irángszögeket összeadjuk. Ezt 
az állítást több tényező esetére is könnyen igazolhatjuk. Továbbá:

_ rt (coscq-H sin cq) 
Á2 r2 (cos a2-j-£ sin “2)

£1 [cos (at—a2)4-í sin (cq—a2)[.

Ha n pozitiv egész szám, akkor a szorzás imént megállapított 
szabályából következik, hogy:

[r (cos a-H' sin a)]n — rn(cos na-f-í sin na)

a hatványozás egyszerű szabálya. (Moivre szabály.) 
Ha n negativ egész szám, n — — k, akkor

[rcosa-j-í sin a)] — r (cos a-£i sin a)fc — f cos ka-f-i sin ka

és ha a számlálót és nevezőt cos ka—i sin ka-val szorozzuk:

[r (cos a-f-i sin a)] k = r (cos ka—i sin ka) = 
— r“*[cos(—ka)-j-í sin (—ka)]
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-ra jutunk; tehát akár pozitiv, akár negativ egész szám az n, min­

den esetben áll a hatványozásnak Moivre szabálya.

Ha n exponens nem egész szám, akkor a hatványozás nem 

egyértékű művelet. Egyelőre azt az esetet nézzük, midőn n tört­

szám: , vagy először még ennél is egyszerűbb: ---• Az A szám

~ -ik hatványán olyan számot értünk, melynek m-ik hatványa : A. 

Keressünk ilyen komplex számot. Ha van, akkor mindenesetre ilyen 
alaki!: . . .

pícosy-f-i sm<p), 
kell tehát, hogy:

pm (cos ny t-í sin nvj:) — r (cos a-|-i sin a) 
legyen, azaz:

p"' cos m(f> --- r cos a, p'!' sin = r cos a.

Ebből: p2"’_ r2, vagyis, mivel p pozitiv számot jelent, p nem 
lehet más, mint r pozitiv m-ik gyöke: p— + |''r. (Ilyen csak egy 
van.) Most az irányszöget kell meghatároznunk:

cosny- cos a, sin mqp — sin a, 

tehát mgp az cr-tól csakis 2ti valamely többszörösében különbözhe- 
tik, azaz

nnjp — a -4- 2Avr, 

ahol A- tetszés szerinti egész szám; vagyis:

a , 2Avi
m m

Adjuk a k-nak rendre ezeket az értékeket:

0, 1, 2,... m—1, 

akkor gp-re nézve a következő irányszögeket kapjuk:

a
T m

a , 2zt
(T2~-------------7 ni m

a , 4tz
9,3 ~ m + nT • • 9m ~ m' m

Ezek egymástól mindannyian különböznek és kettő-kettő kü­

lönbsége kisebb, mint 2;r, vagyis az összes ve irányszögek az
(X

és ----- h 2;r között vannak, tehát am

p(cosy1-b< sin 92J, p (cos<t>2-|-í sin 9?2),... p(cos9?m4-i sin <plu) a) 

mind különböznek egymástól. Ha pedig k-nak a felírtak valamelyi-
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kével m-re nézve kongruens értékel adunk, akkor megint az előbbi 
sorban levő értéket kapunk, mert hiszen ha a 0, 1, 2,. .. ni— 1 
számok valamelyike és k—k^lm, ahol / egész szám, akkor

2kn a 2kxJi .- + ■—1 - 4 2m, 
ni ni irt

tehát h i sin <p} az a) alalli sor />\-ik tagjával megegyezik.
Ebből látjuk, hogy olyan komplex szám, melynek m-ik hatványa 
A - -rícos aA~i sin «), éppen ni különböző van. Ezek az .4 komplex 
szám m-ik gyökei. (így pl., ba A—l, akkor az m-ik egységgyökök: 
(r—1, a—0 téve)

, 2ti . 2jl „ 2n . . 2na., — 1, a, — cos------- P i sin-----, a3 — cos 2 •--------p 1 sin 2 ■ ---- ,. ..12 ni ni m ni
2vi ... .. 2n \

arn — cos (m—1)------- H t sin (m—1)------Im . \ ni tn '

Visszatérve a kiinduló pontunkhoz, azt látjuk, hogy ha

>1 = r(cosa-j i sin a),

1 1 / (X . <x \
akkor d"1 ennik értéke: r"' cos 4 i sin és ebből következik, ,J - \ ni ni /
hogy A"1 egyik értéke:

k- i ka . . ka \
r"‘ cos-------H t sin-----,\ ni ni /

tehát, hogy a Moivre-féle hatványozás! formula a jelzett megszorí­
tással (t. i. hogy a halványnak csak egyik értékét vesszük), akkor 
is alkalmazható, ha az exponens törtszám.

9. Komplex számok .szabályos sorozata. A komplex számokra vonat­
kozólag még utolsó (6-ik) megállapításnak vehetjük a következőt: Ha

C, — O2 = a2+^:sc,3~<’3 + ^3 ’> • • • cn~an-\-^n l> ■

végtelen sok komplex szám adatik, melyeknek úgy első, mint má­
sodik koordinátái szabályos sorozatot alkotnak, akkor azt fogjuk 
mondani, hogy a q, c3, c3,. . . sorozat is szabályos sorozat és pedig 
ha az n1, a2, as,. .. sorozat az a számot, a ö1, b2, bg,. .. sorozat a 
b számot értelmezi, azaz lima,,- a, limakkor azt mondjuk, 
hogy a c1? c2, c8,. .. sorozat a

c — a -j- bi

számot értelmezi, vagyis a szokásos jelöléssel: 

lim(a„ -j-bni) — Hm an4-i lim
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Ezen értelmezés jogosult, mert egyrészt, ha minden ö/f=0, akkor 
az új értelmezés a régibe megy át, másrészt a szabályos sorozat 
alaptulajdonsága ezen sorozatra a fogalmak megfelelő általánosítá­
sával érvényes marad. Ugyanis kimutatjuk, hogy ha egy tetszés 
szerinti pozitiv e szám adatik, elmehetünk a c2, c2, c3,... sorozat­
ban olyan messze, hogy

|c—c7l|<e,

ha csak n nagyobb egy bizonyos N küszöbszámnál. Hogy ezt meg- 

mutassuk, vegyük az e helyett az —= számot és menjünk el az 

at, a2, a3,... szab, sorozatban olyan messze, hogy onnan kezdve 

mindig e
|a"-a|<75

és a bvb2,b3,... sorozatban is olyan messzire, hogy 

legyen. Mondjuk, hogy mindkét eset békövetkezik, ha n> V. De

l(an+V)—(a+*OI = K-a+C’a-*») «| =
_. - - _ r

= V(bn-b)2 < y 2 • — = 6 

és ezzel az állításunkat igazoltuk.
Nézzük ennek, az állításnak: lim cn = c geometriai jelenté­

sét. Kimutattuk, hogy egy bizonyos N küszöbszámon túl csupa 
olyan cn tagja van a sorozatnak, melyre nézve | cn — c | < e, azaz 
|^(an—aj2+(&n—b}2 < e, vagyis a cn számot ábrázoló pontnak a c 
számot ábrázoló ponttól való távolsága kisebb, mint «, tehát ha a 
c pont körül, mint középpont körül az e sugárral kört rajzolunk, 
az N-iken túl levő cn számok mind e kis körbe esnek: a c pont­
ban összesűrűsödnek.

Fordítva, ha a c2—a2-\~b2i, c3—a3-\-b3i,... sorozat
az egyetlen c—a-^bi helyen sűrűsödik össze, vagyis, ha bármely 
pozitiv í-hoz tartozik egy N küszöbszám úgy, hogy |cn—c|<-e, ha 
n>N, akkor az at, a2,... az a és l\,b2,b3,... a b helyen sű ősöd­
nek ; mert hiszen:

I = l«n—a + i(btl—b)|>| an—a| és j cn—c' > | bn—b I,

tehát | cn—c! < e-ből következik, hogy |an—a j < e, \bn—fel <6, ha 
n>N. így tehát a két állítást összefoglalva, mondhatjuk, hogy ha

lima„=a, limbn=í», akkor: lim (a„4-íftn) — a + bi 

és ha lim (an -f- ibn) = a -f- bi, akkor: lima„=a, limftn=6.



A KOMPLEX SZÁM. 525

10. Komplex változó függvénye. Határérték. Ha z-nek különböző 
komplex értékeket tulajdoníthatunk, melyeket mintegy a z mennyi­
ség különböző állapotainak tekintünk, akkor a z mennyiséget vál­
tozónak és pedig megkülönböztetésül a reális változótól, komplex 
változónak mondjuk. Megeshetik, hogy z=x-\-iy minden értéket 
fölvehet, vagyis x és y reális számoknak minden számértéket 
tulajdoníthatunk; de meglehet, hogy nem minden érték adható 
az x és y reális számoknak; hanem például csak egész számok 
lehetnek. Ilyenkor a z—x-\-iy is komplex egész számnak nevez­
tetik. A leggyakrabban előforduló eset az, midőn a z komplex 
szám egy, vagy több zárt görbével határolt terület belsejében levő 
pontok által ábrázolt számértékeket veszi fel, vagy pedig egyes 
zárt görbék által határolt területek kivételével a sík többi pontja 
által ábrázolt számértékeket kaphatja. Ilyenkor külön megjelöljük, 
hogy a görbék pontjai hozzászámíttatnak-e az illető területhez, 
vagy nem. A z változó által fölvehető számértékek e változó érték­
rendszerét alkotják. Az alkalmazásokban igen sokszor szerepel a 
következő két egyszerű értékrendszer:

120. ábra.

a) A c—a-^-bi komplex számot ábrázoló pont körül, mint közép­
pont körül (J sugárral kört rajzolunk. E kör belsejében levő z pon­
tokat jellemzi, hogy

i z— ej < p

és ha a kerületet is hozzászámítjuk: |z—A körön kívül 
levő pontok összességét |z—c|>p által ábrázolja.

b) A c- a-\-bi ponttól jobbra és balra, a d távolságra az y ten­
gellyel és fölötte meg alatta szintén d távolságra az X tengellyel 
párhuzamosat vonunk. Az így keletkezett négyzet belsejében levő 
z—x-\-iy pontok azzal jellemeztetnek, hogy

| x—a | < d, | y—b j < d.

Ezen értékrendszerekről azt szoktuk mondani, hogy a c pont 
(c szám) környezetét alkotják. Egyéb értékrendszerekkel, illetőleg a 
z változó egyéb tartományaival a függvénytan részletesebb tárgya­
lásánál lesz alkalmunk foglalkozni.
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Ezen megjegyzések után értelmezhetjük a komplex változó 
függvényét. Ha a z változó bizonyos értékrendszere, értékhalmaza, 
valamiképpen meg van határozva (pl. z jelenti egy háromszög, vagy 
egy kör, vagy egy adott ellipszis, vagy körgyűrű stb. belsejében 
levő pontoknak megfelelő számértékeket) és z minden ilyen értéké­
hez valamely meghatározott eljárással egy komplex számot rende­
lünk. akkor e hozzárendelt számok ismét egy számhalmazt alkot­
nak, melyeket egy mennyiség különböző állapotainak tekinthetünk. 
Ezt a mennyiséget /(zj-vel jelöljük és z változónak az illető érlék- 
hahnazához tartozó függvényének nevezzük. Látjuk lehal, hogy 
egyelőre a komplex változó függvényének értelmezése teljesen meg­
egyezik a valós változóknál szerepelt értelmezéssel.

A hozzárendelés többféleképpen történhetik. A leggyakoribb 
eset, midőn ez formula segítségével, eszközöltetik. Így például, ha
/’(z)=z2, vagy általában /’(z)--aozn-4-<i1z/' ’4------j-on, akkor azt mond­

juk, hogy l\z) a z változó racionális egész függvénye. Ha f{z)- 

ahol <f>(z) és y/(z) a z változó racionális egész függvényei.

y(-)
'/'(Z) ’ 
akkor

/(z) a z változó tört függvénye. Racionális egész és tört függvény 
egyszóval racionális függvény. Egyelőre más, formulában adott 
függvényekről nem is igen beszélhetünk. De azért mégis átvihet- 
jük a határérték és megfelelően a folytonosság fogalmát a komplex 
változó függvényére is.

Ha az ]\z} a z valamely tartományára nézve értelmezve van, 
azaz, minden z értékhez egyetlen egy f(z') érték van rendelve, -de 
a tartománynak egy helye, a c (mely esetleg a határon is lehet) 
kivételes hely, vagyis a c helyhez tartozó függvényértéket a hozzá­
rendelés módja nem értelmezi, akkor a c helyhez tartozó függvény­
értékről voltaképpen nem is beszélhetünk, mert a hozzárendeléssel 
történt értelmezés erre az esetre felmondja a szolgálatot. Ilyenkor 
azt mondjuk, hogy a c helyhez a függvény erédeti értelmezése sze­
rint függvényérték nem tartozik, vagy /’(c) helyettesítési érték nem 
létezik. De sokszor beszélhetünk határértékről. Ugyanis, ha egy 
tetszés szerinti kis pozitiv ff-hez meg tudunk jelölni olyan (> radiust. 
hogy az adott tartomány mindazon z értékeire nézve, melyek a c 
középponttal bíró, p rádiusti körben vannak, (a c középpontot ter­
mészetesen kivéve), vagyis, melyekre nézve jz—cj<p, fönnáll ez 
az egyenlőtlenség:

j/’(z)—A ' < £,

akkor definícióképpen azt mondjuk, hogy lim/'(z)=A, vagyis az A 

számot az /’(z) függvénynek a c helyen való határértékének ne­

vezzük. A definíció, miként látjuk, analog azzal, amellyel a 

valós változóknál megismerkedtünk. Azonnal beláthatjuk, hogy ha
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lim/(z) = zi és zlt z*, ... egy tetszés szerinti szabályos sorozat,
Z“C
mely a c számot értelmezi, akkor f(zt\ f(z2), f(z^),... is szabályos 
sorozat, mely az /. számot értelmezi; mert ha f. tetszés szerinti 
szám, akkor megkeressük az e-hoz tartozó q számot úgy, hogy 
j/(z)—A|<« legyen, ba !z—-c|<(>. Ha már megvan ez a p, akkor 
elmegyünk a z1( za, z8,... sorozatban olyan messze, hogy minden 
z tag ebbe a sugarú körbe essék, vagyis, hogy jzn—< q legyen , 
ha ez az N-ik I ágtól teljesítve van és n>N, akkor

minden ilyen m-re nézve, vagyis valóban az /'(-1),/ (z8), • •. az 
d számot értelmező szabályos sorozat.

Az f(z) határértékéről szóltunk abban az esetben, midőn a c 
helyen helyettesítési érlék valamely okból nem létezett. De ha 
létezik is helyettesítési érték, azért mégis beszélhetünk határérték­
ről. Ugyanis általában, ha bármely e-hoz tartozik a c helynek egy 
(> sugarú környezete, melyre nézve: |/'(;)—d |.<f, ha csak |z—c|<p, 
akkor mindig azt fogjuk mondani, hogy lim f(~)—d. Ha már most 

A~f{c\ azaz a c helyen való határérték megegyezik a függvény­
nek a c helyen való helyettesítési (elrendelt) értékével, akkor éppen 
úgy, mint a valós változó esetében, azt mondjuk, hogy /’(z) a c 
helyen folytonos. Ha z helyett c-ph-t írunk, akkor tehát

\f(c+h) --/■(<■)! < «, ha |h[<p, 

a folytonosság kritériuma, (azaz minden í-hoz tartozik olyan (>. 
hogy a fönti egyenlőtlenség teljesítve legyen).

A komplex változó függvényeivel részletesebben később foglal­
kozunk ; egyelőre csakis ezen alapfogalmakat kellett megismernünk, 
hogy további tárgyalásaink általánosabbak lehessenek.

Feladatok és gyakorlatok.

1. Ad\a van két komplex szám z, és z.2 az ókéi ábrázoló pontok, illető­
leg vektorok által és adva van a mértékegység hossza. Szerkesszük meg a 

és a — számokat körző és vonalzó segítségével!
^2

2. Adva vannak a zt, zx, zs,... zn pontok. Szerkesszük meg a

pZa+^sd----- H-n
pontot. t j

3. Adva van a z pont. Szerkesszük meg a z2 zs, z4, z2, z4 pontokat.
4. Bizonyítsuk be, hogy ha zt, z^, Zs complex számok és /„Zg, l3 valósak 

(melyek között O-tól különböző is van) és fönnáll ez a két egyenlet:
/1 Zj-f-ZjZi-pia Zj~O, liplapls—0, 

akkor a ti, za, z8 pontok egy egyenesbe esnek.
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5. Bizonyítsuk be, hogy z°=l, z, z2, z3, z4, . . . pontokat e sorrendben 
összekötő egyenesek oly törtvonalat (poligonvonal) alkotnak, melynek szö­
gei egyenlők és szakaszainak hosszai geometriai sort alkotnak.

6. Bizonyítsuk be, hogy a z"-nek n értéke egy szabályos n szög csúcsait 
alkotják.

7. Ha m pozitiv egész szám, akkor Moivre-tétele szerint:

(cos <p 4- i sin </>)'" = cos m<f> 4- i sin m<p;

de a binomiális tétel szerint:

(cos <f> 4- i sin y>)"' = cos"' <p — cos'"-2 <p sin2 <p 4-

4- ) cos'"-4 <f> sin4 <p — • • 4- i (rn cos'"-1 <p sin <f> — ) cos"l-s <p sin8 <p 4- • • -j

tehát: cos m<p — cos'" <p — ( ) cos"1-2 <p sin2 4- j’cos"1-4 <p sin4 <p-----

sin m<p = m cos'"-1 <p sin <p — cos'” 3 <p sin3 <f> -f- cos'"-5 >p sin6 <p •• •

8. Mutassuk meg, hogy az egyenlő átfogóval biró derékszögű három­
szögek közül a befogók összege a legnagyobb az egyenszárú derékszögű 
háromszögben. Ennek a tételnek a következménye gyanánt bizonyítsuk 
be, hogy

9. A (zr-z2) 4- fz2—zs) — z, — zs identitás geometriai értelmezésében benne 
van az egész trigonometria. Legyen egyszerűség kedvéért z2 és z3 két valós 
szám. íz,—z2i = r8, ;z2—z3 -/j, |z8—Zt| = r2. Az argumentum megállapítására 

nézve megjegyezzük, hogy a P—Q vektor pozitiv iránya alatt a QP -egye­
nes irányát értjük. így például P számnak megfelelő vektor felfogható mint- 
P—0 és igy pozitiv iránya OP irány. Ezen megjegyzés után egy vektorhoz, 
tartozó argumentumot igy határozzuk meg: a pozitiv X tengelyt az óramula­
tóval ellenkezően addig forgatjuk, míg az illető vektor pozitiv irányával 
összeesik. így például az ábránkban zt—z2 argumentuma: et2, z^—Zs argu­
mentuma: n, (mert a pozitív X tengelyt z3 körűi 180°-ka) kell forgatnunk, 
hogy z2~z3 pozitiv irányával (a z3z2 irányával) összeessék, Zj—zs argumen­
tuma : n—aa, ha «3 a háromszög belső szöge. Eszerint

z,—z2 -r3 (cos «24~i sin a2), z2—zs=—r2, Zj—z3—r2(—cos «94-í sin «3)
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és így, ha a (Zj—z2)+(z2—zs) = (Zi— z3) egyenletben a valós és képzetes részek 
egyenlőségét külön föl írjuk:

r3 cos u2 — Fj r2 cos a3, r3 sin a2 = r2 sin a3

egyenletekre jutunk; vagyis, ha szimmetria kedvéért a háromszög oldalait 
a. b, c-vel és megfelelően a szögeit «, 0. y-val jelöljük:

a cos 0+ b cos a — c; a sin 0 — ősin a

tételekre jutunk, melyekből az egész trigonometria megállapítható.
10. Ha c egy komplex állandó és z a sík tetszés szerinti helye, akkor 

z-j-c a z-ből úgy keletkezik, hogy a z pontot a c vektorral eltoljuk. Ha min­
den z szám helyett z-f-c-t mondunk, akkor ez megfelel annak, mint ha az 
egész síkot irányra és nagyságra nézve a c vektorral eltoltuk volna. így 
tehát a z-j-c operációnak a sík eltolása felel meg. Ezt még némelykor úgy is 
mondjuk, hogy a síkot transzformáltuk, ami kétféleképpen értelmezhető: 
vagy úgy, hogy a sík minden z pontjának a sík egy másik pontját, az'=z-fc 
pontot feleltetjük meg, a síkot magát nyugvásban képzelve, vagy pedig úgy, 
hogy a z pont a sík eltolása által átment az előbbi z'=z-j-c pontba. Ez a 
transzformáció az egybevágóság! transzformáció, mert ha ezt a transzformációt 
alkalmazzuk valamely idomra, ezzel egybevágó idomot kapunk.

Jía a valós szám, akkor z'—az a z számból egyszerűen úgy keletkezik, 
hogy modulusát a-val szorozzuk, vagyis minden pontnak olyan pontot felel­
tetünk riieg a síkon, amely vele a kezdőponton átmenő egyazon egyenesen 
van a-szor akkora távolságban. Ha ezt a transzformációt alkalmazzuk egy 
tetszés szerinti idomra, akkor a kezdőpontra, mint hasonlósági centrumra 
vonatkozó hasonló idomot kapunk. Ez a hasonlósági transzformáció.

Ha az a szorzó komplex szám és pedig olyan, melynek modulusa: 1, pl. 
<t=cosa+isin a, akkor a z=r (cos <p-fi sin y)-ból a

z'— az = r (cos g + a + i sin <7+ a)

lesz, vagyis a z pont a kezdőpont mint centrum körül a szöggel tovább for­
dult. Ha z a sík minden pontját jelenti, akkor a z'-~az transzformáció abban 
áll, hogy a síkot a kezdőpont körül a szöggel (pozitiv irányban, mert mindig 
feltehetjük, hogy 0^«<2zr) elforgattuk. Ha | a| 4=1, hanem a=(>(cosa ’ ’sina), 
akkor elforgatást és hasonlósági transzformációi is végzünk.

Minő transzformáció a z'=az-j-t>? (Forgatás, hasonlósági transzformáció 
és végül eltolás.) Ha egy tetszés szerinti idom minden pontjára nézve az 
«z-f-b transzformációt alkalmazzuk, akkor az eredeti idomhoz hasonló idomra 
jutunk.

11. Ha az azf-b transzformációt alkalmazzuk egy háromszög csúcsaira, 
akkor hasonló háromszögre jutunk és fordítva, ha két háromszög hasonló, 
az egyik a másikba elforgatással, hasonlósági transzformációval és eltolás­
sal mindig átvihető. (Bizonyítsuk ezt be.) Legyenek az adott háromszög csú­
csai: Zj—Xj-f-igt, z2—x2-'rig2, z3=x3+ig3, melyek átmennek a z'=az-> b transz­
formációval a zi—a44-iyi, z,2—x'2f-iy'2, zt3—xt34-iy'3-b-d, akkor tehát

vagyis:
z’1=az1+b, z^-az^b, zt3—az3+b

~3

Z1 1 

"2 1

"s 1
= 0.

Ha e determinánsban z1=x1-j-zy1,... z'1=aJ,-|-zy'í,... helyettesítjük és a
Beke: A differenciálszámítás. I. 34
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valós részt és a képzetes részt külön-külön zérussá tesszük, akkor a követ­
kező egyenletekre jutunk:

•V1 Xi
Xj

XÍ, x8

yi 
yá 
yá

y» i = o,
ys i

■Ti yi 
a4 pa 
a4 y8

yi 
yá 
y's

X1 1
xa 1
xg 1

= 0.
1
1
1

yi i 1
1
1

A második egyeulet geometriailag egyszerűen értelmezhető: Ha az ABC 
háromszög hasonló az A'B'C'-vel és az A ponton át az X tengellyel, az A'-en 
át az Y tengellyel párhuzamosat vonunk és ezek metszését 3/,-gyel jelöljük, 
azután a B ponton át az X-el és B'-en át az Y-nal húzott párhuzamosak 

~ö
122. ábra.

metszését: Afa-vel jelöljük és végül hasonlóan állítjuk elő az M8-at. Továbbá 
fordítva, az A ponton át az Y-nal és A'-en át az X-ol húzott párhuzamosak 
metszéspontja M[ és hasonlóan a B és B'-ből Ma, a C és C'-böl Mg ponto­
kat állítjuk elő, akkor az M2M2MS háromszög területe egyenlő az AfjM2M!t 
területével.

12. Ha a Pa, Pa, Ps,... P* komplex számokat ábrázoló pontok mind­
annyian az X tengely fölött vannak, akkor az összegüket ábrázoló P pont is 
az X tengely fölött van. Bizonyítsuk be ezt az állítást a) a geometriai össze­
adás segítségével, ff) számítással. (A számítás azon alapszik, hogy argu­
mentuma mindig a és b argumentumai között van.)

Ebből következik, hogy olyan komplex számok összege, melyek mind­
annyian az X-tengely fölött vannak (a pozitiv félsíkon), nem lehet 0.

Bizonyítsuk be, hogy általában, ha ct, ca,... Cj, komplex számok argu­
mentumai egymástól zt-nél kevesebbel különböznek, összegük nem lehet 0.

Ezt az egyszerű gondolatot szépen alkalmazta Desaint az algebrai 
egyenletre, midőn meghatározza a legnagyobb abs. értékű gyök felső hatá­
rát; vagyis midőn meghatároz egy olyan számot, amelynél nagyobb abs. 
értékű gyöke az egyenletnek nem lehel. Ha a y>(z)=0 algebrai egyenlet gyö­
kei : o,, a2, a3,.. . aj,-, akkor az algebra alaptétele szerint:

<p(z) = (z—fl,)'-1 (z—aa)r*... (z—aj.-)’*

[az első együtthatót 1-nek vettük]. Ha a gyökök mindannyian a C körön 
belül vannak és z egy, a körön kívül felvett pont és a z-ből a körhöz vont 
érintők az X tengellyel a, illetőleg fi szöget alkotnak, akkor, miként az
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ábrából is látjuk, minden z-ű,- argumentumára áll, hogy: 
£<arg (z—«í) <a.

De: arg <f> (z) = rt arg (z—«,) + r2 arg (z—«») H----- H D.- arg (z—a*),

tehát, ha <p(z) m-edfokú, akkor
mft < arg <p (z) < ma.

Legyen már most adva az /(z)=zn+c1zn-14-razn-s+"-+cn“0 n-edfoku 
algebrai egyenlet. Ezt Így írjuk:

nzn+nc1zn“’+nc2z,I_a4----- t-nc„—
=(zn+nclz,‘-1l+(z'14-ne2z"-2)+(z',+nc:tzn-s)+---+(z'1+ncn)=0.

Az i-ik tag: z"+ncI-zn-/, vagyis zn-/(z,+ncj), melynek n—i gyöke: 0, a 
többi pedig a ||^nc(| sugarú körön van. Ha tehát az

|nct|, í/nc2|, ncn|

számok közül a legnagyobbat vesszük és r ennél bármily kevéssel nagyobb 
számot jelent, akkor elmondhatjuk, hogy a zn+nC/Zn-,=0 gyökei mind az r 
sugarú körön belül vannak és ha ezen r sugarú körön kívül felveszünk egy 
z pontot és a, ft a z-ből az r sugarú körhöz vont érintők hajlásszögei, akkor 
az előbbi megjegyzésünk szerint mindenik i-re nézve áll, hogy:

lift < arg (z"4-nc,z',~í) < na,
tehát két különböző i-re nézve az argumentumok különbsége minden­
esetre kisebb, mint na—nft, vagyis kisebb, mint n<u, ha <o a két érintő 
hajlásszöge. Ha tehát n<o<n, vagyis két-két tag argumentumainak különb­
sége ?t-nél kisebb, akkor a fölvett z hely nem lehet az /(z)=0 egyenlet­
nek gyöke.

Minthogy pedig, miként az ábrából látjuk, a z abszolút értéke, az Oz, 
amit fí-rel jelölünk, így fejezhető ki:

z R =----- —,ü) 
Sln“2‘

34*
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tehát arra jutottunk, hogy ha
/?>

SÍn 2n

akkor z nem lehet az fiz)— 0 gyöke. így tehát, ha sorban megalkotjuk az

| »C1 | I /'»C2 I
n ’ n 'sin sin 2/i 2n

3.-------
IV »Cj I

2n

pozitív szamokat és a legnagyobblkkal az 0 körűi kört rajzolunk, akkor az 
/'^z)=:0 egyenletnek e körön kívül gyöke nem lehet.

13. Ha y (/) és »/>(/) a t reális változónak az a... b közben integrábilis függ- b b
vényei, azaz, ha । <f>(iidl, j tp (/) dt véges és meghatározott számértékek, akkor 
egyúttal b b h

I ['P U)+< íf 7'] dt — j y (ti dl-i-i j tp (h dl. 
a 'a a

b
Ugyanis az f <pd)dt értelmezése szerint: 

á 
b

I y>(0 dl - hm [y>(r.l ((t—a) -f- y> (r2) (Z2—-4----- p y> (rni (h—

ha az a...b intervallumot a /.2, . . . által szakaszokra osztjuk és r,, r2, . .. 
e szakaszok helyei, továbbá a szakaszok terjedelme zérussá válik Éppen így:

b
( ip (!) dt — lim [w (t,) (ti—(•) + ’P ír2) (7,—/,) |----- b V(tuHb-61 -d]

a
és ha megfelelően értelmezzük a 

b
i [$P U) + i V> (0] dl - lim ([y> (r,) + ‘ V (ti)] di -a) + 

a
+ [<P W 4- i V (*i)] da-td 4----- F L* dn) + i V <>«)] (b-t„ _,)])

határértéket, akkor az imaginárius határérték értelmezése szerint
t h b

j [y>(t)4-i ¥-(/)] dt - j <f. (t) dt+i | ipd) dt.
á á á

Ez a valós változó komplex függvényére vonatkozó integrál. 
Minthogy

I sE$p (ff) 4- i v (ti)] di-ti-t) I < s, <p (t,-) 4-1 yi(.ti) । di-ii >)., 
mert az összeg absz. értéke a tagjai abszolút értékeinek összegénél kisebb 
(vagy vele egyenlő), tehát, a két oldalon álló kifejezések limeszei között is 
ugyanilyen egyenlőtlenség áll fenn, vagyis:

/> b
| f[(y(04-« y>d)]dt ] < j . <pd) + iwd) I dt. 
« a

14. A Darboax-fcle középértéktétel. Legyen most g(Z) egy. az a...b sza­
kaszban pozitiv, integrábilis függvény és jelöljük a <pd)-(- iy>d)-l, a l valós
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változó komplex függvényét /(0-vel; akkor az első középértéktétel szerint, 
ha /(0 folytonos ; ;

/|/(0|p(0dt = |/(£)ljp(0d/, 
á u

ahol 5 az a...b szakaszban van. Minthogy pedig az előbbiek szerint:
b b

)J7(0e(0rfí|<J!/(Ölein<»
á ú

b
tehát egyúttal | f/(0 p(0 dl j < |/(f) | |p (t) dl.

a a

Ezen egyenlőtlenségből egyenlőséget készíthetünk, ha a jobboldalt egy 
/ számmal megszorozzuk, mely 0 és 1 közé esik, azaz:

b b
| f/(0e(0dl| = /i/(slip(/)dt. 
a ct

0<Z<1.
4

De ha = akkor ebből következik, hogy egy olyan komplex 
szám, melynek abs. értéke: 1; a jelen esetre alkalmazva tehát arra az 
eredményre jutunk, hogy: 

b b
ff(t) (> (0 dt = l (cos a + i sin «)/({) J*p (/) dt, 
« a

ahol 0</<l, vagy röviden:
b b

fffteitldt^ifwfaftdt, 

a tr
ahol |Á|<1. Ez a Darbou.r-Kle középértéktétel.

15. A Weierstrass-jéle középértéktétel. Tartsuk meg az előbbi feltételeket. 
/(O~íP(0+íV(O folytonos az a...b közben és p(0 pozitiv, integrálható. 
Osszuk fel az a. . . b közt a ft, által szakaszokra és válasszuk a 
t„ ra,... helyeket e szakaszokban. Akkor az

a
j'f(t) P (t) dt = lim Sf(tt) p (r,) (0-fí+1).

Jelöljük a p (r() pozitiv számokat mrvel, y(r,-)-t f,-vel és
%-vel.

Rajzoljunk olyan zárt konvex görbét, mely — bizonyos beosztástól 
kezdve — bárminő beosztásnak megfelelő koordinátákkal birő pontokat 
magába zárja. [Ezt könnyen megtehetjük, ha a £=^(0, 7=V'(0 görbének az 
a . .. b közbe eső szakaszát egy konvex görbével körülvesszük.] Ismeretes, 
hogy ha egy konvex görbe belsejében (vagy akár a felületen is) pozitiv 
tömegek vannak, akkor ezek tömegközéppontja is e görbe, belsejében lesz. 
Tekintsük a (Sitii) pontokat az m, tömeggel ellátott pontoknak. Akkor a 
tömegközéppont koordinátái:
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_ _ Sip (tj) gfa) (4~4-l)
Snti Sefti) ti-tt-,)

> U - _ ^Vfa)pfa)(4~4-i)
y Smt Sp (Tf) tj-ti .1)

a rajzolt görbe belsejében levő pont koordinátái. Innen:

2[?fa) + fa fa)] efa) (4—4-1) = fa+fa) Sq (Ti) (4—4-1)
és ha a beosztást határtalanéi sűrítjük, úgy, hogy maxfa—tí-t)=0 legyen, 
akkor x+fa-nak egy X-f-iY határhelyzet felel meg [mert úgy a baloldali 
limesz, mint a jobboldali második tényező limesze létezik], tehát:

h h
Jf(t)e(t)dt=(X+iY)fe(t)dt, 
a a

ahol X+iY az említett konvex zárt görbe egy belső pontja.

IRODALOM.
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1. König; Analízis 134. 1. (A számpárokra vonatkozó, HamiltonIóI származó 
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2. Hankel: Theorie dér complexen Zahlen. Leipzig 1867.
3. Osgood: Lehrbuch dér Functionentheorie. I. Leipzig 1907.
4. Pasch: Uber die Einführung des Imagináren. (Archív, dér Math. u. Physik. 

(3). VII. p. 102.)
5. Study cikkét a Math. Encyd. I. kötetében, ahol a komplex szám általáno­

sítására vonatkozó Weierstrass-Dedekind és Lie-féle emléletre vonatkozó 
irodalom is megtalálható.
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