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Hatvani László
az MTA levelező tagja

Differenciálegyenletek 
megoldásainak stabilitási 

tulajdonságai
Elhangzott 1999. október 13-án

1. Alapfogalmak
Tekintsük az

x' = f(t,x) (1.1)

közönséges differenciálegyenlet-rendszert, ahol tGR + :=[0, o°) a független 
változó (idő), x GR" az állapothatározók vektora, x = x(t) a keresett függvény, 
x' ennek az idő szerinti deriváltja, f :R + XR" -» R" adott folytonos függvény. 
Ha ÍO€R+ egy rögzített időpillanat, és x0 GR" egy rögzített állapot, akkor 
x(-) = x(-;t0,x0) jelöli az (1.1) egyenletnek egy tetszőleges olyan megoldását, 
amely kielégíti az x(t„) = x0 kezdeti feltételt. Feltesszük, hogy az x(f) s 0 függ­
vény megoldása az (1.1) egyenletnek (0-megoldás), amely ekvivalens azzal a 
feltétellel, hogy /(t, 0) = 0 (í G R +). A nyilvánvaló mechanikai analógia alap­
ján ezt úgy is szokás mondani, hogy x = 0 egyensúlyi állapota az (1) rendszernek: 
ha egy időpillanatban a rendszer az x = 0 állapotban van, akkor örökre ott is 
marad. Feltesszük még azt is, hogy az egyensúlyi állapot kis környezetéből 
induló megoldások értelmezve vannak a t idő akármilyen nagy értékeire.

Az egyensúlyi állapot jellemző tulajdonsága a stabilitás vagy instabilitás. 
A stablitás fogalma a mechanikából ered. Például a legrégebbi mechanika-
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könyvekben is megtalálható az a kijelentés, hogy a matematikai inga alsó 
egyensúlyi helyzete stabilis, a felső pedig instabilis, anélkül, hogy a stabilitás 
fogalma egyáltalán definiálva lett volna. A stabilitás ma is legáltalánosabban 
elfogadott definícióját egy hosszú fejlődési folyamat után a nagy orosz mate­
matikus és mechanikus, A. M. Ljapunov adta meg doktori értekezésében [37] 
1892-ben. Ezzel szigorú matematikai megfogalmazását adta annak a mechani­
kában elfogadott felfogásnak, hogy az egyensúlyi állapot stabilis, ha a kitérés és 
a sebesség nagysága tetszőlegesen kicsiny marad a mozgás során, feltéve, hogy a 
kezdeti időpillanatban elegendően kicsiny volt. Azt a jelenséget, amikor a kité­
rés és a sebesség még el is hal a mozgás során, vagyis a rendszer aszimptotiku­
san viszatér egyensúlyi állapotába, aszimptonikus stabilitásnak nevezte.

DEFINÍCIÓ. Az (1.1.) egyenlet O-megoldását:
a) stabilisnak nevezzük, ha bármely t0 G R + kezdeti időpillanathoz és bár­

mely £ > 0 számhoz létezik ő(t0, £) > 0 szám, hogy ha a kezdeti kitérés teljesíti 
az |xd< ó(tn, £) egyenlőtlenséget, akkor |x(t;t0,x0)|< £ teljesül t> t0 esetén. 
(Itt |-1 tetszőleges normát jelöl R"-ben.)

b) aszimptotikusan stabilisnak nevezzük, ha stabilis, továbbá bármely í0 £R + 
számhoz létezik olyan a(t0)>0, hogy |x0|<at0| esetén lim,^ 
k(t; t0, *o) I = 0.

A differenciálegyenletek megoldásai közül az egyensúlyi állapotokon kívül 
különösen fontosak mind az elmélet, mind az alkalmazások szempontjából a 
periodikus megoldások. A fenti definíció csak egyensúlyi helyzetekről szól 
ugyan, de magában foglalja az x = (p(t) periodikus megoldás stabilitásának 
fogalmát is. Végrehajtva ugyanis a független változó y = x — tp^t) transzfor­
mációját ismét (1.1) alakú rendszert kapunk, és az x = <p(t) periodikus megol­
dás az új rendszer y = 0 egyensúlyi helyzetbe megy át.

Annak érdekében, hogy ismertetendő eredményeimet a differenciálegyen­
letek elméletében elhelyezzem, kitérek röviden a differenciálegyenletek osz­
tályozására. Autonómnak nevezzük az (1.1) rendszert, ha jobb oldala nem függ 
explicite a t időtől. Ez megfelel annak, hogy zárt, izolált rendszer differenciál­
egyenletes modelljének jobb oldala nem függ explicite az időtől, míg más 
rendszerekkel kapcsolatban lévő rendszer, illetve valamilyen külső hatás (irá­
nyítás) alatt álló rendszer modelljének jobb oldala általában függ az időtől, 
vagyis egy nem-autonóm differenciálegyenlet-rendszer. (Például a klasszikus 
háromtest-probléma egyenlete autonóm, de a korlátozott háromtest-prob- 
léma, amikor a két kis tömegű testnek a nagy tömegűre gyakorolt vonzásától 
eltekintünk, már nem-autonóm egyenlettel írható le.)

A mechanikában előforduló rendszereket szokás azon szempont szerint is 
osztályozni, hogy bennük a teljes mechanikai energia invariáns-e a mozgások 
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során, vagy nem. Az első esetben a rendszert konzervatívnak nevezzük. A. N. 
Kolmogorov 1954-ben, Amszterdamban, a Nemzetközi Matematikai Kong­
resszuson a topologikus módszerek dinamikai alkalmazásáról szólva kiemelte 
[34]: ,A topologikus módszerek, mint ismeretes, lényeges alkalmazást nyer­
tek a rezgések elméletében, nevezetesen az automatikus szabályozásban, 
elektrotechnikában és így tovább felmerülő teljesen konkrét problémák meg­
oldásában is. Ezek a valós fizikai és műszaki alkalmazások azonban főképpen 
nem-konzervatív rendszerekre vonatkoznak. Ilyen rendszerekben a vizsgálatok 
fő célja az izolált aszimptotikusan stabilis mozgások (nevezetesen stabilis 
egyensúlyi helyzetekés stabilis határciklusok) meghatározása. [...] Konzervatív 
rendszerekben aszimptotikusan stabilis mozgások nincsenek.”

Ebben az előadásban nem-konzervatív, általában nem-autonóm rend- 
szerrekkel foglalkozva feltételeket fogalmazok meg differenciális rendszerek 
O-megoldásának, illetve mechanikai rendszerek egyensúlyi állapotának 
aszimptotikus stabilitására. A második szakaszban az ellenálló közegben tör­
ténő mozgásról, vagyis a csillapított rezgőmozgásról lesz szó. A harmadik sza­
kaszban egy instacionárius nem-konzervatív Hamilton-rendszert, az

x" + a(í)x = 0

ún. Jacobi-egyenletet tárgyalom. Végezetül a negyedik szakaszban a differen­
ciálegyenletek elméletének egy viszonylag fiatal ágához, a retardált differenci­
álegyenletekhez kapcsolódó stabilitási eredményeket fogok ismertetni.

2. Mozgás ellenálló közegben
Amikor itt tudományos vizsgálataimról beszámolhatok, abban a rendkívüli 
megtiszteltetésben van részem, hogy eredményeimet Akadémiánk világhír­
névre szert tett egykori tagjának, Fejér Lipótnak munkásságához kapcsolha­
tom. O Tömegpont egyensúlya ellenálló közegben című, a Matematikai és Termé­
szettudományi Értesítőben, a Magyar Tudományos Akadémia III. Osztályá­
nak folyóiratában megjelent [12], később a Crelle Journalban is publikált 
[13] dolgozatában a következő problémát vetette fel.

Egységnyi tömegű anyagi pont ellenálló közegben történő mozgását az

x =----  
dx

x'
v

dU y'
oy v
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dU r z' 
z" = ~----- fW — 

dz v
v:=(x'2 + y'2 + z'2}'12, /(v)>0

(2-1)
(p>0)

másodrendű differenciálegyenlet-rendszer írja le, ahol U = U(x, y, z) a pont­
ra ható erők eredőjének potenciálfüggvénye, v a sebesség nagysága,/=/(p) 
pedig a súrlódási együttható. Ismeretes, hogy ha az egyensúlyi helyzetben az 
U függvénynek szigorú helyi maximuma van, és a mozgások során súrlódás 
nem lép fel, az egyensúlyi helyzet stabilis. Ezt Lagrange fogalmazta meg, 
majd Dirichlet bizonyította be teljes általánosságban (1. [45]). Fejér Lipót azt 
a problémát vizsgálta, hogy milyen hatással van a stabilitásra a súrlódási erő 
megjelenése. Erre vonatkozóan bebizonyította:

2.A. TÉTEL (Fejér L., 1906): „Ha a potenziálfüggvénynek az egyensúlyi 
helyzetben izolált maximuma van, akkor a jövőre nézve stabilitás van, míg a 
múltra vonatkozólag labilitás is lehetséges.”

Vagyis a stabilitás megőrződik súrlódás hatása alatt is. Ez összhangban van 
tapasztalatainkkal, de éppen tapasztalataink alapján ennél többet várunk. 
Nevezetesen azt, hogy a mozgás „elhal” az idő során. Fejér Lipót tesz is egy 
megjegyzést erről. Megállapítja, hogy a mozgás során „a v sebesség végtelen 
sokszor tetszőlegesen kicsinnyé lesz”, ami formulával írva azt jelenti, hogy

liminf f(t) = 0.

Erre a következtetésre abból a megállapításból jut, hogy bármely mozgás 
során az f f (v(T))v(r)dT integrál korlátos marad. Ebből a tényből további 

vizsgálat nélkül tényleg nem lehet a sebességre vonatkozóan többet mondani, 
mégis azt sugallják tapasztalataink, hogy a sokkal többet mondó

lim v(t) = 0t-*QO

formula is igaz, éspedig nemcsak a Fejér Lipót által vizsgált egyetlen anyagi 
pont, hanem tetszőleges pontrendszer esetén is.

Vizsgáljuk egy n szabadsági fokú rendszer mozgását. Jelölje a rendszer 
helyzetét leíró általánosított koordináták oszlopvektorát q = (qu q2,..., q„)T G R", 
a sebességvektort q' = (q\, q2 q'„y, a kinetikai energiát a T = T(q,q') = 
= (A(q)q’, q') kvadratikus alak, a potenciális energiát II = n(t, q), a súrlódási 
együtthatók pozitív szemidefinit mátrixiát pedig B = B(t,q) GR"X”. Ismere­
tes [45], hogy a rendszer mozgását a
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d dT dT an 
dt dq'~ dq ~~ dq ~ B<1

Lagrange-féle másodfajú mozgásegyenlet írja le. A sebességek nullához tartá­
sát ezen rendszer egy speciális esetére a következő tétel garantálja (1. [45]):

2.B. TÉTEL (V. Rumjancev, 1957): Tegyük fel, hogy az (1.1) rendszerben

11(^0, B(t,q) = B(q).

Ha B(q) pozitív definit, akkor a q = q' = 0 egyensúlyi állapot stabilis, és tet­
szőleges mozgásra teljesül, hogy

t-^oo

Ez a tétel azt mondja, hogy stacionárius és erőmentes rendszer esetén a 
sebességek nullához tartanak. Konkrét példával illusztrálva: vízszintes asztal­
lapon súrlódva haladó golyó sebessége elhal. Éppen ezen konkrét példa men­
tén tovább gondolkodva felmerül az emberben, hogy a golyónak nemcsak a 
sebessége tart nullához, hanem „aszimptotikusan meg is áll” a golyó, vagyis a 
helykoordinátáinak is létezik a határértéke. Sőt azt várjuk, hogy a golyó akkor 
is aszimptotikusan megáll, ha pl. egy vízszintesen álló csészében mozog, 
vagyis hogy Rumjancev 2.B. tétele kiterjeszthető arra az esetre, amikor 
potenciális erők is hatnak, feltéve, hogy a potenciális energiának az egyensúlyi 
helyzetben szigorú minimuma van, vagyis a potenciáis erők stbilis típusúak. 
Ezeket a várakozásainkat igazolja a következő

2.C. TÉTEL (L. Hatvani, 1985): Ha a FI = n(^) potenciális energiának a 
q = 0 pontban szigorú minimuma van, és

(B(t, q)q’, q') > (Bq^q")

teljesül egy alkalmas B(q) pozitív definit mátrixfüggvénnyel a q = 0, q’ = 0 
egyensúlyi állapot egy környezetében az idő tetszőleges értékeire, akkor a 
q = 0, q’ = 0 egyensúlyi állapot stabilis, és

1(L1?í'(0 = °> 1™í(í)=^GR"
teljesül minden, az egyensúlyi állapot egy kis környezetéből induló mozgásra.

Ez a tétel is felvet egy izgalmas problémát: előfordulhat, hogy q. * 0, vagyis 
a rendszer egy nem-egyensúlyi helyzetben áll meg aszimptotikusan? Első 
látásra azt gondolnánk, hogy ez nem fordulhat elő, hiszen a potenciális erő a 

5



Hatvani László

rendszert minden nem-egyensúlyi helyzetből a q = 0 egyensúlyi helyzetbe 
szeretné visszatéríteni. A válasz mégis igenlő, amit a következő egyszerű 
példa mutat. Az

x" + (2+e')*' + x = 0

skaláris egyenletnek (T = x'2/2, n = xr/2, B = 2+e') az x(t): = í(H-r') függ­
vény bármely c G R esetén megoldása, és ugyanakkor lim^^x^) = c. Ez a 
túlfékezés esete: a súrlódási együttható olyan gyorsan nő, hogy a pont 
nem tud visszatérni egyensúlyi helyzetébe, mivel az állandóan ébredő, nem­
eltűnő potenciális erővel egyensúlyt tud tartani a súrlódási erő még akkor is, 
ha a sebesség nullához tart. így van ez mindig, ha a súrlódási együttható az 
időnek végtelenbe tartó függvénye? Nem, hiszen egyszerű számolás mutatja, 
hogy az

x" + tx' + x = 0

egyenlet általános megoldása 

x(t) = exp .2>l

tehát minden megoldás nullához tart, ha t -* 00.

Tehát felmerül a következő kérdés: mely súrlódási együtthatók esetén tel­
jesül a 2.C. tételben garantált q* vektorra a q* = 0 egyenlőség, vagyis milyen 
súrlódás mellett állíthatjuk, hogy a rendszer aszimptotikusan visszatér q = 0, 
q' = 0 egyensúlyi állapotába?

A kérdés tanulmányozásához a mechanika legalapvetőbb összefüggéséből, az

(^(í (0)í '(0, $'(0) + n(?(t)) = -f (B (r,q(r))q' (r), g'(r)) ár + konst. (2.3) 
*0

elevenerő-egyenletből kell kiindulni, amely jól mutatja, hogy mi okozza a 
nehézségeket. Az egyenlet jobb oldalán álló integrált kell becsülni de úgy, 
hogy csak a (í,^) 1—> függvényt ismerjük, a mozgást leíró t H> (í(i),í'(0)
függvényt nem, csak annyit tudunk róla, hogy megoldása a (2.2) egyenletnek. 
Fejér Lipót nagyon találóan magyarázza el, miért nehéz a probléma [12]: 
„Ismeretes dolog, hogy ha az ellenálló közegben történő mozgás lefolyására, 
mi több, annak véglefolyására nézve keresünk előleges tájékoztatást, úgy ez az 
»ellenállás nélküli« mozgással való összehasonlítás révén nemigen nyerhető. 
Ennek oka abban rejlik, hogy az ellenállást képviselő 
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erő nem az ellenállás nélküli mozgás pillanatnyi sebességvektorával ellentett 
irányú - tehát oly sebességi iránnyal, mely, hogy úgy fejezzük ki magunkat, 
nem explicite, hanem a (2.1) egyenletek által implicite van megadva. Ezen meg­
jegyzés talán értéket ad a következő tételnek” - írja közvetlenül a 2.A. tétel 
kimondása előtt.

A fejezet hátralévő részében ezzel a kérdéssel foglalkozunk. Az egyszerű­
ség kedvéért csak egy szabadsági fokú rendszereket tárgyalunk, először azok­
nak is a legegyszerűbb lineáris formáját:

x" + h(t')x' + x = 0 (/í(t)>0). (2.4)

Ebben az esetben az x = 0 megoldás aszimptotikus stabilitása ekvivalens 
azzal, hogy tetszőleges x megoldás esetén

lim x(t) = lim x'(f) = 0, (2.5)

tehát problémánk egybeesik a stabilitáselmélet legklasszikusabb problémájá­
val, a (2.4) lineáris egyenlet triviáis megoldásának aszimptotikus stabilitását 
biztosító feltételek meghatározásával.

Ismert az elemekből, hogy ha h(f) = h0 > 0, vagyis a h súrlódási együttható 
állandó, akkor (2.4) 0-megoldása aszimptotikusan stabilis, éspedig a megol­
dások hn <2 esetben („kis súrlódás”) oszcillálva, h0 > 2 esetben („nagy súrló­
dás”) nem-oszcillálva tartanak nullához. Ezt általánosítja a (2.4) nem-auto­
nóm egyenletre a következő tétel:

2.D. TÉTEL (J. Levin és J. Nohel, 1960): Ha léteznek olyan h, h konstan­
sok, hogy

0 </i < k(í) < ü < 00 (f>0) (2.6)

teljesül, akkor a (2.4) egyenlet 0-megoldása aszimptotikusan stabilis.

A súrlódási együtthatókat a nem-autonóm (2.4) egyenlet esetén is szokás 
nagyság szerint osztályozni, éspedig annak megfelelően, hogy a Levin-Nohel- 
tétel (2.6) egyenlőtlenségpárjából melyik oldalt hagyjuk el. Ennek megfelelő­
en:

kis súrlódás: 0 < h(f) <h <00 (t > 0);
nagy súrlódás: 0 < h < h(f) <00 (t > 0);
általános eset: 0 < h(t) < 00 (t > 0).
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A három eset három különböző technikát igényel. Nagy súrlódás esetén a 
túlfékezés jelenségét kell kizárnunk a h együtthatóra vonatkozó alkalmas növe­
kedési feltétellel. A [26] dolgozatban sikerült olyan szükséges és elegendő fel­
tételt találnunk erre az esetre, amelyből a korábbi feltételek könnyedén levezet­
hetők. A kis súrlódás esete (még inkább az általános eset) már nehezebbnek 
bizonyult. Még a kis súrlódás esetére sem sikerült eddig szükséges és elegendő 
feltételt találni. Foglalkozzunk először ezzel az esettel, amikor is a nem-oszcil- 
láló megoldásokról könnyű belátni, hogy nullához tartanak (a túlfékezés jelen­
sége nem léphet fel); a nehézséget az oszcilláló megoldások okozzák, amelyek­
nél a kinetikai és a helyzeti energia egymásba alakulása ismétlődik.

KIS SÚRLÓDÁS

x" + h(t)x' + x = 0 (0 < h(t) < h < oo). (2.7)

A (2.3) összefüggésből levezethető, hogy az aszimptotikus stabilitás szükséges 
feltétele az

fh(t)dt = °° (2.8)

divergencia teljesülése. Monoton h esetén ez a feltétel elegedő is:

2.E. TÉTEL (R. Ballieu és K. Peiffer, 1978): Tegyük fel, hogy h monoton. 
Ekkor a (2.7) egyenlet 0-megoldásának aszimptotikus stabilitásához szüksé­
ges és elegendő a (2.8) teltétel teljesülése.

Nem-monoton együtthatókra először azt az esetet sikerült elintézni, ami­
kor az együttható „átlagosan” pozitív konstans felett marad:

2.F. TÉTEL (A. Surkov, 1984): Ha léteznek olyan B > 0, T konstansok, 
amelyekkel

fh(r)dr>Bt (t>T)

teljesül, akkor (2.7) 0-megoldása aszimptotikusan stabilis.
Elegendő-e megkövetelni az fh integrál egy lassúbb divergenciáját? Erre a 

kérdésre ad igenlő, és a hatványfüggvényekkel való összehasonlításban éles 
választ a következő tétel [19]:

2.1. TÉTEL
A) Ha

limsup-^- f'h(r)di>0, 
t-*oo l u

(2-9)

akkor a (2.7) egyenlet 0-megoldása aszimptotikusan stabilis.
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B) Bármely e > 0 számhoz létezik olyan h együtthatófüggvény, hogy

lim inf p7^f'h^)dT>0,

de a (2.7) egyenlet O-megoldása nem aszimptotikusan stabilis.
Tehát az aszimptotikus stabilitáshoz elegendő, hogy a súrlódási együttható 

integrálközepe az idő tetszőlegesen nagy értékeire „néha” legalább rw nagy­
ságrendű legyen, de tetszőleges £ > 0 esetén nem elegendő, hogy az integrál­
közép valahonnan kezdve „örökre” B.-r^ fölött maradjon.

A súrlódás stabilizáló hatása úgy érvényesül, hogy hatására a mechanikai 
energia disszipálódik, hőenergiává alakul át. A disszipálódás egyirányú folya­
mat, tehát a súrlódási erő hatása az idő folyamán összegeződik. Ezért a moz­
gások végkifejlete (aszimptotikus viselkedése) szempontjából a súrlódási 
együtthatónak nem a pillanatnyi értékei, hanem az integrálja a meghatározó. 
Ennek a szempontnak a 2.1. tételben szereplő alsó becslés kiválóan megfelel 
(szemben a Levin-Nohel-tétel egyenletes A(t) > h > 0 becslésével), mégis 
javításra szorul. Hajtsuk végre ugyanis a következő gondolatkísérletet! 
Tegyük fel, hogy egy h súrlódási együttható esetén aszimptotikus stabilitás 
van. Módosítsuk most a h együtthatót h-ra a

h(ty.= o
h(t — 2kjt)

0< t< t
t <t< t + 2k7t
t > t + 2krt 

definícióval, ahol t > 0 tetszőlegesen rögzített időpont, k pedig tetszőleges 
természetes szám. (2.7) a [ t, t + 2kn] intervallumon egy harmonikus oszcil­
látor, a mozgások ^-periodikusak, ezért a módosított rendszer mozgásai az 
idő nagy értékeire ugyanolyanok, mint az eredeti rendszeréi, vagyis az 
aszimptotikus stabilitás a módosított rendszer esetében is érvényes, akármek­
kora is a k természetes szám. Sőt, ugyanezt állapíthatjuk meg akkor is, ha a 
fenti módosítást nemcsak egyetlen t időpontban végezzük el, hanem akár 
végtelen sokszor is. Ilyen módosításokkal viszont az f h növekedési rendje 

tetszőlegesen csökkenthető. Ebből azt a következtetést kell levonnunk, hogy 
az integrálközép nem alkalmas ún. szakaszos fékezés hatásának kimutatására, 
ilyenekre más típusú feltételeket kell találnunk.

Szakaszos fékezésről akkor beszélünk, ha létezik egymásba nem nyúló inter­
vallumok sorozata úgy, hogy a súrlódási együtthatóról a kis súrlódást 
biztosító h(f) < h egyenlőtlenségen kívül további információnk csak az 

9



Hatvani László

Uk=iIk halmazon van. Levin és Nohel tételének szakaszos fékezésre történő 
első általánosítása volt a

2.G. TÉTEL (R. A. Smith, 1961): Tegyük fel, hogy h(t) > h>0 teljesül az 
U"=1 Ik halmazon. Ha

Ék.rp-w) 
k=l

akkor a (2.7) egyenlet O-megoldása aszimptotikusan stabilis. Továbbá a (2.10) 
feltételben a „3” kitevő éles. (Itt és a továbbiakban az Ik intervallum 
hosszát jelöli.)

Ebben a tételben a h(t) > h > 0 feltétel nem felel meg annak az előzőekben 
említett természetes kívánalomnak, hogy a súrlódás összhatására kell feltételt 
megszabni. Ez az oka annak, hogy a Levin-Nohel-tétel következménye a 
2.G. tételnek, de a Surkov-tétel nem vezethető le belőle. Most megfogalma­
zunk egy olyan eredményt, amelyből nemcsak a Surkov-tétel, hanem a 2.1. 
tétel is speciális esetként adódik.

2.2. TÉTEL. Ha létezik egymásba nem nyúló intervallumok egy
sorozata, amelyre a

“ 1 3
= 00 (2-11)

divergenciafeltétel teljesül, akkor a (2.7) egyenlet O-megoldása aszimptotiku­
san stabilis.

2.3. KÖVETKEZMÉNY. Ha a (|/t|)“=1 sorozat korlátos, és

= °°

akkor a (2.7) egyenlet O-megoldása szimptotikusan stabilis. Igaz még, hogy a 
„3” kitevő ebben az állításban éles.

2.4. KÖVETKEZMÉNY. Ha létezik olyan ő > 0 konstans, hogy 

f/ h(t)dt>ö, fe = l,2,..., 

akkor a (2.7) egyenlet O-megoldása aszimptotikusan stabilis. Igaz még, hogy a 
„2/3” kitevő ebben az állításban éles.
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A2.1. tétel A) állítása a 2.2 tételnek egyszerű következménye. Ehhez ele­
gendő bebizonyítani, hogy (2.9) teljesülése esetén létezik egy inter­

vallum-sorozat és egy y > 0 szám,

—h(t)dt\ >y, fe = l,2,..„ (2.12)

i+klv ‘ ’
hiszen ekkor (2.11) annál inkább igaz.

Tegyük fel, hogy (2.9) teljesül. Ekkor létezik olyan ö > 0, hogy tetszőleges 
T számhoz található t* > T, amelyre

h(T)dr>ő.

Legyen y:=(ó/4)3. Megmutatjuk, hogy tetszőleges a számhoz létezik 
olyan b > a +1 szám, hogy (2.12) teljesül ezzel a y-val és az Ik = (a, b) inter­
vallummal. Valóban, válasszuk b-t olyan nagyra, hogy

1 pa Ó 1 pb
^2/3 J 0 Ktydt < > ^2/3 J (^(0^ —

egyaránt teljesüljenek. Ebben az esetben 
(\l/3

r6 1 1 (ca \ ó d ó ,

tehát (2.12) valóban teljesül.
A kis súrlódás esetének tárgyalását fejezzük be a nevezetes Smith-tétel (2.G. 

tétel) és a 2.2. tétel összehasonlításával. Ehhez a (2.11) feltételt érdemes a

t=i i + g it 11 y

alakba átírni. Ha a súrlódási együtthatónak az intervallumokon felvett átlagos 
értéke pozitív konstans felett marad (ez a Smith-tételben teljesül, hiszen ott 
az együttható egyenletesen h>0 felett marad), akkor a (2.11') ekvivalens 
(2.10)-zel. Tehát (2.1T) és (2.10) összehasonlítása mutatja, hogy a 2.2. tétel 
hogyan általánosítja Smith tételét. Ennek fényében érdekes gyakorlat elgon­
dolkozni azon, hogy igaz marad-e a 2.2. tétel, ha az 1 / (1 + |") együttható

helyére 1-et írunk, vagyis hogy igaz-e a 2.3. következmény az (|zt |)“=1 sorozat 

korlátossága nélkül.
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ÁLTALÁNOS ESET
Annak érdekében, hogy érzékeltessük a vizsgálatoknak nemlineáris irá­

nyokba való kiterjeszthetőségét is, az általános eset tárgyalásánál nemcsak a 
0 < h < h(f) <h<<x> feltételtől tekintünk el, hanem a (2.4) lineáris egyenlet 
helyett eleve egy általánosabb modellből indulnk ki. Tekintsük az

x" + h(t,x,x')x' + /(x) = 0 (2.13)

másodrendű differenciálegyenletet, ahol íi:R+xR2 ->R + , /:R~*R adott 
függvények, / folytonos és /(x)x > 0, ha x # 0. Tehát azt vizsgáljuk, hogyan 
viselkedik a konzervatív x" + /(x) = 0 nemlineáris oszcillátor — h(t, x, x')x' 
alakú súrlódási erő hatására. A súrlódási együtthatóról mindössze azt tesszük 
fel, hogy létezik olyan ö > 0 szám, és léteznek olyan a, b:R + ~»R+ folytonos 
függvények, hogy

a(t) < h(t, x, y) < b(t), ha x2+y2<ó, t>0. (2.14)

2.5. TÉTEL. Ha létezik egymásba nem nyúló intervallumok [lk }soro­

zata úgy, hogy
/ \ 3

“ IJ a I ,
--7-----------7---------------- 77=“. (215) 

+ (supb b)2 (l + mnrpup/t

akkor a (2.13) egyenlet 0-megoldása aszimptotikusan stabilis.
Ebben az általános esetben is felmerül a kérdés: mennyire éles a (2.15) fel­

tétel? Mint korábban említettük, a kis súrlódás esetére nem ismeretes az 
aszimptotikus stabilitásnak szükséges és elegendő feltétele még az egyszerűbb 
(2.4) lineáris egyenletre sem - kivéve egy speciáis esetet. Tekintsük a (2.7) 
egyenletet abban az esetben, ha h lépcsős főggvény, vagyis

hk > o, 
0

ha t G Ik, k = 1, 2,... 
különben,

(2-16)

ahol adott számsorozat, és az

fe = l,2,...

intervallum-sorozat is adott. Ezzel az együtthatóval a (2.7) egyenlet általános 
megoldása képlettel felírható: az [aK,^t]ésa[j3t,] intervallumokon 

(2.7) egy-egy lineáris konstans együttható differenciálegyenlet, ezeket meg 
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kell oldani, majd az egyes intevallumokra vonatkozó megoldásokat „össze 
kell ragasztani”. Ezzel a módszerrel találta Elbert Árpád szép dolgozatában 
[10] a következő szükséges és elegendő feltételt:

2 .H. TÉTEL (Á. Elbert, 1997): Tegyük fel, hogy az (|fj)”=1 és a 

sorozatok korlátosak.

Ekkor a (2.16) együtthatóval felírt

x" + h(t)x' + x = 0

egyenlet 0-megoldása aszimptotikusan stabilis akkor és csakis akkor, ha
00

S^kJ^00- (2-17)
fc=l

Fogalmazzuk meg 2.5 tételünk következményét lépcsősfüggvény-együtt- 
hatókra:

2 .6 KÖVETKEZMÉNY. Ha

a ^kj3y----- ----LŐJ------------------ = 00] (2.18)
k=i a+kJ ío+míH^j^kkk)2

akkor a (2.16) együtthatóval felírt

x" + h(t)x' + /(x) = 0

nemlineáris egyenlet O-megoldása aszimptotikusan stabilis.
Az Elbert Árpád tételében szereplő korlátossági feltételek teljesülése esetén 

(2.18) feltételünk (2.17)-re redukálódik. De (2.17) az Elbert Árpád által vizs­
gált esetben szükséges és elegendő, ami azt mutatja, hogy (2.18), illetve (2.15) 
elég éles.

A jelen előadás terjedelme nem engedi meg, hogy a tételek részletes bizo­
nyításait ismertessük. Mint azt a (2.3) elevenerő-egyenletnél megjegyeztük, 
az alapvető probléma a

integrál konvergenciájának vagy divergenciájának kimutatása, ahol 11-> x(t) az 
egyenlet egy megoldása, amit nem ismerünk. A bizonyítások módszere az, 
hogy a fenti helyett az
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f~ h(t)£2(j)dt

integrál konvergenciáját, illetve divergenciáját vizsgáljuk, ahol £ befutja egy 
jól megválasztott függvénycsalád elemeit (L. Hatvani és V. Totik, 1993).

3. A Jacobi-egyenlet
Induljunk ki egy anyagi pont egyenes vonal mentén történő harmonikus rez­
gőmozgásából:

x" + a2x = 0 (0 < a = állandó),

ahol a2 a — a2x Hooke-féle rugalmassági visszatérítő erőben szereplő rugal­
massági együttható. Jól ismert, hogy a mozgásokat az x(t) = A cos(at+ <p) 
képlet írja le, ahol A a rezgés amplitúdója, a a frekvenciája, <p pedig a fázis­
állandó. A rendszer konzervatív: a H(x, x") = x'2/2 + aíxLl'l teljes mechanikai 
energia állandó marad a mozgások során. Az x = 0, x' = 0 egyensúlyi állapot 
stabilis, de nem aszimptotikusan.

Tegyük most fel, hogy a rugalmassági együttható az idő haladtával válto­
zik, éspedig növekszik:

x" + a2 (f)x = 0, a:[0, oo)z»[an,oo). (3-1)

AH(í, x, x") = x'2/2 + a2(t)x2/2 teljes mechanikai energia növekszik a mozgá­
sok során, mivel H'(t, x, x') = 2(a'(í)/a(í))a2(í)x2/2 > 0. Ez a képlet azt is 
mutatja, hogy az energianövekedés sebessége arányos a pillanatnyi helyzeti 
energiával. Ha a G(í, x, x') = x'2/2a(t) + x72 „módosított energiának” számít­
juk ki a (3.1) szerinti változását, akkor G'(t, x, x') = -2(a'(t)/d(t))x'2/2c(t) < 0 
adódik, tehát G a mozgás során csökken. Ha a t* időpontban |x|-nek helyi 
maximuma van, akkor G(t*, x(t*), x'(t*)) = x(t*)2/2, amiből kapjuk, hogy a rez­
gés amplitúdója csökken. Ez természetes, hiszen amikor a rendszer az x = 0 
egyensúlyi helyzetén halad át, akkor a rendszernek csak mozgási energiája van, 
ami nem függ <j-tól, és ha ugyanakkor az a2(t) rugalmassági együttható nő, 
akkor az ugyanakkora mennyiségű mozgási energia a nagyobb rugalmassági 
együtthatójú rendszerben csak kisebb maximális kitérést tud produkálni.

A (3.1) egyenlet az x' = y helyettesítés után ekvivalens az

dH (t, x, y) 
dy

dH (í, x, y) 
y' = —- ------- ; 

dx
H(t,x, y) = ~ + a2(t)—

instacionárius Hamilton-rendszerreL Az energiamegmaradás törvényéből 
következik, hogy stacionárius Hamilton-rendszer (H = H(x, y)) egyensúlyi 
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állapota nem lehet aszimptotikusan stabilis. N. P. Erugin [11] vetette fel a 
kérdést: instacionárius Hamilton-rendszernek lehet-e aszimptotikusan stabi­
lis egyensúlyi állapota? Sikerült találnia egy ilyen Hamilton-rendszert, de 
annak Hamilton-függvénye csak szakaszonként volt sima. Problémaként tűz­
te ki annak eldöntését, hogy sima rendszert lehet-e találni ugyanilyen tulaj­
donsággal. A következő tétel ezt a kérdést válaszolja meg:

3.A. TÉTEL. (L. Hatvani és A. Krámli, 1975): Ha H : R+ x R" x R" foly­
tonosan differenciálható, akkor a

, dH(t,q, p) dH(t,q,p) 
q=~ir~’ p=^r~

Hamilton-rendszernek nem lehet aszimptotikusan stabilis egyensúlyi álla­
pota.

Az ezen tétel által leírt jelenség érvényesül abban, hogy a (3.1) egyenlet tet­
szőleges nemtriviális x megoldására az |x'| maximumai nem csökkenhetnek, 
hiszen a H(t, x, x') = x'2/2 + a2(t)x2/2 mechanikai energia nem-csökkenő a 
mozgások mentén, és ha í*-ban |x j-nek helyi maximuma van, akkor x(í*) = 0, 
így H(í*, x(t*), x'^)) = x'2(t*)/2. Tehát x'(t) 7»0, ha t -» oo. De az |x| maximu­
mai, a rezgés amplitúdói csökkennek! M. Biernackiban [3] merült fel először 
a kérdés: ha lim, _ „ a(t) = oo, akkor igaz-e, hogy a (3.1) egyenlet megoldásaira 
lim, _„x(íj = 0 teljesül? Ez a kérdés egy egész kutatási irányt indított el, 
amely napjainkbanis tovább fejlődik.

DEFINÍCIÓ. A (3.1) egyenlet nemtriviális x megoldását kis megoldásnak 
nevezzük, ha lim, _ „ x(t) = 0.

Biernacki kérdésére már egy év alatt érkezett egy válasz:

3.B. TÉTEL (H. Milloux, 1934): Ha a folytonosan differenciálható, és 
lim(_ „ = oo, akkor a (3.1) egyenletnek létezik legalább egy kis megoldása.

Milloux egyidejűleg konstruált egy olyan egyenletet, amelyben 
lim, _ „ a(f) = 00, ugyanakkor nem minden megoldás kicsi. Röviddel ezután 
született egy elegendő feltétel arra is, hogy minen megoldás kicsi legyen:

3.C. TÉTEL (G. Armellini, L. Tonelli és G. Sansone, 1938): Ha 
lim,^» a(t) = oo, és az a függvény „nem ugrásszerűen” nő, akkor a (3.1) 
egyenletnek csak kis megoldása van.

Mivel a továbbiakban nem lesz szükségünk rá, a „nem ugrásszerű” növe­
kedés pontos (egyébként meglehetősen bonyolult) definícióját most mellőz­
zük. Csupán megjegyezzük róla: az „ugrásszerű növekedés” azt jelenti, hogy 
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a függvény növekedése lokalizálható egy nem túl sűrűn elhelyezkedő, kis 
összhosszúságú intervallumrendszerre.

Nagyon izgalmas a kérdés: milyen gyakori a (3.1) egyenletek között, hogy 
az egyenlet minden megoldása kicsi? Pontosabban szólva, ha E jelöli az 
összes olyan (3.1) alakú egyenletek halmazát, amelyekben lim,_,«, d(t) — oo, 
akkor generikus tulajdonsága-e E-ben, hogy az egyenlet minden megoldása 
kicsi? (A generikus tulajdonság definícióját 1. [42]-ben.) A kérdés elég nehéz­
nek tűnik, hiszen (3.1) nem integrálható típusú. Vizsgáljuk a problémát elő­
ször egy egyszerű, de azért az alkalmazások szempontjából is fontos függ­
vényosztályra, a lépcsős függvények osztályára.

Legyenek adottak a

Q < a0 < ...< ak_} <ak <...; 0< t0 <...< <...
lima. =°o, limí,. =oo

sorozatok, és tekintsük az

x" + akx = 0, tk_x<t<tk, fe = 1, 2,... (3-2)

differenciálegyenletet. Ennek külön tanulmányozása már csak azért is indo­
kolt, mert rá az Armellini-Tonelli-Sansone-tétel nem alkalmazható, hiszen 
minden lépcsős függvény ab ovo ugrásszerűen növekszik. Elbert Árpád erre az 
egyenletre is alkalmazta korábban már említett módszerét:

3.D. TÉTEL (Á. Elbert, 1997): Ha 

■sin2(at+1(ík+1 -h)) = 00>

akkor a (3.2) egyenlet minden megoldása kicsi.
Elbert tételének feltételét a gyakorlatban nehéz ellenőrizni. Ugyanakkor, 

ha megpóbálunk olyan (3.2) típusú egyenletet konstruálni, amelynek nem 
minden megoldása kicsi [14], akkor azt tapasztaljuk, hogy az ilyen egyenletek 
e^éggé „kivételesek”. Innen adódik a sejtés, hogy „majdnem minden” (3.2) 
alakú egyenlet minden megoldása kicsi. A probléma a valószínűségszámítás 
eszköztárát használva a következőképpen fogalmazható: legyen {ak }“=1 adott, 
és legyen {tkegy véletlen sorozat. Mi annak a valószínűsége, hogy a (3.2) 
egyenlet minden megoldása kicsi?

Először azzal az esettel foglalkozunk, amikor a szomszédos kapcsolási 
idők közötti különbség egyenletes eloszlású ugyanazon az intervallu­
mon.
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3.1. TÉTEL (L. Hatvani és L. Stachó, 1998):Tegyük fel, hogy minden k 
természetes szám esetén a tk := tk — tk_t mennyiség egy valószínűségi válto­
zó, amelynek eloszlása egyenletes a [0, 1] intervallumon. Ekkor 1 valószínű­
séggel a (3.2) egyenlet minden megoldása kicsi.

A gyakorlatban fontos az az eset is, amikor rk exponenciális eloszlású.
3.2. TÉTEL. Tegyük fel, hogy a rk := tk — tk_x mennyiség exponenciális 

eloszlású a Ak paraméterrel:

P(tl!-tk_l<S) = l~e~^, fe = l,2,...
Ha

hmsup — < 2, 
(.'-►00

akkor 1 valószínűséggel (3.2) minden megoldása kicsi. 
A

{limx(í) = 0 a (3.2) egyenlet minden x megoldására}

esemény független a t, — t0, t2—tx,..., tN—tN_} valószínűségi változók 
értékeitől, bármilyen nagy is az N szám. A Kolmogorov-féle 0-1 törvény 
szerint ebből az következik, hogy az esemény valószínűsége 0 vagy 1. Ha tk 
egyenletes eloszlású, mint a 3.1. tételben, de (ak)“=x nem feltétlenül mono­
ton, akkor mindkét eset előfordulhat:

3.3. TÉTEL. Legyen (ak)™=i tetszőleges pozitív tagú sorozat, és tegyük fel, 
hogy bármely k £N esetén a tk := tk — tk_x mennyiség egyenletes eloszlású 
valószínűségi változó a [0, 1] intervallumon.

A) Ha
a

a2k sin^
2

űk+l ak

akkor 1 valószínűséggel (3.2) minden megoldása kicsi.
B) Ha

4
2ak+l ak

00,

akkor 0 annak a valószínűsége, hogy a (3.2) minden megoldása kicsi legyen.
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4. Retardált differenciálegyenletek
A retardált differenciálegyenletek abban különböznek a közönségesektől, 
hogy a keresett x függvéy deriváltjának x'(t) értéke az x függvénynek nemcsak 
a t időpontbeli x(t) értékétől (a jelen állapottól), hanem korábbi időpillana­
tokban felvett értékeitől (a múltbeli állapotoktól) is függ. Például:

x'(t) = — ax(t) + bf^ x(u)du (a,b&R,a>0). — (4.1)

Ebben az egyenletben a retardálás mértéke h > 0. A rendszer állapotát a t idő­
pillanatban az x^s) :=x(t + s) (—h<s<0) függvény írja le. Ez azt jelenti, 
hogy a folyamathoz tartozó állapottér a C = C([—h, 0];R) végtelen dimenziós 
függvénytér.

Általánosan, tekintsük az

x'(t) = F(t,x,) (F(t,0) = 0) (4.2)

retardált funkcionál-differenciálegyenletet (rövidítve: FDE-t), ahol 
F:R + XC-»R", C : = C([—/i,0];R"), és F folytonos. Akezdetiérték-problé- 
ma (vagy Cauchy-probléma) a következő alakú:

x'(f) = F(t,x,)
x(t0 + s) = <p(s) (— h<s<0),

t0 a kezdeti időpont, (p a kezdőfüggvény. Ha F folytonos, és korlátos halmazo­
kat korlátos halmazokba visz, akkor ennek létezik legalább egy megoldása: 
11—>x(t,t0,<p) [16].

A (4.2) egyenlet 0-megoldásának stabilitási tulajdonságait a közönséges 
differenciálegyenleteknél (rövidítve: KDE-eknél) adottakkal analóg módon 
definiálhatjuk (1. 1. Alapfogalmak). Analóg módon a KDE-ekhez, a FDE-ek 
megldásainak stabilitásvizsgálatában is a Ljapunov-féle direkt módszer a leg­
hatékonyabb. Tekintettel kell azonban lenni egy új körülményre. Mint isme­
retes, a KDE-ek stabilitáselméletében az xt-^P^x) Ljapunov-függvények az 
|x| normát helyettesítő pszeudonormák szerepét játsszák. Ugyanez a szerepük 
a FDE-ek esetében is, de itt a fázistér a végtelen dimenziós C = C([—/i,0];R") 
függvénytér, amelyben a különböző normák nem ekvivalensek, tehát az ana­
lóg l/:C-»R+ Ljapunov-funkcionálok nagyon sokfélék lehetnek.

Lássunk először egy példát! Kísérletezzünk a (4.1) egyenlet esetén a 
KDE-eknél tipikus (x) = |x| függvénnyel. Ennek a (4 1) szerinti deriváltja:
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l/1'(x) = -a|x| + bsgnx(t)f x(u)du,

amelynek előjeléről a második tag miatt semmit nem állíthatunk. Egészítsük 
ki a kindulási Vx függvényt egy alkalmas funkcionállá:

1/(^0): = | ÍO(O) | + f f |b | JJ ^(5) | ds. (4.3)

Ezt a (4.1) egyenlet egy t\->x{t) megoldása mentén tekintve a

t H(x,) = |x(t) | + f h | b |J( /11 x(s) | ds

függvényt kapjuk, amelynek deriváltja
K'(t,x() = —(a + | b |h)| x(t) | < 0,

feltéve, hogy a > \b\h. Ez jeltartó, tehát V már egy alkalmas funkcionál.
Ljapunov módszerét FDE-ekre N. Krasovskii [35] terjesztette ki. Az 

aszimptotikus stabilitásra vonatkozó alaptétel így szól:

4.A. TÉTEL (N. Krasovskii, 1958): Tegyük fel, hogy létezik egy 
L:R+XC-*R+ folytonos funkcionál, és léteznek Wx, IT,, W-. R+ ->R + 
szigorúan monoton növekvő, folytonos, a 0-ban eltűnő függvények („ékek”), 
amelyekkel a (4.2) egyenlet tetszőleges x megoldása és minden t G R + esetén 
teljesülnek a

(i)^(|x(í)|<r(t,x,);

(ii)K(í,x,)< MZ^HxJL);

(iü)H'(t,x,)<-^(|x(t)|)

feltételek, továbbá

(iv) bármely KCC korlátos halmazra az F(R + XK) halmaz korlátos.

Ekkor a (4.2) egyenlet 0-megoldása aszimptotikusan stabilis.
Ha ezt a tételt a (4.1) egyenletre és a (4.3) funkcionálta alkalmazzuk, akkor 

azt kapjuk, hogy a 0-megoldás aszimptotikusan stabilis, feltéve, hogy a > \b\h.

A (4.1) egyenlet egy olyan folyamatot modellez, amelyben a -ax(í) egy 
negatív visszacsatolás, és így stabilizáló hatású, a bf x(ü)du egy retardált 

perturbáció, amelynek lehet stabilizáló és destabilizáló hatása is. Az előbbi 
eredmény azt mutatja, hogy ha a negatív visszacsatolás majorálja a perturbá­
ciót, akkor aszimptotikus stabilitás van.
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Az alkalmazásokban az a és b együtthatók nem mindig állandók, függhet­
nek az időtől. Ekkor a (4.1) egyenlet

x'(t) = —a(t)x(t) + b(t)f A(s)x(s) ds (a(t) > 0) (4.4)

alakú. A (4.3) funkcionál megfelelője a nem-autonóm (4.4) egyenletre a 
következő:

IZ(t, x,): = | x(í) | + f'+i | b(u - s)A(u)x(u) |du ds, (4.5)

amelynek (4.4) szerinti deriváltja

^'(t.x,) < —[a(t) - A(í) | b(r) |dr]| x(t) | 

. . . . (4.6)
- -1)| b(t)|J(_(i| A(h)x(m)| du.

A 4.A. tételt alkalmazva (fi = 1) kapjuk:

4.B. KÖVETKEZMÉNY. Ha létezik olyan y konstans, hogy 
(i)a(í)-|A(öLff''|b^ (tGR+)

és
(ii) a b(t),f _/1 A(m)| du függvények korlátosak R+-on, 

akkor a (4.4) egyenlet 0-megoldása aszimptotikusan stabilis.

A (ii) feltételben az a függvény korlátossága szemet szúr, hiszen minél 
nagyobb a negatív visszacsatolás együtthatója, annál nagyobb az esély az 
aszimptotikus stabilitásra. Ez a természetellenes megszorítás a 4.A. téléi (iv) 
feltételének következménye. A tétel megszületésétől 1991-ig nyitott kérdés 
volt, hogy a tételből a (iv) feltételt el lehet-e hagyni. 1991-ben bizonyította be 
Makay Géza [39, 40], hogy a feltételt nem lehet elhagyni. Ha nem lehet 
elhagyni, akkor próbáljuk olyan feltételekkel helyettesíteni, amelyek nem 
vezetnek természetellenes megkötésekhez. A 4.A. tétel más szempontból is 
javításra szorul: a (iii) feltétel nem engedi meg, hogy V becslése közvetlenül 
is függjön az időtől, pedig nem-autonóm rendszereknél ez gyakori, hiszen 
(4.2) jobb oldala közvetlenül is függ t-től (pl. lásd a (4.6) egyenlőtlenségben 
az |x(t)| együtthatóját). A (4.6) formula arra is utal, hogy V' becslése nemcsak 

|x(t)|-től, vagyis az x, szegmens egyetlen (az 5 = 0 helyen felvett) értékétől 

függhet, hanem függhet az egész szegmenstől is [lásd a (4.6) jobb oldalán álló 
második tagot], ami ha negatív (mint ott is), segítheti a 11-> K(t,x,) függvény 
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nullához tartását és így az aszimptotikus stabilitást. A 4.A. tételnek több ilyen 
irányú továbbfejlesztése született [5-8, 18, 20-21, 24, 31, 33, 39, 50, 52-54], 
amelyek közül itt most egyet említünk példaként:

4.1. TÉTEL. Tegyük fel, hogy létezik egy K R+ xC-»R+ folytonos funk­
cionál, továbbá léteznek szigorúan növekvő, folytonos, a 0-ban eltűnő 
WltW2,W3,W:R+->R+ függvények és egy mérhető ??:R+-*R+ függ­
vény, úgy, hogy a

(O^dxíohrax,);
(n)l/(t,x,)<[y2(|x(í)|)+I4/3(£( x2 

(iiijJ/'UxJ^-^ö^^x2^)^) 

egyenlőtlenségek teljesülnek a (4.2) egyenlet minden x megoldása és minden 
í£R+ esetén. Ekkor a következőket állíthatjuk:

I. (T. Burton és L. Hatvani, 1990): Ha

J'J7(í)dt=oo,

akkor a (4.2) egyenlet 0-megoldása aszimptotikusan stabilis.
II. Ha

( ' _/0 J"*00 Mi

a t0 G R + paraméterre vonatkozóan egyenletesen, akkor az aszimptotikus sta­
bilitás egyenletes a í0 GR+ kezdeti időpontra és a kezdeti függvényre 
vonatkozóan, ami azt jelenti, hogy a megoldások 0-hoz tartásának sebessége 
nem függ í0-tól és <p-től, feltéve, hogy <p az azonosan 0 függvény egy kis 
||-|L -környezetéből való.

A vázolt módszer alkalmazásával a (4.4) egyenletre a (4.5) Ljapunov- 
funkcionál felhasználásával bebizonyítható a következő

4.2 . TÉTEL. Tegyük fel, hogy létezik olyan ¡3>\ konstans, hogy

(ij^/dM/n^)!^ (ígr+é
és
(“) fő -1 i/r i i dt=°° ■

Akkor a (4.4) egyenlet 0-megoldása aszimptotikusan stabilis.
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Ez a tétel eleget tesz azoknak a kívánalmaknak, amelyeket a 4.B. következ­
mény után megfogalmaztunk, hiszen az a, b, A függvényekre nincs korlátos­
sági feltétel, és a függvény „időnként” kicsi is lehet, akár el is tűnhet. Azért ez 
a tétel is tartalmaz egy további kihívást: igaz-e az állítás ß = 1 esetén? Ez a kér­
dés ma is nyitott.
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