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Az iskolakat teremt§ Neumann Janos id6-
allé életmivének egyik kiemelkedd doku-
mentuma ez a konyv. Magyar nyelvi{ ki-
adasa tiszielgés a magyar szarmazasu nagy
matematikus el6tt, aki (mint kdnyve is bi-
zonyitja) a fizikaban is alapvet6t alkotott.
Tal a kdényv dokumentumjellegén, isme-
rete nélkilozhétetlen azok szdméra, akik a
kvantumelméletnek a 60-as években Ujra-
éledd és ma is viragzo axiomatikus iskolai-
val akarnak megismerkedni. A kvantum-
mechanikanak ebben a kényvben lefekte-
tett alapelveit és axiéomait veszi kiindulasi
alapul a Wightman altal fémjelzett axio-
matikus kvantumtérelmélet.

A kvantumelméletet algebrai eszkdzokkel,
ill. kvantumlogikai modszerekkel megko-
zelit6 irdnyzatok gyokerei is ebben a
kdnyvben (és a szerz6 tovabbi munkaiban)
talalhatok.

A konyv szinte utolérhetetlenil egyszer(,
eredeti és vilagos gondolatmenetéhez a leg-
teljesebb matematikai precizitas tarsul, s
feloldja a kvantummechanika szilletésének
kordban felmeriilt komoly matematikai
nehézségeket, az elvi és értelmezési problé-
méakat. A konyvben lefektetett apparatus
a kvantummechanika teljes és maig ki-
elégit6 elmélete.
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A MAGYAR KIADAS ELE

N eumann Janos: ,,A kvantummechanika matematikai alapjai” c. m(ivét 1932-ben
adta ki a Springer Verlag. Az az6ta eltelt mintegy fél évszazad soran kit(int, hogy ez
amii valéban bevaltotta a cimében rejl6 igéreteket. EIs6 monografikus feldolgozasa
volt a megjelenése el6tt sziik évtizede kialakult ,,modern” kvantumelméletnek, a
kvantummechanikanak. Logikailag kovetkezetes felépitést ad azoknak az (j
matematikai mddszereknek, amelyeket a kvantummechanika kifejezési eszkoziil
hasznal; arra térekedve, hogy ebben a felépitésben ne maradjon tisztazatlanul
egyetlen fogalom sem.

Ez a bels6 célkitlizés és a megvaldsitas csodalatos eredményei késztetik az
olvasét, hogy egy masik ,Principia mathematica...” jusson eszébe, amely
ugyancsak egy Ujsziil6tt tudomany, az Gjkori fizika kvantitativ kisérleti vizsgalati
madszereivel meginditott folyamat elsé eredményei utan nyult az alapelveknek a
matematikai analizis médszereivel val6 megfogalmazasahoz. S ahogyan Newton-
nak is Iépten nyomon meg kellett kiizdenie a matematikai modszerek fizika
igényelte tovabbfejlesztéséért, Ugy Neumann Janos sem csak regisztralta és sorba
rakta az alapelveket, hanem szdmos helyen éppen a feladat vallalasabol ad6do
felismerések eredményeképpen mondott ki és bizonyitott be Uj tételeket és nyitott
meg Uj kutatasi terileteket.

Neumann altal itt haszndlt fejezete a matematikanak, a Hilbert-lérben értelme-
zett dnadjungélt operatorok spektral-elmélete. S az (j irany, amit a kvantummecha-
nika szilkségletei nyoman nyitott, a nemkorlatos énadjungalt operatorok elmélete

aminek azutan a kvantumelméleten tiIlmutato jelentsége is bebizonyosodott.

N eumann Janos kdnyve egyaltalan nem toérekszik arra, hogy a kvantummecha-
nika valamilyen praktikus kézikdnyve is legyen. Az allitasokat, tételeket altalanos
fizikai mivoltukban elemzi, nem illusztralja ezeket konkrét fizikai problémékra
vonatkozo feladatokon. M(ivének megjelenésekor ilyen praktikusabb kézikényvek
mar hozzaférhet6ek voltak, gondoljunk pl. A Sommerfeld ,Atombau und
W. Pauli nagy tanulmanyara a kék ,,Handbuch der Physik”-ben. N eumann kivételt
csak a I11/6 fejezetben tesz, mikor a masodik kvantalas modszerét és az atmeneti
valdszinliségek kiszamitasadt az elektromagneses er6tér egyébként centrélis
fontossagu konkrét probléméajan mutatja be.

Y

nem feledkezhetiink el azokrol a fizikai eredményekr6l sem, amelyek a Szerzének
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.eppen ezzel a vallalkozasaval kapcsolatosak. N eumann érdeme a kvantummecha-
nika statisztikus aspektusanak az elmélet bels6 koherenciajat (értelmezését) illetd
mély elemzése, amely egyszerre szolgélja a mikrofizikaban hasznalt statisztikus
fogalmak pontos kvantumelméleti meghatarozasat is. N eumann nevéhez fliz6dik a
tiszta mellett a kevert allapotok szerepének felismerése és a s(r(iségmatrix
bevezetése is.

»A kvantummechanika matematikai alapjaidnak 1932. évi német kiadéasa Ota
1955-ben a Princeton University Press kiadonal R. T. Beyer angol forditasban,
1964-ben M. K. Polivanov és B. M. Sztyepanov orosz forditdsban a Nauka
Kiadonal, majd az 1932. évi német eredeti valtozatlan formajaban 1968-ban ismét a
Springer Verlagnal jelent meg. Erdemes a két német kiadas évét megnézni, a koztiik
eltelt 36 esztend6 a vilag és a tudomany arculatdn mekkora valtozasok tandja!
Kevés szakkdnyvr6l mondhaté el manapsag, hogy az elmdlt négy-6t évtized
fejl6dése nem viselte volna meg allitasait.

Jelen kiadas, mikozben els6dleges célja, hogy a kvantummechanikanak ez az
eleven — mert még ma is haté — dokumentuma magyar nyelven is hozzaférhet
legyen, szerény tisztelgés kivan lenni a magyar szarmazasl Neumann Janos
korszakalkotd matematikai és fizikai munkéssaga el6tt.

Abonyi IvAn



ELOSZO

E konyv célja az 0] kvantummechanika olyan egységes ismertetése, amely
— amennyire csak lehetséges és hasznos  matematikai szempontbol szigord. Eme
Uj kvantummechanika lényeges részei az elmdlt esztend6k soran hatarozott
matematikai formét oltdttek; ez a formalizmus az un. ,transzformacioelmélet”.
Ezért a hangsulyt az eme elmélettel kapcsolatos altalanos és alapvetd kérdésekre
helyezziik. Nevezetesen, az interpretacio nehéz problémait — ezek kozil szamosat
még maig sem oldottak meg kielégitéen — részletesen fogjuk megvizsgalni. Ezzel
kapcsolatban a kvantummechanika viszonya a statisztikdhoz és a klasszikus
statisztikus mechanikdhoz kiilléndsen fontos. A kvantummechanikai maddszerek
alkalmazéasat az egyes problémakra altalaban nem taglaljuk és nem foglalkozunk az
altalanosbol leszarmaztatott specidlis elméletekkel sem, legaldbbis akkor nem, ha
igy nem kerll veszélybe az alapvet6 Osszefiiggések megértése. Ez azért tiinik
tanacsosnak, mert e problémak szamos kivalé targyaldsa mar nyomdaban, vagy
kiadas kdzben van.1

Ismertetjlik azonban az elmélethez sziikséges matematikai eszkdzoket, nevezete-
sen a Hilbert-terek és az Gn. hermitikus operatorok elméletét. Ehhez szilkséges lesz a
nem korlatos operatorok pontos ismertetése, vagyis az elmélet kiterjesztése a
klasszikus hatarokon tulra (ezt Hilbert, E. Hellinger, F. Riesz, E. Schmidt és
O. Toeplitz végezte el). A targyalas soran altaldban a fizikai mennyiségeket
reprezentalo operatorokkal és nem azok matrixaival fogunk szamolni; e matrixok
az operatorokbdl csupan a Hilbert-tér tetsz6leges — specidlis — koordinata-
rendszereinek bevezetésével allnak el6. E ,koordindtamentes”, tehat invarians,
er6sen geometriai jellegli modszernek figyelemre méltd formalis elényei vannak.

Dirac mind a nemrég kiadott kdnyvében, mind pedig szdmos cikkében2 a
kvantummechanikat felilmulhatatlanul elegansan, téméren és ugyanakkor invari-
ans forméban fogalmazta meg. Ezért taldn helyénvald, hogy a mi moddszeriink
mellett — ez DiRACétOl Iényegesen eltér — néhany érvet sorakoztassunk fel.

Dirac fent emlitett mddszere (és err6l vildgossaga és eleganciaja miatt, a
kvantummechanika irodalmanak nagy részében manapsag elfeledkeznek) nem
elégiti ki a matematikai szigorisag kovetelményeit még akkor sem, ha azokkal
szemben az elméleti fizika egyéb agaiban kozismert és természetes maddon
engedmeényeket tesziink. E modszer példaul er6sen tapad ahhoz a fikciéhoz, hogy
minden dnadjungalt operator diagondlis alakra hozhatd. Az olyan operatoroknal,
ahol ez nem lehetséges, Onellentmondé tulajdonsagokkal rendelkezd kiilonleges
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fuggvények bevezetésére van szikség. Az ilyen matematikai ,,fikcidkra” Dirac
modszerében még akkor is sziikség van, amikor szemléletesen definialt kisérlet
eredményének numerikus kiszdmitasara keriil sor. Nem lenne helye az ellenvetés-
nek akkor, ha ezekre az analizis jelenlegi kereteibe bele nem ill6 fogalmakra a fizikai
elmélet sajatos szerkezete miatt sziikség volna. Arra gondolhatnank, hogy amint
Newton mechanikaja maga utdn vonta az eredeti formajaban kétségtelendl
ellentmondasos infinitezimalis kalkulus fejl6dését, ugy a kvantummechanika is ,,a
végtelen sok valtozé analizisének” (j form4jat sugallja, vagyis, hogy a matematika
apparatusat kell megvaltoztatni, nem pedig a fizikai elméletet. A helyzet azonban
semmi esetre sem ez. Hangsulyozni kell, hogy a kvantummechanika ,,transzforma-
cidelméletét” olyan alakba lehet 6nteni, amely vilagos, egyértelm( és matematikai
szempontbdl sem kifogasolhatd. Ra kell mutatnunk arra, hogy ez a korrekt felépités
nem abban all, hogy Dirac modszerét pontositjuk és megmagyarazzuk, hanem az
alapoktol kezdve mas eljarasra lesz sziikséglink;ez az eljaras az operatorok Hilbert-
féle spektral elméletére tdmaszkodik.

Az alapkérdések elemzésében megmutatjuk, hogy a kvantummechanika statiszti-
kus formuladi miként vezethet6k le néhany kvalitativ jellegli alapfeltevésbdl.
Részletesen megvizsgaljuk tovabba, hogy a kvantummechanika statisztikus
jellegébdl lehet-e a természet leirasdban bizonyos tobbértelmiiségre (nem teljes
leirdsra) kovetkeztetni. Az ilyen kdvetkeztetés természetes folyomanya volna annak
az altalanos elvnek, hogy minden val6sziniiségi allitds ismereteink hézagos
voltaban gyoOkeredzik. Mar tébbszor felmertlt ilyen, a ,rejtett paramétereken”
alapulo okfejtés, valamint az is, hogy e ,,rejtett paraméterek” a megfigyel6 és nem a
megfigyelt rendszer jellemz8i. Kitlinik majd, hogy az ilyen kdvetkeztetés aligha
lehet sikeres, pontosabban, hogy 0Osszeegyeztethetetlen a kvantummechanika
bizonyos kvalitativ alapfeltevéseivel.3

Szemiigyre vesszilk e statisztika és a termodinamika viszonyat is. Tuzetesebb
vizsgalat megmutatja, hogy a klasszikus mechanikénak a termodinamika megala-
pozésahoz szilkséges ,rendezetlenségi” feltevéseivel kapcsolatos nehézségek
elkerllheték.4
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. BEVEZETO MEGFONTOLASOK

1. A transzforméciéelmélet eredete

Nem akarjuk ezen a helyen ecsetelni a kvantumelmélet segitségével az 1900-t6l
1925-ig terjedd id&szakban elért és Planck, Einstein, valamint Bohr nevével
fémjelzett nagyszer(i eredményeket.5 Eme id6szak vége felé minden kétséget
kizaréan vildgossa valt, hogy minden olyan elemi folyamatban, vagyis minden
atomi-molekularis nagysagrendben lefoly6 jelenségben a kvantumok ,,nemfolyto-
nos” torvényei érvényesiilnek. Majdnem minden teriileten olyan kvantitativ
kvantumelméleti modszerek alltak rendelkezésre, amelyek a kisérletekkel jol vagy
legalabbis kielégitéen egyezd eredményeket szolgaltattak. Még sokkal nagyobb
jelent8ségi volt az, hogy az elméleti fizikdban polgarjogot nyert a gondolat, hogy a
makroszkopikus vilagban mindeniitt megfigyelhet6 folytonossagi elv (,,natura non
facit saltus”) egy olyan vildgban végbemend &tlagol6das félrevezetd eredménye,
amely bels6 természete szerint nem folytonos jellegli. Az ember altalaban sok
milliard elemi folyamatot érzékel és a nagy szamok kiegyenlit6 térvénye elmossa az
egyes folyamatok valodi természetét.

Az el6bb emlitett id6szakban azonban még nem allt rendelkezésre a kvantumel-
mélet olyan matematikai-fizikai rendszere, amelynek segitségével az addigi
ismeretek egységes képbe lettek volna foglalhatok, s amely aldatdmaszthatta volna a
mechanika, elektrodinamika és a relativitaselmélet monumentalis egységét (a
kvantumjelenségek épp ezt az egységet zavartak meg). A kvantumelmélet annak
ellenére, hogy méltan formalt jogot az egyetemességre, a formalis és a fogalmi
eszkdzok hijan csupan egymastél lényegesen kiilonboz6, fliggetlen, heterogén és
egymasnak részben még ellent is mond6 téredékek halmazabol allt. Ebben a
vonatkozéasban a legszembet(in6bb volt a korrespondencia elve, amely félig a
klasszikus mechanikahoz és elektrodinamikahoz tartozott (és amely a problémak
végso tisztdzasdban meghatarozo szerepet jatszott), a fény kett6s, — ellentmonda-
sos — természete (hullam és részecske, lasd az 5. és a 148. jegyzetet) és végill
nemkvantalt (aperiodikus) és kvantalt (periodikus) mozgasok létezése.6

Az 1925. év hozta meg a megoldast. A Heisenberg altal vazolt elképzeléseket
Born, Heisenberg, Jordan, majd kissé késébb Dirac fejlesztette ki a fizika els6*
teljes kvantumelméleti rendszerévé. Valamivel késébb Schrodinger egészen més
alaprdl kiindulva ugyanolyan céllal kidolgozta a ,,hullammechanikat”, amelyrdl
csakhamar bebizonyosodott, hogy (legalabbis matematikai értelemben, lasd I. 3. és
4. fejezet) ekvivalens a Heisenberg, Born, Jordan, Dirac elmélettel.7 BoRNnak a
természet kvantumelméleti leirdsara adott statisztikai értelmezése8 alapjan Dirac
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és Jordan a kett6t a ,,transzformacidelméletben” egyesitette.9 Ebben a két elmélet
egymast Kkiegésziti és a fizikai problémak matematikai szempontb6l kiléndsen
egyszeriien ragadhatok meg.

Azt is meg kell emliteniink (noha nem tartozik kdzvetlenil targyunkhoz), hogy
miutdn Goudsmit és Uhlenbeck felfedezték az elektron spinjét és magneses
momentumat, a kordbbi kvantumelmélet majdnem minden nehézsége eloszlott, s
ma mar legaldbb olyan jé, mint kielégit6é mechanikai rendszer birtokaban vagyunk.
Megjegyezzilk azonban, hogy az elméletet az elektrodinamikaval és a relativitasel-
mélettel még nem sikeriilt a kordbban emlitett egységbe foglalni, de legalabb
megvan az egyetemesen érvényes mechanika, amelybe a kvantumtorvények
természetes modon illenek bele és amely kisérleteink tobbségét kielégitéen
megmagyarédzza.10

2. A kvantummechanika elsé megfogalmazasai

Bevezetésként roviden vazoljuk a Heisenberg—Born—Jordan-féle ,,matrixmecha-
nikat” és Schrodinger ,hullammechanikajat”.

Mindkét elmélet kiindulépontjaa H (q{, .. ,,ak p ,, .. .,pk) Hami'/tow-fliggvénnyel
jellemzett klasszikus mechanikai probléma. (Ez, amint azt a mechanika tankdnyvek
részletezik, a kovetkez6t jelenti: legyen a rendszer k szabadsagi fokud, vagyis
jellemezze valamely allapotat a k szdmu qu ..., gkkoordinata szdmszer(i értéke. Az
energia a koordinataknak és azok idéderivaltjainak figgvénye:

E=*L(gk ....qkqu ...,qk),

ez altalaban a qlt ..., gkderivaltak masodfoku fiiggvénye. A gx, .. ,,gk koordina-
tak p,, .. ,,pk konjugalt impulzusait a

o dL ) dL
“Em M
Osszefiuggések adjak meg. Ezek a fenti feltevés szerint a ql,...,qkk lineéris
fuggvényei. Ha szlikséges,aqlt . . gk-katp,, ..., pksegitségével kikiiszobolhetjik,
tehat

E=L(ql, .. .,qkqu .. .,gk=H(qt, .. .,.gkpu .. .,pk).

Ez a H a Hamilton-(ligg\ény.) Mindkét elméletben e Hamilton-fliggvény segitsége-
vel kell a rendszer igazi — vagyis kvantummechanikai — viselkedését felderiteni.
El6szor is meg kell hatdroznunk1l a lehetséges energiaszinteket, majd az ezeknek
megfeleld ,,stacionarius allapotokat”, ki kell szdmitani az ,,atmeneti val6szin(isége-
ket” sth.12

A matrixmechanika a probléma megoldasara a kovetkez6 utasitast adja: fel kell
kutatni afl,, ..., Qk P, ..., Pkmatrixok13 ama rendszerét, amely el6szor eleget
tesz a
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QmMIn-QnQ,, =o, PTPn-P nPT=0,

O ha Tdn,
PmQn-QnPm=\ (T,n=1....... K)

h
----1, ha m=n
2ni

osszefliggéseknek és masodszor, amelyre a

matrix diagonalis. (Nem megyiink bele annak részleteibe, hogy honnan eredtek
ezek az egyenletek, kiléndsen az els6 csoport, az Un. ,felcserélési szabalyok”,
amelyek eme elmélet egész nem kommutativ matrixkalkulusan uralkodnak. E
targykdr kimerit6 targyalasat az olvas6 az 1 jegyzetben felsorolt mlvekben
megtalalhatja. A ha P/anck-alland6.) fF-nek w,, »2,. .. diagonalis elemei a rendszer
megengedett energiaszintjei. A Qk,...,Qk matrixok g ”,..., @ matrixelemei
szolgaltatjdk — bizonyos szabalyok szerint — a wmenergiaji m-edik allapotbdl az
W, energiajuba (HT > wn) sugarzas kibocsatasaval torténd atmenet valdszindiségét.
Meg kell még jegyezniink, hogy a

W=H(QI,...,QkPI,...,PKk)
matrixot a Qt,..., Qk Px..., Pk matrixok és a
H (q *-<?P,- ¢ Pk)

klasszikus mechanikai Hamilton-fliggvény nem hatérozza meg teljesen, mivel Q, és
Pk nem mind cserélhet6k fel egymassal (ha 6sszeszorozzuk 6ket), mig a klasszikus
mechanikai értelemben pxqxés qxpxkozétt a H(gx. .., gk p,,..., pk) fiiggvényben
nincs értelme kilonbséget tenni. Ezért H tagjaiban — s ez H klasszikus jelentésébél
nem hamozhat6 ki — a qr k és pkk sorrendjét meg kell adnunk. Ezt az eljarast
— noha egészen altalanosan nem hataroztak meg — a fontosabb specialis esetekre
azonban ismerjik. (A legegyszer(ibb esetben, amikor a vizsgalt rendszer részecskék-
bél all s ezért k=3vszamu qlt. . g3vkoordinataja van, példaul a p-edik részecske
(p=12,..., v) Descartes-koordinatai q3fl- 2, q3%es a részecskék kdlcsénha-
tasat V(gk ...,q3v) alaku potencialis energia irja le, akkor a fenti probléma nem
merill fel. Ekkor a klasszikus Hamilton-fiigg\ény a kovetkez6:

v 1
H(qu.m.,q3,Pi....... P3v)= Z — (P3u-2+P3H-1+P3u)+Y(<11>- m A3/l

ahol Tua p-edik részecske témege, P3,,-2>P3,,-0P3,, pedig impulzusanak kompo-
nensei. Ennek jelentése a Q{,.. Q3 P{ ..., Pvmatrixok behelyettesitése utan is
vilagos, a potencialis energia sem jelent nehézséget, hiszen Qx, . .., B 3rfelcserélhetd
egymassal.) Fontos, hogy csak hermitikus matrixokat hasznalhatunk, vagyis olyan
A = {am} matrixokat, amelyekre am,=amm(az annelemek komplexek is lehetnek!).

13



igy H{QX. .., Qk Pu...,Pk)szlikségképpen hermitikus, ha B8,,..,,Qk P,,..., Pk
is az. A tényez6k sorrendjében bizonyos megkotések adddnak, de az elébb emlitett
probléma teljesen nem oldodik meg; e megkdtések nem elégségesek ahhoz, hogy
H (R 1(. m>Qk’ Pu- »*PQ'1a klasszikus H (qt, .. .,qkpt,..,,pf)-bdl egyértelmiien
meghatarozzuk.14

Ezzel szemben a hullammechanika szabalyai a kovetkez6k: képezziik el6szor a
H(gk ...,gk pu.. pk)#am<7fow-fuggvényt, majd a

h d h ¢ h ¢\

H\\ﬂ n--- ﬂ)ﬁm cyi 2m 6q2 'fﬁcq?)k/' .............. )= nP(Au----4K)
differencialegyenletet a konfiguracios téren értelmezett 1/(qf, . . .,qk) fliggvénnyel
(nem a fazistéren értelmeztik ¢r-t: a p,....... pk g-nek nem valtozo6ja). Kdnnyen

( h & h

P ¢ \Ifunkcmnaloperatorkenttekln-
2ni dgi’” " "'2ni dgkJ
tendd. igy példaul ez az operator az elébbi esetben a kdvetkez6:

érthetd madoén a HIVqt,. .. qk,

S|
H <A Pi....... Piv)~ I 1T-(plu-2+pllt-1+ply)+y(ALl.... A2v)"
U=1Mmn
Sez a Ah,,, --,5B*) figgvényt a
"\ fhVf d2 d2 r2 \
ly-iy-:) (T2—P+--,-— 0+~ 2 )+ YO
fuggvénybe transzformélja (elhagytuk agx...,q3 valtozét). A gx——— ope-
2nidgx
racio  kilonbozik a -Z-ﬁi-a-d-qk operaciétol, 15 s igy itt is felmerll a

H(g3. . gk Pi,. . pk)fliggvényében szerepl6 pmés gmmennyiségek hatarozatlan
sorrend(i szorzataib6l adddé bizonytalansag. Schrodingernek sikeriilt azonban
variacioés elv segitségével e bizonytalansagot kikiiszébdlnie, s pedig Ugy, hogy a
variaciés elv dnadjungalt egyenletet szolgaltatott.16

E differencialegyenlet (a ,,hullamegyenlet”) sajatérték-probléma jelleg(i, ameny-
nyiben 7t sajatérték-paraméterként értelmezzilk és amennyiben megkdveteljik,
hogy a konfiguracids térben a b= " u. ..,qk) sajatfliggvény legyen regularis és
egyertékd, valamint, hogy tlnjék el a qgl,...,qk tér hatarain. A hullamelmélet
értelmében a Asajatértékek (mind a diszkrét, mind a folytonos spektrumban)17 a
megengedett energiaszintek. Az ezeknek megfelel§ (komplex) sajatfliggvények
(Bohr értelmezése szerint) a rendszer stacionarius allapotaihoz tartoznak, v
elektronbdl all6 rendszernél (k=3v mint elébb, e az elektron tdltése) a p-edik
elektronnak az x,y, z pontban mért toltéssiir(iségét az

e [-o-i lo@An-m, a3,-yX,y,r, q3)l+l----q3y) \2dqi . ..dq31_Jq3H;.. .dg3y

(3v—3)-szoros
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kifejezés szolgéltatja, vagyis' Schrodinger szerint gy kell az elektront elképzelni,
mintha szét volna ,kenve” az egész x,y,z (-q 3L 2,q3u_Il,q3v) térben. (A teljes
toltés e, igy ¢l az

- o1 le/tan- «»<PV) 12d«i »+ dq3v=1

(3v)-szoros

feltétellel normalnunk kell. 1tt mind a 3v valtozéra kell integralni. Ugyanez az
egyenlet adodik az Osszes //= 1,2,..., vesetben.)

A hullammechanika szerint, olyan rendszereken is végezhet§ megfigyelés,
amelyek nem a Bohr-féle stacionarius allapotokban vannak.18Ha ti. az allapot nem

staciondrius, vagyis idében valtozik, akkor a d="(q,,..., gk;t) a i id6t
tartalmazza és valtozasat a

( h d h e\ h 8
H\q|>-- 27ZGJ'>""2'7]/'a EXART ’\k;t)=§q/a]f(ql,. .,qk; t)

differencialegyenlet irja le. Eszerint p tetsz6legesen adhaté meg t =i0-ban, és ezzel
tetsz6leges t-ben egyértelm(ien meghatarozédik. VVoltaképpen még a stacionarius ¢
is id6fliggl; a két Schrodinger-egyenlet Osszehasonlitasabol latszik, hogy az
idéfiiggés ilyenkor

2ni

....... gk;t)y=e ~*"(qgl..,,9K),

vagyis t csupan olyan egysegnyi abszollt érték(i tényezében fordul el§, amely
q,,..., -tol figgetlen (tehat a konfiguracios térben allandd), s igy példaul az elébb
definialt toltésslriség allando. (Altalaban sejthetd — s ez kés6bb részletesebb
meggondolasok alapjan megerdsitést nyert —, hogy a ¢ egységnyi abszolut értéki
és a konfiguracios térben éallando tényezéje megfigyelhetetlen).

Minthogy az elsd differencidlegyenlet sajatfliggvényei teljes ortogonalis rendszert
alkotnak,20 igy minden db=d(qt, ..., gk) e fliggvényrendszer szerint kifejthetd. Ha
tdu p2,- mmaz (id6tdl fuggetlen) sajatfliggvények és A, n2,... a megfeleld sajatérté-
kek, akkor e kifejtés 0

Fi>-e0.<?%)= L a jn(qiy...,qk). 2L
X )H:1 j n(qiy. . .,qk)

Ha & még az id6tdl is figg, akkor az a,, egyltthatdk tartalmazni fogjak a i-t (a
oj, B2, ... sajatfiggvényeket viszont itt és a kdvetkez6kben mindeniitt az id6tol
fuggetlennek kell tekinteni). Ezért, ha a szdban forgé =" {, . .,,qk) voltaképpen

egy b= *x.....F*;i0), akkor a
®
P= A\, eo.<?U= n)Slan(*)dnn

fuggvényre kapjuk, hogy

Ho= X an({)Hdpn= X an(t)kjn,
=1 el
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s a két jobb oldal egyitthatoit egyenlévé téve:

h p _ n— *
i an(t)= -A,a,(t), a,(i)=c.e 4

tehat
2ni 2ni
() =e~ * 9% _'0a,(r0)=e r Ao
és
® 2
iV=i/l@l,...,qk;t)= £ e" *'m""V ji,, ...4)
n=1

Ha tehat tf nem staciondrius, vagyis akar csak egyetlen a,,nem tlinik el, akkor ipat
valtozotél mar nem csupan egy egységnyi abszolut értékd, térben allandé tényezdén
keresztlll fiigg. Ezért altalaban a toltéssir(iségek is valtoznak, tehat elektromos
rezgés is létrejohet.2

Lathato, hogy mind az alapvetd elképzelések, mind pedig a gyakorlati mddszerek
jelentésen kulénbdznek a két elméletben. Ennek ellenére kezdettdl fogva
megegyez8 eredményeket szolgaltattak, még akkor is, ha a kvantummechanika
régebbi fogalmaihoz mérve a részletes szamitasok Ujszer(iek voltak.23 E kiillonos
helyzetre — amint arra az |. 1 fejezetben mér utaltunk — ScHRODINGERnek az a
bizonyitasa deritett fényt,24 mely szerint a két elmélet matematikailag egyenértékd.
Most, mikdzben megvilagitjuk a Dirac—Jordan-féle altalanos transzforméaciéelme-
letet, figyelmiinket eme ekvivalencia-bizonyitasra ésszpontositjuk.

3. A két elmélet ekvivalenciaja: a transzformécidelmélet

A matrixelmélet alapfeladata az, hogy megtalaljuk azokat a Qu. ... Qk Pk ..., Pk
matrixokat, amelyek egyrészt Kielégitik az 1. 2. fejezetben felirt felcserélési
relaciokat, masrészt pedig, amelyeknek bizonyos i/iQj,..., Qk Pu. .., Pk) figgvé-
nye diagondalis matrix. E feladatot mar az els6 publikacidjukban Born és Jordan
két részre osztotta.

El6szor olyan Q,,..., Qk Pj,.. Pkmatrixokat kell talalni, amelyek csupén a
felcserélési Osszefliggéseket elégitik ki. Ez kdnnyen végrehajthat6,25 am altalaban
ilyenkor

a=xel...,e,pl...,pK

még nem diagonalis matrix. Ekkor a helyes megoldasok a
Q1= S QIS,...,Qk=S 1QkS-
P1=S~IP1S,...,Pk=S~IPkS
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alakban keresenddk. Itt S tetsz8leges matrix (attdl eltekintve, hogy léteznie kell az
S~linverz matrixnak, amelyre S~1S=SS~1= 1. AQ,,..., Qk PIt. .., Pkfelcsere-
lési szabalyai érvényben maradnak Q,,..., Qk P,,,..., Pkra is (mégpedig S
tulajdonsagai értelmében azonosan);

R=H(O,...,8t,PL...,PK
pedig a
H=S-1RS=W(RY...,81,P1l....PK 26

matrixba megy at. igy S-re csak az a megkotés, hogy adott R-ra S~*fiS legyen
diagonalis. (Természetesen annak is utana kellene nézni, hogy vajon mind 8, mind
pedig S 'QtS stb. hermitikus-e. Részletesebb vizsgalattal azonban kimutathato,
hogy ezt az Gjabb S-re vonatkozé megkdtést kés6bb mindig ki lehet elégiteni s igy
bevezetd meggondolasainkban nem foglalkozunk vele.)

Tehat az adott fi-t az S~1fiS képlet alapjan diagonalis alakra kell transzformalni.
Fogalmazzuk meg pontosan, hogy ez mit jelent.

Jelélje apvr a R matrix, spv pedig a keresett S matrix elemeit. Legyen wi az
ugyancsak ismeretlen Hdiagonalis matrix diagonalis eleme, az altalanos elem tehat
A\

A H-S 1HS igy is irhat6: SH = HS; ez pedig azt jelenti (a matrixszorzas jol
ismert szabalyat felhasznalva és az egyenlet két oldalanak megfelel6 elemeit
egyenl6vé téve), hogy

vagyis

itpv ~vp ~p ~pp o
\2

Az S matrix p-adik oszlopanak elemei slp,s2p,... (p=1,2,...). Lathato tehat, hogy
ezek az oszlopvektorok és a H matrix megfelel§ wp diagonalis elemei kilén-kalon
megoldasai a

Eapxv=A-xp (p=1,2,...)

sajatértékfeladatnak. (Az Xj=x2=...=0 trivialis megoldast természetesen
kizarjuk.) Valéban xv= svp, A= wpilyen megoldas. (Az xv= 0, vagyis swp= 0 (minden
v-re) valéban nem engedhet6 meg, mert ekkor S-nek p-adik oszlopa azonosan
elttinnék, ami lehetetlen, mert S-nek létezik az S ~1inverze.) Erdemes megjegyezni,
hogy lényegében csak ezek a megoldasok léteznek.

A fenti egyenlet valdjaban a kdvetkez6t jelenti:azx = {x,,x2...{ vektornak A
szorosat kapjuk, ha azt R-sal transzformaljuk. Az x = {x,, x2,...} vektort S~ "-nel
transzformalva az y={y1>2 ...} vektort kapjuk. Az y-t a H-val transzforméalva
ugyanazt kapjuk, mint akkor, amikor x-et a

Hs-"~s-"fls r ~ r 1-fi

2 Neumann J. 17



matrixszal transzformaljuk, ez tehat Ax-nek transzformaltja S ‘-nel, vagyis Ay. A
Hy komponensei

\%

Ay komponensei pedig a Ay,-k. Kell tehat, hogy wpyp= Xyu, az 6sszes /x=1,2,. ..
esetén, vagyis, hogy yp=0 valahanyszor wp+X. Legyen gpaz a vektor, amelynek
p-adik komponense 1, az Osszes tobbi pedig 0. Ekkor y ama Apk linearis
kombinéacioja, amelyekre wp—A tehat példaul zérus akkor, ha ilyen nincs. Az x Ugy
all el6, hogy y-ra S-et alkalmazzuk, ezért az nem mas, mint a linearis kombinacioi az
eléz8 qp-k S-sel valo transzformaltjainak. Az Srjp-nak p-edik komponense (tekintve,
hogy »p-nak v-edik komponense 6vp)

v

Az S-nek p-adik oszlopat, {slp,s2p,... }-t vektorként tekintve, az x mindazon
oszlopok linearis kombinacidja, amelyekre wp= A tehat példaul zérus, ha ilyen nem
fordul el6. Kovetkezésképpen allitasunkat bebizonyitottuk: a lehetséges sajatérté-
kek wj, w2, ...; az xv=sw és A= wp lényegében az egyedili lehetséges megoldas.

Ez nagyon fontos, mert igy nem csupéan a sajatérték-feladat minden megoldésat
hatarozhatjuk meg S és H ismeretében, hanem forditva, a sajatérték-feladat teljes
megoldasaval meghatarozhatjuk S-et és H-t. A H esetében példaul a u™-k nem
egyebek, mint a Amegoldasok, és minden ilyen Aannyiszor fordul el a wu w2, . ..
sorozatban, ahany lineérisan fliggetlen X[,x2). .. megoldas létezik,28 igy w,, w2, . ..
mar meghatarozodik a sorrendtél eltekintve.2

A matrixelmélet alapfeladata tehat az

Ei* IXvXv = Axv (p=12,...)
sajatérték-egyenlet megoldasa.
Térjlink at most a hulldmelméletre. Itt az alapegyenlet az

E2- H<p(qu . . .,qk)= X(p(! ....... gk)

hullamegyenlet, amelyben H a mar megvizsgalt differencidloperator. Keressik az
osszes (p(qlt...,qk) és A megoldast a <p(p,,.. -,qk)=0 trivialis esettdl eltekintve.
A feladat hasonlo E, .-hoz: az x,, x2,... sorozat, amely a nem folytonos v valtozo
(ahol a valtozo az 1, 2,... értékeket veheti fel) xvfliggvényének tekinthetd, megfelel
a (p(i',...,qt)-nak, amely viszont a qu .. .,qk folytonos véltozék fliggvénye. A A
mindkét esetben ugyanazt a szerepet jatssza. Az

A\

transzformacié azonban nem nagyon hasonlit a
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<P@L- * <) *H(p(at, . .,,qK)

leképezéshez. Hogyan lehet itt mélyebb analégiat talalni?

A Vindexet valtozonak tekintettiik és a k szamu glt. .., gkvaltozonak feleltettiik
meg, tehat pozitiv egészt hoztunk kapcsolatba a k-dimenzids konfiguracios tér (ezt
mostantol O-nak nevezziik) egy pontjaval. Nem varhato hat, hogy a £ 6sszegként

\

vihet§ at O-ba. Inkabb az varhato, hogy a helyes analégia az j...j..,dqt.. ,dgk

fi
lesz (ezt a dv=dql.. ,dgk térfogatelemmel réviden igy irhatjuk: j .. ,dt>). A két
n

index tipust valtozotol fliggé hRY matrixelemnek a

Haqi,-m qkq'i,- *-,gk)

fuggveény felel meg, ebben <?,,..., gkés q\,..., dkegymastdl fuggetleniil a teljes O-t
futja be. Az

vagy masként az

transzformécié a

<p(ai,e +-Ak) - ih(ql...,gkg\..... dk) (p(q\,....q'k)dg\ .. .dgk
n
kifejezésbe megy at.
Az Ej. sajatérték-problémat igy is irhatjuk:

E,. 1Thwixv.= Axv,

ezt igy kellene atirni:

E3. J...jh@%...,qkq\,...,0k) <p@,.. .,qk)dg\.. ,dgk=A(u. . .,qk).
i
Az E3. tipust sajatérték-feladatot, mely integralegyenlet néven ismeretes a
matematikaban, mar alaposan megvizsgaltak és valoban kitlint, hogy az messzeme-
néen hasonlatos az E,. feladathoz.30
Sajnos azonban E2. nem ilyen alaku és csak akkor hozhaté ilyen alakra, ha a

/ h d h e\

differencialoperatorhoz talalhat6 olyan h(qu..., gk q\,...,g'k) figgvény, hogy

l. H(p(gx ..-,gk)=\. . $h(ql....... gk q\,..,.gkag>(q\,....gkyaqg\.. .ddk
0



azonosan [vagyis minden (p(qlt..,,qk)-ra] teljesiiljon. Ha létezik ilyen
h(al,..,,qgkg\,...,q'k), akkor azt a H funkcionaloperator ,,magjanak” nevezziik, H
ilyenkor ,integraloperator”.

Ilyen transzformécio viszont altalaban nem lehetséges, vagyis a H differencial-
operatorok altalaban nem integraloperatorok. Még a legegyszeriibb funkcional-
operator, amelynek egységoperator a neve és <pt 6nmagaba transzformalja, sem

ilyen. Gy6z6djiink meg err6l! Legyen 1 és keressik a megfelel6 h(q,q")
fuggvényt, vagyis koveteljuk meg, hogy

+®
A. cp(@)=1_h(a,a)q>(q)dg’

@

legyen. Alkalmazzuk ezt a cp(q+ q0) fliggvényre és legyen =0, tovabba vezessiik be
a q"=q +q0 integracios valtozaét! Ekkor

Ro)= i h(0,9"-qo)(p(q")dg".

irjunk most q0és " helyébe g-1 illetéleg q'-t, ekkor lathato, hogy h(g, q') mellett még
h(0,q' —q) is megoldasa a feladatnak, tehat feltehet6, hogy h(q,q") csak q'-q-tdi
fiigg. igy az is megkovetelhetd, hogy

Az- )= i@h(Q'-Q) (p(a)da’,  I(h(a.9")=h(a"-ajl,
Ha most q=0, akkor ez ilyen alaku:

+@®
A3. #0)s j _h(q)g>(a)da.

)|

A (p(g)-t (p(-g)-\al helyettesitve lathato, hogy h(qg)-\al egyitt h(-q) is megoldas.
Megoldas tehat a hl(g)=%[h(q) +h(-q)'] paros fliggvény is.

Vilagos, hogy ezek a kovetelmények nem teljesithet6k. Legyen ugyanis (p(g)>0
g” 0-ra és <p(0) = 0, ekkor A3. szerint h(q)=0ha q $10.3LDe ha (p(g)= 1-et valasztjuk

i h(g)dg=1,
®

mig az el6z6 valasztasbdl levont tanulsag szerint

i h(gq)dg=0.
)|
Mindazéaltal Dirac felteszi, hogy létezik ilyen fliggvény:
+®
Ad. HH=0, ha q~0 és 6(g) =6(—q), J 6(q)dg=l.
)

igy mar kielégithet6 lenne A3, (tehat A,, és A2. is):
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+@ +@
I (p(a)6(g)dg=¢>0) J 6(q)dg +

—0C —0C

+ i 0(a)[(p(a)-<p(0)~\dg = (p(0)- 1+ j 0« =<>0).
Ezt Ugy kell elképzelni, hogy e fliggvény az orig6tdl eltekintve mindenitt zérus, de
ott olyan ersen végtelen, hogy 6(q) integralja mégis 1.2
Ha ezt a fikciot egyszer elfogadtuk, akkor mar a legkilonb6z6bb differencialope-
ratorok is integraloperatorként irhatok fel, csak még O(q) mellett annak derivaltjait
is be kell vezetni. Ekkor

d'_'l_ d+® i
Jq.. dq _@( 6(q-9")(p(a)dg

=0~ H DKW = 6 (g-9')<p(g')dg’,

- X

<<= 0(9-9)9"(p{q")da'= j 6(q-9') 9™(p(a’)dqg .

dll
Vagyis-d-(i'-.és g" magja 6w (q—q"), illet6leg 6 (q-q' )gn E séma szerint bonyolultabb

differencialoperatorok magjai is vizsgalhaték. Tébb valtozo esetén a deltafliggvé-
nyek szorzata vezet célhoz, példaul:

i- o= <%i -q\)6(q2-9'2) .. B(gk-q'K) (p(a\,.. ..q'k)dq\.. .dgk=
i

+ X + X + X

= j C -CJ [ S 40— <ABE-q'iwqg'iiOfa-q'iwi]...]x

—X

+ X + X

*8(gk-q'k)dgk= J C---[ J 4>(qi,q2...... qooé(g2— )dZ'?7]...] x
>H(<?*-<ii)dgi=...=</>(4,....... gk),

J.. S'(gl-q'NO(g2-q'2). .,6(gk-q'k) <p(q\,. . ..g'k)dq\ .. .ddgk=

(o)

_d r
i
Q

-q\)6(gq2-q'2). .. 6(gk-q'k) <p(a\....... gk)dg\. . .ddgk=

21



= 3d—_ 9(q .ene gk), és igy tovabb.
dni

Ezért az integralel6allitds a gyakorlatban minden operatorra felirhato.

E reprezentacio birtokaban az E ,. és E3. feladat analdgiaja teljessé valik. A v, v';

X helyébe rendre gx. ..,qk;q\,. . ,,q'k; J...J. ..dqg\...ddk; o kertil.
\Y 0

Mivel a (p(qt....... gk) fuggvény az x vektornak felel meg, a h(qt, ..., gk g\....... gk)
mag sziikségképpen a iiw. méatrix megfelel§je. Hasznosabb azonban, ha magéat a
magfiggvényt tekintjik matrixnak, ésaq{, .. .,qkla v-nek megfelel6 sorindexnek,
illetve a q\,..., gkl pedig a v'-nek megfelel6 oszlopindexnek. igy az 1,2,...
szamokkal jellemzett ,,értelmezési tartomany” diszkrét sorokkal és oszlopokkal
rendelkez6 [aw] matrixok mellett 1éteznek még a .,gkq\,...,qk)] matri-
xok (a magok) is, ezek értelmezési tartomanya a k valtozoval jellemzett teljes i1

Ez az analdgia formalisnak tlinhet, valdjaban azonban nem az. A vés Vv indexek
az allapottér koordinatainak tekinthet6k, nevezetesen: ha ezek kvantumszamokat
jelentenek a Bol/ir-elmélet értelmében: olyan szamokat, amelyek a kvantumfeltéte-
lek megszoritasai miatt diszkrétek és a fazistérben a lehetséges palyakat jellemzik.

Nem kivanjuk tovabb kdvetni ezt a gondolatmenetet, amelyet Dirac és Jordan a
kvantumfolyamatok egységes elméletévé kovacsolt. Az ,,illetlen” fliggvények [mint
példaul a <G és a a'(x)], amelyek ennek kiépitésében meghatarozd szerepet
jatszottak, az altalanosan hasznalt matematikai modszerek teriiletén kiviil esnek, és
a mi célunk éppen az, hogy a kvantummechanikat ez utobbi médszerekkel irjuk le.
igy attériink a két elmélet egyesitésének masik, Schradingert6i szarmazo eljarasa-
ra.

4. A két elmélet ekvivalenciaja: a Hilbert-tér

Az |. 3. fejezetben vazolt eljarassal analdgiat épitettiink ki Z = (1, 2, ...) indexek
»diszkrét” tere és a mechanikai rendszerek folytonos Q allapottere (£2k-dimenzios;
k a klasszikus mechanikai szabadsagi fokok szama) kdzott. Nem meglepd, hogy ezt
csak a matematikai formalizmus bizonyos mérték(i megsértése aran érhettilk el. AZ
és M tér a valdésagban egymastol er6sen kilonbdzik és minden olyan véllalkozas,
amellyel a kett6t ilyen 6sszefliggésbe kivanjuk hozni, sziikségképpen komoly
nehézségekbe Utkozik.33

Valgjaban ilyen kapcsolatban nem is a Z és az I2 tér all egymassal, hanem az
ezeken a tereken értelmezett fliggvények, tehat az x, x2,... sorozatok és a
<p(qi,. = gk) fliggvények;az elébbiek Z-n, az utébbiak fi-n értelmezett fiiggvények.
Tulajdonképpen ezek jatsszak a legfontosabb szerepet a kvantummechanika
problémaiban.

A Schrodinger-féle elméletben lényeges, hogy az

i- mi mw'gk\2aqi...dqk
fi
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eggyel legyen egyenld; ilyenkor <>fizikailag interpretalhat6 (lasd az I. 2. fejezetet).
A matrixelméletben az x,, x 2 m. mvektor jatssza a lényeges szerepet (lasd az I. 3.-ban
az Ej. feladatot). Az ilyen sajatérték-problémak Hilbert-féle elméletében e vektorra
mindig fel kell tenni, hogy £ |x vj2véges (lasd a 30.jegyzetben szerepl6 hivatkozast).

Az is szokdsos — tekintve, hogy az xv=0 trivialis esetet kizartuk —, hogy xwt
normaknak tételezzik fel: £|x\2= 1. Vilagos, hogy ilyen mddon korlatozddik a

Z-n és il-n megengedhetd fiiggvények kore azokra, amelyekre

1K 12 illetéleg J..J|<p(ql...,gjR|2ddl...d<7k
v T
véges, mert csak ezekre tehet§ a £, illet6leg az j . ..J egyenlévé eggyel, vagyis csak
v n
ezek normalhatdk a szokasos értelemben Ugy, hogy allandéval megszorozzuk
Oket.34 Jelolje az ilyen fliggvények oGsszességét Fz, illetéleg Fa.

Ezekre a kovetkez6 tétel érvényes (Fischer €s F. Riesz35): Fz és Fn izo-
morfak egymassal. Pontosabban ez a kovetkez6t jelenti: Egy-egy értelmdi

megfeleltetés létezik Fz és Ffi kdzott, vagyis minden olyan x,, x2, ... sorozathoz,
amelyre £ |x2 véges, tartozik olyan o>ax, ..., @k) fliggvény, amelyre
az }...j \<Vp(q<, ..., gk\dqgl ... dgk véges és megforditva. Ez a megfeleltetés
0
linearis és izometrikus. A linearitds azt jelenti, hogy ha <p(q, ..., «”j-nak
X,y X2, ..., A, . . <fii)-nek pedig y,, y2, ... felel meg, akkor ax,, ax2, ... és
xl+yl,x2+y2, ... az acptii, ..., gj-iiak, ill. (p(qu ..., gk)+</(q, ..., gj-nak a
megfelel6je. Az izometria azt jelenti, hogy ha x,, x2, ... a $4,, ..., ilJ-hoz

tartozik, akkor

X[xM2=j\. Jk»(«i,...,qk\2dqt .. .dgk.

Y r
(Az izometria sz6 onnan ered, hogy ha, amint az szok&sos, X, Xx2...-t és
(p(qu . m-,qk)-1 vektornak tekintjik, akkor e vektorok ,,hossza”:

JNVR

illetéleg

.M 12di/i mmdgk .
ft
Ezenkivil még ha x,,x2... és y~Yr,... felel meg (p(qt,.. gk)-nak, ill.
p{a{ ....")-nak, akkor

ZXwv=1i-* Ne(4\....... UndUi........ L) &ch mm dgk
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(és mindkét oldal abszolut konvergens). Az izometridval kapcsolatban meg kell
jegyezniink, hogy megkdvetelhettiik volna a

I*v =1- m->4%)d4i- -dgk

v Q
teljestilését is, amellyel teljes analdgiat teremthetnénk az egyik oldalon az
Osszegezes és a masik oldalon az integralas k6zott, azonban a részletes vizsgalat azt

mutatja, hogy a kvantummechanikdban a £ Osszegezés és az

v

d4i em-d”
n

integraléas csak xwv, ill. cp(g, . .., gk) I/{qu . . .,qKk) tipust mennyiségekre fordul eld.

Akovetkezd fejezetben éppen a leglényegesebb az lesz, hogy miként derithet6 fel e
megfeleltetés, igy itt most nem foglalkozunk ezzel tovabb. Hangsulyozni kivanjuk
azonban, hogy Z és I2 egymastdl igen kiilonbozik, koztik a kozvetlen kapcsolat
Iétesitése matematikailag megoldhatatlan nehézségekhez vezet. Az Fz és FQizomorf
egymassal, vagyis belsd szerkezetiikre nézve azonosak (vagyis benniik ugyanazon
absztrakt tulajdonsagok valdsulnak meg kiilonb6zé matematikai formaban) — és
voltaképpen ezekben (és nem Z-ben, vagy il-ban) siirsddik Ossze a matrix-,
illetéleg a hulldammechanika analitikai tartalma; tehat ez az izomorfia azt jelenti,
hogy a két elméletnek sziikségképpen mindig egyforma numerikus eredményeket
kell szolgaltatnia. Mas szoval ez az izomorfia vezet ahhoz, hogy a

fl=H(Ql,...,QkPI,...,Pk)

matrix, illet6leg a

(. h d h d\
H-H%qi,...,qk— — - —

operator egymasnak megfelel6je. Mivel mindkett6 ugyanolyan algebrai operacio-
val kaphat6, egyrészt a Qh P, (/=1 2,../c) maétrixokbdl, masrészt a
h

Qyy o v oy —d . (/1=1,2,.. .,/c)funkcionaloperatorokbol, azért elég megmutatni,
hogy a (quh%ﬁa Q métrix,-z-r]--r-ﬁd—d nek a P, matrix felel meg. Q,-re és P,-re azonban
semmi egyebet nem k(‘jveteItUnkqlmeg, mint az |. 2. fejezetben felirt felcserélési
osszefiiggéseket:

QmMn-QnQm=o, PmPn-PnPm=o,

0, ha Tdn, (mn=12...).
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Amhaaq,,.. : operatoroknak megfelel6 matrixok is eleget tesznek

., ..2ni ,crq-|> h d L )
ezeknek a kikotéseknek, akkor a _Z_r_1_i_8qt'" funkcionaloperatoroknak

maguknak is. megvannak ezek a tulajdonsagai és ezek az Fz-re val6 izomorf
attéréskor nem vesznek el.

Minthogy az Fz és az Fn rendszer izomorf, és a rajtuk felépitett kvantummechani-
kai elméletek matematikailag egyenérték(iek, elvarhatd, hogy egy egységes kvantu-
melmélet felépitése, amely fliggetlen a kivalasztott formai keretek esetlegességeitdl
és amely csak a kvantummechanika targyszer(ien lényeges vonasait tartalmazza,
akkor érhetd el, amikor a bels6, Fz-ben és Fn-ban kdzos tulajdonsagait mutatjuk ki
és ezeket valasztjuk kiindulasi pontként.

Az Fz rendszer ,,Hilbert-tér" néven ismeretes. Ezért els§ feladatunk a ,,Hilbert-
tér” alapvet tulajdonsagainak vizsgalata, fliggetlenil Fz vagy Fn specialis
alakjatol. Az e tulajdonsagokkal jellemzett matematikai struktdra neve ,,absztrakt
Hilbert-tér”. Ez, speciélis esetben, ekvivalens mddon testesil meg az Fz-n, vagy az
Fn-n végzett szamitasokban, de e szdmolasoknal az ,,absztrakt Hilbert-tér” az
altalanos esetekben konnyebben kezelhet6.

Célunk tehat az absztrakt Hilbert-tér leirasa és a kovetkezd megallapitasok
szigorU bizonyitasa:

1 Az absztrakt Hilbert-teret a lerégzitett tulajdonsagai egyértelmden jellemzik,
tehat lényegesen kiilonbdz6 megvalosulasai nincsenek.

2. Tulajdonsagai mind Fz-re, mind pedig Fn-ra is jellemz&k.

(Az 1. 4. fejezetben csupan kvalitative elemzett sajatsdgokat még pontosabban
meg kell vizsgdlnunk.) Ha ezzel végeztiink, akkor az igy elsajatitott matematikai
modszert felhasznaljuk a kvantummechanika szerkezetének felépitésére.
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Il. AZ ABSZTRAKT HILBERT-TER

1. A Hilbert-tér definicidja

Most kivitelezzilk az I. 4. fejezet végén felvazolt programot: meghatarozzuk a
Hilbert-teret, amely majd a kvantummechanika kezeléséhez szilkséges matemati-
kai alapot szolgaltatja, mégpedig az abban hasznalatos fogalmak segitségével.
E fogalmak jelentése ugyanaz az xv(v=1,2,...) sorozatok ,,diszkrét” Fz figgvény
terében ésa <p(ct, ..., gk) hullamfiiggvények folytonos i) terében (<?,,..., gka teljes
fi konfiguraciés teret futja be). E fogalmak, amint mar utaltunk reajuk, a
kovetkez6k:

a) ,Szorzas skalarral”, vagyis a komplex a szdm és a Hilbert-tér valamely /
elemének szorzata: af. Fz-ben xwbol igy axv Fn-ban <p(ct,...,qk)-bél a

o o) keletkezik.

B) A Hilbert-tér valamely f ésg elemének 0sszeadasa és kivonasa / *g. igy Fz-
ben xwb6l és ywb6l xvtyvy Fn-ban tp (g <&)-bdl és \l/(qu . . gk)-bo\
<P(«i.- ® «-4k) keletkezik.

y) A Hilbert-tér valamely f és g elemének ,,skalaris szorzata”, aj-t6l és Rj-tol
eltér6en e miivelet (/, g) eredménye komplex szdm és nem a Hilbert-tér valamely
eleme. igy Fz-ben xwbdl és ywbdl a ]Txwvszam, Fn-ban pedig <p(cf; ..., <*)-bdl és

\2
N« L-sesc*>mb0i az

Joody (g, gqt)N(<?,. m .., dok
a
szam keletkezik. (Fz és Fn definicioja még kiegészitendd a megfeleld konvergencia-
bizonyitasokkal; ezeket a Il. 3. fejezetben adjuk meg.)

A tovébbiakban f,g,...,tp t,... jel6li majd a Hilbert-tér pontjait,
ab, ..., x,y,... a komplex szamokat, k, I, m, ..., u, v,... pedig az egész
szamokat. A Hilbert-teret )Rx-nel is jeldljik (ez a ,,00-dimenzios euklideszi tér”
roviditése hasonldéan a szok&sos )R,-hez, amely az «-dimenziés euklideszi tér
roviditése).

Vegylk észre, hogy az af, fxg, (/, g) operaciok éppen a vektoralgebra
alapmdiveletei; az euklideszi geometridban a tavolsdgokkal és a szdgekkel, a
pontmechanikaban pedig az er6vel és a munkaval a szamolast éppen ezek teszik
lehet6vé. A hasonldsag Fz esetén vilagossa valik, ha IRx x!,x2, ... pontjai helyett
9t,-nek Xj....... X, pontjait tekintjik (ezekre az aj, B), y) miveletek hasonloan
definidlhatok). Az n=3esetén a kdzonséges tér szokasos miiveleteire ismeriink ra.
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Esetenként az x,, x2.. ..,x,, komplexust jobb nem pontnak, hanem a 0,...,0
pontbdl az Xj, . . x, pontba mutatd vektornak tekinteni. Az absztrakt Hilbert-tér
definicidjanal az af fxg, (f g) vektormiiveleteket vessziik alapul. A vizsgalat,
ahogy az majd kitlinik, 91x mellett minden 91,,-re is kiterjed. Ezért nem tesziink 91x
és 91, kozott kiilonbséget s a szébanforgo teret egyszeriien 9l-rel jeldljik.

El6szor is szogezzik le 91-nek a vektorterekre jellemz§ tulajdonsagait.37

A Az 91 lineéris tér.

Ez azt jelenti, hogy 91-ben értelmezve van azf+g Osszeadas és az af szorzas
skalarral (/ és g 91-nek eleme, a komplex szam, / +g és af 91-nek eleme); 91-nek
van zérus eleme.38 A vektoralgebra jol ismert szabalyai érvényesek e térben:

f+g=g+f (az 6sszeadas kommutativ),

(f+g) +h=f +(g+h) (az 6sszeadas asszociativ),

(a+b)f =af+bf (a szorzas skalarral mindkét értelemben
a(f+g)=af +ag disztributiv),

(@ab)f=a(bf) (a szorzas asszociativ),

0 f =0, le/=/ (igy szorzunk 0-val és 1-gyel).

Az itt nem szerepld szabalyok ezen feltevések kdvetkezményei. llyen példaul a
zérusvektor szerepe az dsszeadasnal:

[ +0=1/+0 / =(1+0)s/=1/=/.
Ilyen a kivonas egyértelmiisége. Legyen

-/ =(-1)1, f-g =f+(~0),
ekkor (-1 g (~9)

(I-£) +E£=(/ + (-£)) +£
=/ +((-£) +£), =/+((-1)S+1g)
(/+£)-,2=(/+£) +(-,?) =/+((-D)+Dg
=f +(g+(~g)),\ =/+0 g=/ +0=/

Ilyen a szorzés és a kivonas disztributiv szabalya:
a(f-g) =af +a(-g) =af +a((-1) m)=
=af +(a(-1))g=af+((-1)a)g =
=af +(-1)+(ag)=af + (- ag)=af - ag,
(a-b)f=af +(-b)-f =af +((-1) b)-f=
=al+(-1)- {bfy=af +(-bf) =af-bf.
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Mindezt nem érdemes tovabb részletezni, vilagos, hogy a vektoralgebra szabalyai
érvényesek.

Illyen modon bevezethet6 9i-ben a linearis fliggetlenség fogalma is, miként a
vektoroknal:

1 Definicio: Az iR -nek..,/kelemei linearisan fliggetlenek, ha az

aifi + eee+akfk=0

(elf. . .,ak komplex szdmok) egyenletbdl kovetkezik, hogy a, = ... =ak=0.

Bevezethetd tovabba a vektoralgebrabdl ismert lineéris sokasag fogalma is (ilyen
az origon athalado egyenes, sik sth.).

2. Definicio: Az iR-nek 31 részhalmaza lineéris sokasag, ha tartalmazza az UJi-nek
barmely k szama (k=1,2,...) /,,...,/* elemébdl képezett dsszes alf | + ... +akfk
linearis kombinaciot.39 Ha 91 az [R-nek tetsz6leges részhalmaza, akkor az
aifi + eee+akfk linedris kombinacidk halmaza (k=1,2,...; au...,ak komplex
szdmok ;/j,... ,fkaz 9l-nak tetsz6leges elemei) linearis sokasag, amely nyilvanvalé-
an tartalmazza 9l-t. Az is nyilvanvalo, hogy ez részhalmaza minden 9I-t tartalmazo
linearis sokasagnak. Ennek neve az ,91 altal kifeszitett linearis sokasag” és {91}-val
fogjuk jeldlni.

Miel6tt e fogalomkarrel tovabb foglalkoznank, fogalmazzuk meg a vektoralgeb-
ra masik alapelvét; azt, hogy létezik skalarszorzat.

B. Az 91-ben hermitikus skaldrszorzat van értelmezve.

Ez azt jelenti, hogy ha/ és g az IR eleme, akkor tartozik hozzajuk olyan (fi g)
komplex szdm, amelynek tulajdonséagai a kévetkez6k:

(I'+fi,g)=(' 9+ (" 09) (az els6 tényezd disztributivitasa),
(a f,g)=a- (f,9) (az els6 tényez6 és a szammal vald

szorzas asszociativitasa),

(/,9)=(g.)) (@ hermitikus szimmetria),

(/,/)£0 40; akkor és csakis akkor zérus, ha/=0 (definit forma).

A masodik tényezdre vonatkoz6 megfelel§ dsszefiiggések a hermitikus szimmet-
ria miatt az els6 tényezére felirt két tulajdonsagbol kdvetkeznek (az/-et és a g-t fel
kell cserélni és mindkét oldal komplex konjugaltjat kell venni):

(/,5+9")=(1.99+(/.9"),
(fag) =a(fg).
A skalarszorzat jelentsége igen nagy, mert segitsegével tavolsagot tudunk
definialni.
Az euklideszi térben az fi vektor hosszat igy definidljuk: WA\ =s/(f,f) *i,&z fi és
g pontok tavolsaga pedig ||/—g||. Ennek mésa a

3. Definicio: Az iRfielemének hossza ||/|| —yj (fi,fi),fi és g tavolsaga \\f—g||.42
Belatjuk, hogy e fogalom rendelkezik a tavolsag tulajdonsagaival. El6szor
bebizonyitjuk, hogy igaz az
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L Tetel: |(/,S)JEII/INW .
Bizonyitas: El6szor egy masik egyenl6tlenséget latunk be:

UR\2+\g\2-2Re(fg) = (ff)+(g.9)-(fg)-(gJ) =(f-gJ-g)"0,
vagyis
m fg)am f\\2+\g\\2),

(az ués Vval6s szambdl képezett z = u + ivkomplex szdmra Re z és Im z annak val6s,
illetéleg képzetes részét jelenti, tehat Rez=n, Im z=v). Ha az a pozitiv valds

szdmmal képezett af-et és - g-t irjuk/, illet6leg g helyére, akkor, amint az kdnnyen
a

belathato, a bal oldal nem valtozik, a jobb oldalra viszont azt kapjuk, hogy

5(a2]|/]|2+ A NEN2b

E kifejezés nagyobb vagy egyenl6, mint Re (f g), kbvetkezésképpen a minimuma is
az. A minimum |[|/]| *||g|l; ezt pedig/,g/0 esetén az

a, Im
Voimi
helyen veszi fel, ha pedig/=0 vagy g =0, akkor az a-» + 00, illet6leg az G->+0
hatarértékeknél. Ezért
Re ag) 0\\f\\-\\g\\
Ha ebbenf-et ed-fel (a valds) helyettesitjiik, akkor ajobb oldal nem valtozik (mert
(afaf) =ad(ff)=\a\2(ff),
tehat
lla/|| = |a] «U/H,

igy, ha |a] =1, akkor ||a/|| = II/ID- A bal oldal viszont a
Re (e“(/,g))=cosaRe (/,g)- sinalm (/g)

kifejezésbe megy at. Vilagos, hogy ennek maximuma

V(Re (/,9))2+ (Im (/,9))2= |(/,9)],
amib6l kovetkezik az
LIS TN T

allitas.

Kovetkezmény. Az egyenléség akkor és csak akkor érvényes, ha / ésg egy allandé
(komplex) tényez6tél eltekintve egyenld egymassal.

Bizonyitas. A

Re (/,g)~ (11/112+ 1|g]|2)
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Osszefliggésben az egyenl6ség akkor igaz, ha (f—g,f—g) zérus, vagyis ha f=g.
Amikor az

(1A TN L
Osszefiiggésre tértlink at, akkor/-et és g-t eba/-fel, illet6leg - g-vei helyettesitettik,
a

ha/g /0 (a a valos; a>0). Ha tehat ebben is az egyenl6ség érvényes, akkor
szlikségképpen

eimfz-ag, g=azif =cf (c/0).

Ha pedig vagy / vagy g zérus, vagy g=cf akkor vilagos, hogy az egyenl@ség
érvényes.
2. Tétel. ||/||™ 0 és csak akkor zérus, ha/=0. Tovabba

Moo= TeN T
ARSIV AERR T

itt az egyenl6ség akkor és csak akkor érvényes, ha az/ és a g valds tényez6tdl
eltekintve egyenld egymassal.

Bizonyitas: Az els6 két allitas helyességét mar belattuk. A harmadik egyenl&tlen-
séget igy bizonyitjuk be:

és

(f+gJ+g)=(/f)+(g,9) +(fg) + (gJ)=\\f\\2+\\g\\2+2Re (fg)
§OIIN2+ Mg+ 200 8= (L0 + Hgl)2>

W+ g\\M A\ + \\g\\-

Ha pedig az egyenl6ség érvényes, akkor Re (/ g) szlikségképpen egyenld ||/|| =|g]-
vel, ami vagy ugy teljesiil, hogy/ vagy g zérus, vagy pedig Ugy, hogy g=a2f=—cf
(c val6s), ez a kdvetkezmény bizonyitasanal hasznalt meggondolasainkbdl latszik.
Forditva vildgos, hogy ebben az esetben az egyenléség érvényes.

A 2. Tétéibsl azonnal kovetkezik, hogy az L|/—g|j tavolsdg a kdvetkez6
tulajdonsagokkal rendelkezik: f és g tavolsaga csak akkor 0, ha /=g, méaskor
sosem. Az / és g tavolsaga ugyanakkora, mint a g és / tavolsaga. Az / és h
tavolsaga vagy kisebb, mint f és g meg g és h tavolsadganak dsszege, vagy egyenld
vele;az egyenl6ség csak akkor igaz, hag=a/ + (I - a)h (avalds, 0" a” 1)43. Aza/
és ag tavolsaga f és g tavolsdganak |aj-szerese.

A tavolsadgnak éppen ezek azok a tulajdonsagai, amelyek lehetévé teszik a
geometridban (és a topoldgiaban), hogy a folytonossag, hatarérték, hatarpont stb.
fogalmat a tavolsag fogalmanak alapjan megalkossuk. Ezt felhasznalva definialjuk
a kovetkez6ket:

Az 9i-en értelmezett F (/) fliggvény (/tR-nek eleme, és e fiiggvény lehet olyan,
hogy értéke ismét 9l eleme, de lehet olyan is, hogy értéke komplex szam) folytonos
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az 91-nek/,, pontjaban, ha minden e> 0-ra létezik olyan <5>0, hogy ha \f— 01.< 6,
akkor ||F (/) —F (/0)|| <£ vagy |F (/) -F (/0)| <£ (aszerint,hogy Fértékei 91 pontjai,
vagy komplex szamok). Az ilyen fliggvény korlatos 91-en, vagy A valamely adott
részhalmazan, ha ||F (/)||<c vagy |F(/)|<c (c megfelelen vdalasztott, rogzitett
allando). Hasonlo definicidk érvényesek tobb valtozo esetén is. Azf t,/2,... sorozat
/-hez konvergal, vagy limesze f ha az ||/j —/LL, \\f2-f\\,--- szdmok zérushoz
konvergalnak. Valamely pont az 21 halmaz hatarpontja (21 az 91-nek részhalmaza),
ha valamely 2l-ban fekvé sorozat limesze44 Az 2I-t zartnak nevezzilk, ha
tartalmazza valamennyi hatarpontjat, az 2I-t mindeniitt s(irlinek mondjuk, ha
hatadrpontjainak halmaza éppen 2L
Be kell még bizonyitani, hogy af,f +g,(fg) folytonos minden valtozéjaban.

Tekintve, hogy

la f—a-11=|a] *||/-/"]|
és

W(f+g)-(f'+g" )\=\\(f-f')+(g-g" )\\mf-f)\\+\\(g-g")\\,

az els6 két fliggvény valdban folytonos. Tovabba, ha

[I/-Al<e, \\g-g'\\<e
és ha p==/"-/, \p=g'-g, akkor
\(fg)-(F.g" N =\(fg) - (f + Pg+"P\=\(Pg) + (FI') + (R ®)\id

AN(<p"N\H\(/, D)\ + \((P, D)\iA

AIMII-TW T+ TI/H-0AT+ TH E-HAHATITH + T+ e).

Ha e->0, ez a kifejezés zérushoz tart és barmely <5>0-nal kisebbé tehetd.

Az A és B. tulajdonsag alapjan, amint lattuk, nagyon sok mindent megéallapitha-
tunk 91-r6l, am ezek nem elégségesek ahhoz, hogy a kiilonb6z6 91,,-ek és 9x kdzott
kildnbséget tegylink. Nem tettink emlitést eddig a dimenziészamrol. Ez a fogalom
nyilvanvaléan kapcsolatban &ll a linedrisan fiiggetlen vektorok maximalis
szdmaval. Ha n=0,12,... ilyen maximum, akkor ezen n-r6l a kovetkez6ket
allithatjuk:

C(,). Pontosan n lineérisan fiiggetlen vektor létezik.

Tehat n ilyen vektor mindig talalhat6, n+ 1 azonban nem.

Ha nincs maximalis n szam, akkor:

C<). Tetszbleges szamu linearisan fiiggetlen vektor létezik.

Tehét tetsz6leges fc= 1,2,... esetén talalhato k ilyen vektor.

A C igy nem lényegesen Uj alapfeltevés: ha A. és B. érvényes, akkor vagy C(),
vagy pedig C(ad szintén érvényes.

Attol fligg6en kapunk mas és mas 91 teret, hogy melyiket fogadjuk el. Meglatjuk
majd, hogy C@B. esetében 91 az u-dimenzidés (komplex) euklideszi tér minden
tulajdonsagaval rendelkezik. A C(@D). viszont nem elég biztositék arra, hogy 91
Iényegében azonos legyen az 91" Hilbert-térrel. Ebben az esetben két tovabbi D. és
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E. posztulatumra van még szikségink. Pontosabban a helyzet a kovetkezd:
megmutatjuk, hogy az A.,, B., C(). tulajdonsagokkal rendelkezé 'N az di,, dsszes
tulajdonségaival, tébbek kdzott az alabb kimondhat6 D. és E. tulajdonsagokkal is
rendelkezik. (E két utobbi ebben az esetben A, B. és CB kovetkezménye.)
Megmutatjuk aztan, hogy az A., B.,C@), D. és E. tulajdonsagu 9? rendelkezik 91x
Osszes tulajdonsagaval, de ebben az esetben D. és E. lényeges (tehat nem
kdvetkezménye A, B. és C<0).-nek). Fogalmazzuk meg hat D.-t és E.-t, viszont a
bizonyitéast, hogy az 6sszes 9l,, és az 9/, rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal,
kés6bb adjuk meg (lasd Il. 3. fejezet).

D. Az 9? teljes.45

Ez azt jelenti, hogy ha 9i-ben valamely/,,/2,... sorozat kielégiti a Cauchy-
konvergenciakritériumot (mely szerint minden e> 0-hoz talalhat6 olyan N —N(e),
hogy ham ,«”™ N, akkor ||/ m—,,\\ <e) akkor konvergens, vagyis létezik / limesze (e
fogalom definiciéjat az el6bb megadtuk).

E. Az 91 szeparabilis.

Ez azt jelenti, hogy van 9i-nek olyan /,,/2,... sorozata, amely mindendtt sdir(
9?-ben.

A Il. 2. fejezetben, amint azt megigértik, e feltevések alapjan felépitjik 91
»geometridjat” és megallapitjuk, hogy az vagy valamely 9l,,-nel vagy 91”-nel azonos.

2. A Hilbert-tér geometrigja

Két definicioval kezdjik. Az els6 éppen annyi trigonometridt tartalmaz,
amennyire majd szikségink lesz; ez a deréksz6g — az ortogonalitas — fogalma.

4. Definicié: 9i-nek két,/és g eleme ortogonalis egymasra, ha (/,g) =0. Két
linearis sokasag, 371 és 91 ortogonalis, ha 9/ barmely eleme ortogonalis 91 barmely
elemére. A T>halmaz ortonormalt, ha I) barmely f és g elemére

VIl ha f=g,
(f.0)= J

.0, ha ffig

(vagyis barmely elempar ortogonalis egymasra és minden elem hossza 146). A t>-t
teljesnek mondjuk, ha nem valddi részhalmaza egyetlen ortonormalt halmaznak
sem .47

Vegytk észre, hogy ha a D ortonormalt halmaz teljes, az azt jelenti, hogy nincs
olyan/,||/||=1, amelyik ortogonalis lenne £>-re (Iasd a 46. jegyzetet). Ha/ csupan
zérustol kilénboz6 és ortogonalis T>re, akkor az el6bbiek érvényesek lennénekfi -
re, ahol j

(természetesen ||/11>0), mert
H/'|= w |1/11-1

32



s/ ' ortogonalis X>re. Ezért & teljessége azt jelenti, hogy minden olyan /-nek el kell
tlinnie, amely az egész D-re ortogonalis.

A masodik definicié csupan iR”-ben érdekes, mert SR™-ben minden linedris
sokasag olyan tipusu, amilyenrdl e definicioban sz6 van (lasd a Il. 3. fejezet végét).
Ezért nem adhat6 az értelmére intuitiv geometriai kép.

5 Definicio: Ha valamely linearis sokasag zart, akkor zart linearis sokasagnak
nevezzik. Ha 91 az X-nek valamely részhalmaza és {91}-hoz (az 91 altal kifeszitett
lineéris sokasaghoz) hozzavessziik {91} hatarpontjait, akkor olyan zart linearis
sokasagot kapunk, amely 9I-t tartalmazza.48 Ez egyben minden 9l-t tartalmazé zart
linedris sokasag részhalmaza. Ezt [91]-val jel6ljik és az ,91 &ltal kifeszitett zart
lineéris sokasagnak” nevezziik.

Ratériink 9?-nek és kiilondsen a teljes ortonormalt rendszereknek a vizsgalatara.
Az A- és B. mellett még a C(.-et, vagy a C(@)., D. és E. feltevéseket megkdveteld
tételeket az () illet6leg a (@) indexekkel latjuk el. Ilyen index a mindkét esetre
vonatkoz6 tételeknél nem szerepel.

34) Tétel: Barmely ortonormalt rendszer elemeinek szama és akkor és csak
akkor teljes, ha n eleme van.

Megjegyzés: Az els6 allitasbol kdvetkezik, hogy az ortonormalt rendszerek
elemszamanak van maximuma; az olyan ortonormalt rendszer, amelynek elemsza-
ma e maximumot eléri, definicid szerint teljes. E tétel értelmében CH esetén vannak
teljes ortonormalt rendszerek, ezeknek a fentiek szerint n elemiik van: <p,,...,

Bizonyitas: Minden ortonormalt rendszer (ha véges) linearisan fiiggetlen. Jeldlje
(Pi, g2,. m., tomaz elemeket. igy, ha az

algl+ ... +amgn=0

egyenletnek és gi8-nek (<= 1,2,..., m) skalaris szorzatat képezziik, azt kapjuk, hogy
aB=0. Kovetkezésképpen CH miatt a rendszernek nem lehet n+ 1 eleme;
tetsz6leges ortonormalt rendszernek ezért nem lehet n+ lelemdi alrendszere. Ezért
véges és elemeinek szama legfeljebb n.

Az ilyen n elem(i rendszer nem terjeszthetd ki és ezért teljes. Az olyan rendszer
viszont, amelynek n-nél kevesebb m szam( <w ...,<pm eleme van, nem teljes.
Valb6ban, az f ... +antpm linedris kombinacidk koézt nem lehet n>m
linedrisan fiiggetlen. igy C@® miatt Iéteznie kell olyan / elemnek, amely nem egyenld
egyetlen algl + ... +ampmelemmel, vagyis amelyre

=/-“0idi- eee~ampn
sosem zérus. Ha marmost (V/, g¥)=0, akkor a,,= (/, tpfi, (/<=1,2, ..., m). E feltétel

tehat minden /<=1, 2, ..., mértékre egyidejlleg kielégithetd, igy el6allithatd ip, ami
azt mutatja, hogy a <pmrendszer nem teljes.

3(). Tétel: Valamely ortonormalt rendszer véges, vagy (megszdmlalhat6an)
végtelen sorozat, ha pedig teljes, akkor szilkségképpen végtelen.

Megjegyzés: Ezért minden ortonormalt rendszer sorozat alakjaban irhato:
<A, (02, mmm (amelynek esetleg vége szakad, ha véges). Ezt meg is tesszik.
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Hangsulyozzuk, hogy a rendszer elemszamunak végtelen volta sziikséges, de a C(n.
esettdl eltéréen nem elégséges ahhoz, hogy a rendszer teljes legyen.49
Bizonyitas: Legyen/ ésg a £>ortonormalt rendszer két kiilénbz6 eleme. Ekkor

(/-93~9)=({U»N+(©9)- (f,g)- ig,f)=2, 1l/-g|l=Vv/2.
Legyen/, ,/2,... az tR-ben mindenitt slrl sorozat. llyen sorozat E. értelmében

létezik. A £>-nek minden f eleméhez talalhaté olyan fm hogy ||/—/J| <| N2 . Az
/-nek és g-nek megfelel6 Jm=/,,-b6i kdvetkeznék, hogy

WE-g\W\W=\\(f-fm)-(g-frm \\f-L\\ +\\g-fI\<iy/2+$ p.= ..
Ezért X) minden/ eleméhez hozzarendelhet6 az/, ,/2,... sorozatbdl valamelyikfm
elem Ugy, hogy kilonb6z6 /-ekhez kiillonb6z6 / mek tartozzanak hozza, tehat X
vagy véges, vagy egy sorozat.

Amiként a 3(n). Tétel bizonyitasaban, itt is belathato, hogy ha fR-ben m-nél tobb
linearisan fiiggetlen elem van, akkor a <pl, 2,- = <pmrendszer nem lehet teljes. Am
C4) miatt ez minden m-re igaz, tehat a teljes rendszer szilkségképpen végtelen.

A most kévetkez6 tételek, amennyiben a konvergenciaval kapcsolatosak, csak a
C40) esetre vonatkoznak. Altalanos megfogalmazasuk azonban azért kivanatos,
mert masutt is alkalmazhatok. _

4. Tétel: Legyen (px,(pr, ... ortonormalt rendszer, ekkor minden £ (/ (v)(g, tpv)

alaku sor, amennyiben végtelen sok tagja van, abszolut konvergens. Ha f=g, akkor

I\I;/,<Pv)|2é||/||2. N
Bizonyitas: Legyen av=(f qu), v=1,2,..., ekkor ~=/—£ awP ortogonalis
v=1 y

minden ¢vre (v=1,2,..N) (lasd a 3<). Tétel bizonyitasat). Mivel/= £ awq+ iff,

azért o
N N N
(1,)= X GA (< ®V)+ X av(</>VA)+ | ON(OM)-(-(M 1) =
= Z ki2+ (ilvA)N L M2
vagyis N
E k 124l11/112-

Haa (pl,cp2,. m. rendszer véges, akkor rogton kdvetkezik, hogy Z k 12~ 11/112; ha
végtelen, akkor iV-»00 azt adja, hogy Z k 12 abszolt kpnvergené és kisebb ||/]| 2
nél. igy megkaptuk a masodik allitast. Am

K7 <iv)y k © )I0] {KI, <PV)I2+ I(E. <Pv)I2} .
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igy az els6 allitasban szerepl6 A&ltalanos konvergencia a most megallapitott
konvergencia kdvetkezménye. m
5. Tétel: Legyen d,(p2, ... végt(e{l)en ortonormalt rendszer. A\\ﬁ]il' xwqvsor akkor

és csakis akkor konvergens, ha a Z |xs|2 sor konvergal (az utébbi tagjai valos
nemnegativ szamok, s igy a sor vagi/ konvergens, vagy + 0o-hez tart).
Bizonyitas: Ennek az allitdsnak csak a C<€) esetben van értelme, igy
f&l)hasznélhatjuk a D. feltevést, vagyis a Cauc/iy-konvergenciakritériumot. A
N

£ xwv 0sszeg konvergens, vagyis a £ xwqw részletdsszegek sorozata akkor

I{ohvergél, ha barmely e>Choz talélhat(’;:ollyan N = N(e), hogy ha L,M* N, akkor

“Z Xv<Pv~ Z Xvé>vll<£-
V—1 vV—1

Tegyik fel, hogy L>M”iV, ekkor

IIZ Xvé>v- Z xv<Avll=ll Z Xv<Pvll<e.

v=1 v=1 v= M+ 1
L / L L \ L
“ z XV<PVH2 = ( z Xv<Pv> Z Xv<Pv) = z X0 N~ A » ) =
v=M+1 \v=M +1 v= A+l ! n,v=M+1

= \FM]EXJ 2= \zlk i2-\£]ix»i2>

ezért

O4 z xvi2— z Ixvi2< fi2»
-

=1 V=1

Ez azonban éppen a Cauc/iy-konvergenciakritérium a
N

ZW 2. N-o0

V—1

sorozatra, vagyis a

Z IXv|2
v=1
sorra.
Kovetkezmény: Ha/= £ x v, akkor (/,<pv)= xv (akar véges, akar végtelen az

A\
ortonormalt rendszer, az utobbi esetben természetesen feltételezziik a konvergen-
ciat).
Bizonyitas: JISiv esetén
N N

(z XN > <P\/):BZ_IX/.(</V <Pv)= Xve
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Véges (pL,(p2, . .. rendszer esetén N legyen a legnagyobb index, végtelen rendszernél
a skaldris-szorzatra tekinthetjilk az iV-»00 hataratmenetet. Mindkét esetben az
eredmény (/,</>,)=x,,.

6. Tétel: Legyen (pl,<p2,... ortonormalt rendszer, / tetsz6leges. Ekkor az

/" = Xxwsor, amelyben xv= (f qw), mindig konvergens, ha a sor végtelen. Az/—+'

A\
ortogonalis a d,<p2, ... rendszerre.

Bizonyitas: A konvergencia a 4. és az 5 Tételb6l kovetkezik. Az 5. Tétel
kdvetkezmeénye szerint

(/'. <Pv)= Xv= (/<Pv), (/-1". <P,)=0-

Eme el6készités utdn megadjuk az ortonormalt rendszer teljességének altalanos
— vagyis a C(x). esetre is vonatkozd — feltételeit.

7. Tétel: Legyen qux, 42, ... ortonormalt rendszer. Az aldbbiak kozil barmelyik e
rendszer teljességének szilkséges és elégséges feltétele.

a) A t,(p2,... rendszer altal kifeszitett [<p,, q2>e<¢] zart linedris sokasag
megegyezik tR-rel.

R) Barmely /-re igaz, hogy /= Zxwqwés xv= (/ ) (v= 1,2, ...; konvergencia a

6. Tété/ alapjan.)
y) Barmely /-re és g-re igaz, hogy

(/1.2) = X (.I>v)te. <Pv)
\Y

(abszolut konvergencia a 4. Tétel alapjan).
Bizonyitas: Ha <1,(p2,... teljes, akkor/-£xvoqvzérus (xv= (/, @), v=1,2,...),

hiszen a 6. Tétel értelmében ortogonalis a cp,, tp2, ... rendszerre. igy B) kielégiil. Ha
/?) teljesul, akkor minden/ a

N

Z (iV->Q0)

»=1
részletosszegek limesze (ha (pl,tp2, ... egyaltalaban végtelen) s ezért [ipLcp2, .. .]-
hoz tartozik. llyen médon a) teljesil. Ha a) igaz, akkor igy okoskodunk: ha/
ortogonalis a (pl,cp2,... rendszerre, akkor ortogonalis ennek minden lineéris
kombinacidjara, tehat hataratmenettel a teljes [<p,, tp2,...] sokasagra is. Ilyen
maodon ortogonalis az egész 91-re sigy 6nmagarais: (//) =0,/= 0. Kévetkezéskép-
pen tpi, 2, ... teljes.

A kovetkezé logikai sémara jutottunk:

teljesség ->R)-nx)->teljesség,

vagyis a) és R) sziikséges és elégséges feltétel.
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A y)-bol kdvetkezik, hogy ha/ ortogonalis a <d,g>2,. .. rendszerre és ha/=g,
akkor (ff) =YP'0=0,/=0; mas szoval <, q2,... teljes. Méasrészt ) miatt

(amely ekvivalens a teljességgel)
N N

(19)= lim(£ (<P £ eP)<P)=

N _
= Umy g (<7 te P, 1)) =

N 00

=lim £ (/.®v) tee<Pv)= Z (/. Pjte.
lim £ (- ®) &P 2, (- Ate. )

(ha a rendszer véges, akkor a hataratmenet sziikségtelen). Tehat y) teljesil. igy y) is
szlikséges és elégséges feltétel.

8. Tétel: Béarmely/,,/2>. .. sorozathoz tartozik olyan <p,, g2,-.. ortonormalt

rendszer, amely ugyanazt a lineéris sokaséagot fesziti ki (barmelyik rendszer lehet
Véges is).

Bizonyitas: El6szor is /,,/2, ... helyett annak olyan g,,92,... részsorozatat
valasztjuk ki, amely ugyanazt a linedris sokasagot fesziti ki, &m elemei linearisan
fuggetlenek. Ez a kovetkez6képpen torténik: legyen g, az els6 olyan az /,,-ek kozil,
amelyik nem zérus;g2legyen az els6 olyan az /,,-ek kozil, amely nem atgtalaki ;g3
legyen az els6 olyan az /,,-ek kdziil,amely néma,g, +ay2alaku;... (habarmely p-
re nincs olyanf amely nem a ~ + ... +ttpgp alakd, akkor gpvel befejezziik a
kivalogatast). igy megkapjuk a kivant gt,g2,... rendszert. Legyen ezek utan

1
Y3="2 —tea. @r) *P1. L-I>2:—|:‘bT_IEI.-}’2’

1
Y3="3 —tea. <N) o< —tea. dr) 2. A ‘Y3

(ez az Un. Schmidt-féle ,,ortogonalizalasi eljaras™). Barmely gpmegalkothato, vagyis

a |ly Unevezd nem tlnik el, hiszen ha yp=0 volna, akkor gpa <t . . <p_,-nek,
vagyis ¢,,...,9,-,-nek linedris kombinacidja volna, ami a konstrukcié miatt

lehetetlen. Vilagos tovabbé, hogy gpa <f,..., qp-nek és (pag,,..., gp-nek lineéris
kombinéciodja igyg,,g2). .. és (p,, 42, ... ugyanazt a linearis sokasagot feszitik ki.
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Végil a konstrukcié miatt gq<p-re (yp, </>)=0, tehat (ypy,)=0, p és q
felcserélésével azt kapjuk, hogy az utébbi allitds q+p-re igaz, tehat (pIY(p2, ...
ortonormalt rendszer.

9. Tétel: Barmely 9R zart linearis sokasaghoz tartozik olyan ortonormalt
rendszer, amely altal kifeszitett zart linearis sokasag éppen W

Bizonyitas: A C(,). esetben a tétel azonnal belathat6: 91eleget tesz A, B., és CDi-
nek, tehat 91-nek barmely 9R linedris sokasaga eleget tesz A.,, & és Cin).-nek, ahol
m”n. Tehat a 3(5). Tételt kdvetd megjegyzés alkalmazhatdo 9W-re; létezik olyan
<Pi, ..., tpmortonormalt rendszer, amely 9H-ben teljes. A 7. Tétel a) pontja miatt
éppen ez az az allitas, amelyet be kellett bizonyitani (lathato, hogy ebben az esetben
nem kell kilén kikdtni, hogy 9W zart. Lasd az 5. Definiciéval kapcsolatos
allitasokat).

A C<w). esetben arra hivatkozunk, hogy E. értelmében 91 szeparabilis. Megmutat-
juk, hogy 9R is szeparabilis; s6t, hogy 91 minden részhalmaza szeparabilis.
Tekintsiik az 91-ben mindenitt stir(i/,,/2). .. sorozatot (lasd a Il. 1 fejezetben az E.
feltevést). Minden /,,-hez ésazm=1,2,... szamokhoz képezzik azt a ft,, mgombot,

amelynek/ pontjaira 11/—J|< "y Minden olyan $1,, mgémbbdl, amely tartalmaz

HR-bol pontot, valasszunk ki egy ilyen g,, m 9JI-be es6 pontot. E pontok sorozatot
alkotnak 9W-ben, noha el6fordulhat, hogy bizonyos n és m esetén ilyen pont nem
létezik.50 Legyen / 3ii-nek tetsz6leges pontja és legyen e>0. Ekkor létezik olyan m,

1 £ 1
hogya< éés olyan /Bhogy ||/,,—#|| < m—.Tekintve,hogy ft,, mekkor tartaljmaz iNe-
b6i pontot (nevezetesen éppen /-et), gnm létezik és |[fn—g,, J|< —. igy
2 m
lif-gn m]1<a< e Tehat / tetsz6leges kdrnyezetében talalhaté a gnm sorozat

pontja, tehat e sorozat Ul-ben mindenitt srd.

Legyen/,,/2,... 3nek 9R-ben mindenitt s(ir( sorozata. Az e sorozat &ltal
kifeszitett [/, ,/2,...] zart linearis sokasdg minden hatarpontjat, tehat 5J'-et is
tartalmazza, &m mivel 9R zart lineéris sokasag, amely az /,,/2,... sorozatot
tartalmazza, ezért tartalmazza az [/,,/2,...] sokasagot is, tehat [/i,/2,c md
azonos 9H-mel. El6allitjuk most a 8. Tétel értelmében azt a o, (p2,... ortonormalt
sorozatot, amelyre {o>,<92,..-}={/i,/2,...}, ha itt a hatarpontokat mindkét
oldalhoz hozzavessziik, akkor azt kapjuk, hogy [<Pi, 2>-..1=1[/i,/2,...]=9W,
am éppen ezt kellett bizonyitani.

Legyen a 9. Tételben QNV= 9l igy a 7. Tétel a) pontja szerint cply(2,... teljes
ortonormalt rendszer. Tehat létezik teljes ortonormalt rendszer és ezzel megmutat-
hatjuk, hogy 91 vagy egy 91, vagy pedig 91* (attdl fugg6en, hogy C@ vagy C<).
érvényes), s igy 91 tulajdonsagait teljesen meghataroztuk.

Meg kell még mutatni, hogy 9 egy egyértelmdien leképezhet6 az (xt,..., X,,)vagy
p&)dig az (x,,x2,...) sorozatok halmazara (az utdbbi esetben kikotjiuk, hogy

£ |xvi2 véges) oly modon, hogy

v=
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1 af**@axl,ax1,...) az f*-*(xt,x2,...) kdvetkezménye,

f/l<-> 2 . .
2. f+g*->(xl+yl,x2+y2,...) az </ (x,, %2, > kovetkezmenye,
neya Cfrix x
3 (l,g)= X az | , 2 \ kovetkezménye.

(A végtelen esetben 1-nal az abszolit konvergenciat meg kell mutatni).
Megadjuk most az / <->(x,,X2,...) leképezést.
Legyen <p,, 72, ... teljes ortonormalt rendszer; a C<). esetben ez <p,nel lezérul, a
C(@). esetben pedig végtelen (5w és 5(cc). Tételek). igy
Mgy eo

/= Z  *V<Pv

Az 5. Tétel értelmében ez a sor még a végtelen esetben is konvergens (mivel

£ |xv|2véges), vagyis igy H,,, illet6leg 'N1s valamennyi eleme felirhato. A 7. Tétel B)
V=1 Magymo

pontja értelmében és mivel £ |(/, 4|2 véges (4. Tétel), az xv= (/, gv) megfelelte-
\E£1

téssel az (xj,x2,...) sorozatok halmazat is kimeritettik. Vilagos, hogy minden
(xi,x2,..,)-nek egyetlen / felel meg, mig a forditott allitds az 5. Tétel
kovetkezménye miatt igaz.

Az 1 és 2. allitds nyilvanvaldan igaz, a 3. pedig a 7. Tétel y) pontjanak
kdvetkezménye.

3. Az A—E. feltevések diszkusszidja’ 1

Még igazolnunk kell az 1.4. fejezet végén tett 2. allitdsunkat, mely szerint Fz ésFn
valéban kielégiti az A—E. feltevéseket. Elég azonban Fn-t megvizsgéalnunk, hiszen
a ll. 2. fejezetben mar megmutattuk, hogy az olyan 91, amely A—E.-nek eleget tesz,
minden tulajdonsagéra nézve megegyezik )Rx-nel, vagyis F vel s igy Fz biztosan
kielégiti A—E.-t. Megmutatjuk tovabb4, hogy a D., E. feltétel, amint azt mara ll. 2.
fejezetben jeleztik, A—C(@).-t6l fuiggetlen és azt is, hogy az A—C ’-bdl viszont
kovetkezik, vagyis, hogy 5R-re teljestil. E tisztdn matematikai kérdések képezik e
fejezet targyat.

El6szor bebizonyitjuk, hogy Fn-ra A—E. érvényes. Ekozben az integral
Lebesgue-féle értelmezésére tamaszkodunk. Ennek megalapozésa a targyra
vonatkozo6 szakirodalomban talalhaté meg.52 (A Lebesgue-integrkl itt lényeges,
ismerete a tovabbi fejezetekhez nem szilkséges.)

Az 1.4. fejezetben bevezettiik Q-t, mintaqj,..., gkkoordinatak k-dimenzids terét
és Fn-t, az olyanf(qx,.. .,gk) fuggvények halmazat, amelyekre

1- «-J1/fau- «>g)I2akA «. dgk
Q
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véges. A qlt...,qk -»00-t6l + 0o-ig valtozik. Minden levezetésiink érvényben
maradna és még a bizonyitasok is legnagyobb részben szd szerint alkalmazhatok
lennének arra az esetre is, ha qlt. .., gk tartomanyéat korlatoznank (igy példaul ii
lehetne a féltér, vagy a kocka, esetleg gdmb belseje, vagy killseje stb.). Az ft-t még
valamilyen gorbiilt feliletnek (példaul a gomb fellletének) is valaszthatnank.
Vizsgalatainkat azonban az el6sz6r emlitett legegyszer(ibb esetre korlatozzuk, hogy
a sziikségtelen bonyodalmak Gtveszt6jében el ne tévedjiink (ezeket az eseteket az
olvasé a tipikus bizonyitasok segitségével maga is nehézség nélkiil végiggondolhat-
ja). Most sorra vesszik az A—E. feltevéseket.

ad A. Meg kell mutatnunk, hogy ha/ ésg az Fneleme, akkoraf ésf+ gisaz, més
szbval, ha

nrz  tel2
n n

véges (ezt a roviditést hasznaljuk az

I-« 1\f(qi, --,4k)\2aql...dgk
és az n

$...%\g(ql,...ygk\dql...dgk
Q

kifejezés helyett, hiszen félreértés nem lehetséges), akkor
fin/i2=idi2-jili2, ji/ltgi2
n n

is az. Az elsd eset trividlis, a masodikat igy igazoljuk:

I/+gl2=1/12+ If12+2Re (fg) 53
és
fan-i/1-w,
tovabba:
i/itein (i/i2+iri2),
s igy a masodik eset is kdvetkezik.
ad B. Definicio szerint (f,g) legyen J fg. Ez az integral, amint azt mar lattuk,

n
abszolut konvergens. A B. pontban tett feltevések koziil majdnem minden vilagos,
kivéve azt, hogy (/,/) = 0 kdvetkeztében/ =0. Am (/,/)=0 azt jelenti hogy

i1/12=0,
Q

vagyis ama pontok halmazanak, amelyeken

1/12>0, tehat
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zérus Lebesgue-mértékiieknek kell lennie. De két olyanf és g fiiggvényt, amelyek
csupan egy zérus Lebesgue-mérték( qiy. . .,qk halmazon nem egyenlék egymassal
(vagyis/(<?!,.. -,gk)i=g (gx, . . -,qk)), Iényegében egymassal azonosnak tekintiink,
igy kimondhatjuk, hogyf = 0.%4

ad C LegyenO,,..., 0,, nszamu olyan tartomany ii-ban, hogy paronként nincs
kdzos pontjuk és mindegyikdjiiknek pozitiv, de véges Lebesgue-mértéke van.
Legyenf(qlt...,qk) az O, tartomanyban egy, és masutt zérus. Az J|/||2 az O,

11

mértékével egyenld, ezért f, az F,-hoz tartozik (/=1,2,...). Eme
fuggvények lineéarisan fiiggetlenek, ezért az oj/, + ...+a,/,=0 egyenlethdl
kdvetkezik, hogy a bal oldalon allé fiiggvény nem csupan egy zérus Lebesque-
mérték({ halmazon kiilénbdzhet zérustdl, vagyis minden O, tartomanyban vannak
zérushelyei. Viszont 0,-ben a, =allandd, tehat kell, hogy a,=0 legyen. Ez a
konstrukcié minden n-re érvényes, ezért C,00. érvényes.

ad D. Elégitse ki az/, ,/2,... sorozat a Cauchy-konvergenciakritériumot, tehat
barmely e> O-hoz tartozzék olyan N =N(e), hogy jj/m-/J 2<e teljesiiljén, ha n,

n

m~AN. Legyen n N ~j; wun2*n,, N(~j >n3*nun2, N(~); .... igy

nl"n2s...; nv? N, kovetkezésképpen

Tekintsiik most ama pontok P<) halmazat, amelyekben

V-1, >N

Ha ennek Lebesque-mértéke um, akkor

(_1\ 2: _U,V). _U(V)< _1. U(V>< 1

fi 2> 1<) =
v= 2V 4V’ 4V 8y A 2"

-f
Jn, r

Tekintsiik mosta P, P(v+1, P(v+2),... halmazok Q)egyesitését. Ennek Lebesgue-
mértéke kisebb, mint

Uyt u(vil)-tou(ve 2)+ ST I N S P e

A Q) kiilsejében

I/, vH A2 <2»+1’

I 43=1n420<h 700
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ezért altalaban, ha v» v/~ V'
JANINATrk\ + TA+-A ] + eeet ] J <

11 1 1
N2R VAT xR 2R A 2V~A

Ez tehat, amint v'-*00, a v"-t6l figgetlendl zérushoz tart, mas szdval a z

sorozat kielégiti a Cauchy- konvergenciakritériumot, ha gk, ..., gknem esik 8 (2)-be
Tekintve, hogy (rogzitett qlt...,qk esetén) szamokkal van dolgunk e sorozat
konvergens is. A forditott kijelentés igy hangzik:ha valamely q1,...,qkpontban az
/N.,/,,2... sorozat nem konvergal, akkor e pont 8 <-be esik. Legyen Q mindazon
pontok halmaza, amelyekben nincs konvergencia. A Q igy Q<) részhalmaza, s

mértéke, mely nem lehet Q,\) mértékénél nagyobb, nyilvan kisebb, mint  t.

Ennek minden v-re érvényesnek kell lennie, hiszen Q-1a v-tél fliggetlendl hataroztuk
meg. Kdzvetkezésképpen Q Lebesgue-mértéke zérus. igy valamennyi/,, zérussal
tehetd egyenlévé Q-ban, s igy elérhet6, hogyfnrf,,2 ... a Q-ban is, tehat mindenitt
konvergens legyen.

Illyen modon /),/2,... olyan .. részsorozatat valasztottuk ki, amely
minden ql,q2,.. gkpontban konvergens (az/,,/2,... nem sziikségképpen az).
Legyen/f/,2 ... hatarfiggvényef=f(qi....... gk). Be kell bizonyitanunk, hogy

1/ az En-hoz tartozik, mas szoval, hogy jj/ |2 véges;

n
2. laz .. sorozatnak nemcsak a glt...,gk pontokban vett hatarértéke,
hanem a Hilbert-tér tavolsagfogalmanak értelmében vett hatarfiiggvénye is, tehat

W- /WL 0. vagyis f|/-/J 2-»0;
n

3. ebben az értelemben / az egész /j,/2,... sorozat hatarfiiggvénye, vagyis

11/-L11-0, illetcleg J|/-/,12:0.

\
Legyen e>06és valasszuk meg VO-t Ugy, hogy n * N (e) Megyen példaul — g rl,
legyen tovabba v~v0, n*.N (e). Ekkor J|/,, —,|2<e. A v-»co esetben az

n
integrandus \f—4,|2-hoz tart, tehat (a Lebesgue-integralok egy konvergenciatéte-
lének értelmében) J|/-/,,|2a e(lasd az 52. jegyzetet). Kovetkezésképpen /-/,, és igy

ii
/,-nel egyltt / is Fn-hoz tartozik, igy l.-et bizonyitottuk. A fenti egyenl&tlenség-
b6l az is kovetkezik, hogy \\f—4,,|2->0, ha n~*oo, tehat 2. és 3. is igaz.

ad E. Talalnunk kell Fn-gan mindenditt sdrl/ ,/2,... fliggvénysorozatot.

Legyen fi, fl2,.., az Q olyan tartomanyainak sorozata, amelyek mindegyike
véges mertékd, s amelyek egyesitése lefedi il-t (ilyen példaul az origd koérili N
sugar( iIN gombok sorozata). Legyen f =f(qt,...,qk) az Fn tetsz6leges eleme.
Definialjuk azfN=fN(ql,...,qk) figgvényeket a kdvetkez6képpen az N= 1,2,...
esetben:
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(ha qit..,,gkaz O"-nek eleme

/(<7i >m-.9K)
In (i ....... k)= [és ha \f(qu ...,qk)\g,N

0 egyébként.

Ha N-*o00, az fN(qv, ...,qk)-*f(qt,...,qk) (bizonyos N-t8i kezdve egyenl6séget
kapunk), igy \f-fN2-*0. Tovabba: f —N vagy zérus, vagy /-fel egyenl6 tehat
\f—vi2" | 2-Az J |/ —+v12integralok tehat valamennyien kisebbek a véges J |/]2-

nél; ezek az mtegrandusokkal egyutt zérushoz tartanak (lasd az el6bb |dezett
konvergenciatételt).

Legyen G az 6sszes olyan g=g(qlt...,qk) fliggvények osztalya, amelyekre az
Osszes g O tulajdonsagu pont mértéke véges, és amelyek az egész térben kielégitik a
g~ C egyenl6tlenséget egy tetsz6leges, de rogzitett C mellett. A fentif Nfliggvények
valamennyien G-hez tartoznak, tehat az el6bbiek értelmében G mindeniitt str(i Fn-
ban.

Tekintslik G valamely g elemét és legyen e>0, ag /0 halmaz mértéke M, és |gj
felsé hatara C. Ekkor valaszthatok olyan pl1(...p, racionalis szdmok, hogy

-C<pl<p2<m. <p,<C
és
Pi< -C +e p2<pt+E .. ..p,<p,_,-(-e,C<p, +E
teljesuljon.

Véltoztassuk meg Re g(ql3...,qk) értékét, ha az zérustol kilonbdzik ugy, hogy
legyen egyenl6 a hozza legkdzelebb es6 ps-sel (s= 1, 2,..., i), ha pedig zérus, akkor
maradjon is az. igy olyan 0j hl(ql,...,qk) fuggvényt kapunk, amely Reg-t6i
mindenitt legfeljebb e-nal kulonbdzik. Ugyanilyen médon alkotjuk meg az (j
h2(ql,..,,qk) fliggvényt az Im g-bél. igy a h=ht +ih2 fliggvényre érvényes lesz,
hogy

ilaf-h|2= i KeE - M 2+ JlImg- 22" Me2+Me2=2Me2,

Cl il

Hg-hUZ~me.

Adott 4&-hoz e<6/JIM valasztas mellett ||g-/j||<(5.

Nevezziik A-nak ama h=h(qit...,qk) fliggvények osztalyat, amelyek csupan
véges szamu, egymastol kialonbozd értéket vesznek fel, nevezetesen éppen a p +io
alaku értékeket, ahol p és a raciondlis szam, és csak véges mértékld halmazon
killénboznek zérustdl. A fenti h-k a A-hoz tartoznak, igy A a G-ben és
kovetkezésképpen az Fn-ban is mindenitt sdrd.

Tetsz6leges véges Lebesgue-méTtéki halmaz jel6lésére a tovabbiakban a M bet(t
hasznaljuk. Hatarozzuk meg azfn="fn(qly..,,qk) figgvényt az alabbi mddon:

1 T[l-ben,

0 egyebutt.
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A H osztaly nyilvanvaléan a
Z (P,+iffj/ln, (t=1,2,...; p,, a, racionalis)
s=1

alaku fuggvényekbdl all.

Megkeressiik most a I halmazok olyan Ma), M(2), ... sorozatat, hogy barmely M
halmazhoz és e> 0-hoz talalhaté legyen olyan M) halmaz, hogy a IM-hez tartozd, de
n ()-hez nem tartozé és a n <jhez tartoz6, de I-hez nem tartozdé pontok
halmazanak mértéke kisebb, mint e (¢ halmaz neve I és <) szimmetrikus
kilénbséghalmaza). Ha sikeril ilyen sorozatot taldlni, akkor a

t

Z (p.+ "tfj/nw
S= 1

fuggvények halmaza H-ban mindenitt strd, tudniillik, ha M*-hez a fentiek alapjan
valasztjuk meg M ’-et, akkor

fi Z (p*+*°s)fn - Z (p,+ ‘aB)/n«n2it
Rtsl s s=1

Ny ] Fatyni_ (s ff)ymsz= z (P j+ i) f Vn.* mefo-
s=1ti s=1 n

= Z (Pi+ff2)[(N, nw)szimmetrikus killénbséghalmazanak mértéke] <

<Z (p?td)mee
s=1

Adott S>0 esetén az

valasztassal kapjuk, hogy

Iz (Ps+ia)fn- z (P+*,)/n«A\<0.
Am a

t

Z (P.+**) «>
Szl( )«

fuggvények megfelel6 mddon sorozatba rendezheték. Ez a kovetkez6képpen

végezhet6 el. Legyen a pl,al,.. p,a, szamok kdzos nevezlje r, és az ennek
megfelel§ szamlaloék legyenek p\, <rj,..., p', <. igy a fenti fliggvények a

kovetkez6képpen irhatok:
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- £(Pi+ia))nM,
=

Tj
itti,t=12,... ;azs=1,2,.. ,,-reap,, asszamok a0, + 1, + 2,... sorozathol, az u,
szdmok az 1, 2,... sorozatbdl keriilnek ki. E fiiggvényeket sorozatba rendezni
ugyanaz, mint a I, T, pj, <X\,,..., P, @, nl,..., n, szamkomplexusokat sorozatba

rendezni. E szamkomplexusok kézil el6szér azokat foglaljuk egy csoportba,
amelyekre az

7T=i+ ¢+ |pj| + |ffi|+ ... + \G\+\d\+ni+ ... +n,

egész szam ugyanazt az értéket veszi fel. E csoportok nyilvanvaléan véges szamu
komplexusokbdl allnak (természetesen rogzitett 7 esetén). Ha e véges halmazokat
novekvé 7szerint sorba allitjuk és az egyes halmazokon belil valamilyen tetsz6leges
sorrendet valasztunk, akkor olyan sorozatot kapunk, amely minden komplexust
tartalmaz.

Hatra van még a fent emlitett M11), M<2,... sorozat felkutatasa. Hasznaljuk fel azt
a tényt, hogy barmely véges M Lebegue-mértékdi M halmazhoz és &> 0-hoz
talalhaté olyan IM' nyilt ponthalmaz, amely I1-t lefedi és amelynek mértéke M-et &
nal kevesebbel haladja meg (lasd a 45. és 52. jegyzet hivatkozasait a ,,nyilt halmaz”
fogalmaval kapcsolatban). Am minden nyilt M'-h6z és 6 > 0-hoz talalhat6 olyan ",
amely véges szamud M'-be es6 kockabdl all és M' mértéke M" mértékénél o6-val
nagyobb. Vilagos, hogy e kockék éleinek hossza és koézéppontjaik koordinatai
racionalis szamoknak véalaszthaték. Kénnyen belathatd, hogy M és M" szimmetri-

£ .
kus kiillénbséghalmazanak mértéke 6+ 6= 2<5-ndl, tehat 6=- esetén £-nal kisebb.

Feladatunk végére ériink, ha a mondott kockék halmazait sorozatba rendezzik.

E kockahalmazokat a kockak szama, n=1,2,..., a kockék id\) élhosszusaga és
kozéppontjainak £]w... £ (v=1,..., n) koordinatai egyértelmden jellemzi. A k,»
és <), ..., M wracionalis; legyen kdzos nevez6jik (v=1,2,..., n-re) »»'=12,...),
az Uj szamlalok ekkor

K¥Y=1,2,...;"V...,C)=0, £1, +2.......
igy a kockahalmazokat a
K u R ~ i/ £C9
szdmkomplexusok egyértelm(en jellemzik. Ha ezeket az
N»4>CL +[E' )L+ eee+ I&DI+ ... +*'<">+ iy )+- oo+ [C I

pozitiv egész szam ndvekedése szerint csoportositjuk, ismét sorozatot kapunk, mint
az elébb a fliggvények linearis kombinacidinak leszdmlalasakor.

Miel6tt tovabb mennénk, valaszoljunk a kévetkez6 kérdésre: ha IR kielégiti az
A—E. feltételeket (C(an.-nel), akkor IR-nek milyen SR részhalmazan érvényes A—
EI? (Azaff g és (fg) definiciojat természetesen nem véltoztatjuk meg.)
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Az &R-nek linedris sokasagnak kell lennie ahhoz, hogy Ac teljesiljon. A R
érvényben marad. A C.-t kés6bbre hagyjuk, &m mindenesetre C B. vagy a C<).
teljestlni fog. A D. azt jelenti, hogy ha SR-nek egy sorozata eleget tesz a Cauchy-
konvergenciakritériumnak, akkor limesze is 3R-nek eleme. Az ilyen sorozatnak van
limesze $R-ben, tehat D. csupén annyit jelent, hogy e limesz &R-hez tartozik, vagyis
SR-nek zértnak kell lennie. Az E. feltétel mindig teljesiil, amint azt a 9. Tétel
bizonyitasanal lattuk. Mindezt igy foglalhatjuk 6ssze: $R-nek zart linearis
sokasagnak kell lennie. Legyen 1 ,<p2,... az &R-et kifeszité ortonormalt rendszer.
Ha ez végtelen, akkor nyilvanvaléan C(w. teljesil, ezért 3R izomorf /1 x-nel, tehat
magaval iR-rel, ha <p,-nel vége szakad, akkor O B.érvényes (példaul a 3. Tétel miatt),
vagyis SR az iR,-nel izomorf.

Az ajl-ben azonban D. és E. mindenesetre teljesil, tehat e két feltétel minden iR -
ben érvényes, vagyis A—C. kdvetkezménye.

Amint lathatd, nem igazoltuk kozvetlen médon A—E. (C<&) vagy CMD.
feltételezésével) teljesiilését 5i,,-ben, illet6leg J1x-ben; csupan kdzvetett logikai
modszerekkel lattuk be érvényességiiket. A kozvetlen, analitikai bizonyitasnak
sincs azonban semmi akadalya; ezt az olvaséra bizzuk.

Hatra van még annak megmutatéasa, hogy D. és E. fliggetlen A—C <) -t6l. Amint
azt az el6bb belattuk iRx-ben minden lineéris sokasagra teljesil A., B.,E. és C B
vagy C<d., ha nem zart, akkor D. nem igaz. Ez utébbi esetben kell, hogy C<). legyen
érvényes, hiszen C().-bol D. kdvetkezik. Nem nehéz ilyen nem zart lineéris
sokasagot mutatni. Legyen <p, 42,... ortonormalt rendszer, ekkor a

N

I *vé>v

v=1
elemek linearis sokasdgot alkotnak (N=1, 2,...; x,_ , xN tetsz8leges), ez
azonban nem zart, hiszen a
v=1V
hatarpont » végesig nem eleme a sokasagnak
/ N1 o1 \
(Z -P»» Z P> ha N->00 ).
Vv=IV V.| * !

Kovetkezésképpen D. fiiggetlen az A—C<Q). és az E. feltevésektol.

Tekintsiik most ama x(a) komplex fliggvények halmazét, amelyeknek a valds
paramétere a (—oo, + 00) intervallumban folytonosan valtozik, amelyek azonban
csak az a paraméter egy sorozatan kilénbdznek zérustél és erre a sorozatra
£]x(a)|2 véges.55 Eme x(a) fuggvények egy $Rom, teret alkotnak. E tér barmely x(a)
a

ésy(a) pontjara x(a), illetéleg y(a) csak egy-egy a sorozatra kiilonbdzik zérustdl, ése
két a sorozat egyetlen sorozatba foglalhato, igy x(a)=y(a)=0, kivéve az a-k
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bizonyos a,, a2 ... sorozatat. Ezért csupan azx,,= x(a,,) és az y,,= y(ot,,) szamokkal
kell térédniink (n=1, 2,...). Ezek ugyanolyan tulajdonsaglak, mint az
esetben, mindaddig, amig két iRoom pontr6l van sz6. igy A. és B. Rmn-ban is
érvényes csakugy, mint URben.56 Mindez kévetkezik k(k =1, 2, ...) szam( )Ron,
pontra is, igy C<. is érvényes. Mi tébb, mindez még az <Rt pontjainak sorozatara
is igaz. Tekintsunk valamely x(ac), x2(a),... sorozatot; azon a-K, amelyekre
X,,(a) 0, sorozatot alkotnak minden n-re (u=1,2,...): @* a@>__ E sorozatok az

(n,rn=1 2,...) kettds sorozatot alkotjak, amely egybeilleszthet§: &1’ a2’ al,
%\ a2>d3).... Kovetkezésképpen D. is igaz $Roont-ra csakugy, mint IR”-re. Mas a
helyzet b-tal. Ebben az esetben IR minden pontja egy bizonyos sorozatnak
hatarpontja, s itt az iRiDre vonatkoz6 meggondolasok [Rot-ra nem viheték at.
Abbdl is 1athato, hogy e feltétel nem érvényes, hogy egy kdvetkezménye biztosan
nem teljesil; taladlhato tudniillik olyan ortonormalt rendszer, amely nem irhato
sorozat formajaban (a 3<Q Tétellel ellentétben).

Legyen

1 haa=R,
xB(a) =
0, haaoR,

minden R-Ta xB(a) *Roal eleme és az x"atj-k alkossanak ortonormaélt rendszert.
Viszont nem irhatok sorozat alakjaban, mert —oo <8 < + 00 sem irhat6 igy, amint
az ismeretes.57 igy E. az A—C<l, D. feltevésektdl fluggetlen.

(Vegyik észre az alapvetd kiillonbséget az olyan/ (x)-ek fliggvénytere, amelyekre

j \MfO)\2dx
véges és az olyan x(a)-k tere kozott, amelyekre 1Jx(a)|2 véges. Az el&zbre
mondhattuk volna azt is, hogy az

i |/(a)|2da
1)) ‘0
Véges, tehat a killonbség a kettd kézott csupan annyi, hogy J ... da helyett Z,... -t

hasznalunk. Am az elsé az Fa, amely az A—E. feltevéseket teljesiti és tR”-nel
izomorf, a masodik Fvont, amely E.-ot megsérti és IR"-t6l igy Iényegesen
kilonbozik. Mégis a két tér azonos, csak a tavolsag definicidja mas a kett6ben.)

4. Zart linearis sokasagok

All. 2. fejezet nemcsak azért fontos, mert ott bizonyitottuk be az izomorfizmust,
hanem mert ott bizonyitottunk be szamos tételt az ortonormalt rendszerekre
vonatkozoan. Folytatjuk most a Hilbert-tér geometriai elemzését és részletesen
megvizsgaljuk a zart linearis sokasagokat. Ezek [R”-ben hasonld szerepet
jatszanak, mint az egyenes, a sik stb. iR,-ben (vagyis az iRmek, m<n).
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El6szor felidézzik a 2 és az 5 Definicid jelolését. Ha 91 az 91 valamely
részhalmaza, akkor {91} és [91] az 91 altal kifeszitett-linearis, illetSleg zart linearis
sokasag, ezek a legkisebb ilyen sokasagok, amelyek 9I-t tartalmazzak.

Kiterjesztjuk most ezt a jelolést: jelentse {91,©,..,/,9,...} és
[91,©,...,/,9,...] az olyan halmaz altal kifeszitett linearis, illet6leg zart lineéaris
sokasagot, amely 91, ©,... ésfg,... egyesitése (91, ©,..., az 91-nek részhalmazai,
fg,... pedig elemei).

Kilénosen, ha 391,91,... (véges vagy végtelen sok)zart linedris sokasag, akkor az
[991,91,...] szamara még az WL+ 9L+ ... jeldlést is hasznaljuk. Az {91, 91, ...}
nyilvanvaloan az f +g+ ... alak( dsszegekbdl all, ahol / az 901-en, g az 9l-en sth.
fut végig. Az [91,91,...] =9+ 91+ ... ebbdl Ggy all el6, hogy a hatarpontokat is
hozzavesszilk. Ha csak véges szamd ilyen 9/1,91,... halmazzal van dolgunk és
barmelyiknek minden eleme ortogonalis barmelyik mésik minden elemére, akkor e
két reprezentacid, amint azt nemsokéra latni fogjuk, megegyezik egymassal.
Altalaban azonban nem ez a helyzet.

Legyen 9 az 91-nek részhalmaza, és tekintsik 9t-nek ama elemeit, amelyek %1
minden elemére ortogonalisak. Ezek nyilvan zart linearis sokasagot alkotnak,
melyet 91—901-mel jeldllink. A 14. Tétel alapjan vilagossa valik majd, hogy miért
hasznaljuk a kivonas jelét. Az egész 901-re ortogonalis /-ek eme 91-301 halmaza igen
fontos; neve 901-nek 91-re nézve komplementer zart linearis sokasaga.

Hérom nevezetes zart linedris sokasadg a kovetkez@: el6szor is maga az 91,
méasodszor a {0}= [0] halmaz, amely csak a zérus elembdl all, harmadszor az af
alaku elemek halmaza (itt/az 91 rogzitett eleme és a tetszéleges komplex szam),
amely nyilvanval6an zart, s igy {/} = [/].

Bevezetjliik most a projekcid fogalmat, amely az euklideszi geometria vetitésének
pontos masa.

10.  Tétel: Legyen QlzAart linedris sokasag. Barmely/ egyértelm(ien felbonthatd
két komponensre:/=g + h, ahol g az 901-nek, h pedig 9!-9Ji-nek eleme.

Megjegyzés: a g neve:/ projekcidja 301-re, a h (amely 991-re ortogonélis) az/-nek
301-re normalis komponense. A g-t igy jeldljik Pag

Bizonyitas: Legyen qu 2, ... az lzart linedris sokasagot kifeszité ortonormalt
rendszer. Ennek létezését a 9. Tétel mondja ki. Legyen g=£(/, tpnjgn A 6. Tétel

n
szerint e sor konvergens (ha végtelen) és dsszege nyilvanvaldan 301-hez tartozik.
Tovabba, ugyancsak a 6. Tétel miatt, h=f—g ortogonalis a ¢pit g®, ... rendszerre,
azonban a h-Ta ortogonalis vektorok zart linearis sokasagot alkotnak, tehat 9L is
ortogonalis h-Ta, tehat h az 91—301-nek eleme.

Ha lehetséges lenne egy masik/ =g' +h' felbontas is (a g' ismét 901-nek, a h' az
91- 901-nek eleme), akkor g +h=g"' +h',g—g' =h'-h=j, aholj egyszerre eleme 0l-
nek és 91—901-nek is, tehat 6nmagéara ortogonalis, vagyis (j,j) =0, 0= 0. Kdvetke-
zésképpen g=g', h=h.

A Pnif tehat azt jelenti, hogy 91-nek barmely/ eleméhez, annak 901-re vett Pmf
projekciojat rendeljiik hozza. Ahogy azt a kdvetkezd szakaszban majd bévebben is
megbeszéljik, az operator olyan fliggvény, amely 91-nek valamilyen részhalmazan
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van értelmezve és értékei ugyancsak 91-b8l keriilnek ki, az R operator tehat 9?

bizonyos/elemeihez 91-nek bizonyos R f elemeit rendeli hozza. (Nem feltétlendl

minden / Kkerll itt széba. Az 9? egyes elemeire az operacié esetleg nincs

meghatarozva, vagyis ,.értelmetlen”.) A Pag tehat 91-ben mindeniitt értelmezett

operator, amelynek neve: %l projekcids operatora, vagy egyszer(ien %@l projektora.
11. Tétel: A Pagoperator tulajdonsagai a kdvetkez6k:

Pw(aifi + me+an/J=(0ifV/i + see+gq,Ppaal..
iPmfg) = (fPng).

Ppa(Pag/) —P®t/.

Az ¥ a Pernek értékkészlete, mas szoval a Pmf alakd elemek halmaza. Az %1
azonban gy is jellemezhet6, mint a PmJ =/ egyenlet 6sszes megoldasainak
halmaza, mig 9?- @l a Pmf =0 egyenlet 6sszes megoldasainak halmaza.

Megjegyzés: A kovetkezd szakaszokban majd latni fogjuk, hogy az els6
tulajdonsag az 0n. linedris operatorokra, a masodik pedig az Un. hermitikus
operatorokra jellemz6. A harmadik azt jelenti, hogy Pag-et kétszer alkalmazva
ugyanazt kapjuk, mint amikor egyszer alkalmazzuk. Ennek szokasos szimbolikus
irasmodja a kovetkezd:

PanPan= Pag, V3gy pedig  Pag= Pag.
Bizonyitas: Ha
fi=gi+ K’---J*=gn + he
(gi,...,0,, az 91-nek, ht,...,hKaz 91-991-nek eleme) akkor
alJi +... +a,f,,=algl+ ... +agn+alhl+ ... +arn
(a,g, -I-... +amgnaz 991-nek, alhl + ... +a,h,, az 97—bJi-nek eleme), tehat

Pwiaifi + mm+anfn)=aigi + eee+amgn=aiPwfi + eee+anPwlL m

Ez volt az els6 bizonyitand¢ allitas.
Legyen tovabba / = g'+h', g=g" +h" (¢, g" az 9R-nek, K, h" az 9 t-$R-nek
eleme), ekkor g' és g" ortogonalis /i'-re és /i"-re, tehat

(9\g)=1ig\g"+h")=(g\g")= (g +h,g")=(f g"),

vagyis (Pag/g) =if PMg)y* ami nem egyéb, mint a mésodik bizonyitandd allitas.
A Pap/ az 9W-nek eleme tehat a 10. Tételben kimondottak alapjan Pag/ felbontasa
Pag/=Pag/ + 0. Tehat Pag(Pag/) = Pag/ és ez a harmadik bizonyitando allitas.
APap/ =1/ ésa Pag/ = 0 0sszefliggés aztjelenti, hogy az f=g +h(g az 9W-nek, haz
91 —9W-nek eleme) felbontasban (i0. Tétel) f=g,h =0, illetélegg =0, / = &; vagyis
az/ az 99i-hez, illet6leg az 91—9Ji-hez tartozik. Ez volt az 6tddik és a hatodik
bizonyitand¢ allitds. Minden Pmf az 931-hez tartozik és 991-nek barmely /' eleme
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Pmj' alakud, nevezetesen a fenti allitasok szerint Pmf'-velegyenl6, ez pedig a
negyedik bizonyitandd allitas.
Megjegyezziik, hogy a masodik és a harmadik allitas szerint:

(/> Pw8) = (f PLUP'Bt8) = (f Pwg) = (Pvtf’g) m

Most a projekciés operatorokat ul-t61 fliggetlenil jellemezzik.

12. Tétel: A mindenitt értelmezett £ operator (lasd a 11. Tételt megel6z6
gondolatmenetet) akkor és csakis akkor projektora valamilyen zart lineéris
sokasagnak (vagyis £ = Pm), ha

(Efg) =(f Eg) és E2=E

(lasd a 11. Tétel megjegyzését). Ekkor £ egyértelmiien meghatérozza §Jf-et (a 1L
Tétel szerint).

Bizonyitas: E feltételek szilkségessége csakligy, mint az, hogy £ az 'IH-et
meghatarozza, a 11. Tételbdl nyilvanvalo. igy csak azt kell megmutatnunk, hogy ha
£ afenti tulajdonsagokkal rendelkezik, akkor létezik olyan 3\Nzart linearis sokasag,

amelyre E—Pm
Legyen 'Dl az dsszes EJ elem altal kifeszitett zart linearis sokasag. Ekkor g—£g

minden E f-re ortogonalis:
(Ef g—Eg) =(Ef, 9)- (£/, Eg)= (Efg)- (£2,9)=0.

A g—Eg-re ortogonalis elemek zart linearis sokasagot alkotnak, amely tehat 4R-et
tartalmazza, igy g—Eg az 9 —SR-hez tartozik. A g-nek az $R-re vonatkozé
felbontasa tehat (10. Tétel) g = Eg + (g—Eg), vagyis Pmg = Eg, tetsz6leges g-re. igy
a tételt bizonyitottuk.

Ha 9= A vagy SR=[0], akkor A4 —8&R = [0], illet6leg A —9M= A, igy/felbontasa
a 11 Tétel értelmében /=/ +0, illetbleg /=0 +/ igy Pwf -f illet6leg Pwf =0.
Azt a mindenitt értelmezett R operatort, amelyre R f =f 1-gyel, amelyre pedig
RJ - 0, azt O-sal jeloljuk. igy Pa=1és P[Q=0. Az is vilagos, hogy az 40i-e
vonatkoz6f=g + h felbontés (g az dul-nek, h pedig az XKX—4R-nek eleme) 'A-340-re
vonatkozé felbontasként is értelmezhets: f=h+g (haz tR-®i-nek,g pedig §Di-nek
az eleme). (Ha ugyanis g az §W-hez tartozik, akkor ortogonalis lévén J1 —31 min-
den elemére, egyuttal A —HA—SW-hez is hozza tartozik. igy Pmf =g,
P* -mf=h=f-g, vagyis P*_pa/=/-Pm Azt, hogy P»_«/= 1f-P mf, szim-
bolikusan igy fejezhetjik ki: Pa”~ga= 1- Pw (az operatorok 6sszeadasara, kivona-
sara és szorzasara vonatkozoan lasd a 14. Tétel bizonyitasat).

A kovetkez6t vegyik észre: az imént rddébbentlink arra, hogy 9Vrészhalmaza
A —(A —®i)-nek. Kdzvetleniil elég nehéz bebizonyitani, hogy e két halmaz egyenlé.
Ez azonban azonnal kdvetkezik abbol, hogy

1 ~-P#3=1 (1 Puw=Pllm
Mi tobb, ebbdl kovetkezik, hogy ha £ projektor, akkor 1—£ is az és tekintve, hogy
1-(1 -£) = £ ez forditva is igaz.
13. Tétel: Minden/-re igaz, hogy
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HENM2= (£1,7), NE/MALI/,

az HE/=0,ill. 1|E/]] = LIl az N1 —Uf-beli, illetéleg 'IR-beli / elemre jellemzé.
Megjegyzés: Ekkor:

WEF-Eg\\ = \\E (f-gm\\f-g\\,

tehat £ folytonos (lasd a 2. Tételt kdvet gondolatmenetet a Il. fejezetben).
Bizonyitas: All. Tételt kdvet6 meggondolas szerint

I[E/||2= (EE £1) = (£1,]).
Viszont 1—E is projektor, tehat

WER\2+ \\f-Ef\\2= \ER\2+ [(L-EV IIM E/,/)+ ((1-£)/,1) = (I,]) =||/]|2.

Mindkét osszeadand6 "0, igy mindkett§jik kalon-kaléon ~||/]|2 tehat
HE/MI2& /N2 G£ /11~ 1/11 «Ha ||E/]| =0, £/=0, akkor f amint az a ff. Téie/bdl
ismeretes, J1—Pt-nek eleme. A fenti dsszefiiggés miatt ||£/|| = ||/|| aztjelenti, hogy
IW/—£/]| =0, £/ =f tehat a 11. Tétel szerint/az $)?-nek eleme.

Ha R ésaz S két operator, azR = S, aR (az akomplex szam)és az RS operatoron a
kdvetkez6t értjuk:

(R+S)f=Rf£Sf (aR)f=a(Rf)\ (RS)f=R(Sf).
Hasznaljuk még a természetes
R°=1 R'=R, R2=RR; R3=RRR,...

jelolést is. A szamolasi szabalyokat elég konny( attekinteni. Az R+S és az aR
esetében nem nehéz belatni, hogy a szdmokra érvényes minden szamolasi szabaly
alkalmazhat6. Az £S-nél azonban mas a helyzet. Ahogy az kénnyen igazolhato, a
disztributiv szabaly érvényes: (R+S)T=RT£ST ésR(S+T) =RS+ RT, az utébbi
esetben R természetesen szilkségképpen linearis (lasd all. Tétel megjegyzését
és a kovetkezd paragrafust). Az asszociativ szabdly ugyancsak igaz:
(RS)T=R(ST) =RST, azonban az RS=SR kommutativ szabaly &ltalaban nem
érvényes. (Az (RS)f=R(Sf) és (SR)f =S(Rf) nem sziikségképpen egyenl
egymassal!) Ha e szabaly R-re és S-re teljesll, akkor azt mondjuk, hogy R és S
felcserélhet6 egymassal. igy példaul 0 és 1 barmely mindenitt értelmezett £-rel
felcserélhetd:

RO=0R-0, RI =\R=R.

Az Rmés R" is felcserélhet6 egymassal, hiszen RmMRw= Rm+nés ez nem fligg m és n
sorrendjétdl. N

14.  Tetel: Legyen £ és £ az D, illet6leg az '/ zart linedris sokasaghoz tartozo
projektor. Az EF akkor és csak akkor projektor, ha £ és £ felcserélhet6 egymassal,
vagyis ha ££ = ££, ekkor EF az ®i és /1 kozos elemeibdl allo §R zart lineéaris
sokasaghoz tartozik. Az E +F operator akkor és csak akkor projektor, ha EF=0
(vagy, ami ugyanaz, FE = 0). Ez aztjelenti, hogy  ortogonalis J1-re és E + F ekkor
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9NV+ 1= [SW 9i]-hez tartozik; ebben az esetben [Di, 1] = {3, 'N}. Az £—F

operator akkor és csak akkor projektor, ha EF = F (vagy, ami ugyanaz, FE =F). Ez

azt jelenti, hogy /1 részhalmaza aJi-nek és E - F az DJi-SR-hez tartozik.
Bizonyitas: Hasznaljuk fel a 12. Tétel két feltételét:

(EFf,g)=(fEFg), {EF)2=EF.
Am {EFfg)={FfEqg)= (f FEg), tehat az els6vel
(/, EFg) = (fFEQ), (f (EF- FE)g)=0.

Ez azonban minden /-re igaz, tehat (EF —FE)g =0, ez viszont minden g-re érvényes,
vagyis EF —FE =0, EF = FE. A felcserélhet6ség tehat szlikséges és elégséges az elsé
feltételhez, a méasodik meg kdévetkezmény:

(EF)2= EFEF =EEFF = E2F2=EF.

Minthogy az E+F az ((£ + F)fg)=(f (E+ F)g) feltételt mindig kielégiti (ha csak
£ és F kielégiti), tehat csak azt kell igazolni, hogy (E+F)2=E +F. Minthogy

(£ + F)2= £2+ F2+EF + FE = (E+F) + (EF + FE),

ebbdl kovetkezik, hogy ££ + ££ =0. Ha EF =0, akkor EF projektor, tehat az
el6bbiek értelmében ££ = ££, ezért ££ + ££ = 0. Forditva, ha EF + FE =0, akkor

£(£E£ + FE)=E2F+EFE=EF+ EFE=0,

£ (EF+ ££)E = E2FE+ EFE2=EFE + EFE=2®EFE =0,

tehat EFE=0, s igy ££ = 0. Kdvetkezésképpen ££ =0, és tekintve, hogy £ és F
szerepe egyforma, azért ££ = 0 is sziikséges és elégséges feltétel.

Az £ —Fakkor és csak akkor projektor, ha 1—£ —F) = (I —£) + Fis az, és mivel
1—£ és F projektor, azért az el6z6k szerint (1—£)F=0, F—£F =0, EF = F, vagy
— ami ugyanaz — F (1-£) =0, F-F£ =0, FE-F.

Be kell még latni az idi-re és az 9J-re vonatkozd allitasokat (£ —FNe F=Pp).
El6szor legyen £F = FE. Ekkor EFf =FEf mind $R-nek, mind pedig 4l-nek,
kovetkezésképpen "lt-nek eleme, barmely /-re. Viszont 8-nek valamennyi g elemére
£g=Fg=g, tehat EFg= Eg =g, vagyis g ilyen alak(: EFf. Kovetkezésképpen EF
értékkészlete 'jS tehat a 11. Tétel szerint EF =P% Masodszor legyen EF = 0 (tehat
FE is zérus). Az (E+F)/=£/ + F/ béarmely/-re {3R,91}-hez tartozik és {8)i, 91}
tetsz6leges g eleme h+j alak( (ahol h az Ui-nek, j az sl-nek eleme), tehat Eh=h,
Fh=FEh =0, Fj=j, Ej= EFj =0, ami azt jelenti, hogy

(E+F) (h+j)=Eh+Fh+Ej+F =h+j, (E+F)g=g,
tehat g ilyen alak(: (E+ F)f. Kovetkezésképpen E + F értékkészlete (W 91}, am
mivel E+F projektor, a hozza tartozo zart lineéris sokasag (®i, 91} (11. Tétel).
Mivel {/V1 A] zart ezért = [$0t 1] = SWH-J1. Harmadszor legyen £F = F (tehét
FE =F is igaz). EKkor £ =PNg 1—F=Ps_n,sigy £ —£ =£ —EF=£(1 —F), ami
P~-vel egyenld, ahol  az Di-nek és J1 —J1-nek k6z0s része, vagyis JI - J1.
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Vegil £F =0 azt jelenti, hogy (EFf,g)=0 minden /-re és g-re, tovabba
(FfEgQ) =0, mas széval 9W ortogonalis IR-re. Az EF—F azt jelenti, hogy
F(l—E)=0, tehat IR ortogonalis IR—Dtre, vagy mas széval IR az
IR- (IR- (R = iNe részhalmaza.

Ha $i részhalmaza iDi-nek, akkor az F=P" és az E=PW operatorokra is
mondhatjuk, hogy F része £-nek, szimbolikusan E™ F vagy F g E. (Ez annyitjelent,
hogy EF=F vagy F£ = F. A felcserélhet6ség tehat kévetkezmény. A kovetkez6k
belathatok vagy R és IR vizsgalataval, vagy kozvetlen szamolassal: Mindig igaz,
hogy 0g£g 1; £1F ,F~£ kdvetkezménye E=F. E*F, Fg G kdvetkezménye
£9G. A g jelunk rendelkezik egy nagysag szerinti rendezés tulajdonsagaival.
Figyeljik még meg, hogy £ g F, 1—£ ~ 1—F és E ortogonéalis 1—F-re, mindharom
ekvivalens egymassal. Tovabba E' és F' ortogonalitadsa E és F ortogonalitasabol
kovetkezik, ha £' g EésF'g F.) Ha ®I és iRortogonalisak egymasra, akkor £-re és
F-re is ezt mondjuk. (Ez azt jelenti, hogy £F =0 vagy FE-0.) Ha £ és F
felcserélhetd egymassal, akkor ugyanezt mondjuk SR-re és IR-re.

15. Tétel: EAF egyenértéki azzal, hogy ||£/]||g ||F /]| minden/-re.

Bizonyitds: E"F-b6i kovetkezik, hogy E=EF ezért [|[E£/||=||EF/||g]||F /||
(lasd a 13. Tételt). Forditva, ennek az Osszefliggésnek a kévetkezménye, hogy ha
F/= 0, akkor £/= 0, tudniillik \EMN g ||[F/|| =0, az F(1- F)/= (F- F2)/= 0 miatt
£(1—F)/ =0 azonosan teljesil, tehat £(1 - F)= £ —£F =0, E=EF, ezért Eg F.

16. Tétel: Legyenek £,,... Ekprojektorok. AzEj + ... + £kakkor és csak akkor
projektor, ha £Emés E, (m,/=I,...,k\mfl) ortogondlis egymasra. Egy maésik
szlikséges és elégséges feltétel, hogy

IEV|2+ ... +[[EK |29 ||/[|2

minden /-re teljestljon. Ekkor El+...-FEk (Ej= ..., EkK=PmJ az
IR/ + ... +1Rk= ..,aRK] projektora, ez pedig ekkor egyenl6 {IUt,,..., 'Dia-
val.

Bizonyitds: Az utolsé allitds a 14. Tetel ismételt alkalmazasaval kaphato.
Ugyanigy igazolhato az elsd feltétel szlikségessége is. Ha a masodik feltétel teljesiil,
akkor az els6 is. Ha ugyanis m fl és valamely /-re Enf =/, akkor

LE/EE2+ HHEi/I12= T[Em/ 12+ TIE//H2AT]E /1124 oo+ TIEX/II2811/112,
[|E,/]|2=0, £,/ =0.
Viszont £m(£m) = Enf azonosan érvényes, ezért £,(£,,/) =0, vagyis E,Em=0.
Végll a mésodik feltétel szilkséges. Ha ugyanis £t + ... + £kprojektor, akkor (a 13.
Tétel szerint)

W\EIW2+ ... +||EK||2=(£i/])+ w.+(E*/])=
S5, AR s JLE N
Bebizonyitottuk tehat a kdvetkezd logikai sémat:
£j + ...+ £ k projektor->mésodik feltétel —

-pels§ feltétel—=£j + ... + £k projektor.
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igy a harom elvivalens egymassal. —

17. Tétel: Legyen E2,... a projektorok névekv6 vagy csokkend sorozata:
£j -+« vagy pedig ElizE2”. ... . A sorozat mindkét esetben valamely £
projektorhoz tart olyan értelemben, hogy £,,/-*£/ barmely/-re;mégpedig minden
£,,7£, illetleg minden £, 2£.

Bizonyitas: Azels6 eset az 1—£t, 1—£2,.. 1 —£ helyettesitéssel a méasodikba
megy at. Ezért elég a masodikkal foglalkozni. Legyen ezért £ ,~£ 2. ...

A 15. Tétel szerint |[|[EV||2N||E 2/ [|2” ... ;>0, tehat lim ||End || 2 létezik. igy

m~* C0

tetsz6leges e>0 esetén létezik olyan N = N(e), hogy m,I*.N-re
\WET\\2-\\E T\ 2\<e.

Ha m~ | akkor Em7zEl és Em—E, projektor, tehat
IlEn/112- HE/N2= (Enf f )-(£,/,/) = ((Em £)/.))= |[(Em £,)/112=

= |lEnd-£,71]2

amib6l kovetkezik, hogy \enf —£,/||< . Az EIfE 2f,... sorozat kielégiti a
Caucay-konvergenciakritériumot s igy annak /* limesze létezik (Il. 1 fejezetben a
D. feltevés!). Az £/=/* tehat mindenitt értelmezett operatort definial.

Az (Enfg) =(/E rg) egyenlethdl hataratmenettel kévetkezik, hogy (£/,9) =
= (i Eg), ugyanigy (£,/, E,.9)=(£,/,g) kovetkezménye (£/, Eg)= (Efg) tehat
(E2g) =(Ef,g) vagyis £ 2= £. Kovetkezésképpen £ projektor. Az esetén

IEM IIAT|£i/11, tehat ha /—oo, akkor ||£nd ||~ ||£/]], vagyis Em £ (15. Tétel).
Ha £,, £2,. .. paronként ortogonélis projektorok sorozata, akkor

£ Ei +£2,£j+E£2+£3]. ..

novekvd projektorsorozat. A 17. Tétel értelmében ez a sorozat barmely tagjanal
nagyobb projektorhoz tart, amelyet igy jeldlink: £t +£2+ _ Legyen Et=P"r
E2=P-w,.. Ei+E2+...=Pm. Mivel £m£ minden m-re, $Rm részhalmaza
'Di-nek, ezért DI tartalmazza az [DI,, DI2,...]=DIj+DI2+ .. .DI' halmazt.
Forditva, barmely DImrészhalmaza DI'-nek, tehat Em= P® —£'s Kdvetkezésképpen
hataratmenettel adodik (lasd a fenti bizonyitast), hogy £ = £', tehat DI részhalmaza
DI'-nek, tehat DI=DI', £ = £', vagyis 'Di="01, + DI2+ ..., vagy mas szoval

B+ =P\di, + Pmj+ ....
Ezzel befejeztiik a projekcios operatorok tanulmanyozasat.

5. Operéatorok a Hilbert-térben

Az (Hilbert-) tér geometriai viszonyairél mar elég sokat megismertiink
ahhoz, hogy attérhessiink az iR”-t 6nmagara linearisan leképez6 linearis operato-
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rok tanulményozasara. E célbdl szamos fogalmat kell el6szor bevezetni. Ezek egy
részét az utébbi néhany szakaszban mar felhasznaltuk.

Operatorokkal mar foglalkoztunk, most megadjuk a meghatarozasukat (a 11.
Tételt megel6z6 allitdsokkal dsszhangban).

6.  Definicio. Az R operator 9? valamely részhalmazan értelmezett fiiggvény,
amelynek értékkészlete ismét 9l részhalmaza, vagyis megfeleltetés 91-nek bizonyos /
és bizonyos R f elemei kozott.

(Itt az 91x mellett megengedjiik az 91,-¢t is. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ha
9lx éppen az Fn, akkor az R operator Fn elemein, tehat a konfiguraciés tér
fuggvényein van értelmezve és értéke ismét ilyen fiiggvény. Az ilyen operatorokat
szokas ,,fliggvények fiiggvényeinek” vagy ,,funkcionaloknak” isnevezni. Lasd az 1.2,
fejezet 4. példait.) Az R értelmezési tartomanya, vagyis azon / fliggvények osztalya,
amelyre R f értelmezve van, nem feltétlenil fedi le az egész 91-et, ha azonban igen,
akkor azt mondjuk, hogy R mindenitt értelmezve van. Az sem sziikségszer(, hogy
az R/-ek halmaza, vagyis R értékkészlete az R értelmezési tartomanyéba essék,
tehat Rf ugyan értelmezve van, de az nem kovetkezik szikségképpen, hogy
R (F/) = F2-nek is van értelme.58

Az el6z6 fejezetben mar megadtuk R%S, tiR, Fm RS jelentését (itt R és S
operator, a komplex szam, m=0, 1, 2,...):

(R+S)f=Rf+Sf (aR)f=a Rf (RS)f=R(SJ),
R°=1 F‘=F, F2=FF. F3=FFF,....

Eme operatorok értelmezési tartomanyanak meghatarozasakor arra kell
figyelnink, hogy a bal oldalaknak (tehat az R+S, aR, RS operatoroknak) csak
akkor van értelmik, ha ajobb oldalak értelmezve vannak. igy példaul R+ S csak R
és S értelmezési tartomanyanak kdzos részén van értelmezve. Ha R barmely értékét
csak egyszer veszi fel, akkor létezik inverze:R ~1 Az R ~1akkor van értelmezve az/
elemen, ha az Rg=fegyenletnek létezik egyértelm(i g megoldasa; R 1értéke/-re
éppen g. Az el6z6 szakaszban megbeszéltiik az R+S, aR, RS operatorokra érvényes
szamolasi szabalyokat, itt csak az értelmezési tartomanyokkal kapcsolatban
tesszilk még hozza a kovetkezdket. Az egymassal egyenld operatorok értelmezési
tartomanya is azonos. A 0 F=0 alak( operatoregyenletek az értelmezési
tartomanyokra nem érvényesek. A 0-/-nek mindig van értelme, am (0O wF)/-nek
definicio szerint csak akkor, ha R f értelmezve van (ha azonban mindkett6 értel-
mes, akkor mindkett6 zérus). Masrészr6l azonban az 1*R=R 1=R és az
Fm F'= Fmt+' egyenletek az értelmezési tartomanyok szerint is igazak.

Ha F-nek és S-nek van inverze, akkor FS-nek is van és, amint az kdnnyen

belathaté: (RS)~' =S~'R~i. Ha afi0, akkor (aR)~I=- R~K Ha F 1 létezik,
akkor F negativ hatvanyai is képezhet6k: a

F~2=F 1 F-1, F'3=F_1 R-" F~\....

Eme altalanos meggondolasok utan a szamunkra kilondsen fontos operatorok
osztélyait vizsgaljuk meg részletesebben.
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7. Definici6. Az A operatort akkor mondjuk linearisnak, ha értelmezési
tartomanya linearis sokasag, vagyis az/,,..,,fk elemekkel egyiitt tartalmazza az
a,/, + mmm+akfk alakd linearis kombinacidkat is, és ha

A(al\ + ... +akik)=axAfl+ ... +akAfk.

Atovabbiakban csak linearis operatorokkal foglalkozunk, s6t csupan olyanokkal,
amelyeknek értelmezési tartomanya mindendtt s(rd.

Az utobbi megjegyzés megkdtése igen sok esetben kielégitéen helyettesiti azt a
kdvetelményt, hogy az operator legyen mindeniitt értelmezve, ezt ugyanis a
kvantummechanikaban sokszor el kell hagyni. Ez a kdriilmény elég Iényeges, ezért
részletesebben is megvizsgaljuk. Tekintsiik példaul a Schrédinger-fék hullamme-
chanika konfiguracios terét, amelyet az egyszer(iség kedvéért egydimenzidsnak
tételezliink fel: —oo<qg< + 00. A o) hullamfiiggvényekre az

+@
i \<p(Q\xq
_a)

véges. Ezek Hilbert-teret alkotnak (lasd a Il. 3. fejezetet). Tekintsiik a ... és a

h d
ida " operatorokat, amelyek nyilvanvaléan linaris operatorok, de értelmezési
ni dq

tartomanyuk nem az egész Hilbert-tér. A q... esetében ugyanis az
+@ +0
i \g<P{d\dg= i g2\<p(g\Aq
-@ —@

jécskan végtelen lehet még akkor is, ha az

J |<p(injdq
-0
h d
véges, tehat q(p(q) mar nem tartozik a Hilbert-térhez. Ugyanez a helyzet a -2--;-(-j---val
ni dq
is, hiszen egyrészt vannak nemdifferencialhatd fliggvények is, masrészt olyanok is,
amelyekre
+@® +0
d tD(’\)Zd _h2 C dt()zd
J  2ni dg _4néJ dg P
-® -
végtelen, noha az
i M<)2K?

00

véges (ilyen példaul a |g\2c~r, vagy az e_i2sin(e)d figgvény). Az értelmezési
tartomanyok azonban mindenitt siiriek. Mindkét operator alkalmazhato minden
olyan mindenitt folytonosan differencialhaté tp(q) fiiggvényre, amely csak a véges

56



—e Mg =c intervallumban kiilénbozik zérustdl, e fiiggvények halmaza azonban
mindendtt sr{.59

8. Definici6. Az A és A* operatorok egymas adjungaltjai, ha értelmezési
tartomanyuk megegyezik és e'tartoméanyban

(Afig) = (fiA*g),  (A*fg)=(f Ag)

(fiés g felcserélésével és mindkét oldal komplex konjugalasaval e két dsszefliggés
egymasba megy at. Vilagos tovabba, hogy az A, A* relacié szimmetrikus, vagyis,
hogy A* és A is egymas adjungaltja, tehat A** =A))

Megjegyezziik tovabba, hogy J1-mak csak egy adjungaltja lehet, hiszen ha A* és
A\ is A adjungaltja, akkor A\ =A\. Val6ban, minden olyan g-re, amelyre Ag
értelmezve van:

Mfg)=(fiAg)=(A*2fig),

s tekintve, hogy e g-k mindenitt s(irin helyezkednek el, azért ANf—AN, ez
azonban mindig igaz, igy Af =A% igy A az A*-ot és A* pedig J1-t egyértelm(ien
meghatarozza.

Azonnal belathato, hogy a 0, 1 és egyaltalan minden E projektor énadjungalt
(lasd a 12. Tételt), vagyis 0%, 1*, E* létezik és rendre egyenl6 a 0,1, E operatorokkal.
Az is igaz, hogy (aA)*=aA*, és ha A+ B képezhet6 (azazértelmezési tartomanyuk
minden(tt sdr(), akkor (J1£B)* =A*+B*. Végil az értelmezési tartomanyokra
vonatkozd, konnyen kiderithetd korlatozasokkal (AB)* =B*A* (ugyanis
(AB),g) = (Bf 1*g)= (/, B*A*g)), hasonldképpen (A~1)*= A*~1(mert (J1“ 7,9) =
= (A-'fi A*A*~'g)=(AA - 'fi A*-'g) = (fiA* ~'g)).

Nevezetesen a Schrodinger-fék hullammechanika esetében (amelyet mar az el6bb
idéztiink, most azonban k-dimenziés konfiguracios teret tételezzlink fel), amikor is
a Hilbert-tér olyan gdl, .. ,,qk) fliggvényekbdl all, amelyekre az

+@ +®
J ... f\(p®l,...,qgklAdql...dgk
o _g)(p(q qk)lzdq q

h 8
veges, a qt, ... és-—-—, ... operatorokra:
9 g 2ni 8q{ P

A (h aVv h 8
<) \2nidqj ~2n~i8q,’
Az els6t konny( belatni:

+ 00 + 00

i eee [ Ur<P(4A1,--;4Yk) d(Yy,--;Y)nAL--"Yk =

+® +@

=J ... j(pl,...,.qk) gl il/(dl,...,qk)dgl.. .dgk.
® -O
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A masodik azt jelenti, hogy

r fh 6 @ e
[N N J N - - LN ) L] L] =
3 3 r .dal(p(ql,. > e d(Yn. m-,gk)dqle. .dgk
= |r X J h 8
mas széval:

1 v 1 {~<P(al,...,qK) *(ql.... <+

— X — 00

illet6leg
lim J ... jivit,...,qk*Hqi,...,gk)XI~*Bx
w J gqk*Hq ak)

xdq,.. «dq,.idgl+1...dg*=0.

A hatarértéknek léteznie kell, mert minden

j ... 0 ...dg"-Aq,
- -C
integral biztosan konvergens (hiszen q cp,s—z <pd—(; ¢ mind a Hilbert-tér elemei).

Csak az a lényeges, hogy e hatarérték valdban el is tlinik-e? Ha nem t(innék el,
akkor az

+ X + X

) (e «-i4K)dQi- *-Uiqi-i&Ii+i - m<kk

- CC
hatarértéke g,-> + 00 vagy g,-* —00 esetben nem volna zérus, ami nem egyeztethet6
0ssze az

+ X + X

I ... J (p(qu- -~ KD(H,. ®,gK) dqt. . .dq,_idg,dgl+l. . .dgk

X —

abszolut konvergenciajaval (o és ¢ a Hilbert-tér elemi).
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Ha A integraloperator:

+ 00

i K(ql,...,qk;q'1,...,9'K) (p(q\,...,q'k)dqg'1...dq'k,

00

A(p(qu ...,qk)= J ...

[o0)

akkor kozvetlenil adddik, hogy A* is integraloperator, amelynek magja azonban

nem .
K(a{,...,qk,q\,..,,gk),
K(i,ssmU 41> >k m

Vizsgaljuk most meg a matrixelméletet, ahol a Hilbert-tér az olyan x*Xj,. ..
sorozatokbol all, amelyekre

hanem

i w2
0=1
véges. Az A lineéaris operator alkalmazéasakor transzformaltja
(yi,y2,. ..) lesz:
A(xu x2,. ..)=(yi,y2,. ee)

Az A linearis volta miatt (yx,y2,. m) linearisan figg (x~ X j,...)-t6l:
Y= TV, &
v=1

Az A-l tehat az a@v matrix jellemzi. Kénnyen lathatd, hogy a4\l (a3vkomplex
konjugaltja és transzponaltja) az A* matrixa lesz.

A matrixmechanika e tulajdonsaga igen hasonld a véges matrixok elméletéhez,
ezért kézenfekvd a hermitikus operator fogalmanak bevezetése. Ezzel egyid6ben két
tovabbi fogalmat is bevezetiink; ezekre a késébbiekben még sziikségink lesz.

9 Definicié. Az A operatort hermitikusnak nevezziik, ha A* = A. Az A definit, ha
(Aff)".0 minden/-re.6l Az U operator unitér, ha UU*=U*U=1.62

Unitér operatorra tehat U* =U~\ A definici6 szerint

(11,11g) = (U*111, £) = (1£),

ezért, haf =g, akkor ||I//]] = ||/]|. Forditva, e tulajdonsagokbdl az operator unitér
jellege kovetkezik, ha U mindenitt értelmezve van és értékkészlete az egész Hilbert-
teret befutja (lasd a 62. jegyzet). Ezt a kovetkez6képpen bizonyitjuk be. EI6szor is

WURN = WA\, vagyis (UTf,Uf)=(ff)-,(U*Uff)=(f,f).

Az J-et elszor =9 vei, majd pedig —vei helyettesitiik, majd a kilonbséget

képezzilk, s ekkor, amint azt konnyen kiszamithatjuk, azt kapjuk, hogy
Re(L'f Ug)=Re(fg). Az /helyére i/-et irva, a redlis rész helyébe imaginarius rész
keriil, kdvetkezésképpen:

(UfUg)=(fg), vagyis (V*Ufg)-(fig).
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Rogzitett/ mellett ez minden g-re igaz, tehat U*Uf—f Ez viszont minden /-re igaz,
tehat U*U = 1 Még azt kell megmutatnunk, hogy UU* = 1 Barmely /-re van olyan
g, hogy Ug=f tehat

UU*f =(UU*)Ug=U(U*U)g=Ug=f wvagyis UU*=I.
Minden unitér operator folytonos, mert linearis volta miatt
WU.f-Ug\\ = \WU(f-g)\\ = \\f-g\\.

Ez nem szilkségképpen igaz a hermitikus operatorokra. Példaul a q... és a
h

'chﬁ. '
nem folytonos.63

Az A* kiszamitasara szolgalé szabalyokbol azonnal kdvetkezik, hogy ha U és V
unitér, akkor U~1 és UV is az. igy U minden hatvanya is unitér. Ha A és fi
hermitikus, akkor A+ B is az. Az aA csak akkor hermitikus, ha a valds (kivéve ha
/1=0). Az AB csak akkor hermitikus, ha A és B felcserélhet§ egymassal, vagyis, ha
AB=BA. Tudjuk azt is, hogy minden projektor (nevezetesen 0 és 1 is) tovabba,

operéator, amely a kvantummechanikaban oly fontos szerepet jatszik,

hogy a Schrédinger-elmélet q,... és PSR operatora hermitikus. Az A minden
A

hatvanya (és A-1 is, ha létezik), tovabba A minden valés egyiitthatds polindmja
hermitikus. Megjegyzendd, hogy ha A hermitikus, akkor tetsz6leges X-re XAX* is
az:

(XAX*)* = X**A*X* = XAX™>.
igy XX* (A=1)és X*X (A"™-ot irtunk X helyébe) hermitikus. Ha U unitér, akkor
UAU ' is hermitikus, mert U~I=U*

Az operatorok folytonossaga csakugy, mint az analizisben a fliggvényeké,
alapvetd fontossagu tulajdonsag. Ezért linearis operatorokra kimondjuk a
folytonossag néhany jellemz6 feltételét.

18. Tétel: Az R linearis operator mindenitt folytonos, ha folytonos az/ =0
pontban. Ez utébbinak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy létezzék olyan C
allandd, hogy minden /-re ||R/||gC-1]/||. Ez a feltétel viszont egyenértékii azzal,
hogy minden/-re és g-re

I(R7,9)|gC -[|/1]- k1L
Hermitikus R esetén ezt csak f =g-re kell megkdvetelni: |(R/,/)|gC <||/]|2,
illetéleg mivel (Rff) valos (lasd a 61. jegyzetet):
-c-[[/2r (K hge-||[/H2

Megjegyzés. Az operatorok folytonossadganak fogalma HiLBERTtSI szarmazik.64
O ezt korlatossagnak mondta és az utolso el6tti kritériummal definidlta. Ha az
utolsd kritériumnal csak az egyik oldal teljesil, akkor R félig korlatos, mégpedig
vagy alulrél, vagy felllr6l. Minden definit R példaul alulrél korlatos (C = 0).
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Bizonyitas: A folytonossdg /=0-ndal azt jelenti, hogy tetszéleges e>0O-hoz
tartozik olyan <5>0, hogy ha ||/||<<5, akkor [|J1/]| <e. Ekkor azonban ||/—0|| <6
esetében

K (1-To) 1= P-K loll<t,
vagyis R folytonos a tetsz6legesf0 helyen, vagyis mindeniitt.
Ha |[R/||*C «W/N (természetesen C>0), akkor a folytonossag kovetkezik a

e 2
S:Evélasztéssal. Forditva, ha R folytonos, akkor . = 1-hez C =3 valasztas mellett

WRANGCW N
teljesil/ 0-ra. EKkkor ugyanis ||/||>0; de legyen
o=«
Wil

igy Ml=i tehat

wwi-dij-iiviK 1.
vagyis

PrlTer-C-THITT

Ha \\RfW\UC\\f\\, akkor
I((R/,@)1a[*/INIglaC||/]|-lIg1].

Forditva, ha |[(K/,@)|]"C «||/|| *llgll, akkor a g=Rf helyettesitéssel
WRFW\2Z C-\\A\\-\\Rf\\, vagyis [|[R/||*C-1]|/||. Meg kell még mutatni, hogy
hermitikus R esetén az |(K/,/)|gC- ||/||2 kovetkeztében \(Rf,g)\"C u|/||- ||g]|-

Az | helyébe *g t, majd f—_g—t irva kapjuk, hogy

acC.i(+1 2+ fzIl ~ ,c.I/I2+ %12 65

Most f és g helyébe af-et, illet6leg -g-t irunk gy, ahogy azt az 1 Tétel
a

bizonyitasaban tettik (a>0). A jobb oldalt minimalizalva kapjuk, hogy
IRe(R/,9)|gC- LLL «||g||. Ezutan /helyébe e‘/-et irva (a valos) és a bal oldal
maximumat véve:

\m.g)\ic-ul ii-iifii.
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Ez szigorGan véve csak akkor érvényes, ha Rg értelmezve van, e g-k azonban
mindenditt sdrlin helyezkednek el és Rg nem jelenik meg a végeredményben, az
allitas tehat a folytonossag miatt altalanosan teljesdil.

Még egy tételt bizonyitunk be definit operatorokra.

19. Tétel: Ha R hermitikus és definit, akkor

\mg)\£y/(R/f)-(Rg.9)-
B 2/,/) = 0 kovetkeztében R/ = 0.
Bizonyitas: A fenti egyenl6tlenség ugyanugy kovetkezik abbdl, hogy (R /,/)"0
mindenditt igaz (R definit), mint ahogyan az

WV, g)\Sy/(f3)-{g,g) =\\F\\;\\g\\

ScHWARZ-egyenlétlenséget (/,/)” 0-bol bebizonyitottuk az 1 Tételben. Ha
(R/,1) =0, akkor eme egyenl&tlenségbdl kovetkezik, hogy (Rf,g) =0, természete-
sen, ha Rg értelmezve van. Ez azonban nemcsak a g-k mindenitt sr{i halmazan,
hanem a folytonossag miatt minden g-re érvényes. Tehat Rf =0.

Veégiil, az R és S operator felcserélhet@sége, vagyis az RS = SR dsszefiiggés igen
fontos. Ebbdl kovetkezik, hogy

S...SSR=S...SRS§=S...RSS=...RS...S,

tehat R és Snis fs felcserélhetd egymassal. Mivel Rl = IR = 1ésS° = 1, tehatezn=0
esetén is igaz. Ha  1létezik, akkor =~ 1¢SR m5~1=S~1 RS «S~16s

RS~I=S~1 SR S ~S 'R SS~I=S IR,

R tehat S~ ’-gyei is felcserélhet. Ezért n= —1, kovetkezésképpen n= —2, —3,...
esetben is teljesil a felcserélhetéség. Az R tehat S minden hatvanyaval felcserélhetd.
Ha R az S-sel is és T-vel is felcserélhetd, akkor az aS-sel és S + T-vel valamint ST-vel
is felcserélhetd. Mindebbdl kdvetkezik, hogy ha RS =SR, akkor R minden
polindmja felcserélhet§ S minden polindmjaval. Nevezetesen, ha R =S, akkor R
tetsz6leges polinémjai egymassal felcserélhetdk.

6. A sajatérték-feladat

Most mar eleget tudunk ahhoz, hogy szemigyre vegyiik az absztrakt Hilbert-
térben a kvantummechanikanak az Fz-vel, illet6leg az Fn-val kapcsolatos egyik
legfontosabb feladatat, nevezetesen az I. 3. fejezetben felirt E, ., illet6leg E,. egyenlet
megoldasat. Ezt az Un. sajatérték-feladatot most Uj, egységes formaban fogalmaz-
zuk meg.

Az I. 3.-ban mind E,., mind pedig E3. esetében fel kell kutatni a

E. Hip—(p
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egyenlet valamennyi <pO megoldast. Itt H a Ham/7ton-figgvénynek megfelel6
hermitikus operator (Iasd az I. 3. fejezet meggondolésait). A ga Hilbert-Xér eleme, A1
valés szdm (H adott, meghatdrozanddé <p és n). A keresendd megoldasok
sokasagaval kapcsolatban még bizonyos kivanalmaink vannak:

1 A matrixelméletben a

Pl = {/\11 SN > oo} W= {$12’ $22 ooo}»ooo
megoldasokbdl (ezek Fz elemei) egy S = {SQMmatrix képezhetd, amelyiknek létezik
az S~1linverze (lasd az I. 3. fejezetet).
2. A hullamelméletben minden hullamfiliggvénynek (még annak is, amelyik nem
megoldas) a

megoldassorozat szerint sorbafejthetének kell lennie (92, (02,... més-méas $hoz
tartozhat):

(p(aly . ..,qf )= élc,,(p"(qlt- -qf ).

(Ez a kbvetelmény, noha az 1. 3. fejezetben nem tettiink réla emlitést, nem hagyhato
el a hullamelmélet kiépitésében, kiléndsen a Schrodinger-fé\e ,,perturbéacioelmélet-
ben”.)66

Az 1 voltaképpen ugyanazt jelenti, mint 2. Az S matrix ugyanis az {1,0,0,...},
{0, 1,0,...}. .. elemeket rendre az

{S.,521,531,...}, {S12,522,S32>. . . . . .

elemekbe transzformalja at, tehat az Hilbert-XereX atviszi a v g2, .. . altal
kifeszitett zart linearis sokasagba. Ez utdbbi viszont sziikségképpen maga $?X
killénben  1nem léteznék. A 2. azonban ugyanezt allitja kdzvetlenil, eszerint
barmely <ptetszéleges pontossaggal elballithatd (pl,<p2, ... linearis kombinacidja-
ként.67 Fogalmazzuk meg e feltételt vildgosan és szogezziik le ismét az E. egyenlet
tulajdonsagait, ezdttal a most mar rendelkezésre all6 formalis eszk6zok segitségé-
vel.

El6szor, mivel kikotottik, hogy <ph0 és mivel a>is megoldas, ha g~az, elégséges
csak olyan megoldasokkal foglalkoznunk, amelyekre |<p|| = L Masodszor, nem kell
megkovetelniink, hogy Avalos legyen, hiszen ez a H(p= Apegyenletbdl kovetkezik:

Hp )= (. = Ap P=X

(lasd a Il. 5. fejezetet és a 61. jegyzetet). Harmadszor, az egymastol kilonboz6 A,-
hez és $P-bor tartozd < és (p2 egymasra ortogonalis:

(HePi, () = = 2> (H(pl,2)=((pl, H(p2) = (<>, ¢2) ;

s igy Ai(<pl, £2)= 24, 92) és kxhX2 tehat (pltR2)=0.
Legyen |t,X2,... az egymastol kiilénb6z6 olyan $-k sorozata, amelyekre E.
megoldhatd. (Valasszunk ki minden olyan $+hoz, amelyre Hp= Spmegoldhato, egy
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egységnyi normaju <2 megoldast, e ¢k az el6z6 megjegyzések alapjan ortonor-
malt rendszert fognak alkotni. A Il. 2. fejezet 3(@). Tétek szerint e rendszer vagy
véges, vagy végtelen sorozatba rendezhetd. Ezért a Ak is véges, vagy veégtelen
sorozatba rendezhet6k.) Mindegyik A= Apra a Hp=kgp megoldasai lineéris
sokasagot alkotnak, amely egyduttal zart is.68 A 9. Tétel szerint létezik tehat a
megoldasoknak olyan ortonormalt ¢p ,, ..., R\prendszere, amely e sokasagot ki is
fesziti. Vilagos, hogy a vpszam a A= Ap-hoz tartozo linearisan fiiggetlen megoldasok
maximalis szdma. Ez a Ap sajatérték ,multiplicitdsa”. (v=1,2,..., 00; v=00 is
el6fordulhat; erre példa a H=1, A=1 eset.) Az el6z6ek szerint a két kilénbdz6
P-hoz tartozdé tpp .., 9p LK egymasra ortogonalisak. Ezért a

PyvP=12—;v=1,...,vp

Osszessége is ortonormalt rendszert alkot. Szarmaztatasa miatt felismerjik, hogy ez
ugyanazt a zart linearis sokasagot fesziti ki, mint E. 6sszes megoldasai.

Rendezziik at a gp ket tetsz6leges médon egy ¢l (o2>mmmsorozatba és legyen a
megfelel6 Apk sorozata Al), AD,... . Az el6bb megfogalmazott feltétel, mely
szerint E. dsszes megoldasa kifesziti iR"-t, mint zart linearis sokasagot, azt jelenti,
hogy ezt a pIYd2, . .. rendszer (mely a megoldasok részhalmaza) maga is megteszi,
ezért a 7. Tétel a) pontja szerint ez az ortonormalt rendszer teljes.

igy a kvantummechanika sajatérték-feladatanak megoldasa azt kivanja, hogy az
E. egyenletnek oly sok

y>=p a=a,,a?,...

megoldasat kutassuk fel, hogy e megoldasokbol teljes ortonormaélt rendszert
alkothassunk. Ez azonban altaldban egyaltalan nem lehetséges. igy példaul a
hullamelméletben is lathatd, hogy az E. (vagyis az |. 3. fejezetben az E2)
megoldéasainak egy részénél — bar mindegyik megoldasra szikség van, hogy
minden hulldmfliggvényt a megoldasok szerint ki lehessen fejteni — az abszolt
érték négyzetének integralja nem véges,69 vagyis ezek nem tartoznak a Hilbert-
térhez. Ez utébbi esetben (s az E-nél csak ezt vizsgaljuk) nincsen a megoldasnak
teljes normalt ortogonalis rendszere.

Masrészt viszont a sajatérték-feladat Hilbert-féle elmélete azt mutatja, hogy az
operatorok tulajdonsagai kozt ez a jelenség egyaltalan nem kivételes (még a
folytonos operatoroknal sem).70 Ezért meg kell vizsgalnunk, hogy mi térténik, ha
ilyesmi el6fordul. (A 111. 3. fejezetben majd latni fogjuk, hogy a fizika szempontjabdl
mindez mit jelent.) Ha E. megoldasai kozil nem valaszthaté ki teljes ortonormalt
rendszer, akkor azt mondjuk, hogy H-nak van folytonos spektruma. (A AL A2, . ..
alkotja a H-nak ,,diszkrét” vagy ,,pont”-spektrumat.)

Most, hogy az E. egyenlettel ilyen csalodas ért benniinket, az a feladatunk, hogy
pontosan fogalmazzuk meg a hermitikus operatorok sajatérték-feladatat, s aztan
ezt a kvantummechanikara alkalmazzuk. E16sz6r megadjuk és megmagyarazzuk a
sajatérték-feladat e megfogalmazasat, kovetvén Hilbert modszerét (lasd a 70.
jegyzetet).
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7. Folytatas

Maga a
H(p=k(p
egyenlet és az a kovetelmény, hogy megoldasaibdl teljes ortonormalt rendszer
alkothatd, a véges dimenzids iR, térrel fennall6 analogiaban gyokeredzik.
Az iR,-ben ugyanis, ahol a H matrix:

0o ov = 0,2 Vo=,

jol ismert algebrai tény, hogy Hp= x<p-nek 9= {x,,x2,. ..,X,,) megoldasai, tehat
amelyekre

valéban teljes ortonormalt rendszert alkotnak.71

Az iR,-nek azonban ez a tulajdonséga, amint lattuk, n-»oo 4tmenettel nem vihetd
at az iHx-re. Kovetkezésképpen a sajatérték-feladatot 4?x-ben masként kell
megfogalmazni. Belatjuk most, hogy a sajatérték-feladat iR,-ben gy alakithat6 at,
hogy az (j megfogalmazas mar atvihetd 97x-be (ez az Uj alak iR,,-ben ekvivalens a
régivel). Méas szdval a két megfogalmazas minden #,,-ben (n=1,2,...) ugyanazt
jelenti (nevezetesen, hogy a hermitikus matrixok diagonizalhaték), am az egyik
atvihet6 sRx-be, ellenben a masik nem.

Legyen {xu ,.. CLxnl. e x,,,,} a sajatérték-egyenlet teljes ortonormalt
megoldasrendszere és legyen x,A2,... a megfelel6 A Az {x,, ..., x 1},
oo xnl L, xm} vektorok tehat iR,-ben Descartes-féle koordinata-rendszert
jeldlnek'ki. E koordinata-rendszer r r ,,  koordinatairol az eredeti £
koordinatakra a kovetkez6 transzformacids képletekkel térhetiink at:

Ki,- ee<,}=r,{xu,...,xIn}+ ... +[{xqL,...,x]j ,

vagyis
n n
£i= Z "L rH. ;i,,= Z X', ;
fi=i n=i
és forditva:
n n
r.=2 ... r»= Z *4N e
A - -
n
zh X X
egyenleteket a fenti, egyébként tetsz6leges illet6leg a nekik megfeleld
r,,...n, valtozékkal, tovabba egy masik ugyancsak tetszélegesi/,,... ,i/,, vektorral
igy irhatjuk at (ez utobbinak J,,...,  feleljen meg a fenti képletekben):
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tehat

A koordinata-rendszeriink Descaries-féle, ezt igy fejezhetjik ki:

X

*pa) (X *pn)m
1 7 \p=

(°-) En = x (
p- 1\p 1 /

M= 1 p

AD. és O. egyenletnek eleget tevé {xpv} matrix felkutatasa igy egyenérték( 'd,-
ben a sajatérték-feladat megoldasaval, és ebben az alakban nem lehet az iRx-re
attérni. Ez azonban nem meglep» a kovetkez6k miatt. A D. és O. feltétel az
ismeretlen Ap-t és xpwt nem hatarozza meg teljesen. Valdban, amint azt a diagonalis
transzformaciok elméletébdl tudjuk, a Ap-k csak a sorrendt6l eltekintve vannak
egyértelmlien meghatarozva. A helyzet az xpwkre még rosszabb. Akarmelyik

xpl,...,xp, vektor nyilvanvaléan megszorozhat6 tetsz6leges egységnyi abszolit
értékli ©p tényez6vel, ha pedig még néhany Ap egybe is esik, akkor a megfelel§
xpl, ..., Xp, vektorokat még unitér transzformaciénak is alavethétjik! Ha ilyen,

nem egyértelmlen meghatarozott mennyiségekkel akarjuk az n-*cc hataratmene-
tet elvégezni, reménytelen helyzetbe keriiliink:hogyan is konvergalhatna az eljaras,
amikor Xpés xpvtetsz6legesen nagy ingadozasokat és atrendez6déseket szenvedhet
el a nem teljes meghatarozottsag folytan!

Ez azonban utat is mutat arra vonatkozéan, hogy miként kell a problémakat
helyesen kezelni. El6szor is a D. és O. feltételeket és a Apés xpvismeretleneket kell
olyanokkal helyettesiteni, amelyek mar egyértelm(iek, s akkor majd meglatjuk,
hogy a hataratmenet nem lesz méar olyan nehéz.

Ha valamely / értéket egy vagy tébb Apis felvesz, akkor a

X(X I Xxpoiipj

f.=/\p=1 / \p=1I /

Osszeg invarians a Ap-k és az xpwk el6bb emlitett hatarozatlan (és a D. és O.
feltételekkel osszeférd) valtoztatasaival szemben. (A £ azt jelenti, hogy az

a5
Osszegezést olyan p-kra kell elvégezni, amelyekre Ap=/). Ha / valamennyi Ap-tol
killénbozik, akkor az dsszeg 0 és igy biztosan invarians. igy az

g — *,
UEA X( X)X,
hermitikus forma ugyancsak invarians (it £éshaf £ , ésaz nnrovid

jelolésére szolgal) tetszleges |-te. Ha ismerjiuk az £(/; r/)-kat (vagyis ezek
egytthatdit), akkor ezekb6l az xpvés Apkiderithetd. Ha tehat a sajatérték-feladatot
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(vagyis a D. és O. egyenleteket) ugy fogalmazzuk meg, hogy abban kpés xpv helyett
csak £(/; £, ) szerepeljen, akkor megkaptuk a kivant egyértelm( alakot.

Legyen £(/) az £(/; £, n) hermitikus forma matrixa.72 Mit allit D. és O. eme E(l)
matrixok csaladjarol?

Az O. azt jelenti, hogy ha / elég nagy (nevezetesen barmelyik A,,-nal nagyobb),
akkor £(/)= 1 (az egységmatrix). Az E(I) meghatarozasabdl kovetkezik, hogy ha |
elég kicsiny (barmelyik A™-nal kisebb), akkor £(/) = 0 és amint /a —oo-t6l a + 0o-ig
nd, £(/) mindenitt &llandd, kivéve véges szdmud pontot (a A,,...,A,, egymastol
kiillonboz6 értékeit, amelyeket atjeldlink:/, < /2< ... <I,,,m”n), ahol ugrasa van,
s ez az ugrés a kérdéses ponttdl balra van (ez azért van, mert a

mint / fliggvénye jobbrol folytonos, mig a

\<i
viszont balrol). Végul megmutatjuk, hogy ha /'A/", akkor
E(ME)=E(ME) = £()

(itt matrixszorzatrol van szo).

Ezt jobb az £(/'; f, t/)-bol és £(/", £, r/)-bol kiindulva az r,,..., r, és 3i>- ¢ >3,
koordinata-rendszerében belatni. E valtozok bevezetése utan £(/', £ r/)-ra és
£(/", 1, u)-ra azt kapjuk, hogy

I rf,, illetfleg £ rp3~e
A matrixok alakja tehat a kdvetkez6:a f6atlotol eltekintve mindeniitt zérus, a f6atlo
p-adik helyén egyes all, ha kp:£/, illet6leg Xpii  kiilénben zérus. Az ilyen

matrixokra a fenti allitds mar nyilvanvalé.
Fogalmazzuk meg D.-t Gjra. Eszerint

i I t{E(1,; 1.«n)}
A, v=1 T=1

(/0 barmely /,-nél kisebb szam). Am E(l; <4) a
-oc </</,; 1,9/<(2; Im i< +00
intervallumok mindegyikében &llandd, tehat ha a
no<n, <n2< ... At

szamok kozott az /,,..., /,, szamok mind el6fordulnak, akkor

. AHEAL;T,i)-E(At_Li»D}
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A Siie/iles-integral fogalméat felhasznalva ez igy is irhat6:73

u, v= 1 — 00
+00 b
(az J nyilvanval6an helyettesithet6: az j, a</,, b> Imesetén ugyanazt adja). Ha

— 0 a
pedig a matrixokra irjuk fel az egyiitthatdkra érvényes egyenleteket, akkor
+00
H= j AdE(A)

ahol H= {1}
A feladat tehat most a kdvetkezd: az adott H= {/!,,.} hermitikus matrixhoz meg

kell keresni a hermitikus £(A) matrixok ama csaladjat (—oo <A< + 00), amelyre:
Sj. Elég éklcsmyI>A esetén £(A):IgI > Az £(A) (mint Afliggvénye) mindenitt
[nagy J uJ
allando, kivéve véges szamu pontot, ahol ugrasa van és az ugras helyén jobbrol
folytonos.
52 Minden A-ra igaz, hogy

£(AYE(A")=£(Min (A, A")).74
53. A Sile/fles-integralt hasznalva

+ 00
H= J AdE(A).

—00
Nem idézlink most azzal, hogy S,. —S3 alapjan visszafelé kdvetkeztessiink D. és O.
megoldasaira (ezt egyébként konny( lenne megtenni), mert a sajatérték-feladatnak
csupéan erre az alakjara van a kvantummechanikéban sziikség. Ehelyett hozzala-
tunk ahhoz, hogy Sj. - S3-at végtelen valtozora altalanositsuk, vagyis attériink 9?,-
rol (R"-re.

Vilagos, hogy iHx-ben H és £(A) hermitikus operatorok lesznek. Meg kell
hatarozni adott H-ra az £(A)-k olyan csaladjat, amely az S2 —S3 feltételek
mintajara felirt kikotéseknek eleget tesz. Elég tehat az S,. - S 3 megfelel§jét az RX
esetében megkeresni.

Az S2 tulajdonsag valtozatlan marad, hiszen iR, dimenziészama nem szerepel
benne. A projektorokra vonatkoz6 eredményeink (Il. 4. fejezet) felhasznélasaval
azonban atalakitjuk. E18szor is £(A)2=£(A) adodik a A'= A= Aesethen. Az £(A)
tehat projektor. Az S2 azonban ekkor azt jelenti (a A'gA" esetre korlatozodunk, a
AN A'eset ebbdl adodik), hogy ha Ag A',akkor £(A) " £(A") (lasd a 1l. 4. fejezetben
a 14. Tételt és az azt kdvet6 meggondolasokat). Az S3. esetében kicsit vigyazni kell:
az

+@®
A= | AdE(A)
-
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kifejezésnek nincs értelme, hiszen a Srie/t/es-integral csak szdmokra van értelmezve,
operatorokra nem. Kénny( azonban olyan, szamokra felirt relaciét megadni,
amelybdl az operatorokra vonatkoz6 dsszefiiggés mar kovetkezik. Megkdveteljik,
hogy a

(Hf,g)= 1 Ad(E{k)fg)
0

egyenl6ség A* minden f ésg elemére teljesiiljon, mar amennyiben H/-nek értelme

van, ekkor a
+@®

H= i AdE(A)
Osszefiiggés ennek az egyenlségnek a szimbolikus roviditése.

Az S,. tulajdonsagot az attérés a végtelen dimenziora igen érzékenyen érinti.
Azok a pontok, amelyeken tal £(A) a kezdeti 0, illet6leg a végs6 1értéket felveszi és
amelyekben ugrik ( az 4, esetén) a H sajatértékei. Az £(A) azokban a
tartomanyokban, ahol nincs sajatérték, ott allandé. Ha n-to0o, akkor sok minden
megtorténhet. A legkisebb és a legnagyobb ugrashely —oo-hez, illetéleg - 00-hez
tarthat, a tdbbi bizonyos szakaszokon osszes(ir(isddhet, hiszen szamuk minden
hataron tul néhet, igy azok az intervallumok, amelyekben £(A) allandd, pontokka
zsugorodhatnak @ssze. (Ez az a tiinet, amely a Hilbert-féle elméletben bizonyos
kortilmények kozott az Ugynevezett folytonos spektrum megjelenésére utal.75 Ezért
amikor #,,-r01 A”-re tériink at, S,.-et alaposan meg kell valtoztatnunk, hiszen teret
kell adnunk olyan eseteknek is, amikor £(A) esetleg mar nemcsak diszkrét
ugrasokkal valtozik.

Mindezt figyelembe véve kézenfekvd, hogy £(A) kezdeti (0) és végsd (1) értékeére
vonatkozo feltevésiinket azzal a kévetelménnyel helyettesitsiik, hogy £(A) a 0-hoz és
+ 1-hez tartson, ha Aa —oo0-hez, illet6leg a + o0o-hez tart. igy lehet6ség nyilik arra,
hogy £(A) ne csak ugorjék és az intervallumokon beliil allandé maradjon, hanem
hogy folytonosan ndvekedjék. Azt a kdvetelményt azonban megprobalhatjuk
fenntartani, hogy £(A) az ugraspontokban legyenjobbroél folytonos. Az S,.-et tehat
igy fogalmazzuk meg: £(A)-»0, ha A-» —o00; £(A)-> +1, ha A-» + 00 és £(A)-»£(A0),
ha A->AD0, A"A0.76

-z

mn=21/n.
r=1
ha az £(/t)—£(/T_j) matrixot Ft-val jeldljik. Az S,. miatt esetén

F.E(la)=E(It)E(la)—£(/,_j)E(/,) = E(/t)- £(/t_,)=£t,
ha pedig <TET —1, akkor
FrE()=£(/)E(L)-£(/, )E(.)=E(,)-£(/,)=0.
igy, tekintve, hogy F,,=E(la)-£(/,,_,),
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FT haTt=<,

F'4 o, ha
Ebbdl kdvetkezik, hogy

Ugyanigy Hp= ~ /ff,. Ennek megfelel6en

r—

H2= j A2dE(A),
()

amely hasonlit a H-ra érvényes egyenlethez. Az iR"-ben a hasonlé médon
megalkotott szimbolikus egyenlet érvényességét feltesszik. igy

(H2/,g)= f A2d(E(l)fg).

(Ezt tovabbi meggondolasaink soran még megerdsitjik.) Haf —g,
(H7./)=(H/,H)=|[H/]|2 (£(A)].))=IE(A)/]|2
tehat
I|H/||2= 1 2d(l|E(A)/1).
)|

E képlet arra enged kovetkeztetni, hogy £(H) nemcsak H/ -et hatdrozza meg, ha ez
értelmezve van, hanem azt is, hogy H/ adott/-re egyéaltalan értelmezve van-e. Az

IVA(lIEU)/2)
)

integrandusa nemnegativ (H2StO) és a differencial jele alatt monoton ndvekvd
kifejezés all (||£(51)/]|2, 1asd S2-t és a 15. Tételt a Il. 4. fejezetben). Ez az integral igy
vagy konvergens, tehat értéke zérus, vagy véges pozitiv szam, vagy pedig egyszer(ien
divergens, tehat + 00.77 Eza H-t tartalmazo egyenlettdl, tehat attol fiiggetlenil igaz,
hogy H/ értelmezve van-e, vagy sem. Ezért elvarjuk, hogy H/ akkor és csakis akkor
van értelmezve (vagyis tRx eleme), ha ||H/L, 2 véges, tehat az

i"SRO(|I£()/112)
kifejezés minden/-re véges.
Ilyen modon S,.—S3 atfogalmazasa igy szol: adott H hermitikus operatorhoz
keressiik a kovetkezd tulajdonsagu £(5) projektorok csaladdjat (—oo<#A< +00):
S,. Ha S oo vagy >+ oo, akkor £(f)/-»0, illetbleg £(A)/->1;
£(A)/-»£(A0)/, ha 4-*A0, A*A0 (minden f -Te).
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S2 ATSA" kovetkeztében E(A")™ £(A™).
S3-Az
J A2d(IE(A)]2),
amely definicid szerint vagy konvergens (zérus vagy véges pozitiv szam), vagy pedig

egyszeriien divergens (+ 00), meghatérozza H értelmezési tartomanyét; H/ akkor
és csakis akkor van értelmezve, ha az els§ eset all fenn. Ekkor

(H/,*)="j Ad(E(A).9).

(Ez az integral abszolit konvergens, ha az el6z6 véges.)78

A Hoperator az S,. és S2 feltételekben nem szerepel. Az ezzel a két tulajdonsaggal
rendelkez6 projektorcsalad neve az egységoperator felbontasa, vagy roviden
egységfelbontas. Az S3 osszefiiggést kielégit6 egységfelbontasra azt mondjuk, hogy
H-hoz tartozik.

Az 9tx-ben a sajatérték-feladat tehat igy szol. Létezik-e az adott H operatorhoz
tartozo egységfelbontas és ha igen, akkor mennyi? (Az Ohajtott valasz az, hogy
mindig csak egy.) Tisztdznunk kell még azt is, hogy a sajatérték-feladat altalunk
adott meghatarozasa hogyan kapcsolddik a hermitikus operatorok sajatértékeinek
meghatarozasara a kvantummechanikaban (kiiléndsen pedig a hullAmmechanika-
ban) altalanosan alkalmazott mddszerekhez.

8. Tajékozodas a sajatérték-feladatrol

Az elsd kérdés, amely a sajatérték-feladat most adott definicidjaval kapcsolatban
felmeriil, a kdvetkez6képpen fogalmazhaté meg. Az 5,.—S3 gy tlnik, mer&ben
eltér attol a problématdl, amellyel az el6z8 szakaszt elkezdtiik, és az 6sszefliggés
mar felismerhetetlen. Az 4l,,-re valdban levezettik S,.—S3-at, de '/1"-re ezeket
alaposan atalakitottuk. A két megfogalmazas most mar nem egyenérték(i (noha,
mint mondottuk, sR,re azok voltak). Ezért felmeril a kérdés, hogy ez az (j
megfogalmazas mennyire esik egybe a régivel, vagyis mikor, milyen maodon
hatarozza £(A) meg a A,, A2>... és a <p,, F2,... sorozatot.

Ha £(A) az A hermitikus operatorhoz tartozd egységfelbontas, akkor az

Ap=A0p
egyenlet mikor oldhaté meg? Az Ag>=kO(p azt jelenti, hogy (A<p,g)=kO0(<p,g)
minden g-re, tehat,

+ X - + X

0= f Ad(E(A).0)-A0DpG= | AdEA)/:)-AO0 f d(E(AY.g) =

+

_— (A—20)d(E(A)/,9).

—X
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Legyen el6szor g =E(/.0) f ekkor

0= 3 (A-A0)d(E(A)/,£(A0)/) = K (A-A0)d(E(AQ)E(A),]) =

—00 —00

+00 +00

=] (A-AO)d(E(Min(A,AO)/;/))= (JD (A-A0)d(||IE(Min(A,A0)/[]2)).

Ezt az mtegralt két tag Osszegére bontjuk:
+ 00 A0 + 00 +00

j=J+1J.Az J -ban a Min(A, A0) A-val, az J -ban pedig A0-val helyettesithe-
-0 -6 A
t6. Az utobbi mtegralban tehat a dlfferenC|aIJeI mogott allando all, tehat ez az

integral eltlinik. Az elsd integralra tehat kapjuk, hogy

I (A-A0)d(J|IE(A)/]]2)=0.

Legyen ezutan g =f ekkor
A—R0)d(E(A).)= T (A—LO)d(]IE(A)]]2).

—o00 —00

Az el6z6 egyenletet ebbdl levonva ha még az integrandus el6jelét is megforditjuk,
kapjuk, hogy

/i)(AO—A)d(IIE(A)/IIZ)=0-
Vizsgaljuk most meg az
[ o-mydqiea)12) f(A-AO)d(IIE(A)/IIZ)
—0 /0

integralokat kozelebbrél. Mindkét esetben az integrandus~0 és a differencidljel
mogott Amonoton nemcsdkkend figgvénye all. Ezért tetszleges s> O-ra

I (E0-3)0([[E(A)/[[2™ [ ZAO-A)(JIE(A)/IID”

—00 —00

~ o J Ed(|[E(A)]12)= elE(A0—e)/]|2
-

f (A-AO)(lIE(A)/I2)" f (A-AD)d(JIE(A)/1I2"

A+e

+m
~oied([[E(A)N12)=e([I/]]2- |IE(A0+ e)/[|2)=£||/—£(A0+ e)/||2
to+
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Eszerint a jobb oldalak egyszerre kisebbek is, meg nagyobbak is zérusnal, tehat
eltlinnek. Ezért

£(A0-e)/ =Q  E(A0+E£)/=/.

Az £(A) jobb oldali folytonossaga miatt az e-*0 hataratmenetet a masodik
egyenletben végrehajthatjuk, s igy £(A0)/ =/ Ha 9740, akkor a masodik egyenlet
miatt (e= A- A0 0) £(A)/ =/, mig A<HAOesetén az elsd egyenletbdl (e= A0- A> 0):
£(A)/=0. igy
/, haA”AQ,
£(9) =
0, ha A< 5D0.

E feltétel elégséges is, mert bel6le kovetkezik, hogy

(Afg)= S Ad(E(A).*)=A0(/5)

(emlékezziink a Stie/t/es-integrélnak a 73. jegyzetben megadott definicidjara), tehat
(A/-A0/,g) =0 tetsz6leges g-re, igy Af=kOf

Mit jelent ez a feltétel? EIGszor is azt, hogy £(A) a A= ADpontban nem folytonos.
A ll. 4. fejezet 17. Tétek szerint £(A) az £ (1(A0), illetve az £ <X)(A0) projektorhoz
konvergal, ha A-*A0és A<A0, illetve A>A0.79 Az S,. értelmében £ £,(50) = £(H0), az
ugras miatt azonban £ (1)(A0)*£(A0). Tovabba amiatt, hogy £(A)"£(A0), ha A<A0
(S2), mindig £ UI(R0)E£(AOQ). Az £(510) - £ (1,(50) tehat projektor és ha ugras van,
akkor nem zérus.

Az £(A)/=0, minden A<AO-ra, kdvetkezésképpen £U)(A0) / =0, de az utobbi
egyenl8ségbdl az el6bbi is kdvetkezik (hiszen £(A)ME(LA). Az £(A)/ =/, minden
A>AQ-ra, kovetkezik az £(H0)/ =/ egyenleth6l, mert £(A0)gE£(A),
£(A)£(A0)= £(A0), tehat £(A)/ = £(A)E(A0)/ = £(A0)/ =/. Ebb6l Af =kOf esetére
E()(F0)/ =0 és £(A0)/ =/ jellemz6, mas széval (Il. 4. fejezet N. Tétek)
[E(A0) - £ (D)(A0)]/ = /. Ha tehat £(A0)—E(L(A0)= P 3L/, akkor a fentiek szerint /
az SR; -nak eleme.

Megmutattuk tehat, hogy az Af = A/ egyenletnek f b0 megoldasa csak £(f)
ugrasainal létezik és az/ megoldasok a fent megadott zart linearis IR, sokasagot
alkotjak.

A 1l. 6. fejezetben keresett teljes ortonormalt rendszer, amelyet e megoldasokbdl
(kombinalva killdnb6z8 A-kkal) kell kivalogatnunk, ily médon akkor és csak akkor
létezik, ha az IR—k egyesitése (-00<A0< + 00) az zart linearis sokasagot
fesziti ki. [A 1l. 6. fejezetben megtargyaltuk mar, hogy miként kell e rendszert
megalkotni. Az SRio-k ortogonalitasa igy lathatd be: A0</i0-bol kdvetkezik, hogy

IW |, =[E(A0)- £un,(A0)][E(")- £u,(/i0)] =0,

tekintve, hogy
£(A0)- £(D(A0)g £(AD)E EuW

£("0)-£ (X0 " 1- £ (1("o)]
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Anélkil, hogy megadnank annak szabatos feltételét, hogy e rendszer mikor létezik,
megjegyezzilk a kdvetkezét: ha létezik olyan {/*,, u2) intervallum, amelyben £(A)
folytonosan nd [vagyis fxI <*i2, £(A) folytonos a /t, intervallumban,
EOrJ*"EOIj)]. akkor biztosan nem ez a helyzet. Ha ugyanis A~/r,, akkor
E(A)-EL(ANE(A)NE(/tT), mig ha u{<k”"u2, akkor a folytonossdg miatt
£(A)—£ DA =0, és ha u2<k, akkor £(A) —£ XA 1—£ (|,(A)" 1—£(/z2); ezért
£(A)—£a)(A) mindig ortogonalis E(u2)—E(uxYre. Legyen E(u2)—E(ul)=Ps.
Ekkor valamennyi d\Aortogonalis 9l-re. Ha ezekbdl teljes ortonormalt rendszer
lenne kivélaszthatd, akkor 91 csupan a zérust tartalmazna, tehat feltételiinkkel
ellentétben E(u2)—E(ux) eltlinnék.

Az £(A) ugrashelyeit A diszkrét spektrumanak, vagy pontspektrumanak
nevezzik. Ezek azok a Ak, amelyekre A f=kff ~ O-val megoldhatd. Ha minden
9NADOI egy olyan /-et valasztunk, amelyre ||/|| = 1, akkor az 9Aa-k ortogonahtésa
miatt ortonormalt rendszert kapunk. A Il. 2. fejezetben kimondott 3. Tetei miatt e
rendszer vagy véges, vagy sorozatot alkot. igy a diszkrét spektrum n-i legfeljebb
sorozatot alkotnak.

Ama pontok, amelyeknek kornyezetében £(A) nem allandd, alkotjak A
spektrumat. Lattuk, hogy ha létezik olyan intervallum, amelybe a pontspektrum
nem, de a spektrum behatol, vagyis amelyben £(A) folytonos és nem allandé, akkor
a sajatérték-feladat biztosan nem oldhatd meg abban az értelemben, ahogyan azt Il.
6. fejezet elejen megfogalmaztuk. E megoldhatatlansag szabatos feltételeit nem
vizsgaljuk tovabb, mert ilyesmi bizonyos koriilmények kozt akkor is el6fordulhat,
ha a diszkrét spektrum minden olyan intervallumba betdr, amely a spektrumbél
tartalmaz pontokat. llyenkor a diszkrét spektrum levalasztasa a spektrumrol
sokkal faradsagosabb feladat, s ez e kdnyv szorosabb keretein kivil esik. (Az
idevadgd kutatdsokat az olvasd HiLBERTnek mar kordbban idézett cikkeiben
talalhatja meg.)

Meg kivanjuk azonban mutatni, hogy abban az esetben, ha az Atp =kcp egyenlet
megoldésainak létezik teljes ortonormalt <pj, (p2,... rendszere (= tpi, tp2,... -nek
felelien meg A= Aj, A2,...) — vagyis, ahogy mondani szokés a tiszta diszkrét
spektrum esetében — hogyan kell az £(A)-kat megalkotni. Ekkor

EW= 1| 80

(Eme 0sszeg tagjai lehetnek 0-ok, ekkor £(A) = 0; allhat véges szamu pozitiv tagbdl,
ekkor jelentése vilagos; ha pedig végtelen sok taghdl all, akkor a Il. 4. fejezet végén
talalhatd meggondolas miatt konvergens.)

Valoban: az S2 magatol értédik, hiszen ha A"A", akkor

£EAN—£(A)= X
s ez projektor, tehat £(A"EE(A™) (14. Tétel). Az S|.-t igy bizonyitjuk be: barmely

/-re
IHTW T12=11(/"<M2=81- Labj.= N/II2
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(7. Tétel), vagyis XH"«, ]/1I2 konvergens. igy barmely e > Ohoz megadhat6 véges
szamu p oly médo’ﬁ, hogy az e p-kra vett 0sszeg nagyobb, mint ||/||]2—e, s igy a
hianyzé p-kra vett X' 0sszeg kisebb, mint e. De ekkor

p

IEWir-1iiWH«-

Ebbdl azonban kovetkezik, hogy

S HIWHZE nZVWNZ2e>1n 1l ViilAE

A~ Aphd Ap>A Ao<Apliid

ha S elég kicsinynek, elég nagynak, illetleg A0-nal nagyobbnak, de hozza elég
kozelinek vaélasztjuk. igy

E(k)f= X 0, ha 9—- oo,
79

f~E(X)f= X PK]/-0,82 ha/- + 00,

Jp> A

£(A)/-£(A0)/ = X Pap/-0, ha 95D, A0,

fo<Ap54a

tehat S,. teljesl.
Most meggy6zd6diink arrél, hogy S3. is érvényes. Legyen/ =xitpl +x2tp2+ ----
Ekkor Af =kiIx 1(pl +k22(p2+ __ Az +/-nek csak akkor van értelme, ha

1 K\x/

véges. Azonban

J SE(A)/]|2= I RO( X Ixpl2)= 83. jegyzet= X tyx/,
—0 - 00 Ap~X p=1
+ 00 + 00 00
J kd(E(k)f,g) = 1 Ad( X x'»P)=83. jegyzet= X ~V r " |-
-00 -oodAp”tn P~ 1
kovetkezésképpen S3. is teljesiil.
Lassunk most két olyan esetet, amikor a spektrum tisztan folytonos, tehat amikor
diszkrét spektrum nem létezik. Legyen IR, ama f(ql,...,ql) fuggvények tere,
amelyekre

i ... J\f(al,...,qh\Aql...dql

— 00 —00

véges és legyen A a qt... nyilvanvaléan hermitikus operator.
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Lathato: Af = dA/ekkor azt jelenti, hogy
.-1<h): O ’

vagyis f(ql,...,ql)=0 mindenitt, kivéve a gj =4/ —1)-dimenzios sikot. E sik
Lebesgue-mértéke (vagyis a térfogata) azonban (a Il. 3. fejezetnek a B. feltételre
vonatkoz6 meggondolasa alapjan) zérus. lly modon/ =084. Tehat az A f =k/-nek
nincs//= 0 megoldésa.

Viszont azt latjuk (nem egzaktul!), hogy hol sejtjik a megoldast. A
(/,- A/(g,,...,9)=0 azt jelenti, hogy f f 0 csak gj = Aesetén lehet. Tébb Fhoz,
mondjuk a A=A, A",... A9 értékekhez tartoz6 megoldasok linearis kombinacitja
olyan / volna, amely csak akkor f0, ha

g=X"r,...,Aw.

Az olyan / tehat, amely csak akkor =f0, ha 4740, a A*A0 esetekhez tartozo
megoldasok linearis kombinacidjaként foghatd fel. Tisztadn diszkrét spektrum
esetén azonban

£(A0)= X ~ A<= S

tehat 9/4y az olyan qp-k linearis kombinacioibol allna, amelyekre $p D, vagyis
ezek a qp-k az Af =Xf megoldasai lennének a ANAO esetre. Kdvetkezésképpen
— heurisztikusan és nem egzakt médon — mondhatjuk, hogy esetlinkben is

£(A0)=*Y

ahol 91A&olyan/-ékb6l all, amelyek csak qtiSs0esetén nem tlinnek el. Az 9Lx—9/
viszont eszerint az olyan /-eket tartalmazza, amelyek eltlinnek, ha ¢*> 50, tehat

/(9i.---.9i), ha 9" A 0,
Wo)/(91.- »-91)=

0, ha >4D.
igy tehat pontatlan mddon ugyan, de felkutattuk az £(1) projektorokat, s varhato,
hogy ezekre az S,., S2, S3 feltétel teljesiil. VValéban, Si., S2 trivialisan kielégdl, s mi
tobb, S2-ben a A-»A0 eset valosul meg ad A0 feltétel nélkil, tehat £() a H-ban
mindenditt folytonos. Az S3. érvényességéhez elég belatni a kdvetkez6 egyenlésége-
ket:

f SRdIE(A)/MN2=

— 00

= J ... 0 ... J\(gL...,q9J,...,qD\2xdql...dgJd...dg"\=
o o _(D_@(q q ql) q q q/
+@® /® +@

=i-nf i 1/(9i.---.9>-i.*%.9,/+i.---.9i)I2x
—00 \ - 00 - 00
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xd<?i eemdgj - Idgj+1. . .d<?jdA=

+® 40
= S eee [ 4j\f(qi>--->qj-i,1],qj-n,---,qi)\2X

— 00

Xdq,.. .d4j_ LdA = WAR
+ 00 + 00 /+00 A +00 \
SAdEMG= FAdi f ... 0 ... , i , ) x
—@ -0 \-@ @9 @ /

xg(qi>-m>9r -m 4i) d<?.. .dq}. . .dg,=

+® /+®@ +@® \
= 4 fI(«i.-..,qj-i,bgj+i,...qtjx
—00 \- 00 - 00 /

Xg(qt,mm., gj-1, AqJ+l,...q,) dq,.. .dqj. tdgj+, ...dg"j dA=

+@ 40
= ] eee J qjf(Qi....... j-i,q°qj+i,---,qi)x
o _®q1 (g aj-i,9"q]j qi)

xg(ql,...,qj_i,qj,qj+l,...,q)x
xdqgj...d"_,drdqgJ+l.. .= M/,9).

ime radobbenlink, hogy a sajatérték-feladat régebbi megfogalmazésanak diszkrét
spektruma nem talalhatd itt meg, hiszen £(A) mindenitt folytonosan ndvekszik.

E példa ravilagit arra, hogy altalaban miként lehet a folytonos spektrumban
£(A)-t megtalalni: meghatarozzuk (bar szabalytalanul) A f = A/megoldasait (mivel
Aa folytonos spektrumban helyezkedik el, ezek az/-ek nem tartoznak iRx-hez!) és
képezziik ezek linearis kombinacioit valamennyi A< A0 esetre. Ezek részben ismét
iRx-hez tartoznak és esetleg zart linearis sokasagot alkotnak. Legyen e sokasag A”,
ekkor £(A0)=P4., s ha helyesen jartunk el, akkor —S3 igazolhato és
heurisztikus eljarasunk igy utolag szigortinak tekinthet6.86

A masodik példa, amelyet megvizsgalunk, a hullammechanika maésik fontos

h 8
operatora:---------. A felesleges bonyodalmak elkertilése végett legyen /=j= 1 (az

2ni dqj
eljaras ugyanaz tébb dimenzié esetében is). Tekintsik tehat az
h 8
2m dq @
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operatort. Haa g tartomanya - oo< g< + o0, akkor e? hermitikus operator, amint
azt a Il. 5. fejezetben belattuk. Véges a”q”~b tartomany esetén nem ez a helyzet:

b b
(A'F,0)-(1,A'9)= 4r=-F()g(a)da- }(@)ip- g (a)dq =

=2tb  il'tetefa) +f(q)g(q)'}dq =

=4 f(@9(@) Ta=z: [/()(b)-/(6)" (2)]

h 8
Ahhoz, hogy ez eltlinjék, a%ia értelmezési tartomanyat tgy kell megszoritani,

hogy abbdl tetsz6legesen kivalasztva/-et és g-t, azf(a)g(a) =f(b)g(b) teljesiljon.
Tehét

fia) :f{b)=g(b) :g(a).
Az /-et véltoztatva rogzitett g mellett lathatd, hogy ebben az értelmezési

tartomanyban minden /-re az f(a):f(b) aranynak rogzitett 0 szammal kell
egyenlének lennie (0 éppenséggel lehetne 0 vagy 00);/és g felcserélésével azt

1 7
kapjuk, hogy © = 6tehét |0] = 1 Mas sz6val ahhoz, hogy ebben az esetbenz--f----
hermitikus legyen, meg kell kévetelni az

/(a) :/(*>)=0, 0]=1

hatarfeltételt is (0 tetsz8leges, rogzitett, egységnyi abszolut értekld szam).
Tekintsiik el6szor a —oo<p< + 00 intervallum esetét. Az A<p=rep, vagyis a

h
— . {9 =bo>{g) egyenlet megoldasai a

2ni
2ni
cp(g)—ce h Ay /
fuggvények. Ezek azonban nem felelnek meg a céljainknak, mert
+@ 0

i \p(g\dg= J |c2ld<?=+ 00
(hacsak nem a ¢c=0, =0 all fent). Figyeljik meg: az el6z6 példaban a megoldas
6(q —A) volt, amely fiktiv, valojaban nem létez6 fliggvény (lasd a 84.jegyzetet). Most

a megoldas
2ni

e*
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amely teljesen jol viselked6 fiiggvény, azonban nem tartozik 91”-hez, mert abszolut
értéke négyzetének integralja nem korlatos. A mi szempontunkb6l azonban e két
eset ugyanazt jelenti, mivel ami nem tartozik iRx-hez, az szdmunkra nem létezik.86
Az els6 eset mintdjara képezzik a A”A0-hoz tartozé megoldasok linearis

kombin&cioit:

Ao 2ni

f(q)~ 1 cUme~*~all .
—@

Azt reméljiik, hogy lesznek ezek kodzott iRT-hez tartozo fliggvények is, s6t amelyek
egy 'Jt' zart linearis sokasagot alkotnak és végil, hogy az
£(A0)=*Y

projektorok alkotjak majd az A'-hoz tartozdé egységfelbontéast. Els6 sejtésiinkre
mindjart példat is szolgaltatunk: ha az

Ao 2xi 2ré
] eh —en
[(<?)=Je* AU =i -

kifejezésbe behelyettesitiink a

1, haA”A,
(A= A< A
0, ha A<Al

1
szerint, akkor ez azf(q) véges g-kra mindenitt reguléris és ha q->+ oo, akkor -
madjara tart zérushoz, tehat A

i \f(g)\d
g (@Na

véges. Tovabbi sejtéseink is igaznak bizonyulnak. A Four/er-integralok elméletébdl
ismeretes ugyanis,87 hogy ha azf(x) fliggvényre

S 1/(x)l2dx
)|
véges, akkor az
+@®
Lf(x) =F(y)=—L T eixf(x)dx
=)
+@® 0

fuggveényre az j |F(y)|2dy is véges és egyenld | |/(x)|2dx-szel. Az is igaz, hogy
—@ —@

LLf(x)=/( —x). (Ez az ugynevezett Lup/nce-transzforméacio, amely a differencial-
egyenletek elméletében lényeges szerepet jatszik.)

79



Helyettesitsik x-et és-y-t J-~-g-val, illet6leg p-ve\, azt kapjuk, hogy az
+®
I f 2 _
Mf(q) =F(p)=-=- e »"/(*)<iq
Jh

J
— 00

transzformacio hasonlé tulajdonsagl, mint az el6z6 L. Kdvetkezésképpen az M
transzformécio IR"-t 6nmagara képezi le [Aif(q)=g(p) az $Rx-nek minden g(p)
elemére megoldhaté: f(q)= Mg(-p)], az ||/|| véltozatlan marad és M line&-
ris. A Il. 5 fejezet miatt M unitér. igy M2(q)=f(-q), tehat
Ai_V (i) =M*f(q)=-Mf(—q), az M felcserélhetd M 2-tel, tehat azf(q)-+f(—q)
miivelettel.

Amit /1'-ra megallapitottunk, most igy mondhato el: f(q) az 91”-hoz tartozik,
ha F(p)=M~if(q) zérussal egyenl6 minden p>A0 esetén. [Ekkor

F(p) =yjhc(p),

itt az el6bbi c(A) szerepel.] Eme F(p)-k azonban, amint azt mar megtanultuk, zart
', sokasagot alkotnak. Am ekkor az il,,obol az M transzformacioval kapott 917 is
zart lineéris sokasdg. Az 9?x-t M-mel transzformélva az dt' -ba megy at és
£(A0)-bdl £'(A0) lesz:

£'(A0)= AIE(AO)M -1

igy £(A0)-val egyutt £(A0) is teljesiti az S,., S2 feltételeket. Hatra van még S3
bizonyitasa, vagyis az, hogy az £'(A) egységfelbontas az A'-hoz tartozik.

Ezzel kapcsolatban csak a kdvetkez8ket bizonyitjuk be: ha f(q) a konvergencia-
val kapcsolatos minden kiléndsebb nehézség nélkiil differencidlhaté és az

+ 00

— 00

~ véges, akkor az
fA2d||£'(A)/||2
-®
is véges és
(A'fg)= f Ad(£'(A),9).88
0

Valéban (ha M~1f(q) =F (p)):

A't(q)= h f'(q)= h d M £ z
(@)= (=5 g (M £00))
h 8( 1 f TR
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Jh T a(m \
r =

= -1, J¥(p) pfTF P4dp=M (pF(p)).

igy a fenti /-ekre A =MAM~I (A a q operator, illetéleg, mivel itt a p valtozét
hasznéljuk, a p operator). Allitasaink azonban A-ra és £(A)-ra érvényesek, s igy
akkor is igazak maradnak, ha IR"-t Ai-mel transzformaljuk, tehat A = MAM ~’-re
és £'(A) = ME(A) M -1-re is érvényben maradnak.

h 8
A veges a”q”™b intervallum esetében a 5 ni—é(()qperétorral egészen mas a hely-
zet. Ekkor — mint tudjuk — az
/(a) /(*>)=0©, (1o1=1)

h 8

hatarfeltételre is sziikség van ahhoz, hogy a—z—;-é-operétor hermitikus legyen. A
ni 8q

h 8

o 8qJ(q) = A-f(q) megoldésa ismét

2ni
f(q) =ce h X,
most azonban

i\f(g)\2ag=j\c\2dq= (b-a)\c\2

véges, tehdt f(q) mindig az iRx-hez tartozik. Masrészt ki kell elégilnie a
hatarfeltételnek is:
2ni
f(a):f(b)=éIT«e-» = ©,
illet6leg, ha @-t igy vessziik fel: @=e~il (0" a < 247), akkor

2n/
-—-/(a —b)= —is—2kni, &0, +1, +2,...),

igy a spektrum most diszkrét és a normalt megoldasok a (b—a)|c|2= I, vagyis

1
c=—. miatt, a kovetkezd6k:

1
F(=—==¢e *'g= - fr-tU+T,
y/b-a Jb-a
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f=0,+1 2. ..

Ez tehat ortonormalt rendszer, amely egyuttal teljes is. Ugyanis, ha f(q)
valamennyi (pk(q)-Ta ortogonalis, akkor

e *-“*/(<?)
ortogonalis valamennyi _
€ bz—n; k4
fuggvényre. Tehat
U Jb-a \

M s T X

ortogonalis valamennyi e'kx-re, mas széval az 1, cosx, sin X, cos 2x, sin 2x,. ..
fuggvényekre. E fliggvény a 2n hosszlsagu
b-a
ar—— x™b
2n
intervallumban van értelmezve, s igyjol ismert tételek folytan el kell tlinnie,89 tehat
I(<?) = o.

Kovetkezésképpen most tisztan diszkrét spektrumunk van, ezzel az esettel e
szakasz kezdetén altalanosan mar foglalkoztunk. Figyeljik meg, hogy a hatarfelté-
tel — mas széval 0, illetleg a — miként szabja meg a sajatértékeket és a
sajatfliggvényeket.

Veégll megvizsgalhatjuk még az egyik oldalrol végtelen intervallum esetét is.
Legyen példaul 0"<?< + oo. El6szor ismét az operator hermitikus voltat kell
mérlegelniink: +XK

(A'fg)-(f A'g)=2~n; J(f'(q)g(q)+f(q)g'(q))dq=§r;1'[f(q)g(q)]%-
0

Most is bebizonyithato, hogyf (9)g(q) zérushoz tart, ha g->oc csakigy, minta Il. 5.
fejezetben, a mindkét irdnyban végtelen intervallum esetében. Ezért meg kell
kovetelniink, hogy /(0)g(0) =0 teljesiljon. Az f=g esetében latszik, hogy a
hatarfeltétel nem egyéb, mint/ (0)=0.

Most azonban komoly nehézségek bukkannak fel. Az A'(p =k(p megoldasai most
is ugyanazok, mint a —o0<q< + 00 esetében, nevezetesen a

2ni
ce h mi

fuggvények, ezek azonban nem tartoznak dik-ber és még a hatarfeltételt sem
elégitik ki. Ez utobbi gyanis. Mindamellett meglepd, hogy a mar korabban vazolt
eljarassal sziikségképpen ugyanazokat az £(i)-kat kell kapnunk, mint a
—00 <Qg< + 00 intervallum esetében, hiszen ugyanazok a megoldasok (noha ezek
»Szabalytalanok”, hiszen nem tartoznak J1”~-hez). Hogyan lehet ezt azzal
osszeegyeztetni, hogy most mas operatorrdl van sz? Nem is ezekre az £(A)-kra van
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00

szlikséglink. Ugyanis az/ (q)-k (0" g< + o0, J\f (<?)2dq véges) Fn. Hilbert-terében
0
ismét definidlva M-et és M~ ‘-et, kapjuk, hogy

+O
Mf(q)=F{p)=-j=" /r*f(q)dq,
0
M~IF(p)=f(q) =-j= 1 <nr"F(p)dp  (=MF(-p)),
)|

és lathato, hogy M azf (q)-k
0rg<+cc, J\f{g)\2dq
0

véges Fn- Hilbert-terét mas Hilbert-térre képezi le, nevezetesen az F(p)-k
+ 00

oo<p< oo, i |F(p)2dp
-0

véges Fn. Hilbert-terébe. Az |[M/(<;)||= I/(q)|( mindig igaz (ez a kordbban
emlitett tételekb6l kovetkezik, ha olyan/(<ji)-kat tekintiink, amelyekre/(<j) = 0, ha
—00 cqtcO), az ||Af- IF(p)|| = |IF(p)|| azonban altaldban nem teljesiil. Ha ugyanis
f(q)-t a q<O0 esetre az

+®

f(a)=—4= 1| e & MF(p)dp
)
képlettel definialjuk, akkor ismét a korabban emlitett tételek folytan

l|F||2= f\F(p)\2dp= f\f(q)\2dq,
mig B
IIAT-1F||2= ||/]|2=1|/(g) 2da,
0

s igy |IM_1F||< [|F||, hacsak a most definialt f(q) nem tlinik el véletlenil minden
g<0 esetén. igy £(H)= ME(k)M~1 nem egységfelbontds, mddszeriink csddot
mondott.90

Nemsokara majd meglatjuk (a 105. jegyzetben), hogy mindez e kilonleges eset
természetében gyokeredzik, ehhez az operatorhoz ugyanis nem tartozik egységfel-
bontés.

Miel6tt lezarnank e bevezet6 meggondolésainkat, megadunk néhany formalis
szabalyt az
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+

A= \ AdE(A)
)

szimbolikus alakban felirt operatorokkal végrehajtott szdmolasokra.
Legyen F minden £(A)-val felcserélhet6 projektor. Ekkor A'<A" esetén

IECA™)FI-E(A)FT [ 2= |[(E(A™)-E(A"))£1]|12=
= EEA")—£(A)/12g |I(E(A")- £(A))/112

ily moddon, mivel £A"), £(A), E£(A")-£(A") é E£A"F, £(A)F,
£(A"F -£(A")F = (E(A")-£(A"))F valamennyien projektorok, azért

[E(A™) F 1 —|E(A") Ff 1127 ||E(A")/]|12- ||E(AD/]|2.
Tehat

PA2d||E(A)]12™ | ARd|IE(A)F/]|2.
igy S3 folytan, ha Af létezik, akkor létezik AFf is. Tovabba:
AF= J Ad(E(A)F)= J Ad(FE(A)) = FA A
vagyis /1 és F felcserélhet6k egymassal. Nevezetesen, ha (S2 miatt) £(A)-t képzeljiuk
F helyébe, akkor
[1E(A)= j A'd(E(AYEA))= J Ad(E(Min (A A))=
- )

a + 00 fa 00
=i + f = f AdE(A)+FA'AE(A),
—o00 A —00 fa

am az J =0, hiszen a differencialt kovetd fliggvény allando, igy

A
A

AE(M) = EA) A= ] AE(A).
-

Ebb6l tovabba kdvetkezik az is, hogy

12= 1 AdEAYA)= I Ad I ADE(AY) 1= 92. jegyzet= J A2dE(A).

[o0) — 00 \ — o0 !

Altalaban
An= J A"dE(A),

00

mert (n—1)-rél n-re induktiv médon okoskodva kapjuk, hogy
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+ 00

A"=A'~IA= [ A"-*d(E(A)A) =

—00

= } A 1dN I AdE(A)j = 92. jegyzet =

@ \ 00 /

+00 +00

= J A1 WAE(A)= | A'dE(A).
@ )

igy, ha p(x)=a0+alx+ ... +a,xntetsz6leges polindm, akkor

P(A)= J p(A)dE(A),
)

(p(A) természetesen azt jelenti, hogy

p(UT)=a0l+a{A+ ... +anA"

és az

+ 00

j dE(A)=I

—00
az Si.-nek a kovetkezménye.)

Igaz tovabba a kovetkez6 is: ha r(A) és s(A) tetsz6leges fliggvény és ha a B és C

operatort szimbolikusan igy definialjuk:

B= J r(A)E(A), C= j S(A)E(A):B
—00 —00
akkor
+ 00

BC= jmr(ﬂ) S(A) dE(A).

A bizonyitas soran ugyanugy jarunk el, mint a B=C = A specialis esetben:

BE(A)= 3 r(AY(E(AIE(A)) =
= § HA)IEMin(AAY)= 140 =

00

J r(A)DE(A)+ J r(A)dE(A)= | T(A)DE(A),

—00

CR= +jms(A)d(8£(A)):+j?os(A)d/i F; r(A')dE(A')\ 1=
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0 40
= i(Ds(A)r(A)dE(A): JGD S(A)(A)IE(A).

Az aldbbi dsszefliggések kénnyen igazolhatdk:

+@ +@
£*= j 1(A) dE(A), = J ar(A)dE(A),
@ )

B+C= J (r(A)£s(A))dE(A).
igy annak sincs formdlis akadalya, hogy az r(A) fliggvénnyel a B operatort igy irjuk
fel: B=r(A).9* Kulon meg kell itt emliteniink a nemfolytonos

1, ha A"A,
e,U")=
0, ha A>A

fuggvényeket. Ezekre 5,. folytan

ex(A)= J eAAYE(A)= J dE(A") = £(A).
(E szakasz elején megvizsgaltuk az A=qj... operatort. Ennek £(A)-ja nem egyéb,
mint az 1-gyel vagy a O-val val6 szorzas aszerint, hogy q”k, vagy pedig q>a;ez
tehat az ex(q)-val valé szorzas. Kovetkezésképpen ex(qj. ..)=ea").... E példa
segitségével a fenti fogalmakhoz intuitiv képet alkothatunk.)

9. A sajatérték-feladat megoldasai Iétezésének és egyértelmiiségének diszkusszidja

Az el6z0 szakaszban specialis esetek kapcsan csupan nagyjabol tekintettiik at azt
a kérdést, hogy létezik-e az adott A hermitikus operatorhoz £(A) egységfelbontas.
E kérdés rendszeres taglaldsa még hatra van. A feladat matematikai szempontbol
kimerit6 targyalasa e konyv keretein kivil esik. Allitasainknak egy részét
bizonyitjuk majd be, a tébbit csupan idézni fogjuk. Azért korlatozédunk erre, mert
minden matematikai részlet ismerete nem feltétlendil sziikséges a kvantummechani-
ka megértéséhez.%

A 18 Tételben megmutattuk, hogy a linearis operatorok folytonossagat a
kovetkez6képpen fejezhetjiik ki:

(Co)) WAFWiiC-WFW

(itt C tetsz6leges, de rogzitett szam).
Ugyancsak a 18. Tétel folytan ezzel egyenértéki feltételek a kdvetkezOk:

(C0L) WL IS C- [N

86



(C2) Mf,)\AC-\\F\\2

(az utobbi csupan hermitikus A-ra érvényes).

A folytonosaggal egyenérték( COL feltétel éppen a korlatossdg Hilbert-féle
fogalma. Hitbert megfogalmazta és megoldotta a sajatérték-feladatot korlatos
(vagyis folytonos) hermitikus operatorokra (lasd a 70. jegyzetet). Miel6tt azonban
ezt az esetet megvizsgalnank, egy tovabbi fogalmat kell bevezetniink.

Az A hermitikus operatorrol akkor mondjuk, hogy zart, ha a kovetkezd
tulajdonsagu: ha/,,/2 ... konvergens pontsorozat, amelynek hatarpontja/ és
Afi, Af2 ... létezik és ugyancsak konvergens pontsorozatot alkot az/,-»/esetén,
Afn-*f* akkor Af islétezik és Af=f*. Vegylk észre, hogy a folytonossagot olyan
madon is definidlhatnank, hogy az e meghatarozassal szoros kapcsolatban legyen,
nevezetesen: ha Af,, Af létezik és/,-»f akkor Afn-*Af is fennall. A két definicio
kozott az a kilonbség, hogy a zartsag esetében csak az A/,, /* hatarpontjanak
létezése esetén jelentjik ki azt, hogy ez A/-fel egyenld. A folytonossagnal f*
létezését is kijelentjiik.

Néhany példa. Legyen ismét az olyanf(q)-k tere, amelyekre
i 1/(<jldg
)|
véges (—oo<qg< +o00). Legyen A a (... operator, amelyet azon f(q)-kra

definidlunk, amelyekre
i \f(q)\2aq és J /(<72
- @

n e
véges, A' pedig a-2---_--a--operétor, amelyet olyan, mindeniitt differencialhaté f(q)-
ni dg

kra értelmeziink, amelyekre
[ <2k és J j-.f'{q) dq
-00 211

véges. Mint tudjuk, mindkét operator hermitikus. Az A zart. Legyen ugyanis/,, és
Afnkonvergens:/,-»/ Afn-*f*, vagyis

+ 00

i 1,(<T)-I(<)1H<7->0,
)

i 1i/,(1)-/* (1)1249-0.
)

Ekkor a Il. 3. szakaszban a D. bizonyitas soran alkalmazott gondolatmenet szerint
létezik / 1/ 2,... olyan ... részsorozata, amely a g-k egy zérus meértéki
halmazan kivil mindentitt egy g(q) hatarfiiggvényhez konvergal: f,,Xq)->g(q)- Ezért
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+@ 0
i L2(<7)-/1(9)12K7=0, I \gg(q)-f*(q)\2dg=0,
mas szoval: egy zérus mértékl halmaztdl eltekintve g(q)=f(q) és qg(q)=f*(q),
tehat f*(q) =qf(q), vagyisf*(q) és qf(q) lényegében egyenlé egymassal. Mivel
azonban a feltétel szerint /* az 917-hez tartozik, igy qf(q) is 91" eleme.
Kovetkezésképpen Af(q) létezik és qf(q)=f*(q)-\al egyenld.
A’ viszont nem zart. Legyen

R?-
w =eVv " /(i)-e-W.

Vilagos, hogy A'fn-nek van értelme, A'f-nek azonban nincs: /-nek a g = G-ban nincs

derivéltja. Mindazonaltal /,,-*w/és J1/,,-¢/*, és egyszer(i szamolds mutatja, hogy

/*(<?)= -sgn(i)e-kl(sgn(i)= - 1,0, + 1, hari<, =, >0).

Megmutatjuk most, hogy a folytonossaggal szemben a zartsag olyan tulajdonsag,
amelyet némi nehézség aran hermitikus operatorok esetén mindig kimondhatunk.
Ezt a kiterjesztés nev( eljarassal érhetjiik el; ennek soran az operatort '/Ir minden
olyan pontjadban, amelyben mar értelmezve van, valtozatlanul hagyjuk, és
értelmezziik bizonyos olyan tovabbi pontokban is, amelyekben eddig nem volt
értelmezve.

Legyen tehat A tetsz6leges hermitikus operator. Az A operatort a kdvetkez6kép-
pen értelmezzilk: Ha az / ponthoz konvergalo ® sorozatra az Af,, sorozat
létezik és/*-hoz tart, akkor Af legyen egyenl6 /*-gal. E definicio csak akkor
engedhet6 meg, ha egyértelmd, vagyis haf,,~*f gn-*f A/,-*¢/* és Agn-*g*, akkor
f*=g*. Val6ban, ha Ag értelmezve van, akkor

(/*,£)=hm(Afng)=lim(/,, Ag) = (f,AQ),

(?*,9) =hm(Ag,,,g) = lim(g,,, Ag) = (f,Aqg),

tehat (/*,g) = te*>£) s mivel ag-k mindenditt str(in helyezkednek el, azértf*=g*.
Az A értelmezése tehat korrekt. Az A valéban A kiterjesztése, mert valahanyszor Af
értelmezve van, A f is értelmezve van és A f = Af. Legyen ugyanis ekkor/, =/ és
f* =Af. Abbdl, hogy A linearis és hermitikus (folytonossag alapjan) kovetkezik,
hogy A is az. Végll A zart, hiszen ha valamennyi J1/,, értelmezve van és /,,-*¢/,
~n-*/* akkor léteznek olyan/nl,/, 2«.. sorozatok, amelyekre Afnmértelmezve
van és Afnm-*f* N1/,,=/*. Barmely n-re létezik olyan N,,,hogy ham”Ai,,

akkor

ii/,.,,-/jiah, WAfnm-f:\\ G o

Ily médon
fn,N,,~fn~Af,, N—Afn->0
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és ekkor

ebbdl definicio szerint kdvetkezik, hogy Af=f*.

(Megjegyezziik, hogy nem folytonos operator a Kiterjesztés segitségével sohasem
tehet6 folytonossa.)

Ha a B operator A kiterjesztése, vagyis valahanyszor Af értelmezve van, Bfis
értelmezve van és egyenld Af-fel, akkor a kovetkezg jeldlést hasznaljuk: B>-A, vagy
pedig A<B. igy tehat azt bizonyitottuk be, hogy A-<A és A hermitikus és zart.
Minden tovabbi nélkil vilagos, hogy ha B zart és A-<B akkor [-<£ is igaz.
Kovetkezésképpen [ az /4-nak legkisebb zart kiterjesztése. (Ily modon O= /1)

A Zartsig relécidja A és A kozott megatdl értetédové teszi azt, hogy minden
gondolatmenetben A hasznalhatd A helyett, hiszen A értelmezési tartomanyéat A
bevezetésével logikus mddon terjesztettiik ki, vagy forditva gondolkozva, az A
értelmezési tartomanya az [-énak felesleges leszlkitése. E helyettesités alapjan
feltehetjik, hogy az ltalunk tekintett hermitikus operatorok egyben zartak is.

Tekintsiik az A folytonos hermitikus operatort. Ebben az esetben a lezéarés
egyenérték(i az értelmezési tartomany lezarasaval. A folytonossagra jellemzé
[[/141]|7C ||/]| tulajdonsag érvényes [rais. igy [, is folytonos, mivel egyrészt
értelmezési tartomanya zart, masrészt mindendtt strG, azért egyenlé IR*-nel. Ennek
forditottja is igaz: ha a zart operator mindentitt értelmezve van, akkor folytonos (ez
Toeplitz% tétele, melynek bizonyitasat mell6zzik).

Hilbert eredménye a kdvetkez6képpen szol: minden folytonos operatorhoz egy
és csakis egy egységfelbontas tartozik (lasd a 70. jegyzet hivatkozasat). Mivel a
folytonos operator mindentitt értelmezve van, ezért az

TAA||E(A)/]|2

mindig véges; mivel ez még egyenld ||/4/]||2-tel is és ez utdbbi pedig CO. szerint
U C 2\\f\\2, azért

oALY4/112—C2]|/]|2= fA?d||£(A)/||2—

— 00

-C 21 d|E(A)Y||2= f(AZ—CZ)d||£(A)/||2.

— 00 — 00

Legyen itt/=£ ( —C —e)g, ekléoy £(A)/ = £(Min(A, —C —¢))g, s ez pedig allando,
-C-i
ha A» —C —e, igy csak az j nem zérus. Ebben viszont £(A)/ = E(/.)g és

A2-C 27(C +€)2-C 2>2Ce,

tehat
-C-e

072Ce i dll£(A)gll2=2CelE(—C —e)glI2

00

IIE(-C-e)gl[2g0,  E(—C —&)g=0.
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Hasonléképpen, haf=g —E(C +e)g, akkor megmutathato, hogy
g-£(C +e)g=0.

Eszerint tehat tetsz6leges e>0-ra £(-C -e) =0, £(C + ¢)= |, vagyis £(A)=0, ha
A< -C, és £(A)= 1, ha A>C. (Az S2 folytan az utobbi akkor is igaz, ha A= C.)
Kovetkezésképpen £(A) csak a -C A ~C tartomanyban valtozik.

Forditva, ebbdl A folytonos volta kévetkezik:

P/IIW  A|EA)II2= § AXM||E(A)/|I2g
00 -C

£C 2 }d|IE(A)/[|2= C2 1 d||E(A)/]]2= C2eH/II2,
-c

IH/H&C-|I/11-

Lathato tehat, hogy az olyan egységfelbontasokkal, amelyek A-nak csak véges
intervalluméban véltoznak, a folytonos A-kat kimeritettik. Mi a helyzet a nem
folytonos operatorokkal? Még rendelkezésre allnak azok az egységfelbontasok,
amelyek tetsz8legesen nagy A-kra is valtoznak. Kimeritik-e ezek vajon az emlitett
hermitikus operatorokat?

El6szor azokat a kérilményeket kell helyesen mérlegelni, amelyek miatt ezek az
operatorok nem értelmezhet6k mindeniitt.

El6fordulhat, hogy valamely hermitikus operator a Hilbert-tér oly pontjaiban

nincs értelmezve, ahol pedig tulajdonképpen értelmezhetd lenne. Az A'— — —

operator nincs értelmezve az/ (q)= e~Id esetében, viszont a-2---_--é—t korlatozhattuk
ni 8q

volna analitikus fliggvényekre (a —o0o<qg< + oo intervallumban g valds).97 Az
értelmezési tartomany megszoritasanak az szab hatart, hogy annak mindenitt
stirinek kell lennie. Még ha zart operatorokra korlatozodunk, akkor is lehetséges
esetenként a kiterjesztés. A
Valoban, tekintsiik példaképpen az A' =-2-r-]-i--a(-qoperétort a0a g” lintervallum-
i i
ban. Tegyik fel, hogy ittf(q) mindendtt differencialhatd és \\f(q)\2dq, $\f'(g)\dq
0 0
véges. Ahhoz, hogy A' hermitikus legyen, még az /(0) :/(1)=e~'1(0"a"24)
hatarfeltételt is ki kell roni. Legyen eme j {g)-k halmaza  és az igy korlatozott A'-1
pedig jeldlje Ax Tekintsiik most az /(1) = /(0) = 0 hatarfeltételt, és legyen az ennek
megfelel6 f(q)-k halmaza iHO, és az igy korlatozott A' pedig A. Minden Aa
kiterjesztése A'”-nek (amely hermitikus és értelmezési tartomanya mindenitt
s(ir(i),98 és ezért a zart Ax-k is kiterjesztései A'°-nak. Ezek egymaéstol és A'°-t6l mind
kilonbdznek. Valoban, a nyilvanvaléan unitér / (g)->eil¥f (q) operacié az A'-t
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hR hR
A +§__| e1-be, az $lat  +»-ba, és 21°-t 21°-ba viszi at; tehat Anaz A'x_r3+5 * 1-be,

A™az A”+— ml-be, ilymdédon A. az 1" ,H— 1-be, 1" az JT°H------ 1-be megy
2n 2N 2n

g
at. igy az o= N1'"° egyenl6ségbdl kdvetkeznék, hogy /1. _B= J1'0, mas széval minden
I; egymassal egyenld volna. Elegendé tehat megmutatni, hogy /1, b Ay, ha a doy, és
biztosan ez a helyzet, ha A,, Ay nem rendelkezik kdzos hermitikus kiterjesztéssel,
vagyis ha A nemhermitikus 51" és 2lyegyesitésében. Tekintve, hogy el& az 9la-hoz,
eiyg pedig 2ly-hoz tartozik és

i i

(AeXeyy)- (™4 A'eyg=/ajei" y)aq -iyjeix~yqdqg=
0 0

= éei<5f'y)4i(z-y)dq =eia-y- 10,

valoban J1; ®A. Kovetkezésképpen a zart és hermitikus J1'0 operator tal erésen
korlatozott tartomanyban van értelmezve, mert valédi (vagyis J1'°-101 kiilénb6z6)
Kiterjesztései léteznek;az J1"-k és ezért a Kiterjesztési eljaras is végtelenil sok érték,
mivel mas és mas J1-t hasznélva a sajatérték-feladatnak mas és mas megoldasait

kapjuk. [Ez mindig tisztan diszkrét spektrum, amely azonban fiigg a-tol: h{é----lK/),
A

k=0,+1 £2,....] Méasrészt az /1'0 operatorra a sajatérték-feladatnak ésszeri
megoldasai nincsenek. Ténylegesen megmutatjuk e szakasz folyaman, hogy olyan
hermitikus operator, amely egységfelbontassal elGallithatd, nem rendelkezik valodi
kiterjesztéssel. Azt az operatort, amelynek nincs valodi kiterjesztése — tehat, amely
minden olyan pontban értelmezve van, ahol egyaltalan ésszer(ien értelmezni lehet,
vagyis hermitikus volta minden kiterjesztésnél megsériil —, maximalis operatornak
nevezzuk. A fentiek szerint egységfeibontasa csak maximalis operatornak lehet.

Igaz azonban a kovetkez6 tétel: minden hermitikus operdtor maximalis
hermitikus operatorra terjeszthetd ki. (A nem maximalis, de zart operatorok mindig
végtelen sok egymastol kiilénb6z6 maodon terjeszthet6k ki. Ez azt jelenti, hogy a
Kiterjesztési eljaras soran az A-*A lezaras az egyetlen egyértelmdi 1épés. Lasd a 95.
jegyzetet). Problémankra tehat a legaltalanosabb valasz, amelyre szerencsés
esetben szamithatunk, a kdvetkez6: maximalis hermitikus operatorokhoz egy és
csak egy egységfelbontas tartozik (minden zart és folytonos operator az )Rx-ben
mindeniitt értelmezve van, s igy maximalis).

igy tehat a kovetkez6 kérdésekre kell valaszolnunk: tartozik-e valamely
maximalis hermitikus operatorhoz egységfelbontas? El6fordulhat-e, hogy ugyan-
ahhoz az operatorhoz tébb ilyen tartozik ?

El6szor is megadjuk a valaszt: adott maximalis hermitikus operatorhoz vagy
nem tartozik egyaltalan egységfelbontas, vagy csak egyetlen tartozik hozza, és
altalaban a masodik eset fordul eld. Ily mdédon a sajatérték-feladat egyértelmd, de
bizonyos koriilmények kozott megoldhatatlan. Az elsé eset bizonyos értelemben
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kivételesnek tekinthet. Azt a gondolatmenetét, amely ehhez az eredményhez vezet,
most nagy vonalakban vézoljuk.

Az A (végtelen dimenzids és unitér transzformacidval diagonalis alakra hozhato)
matrix racionalis f(A) fliggvényének ugyanazok a sajatvektorai, mint A-nak,
sajatértékei pedig /(At),/(A2)........ /(AJ, ahol az A sajatértékei. 94 Ha /(A)
a komplex sik valos tengelyét az egységkorre képezi le, akkor a tisztan valos
sajatértéki matrixok egységnyi abszolut értéek( matixokba mennek at, vagyis az A
hermitikus matrix /(A) képe unitér lesz.100 llyen tulajdonsaggal rendelkezik
példaul

FU) A
és a megfelel6

m N-i 1 , A7+ 1
A+ M uU-lI

transzforméacio, neve Cay/ey-transzformacio. Megprobaljuk most ezt a transzfor-
maécidt alkalmazni az iRx hermitikus operatoraira. A kdvetkezéképpen definialjuk
U-1: U olyan és csak olyan /-ekre legyen értelmezve, amelyekre
f=(A+i- I)(p=A(p+ig s ekkor legyen U f = (A—i ml)}p= A(p- igp. Azt reméljik,
hogy e meghatarozas minden/-re egyértékl U/-et szolgdltat, és hogy U unitér. Az
§?,-re a bizonyitas érdektelen, hiszen a diagonalizélhatdség itt mindig fenndll, sigy a
sajatérték-feladat tisztan diszkrét spektrummal megoldhat6. Ha az I/-ra vonatkozd
allitdsok igazak, akkor A sajatérték-feladatat a kdvetkez6keéppen oldhatjuk meg:

Az (7-ra a sajatérték-feladat a kovetkezd alakban oldhatdé meg: létezik —
mégpedig egyetlen — olyan E(o) (O”cr™l) projektorcsalad, amelynek tagjai
kielégitik az alabbi feltételeket:

8,. E(0)=0, £(1)=1 és ha (r-x70, <r<10, akkor E(a)f-*E(00)f

52 Ha o'go", akkor E(0')gE(0").

53 Mindig igaz, hogy

1
(Vfg):$092ri,,d(E(o)fg).

(Az Uf mindenutt értelmezve van és a jobb oldali integrdl mindig abszollt
konvergens.)101

Mindezt a Hilbert-elmélet keretei kdzott és modszereivel lehet bebizonyitani,
annak alapjan, hogy az U unitér operator mindig folytonos (lasd a 70. és a 101.
jegyzetben a hivatkozasokat). Szembetlinik a hasonlatossdg S,.—S3-mal. A
kilonbség a kovetkezd: az integrandus ott valés: —00<A< + 0o, itt pedig
komplex: e2"" és az egységkdr mentén kell integralni (mar iR,-ben is messzevezetd
analdgia van a hermitikussdg és az unitarités, illet6leg a valés tengely és az
egységkor kozott, lasd a 100. jegyzetet), tovabba az értelmezési tartomany S3
jellemzése itt felesleges, mert az unitér operator mindenditt értelmezve van.
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Az St. folytan ha a-*0 (<r"0 egyébként definicio szerinti, E(a)f —=£(())/=0, mig
ha cr-»l (<r™l ugyancsak definici6 szerint), £(<T)/->£(1) /= /nem feltétlenll igaz.
Ha val6ban nem ez a helyzet, akkor £(tr) a <= 1-nél nem folytonos. Létezik azonban
olyan £' projektor (lasd a 17. Tételt a Il. 4. fejezetben, illet6leg a 79. jegyzetet), hogy
g->1, (T<1 esetén E(a)J->E'j, igy ilyenkor E'*E£(I) = I, vagyis £'/=0 rendelkezik
/Y=0 megoldéssal. Tekintve, hogy E(a)UE', az £'/= 0-bdl kovetkezik, hogy
E(a)f =0, minden a< 1 esetén. Forditva, £' definicidjabol kdvetkezik, hogy ha
E(a)f =0,a< lesetén, akkor £ '/ = 0. Ha<t<1 esetén minden £(<r)/=0,akkorall.
8. fejezet elején mondottak mintajara lathatd, hogy (I/f g) =(f g) minden g-Te
tehat Uf=1f Forditva, ha U/=/, akkor

Je2*@d(E(@)1) = ((I1.1) = (1.1,
0
Reje24d (E(1)//)= (/.1),

{(1 —eos(2re<x))d(E((T)/) = (f)(l —eosTr<T))d(IE(T)/2)= 0.
0

Ebbdl, ismét a Il. 8. fejezet elején mondottak mintajara, azt kapjuk, hogy £(<r)/=0,
valahanyszor a< 1 (persze akkor is, ha criSO). Ily médon az, hogy E(a) a a—1-nél
nem folytonos, annyit jelent, hogy U/= /-nek létezik /=0 megoldasa.

Az U Cii>7ey-transzforméaltra p=Af +if, Up=Af —if és az ll(p=(p-bo\
kovetkezik az /=0, ¢p=0. Most az £(<r)/->/ szikségképpen érvényes lesz <l
esetén is. llyen modon a

) e2*|u+l 1
1= -i-%-r—-= -Cigna, a= — arcctgd
ena—1 e n

leképezéssel, amely a 0< a < 1 intervallumot a —o0 < fI< + oo intervallumra egy-
egyértelm(ien és monoton modon képezi le, az £(<r)-bél elballithatunk az S,., S2-
nak eleget tevé £ () egységfelbontast:

(C) £(A)= £/~ — arc ctg 97, £(a) = £(ctg na).

Bebizonyitjuk, hogy £(1) az S3-t is kielégiti A-ra nézve, ha E(a) S,,.-nak tesz eleget
I/-ra nézve. lly modon az (esetleg nem folytonos) A operator sajatérték-feladatanak
megoldasat illetd létezési és egyértelmiiségi kérdések az U operatorral kapcsolatos
megfeleld kérdésekre vihet6k at. Ezekre azonban a fentiek értelmében egyszerii
vélasz adhatd.

Legyen tehat U az A hermitikus operéator Cay/ey-transzformaltja. EI6szor azt az
esetet vizsgaljuk meg, amikor U unitér. Ekkor létezik oly E(a), amely S,. —S3-nak
eleget tesz. Képezziik C. alapjan £(H)-k Ez teljesiti S]. és S2-t. Ha A f értelmezve
van, akkor
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Af+if=(p A f—if=U<p,
tehat

(p-U<p P+ Up

[ 3 J—— —

Ekkor, részben szimbolikusan, igy jarunk el:102
i
1 1/ 1 \ [1—e2*ff
f=Yi(P UP=Ti\f>" niadE* (p) = — 2i— dE™ (p’
o]
1

f 1—e2'®
E{0)f= | —Yi— d(E(<j)E(0")<p)=
0

éj __g2kio ? j A 2 nifff
= 1— Yi— d(£(Min(*0-))<p)= | — Yi— dE(D)¥’
0 0

1l e
<
I

f e

WE(@)f2= (E(a)f) = |—  dg(*> .=
0
3
1

_q2nia'" _____
- - d(E(<r)f<P) =
0
< <
fl-ex< / M1- e ni@" --------mmmmm- \
-] —2— d(J w -2
0 0

_qg2kio' j __Q-2ni<r’

= — Yieee ZY ~ d(E(<r><p) =

f(l—eZnia)(l—e~2nia

\Y
0

LdO\E(a')<p\\2)=

[

—

sin2(re<r)d(||E(<r)<p||2) ,

o
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igy az S3-ban szerepl§ integral:

| A2d|[F(A)/[|2= Jetg 2(re<r)d||E(<n)/|[2) =

— 0
r 1 a
= Jetg2(mr)d(J sin2(n<T)d||IE((T)<p||2) =
0 0

1
= f ctg2('KT) msin (na)a\\E(a)g>\2=
0

1

= J cos2(ft<r)d||E(<x)<p||2.
0

Ennek értéke azonban véges, hiszen a kifejezésnek az

£d||£(<f)(PII2: lI<pll2

abszolit majoransa. Tovabba:

Af="<p + U<p)="<p + Je2™dE(a)<p" =

J’1+e2*'" 5 e2’l'+ 11- eXig
V- 2— dE@P=J « T toZ1— d£ ()=
0 0

1 a

% [fi —enff \
= —etg(®end (I — — —dE(@")(p \—

0 0

= J-ctg(rc<r)d£(cr)/= | AdF(A)/,
0 - 00

vagyis S3 masodik 0Osszefliggése is teljesiil. Ily mdédon A mindenesetre azon
operator kiterjesztése, amely S3 alapjan F(A)-hoz tartozik. Ez az operator azonban
(amint azt megmutatjuk majd) maximalis, tehat /1-nak meg kell egyeznie vele.103

Forditva: kérdés, hogy ha £(A) az S,. —S3 szerint J1-hoz tartozik, akkor mit
mondhatunk U-rél. Hatdrozzuk meg el6sz6r £(or)-t C. alapjan. igy Sj., S2 teljestlni
fog. Legyen getetszbleges; ekkor ismét szimbolikusan irhat6, hogy

+@ 1 1

/ b1 dF(A)< f . dE(a rl_emadE >
- - - = T de(er)>,
1 A FAPE Sae T R, —5 (€0

0 0
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1 i—e .
tekintve, hogy mind---—-, mind pedig —--Z-i-----korlétos, minden konvergal. igy

A+
1
_q2ni<T
F(AY=E£(*)I= — d(E(<N)E(<T» =
0
1 ff
f 1 —Qlnia’ C\ _ e 2itiff
= 1 2/—-d(E(Min(ff, &))) = | -----—-- dE(<x)cp,
0 0
+® 1
Ni= j AdE(A)/=i-ctg(Tm)dE(Ff)/ =
—00 0
1 ff
f e2*®+1 [/ fl—e2a9 \
0 0
* «2niff i i 1 falnia
= 2~ dE~r =

|+ e 2¥®
= 1—"— dE@)(p,

0
tehat

i i
Af +if =JlE(<nN<p=q Af —if = je2*IE(<)<P .
(0] (]

Kovetkezésképpen tetsz6leges <pre Upértelmezve van és je 2r0E(<7)<p-vel egyenl6.

(0]
Tetsz6leges "-vel skalar szorzatot képezve és a komplex konjugaltat véve kapjuk,
hogy ,
i1*" = je ~2*®dE(Fh) b .
0

All. 8. fejezetben az utolso levezetés alapjan U*U = UU* = 1vagyis U unitér és a
hozza tartoz6 egységfelbontas £(<r).

Az tehat, hogy A sajatérték-feladata megoldhatd, egyenértéki azzal, hogy A-nak
U Caytey-transzformaltja unitér, és az egyértelm(iséget is megallapitottuk. A kérdés
tehéat az, hogy képezhet6-e mindig U, és hogy ez unitér lesz-e? Ezt elddntendd,
induljunk ki ismét zart, hermitikus A operatorbdl.
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Az U-1a kovetkez&képpen értelmeztilk: amennyiben ¢p=Af +if — és csak
ekkor — U meg van hatarozva és (A/ —#/)-fel egyenl6. Meg kell azonban
mutatni, hogy e meghatarozds megengedett-e, vagyis, hogy egy <p-hez nem
tartozhat-e tobb/. Mas szoval be kell latni, hogy ha Af +if =Ag+ig, akkor/=g,
illetéleg A linearis volta miatt, hogy ha Af +if =0, akkor/=0. Am

WAfzifae=(Af+if Afzif) =
—(AfAf)x (if Af)x (AT if) +(if, if) =

= WAR\22 i (AFF) +i(AFF)+ \\Fi2= A2+ \W\2

igy ha Af +if =0, akkor WA\2U\\AT +/'/||2=0,/=0 kdvetkezik, s igy meghata-
rozasunk megengedett. Tovabba: \\Af —if\\ =\\Af+ if\\, vagyis |[I/<p|| = [I<pll,
tovabba U folytonos, amennyiben értelmezve van. Legyen (E az U értelmezési
tartomanya (tehat az Af + if alakd elemek halmaza), g pedig U értékkészlete (ez
az Uip-k, tehat az Af —if alak( elemek halmaza). Mivel mind A, mind pedig U
lineéris, (Eés g linearis sokasag. Az (Eés g még zart is. Legyen ugyanis <paz tt-nek,
illet6leg g-nek hatarpontja. Ekkor létezik olyan <p, 42, ... sorozat ffi-ben, illetéleg
g-ben, hogy <p;+p tehat létezik oly/,,, hogy fm=Afnzif,,. Minthogy <A,-2, - mm
konvergens, tehat teljesiti a Cauchy-konvergencia kritériumot. Es mivel

HL -, 1128 NAGEMIL, ) £ i(L - m 2= lqm- qull2,
valamint
WAfm- A f H\2=W\A(fm- m 20

4 NA(fm-/,,) £ i(fm-/,,)1 2= - 12,

azért mind /,,, mind pedig A/,, is teljesiti ezt a kritériumot. igy (lasd D.-t a Il. 1
fejezetben) mind fi,f2 .., mind pedig Af* Af2... konvergens:/m*/, Afmtf*.
Tekintve, hogy A zart, A f értelmezve van és/* -gal egyenld. Kovetkezésképpen:

AE AfHE ifn-*frif=Afz if 9 (o

igy p=Afzif vagyis (pis (E-hez, illetbleg g-hez tartozik.
Az U tehat az (Ezart, linearis sokasagon van értelmezve, és ezt az g zart, linearis
sokasagra képezi le. Az U lineéaris, és mivel

WUF-Ug\\ = WU (f-g)\\ = \\f-g\\,

azért a tavolsagot valtozatlanul hagyja. Ekkor azt mondjuk, hogy U izometrikus.
Ily mddon, ha ffg, akkor U ff Ug, tehat a leképezés kdlcsdndsen egyértelmd. Az is
igaz, hogy (fg)-(U f,Ug); ez ugyanlgy bizonyithatd be, mint ahogyan az unitér
operatorokra vonatkozé hasonld dsszefiiggést a Il. 5. fejezetben belattuk. Az U
tehat a skalarszorzatokat is valtozatlanul hagyja. Az U tehat akkor és csak akkor
unitér, ha E= g = IR

Legyen A, B zart, hermitikus operator, U, V a megfelel§ Cay/ey-transzformalt, és
a fenti halmazok legyenek (€ g, illet6leg ©, $j, ekkor régvest latszik, hogy ha B az
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4-nak valodi kiterjesztése, akkor V is valodi Kiterjesztése 1Z-nak. Ekkor <€a (6-nek
és g a 5j-nak val6di részhalmaza, tehat &«P$ R g PIRY, vagyis U nem unitér, tehat
4 sajatérték-feladata megoldhatatlan. igy bebizonyitottuk a mar tébbszor idézett
tételt: ha A sajatérték-feladata megoldhatd, akkor nem létezik 4-nak valodi
kiterjesztése, vagyis 4 maximalis.

Tekintsiik ismét az 4 zart, hermitikus operatort, a hozza tartozé U-tésaz 6, g
halmazt. Ha 4 / értelmezve van, akkor p=Af +if esetén U is értelmezve van és

Up=Af—if ily médon/= 2—(I_<p—U(p), Af=-£<p+U(p), vagyis ha cpT<p akkor

I=h~ni,A/=Ld + 1}).¥orditva, ha/=d —11dy akkor 4/ biztosan értelmezve
van: mivel udg-nek van értelme, azért p=A/"'+if (4/'-nek van értelme!) és
ng =A/" —if, tehat/=d~nd =W/". igy 4 értelmezési tartomanya a hp—Udr-k
halmaza és ba/=d - ud, akkor 4/=Ud + nd). Kovetkezésképpen U az 4-t is
egyértelm(ien meghatarozza (ffi-vel és g-fel egy(itt). igy az is vilagos, hogy np-U ch -
knek mindentt sdriin kell elhelyezkedniiik (ezek alkotjak ugyanis 4 értelmezési
tartomanyat).

Induljunk most ki két zart, linearis sokasagbol, (E-bdl és g-bél, és az (i-t g-re
leképezd linearis izometrikus U operatorbol. Kérdés, létezik-e olyan 4 hermitikus
operator, amelynek U a Cuy/ey-transzformaltja? Ehhez még azt is fel kell
tételezniink, hogy a ¢o—wu-k halmaza mindenitt slrl. Kérdés, hogy az el6z6ek
alapjdn megalkothatd 4 meghatarozasa megengedett-e, hogy ez az 4 val6ban
hermitikus-e, és hogy U az 4-nak Cay/ey-transzformaltja-e? Az els6 kérdésre a
valasz igenl6, ha azf —(p—U(p egyenletben/ a o1 egyértelmiien meghatarozza,
tehat ha = ¢ a kdvetkezménye a<p—u<p=h—nd egyenletnek, vagy mas szoval
9—U(p=0 kovetkeztében @=0. Legyen tehat (p—U(p=0, ekkor tetsz6leges
g =dp—Udq esetében:

(<p")=(<p,)-(<p, neh) = (1cp, ncp)-
~<P, udp) = (n<p-(p, nah)=o,
vagyis (p=0, hiszen a g-k halmaza mindenitt sdrd.
Masodszor be kell bizonyitani, hogy (4f,g)=(f, Ag), vagyis, hogy (4/,g)az/ és

g felcserélésekor a komplex konjugaltjaba megy at. Legyen/=(p—11(p" —th~nd,
ekkor Af=i((p + U<p)és

(AIM)=(U(p+n<p),t-np) =
S, ) +LAn<p,t)-L(p, nh)-Un<p, bth)=
=i[(U<p, )-(ndh, <p)1=Un(p.th)+Und, 9,

igy teljesll, amit/ és g, tehat <pés ¢ felcserélésekor megkdveteltiink.
Aharmadik kérdésre a valaszt a kovetkez6képpen adjuk meg. Legyen V az 4-nak
Cayl/ey-transzformaltja; ennek értelmezési tartoméanya az
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AT +if =i+ U(p) +i(p—Up) = 2>
alaku elemek halmaza, vagyis U értelmezési tartomanya. E tartomanyban
V(@)= V(AT +if) =Af—if=

= i((p+ U(p) —H(p—U(p) = 21U(p,

mas széval Vp= U(p, tehat V= U.

Ily modon a zart hermitikus A operatorok egy-egyértelm{ modon felelnek meg a
linearis izometrikus L/-knak, eme utdbbiakra a ¢>U(p-k halmaza mindentt s(r(;
és az U-k az A-k Cay/ey-transzformaltjai.104 Most mar az A minden hermitikus B
kiterjesztése jellemezhetd; t/-nak minden V izometrikus kiterjesztése nehézség
nélkll felkutathatd (a <p- Vep-k halmaza magatol ért6d6én mindendtt sdird, hiszen
ennek részhalmazat alkotja a (p—Ucp-k mindentt s(ir( halmaza). Ha A maximalis,
akkor I/-nak is annak kell lennie, és forditva. Ha U nem maximalis, akkor (Ef 91x
és g"SR*,, és forditva, ez utobbi Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy U nem
maximalis. Valdban, ekkor ~ —EfO, J1*, —g="0, ezért van J1 —£-nek és 1" —g-
nek (OO, illetbleg o0 eleme és a

52} do
bl T l«M

normaléssal elérhetd, hogy |i>0]| = ||(pO|| = 1 legyen. Az [(£, 90]-ban most kdvetke-
z8képpen definialjuk a V operéatort, ha f=(p +a(po, akkor Vf= U(p-+aij/0. Vilagos,
hogy V lineéris, és tekintve, hogy (p ortogonalis q0-ra és U(p pedig t/0-ra, azért
1/112= M 12+ M2 és \\Vfn2=\\Vf\2=\\Vep\\ +\a\2, tehat WA\ =||/||, vagyis V
izometrikus. Végil pedig V az I/-nak valodi Kkiterjesztése. Kovetkezésképpen
maximalis A-ra jellemz8, hogy (E= 9", vagy 3 = 91,

Masrészt, ha A nem maximalis, akkor az J1n —©, J1,, —g zart lineéris sokasagok
nemcsak az 91x O elemét tartalmazzak. Legyen az ezeket kifeszit6 ortonormalt
rendszer (pu . ..cpp, illetéleg ~,,...,~ (hap vagy q végtelen, akkor a 1,<92,...,
illet6leg a dwm p2,... sorozatnak nem szakad vége; lasd a 9. Tételt a Il. 2
fejezetben). Legyen r= Min(p, q), ekkor Ktaz [(£, <p, (2. .., 7]-ben a kdvetkez6-
képpen hatarozzuk meg: ha

r

f=<P+ Z fiv<pry

V—1

(ahol (paz ©eleme, au..,,ar pedig szamok), akkor legyen

vfi=v<p+ £ a>v-
Kdénnyen belathatd, hogy V lineéris, izometrikus és hogy I/-nak valddi kiterjesz-
tése. A V értelmezési tartomanya [®,cpu..., <pj, és ha r=p, akkor
[© (pt, ..., A= [6, ™ —E] = N1 x; értékkészlete [(£, dm . .. ,dor]€s ha r= g, akkor
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[E dL..., i] = [g, "00- 5] ="00- Ezek kozil az egyik tehat biztosan 9/-nel
egyenld. Legyen F a3 hermitikus operator Cay/ey-transzformaltja. Meggondola-
saink értelmében B az A-nak Kiterjesztése és maximalis. Megfigyelhet6, hogy a <ok
és -k végtelen sokféleképpen valaszthatok meg (példaul 1 helyett 91 is
véalaszthatd, ha |3| = 1). Ily mddon V, tehat B is végtelen sokféleképpen vélaszthatd
meg.

A sajatérték-feladat vizsgalatdban tehat a kdvetkezd eredményre jutottunk: ha e
feladat megoldhatd, akkor csak egyetlen megoldas van, azonban a nem maximalis
operatorok esetében biztosan nem oldhaté meg. Nem maximalis operator mindig
végtelen sokféleképpen terjeszthetd ki maximalis operatorra (kizarélag hermitikus
operatorokrél van sz6). A maximalitas feltétele azonban nem pontosan azonos a
sajatérték-feladat megoldhatosaganak feltételével. Az el6z6 azzal egyenértékd,
hogy vagy (E= 9", vagy pedig 3 = 9%, az utdbbi pedig azzal, hogy (E= 9iX és
3 =*«,

Nem vizsgaljuk meg részletesen azokat az operatorokat, amelyekre az elsd eset
teljesiil, a masodik pedig nem. Ezekre az operatorokra a sajatérték-feladat nem
oldhato meg, és mivel nem létezik valddi kiterjesztésiik (maximalis voltuk miatt),
nincs tovabbi tennivalonk vellik;ezekre vagy (E= 91" és g ® 9, vagy pedig (ED 91
és 3 = 9100 llyen operatorok val6ban léteznek és az Osszes két egyszer(i normal
alakbol kiindulva képezhet6, igy kivételes eseteknek tekinthet6k az olyan
maximalis operatorokkal dsszevetve, amelyekre a sajatérték-feladat megoldhat6. E
targyrél az olvaso tovabbi részleteket taldlhat a szerzének a 95. jegyzetben
megemlitett miivében. Mindenesetre az ilyen operatorokat a kvantummechanika
jelenlegi keretei kozul ki kell zarni. Ennek az az oka, hogy a hermitikus
operatorokhoz tartozé egységfelbontas (amint azt a tovabbiakban latjuk majd)
olyan alapvetd szerepet jatszik minden kvantummechanikai fogalomalkotéasban,
hogy létezésétdl, vagyis a sajatérték-feladat megoldhatosagatél nem tekinthetiink
el.106 Ennek alapjan tehat csak olyan hermitikus operatorokat engediink meg,
amelyekre a sajatérték-feladat megoldhaté. Tekintve, hogy ez a tulajdonsag a
maximalitas élesitése, azért az ilyen operatorokat hipermaximalis operatoroknak
fogjuk nevezni.106

Befejezésként a (zart) hermitikus operatorok két olyan csaladjardl kell emlitést
tennlink, amelyek biztosan hipermaximalisak. El&szor is ilyenek a folytonos
operatorok, ezek mindenitt értelmezve vannak, tehat maximalisak és tekintve,
hogy Hilbertszerintsajatérték-feladatuk megoldhat6 (Iasd a 70. jegyzet hivatkoza-
sat), egyuttal hipermaximalisak. Masodszor ilyenek a val6s operatorok 9fx
valamely megvalositasaban, ha ezek maximalisak. Az (Eés g meghatarozasaban az
egyetlen kilonbség i el6jelében van, amelynek — ha minden mas val6s — nincs
jelent6sége. igy (E= 91* kovetkeztében g = 9ix ésforditva, tehat a hipermaximalitas
a maximalitas kdvetkezménye. Ha a maximalitdst nem kotjik ki, akkor is
allithatjuk, hogy 91" —E és 9?7x - g egyenlé dimenzidjuak. igy (a Kiterjesztési
Osszefliggések vizsgalatakor alkalmazott jelolésekkel) p=q, tehat p=q~r,és

[E <p,..... 9] = [(€ 91" —E] = 91x
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[8,« -® ]- «0.,
vagyis ilyenkor a kordbban kapott kiterjesztések hipermaximalisak. igy a valos
operatoroknak létezik hipermaximalis Kiterjesztése. A 95. jegyzetben szerepl
hivatkozasban az is be van bizonyitva, hogy ugyanez érvényes a definit
operatorokra is.

10. Felcserélhetd operatorok

Az R és S operator akkor cserélhet6 fel egymassal, ha RS=SR (lasd a
meghatarozast a Il. 4. fejezetben) és — amennyiben R és S nincs mindenitt
értelmezve — ha a két oldal értelmezési tartomanya megegyezik. Korlatozzuk
figyelmiinket hermitikus operatorokra és, hogy az értelmezési tartomanyokkal
kapcsolatos nehézségeket elkeriljik, tekintsiink mindendtt értelmezett, tehat
folytonos operatorokat. Legyen £(A) és F(A) az F-hez, illet6leg az S-hez tartozo
egységfelbontas.

Az F és Sfelcserélhet6sége aztjelenti, hogy (RSf,g)=(SRfg) minden /-re ésg-re,
vagyis (Sf, Rg)=(Rf,Sg). Ha R és S felcserélhet6k, akkor Rnés S (n=1,2, ...)
tovabba p(R) és S is felcserélhet egymassal (p(x)=a0+alx + ... + a,xn).

Szimbolikusan:

C C
R= JAJEA), s(F)= j S(AMEA)
-C -C

[itt C az R folytonos operatorra a Il. 9. fejezetben bevezetett és ott A-nak nevezett
allandé; s(x) pedig tetsz6leges fliggvény, lasd a 1l. 8. fejezetet és a 94. jegyzetet]. Ha
s(x) polinom, akkor

(s(R)fSg) = (Sf,s(R)9),

tehat
c c

*, f s(A)d(E(A), Sg)= 1 s(A)d(ST £(A)g).
-C -C

Tekintve, hogy minden folytonos fliggvény tetsz6leges pontossaggal (- C A x ~ C-
ben egyenletesen) kozelithetd polinomokkal, a * folytonos fiiggvényekre is
érvényes. Legyen
A—X ha x"AQ,
s(x)=
0, ha X" A0,

ekkor *. szerint

f (FO—AY(E(AY, Sg)= J (AO-A)d(S/.£(A)g).
-C -C
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Ha A0 helyébe A0+ Bt irunk, akkor kivonas és az e-nal térténé osztas utan azt
kapjuk, hogy

CA A
-

[dcea), sg)+ 5d(E£(A)/,Sg) =

-C N
A Aote
= Wsremyg+ | A Bd(stE(A)g),

—c Aq
és, ha e->0 (emlékezziink S].-ra!):

? d(E(A)/, Sg)— }'d(SFfE(A)g),
-C

-C

(E(R0)fSg) = (STE (10)g).

Kovetkezésképpen -C 2 A 0gC esetén minden £(A0) felcserélhetd S-sel, ez azonban
a tébbi £(A0)-ra még inkabb igaz, hiszen ha A0< -C, akkor £(A0)=0, ha pedig
A0>C, akkor £(A0)= 1

igy, ha R felcserélhet6 S-sel, akkor valamennyi £(AQ) is felcserélhet6 vele.
Forditva, ha minden £(A0) felcserélhetd S-sel, akkor * minden s(x) fliggvényre
érvényes, kdvetkezésképpen minden s(R) felcserélhetd S-sel. Végeredményben tehat
R akkor és csakis akkor cserélhet fel S-sel, ha valamennyi £(A) felcserélhetd vele, s
ekkor R valamennyi s(R) fiiggvénye is felcserélhet S-sel.

Az £(A) viszont akkor és csak akkor cserélhet6 fel S-sel, ha felcserélhet6
valamennyi F(R)-\el [tételiinket R és S helyett S-re és £(A)-ra alkalmaztuk]. Ily
maodon kapjuk, hogy R és S akkor cserélhetd fel egymassal, ha valamennyi £(A)
valamennyi F(/i)-ve1felcserélhet. Tovabba, mivel r(R) és S felcserélhetGsége R és S
felcserélhet@seégének kovetkezménye, R-et és S-et 5(S)-sel és r(£)-rel helyettesitve azt
kapjuk, hogy r(R) és s(S) is felcserélhet6k egymassal.

Ha az R és S operator folytonossagat nem koétjuk ki, akkor az RS és SR
értelmezési tartomanya lényeges bonyodalmat okozhat. Az R ®0 példaul mindig
értelmezve van [0/ =0, RmOf=R(0f)=R m0=0], mig 0 R csak R értelmezési
tartomanyaban van meghatarozva. igy ha £-nek nincs mindenitt értelme,
R OpO R az értelmezési tartomanyok kiilonbdz6 volta miatt, mas szoval
szigordan véve £ és 0 nem cserélhet6k fel egymassal. Ez a tovabbiak szempontjabdl
nem kielégitd: a 0-nak nemcsak minden folytonos hermitikus operatorral, hanem
valamennyi hermitikus operatorral felcserélhetonek kellene lennie.107 Ezért a
nemfolytonos R, S operatorok felcserélhetéségét masként szandékozunk definialni.
Figyelminket hipermaximéalis operatorokra korlatozzuk, mivel a II. 9. fejezet
alapjan csupan ezek érdekelnek bennilinket Az £-et és S-et akkor tekintjik
felcserélhetonek, ha valamennyi £(A) valamennyi F(/t)-vei (vagyis a megfelel6
egységfelbontasok) felcserélhet6 a régi értelemben. Folytonos R és S esetében az Uj
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meghatarozas, amint lattuk, megegyezik a régivel, mig ha R vagy S (vagy
mindkettd) nemfolytonos, akkor a két definicid kilonbdzhet. Az R és 0 az utébbi
esetre példa; a régi értelemben ezek nem felcserélhet6k, mig az djban igen, mert a
0-ra minden F(/i) vagy 0 vagy 1,108 s igy valamennyi F(/i) felcserélhet6 valamennyi
£(A)-val.

Kordbban bebizonyitottuk, hogy ha R, S felcserélhet6 (folytonos) hermitikus
operatorok, akkor R-nek minden r(R) fiiggvénye felcserélhetd S-nek minden s(S)
fuggvényével. Az R=S esetében azt kapjuk tehat, hogy r(R) és s(R) mindig
felcserélhet6 egymassal [ez a Il. 8. fejezet végén talalhatd szorzasi képletbdl is
kovetkezik: r(R) m(R) =t(R), ha r(x) *s(x) = t(x)]. Ha r(x) és s(x) valés fliggvény,
akkor r(R) és s(R) hermitikus [a Il. 8. fejezet szerint, ha r(x) valos, akkor
(r(fi))* = f(R) = r(K)].

Az el6zbek forditottja is igaz. Ha A, B felcserélhet6 hermitikus operator, akkor
létezik olyan R hermitikus operator, amelynek A és fi fliggvénye: A = r(R), fi =s(R).
S6t még tdbb is igaz: ha A, fi, C,... hermitikus operatorok véges vagy végtelen
felcserélhet6 rendszere, akkor létezik olyan R hermitikus operator, amelynek
A, fi, C,... valamennyien a fiiggvényei. E tételnek nem adjuk meg a bizonyitasat,
csupan a targgyal kapcsolatos irodalomra hivatkozunk.109 Nekiink e tételre csak
véges szamu, tisztan diszkrét spektrumu A, fi, C,... operator esetén lesz sziiksé-
glink. Erre az esetre az alabbiakban megadjuk a bizonyitast, az altalanos esetre
nézve csak néhany megjegyzést tesziink.

Legyen tehat A, fi, C,... véges szamq, tisztdn diszkrét spektrumd hermitikus
operéator. Legyen Atetsz6leges szdm és jeldlje  az A/ = A/ egyenlet megoldasai
altal kifeszitett zart linearis sokasagot és legyen ennek projektora Ex. A Atehat
akkor és csak akkor diszkrét sajatértéke /1-nak, ha létezikf f 0 megoldas, vagyis ha

0, illetéleg ha Exf 0. Ugyanigy képezziik a fi-hez tartoz6 At és Fx-1 a C-hez
tartozo 9lr t és Gx-1 stb. Az Af = A/folytdn ABf =BAf =B (kf) =k(Bf), tehat
/-fel egyiitt B f is 2 Xeleme. Tekintve, hogy Exf iir hoz tartozik, BExf is 2 Xeleme,
tehat EXBExf =BExf. Ez azonosan igaz, tehat EBEX—BEX A *. alkalmazasaval
viszont EXBEX=EXB, tehdt EXB=BEX Ahogy A és fi felcserélhet6ségébdl
levezettiik fi és Ex felcserélhetéségét, ugyanigy ez utdbbibol kdvetkezik Ex és FM
felcserélhet6sége. Az A és fi semmiképpen nem kiilonboztethet6 meg a tobbi
hermitikus operatortol, igy allithatjuk, hogy az 0Osszes Ex FR Gy... mind
felcserélhetd egymassal. Kovetkezésképpen a A(Aliv...) = EAF GV, .. operator is
projektor. Legyen az ehhez tartozd zart, linearis sokasag A(Ay. ..). A ll. 4. fejezet
14. Tétele értelmében ft(Aliv...) az 2X*Ng, 9lvy... kdzds része, tehat az

A f =kf, Bf—nf Cf=vf,...

egyenletek kdzds megoldasainak zart linearis sokasaga.

Legyen A, v,.. ésA U, V',... kétkilonbozd szdmkészlet, tehat vagy Af A, vagy
fif u\ vagy vi=Vv és igy tovabb. Ha / a ft(A/tv... )-nek, /' pedig a ft(A'/i'v'... )-nek
eleme, akkor/ ortogonalis /'-re; ugyanis, ha A/=A, akkor A/ =Alaz AI'=A'l'
miatt, ha yoy', akkor Bf =/if a Bf =n'f miatt, és igy tovabb. igy XA/iv...)
ortogonalis JI(A/iV.. .)-re.
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Tekintve, hogy A spektruma tisztan diszkrét, az £1 k kifeszitik 917-t (mint zart,
linearis sokasagot). igy valamely/® 0 nem lehet az 6sszes £r ra ortogonalis, vagyis
legalébb az egyik £r baes6 vetiilete nem zérus, tehat E J ®0. Ugyanigy léteznie kell
olyan /i-nek, hogy FJ 0, olyan v-nek, hogy Gvf @0, és igy tovabb. Kdvetkezés-
képpen barmely/ @0-hoz talalhaté elészor isolyan Ahogy E J ®0, azutan olyan v,
hogy FAI(EJ)j=0, azutan olyan v, hogy Gy(F|I(EJ))® 0 és igy tovabb. Végiil tehat
.. .GWFNE J h0, EXFRGy..J & 0 tehat K(ku\...)f 0, igy / nem ortogonalis
ft(Aliv... }re. Kovetkezésképpen a ft(A”v... )-k kifeszitik SH™t mint zart lineéaris
sokasagot.

Legyen <pj™v),<pjv ),... a R(A/rv...) zart, linearis sokasagot kifeszit§
ortonormalt rendszer. (E sorozatnak vagy vége szakad, vagy nem, attdl fiigg6en,
hogy A(A™v...) véges vagy végtelen dimenzios, ha pedig A(Altv...) =0, akkor csak
0 tagokbdl all.) Barmely , valamelyik ft(A/rv...) eleme, igy egyszerre
sajatfliggvénye az A, B, G,... operatoroknak. Két kiilonb6z8 (pd , ortogonalis
egymasra; ha ugyanis A, v,... készletik megegyezik, akkor ez a definicidjukbdl
kdvetkezik, ha pedig kulénbdzik, akkor azért, mert kiillonbdz6 A(AMy... )-hdz
tartoznak. Az dsszes (pj*), , ugyanazt a zart lineéris sokasagot fesziti ki, mint az
0sszes A(A/Lv. ..), vagyis TRt.

Teljes ortonormalt rendszert alkottunk tehat A,B,C,... k6zds sajatfliggvényei-
b6l. Legyen ez a rendszer atjelélve dwm b2 - mmés irjuk fel a megfelel§ sajatérték
egyenleteket:

Al'T=/hgT, BopT=L1pT, ChHT=YTPT -

Készitslink el egy paronként kilénbdz6 szamokbol alld, tetszbleges k,,K2,...
sorozatot és alkossunk olyan kx k2,... tiszta diszkrét spektrumd hermitikus R
operatort, amelynek a megfeleld sajatfliggvényei cm 2,

K( Z xagTm)= X XTKTPT.NO
m=1 m=1
Legyen F(k) a —oo< k< + cc intervallumban definialt olyan fiiggvény, amelyre
F(Km)= Am[mas k pontokban F(k)tetsz6leges]. Ehhez hasonldéan G(k) legyen olyan
fuggvény, amelyre G(k,,)=h,, H(k) olyan, amelyre H(icm=vm és igy tovabb.
Megmutatjuk, hogy
A=FR), B=G(R), C=H(R)......

Meg kell tehdt mutatnunk, hogy ha k1 k2... az R-nek tisztan diszkrét
spektruma és a megfelel6 sajatfliggvények ¢l d2,..., akkor F(R) az F(kJ
F(k2),. mmtisztan diszkrét spektrummal rendelkezik, és a megfelel sajatfliggvényei
ugyanazok, nevezetesen ¢wm ¢2,.... Mivel e fiiggvények teljes ortonormalt
rendszert alkotnak, azért elegendé megmutatni, hogy F(A)i/>m= F(Kn) .

Legyen £A)= £ jaz F-hez tartozo egységfelbontas (lasd a Il. 8. fejezetet).

Ekkor szimbolikusan
K= JAdE(A),
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és definicio szerint )
FUR)= jF(A)JE(A).
Tovabba:
. &1 ha, KTEX,
E(A)*nmE
0 ha KT>A
Ebbdl kovetkezik, hogy

(F(F @)= i F(A) d(E(ANeMg)= F(kJ mi/'Mg),

minden g-re, tehat valéban F(R)\pn=F(Km) mpT.

Ezzel allitasunkat a tisztan diszkrét spektrumok esetére belattuk. A folytonos
spektrumok esetében meg kell elégedniink a 109. jegyzet hivatkozasaval. Megemli-
tink azonban itt egy kuléndsen jellegzetes esetet.

Legyen a 0g<j,,ij2g | négyzetben definialt amaf(qi,q2) fliggvények tere,
amelyekre az jj I/(<Ji,<72)l2d<%id<i2 v@es- Képezzik az A=ql,..., B-q2...,
operatorokat. Ezek a fenti qitq2 tartomanyban hermitikusak, folytonosak (a
—00<(i, g2< + o0o-ben nem!) és felcserélhet6k egymassal. Mindkett6 tehat
valamely R fliggvénye. Kdvetkezésképpen R felcserélhet6 Jl-val és B-vel, amib6l
kdvetkezik (bar ezt itt nem bizonyitjuk be), hogy R s(qu g2)alaku [s(<jls g2)korlatos
fuggvény]. Kovetkezésképpen R" (n=0,1,2,...) (s(qu 92))"-nel egyenld és F(R)
pedig F(s(qt, 92))-vel egyenld, ha F(k) polindm. Ez a képlet azonban minden F(k)-
ra kiterjeszthet6, amit itt nem taglalunk részletesen. Minthogy, F(R)=A és
G(E)=B,

f(s(41,i2)=9i.  G(s(gl,q2)=q2,Ul
Mas széval az s(qu q2)=K és F(K)—ql, G(tc)=q2 leképezések (ezek egymasnak
inverzei) a 07 qx q2” 1 négyzetet egy-egyértelmien képezik le a k szdmokra; az
ilyesmi a kdzonséges geometriai szemlélettel ellenkezik.

Az el6bb emlitett bizonyitas alapjan azonban tudjuk, hogy ez lehetséges, és
valéban ilyen leképezés megvaldsithatd az Ugynevezett Peano-gorbével.112 A 109.
jegyzetben megemlitett bizonyitasban alkalmazott szigord meggondolas valéban
azt mutatja, hogy esetiinkben is a Peano-gorbéhez, vagy kozeli rokonsagban levd
konstrukciéhoz jutunk el.

11. A spur

Az operatorok néhany fontos invariansat definialjuk most.
Az 9i,, {G, v} matrixanak £ alflspurja ilyen invarians. Ez unitér invarians, vagyis

nEi
nem valtozik meg, ha {aw}t masik (ugyancsak Descartes-féle) koordinata-
rendszerbe transzformaljuk at.113 Az {a,v} matrixot a megfelelé

n

A{Xi. X} ={yL. ...y}, yu= X{,v*y

V= 1
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operatorral felirva az a™-k az A segitségével a kdvetkez6képpen fejezhetbk ki:

a,v= (A, tp,,)
és a

$f={l,,...,0} (@={0,%...,0},..9={,0,.., 1}
ortonormalt rendszert alkot (lasd a Il. 5. fejezetet és a 60. jegyzetet). igy a spur
n

x  (A<py (pu), amelynek unitér invariancidja annyit jelent, hogy értéke akarmilyen

ortlonormélt rendszerben ugyanaz.

E fogalom analdgidja URMben kézenfekvG. Legyen A linearis operator, és
tekintstink olyan <p, 42,... ortonormalt rendszert, amelyre valamennyi Atp”-nek
van értelme (ilyen biztosan van, ha A értelmezési tartomanya mindenitt s(rd,
hiszen elegend6 a mindenditt sdirG /,,/2, ... sorozatot ortogonalizalm a Il. 2. fejezet
8. Tétele alapjan), A spurja ekkor

@®

SpA = X (ap»<p/l
MEL

Meg kell mutatni, hogy ez valéban csak J1-t6l figg (és Mdi fiiggetlen!).
Tekintslink tehat két teljes ortonormalt rendszert: tpt,<p2,...f dy,p2... és

legyen
gy o)

bp(Ai<p.0)= x (AP OLY(P"

8

A7. Tétel y) pontja (ll. 2. fejezet) alapjan ez X (A<P" €iMJ-velegyenld, tehat csupan
1
latszdlag fligg a i/"-ktdl. Tovabba:

X  (APLPA(PN(pI)= X (</V'4*tfv) («K. </>,)=

fi, v= 1 fi, v= 1

= X <L) (SHM” Av) .
v=1
vagyis Sp(/4, q i) = Sp(A*; & tp). Ajobb oldal azonban az el6z8ek szerint csupan
latszolag fligg a <p-ktol, s igy ez a bal oldalra is igaz. Tehat a Sp(/t, tp, &) kifejezés
valéjaban csak A-tol fligg, a <p-ktdl és a i”-ktdl a fgggés csupén latszdlagos, igy

roviden igy is jelolhetjiik: SpA A SpA egyenld X fPnvel igy a kivant
/4=1
invarianciatulajdonsagot bebizonyitottuk. Az utobbi egyenlséghél az is kovetke-

zik, hogy SpA = Sp A*.
Nyilvanval6an érvényesek a

Sp(aA) = aSpA, Sp(AxR) =SpA+Sph
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Osszefliggések. Az is igaz, hogy
Sp(AB) = Sp(BA),

még akkor is, ha A és B egymassal nem cserélhetd fel. Ez a kovetkez6képpen lathatd
be:

Sp(AR)= £ X (B(py, A*(p)=
00 ac
= X (B<iv X (B<p,,. i/lo Wv. <?),

amelyben cou 2, ... ésiff, 2, ... két tetszbleges teljes ortonormalt rendszer, igy e
kifejezés szimmetridja J1-ban és B-ben (a <pk és a -k egyideji felcserélésevel)
nyilvanvalé. Hermitikus A és B operatorokra tehat

Sp(AB)= Sp[(/IB)*] = Sp(RM*) = Sp(BA) =Sp(AB).

igy Sp(4R) valos. (Sp A természetesen ugyancsak valés.)

Legyen i zart linearis sokasag és £ ennek projektora. A Sp£-vel kapcsolatban
ezt mondhatjuk:legyen ¢bl, ... ,dka zart linearis sJf sokasagot kifeszité ortonormalt
rendszer, x i, me oXt pedig feszitse ki az  » —&Wsokasagot (természetesen k és / kdzil
legalabb az egyik sziikségképpen végtelen). EKKor ¢m . .. .ok Xr e «., X egyiitt IRt
fesziti ki, vagyis teljes ortonormalt rendszert alkot (7. Tétel a), Il. 2. fejezet). igy

i I(f* x 1 * x)_
Spfi- [(E%, %)+ [ (%)

= £>n*”)+ l (O-Xl): X
tehat Sp £ az WWsokasag dimenzidjaval egyenld.

Ha A definit, akkor valamennyi (Ad", cpj ” 0, tehat SpA ” 0. Ha ebben az esetben
még SpA =0, akkor az dsszes (Adw, pR) eltlinik, tehat Acpll=0 (19. Tétel, II. 5.
fejezet). Ha ||(pl|=1, akkor taldlhatdo olyan ortonormalt dwm 2=.. rendszer,
amelyben <p,=<p. (Valéban, legyenfl,f2 ... mindenitt sir(. Ortogonalizaljuk a

rendszert, igy a Il. 2. pont 7. Tételének bizonyitadsa alapjan <p-vel
kezd6dd teljes ortonormalt rendszert kapunk.) igy Acp=0. Ha / tetsz8leges, akkor
/= 0 esetén A f=0, ha/*=0, akkor legyen

sigy Af =0 ismét kovetkezik a fentiek alapjan. lly médon A= 0. Mas szbval, ha A
definit, akkor Sp A>0.

A spurra vonatkoz6 megallapitasaink egyszerli és témor volta azonban
matematikai pongyolasagot takar. Amikor példaul felirtuk a
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z 1Av) (®y, <P,)

&

sorokat és ezeket egymasba atalakitottuk, akkor nem vizsgaltuk meg a konvergen-
cigjukat. Roéviden: elkdvettik mindazt, amit szabalyos matematikai eljaras soran
nem szabad elkdvetni. Tény azonban, hogy ilyen jellegli pongyolasag az elméleti
fizikdban masutt is el6fordul és jelen meggondolasaink nem vezetnek a kvantum-
mechanikai alkalmazéasok sordn megrazo kovetkezményekhez. Mindazonaltal ne
tévesszitk szem elél, hogy most kissé gondatlanok voltunk.

Igen fontos tehat ramutatnunk arra, hogy a kvantummechanika alapvet6
statisztikai megallapitasaiban csak AB alakd operatorok spurjat kell venni;
ezekben mind A-tdl, mind pedig B-rdl szigortan bebizonyithatd, hogy definit. E
szakasz hatralév6 részében a spurra vonatkozo ama tényeket gyf(jtjik Ossze,
amelyek kifogéastalan matematikai szigorisagu bizonyitasokban felhasznéalhatok.

Tekintsiik el6szor A*A spurjat [A tetsz8leges, A*A a Il. 4. fejezet alapjan
hermitikus és mivel (A*Af,f) =(Af Af)"~0, azért definit]. Ekkor

Sp(A*A)= | (A*A<py, )= 1 (Acp™Acp” £ ||/17]|2.
=1 =1 M=1
E sor vagy konvergens, vagy + 00-hez tart, tehat értelmezve van, hiszen valamennyi
tagja nemnegativ. Az el6z6 meggondolasoktol fliggetleniil belatjuk, hogy 6sszege
(plt (p2, mmmmegvalasztasatol fiiggetlen. Esetiinkben csak nemnegativ tagokbdl alld
sorokkal van dolgunk, ezek tehat mindig értelmezve vannak és minden atrendezés
megengedett rajuk.
Legyen (px 92, ... és bl 52 ... két teljes ortonormalt rendszer. Legyen

Z 14 <li= Z 1W<p,, D)2 m
u v=1

A 7. Tétel y) pontja szerint (ll. 2. fejezet) ez nem mas, mint

Z 1N<M2.

B=1
vagyis £(J1; éV ®A csupén latszolag fligg Tovabba (mind Atp*-nek, mind
pedig A*\j/xnek értelmezve kell lennie):

(4 h W = AP ©*)\2=  z  \(<pU A *d*)\2=
1

z
p, V=1 AV=
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Ily médon a fiiggés <p,t6l szintén latszélagos, hiszen ez igaz a jobb oldalra.
Kovetkezésképpen £(A; > ijiv) csak A-toi figg. A tovabbiakban ezt £(A)-val
jeloljuk. A fenti levezetések miatt

55 )= § wa<Pae= 1 Mg, i1,
és £(A) = ]T(A*). igy Sp(A*A) helyesen definialhatd, mint £(A).

Most £(A) néhany tulajdonsagat ismét levezetjilk, noha azok a SpA kordbban
igazolt tulajdonsagaibdl is kdvetkeznek.

A meghatarozasbol kdvetkezik, hogy JT(A)*0 és ha £(A)=0, akkor A<pu
szlikségképpen zérus, amelybdl az el6z6ek mintajara kovetkezik, hogy A= 0. Mas
széval, ha A=/=0, akkor £(A)>0.

Vilagos, hogy £(aA)= |G|2£(A). Ha A*B=0, akkor

A+ B 12— |2= IBuIR= (Ap., Bp,) + (B(py A(pu) =

= 2Re(A<p,., B(pfl)= 2Re((pll, A*B<p()= O,
®
igy a Yj Osszegezés utan
HEL

Ez az dsszefliggés nem valtozik meg, ha A helyébe B-t irunk. Ily modon akkor is
igaz, ha B*A=0. Az A-t és B-l még A*-gal, illetve B*-gal is helyettesithetjiik, tehat
AB* =0, illetve BA*=0 is elégséges feltétel. Ha A (vagy B) hermitikus, akkor
AB=0, illetleg BA =0 irhatd.

Ha a zart linearis 9Msokasagnak E a projektora, akkor a Sp E meghatarozéasakor
tekintett K Xu- = Xi rendszerre

E(E)= i |B 24 = 0 el 2+ 1 10]

=i n=i ii=i ii=i ii=i

Mas szoval £(£) is Wl dimenzidjaval egyenld (erre szamithattunk, hiszen
E*E=EE = E).

Ha Aés B definit (hermitikus) operator, akkor Sp(AB) visszavezethet a £-ra. Ez
azt jelenti, hogy létezik olyan A' és B' operator, hogy A'2= A, B2=B és A, B' is
definit (hermitikus).114 Nevezzik A'-t és B'-t J~A-nak, illet6leg J b -nek, ekkor
formélisan

Sp(AB)=sP("/Am aJ b w/B)=Sp(VBJ am al b)=

=SP(VMJ b)*(Jad bv-Z iJadb)

Eza J~B)a meghatarozasa folytan — figyelmen kiviil hagyva a kapcsolatat
a spurral — a Sp(AB)-t6l elvarhaté valamennyi tulajdonsaggal rendelkezik.
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Nevezetesen

1 ® y/s+o-Uy/nyl/s)+ULy/nylc),

Aya+sle)=X(vryfc)+YiJ byfc).

Az els6 annak kovetkezménye, hogy X (AT) az X-ben és ¥ban szimmetrikus:

X(XY)= X K* y«<AYI2= | ky>,x 1 2-
U, v= 1 li,v=1
A masodik a harmadiknak kovetkezménye, ha még az els6 tulajdonsagot is
figyelembe vesszilk. igy csupan a harmadik tulajdonsagot kell bebizonyitani, vagyis

azt, hogy X (\[a \/b ) additiv A-ban. Ez belathatd, ha X (yJA\[b )-t igy irjuk:

[00)

YIyRyfB )= X Wy/Ayfiv'w2* | (y/Ay/BVry/Ay/Bq,,)-

= y=1

00 00

=X® 4* Jb<p, | nV V/IBN)-
(i=i (=

Ily modon a spur fogalmanak a kivant mértékben szigori megalapozasat kaptuk.

Az utébbi formuldbdl még az is kovetkezik, hogy ha AB definit, akkor AB =0
kovetkezménye Sp(AR)=0-nak. Ez utdbbinak folyomanya ugyanis, hogy
X(VAv R)=0,sigy v/a y/B =0 (lasd az el6z6 oldalon a kovetkeztetést és a X ‘ra
vonatkozo aldbbi meggondolésainkat). igy

AB=y[Ay[Ay[Byls=0.

Definit hermitikus A operatorra a szdmolas a spurral az eredeti formaban is
érvényes. Valdban, legyen x <2 ... teljes ortonormalt rendszer. Ekkor a

d)éi (A <PR, <PLI)

0sszeg (amelynek a spurt kellene megadnial!) — Iévén minden tagja nemnegativ —
vagy konvergens, vagy pedig + 00-hez tart. Két eset lehetséges tehat: vagy végtelen
ez az 0sszeg 22 ... akarmilyen megvélasztasa esetén, ekkor a spur +00 és
(A, (P2 ... -t6i fuggetlen, vagy pedig az 6sszeg véges legalabb egy teljes ortonormalt
rendszerre, mondjuk l(<4?,.. .-ra. Ekkor

00

(X (AP,.D,))2= ;2 (A<Pu><P,,)(Ady,, <P ;2 1, @, ) 2= XM),

= U, v= 1 Jiov= 1

tehat X(A) is véges; legyen ennek értéke C2 Ha cx 2 -.. tetsz6leges teljes
ortonormalt rendszer, akkor
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Z(A)= 1\\A~J\2=C\ WAp,\WrA C\ LA~ iC.
K=i
Tekintve, hogy barmely olyan ¢, amelyre ||*||= 1, valaszthaté egy ilyen
rendszerben ifi, gyanant, \\@\ = 1-b6l koévetkezik, hogy \\Ap\AC. Altalaban

1
[lzt/||*C||/||; ha /=0, akkor ez nyilvanvalé, ha f ¢0, akkor a

helyettesitéssel lathato be. Kévetkezésképpen A kielégiti a CO. feltételt (11. 9. fejezet),
tehat folytonos operator. Azonban még tobb is igaz.

Mivel JT(i4) véges, A az Ugynevezett teljesen folytonos operatorok osztalyaba
tartozik. H ilbert megmutatta, hogy az ilyen operatorra a sajatérték-feladat az
eredeti formaban oldhaté meg, vagyis létezik olyan ifi,, 2 ... teljes ortonormalt
rendszer, amelyre Adu=kuhy (és ha /r-»00, akkor  -4()).115 Tekintve, hogy az
operator definit:

N = és

X A= X \ApH\2=£(A) =C2.
n=i /<=
Ha <pj, g2 ... barmilyen teljes ortonormalt rendszer, akkor

00 00 [00)

| <?,)= 2 (2 <?,,))=

=z (2 K)(®"<pu))=

= Z (Z*,1(«V <M 2)-
=1 v=1

Az bsszegezést atrendezhetjlk, hiszen minden tag nemnegativ:

z (A<Pu><Pu)= z K\(<Ppt/ui12-=
=1 u

U ,v=1

= Z ~v(Z I(*» PUN2)— z ~mvllAvIZ = Z *.m
v=1 H= 1 v= 1 v =1

A X (Adp <R)ebben az esethen is fiiggetlen y,<p2,... megvalasztasatol és egyenld

a sajatértékek Osszegével. Ez az 0sszeg véges <p,, 2, mmesetében, tehat mindig az.
Mas sz6val SpT most is egyértelmd, ezdttal azonban véges is.
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A spurral szamolni tehat mindkét esetben jogos.

Most néhany becslést adunk Sp/t-ra és ¥Y/4)-ra. Minden olyan A esetében,
amikor ]T/4) véges, érvényes: \\Af\\*,/E(+) ®m|/||; minden olyan definit
(hermitikus) A-ra, amelyre SpA véges, fennall: |\Af\ :gSp+ ¢|\f\. Legyen tovabba
A definit, Sp+ = 1 és olyan megfelel§ <pre, amelyre ||<pl|=1, WA(p\2" 1—e, vagy
(A(p, (™. 1-e. Elég a masodik esetet megvizsgalni, mert az els6 a
(Acp, <p)"\A<p\\m\<\ = WA(p\\  miatt kdvetkezménye a masodiknak
[(1 —e)2” 1—2e &ll 1—e helyén, igy 2e all e helyén].

Legyen U ortogonalis <pre, [[ir]|=1. Ekkor talalhatd olyan Xi>X2>-ee teljes
ortonormalt rendszer, hogy Xi = &b —® igy

- = X/4)g[Spzl]2=1,
| WAX>\2
*\A<p\2+ \AG\271-2e +\\A\\2,

| =2  \\Ad\\" 2e.

igy barmely, ¢>re ortogonalis/ esetén

WA\ Gs/2e\\\L.

(Ha/=0, akkor ez nyilvanvald, ha nem, akkor o kell tekinteni.) Szem

el6tt-tartvan, hogy (Afg) = (f +g), kapjuk, hogy \(Afg)\ * yj2e\\f\\ m|g||, ha vagy
f vagy g ortogonalis cpre.
Legyen fg tetsz6leges. Ekkor

f=<x<p+f, g =R<p+g’,
ahol/' és g’ ortogonalis qre és a=(/, ), B=(g, (9. igy
(Afg) =0iR(A(p,(p) + <X(A(p.g" ) +]i(Af\<p) + (Af',g").
Legyen (A(p, <p)=c, akkor
\(Afg)-coiR\-£E\oi\-\(A<p,g' N+ \R\ \(Af\<p)\ + \(Af',g")\,

és a fenti becslések szerint
M /,g)-ca0| ellg" ||+ 0] 117" 2+ N/ 1T e \\g\V)id

AY2E([a] + U/ W OB+ [|g]])A2V/2E V [a]2+ 11/ ||2J\B\2+ ||g' ||2=

=20 Wl

Masrészt
(Afg)-cal =(Afg)-c(f<p)(<p,g9) = ({A-cPM)fg).
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igy altalaban érvényes
\((A-cPw )fg)\"272e\\f\\-\\g\\.

A 1. 9. fejezetben mondottak pedig

_ W(A-cPw )fANG 2 b\
is.
Ez/= qesetében azt adja, hogy
WA(p-c<p\\"2"/2E,

<M\A(p-c(p\\ + WA<p\<*2"/2e + 1,
=M
A NA<p-c<p\+HV\A(PW —272e + (1—),
1- (e+2"2e)iicin 1+2y[fie
[c= (A(p, (p) valés és nemnegativ]. Kdvetkezésképpen
IKA- PM)f 14 NA- cPM)/ 1+ I(c-1 )PMT 1E

027 \\\\ + (e+2j2e)\\PMF\\Z (e + 4 2¢€)-\\f\\.

Ha tehat e->0, akkor A egyenletesen tart PM -hez.
Végil tekintsiik Sp/l-t és Sp6-t, amikor 91x-t az Fz vagy Fnrealizalja (lasd az 1.4.

és Il. 3. fejezetet), a fizikai alkalmazasoknak megfelel6en.
Az Fz-ben (ez az olyan {xt,x2 ...} elemek halmaza, amelyekre £ |x ]2 véges)

A4 az {a matrixszal jellemezhetjik: p=i
A{xl,x2 .. }={MY2...}; =lvXyv
v=1
Itt {1,0,0,...} {0,1,0,...} alkotja a .. teljes ortonormalt rendszert és

[o0)

Ap=E «,n={«laA,""!

1ty )
(A(pm<pw)::al\ P<p’1”2= XKJ 2'

p=1
Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy

SPA=
n=i

X(A)= X KJ2.

A V=1
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Az Fn-ban [ez ama ii-ban definialt / (P)-k tere, amelyekre f|/(P)|2K véges]
tekintsiik az n

Af(P) =\a{P, F)f(F)dV"
0

integraloperatorokat. [d(P, P") az ii-ban értelmezett kétvaltozos figgvény, A
»magja”, lasd I. 4.-et]. Legyen ~(P), q2(P),... tetsz6leges teljes ortonormalt
rendszer; ekkor
SpA= I(A~(P),"(P))= X i[I'n(P,P)<pEP")dK ' (P)dF,
a da

li= 1 u=1

és mivel tetsz6leges g(P)-re [7. Tétel, B) II. 2. fejezet)

| (i7(PW PdK)A(P)=A(P),

g=1 fi

00

| (i2(P>EP")dk>,(P)=g(P),

V=In
azert

SpA=ja(P,P)dK.
n
Tovabba:

I (A)= £ i|jn(P,PYM(P)dK"2AK,
y=1 cicl

mivel (7. Tétel, y) Il. 2)

£|fg(P'K(P")dn2= £ lig(P)<pRP")dK" |2=
/1=1 d n=1d

=AJiF)\ AV =~g(P)\dV',
a a
ezért

X(A)=J1 |G(P,P)2dKdr.
2P

Lathatd, hogy Spd és £(J1) esetén teljesil az, amit matematikailag kétséges
modszerekkel kerestiink, tudniillik, hogy amikor Fz-r6l F{-ra tériink ra, akkor

00

£ ...az j...dF-vel helyettesitendd.
n=1 n

Ezzel befejeztiik a hermitikus operatorok matematikai vizsgalatat. A matematika
irdnt érdeklédd olvaso e témardl az idevago irodalombol tébbet is megtudhat.116
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1. A KVANTUMSTATISZTIKA

1. A kvantummechanika statisztikai allitasai

Térjunk most vissza a Il. fejezet matematikai meggondolasaival megszakitott és a
kvantummechanikai elméletekre vonatkoz6 elemzésiinkhdz. Ebben csak azzal
foglalkoztunk, hogy a kvantummechanika alapjan miként lehet egy bizonyos fizikai
mennyiségnek, az energianak minden lehetséges értékét meghatarozni. Ezek az
értékek az energiaoperator sajatértékei (tehat a spektrumaban levé szamok). Nem
tettiink azonban emlitést arrél, hogy mit lehet mas mennyiségek értékeirdl
mondani, és arr6l sem, hogy kildnbdz8 mennyiségek értékei kdzott ok—okozati,
vagy pedig statisztikus 0sszefliggések allnak-e fenn. Az elméletnek e problémara
vonatkozd Allitasait vizsgaljuk most meg. Alapul a hulldmmechanikai leirast
vesszilk, hiszen a két elmélet egyenértékiiségét mar bebizonyitottuk.

Ennél a leirdsmadnal nyilvanval6, hogy minden, ami a rendszerrél elmondhato,
sziikségképpen leszarmaztathatd a (p(qu. .., gk) hullamfiggvénybdl. (Feltételez-
ziik, hogy a rendszer k szabadsagi foku és a konfiguracio koordinatait gly. .. , gk
jeloli.) Valojaban ezzel nem korlatozzuk figyelmiinket a rendszer stacionérius
allapotaira (olyan kvantumpalydkra, amelyekre tp a H-nak sajatfliggvénye:
Hp=Amp lasd az I. fejezetet), hanem a rendszernek egyéb allapotait — a ¢

hullamfiiggvényeket — is megengedjik (ezek a H<p:-§a-ia<p id6tél figgd

Schradinger-féle differencidlegyenletet elégitik ki, lasd az 1. 2. fejezetet). Milyen
kijelentéseket tehetlink olyan rendszerrél, amely a <péallapotban van?
Mindenekel6tt vegyllk észre, hogy ¢=normalt (I. 3. fejezet):

S eee | =U
-0 @
vagyis ((j széhasznalatunkkal) az Hilbert-tér egy pontjarol van sz6. Az J1x
azonf(qu..-,gk-k Fn tere, amelyekre
{ oo i 1/(9i,. *-dgk

véges. Tehat ||<p|| = 1 Mas szoval <pa Hilbert-tér egységgémbjének feliiletén van.117
Azt mar tudjuk, hogy allandé (vagyis qu...,qktoi fliggetlen) szorzénak (p-ben
nincs fizikai jelentése. (Ez azt jelenti, hogy <paz a<p-vel helyettesithetd, ahol a
komplex szdm. A |<p|l = | normalas miatt |a]=I.) Meg kell tovabba jegyezniink,
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hogy mig (pagqly. . .,gkkoordinatak mellett a t id6t6l is fligg, a Hilbert-térben csak a
g q kkoordinatak bukkannak fel (a normalas ugyanis csak ezekre vonatkozik).
Ezért a i-t6l valo fliggést a Hilbert-tér kialakitdsdban nem vessziik figyelembe,
hanem inkabb paraméternek tekintjiik. Kovetkezésképpen tp, mint az egy
pontja, fligg t-t6l, am ,,qktoi nem; valéban, mint az SR egy pontja, magaba
foglalja a teljes funkciondlis fiiggést. Ezért a t paramétert <p-ben esetenként igy
tintetjik fel: (p (akkor amikor a 1 az 97" egy pontjanak tekintjik).

Tekintsiik most a =(p(dl,...,qgk) allapotot. Errél a kdvetkezd statisztikai
jelleg( kijelentéseket tehetjlik: Arendszer a konfiguracios tér qu ..., gkpontjaban a
\<pfau . .., gk)\2 valodszinliségi slrliséggel talalhatd meg, mas szoval annak a
valo6szin(isége, hogy a rendszer a V térfogatban van, a kovetkez6:

i---.fl <pau. . .,qk\AV.
\% \Y

(Ez az egyik elsd és legegyszer(ibb példa, amelyen a kvantummechanika statisztikus
jellegét felismerték.118 Eme allitasésSchrodingernek a toltéseloszlasra vonatkozo
feltevése kozoOtt az osszefiiggés vilagos, lasd az . 2. fejezetet). Ha a rendszer
energiajanak operatora H, és eme operator sajatértékei Aj, A2, ..., sajatfliggvényei
pedig <k (P2 ..., akkor a A, energia valdszinlsége a spallapotban

1J---i <ptei,- «-,qk) <PN(qi.- *-<r) &Ti s+ adk\2
(lasd a 118. jegyzetben idézett cikkeket). E két allitdst most egységes alakba

kivanjuk onteni.
Legyen V az aldbbi k-dimenzi6s kocka:

gli«h™4i... q'k<<ikaq'k-
Jeldlje /,,...,1k rendre a {q\, q[ gk} intervallumokat. A qlt...,qk
operatora gk gk... Az ezekhez tartozO egységfelbontés értelmezése a
kovetkez6 (lasd a Il. 8. fejezetet): ha EOA) a ~-hez (/=1 tartozo

egysegfelbontas, akkor

I(<Ti.-++<?), ha <jgA,
E/(A)ltei,- «-<*¥)=
0, ha q(GA.

Bevezetjlik a kovetkezd altalanos jeldlést: ha F(A) egysegfelbontas és / a {A, A}
intervallum, akkor F(/)=F(A")—F(A) mert ha A'gA", akkor F(AYF(A"), F
projektor. igy annak valdsziniisége, hogy a rendszer az el6bbi F-ben van, vagyis

hogy qj,..,,gkrendre az ., Ikintervallumba esik, a kdvetkezé:
@ d o
J...J \<piim. . .tfjfdqi. .,dgk=
Q %

= - «-il£i(fi)- « EK(IK)(p(qu. . ,,qK\Aqi.. .dgk
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(ugyanis £,(/,).. .Ek(IK<Xq ..., gk=c>qu...,gk)haqu...,qkrendre /,,. ,., 1k
pontja, kiilénben pedig zérus), vagyis ez az integral

= NE,(/,)..£5(I*)D||2.

A masodik esetben tekintslik annak valosziniiségét, hogy az energiaaz | = {A, A}
intervallumba esik. Az £(A) egységfelbontas értelmezés szerint (lasd a I1. 8. fejezetet)

£A)- 1+ PM -
A,
igy
E()=£(A")-E(A)= £ PM .
n<gnr A
Mivel az energia lehetséges értékei Alf A2,..., a kérdéses valdszinliség az olyan A,-ek
valOszinlségének az dsszege, amelyekre A< AN A, igy e valoszinliség

L (i 1< %) d i d A 2=

A<AX

= z \(#>,<p)\2=  z
F<an g A<AN A

= z pm FPH=EDP (P)FNE{(PN2.
A<qn g
Mindkét esetben a kdvetkez6képpen megfogalmazhatod eredmeényt kaptuk:
(P.) Annak a val6szin(isége, hogy a pallapotban azRt,..., R,119 operatoroknak
megfelel6 mennyiségek értéke rendre az/,, ..., |, intervallumba essék, a kdvetkezd:

IEX/D)...E.(/,)<plI2,

ahol EQA),..., £,(A) rendre az R,,.. R operatorokhoz tartozé egységfelbontas.

Az els6 esetben /=k, RI=ql Rk=gk..., a mésodikban 1=1, R, = H.
Feltételezziik tehat, hogy a P. allitas altalanosan igaz. Ez a kvantummechanika
valamennyi eddig kimondott statisztikus jelleg( allitasat magaba foglalja.

E feltétel érvényességét azonban korlatozni kell. Az Ri,..., R, sorrendje a
problémaban teljesen tetsz6leges, igy annak a képletben is tetsz6legesnek kell
lennie. igy valamennyi £x(/t).. £,(/,)-nek, vagy ami ugyanaz, valamennyi
Ej (Ai),..., £, (7,)-nek felcserélhetének kell lennie egymassal. A ll. 10. fejezet alapjan
ez azt jelenti, hogy valamennyi R, felcserélhet6 egyméassal. Ez a kikotés
gx gk. .. esetében teljesil, mig ha /=1, R, = H, akkor érdektelen.

Kovetkezésképpen P.-t a felcserélheté R,,..., R, operatorokra tételezziik fel.
Ekkor £,(/,),..., £,(/,) is felcserélhetd, tehat (Il. 4. fejezet, 14. Tétel)
Ej(/,)... £,(/,) egy projektor és a kérdéses valosziniiség

P=||E(/]...£i(/Qp|2= (E1(/,)...E,(/)pD
(1. 4. fejezet, 12. Tétel).
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Miel6tt tovabbmennénk, P. néhany olyan sajatsagat igazoljuk, amelynek minden
ésszer(i statisztikus elméletben igaznak kell lennie.

1. Az allitasok sorrendje kdzémbds.

2. Ures allitasokat tetszés szerint beirhatunk P.-be. Tehat olyanokat, amelyeknél
lj a {—o0, + oo} intervallum, emiatt csak az

en)=£4 +o00)-£,(-00)=1- 0=1

tényez6 jelenik meg.

3. Ervényes a valosziniiségek osszeadasi tétele. Mas széval, ha az |j intervallumot
felbontjuk az Z és az /" intervallumra, akkor az eredeti val6sziniiség a
részvaloszinliségek dsszege lesz. Ugyanis, ha Z(/', I'j rendre {A, A"}, {A AHA A,
akkor

E(A")—£(A) = (E(A)—EAN+EA)—E(A)),
tehat
E(L)=E(N+E("),
ami P-nek az el6bb felit masodik alakja miatt (ez linearis £,(/,)...
...Ej(1j) ... £,(/,)-ben) a valészin(iségek additivitdsdhoz vezet.

4. Abszurd allitasokra (az egyik Ij tres) P =0, ugyanis a megfelel6 Ej(lj) =0.
Trivialisan igaz allitdsokra (minden 1j egyenlé {-oo0, +oo}-vel) P=1, ekkor
ugyanis Ej(1j)=1, (/=1 ++ /), P= IMI2=1 A0”P5i 1 mindig igaz a Il. 4. fejezet
13. Tétele miatt.

Végiil figyeljik meg, hogy P. azt a kikotést is tartalmazza, hogy az Rj mennyiség
értéke csak Rj sajatértéke, tehat spektrumanak valamely pontja lehet. Ha ugyanis
az lj= {A, A} intervallum a spektrumon kiviil esik, akkor benne £;(A) allandé, tehat

£.(/)=£(A")-£(A)=0,

amibdl kdvetkezik, hogy P =0.

Legyen most /=1 és Rt=R. Legyen 91 az a fizikai mennyiség, amelynek az R
operator felel meg (lasd a 119. jegyzetet). Legyen £(A) tetsz6leges fliggvény.
Szamitsuk ki £(5K) varhato értékét.

E célbdl osszuk fel a {—o0, + co} intervallumot egymas utan kovetkezd [A,
A,+.} részintervallumokra,n=0, + 1, £ 2,.... Annak val6szin(isége, hogy 91 értéke
{A, A+1}-be esik, a kdvetkezb:

({E (ﬂ1+1)_ E (ﬂn)}(p <p): (E(A1+1)<p <p)_ (E(An)<pr <p)1
kdvetkezésképpen E(9t) varhato értéke:

+ 00

Z FUN)((E(An+ix2 €)-(EA)(I>, <p)),

n= — 00

ha #,valamilyen kozbensé pontja {A, A,+1}-nek. Amint azonbana ..., A 2, A _,,
A0, A, A,. .. felosztast finomitjuk, ez az 0sszeg az

+ 00

S E(A)A(E(A)<p,<p)
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Stieltjes-integralhoz tart, igy a kérdéses varhato érték ezzel lesz egyenld. Azonban az
operatorfliggvényeknek a Il. 8. fejezetben talalhatdé meghatarozasa folytan ez az
integral nem mas, mint (F(R)<p, . igy kimondhatjuk a kdvetkezd6ket:

(Ej.) Ha 91 valamilyen fizikai mennyiség, amelynek operatora R (lasd a 119.
jegyzetet) és F(A) tetsz6leges fiiggvény, akkor F(91) varhat6 értéke a spallapotban

V(F(91)-.(p)=(F(R) ().
Nevezetesen, ha F(A)= A akkor:
(Ej.) A fenti 91 vérhatd értéke a <pallapotban
V(X-,<p)=(R<p,q>).

Az aldbbiakban megvizsgaljuk az dsszefiiggést P., E,. és E2 kozott.
Levezetjik most E,.-et P.-bdl és E2-t E,.-b6l. Jeldljik az F(91) operatorat S-sel,
ekkor az E,. és E2 dsszevetésébdl

& ()= (HR)(p.(p)

minden <pallapotra, tehat minden olyan c>re, amelyre ||<p||=I. igy altalaban
(Sff) =(F(R)ff)

(ez/=0-ra nyilvanvalo, kilonben pedig legyen <p=-"yu/), ezért

(8/.9) = (F(R)/.9)

P ., f+g L f—0 .. . R .
(ha az el6bbi egyenletben / helyébe — =—t, majd — =t irunk, kivonas utan kapjuk
a valos részek egyenl6ségét, ebben/ helyébe i/-et irva kapjuk a képzetes részek
egyenl@ségét). Kovetkezésképpen S=F(R). E fontos eredményt az alabbiakban
fogalmazzuk meg.

(F.) Ha az 91 mennyiség operatora R, akkor F(9!) operatora F(R).

Az F. miatt E,. nyilvanvaléan folyomanya Ej.-nek.

Kovetkezésképpen (F.-et feltételezve) E,. és E2 egyenértékd allitas, és most
megmutatjuk, hogy ezek P.-vel is egyenértékliek. Mivel mindketten P. kdvetkezmé-
nyei, csak annyit kell megmutatnunk, hogy a P. az E,.-b6l vagy E2-b6l levezethet®.

Tartozzék az 91,,...91, mennyiségekhez rendre az R R , egymassal
felcserélhet6 operator. A 1l. 10. fejezetben mondottak alapjan ezek mind valamely
hermitikus operator fiiggvényei:

F,=F,(A)....A = F,(A).

Feltételezzlk, hogy R is valamely 91 mennyiség operatora. (Feltevésiink tehat az,
hogy minden 9? mennyiséghez tartozik egy R (hipermaximalis) hermitikus operator
és forditva (lasd a 119. jegyzetet és a IV. 2. fejezetet). Ekkor F. miatt

9* =F,(9%)....... 91, = F,(92).
Legyenek /,,..., J, a P.-ben szerepl§ intervallumok, és
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1, ha 4/y-be esik,
Gj(X)= (/=1»e -0
0 kildnben.
Legyen tovabba

WA= GIFL(A))...GI(F,(A)),

6 = H(9?)

és képezzik a

mennyiséget.

Ha SR, vagyis Fj(9t) értéke /-be esik, akkor Gj(Fj (91)) 1-gyel egyenld, kilonben
pedig 0. A ® = H(9J) akkor 1, ha mindegyik 91j értéke a neki megfeleld / -be esik,
kilénben 0. A S varhatd értéke tehat annak a P valdsziniiségével egyenld, hogy 91,
értéke /,-be, 912 értéke 12-be,.. .91, értéke I,-be esik. Tehat:

P= (<5, ()=(HR)<p, D= (G, (F, (R)... GF.(K)<p, )=

=(GI(RI)...G(R)<p, 9.
Legyen az F-hez tartozd egységfelbontds ismét £a(5) és legyen li a {A- A}
intervallum. Ekkor a Il. 8. fejezet végén taldlhatd meggondolas miatt és az ott
hasznalt jeldléssel:

C;()=en(A)-~(A),

Gj(R)=e.;(R))- et(Rj)= £y()- B L) = £y(/y),
igy tehéat
P=(£,(/,)...£(/)<?<?),
ez azonban éppen P..

Alakjuk egyszer(isége miatt E2 és F. kiilondsen alkalmasak arra, hogy az egész
elmélet alapjaul szolgalo feltevéseknek tekintsiik Gket. Belattuk, hogy a lehetd
legaltalanosabb P. val6szin(iségi kijelentés ezeknek kdvetkezménye. A P. allitasnak
azonban két szembet(ind vonéasa van;

LAP. statisztikus és nem kauzalis, vagyis nem azt mondja meg, hogy 911,.... 91,
milyen értékkel rendelkezik a (p allapotban, hanem csak azt, hogy a lehetséges
értékeket milyen valoszin(iséggel veszik fel.

2. A P.-ben rejlé kérdésre nem akarmilyen 91,,..., 91, mennyiségek esetén lehet
valaszt adni, hanem csak olyanokra, amelyeknek megfelel§ operatorok

egymassal felcserélhet6k.
Most az a feladatunk, hogy e két sajatsag jelent6ségét megvizsgaljuk.

2. A statisztikus értelmezés

A klasszikus mechanika kauzalis tudomany. Ez azt jelenti, hogy ha pontosan
ismerjik valamely rendszer allapotdt — amelyhez k szabadsagi fok esetén 2k
szamadat szlikséges: a Kk szamu gk térkoordinata és ezek id§ szerinti
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derivéltjai:%-{ ---------- k , vagy ez utébbiak helyett k szamt impulzus:p p k—,

akkor minden mas fizikai mennyiség (energia, forgatényomaték sth.) értéke
egyeértelm(en és numerikus szempontbdl pontosan megadhatd. Létezik azonban a
klasszikus mechanika targyalasanak statisztikus modszere is. Ez azonban a
klasszikus mechanika egy Kkiegészitése, tulajdonképpen amolyan ,fény(izés”.
Eszerint, ha nem ismerjik mind a 2k valtozo6t (qlt.. gk, p1(..., pk), hanem csak
néhanyat bel6liik (esetleg néhanyukat csak pontatlanul ismerjiik), akkor az
ismeretlen valtozékra bizonyos atlagolast elvégezve a fizikai mennyiségekre
legalabb statisztikus kijelentéseket tehetiink. Ugyanez érvényes a rendszer korabbi,
illetéleg késdébbi allapotaira: ha qlt. .., gk, plt. .., pkismeretesek valamely t=t0
pillanatban, akkor a klasszikus mozgasegyenletek segitségével az allapot barmely
pillanatban kiszamithatd (kauzalisan), mig ha csak néhany valtozo6t ismeriink,
akkor a tobbire atlagolni kell, és a t0-tol kiillonb6z8 pillanatokban csak statisztikus
kijelentéseket tehetiink.120

A kvantummechanikdban talalt statisztikus kijelentések mas jelleglek. Itt k
szabadsagi fok esetén az allapotot a <p(g,,..., gk) hullamfliggvény, vagyis XX"-nek
valamely alkalmasan kivalasztott (||(p|]| = 1és esetleg érdektelen egységnyi abszolut
érték( tényez6vel rendelkezd) pontja jellemzi. Noha tp megadasaval az allapotot
kimerit6en jellemezzilk, a fizikai mennyiségek értékére vonatkozdan mégis csupan
statisztikus jellegi kijelentéseket tehetiink.

Masrészt e statisztikus jelleg csak a fizikai mennyiségek értékére kimondott
allitasokra korlatozddik, a <= sqa0alapjan a korabbi és a kés6bbi <>k kauzalisan
szamithatdk ki. Erre az id6t6l fligg6 Schrodinger-egyenlet nyGjt modot (lasd az 1.2.
fejezetet), hiszen

2/\ "k ||I/I [N

segitségével ip, egész menete meghatarozhatd. E differencialegyenlet megoldasat
explicit alakban is megadhatjuk:

2ni
(t=e h b
2ni
(aze~ * I~"°Hunitér).121 (E képletben H-rol feltételezziik, hogy az id6tél fiiggetlen,
de még id6t6l fliggé H esetén is egyértelmiien meg van hatarozva a p,, hiszen a
differencialegyenlet elsérend(i. Ebben az esetben azonban nincs egyszer(i megoldo-
képlet.)

Ha a klasszikus mechanika nyoman kivanjuk megmagyardzni a nem kauzalis
jellegli kapcsolatot a > és a fizikai mennyiségek ko6zott, akkor nyilvan a
kovetkez6képpen kell okoskodnunk: a valésagban <p nem hatarozza meg az
allapotot pontosan. Ahhoz, hogy ezt az allapotot kimerit6en ismerjik, tovabbi
szémadatokra van sziikség. Mas szoval a rendszernek a pmellett tovabbi jellemzdi
vagy koordinatai is vannak. Ha ezeket mind ismernénk, akkor minden fizikai
mennyiség értékét pontosan és biztosan meg tudnank adni. Ha viszont csupan a 1
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hasznaljuk, akkor — csakigy, mint a klasszikus mechanikaban, amikor q,, ..., gk,
Pi,... pk kozll csupan néhanyat ismeriink — csupan statisztikus jelleg(
kijelentéseket tehetiink.

Természetesen ez az egész csupan elképzelt, feltételezett elgondolas. Az ilyen
elképzelés értéke attdl fiigg, hogy segitségével felkutathatok-e a pmellett a tovabbi
koordinatak és ezek segitségével felépithet6-e olyan kauzalis elmélet, amely a
kisérlettel egyez6 eredményt szolgaltat és amely visszaadja a kvantummechanika
statisztikus megallapitasait, ha csak o1 ismerjik (és a tovabbi koordinatakra
valamilyen &tlagolast végziink).

Az ilyen feltételezett tovabbi koordinatakat ,rejtett paramétereknek”, vagy
Lrejtett koordinataknak™ szokas nevezni, mivel ezek a mérések soran leleplezett <
mellett rejtett szerepet jatszanak. A rejtett paraméterek hasznalata (a klasszikus
fizikaban) szdmos latszolagosan statisztikus dsszefiiggést vezetett vissza a mechani-
ka kauzalis megalapozasara. Erre példa a gazok kinetikus elmélete (lasd a 120.
jegyzetet).

Az, hogy egy ilyen jellegli magyarazat a rejtett paraméterek segitségével a
kvantummechanika teriiletén lehetséges-e, sokat vitatott kérdés. Annak a nézetnek,
hogy e kérdésre majd valamikor igenl8 valaszt kapunk, szdmos kivalé képvisel6je
van. Ha ez a nézet helyes lenne, akkor az elméletjelen forma4jat ideiglenesnek kellene
mindsiteni, hiszen az allapotok leirasa nem volna teljes.

Kés6bb megmutatjuk (IV. 2. fejezet), hogy rejtett paraméterek bevezetése
biztosan nem lehetséges a jelenlegi elmélet mélyrehaté megvaltoztatasa nélkiil.
Egyel6re ismét hansulyozzuk az el6bbi két jellegzetességet: a <p-nek egészen mas
szerepe van, mintaqj,..., gk,p,,..., pkegyuttesnek a klasszikus mechanikaban, és
rid6fliggése nem statisztikus, hanem kauzélis; a povalamennyi u-1 egyértelmiien
meghatarozza, amint azt az elébb belattuk.

Amig a kvantummechanika allitasainak pontosabb elemzése alapjan nem tudjuk
bebizonyitani, hogy a rejtett paraméterek bevezetése lehetséges-e (err6l az el6bb
jelzett szakaszban lesz sz6), addig ezt a lehetséges értelmezést nem targyaljuk. igy a
masik szempontot fogadjuk el. Eszerint elismerjiik, hogy az elemi folyamatokat
kormanyzé torvények (vagyis a kvantummechanika torvényei) statisztikus
természetliek. (A makroszkopikus vilagban a kauzalitas az egyes eseményekben az
egyszerre lejatsz6do nagyszamu elemi folyamatot mindig kisérd kiegyenlit6dés
eredménye, s mint ilyen, voltaképpen a ,,nagy szdmok térvényének” folyomanya.
Lasd a 120. jegyzet végeét és a 175. jegyzetet.) Ennek megfeleléen P.-t (illet6leg E2-
6t) az elemi folyamatokra vonatkozd legnagyobb horderej( allitasnak tekintjiik.

A kvantummechanika e felfogasa, mely elismeri, hogy a statisztikus allitasok a
természettdrvények igazi alakjat tiikrozik és elveti az oksag elvét, az Ugynevezett
statisztikus értelmezés. Ennek megalkot6ja M. Born,122 és ez a kvantummechani-
kénak, vagyis az elemi folyamatokra vonatkoz6 tapasztalataink &sszességének
egyetlen konzisztens és kényszerit6 erejli értelmezése. Ehhez az értelmezéshez
igazodunk mi is a tovabbiakban (amig részletesen és mélyrehatéan meg nem
vizsgaltuk a kapcsolatot).
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3. Tébb mennyiség egyidejli megmérése és s mérhetség altalaban

Alll. 1 fejezet végén megemlitett masik meglepdjellegzetesség azzal kapcsolatos,
hogy P. nemcsak arrél ad felvilagositast, hogy az IRmennyiség milyen val6szin(iség-
gel vesz fel valamilyen szamértéket, hanem arrol is, hogy tobb mennyiség, 91,.......
91, milyen valdszinlségi kapcsolatban all egyméssal. A P. megadja annak
valdszin(iségét, hogy e mennyiségek bizonyos adott értékeket egyszerre vesznek fel
(pontosabban, hogy e mennyiségek bizonyos /, intervallumokba esnek
valamilyen adott spallapotban). Eme 5R,,..., 91, mennyiségeket azonban jellegzetes
megszoritasnak vetettik ala: az R R , operatoraiknak egymassal felcserélhe-
téknek kell lenniik. Nem felcserélhetd Rx, ..., R, esetén P. nem ad felvilagositast
91,,..., 91, valdszin(iségeinek kapcsolatarol. Ebben az esetben P. csak arra
hasznalhatd, hogy e mennyiségek kozil akadrmelyiknek a valdszin(iségeloszlasat
kiilon — a tobbit figyelmen kivil hagyva — hatarozzuk meg.

A legkézenfekv6bb az lenne, hogy ezt P. fogyatékossaganak tekintsik és azt
gondoljuk, hogy olyan altalanosabb formulanak kell léteznie, amely P.-t specialis
esetként tartalmazza. Ugyanis, ha a kvantummechanika csupan statisztikus
informacidkat szolgaltat is a természetrél, annyit azonban elvarhatunk, hogy ne
csak az egyes mennyiségek statisztikajat irja le, hanem tébb ilyen mennyiség kdzott
osszefliggest is szolgaltasson.

Ez, elsd pillantasra ésszerd, feltételezés ellnére nemsokara belatjuk majd, hogy P.
ilyen altalanositasa nem lehetséges, és hogy formalis okokon tal (ezek az elmélet
matematikai eszkdzeinek szerkezetében rejlenek) nyomos fizikai érvek is sugalljak
ezt a megkotést. E megkotés sziikségessége és fizikai jelentése fényt derit majd az
elemi folyamatok természetére.

Ahhoz, hogy e pontot megvilagitsuk, alaposabban meg kell vizsgalni, mitjelent a
kvantummechanikai leiras modszerében az 91 mennyiség megmeérésének folyamata
— err8l mond ki P. (val6szin(iségi) allitast.

El6szor idézziink fel egy fontos kisérletet, amelyet C ompton €sSimons végzett el
még a kvantummechanika kialakulasa el6tt.123 Ebben a kisérletben fény szérddott
elektronokon és a szérasi folyamatot Ugy szabalyoztak, hogy a szort fényt és a szdrt
elektronokat felfogtak, és energidjukat, valamint impulzusukat megmérték. Mas
szoval fénykvantumok és elektronok (itkdztek egymaéssal és a megfigyeld,
megmérve az (tkozés utan a palyakat, meg tudta allapitani, hogy a rugalmas
Utkdzés térvényei érvényesek-e, vagy sem. (Csak a rugalmas Utkozéseket kell
figyelembe venni, hiszen nem hihetd, hogy az energiat az elektronok és a
fénykvantumok a kinetikus energian kivil mas forméaban is abszorbealhatjak. Az
Osszes kisérlet arra mutat, hogy mindkett6nek egyértelm(ien rogzitett szerkezete
van. Az iitkdzés szamitasat természetesen relativisztikusan kell végrehajtani.123) Az
ilyen szdmitas valdban lehetséges, mert a palyéakat az Utk9zés el6tt ismerték, utdna
pedig kimérték. Az (tkdzési feladat tehat teljesen hatdrozott. Ahhoz, hogy e
folyamatot mechanikailag meghatarozzuk, a négy palyabol kett6t és az Utk6zés
kdzépvonalat (az impulzusatadas irdnyat) elég ismerni. igy mindenképpen elég

123



harom palya ismerete és a negyedik ellen6rzésként szolgal. A kisérletek az (itk6zés
mechanikai torvényeit kivétel nélkiil megerdsitették.

Ha az Utkdzés torvényeit elfogadjuk és a palyakat az (itk6zés el6tt ismertnek
tekintjiik, akkor ezt az eredményt a kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg. Az
Utkdzés utan akar az elektron, akar a fénykvantum palyajanak megmérése
elengendd az utkdzés helyének és kdzépvonaldnak meghatarozasahoz, a Comp-
ton—Stmons-féle kisérlet pedig azt mutatja, hogy e két megfigyelés ugyanazt az
eredményt adja.

Még altalanosabban: a kisérlet azt mutatja, hogy ugyanazt a fizikai mennyiséget
(nevezetesen az Utkdzés helyének vagy a kozépvonal iranyanak akarmelyik
koordinatajat) két kiilonbdz6 mdédon megmérve, az eredmény mindig ugyanaz.

E két mérés nem torténik pontosan egy id6ben. A fénykvantum és az elektron
nem érkezik be egy id6ben, és a méréeszkdz megfeleld elrendezésével elérhetd, hogy
akarmelyik becsapddast figyeljik meg els6ként, az id6kulonbség altalaban 10" 9—
10’ 10 masodperc. Legyen az elsé mérés M |,a masodik M2, /1 a mért mennyiség. A
helyzet tehat a kovetkez6. Noha az elrendezés olyan, hogy a mérés el6tt csak
statisztikus megallapitasokat tehetiink J1-rél, vagyis Ai,-r61 és M 2-r6l (lasd a 123.
jegyzetben a hivatkozast), a statisztikus korrelacio M {és M 2k6zott tokéletesen éles
(kauzalis): az N-értéke biztosan egyenlé Ai2-ével. Az Ail( M 2 mérések elétt
mindkét eredmény teljesen hatarozatlan, miutan Mt-et elvégeztiik (M 2-t még nem)
M 2 eredménye mar egyértelm(ien és kauzalisan hatarozott.

Az itt rejld elvet a kdvetkez6képpen fogalmazhatjuk meg: természete szerint a
kauzalitasnak vagy a nemkauzalitdsnak harom fokozatat kiillénbodztethetjik meg.
El6szor N1 értéke lehet teljesen statisztikus, mas szdval a mérés eredményét csak
statisztikusan josolhatjuk meg, és ha az els6 mérés utan azonnal egy mésodikat
hajtunk végre, akkor ennek is van szorasa, fuiggetlenul az el6szér mért értéktdl
— példaul e sz6ras megegyezhet az eredetivel.124 Méasodszor elképzelhetd, hogy /1
értékének van szordsa az els6 mérésben, de az azonnal végrehajtott kdvetkez6
mérés csak az els6ével megegyezd eredményt adhat. Harmadszor, /1 régton
kauzalisan hatarozhatd meg.

A Compton—Simons-féle kisérlet tehat azt mutatja, hogy statisztikus elméletben
csak a masodik eset lehetséges. igy ha a rendszer eredetileg olyan allapotban van,
amelyben J1 értékeit nem lehet biztosan megjésolni, akkor /1-nek M mérése (a fenti
példaban M {) ezt az allapotot egy masikba viszi 4t; nevezetesen olyanba, amelyben
1 értéke mar egyértelmien meg van hatarozva. Mi tobb, az dj allapot, amelybe M
viszi 4t a rendszert, nem csupan M elrendezésétdl fiigg, hanem az M mérés
eredményét6l is (ezt nem lehetett az eredeti allapotban kauzalisan megjésolni),
hiszen J1 értékének az Uj allapotban egyenlének kell lennie M eredményével.

Legyen /1 olyan mennyiség, amelyhez tartoz6 R operator spektruma tisztan
diszkrét: A, A2, ..., sa megfeleld, teljes ortonormalt rendszert alkoto sajatfliggvé-
nyek legyenek (pit gr,.... Legyen tovabba minden sajatérték egyszeres (vagyis 1
multiplicitasu, lasd a Il. 6. fejezetet), mas szoval, ha p dv, akkor nud Az Tegyiik fel,
hogy J1-et megmeértiik és az eredmény A* Milyen a rendszer allapota a mérés utan?
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Az el6z6 gondolatmenet szerint eme allapotnak olyannak kell lennie, hogy »-et
ismét megmérve, az eredmény biztosan A* legyen (természetesen ezt a mérést
azonnal végre kell hajtani, mert T masodperc elmultaval (p az

e-lgl H 0
allapotba megy, itt H az energiaoperator, lasd a Ill. 2. fejezetet).

Most anélkiil, hogy megszoritasokat tennénk az R operatorra, valaszt adunk arra
a kérdésre, hogy XX mérése a <pallapotban mikor adja biztosan A*-t eredményiil.

Legyen £(A) az K-hez tartoz6 egységfelbontds és Z a {A, A} intervallum.
Kérdésilinkkel kapcsolatban igy fogalmazhatunk: az XX 0 valdszin(séggel esik /-be,
ha A*nem pontja /-nek, illet6leg 1val6szinliséggel esik /-be, ha A*ennek pontja. A
P. folytan az utdébbi esetben ||£(/)<p||2= 1, és mivel |<p| = 1, azért ||E(/)<p]|| = |||
Tekintve, hogy £(/) és 1—£(/) projektor (ll. 4. fejezet, 13. Tétel):

= B[ ]|2 10 E2- e[ Tjeph2: o
<?-£(/)<?=0,
E(AN<p-E£(AYR= £()<?= <>

Ha A->- oo, akkor eszerint £(A")<p= < ha pedig A"->+ 00, akkor £(A")<p=0 (lasd
S,., Il. 7. fejezet). igy
(P ha AN A%

1A=
0, ha A<A*

Ez azonban a Il. 8. fejezet szerint azt jelenti, hogy Rp=X<qp

Az E,. (vagyis E2) alapjan is bebizonyithatjuk, hogy Rcp= X% Az, hogy Xértéke
biztosan A* annyit jelent, hogy (K-A*) varhato értéke 0. Mas szdval, ha
F(A) = (A-A¥), akkor az £ (K) operatornak, s igy (£ —A*<I)-nek is ez a varhatd
értéke. Ezek szerint:

(E—ADV P=((E- AP (R- A1)P=

= [I(E-A*"D<pl[2= [[R<p-A>||2=0,
vagyis Rep=X*(p.

igy az eredeti feladatunk esetében R(p=X<p Ahogy azt a Il. 6. fejezetben
kimutattuk, ebb6l kovetkezik, hogy A*-nak valamelyik A,-vel kell egyenl6nek
lennie (tekintve, hogy |I<pl|= I, (>=5/(), és Pp=ap,, mivei |\PA\= 1I* 1= 1, azért \a|= 1,
s igy a az allapot megvaltoztatdsa nélkil elhagyhat6. Tehat A*= A, <p=(l
valamelyik y-vei (R=1,2,...). (A A*ra vonatkoz0 megallapitds kozvetlendl is
megkaphatd P.-bél, a <p-re vonatkoz6 azonban nem.)

Az R-Te tett el6bbi feltevésiink mellett tehat >X-mek a mérése azzal a
kovetkezménnyel jar, hogy barmely ¢ allapotot a mérés megvaltoztatja, s a
Ju g2,... Aallapotok valamelyikébe viszi at, s ezzel egyutt AI5A2>.. kozil a
megfelel6t kapjuk a mérés eredményeként. E valtozasok valdszinlisége tehat
egyenld a A,,A2 ... mérésének valdszinlségével, s igy P.-bdl kiszamithatd.
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Annak valdszinlsége, hogy A értéke 1-be esik, tehat P. alapjan \E(1)g\2. igy,
tekintve, hogy a Il. 8. fejezet folytdn £(/)= X P[vj, azért

a,/-ben

p=T T 2=ED)d,p)= X I
£,/-ben f,/-ben
Innen gyanithat6, hogy A, valdszinlisége \(d, (p)\2. Ha | dgy megvélaszthatd, hogy
egyetlen AMet tartalmaz, s ez éppen A, akkor ez a fenti képlet egyenes
kovetkezménye. Kilénben pedig_(vagyis, ha A, kodzelében a tobbi Am sirln
helyezkedik el), példaul a kovetkez6képpen érvelhetiink: legyen F(A) = 1, ha A= A,
kiilénben pedig 0. A A,keresett varhato értéke eszerint £(K) varhato értéke, sigy E2
(vagy E,.) miatt (F(F)i®, )-\e\ egyenl6. Am definicid szerint (II. 8. fejezet):

(F(RW?)=f F(A)(IE(A)I/2),
és ha visszagondolunk a Stie/tjes-integral definicidjara, konnyen belathat6, hogy ez
zérus, ha E(K)b (Aban) folytonos A= A,-nél és altalaban egyenld a (monoton
novekva) ||E(A)«r|(2 Afiiggvény ugrasavalaA = ABpontban. Ez azonban ||PAN || 2-tel
egyenld, ahol SRaz A = X tegyenlet 6sszes megoldasai altal kifeszitett zart linearis
sokasag (lasd a Il. 8. fejezetet). Esetlinkben = [(/>,], s igy
F=AF T12= Y m)\2.

Vélaszt adtunk tehat arra a kérdésre, hogy mi torténik az olyan XX mennyiség
mérésekor, amelynek R operatorara a fenti feltevéseket tettiik. Vigyazzunk! Adolog
hogyanjara jelenleg nincs magyarazat. A ¢e nem folytonos atmenete a <p,, 42, . ..
allapotok valamelyikébe (ezek i/M6I fliggetlenek, dcsak az eme ugrads Pn= \(dh, )2
n—1,2,... val6sziniiségében jelenik meg) biztosan nem olyan, amelyet az id6t6l
fuggd Schrodinger-egyenlet ir le. Ez utobbi mindig ¢ folytonos valtozéasara
vonatkozik, amelynél a végs6 allapot a ¢ egyértelmiien meghatarozott fliggvénye
(lasd a 1. 2. fejezet okfejtését). E szakadékot késébb igyeksziink majd athidalni
(lasd a VI. fejezetet).125

Tegyik fel tovabbra is, hogy R spektruma tisztan diszkrét, de ne kdssiik ki, hogy a
sajatértékek egyszeresek. Ismét felirhatjuk a <t,(p2,... sajatfliggvényeket és a
A, A,... sajatértékeket, de most ez utdbbiak nem mind kiilénbdz6ek. Az XX mérése
utan most is biztosan olyan <pallapot jon létre, amelyre R<p=X<p (A* a mérés
eredmeénye). Kovetkezésképpen A* valamelyik A,-vel egyenld, de <prdl csak a
kovetkez8 mondhaté: legyen A,,, A....... azon A-ek (véges vagy végtelen) sorozata,
amelyek A*-gal egyenl6k. Ekkor

<P= YR»<Pn.
(ha az 0sszeg végtelen sok tagbdl all, akkor Xlavi2-nek végesnek kell lennie). Két

ilyen < ugyanazt az allapotot abrazolja, ha egymastol csak egy szorzdban
kilénbozik, vagyis haaz a,:a2: ... aranyok megegyeznek. igy, amint egynél tébb
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nv van, mas széval, ha A* tébbszords, a <pl a mérés utan annak eredménye nem
hatarozza meg egyértelmgen.

A ¥ valdszin(iségét pontosan ugyandgy szamitjuk ki, mint el6bb (P. vagy E..
vagy E2 alapjan). Azt kapjuk, hogy

P(A*)= | \(®<Pn)\2= 1\(®,<Pn)\2m

Ha R spektruma nem tisztan diszkrét, akkor a helyzet a kévetkezo: ~

Az Rf = A/ megoldasai az UlAzart linearis sokasagot feszitik ki; az dsszes URA
egydtt alkotja UR-et és a tisztan diszkrét spektrum hianyarajellemz6, hogy LR® IR*,
vagyis, hogy IR= —(R®[0]. (Ezzel és a kovetkezGkkel kapcsolatban lasd a Il. 8.
fejezetet.) A legjobb esetben 3iis~=[0] valamely A sorozatra; e Ak alkotjdk R
diszkrét spektruméat. Ha megmeérjik tR-et valamely ¢ allapotban, akkor annak
valoszinlisége, hogy a mérés eredménye A* a kovetkez6:

AA*)=P,, A 2= (P»>,<A).
Ezt a legegyszerlibben a korabban alkalmazott és az E2-n (vagy E,.-en) alapulé
gondolatmenet és az
1, ha A= A%
FA):
0, ha A=A

fuggveény segitségével lehet belatni. Annak val6sziniisége, hogy SUértéke valamely,
az R diszkrét $ spektruméba es6 A* lesz, a kovetkezd:

p:/* E>.0,0)=FP0,0) =\,

ez kozvetlenil az

1, ha A a ip-be esik,
FA):
0, kulénben

fuggvény segitségével is belathato.

Ha azonban 5R-et pontosan mérjik meg, akkor ezutan olyan qall el6, amelyre
Rtp = A*q s igy a mérés A*eredményének *p-hez kell tartoznia, annak valészinlisége
tehat, hogy pontos mérést hajthatunk végre (legfeljebb) [|[P®”||2. Ez a szam
azonban nem mindig I, ha ¢ az IReleme, akkor biztosan 0, igy pontos mérés nem
mindig lehetséges.

Latjuk tehat, hogy az 91 mennyiség akkor és csak akkor mérhet6 meg mindig
(tehat minden ¢ allapotban) pontosan, ha spektruma tisztdn diszkrét. Ha nincs
diszkrét spektrum, akkor viszont csak korlatozott pontossaggal mérhet6; vagyis a
—00<A< + 00 szamkontinuum..., P~2,1{~),P°\1{),P 2),... intervallumokra
oszthaté fel (legyenek az osztaspontok ..., A(2), A 1), A0 AD A2, ...,
p»= {AL”, A'+1'}; a maximalis intervallumhossz: e = Max(A('+1'—AB) lesz a mérés
pontossaga) és meghatarozhat6 az az intervallum, amelybe 91 értéke esik. Ez az

127



utébbi eljards matematikailag tovabb nyomozhato. Legyen F(A) kovetkez6
fuggvény (A, az /,-nek tetsz6leges, de a .tovabbiakban rogzitett pontja;
n=0,%x1+2...):

F(A) = Xh, ha Aaz / Hbe esik.

igy X kozelit6 mérése egyenértékli £(K) pontos mérésével;

F(R)=# F(A)E(A)= £ ) F(AEA) =

00 A= co A"l

Al

T En= Xw "y

A= —00

=] kg
AzF(R)f =k',,f egyenlet nyilvanvaléan minden olyan /-re érvényes, amely azF e j -
hez tartoz6 zart linearis sokasaghoz tartozik, &m/ nyilvan eleme az F(F)-hez
tartozo Glh-nek is, s igy

PIREE(/"),

| x4~ [ E(U”)=

A=-00 A=-00

= ;OQHAQE%—ﬂACﬂpl-O:L

N= —oo0

Ebb6l kovetkezik, hogy

| FA=F»=1,  PMA=E(N,
A= —00
vagyis F(K) spektruma tisztan diszkrét, s ez a A™-ekbdl all.

igy £0K) pontosan mérhetd és annak valdsziniisége, hogy értéke A, vagyis hogy

IR értéke / I}be esik:
r»~2=1E(/K L
az iR-re kimondott P. allitassal dsszhangban.

Ezt az eredményt fizikailag is megmagyardzhatjuk, s ez azt mutatja, hogy az
elmélet az intuitiv fizikai néz6ponttal désszhangban van.

A klasszikus mechanikaban a megfigyelés soran (nemkvantumos kériilmények
k6z6tt) minden XX mennyiséghez pontosan meghatarozott értéket rendellink hozza
minden allapotban. Ugyanakkor azonban jol tudjuk, hogy barmely elképzelhet6
méréberendezés az emberi megfigyeld eszk6zok tokéletlensége folytan (ami példaul
a mutato allasanak leolvasasabdl, vagy a fényképezd lemezen a feketedés helyének
meghatarozasabdl ered) ezt az értéket csak bizonyos (soha el nem t(ing) hiba
hatarain belll szolgaltatja. E hibat a mérési modszer megfelel6 finomitasaval
zérushoz lehet kodzeliteni, azonban soha sem lesz pontosan zérus. Varhato, hogy ez
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igaz marad a kvantummechanikaban is olyan A mennyiségekre, amelyek — az
ilyen mennyiségekhez a szokéasosan (f6leg a kvantummechanika felfedezése el6tt)
kialakitott kép szerint — nem kvantaltak; ilyenek példaul az elektron Descartes-
koordinatai (ezek - oo és + 0o kdzott minden értéket felvehetnek, s operatoraik
spektruma folytonos). Az olyan mennyiségekre azonban, amelyek (intuitiv
elképzelésiink szerint) kvantaltak, az ellenkez6je igaz; ezek csak diszkrét értékeket
vehetnek fel, s igy ezeket elég olyan pontossaggal megfigyelni, hogy ne legyen
kétséges, hogy melyik ,,kvantalt” értékrdl van sz6. Az ilyen mérési eredmény olyan,
mintha ,,abszol(t” pontos lenne. Ha példaul tudjuk, hogy a hidrogénatom energiaja
kisebb, mint a masodik szint energidja, akkor abszolit pontosan ismert az energia,
ez ugyanis a legalacsonyabb szint energiaja.

A mennyiségeknek e felosztadsa kvantaltakra és nem kvantéltakra, ahogy a
matrixelmélettel kapcsolatos elemzésiink megmutatta (lasd I. 2. és 1l. 6. fejezetet),
megfelel az A mennyiségek aszerinti felosztasanak, hogy a megfelelé R operator
spektruma tisztan diszkrét-e, vagy sem. Az el6bbiekre és csak az el6bbiekre igaz,
hogy lehetséges abszolGt pontos mérésiik, az utdbbiakat csak tetsz6leges (de
sohasem abszolut) pontossaggal lehet megmeérni.126

(Ramutatunk még arra, hogy a Hilbert-térhez nem tartoz6 ,nem igazi”,
mesterkélt sajatfliggvény bevezetése— errdl tettlink emlitést az el6szdban, 1 3. és 1.
8. fejezetben, és kiillondsen a 84. és a 86. jegyzetben — a valdsagnak nem oly
testhezallo leirdsa, mint a mienk. Az ilyen mddszernél (gy tlinhet, mintha
léteznének olyan allapotok, amelyekben folytonos spektrumd mennyiségek
bizonyos értékeket pontosan vesznek fel, holott ilyesmi sohasem fordul el. Bar
ilyen idealizaciot gyakran hajtottak végre, szerintiink ez elkeriilendé mind a fenti
érvelés, mind pedig matematikai tarthatatlansaga miatt.)

Ezzel a konkluzidval azt a kérdést, hogy mi jatszédik le egyetlen mennyiség
mérésekor, lezarjuk, és most ratérhetiink tdbb mennyiség egyideji mérésének
probléméjara.

El6szor legyen SRés <Zkét mennyiség, s a nekik megfelel operatorok legyenek R
és S. Feltételezziik, hogy ezek egyszerre mérhet6k. Mi kovetkezik ebb61?

Kezdjiik azzal, hogy pontos mérhet6séget tételeziink fel tehat, hogy mind R, mind
pedig S spektruma tisztan diszkrét: A, A2,..., illetleg /r,, 12, .... A megfelel6 két
teljes ortonormalt fliggvényrendszer legyen ¢H,cp2... és 42 ¢2 . ...

A legegyszer(ibb esetet vizsgaljuk elészor, s igy egyelére feltesszik, hogy a két
operator kozil az egyik, mondjuk R, sajatértékei egyszeresek, vagyis, ha Tdn,
akkor Xmd A,

Ha W-et és S-et egyszerre mérjiik meg, akkor olyan allapot keletkezik, amelyben
mind A, mind pedig <Zértéke biztosan az el6z6 mérés eredménye lesz. Legyen e két
érték Aft és uih Eme allapotnak ki kell elégitenie az Rip =X, Bh—u
Osszefliggéseket. Az els6b6l kovetkezik, hogy iI/—(pM(egy elhagyhatd numerikus
tényez6tdl eltekintve), a mésodik szerint =£a,”,,, han,tull ... azok a /r,-ek,

amelyek /rAsal egyenl6k. Ha a kezdeti élla;vnot < akkor A® <, valoszin(isége
|(<p, <PM\2- Ha = (pm akkor m= m biztos, s igy mondhatjuk, hogy minden m-re gm
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valamelyik olyan £aw\,-vel egyezik meg, amelyben a p,,-k egyenl6k; vagyis
S(pm= Becpm(ahol fi=pn =pni=...). Ha tehat/ =<m, akkor RSf—SR f (mindkett§
Anfi' gmmel egyenl8). Ez azonban a linearis kombinacidkra, s ha R és S folytonos,
akkor ezek hatdrpontjaira is, vagyis minden /-re igaz. Tehat R és S egymaéssal
felcserélhetd.

Ha R és S nem folytonos, akkor a kdvetkez&képpen okoskodunk. Az R-hez és az
S-hez tartozo £(A), illetéleg F(p) egységfelbontas meghatarozasa

m = ip 19, f (*o-

Kovetkezésképpen F(p)g>n= (pmvagy =0 aszerint, hogy p legalabb akkora, mint a
fenti fi, vagy sem. Tovabba E(K)<pm= (pmvagy =0 aszerint, hogy Alegaldbb akkora,
mint A9, vagy sem. igy mindenesetre E(X)F(p)<pm= F(p)E(X)cpm minden <mre,
amibdl £(A) és F(p) felcserélhet6sége az el6z6ekhez hasonloan kdvetkezik, s igy
(lasd a 1l. 10. fejezetet) R és S is felcserélhet§ egymassal.

A 1l. 10. fejezet szerint azonban R-nek és S-nek kozos teljes ortonormalt
sajatfuiggvényrendszere van, tehat feltehetjik, hogy (pm= T Mivel Anh Anham/n,
talalhaté olyan f(A) fliggvény, amelyre

p.. ha A=A, n=i,2,...

egyebitt tetsz6leges

és ekkor S=F(R), vagyis ®=F(5R). Mas szoval 91 és ® nemcsak egyidejlileg
mérhetd, hanem 9!-nek minden mérése egyuttal ®-nek is mérése, hiszen ® az 9l-nek
fuggvénye, tehat ®-et 91 kauzalisan hatarozza meg.127

Attériink most arra az altalanosabb esetre, midén R és S sajatértékeinek
multiplicitasardl semmit nem kotiink ki. llyenkor lényegesen mas modszert kell
hasznalni.

Tekintsiik el6szor az 91+ ® mennyiséget. Az 91 és ® egyidejli mérése egydttal
9l + ® mérése is, mert az eredmények Osszege megadja 91+ ® értékét. Kovetkezés-
képpen 91+ ® varhatd értéke barmely ¢ allapotban nem egyéb, mint 91 és ®
varhaté értékeinek Osszege. Vegylk észre, hogy ez attdl fuggetleniil érvényes, hogy
91 és ® statisztikusan fiiggetlen-e, vagy esetleg valamilyen korrelacié van kozottik,
hiszen — mint az j6l ismert — altalanosan érvényes az

,»0sszeg varhato értéke = a varhaté értékek Osszege”
torvény. igy, ha T az 91+ ® operatora, akkor ez a varhato érték egyrészt (T i,q),
masrészt pedig
T.®)+(8d,)=T+B)dh.b),

(T, cp)=Ne + B)cp,h).

Tehat T=R +S, igy 91+ ® operatora R +S.128 Ugyanigy megmutathatd, hogy
a9i + b® (d, b valds szdm) operatora aR + bS. (Ez az els6 képlethdl is kdvetkezik, ha
az F(A) = aA, G(p) = bp képletekbe 9!-et és ®-¢t, illetéleg R-et és S-et helyettesitlink.)

vagyis barmely ¢Te
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Az 91 és ® egyidejli mérése egyben mérése az
»+® [*+®Yy «~® [»-«y
2 Vv 2 j”’ 2 v 2 I

pog et
mennyiségeknek is. Ezen mennyiségek operatorai (felhasznalva azt, hogy ha |
operatora T, akkor F(X) operatora F(T)) rendre a kovetkezdk:
R+S (R+S\2 R-S (R-S\2
2 VT-1’ /

AR+Sj ~R-Sj_RS +SR

Tehdt W ® operatora-------—- . Ez minden F(5R)-re és G(®)-re is igaz (a méréskor
ezeket is megmérjik), igy F(5R) «G(®) operatora
F(R)G(S) + G(S)F(R)
2

Legyen az R-hez és az S-hez tartoz6 egységfelbontas £(A), illetSleg F(/i). Legyen
tovabba

1 ha AgX,
F(A)=

0, ha A>1,

1, ha
G(r)=

0, ha u>u.

) . . , , EF+FE
Mint tudjuk, F(R)=£(X), G(S)=F(/i), igy F(A)G(®) operatora -------—-
(révidség kedveért £ (X ), F{fi) helyébe £-t és F-et irtunk). Tekintve, hogy F(W) vagy
zérus vagy egy, F(91)2=F(9t), s igy

F(9t) m(F(») *G(®)) = F(W) *G(®).
Alkalmazzuk most a szorzasi képletiinket F(SR)-re és F(9i) mG(®)-re (ezek mind
egyidejlleg mérhet6k). igy az
, EF+FE EF+FE
2 2 E2F + 2EFE+ FE2 EF+F E+2EFE
2 ~ ~4 ~ 4

9 131



EF+FE
operatort kapjuk e szorzatra. Ennek----------- vei kell egyenlének lennie, amelybdl
kdvetkezik, hogy 2

££+ FE=2££E.
Ezt £-vel balr6l szorozva kapjuk, hogy
E2+ EFE = 2E2FE, EF-»EFE = 2EFE, EF = EFE,
mig £-vel jobbrol szorozva az adodik, hogy

EFE + FE2=2EFE2, EFE + FE =2EFE,
FE=£££,

igy EF = FE. Mas sz6val minden £(/) és F(fi), tehat R és S felcserélhet6 egymassal.

Al 10. fejezet alapjan az a feltétel, hogy R és Sfelcserélhet6k, nem jelent egyebet,
mint azt, hogy létezik oly T hermitikus operator, amelynek mind R, mind pedig S
fuggvénye: R =F(T),S =G(T). Haez az operator a1 mennyiséghez tartozik, akkor
A =1 (1), 3 = G(2). Ezazonban az egyideji mérhetGség elégséges feltétele is, hiszen
X mérése (amely abszollt pontos, mert X spektruma tisztan diszkrét, lasd a 1. 10.
fejezetet) egyuttal az 91 és az 3 fliggvények mérési eredményeét is szolgaltatja. Ezért
91 és 3 felcserélhet6sége 91 és 3 egyidejl mérhet6ségének szilkséges és elégséges
feltétele.

Ha tobb (de véges szamu) 9t, 3,... mennyiség van adva, a megfelel6 operatorok
R, S,..., és ismét az abszollt pontos mérhet6séget kdveteljik meg, akkor az
egyidejl mérhet6séggel kapcsolatban a helyzet a kévetkez6. Ha valamennyi 91,
3,... mennyiség egyszerre mérhet6, akkor a bel6lik kivalasztott barmely par is
egyszerre mérhetd. Ez azt jelenti, hogy az R, S,... operatoroknak paronként
felcserélhetonek kell lennilk. Forditva, ha R, S,... felcserélhet6k egymassal, akkor
a Il. 10. fejezet alapjan létezik olyan T operator, amelynek mindegyik a fiiggvénye:
R=F(T),S=G(T),... ésigy a megfelel6 2 mennyiségre 91=F(l), 3 = G(2),..,,a
| pontos mérése (1 spektruma ismét tisztan diszkrét, lasd a Il. 10. fejezetet)
kovetkezésképpen egyidejl mérése az 91, 3,. .. mennyiségeknek is. Leszogezhetjiik
tehat, hogy R, S,... felcserélhetésége szilkséges és elégséges feltétele 91, 3,...
egyidejl mérhet6ségének.

Tekintsiink most olyan méréseket, amelyek nem abszolGt pontosak, hanem
csupan elére megadott (tetszéleges) pontossagiak. Ekkor R,S,... spektruma mar
nem sziikségképpen tisztan diszkrét.

Mivel 9J, 3,... korlatolt pontossagli mérése tulajdonképpen ugyanazt jelenti,
mint E(91), G (3),... abszolut pontossagl mérése — itt £(A), G(A),... azok a
fuggvények, melyek megalkotasarol e szakasz elején mar szoltunk (egyetlen
korlatozott pontossagu mérés targyalasakor természetesen csak £(A)-t adtuk
meg) —, 91, 3,... biztosan egyidejlleg mérhet6, ha £(91), G (3),... egyidejlileg
mérhetd és természetesen abszolit pontossaggal. Ez utobbi azonban azzal
egyenértékd, hogy F(R), G(S),... felcserélhet6k egymassal, amely R, S,...
felcserélhetéségének kovetkezménye, ez tehdt mindenesetre elégséges feltétel.
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Forditva, ha XX, ®,... egyidejlileg mérhetd, akkor a kdvetkez6képpen jarunk el.
Az X elegend6en pontos mérése alapjan meg tudjuk mondani, hogy értéke
nagyobb-e A-ndl, vagy sem (a , korlatozott pontossag” fogalmanak elemzését lasd a
126. jegyzetben). Ekkor egy F(A) fliggvény definidlhatd, F(A)= 1 ha AgA és 0 ha
A> Asigy F(W) abszolut pontossaggal mérhetd. Ugyanigy, ha G(/i) = 1u g Jesetén
és 0, ha n> [, akkor G(®) is abszolut pontossaggal — és F(9t), G(®) egyszerre is—
mérhetd. igy F(R) és G(S) felcserélhet6k egymassal. Legyen £(A) és F(pi) az R-hez,
illet6leg az S-hez tartoz6 egységfelbontés. Ekkor F(R) = £(A), G(S) = F(fi), igy £(A)
és F(R) minden I, B esetén felcserélnetd egymassal, kdvetkezésképpen R és S
felcserélhet6k, s mivel R, S,... kozil valamennyi péarra ez igaz, R, S,... mind
felcserélhet6k egymassal. E feltétel tehat sziikséges is.

Latjuk tehat, hogy tetsz6leges (véges) szamu XX, ®,... mennyiség egyidejii
mérhet&ségének jellemz6 feltétele a megfelel6 R,S,... operatorok felcserélhetdsége.
Val6ban, ez mind abszolut pontos, mind pedig tetsz6legesen pontos mérésre
érvényes. Az elsd esetben azonban azt is megkoveteljik, hogy az operatorok
spektruma legyen tisztan diszkrét; ez az abszolit pontos mérésekre jellemzd.

ElGallitottuk most annak matematikai bizonyitasat, hogy P. a lehet§ leg-
messzebbmend allitds, amely ebben az (a P. allitast is tartalmazd) elméletben
altalaban kimondhat6. Ez annak a kovetkezménye, hogy csak az RIt..., R,
operatorok felcserélhet6ségét kell feltételezni. E feltétel nélkil semmit sem
mondhatunk X ,,..., X egyideji mérésének eredményérdl, mivel enélkil e
mennyiségek egyidejl mérése nem lehetséges.

4. A hatarozatlansagi relaciok

Az el6z6 szakaszban egyetlen mennyiség, vagy tobb, egyszerre mérhetd
mennyiség mérési folyamatara vonatkozo értékes ismeretek birtokéaba jutottunk.
Most azonban az egyidejlileg nem mérhet§d mennyiségekre kell az eljarast
kidolgozni, ha kivancsiak vagyunk ezek statisztikajara egy és ugyanazon (<
allapotd) rendszerben.

Legyen tehat X és ® ilyen mennyiség, és legyen R, illet6leg S ezeknek (nem
felcserélhet6!) az operatora. E feltevés ellenére létezhet olyan allapot, amelyben
mindkét mennyiség értéke élesen (tehat 0 szorassal) meghatarozott, ilyenek példaul
a kdzos sajatfiggvények, ezekbdl azonban nem lehet teljes ortonormalt rendszert
kivéalasztani, hiszen ekkor R és S felcserélhet§ lenne egymaéssal. [Lasd a II. 8.
fejezetben megadott eljarast a megfeleld £(A) és F(A) egységfelbontasok megalkota-
sara. Ha (pt, (p2,. mmaz emlitett teljes ortonormalt rendszer, akkor mind £(A), mind
pedig F(A) a P~ j-k Osszege, s igy biztosan felcserélhet6k egymassal, hiszen a P2 j-k is
azok.] Hogy ez mit jelent, az kénnyen lathatd. Az ilyen o~k altal kifeszitett zart,
linearis 3Wsokasagnak kisebbnek kell lennie IR”-nél, mert ha egyenl6 volna vele,
akkor a kivant teljes ortonormalt rendszert pontosan ugyantgy felépithetnénk,
amint azt a Il. 6. fejezet elején egyetlen operator esetén megtettiik.
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Az 9M-hez tartozd &llapotokban azonban XX és 3 egyidejlileg mérhetd. Ezt
legegyszerlibben (gy mutathatjuk meg, hogy modellt vazolunk ilyen egyidejd
mérésre. Az R és S kdzos sajatfiiggvényei kifeszitik OWiet, Iétezik tehat az ilyen gk
olyan ortonormalt it g2,... rendszere, amely ugyancsak kifesziti 9W-t. (Ezt is
azzal a modszerrel alkothatjuk meg, amelyet mar a Il. 6. fejezetben ismertettiink.) A
<A, 2,... teljes <pi, F2,..., GYP2,. = ortonormalt rendszerré terjeszthetd ki az
XKx -9R sokasagot kifeszitd o1, 2,... ortonormalt rendszer hozzéacsatolasaval.
Legyen XIf $2,..., p x, u2>ee egymastol kiillonb6z6 szamok sorozata és legyen T
meghatarozasa a kovetkez6:

4 YXRAW ) = Yi-nXnipn+ TG

és legyen 2 a T-nek megfelel6 mennyiség.

A L mérése (amint azt a Ill. 3. fejezethdl tudjuk) a <pj, ®2,.. &f, dh2> ..
allapotok kozil valamelyiket fogja létrehozni. Ha ez az allapot valamelyik (o3
(amirél megbizonyosodhatunk, ha a mérés eredménye AJ, akkor X és <3 értékét is
ismerjik, hiszen XX-nek és ®-nek feltételeink szerint élesen meghatarozott értéke
van <;ben, igy megjosolhatjuk, hogy > ill. < egy régtdon ezutadn végrehajtott
mérésében biztosan ezeket az értékeket fogjuk megkapni. Ha azonban ¢,, jon létre,
akkor semmi ilyesmit nem tudunk mondani (o, nem SR-hez tartozik, igy XK és ® a
i/vben nincsen élesen meghatarozva). Annak val6szin(isége, hogy ift,-et kapjuk
meg, mint tudjuk, (PWJ o% <) és annak valdszinlisége, hogy akarmelyik i/, -et
kapjunk (n=1, 2,...), a kdvetkez6:

[*]*? 4)= -« )= Hn,-3n <P2=\W ~ Pag qj|2m
Ha <spaz UR-hez tartozik, akkor p= P <p, tehat e valoszin(iség zérus, vagyis X és 2
ekkor biztosan egyidejlleg mérhet6.129

Minket most az egyszerre nem mérhet6 mennyiségek érdekelnek, s igy feltesszilk,
hogy az 9N= (0) szélsBséges eset valdsul meg, vagyis, hogy X és 2 egyetlen
allapotban sem mérhetd egyidejlleg, vagy ismét mas széval, hogy R-nek és S-nek
nincs kozos sajatfliggvénye.

Legyen £(A) és F(A) az R, illetéleg S egységfelbontasa. Az R és S varhato értéke a
(p &llapotban, mint azt a Ill. 1 fejezetbdl tudjuk:

p=RpPP). a=@Ep 9P

szorasuk, vagyis OK—p)2, (2 —a)2 varhaté értéke pedig (lasd az abszolut pontos
mérés elemzését a Ill. 3. fejezetben) a kdvetkezd:

e2= ((R-p-1)2p,<p)=\\(R-p-1)(p\\2= \\R<p-p<p\\2,

r2=((S- ffelmop <P= II(S- ff1)pI2= I|Sp—a(p\2.
A szokasos atalakitas utan azt kapjuk, hogy130
e2= ||R<p||2- (Rq> <p)2, 2= [IS<p||2- (5P, 9>)2
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(@ |l<pll=1 miatt a ScWarz-egyenlétlenség, vagyis a Il. 1 fejezet 1. Tétele azt
mutatja, hogy a két bal oldal nemnegativ). Itt felmeriil a kévetkezd kérdés: tekintve,
hogy e és i egytt nem tlnhet el, viszont killon eés kiillon A tetszélegesen kicsinnyé
tehetd (91 és 4 kiilon-kilon tetsz6leges pontossaggal, esetleg abszol(t pontosan is
mérhetd), léteznek-e olyan dsszefiiggések e és nj kozott, amelyek gatat szabnak
annak, hogy ezek egyszerre valjanak tetsz6legesen kicsinnyé és milyen alaktak ezek
az Osszefliggések?

Az ilyen dsszefliggések létezését H eisenberg fedezte fel.131 Ezek igen fontosak a
természet kvantummechanikai leirdsdban fellelhetd hatarozatlansdgok ismereté-
nek a szempontjabol. Ezek ,,hatarozatlansagi relaciok” néven ismeretesek. EI6szor
a legfontosabb ilyen relacié matematikai levezetését adjuk meg, majd visszatériink
alapvetd jelent6ségl kapcsolatara a kisérlettel.

A matrixelméletben fontos szerepet jatszott a

h
PQ-QP=z5 1

felcserélési tulajdonsagu P és Q operator, ezeket kapcsoltuk 6ssze a koordinataval
és annak konjugalt impulzusaval (lasd az I. 2. fejezetet), vagy altalanosabban,
barmely két olyan mennyiséggel, amelyek egymas kanonikus konjugaltjai (lasd
példaul a 2. jegyzetben emlitett irodalmat). Vizsgaljunk meg hat barmilyen P és Q
hermitikus operatort, amelyre

PQ-QP=a 1.

[Tekintve, hogy (PQ—QP)*=QP—PQ, azért (aml)*={ 1= —aml, tehéat
d= - a mas szOval a tisztan imaginarius. Eme operatoregyenl6ségbe nem kell
feltétlenal beleérteni a két oldal értelmezési tartomanyanak egyenl&ségét is:
PQ —QP nincs feltétlenil mindenditt értelmezve.] Barmely ¢rallapotra tehat

2lm (P(p, Qep)= - 1 [(P<p, Qp)- Q. Pep)] =

= - ii(QP<P, P (PQ(p. = 0 (PQ-QP)<p,g>) =ia 2.
Legyen 0, akkor (Il. 1L 1 Tétele)

IMI2= - —Im (P, Q)I-Y:n\(P(P, QPNFNP<PIIQ<P,

al
igy, ha |l<p||= I, akkor
WP (pW\-\Q<p\\*1y.

Mivel aP —p ml, Q—<xI felcserélési tulajdonsaga ugyanilyen, tehat az elébbihez
hasonléan kapjuk, hogy

\P(P-P<P\\-
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Bevezetve a
p=(Ptptp),  a=(Qp, P
kozépértéket és az
e2=\\Ptp-p(p\\2, ri2=\\Q(p-o<p\\2

szorasnégyzetet, irhatjuk tehat, hogy

(U) «TN-y-.

Ahhoz, hogy itt az egyenlGségjel legyen érvényes, az sziikséges és elégseges, hogy a
levezetés soran felhasznalt ~ egyenl6tlenségeknél mindenitt egyenl8ségjel
forduljon elé. Ha tehat F =P -p ml, Q' =Q -a =i, akkor

—a Im (Ftp, 0 ) = |(P>, Q'tp)l= \P<p\\en 0 n .

A l1l. 1 fejezet 1 Tétele szerint a masodik egyenléség azt jelenti, hogy Pg~
Qtp egymastol csupan allandé tényez6ben kiilonbdzik és tekintve, hogy
[|P>]| 11O M es 6 <Rd®>tehat P'(p=cQ'tp, ahol c"O. Az elsd egyenlet
miatt azonban (Ftp, Q<p) = cj|Q'<plI2tisztan imaginarius és benne /egylitthatéjanak

. Ly .oa, ,
ugyanolyan az el6jele, mint (a valos)----zi---eIOJeIe, vagyis —eval ellentétes. Ily
i

a
maddon c =iy, y valés és S-0 aszerint, hogy - «iO. Kdvetkezésképpen
i
(Eq.) P<p=iyQ'tp, vy valds és ™ 0 aszerint, hogy ia$ 0.

A p és a meghatarozasa megkdveteli (Ftp, 9—0 és (Q'tp, P =0 teljesiilését. Ez
(Eq.) kdvetkezménye, hiszen a (Ftp, tp)=iy(Q'tp,tp) egyenlbseg bal oldalan valds,
jobb oldaléan pedig tiszta imaginarius mennyiség all, tehat mindkét oldalnak el kell
tlinnie, s igy a fenti egyenletek kieléglilnek. Meg kell még hatarozni e-t és \-1 Az

el6bbiek szerint
e:r,= \\Ftp\\:\Q'tp\\ = \c\=\W\,

\a\

igy, 1évén mind e, mind pedig 1j pozitiv, kapjuk, hogy

Afl|~ Il _ M
Vo7 Loy
fa
A kvantummechanikaban a=-7_ﬁ-i’ tehat (U.) miatt
, h
(U H] .
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Az (Eq.) abban az esetben, amikor P és Q a Schradinger-féle elmélet operatorai,

h d
tehat P = -Zﬁal ..., @=q... (feltételezziik, hogy a vizsgalt rendszer egy szabadsa-

gi fokd és q a koordinata, lasd az I. 2. fejezetet), a kdvetkez6t adja:

h
Am ia? >0, tehat y>0, igy

6, _\ 2nr ’+_2nr "+2|np_’1jv;

A
vagyis
(p=e{—ra+TY +TP-\bI=Ce-H*+T uy+-Tig= C'e“T# [
Mivel y>0,
lIPl2= _i@M<?)I2d<?

valéban véges. A C meghatarozasara ||<p||= | szolgal:
+ 00 +00 2y
M12= | Kp<QI2dg=|C'|12 j e~ITi4~°Rlq=

—e0 —00

+®

A fizikai szemponthdl érdektelen egységnyi abszolit értékii tényezd elhagyasaval
tehat

tehat
2y\ J 2p
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Az e-t és rj-t az

e= ILT, *1=17
Y

y
Van g ey

adja meg, ezek az eq=4— feltételtdl eltekintve tetsz6legesek, hiszen y a 0 és +00
n
kozott valtozhat. Ez azt jelenti, hogy <p-ben minden olyan p, <, e, 1j szamnégyes
h
el6fordulhat, amelyre €] - e Az ilyen <p-ketel6szOrH eisenberg vizsgalta meg és a
n

kvantummechanikai helyzetek értelmezésére hasznalta fel. E <pk ilyen célra
kilonosen alkalmasak, mert ezek valdsitjadk meg a klasszikus mechanika (ahol p-
nek és <j-nak nincs szdréasa) legnagyobb mérvii (kvantummechanikai) kozelitését és
ezekben E-ra és N-ra tovabbi korlatozas nincs. (Lasd a 131. jegyzet hivatkozésat.)

Az el6z6 meggondolasaink soran a hatarozatlansagi 0sszefiiggéseknek csupan
egyik, nevezetesen a formalis vonatkozdsaban mélyedtiink el, ezeket a teljes
megértéshez még egy tovabbi szempontbol, tudniillik a kézvetlen fizikai tapasztalat
oldalarél is meg kell vizsgalni. A hatarozatlansagi osszefliggések viszonya a
kodzvetlen tapasztalattal ugyanis egyszeriibben és kdnnyebben érhetd, mint sok mas
tény, amelyre a kvantummechanikat eredetileg alapoztak, igy az eléz, teljesen
formalis levezetés nem helyezi ezeket az 6sszefliggéseket a megfelel6 megvilagitasba.
Mélyebb atgondolasuk azért is szilkséges, mert az els6 pillantasra az a benyoma-
sunk tdmadhat, hogy ellentmondasba keveredtiink az egyszeri intuitiv nézépont-
tal : tovabbi megfontolas nélkiil ajézan ész szamara érthetetlen, hogy az anyagi test
helyzete és sebessége (azaz koordinatai és impulzusa) miért nem mérhetd egyszerre
tetsz6leges pontossaggal, ha elég pontos méréberendezések allnak rendelkezésre,
igy az (esetleg csak gondolatkisérlet formajaban) elképzelhetd legpontosabb mérési
folyamatok egzakt elemzésével kell megvilagitanunk, hogy ez valéban nem
lehetséges. Az elektrodinamika, a hullamoptika és az elemi atomi folyamatok jol
ismert tdrvényei éppen ott gorditenek a pontos mérés Utjaba komoly akadalyokat,
ahol ilyen mérésre a hatarozatlansagi dsszefliggések miatt sziikkség van. Val6jaban
ez mér a merési folyamatok klasszikus (tehat nem kvantumelméleti) vizsgalata
soran is felderithetS. Es elvi szempontbdl igen fontos; igy kitlinik ugyanis, hogy a
latszolag paradox hatarozatlansagi relaciék nem mondanak ellent a klasszikus
tapasztalatoknak, tehat olyanoknak, amelyeknél a kvantumjelenségek megértésé-
hez kordbbi gondolkodasmddunk Iényeges megvaltoztatasara nincs szilkség. Az
ilyen klasszikus tapasztalatokra a kvantummechanika korrektségét6l fliggetlendl is
tamaszkodhatunk. Ezek azok, amelyek hétkoznapi, intuitiv gondolkodasunk
szamara egyedil hozzéaférhetdk.13

Meg kell tehat mutatnunk, hogy ha p és q kanonikusan konjugalt mennyiségek és
a rendszer olyan &llapotban van, amelyben p értékét « pontossaggal lehet megadni

h
(vagyis p mérésenek hibaja ), akkor g-1nem lehet az t]=Z :e hibanal pontosabban
n
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megmérni. Masként fogalmazva, p-nek e pontossagu mérése q értékének =— :e
nagysagu hatarozatlansagaval jar egyiitt. AL
Természetesen az ilyen nagyon kvalitativ megfontolasban nem lehet elvarni,

hogy mindenre pontosan és részletesen kitérjink. igy e-t/:? helyett csak azt
IC

tudjuk majd megmutatni, hogy a legpontosabb mérésben (vagyis h nagysagrendjé-
be esd értékekkel dolgozva) Et\~h. Jellemz8 példaként a T részecske helyzet
(koordinata) — impulzus konjugalt parosat tekintjiik.133

El6szor a helymeghatérozast vizsgaljuk meg. Ezt gy végezzik el, hogy ranéziink
T-re, vagyis megvilagitjuk és a szort fény abszorbealédik a szemiinkben. Tehat az 1
fényforras a T iranyaba kibocsat egy L fénykvantumot és az T-vel (itkdzve attér a
BRi egyenes palyarol BR2-re, Gtjanak végén elnyelédik az Er erny6n (ez jelenti a
szemet vagy a fényképez6 lemezt, 1 &bra). A mérés lényege az, hogy megfigyeljik L
becsapddasat, mégpedig nem az 1 pontban (ez a nem eltéritett RRt palya vége),
hanem 2-ben (ez RR2vége). Ahhoz azonban, hogy ebbdl az iitkdzés (tehat T) helyét
meghatarozzuk, B és B2 iranyat (tehat L iranyat az itk6zés el6tt és utan) is ismerni
kell. Ezt az ss és az s's' résrendszer kozbeiktatasaval érhetjik el. (Ilyen modon
voltaképpen nem T koordinatajat meérjik meg, hanem vélaszt kapunk arra a
kérdésre, hogy e koordinata értéke az-e, ami a B és a B2egyenesek metszésének felel
meg. Ez az érték tetszés szerint valaszthaté meg a rések megfelel§ elrendezésével.
Tobb ilyen behatarolas, tehat tovabbi ss és s's' rések hasznalata a még pontosabb
koordinataméréssel egyenérték(i.) Mekkora e helymérés pontossaga?

A mérésnek az optikai képalkotas torvényeib6l ered6 alapvetd korlatai vannak.
Valéban, Ahulldmhosszl fénnyel snal kisebb targyakat lehetetlen leképezni, s6t a
szorodast még annyira sem lehet csokkenteni, hogy egyaltalan valamilyen torz
képr6l beszélhessiink. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy nem hi optikai képet
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koveteltink meg, hiszen L elhajlasa elegend6 T helyének meghatarozasahoz. Az ss
s s's' rés azonban nem lehet A-nal keskenyebb, kiilénben L csak nagy diffrakcidval
tud athaladni rajtuk, s ilyenkor interferenciacsik-rendszer alakul ki és az ss, s's'
réseket 0sszekoté vonalrél, tehat az ezeken athalado fénysugar B és B2 iranyardél
semmit sem tudunk mondani. Ebb&l kdvetkezik, hogy az L Idvedékkel sohasem
lehet n-ndl pontosabban célozni és talalni.

A Ahullamhossz tehat a koordinata mérési hibajanak is mértéke: £~ A Az L
tovabbi adata a v frekvencia, az E energia és a p impulzus, és ezek kdzott a

V:C E:hv:E, p:.E: ﬂ:b
A A

h
jol ismert 6sszefliggések allnak fenn (itt ¢ a fény sebessége). fgyp— .AzL esT

- . . z z H z z -, e b4 o
nem pontosan ismert {tkdzése sordn nyilvanvaléan p, vagyis - nagysagrendd
£

impulzusvaltozas torténik. Ennek eredményeképpen az impulzus bizonytalansaga

h

M— o
£

Ebbdl arra kdvetkeztethetnénk, hogy ef] ~ h, egy részleten azonban atsiklottunk.
Az (itkdzés ugyanis nem ennyire ismeretlen. Az L mozgasanak iranyat ismerjik
mind az Utkdzés el6tt (B), mind pedig utana (B2). Ismert az impulzus is, és a T-nek
atadott impulzus is kiszamithatd. Kévetkezésképpen I#nak nem p a mértéke, hanem
inkabb a B és a B2 sugarak bizonytalansagéabdl kell T#t kiszamitani. Pontosabban
megallapithato az dsszefiiggés a T targy ,,megcélzdsa” és az irdnybizonytalansag
kozott, ha az ss résnél jobb fokuszalo berendezést, nevezetesen lencsét hasznalunk.
Ekkor a mikroszkop jol ismert elméletét alkalmazhatjuk. Eszerint e linearis méret(i
fellilet megvilagitasahoz (tehat ahhoz, hogy T-t az L £pontossaggal talalja el) olyan
Ahulldamhossz és <papertura sziikséges, amelyekre a

A
2 sin—
2
Osszefiiggés érvényes (2. dbra).135 Az L impulzusanak iranyardl csak annyit tudunk,
hogy §>és 2 kozé esik, s ez szabja meg eme impulzus fi-komponensenek

bizonytalansagat. E hatarozatlansag tehat

h h
Zsingp:—-—-
2 £AELE

h
Ez azonban Tigazi mértéke, tehat ismét azt kapjuk, hogy T— .
£
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Ez a példa a hatarozatlansagi 0sszefligges Iényegét vilagitja meg: ahhoz, hogy
pontosan célozzunk, nagy <paperturara és rovid hullamhosszra van szikség, igy a
fénykvantum impulzusa igen nagy, de egyduttal er6sen hatarozatlan lesz, igy a T
targgyal nagyon hatarozatlan, nagymértékben ellenérizhetetlen (itk6zések jatszod-
nak le (ez egyébként a Compion-efTektus). Ezért T impulzusa szorni fog.

Tekintsiik most a kiegészit6 mérést: a sebesség (impulzus) mérését. ElGszor is
meg kell jegyezniink, hogy T sebességének mérésére a természetes mddszer az, hogy
két id6pontban, mondjuk O-ban és r-ben megmeérjiik a helyét és a koordinatak
kilonbségét elosztjuk r-vel. Ekkor azonban a0, t id@intervallumban a sebességnek
allanddnak kell lennie, ha k6zben megvaltozik, akkor e valtozas a fent szamitott
atlagos sebesség és mondjuk a t pillanatban a tényleges sebesség kozotti eltérés,
tehat a mérés hatarozatlansaganak mértéke is. Az e pontossagu koordinatamérés
tulajdonképpen nem befolyasolja az atlagos impulzus mérésének pontossagat,

. h

hiszen f tetsz6legesen nagynak vélaszthato. Szamolnunk kell azonban a - nagysagu
£

impulzusszdrassal; a végsé impulzus is (az atlagos impulzussal 6sszehasonlitva)

r/=- meértékben ingadozni fog. Az ilyen eljardssal tehat er\*h. Ennél jobb
£

eredményt — ha egyaltalan kaphatunk — csak olyan impulzusmérés soran
kaphatunk, amely nincs kapcsolatban helyzetméréssel. llyen mérés valdban
lehetséges, a csillagaszatban gyakran hasznalnak ilyen, az Ugynevezett Doppler-
effektuson alapuld mérést.

A Doppler-efTektus, amint az jol ismert, a kdvetkez6. Ha a v sebességgel mozgd T
test (¢ mozgd testen mérve) V0 rezgésszamu fényt bocsat ki, akkor nyugvo
megfigyel6 v rezgésszamot fog észlelni; v a (v—v0)/vO=vcos (p/c képletbdl
szamithatd ki. (Itt < a mozgas és az emisszio iranya kozotti sz6g. E képlet
nemrelativisztikus, vagyis csak kicsiny v/c esetén igaz, ez azonban kdnnyen
helyesbithetd.) A sebesség tehat meghatarozhatd, ha v-t megmeérjik és V0 ismert —
ez utobbi valamelyik elem ismert szinképvonala lehet. Pontosabban, a megfigyel6
iranyaba es6
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c(v-v0)

Veos(p -—— —
V!
sebessegkomponens (a kibocsatott fény iranya), illet6leg a megfelel6
: 00-Vo)
p =pCOS(p= —------

impulzuskomponens mérhet6 (itt ma T test tdmege). A p’ sz6rasa nyilvan v-nek Av
szorasatdl figg:

mc Av Av
N=-------- =mc— .

VO Vv

A T impulzusa természetesen attdl is megvaltozik, hogy v frekvenciaju (tehat
p~hv/e impulzust) fénykvantumot bocsat ki, ennek havic bizonytalansaga
altalaban azonban elhanyagolhatdé mc Av/iv mellett.136

A v-t interferenciamddszerrel mérik, az ilyen jellegli mérés azonban csak tisztan
monokromatikus hullamvonulat esetében ad teljesen éles vértéket eredményiil. Az

ilyen hulldmvonulat alakja a kdvetkez6:asin 2n - vfJ + aj (itt g a koordinata, t

az id6, a az amplit(do, a pedig a fazis), ez a kifejezés az elektromos és magneses
térer6sség akarmilyen komponensére érvényes, és mind térben, mind id6ben az
egész végtelen tartomanyban nem zérus. Ezt elkeriilendd, e kifejezést (mely az

asin”27tv - 1) +a alakban isirhato, / = c/v) olyan F —fJ-vel kell helyettesi-

teni, amely argumentumanak csak véges tartomanyaban nem t(inik el. Ha a
fényforras ilyen alakd, akkor a jol ismert Four/er-analizist elvégezve:

+@

F(x)= I avsin”vx + av)dv.

o
Az interferenciakép ilyenkor minden olyan v-t kimutat, amelyre a,,(00. Valéban a
v, v+ dv frekvenciatartomany relativ intenzitasa a\dv. A v szorasat, Av-t, ebbdl az
eloszlashol kell kiszamitani.

Hara hullamvonulat hossza x-ben, vagyis i-ben és g-ban a megfelel6 hosszusag r,

illet6leg er, akkor belathatd, hogy vszdrasa korilbelil - ,137 A hely bizonytalansa-

hv
ga az ilyen mérési modszernél abbdl ered, hogy a T test — nagysagu visszalokddést
C
szenved el (a megfigyelés iranyaban) egy fénykvantum kibocsatasakor, vagyis
hv
sebessége---— vei valtozik meg. A kibocsatas folyamata 1 ideig tart, igy a
mc

sebességvaltozas ideje nem rogzithet6 Tt-nal pontosabban. Ennek eredménye
E~hvz/mc nagysagu helybizonytalansag. igy

142



hv Av me1l
e~—t, q~mc— =------, er)~h.
TC V Vt
igy ismét Et\~h.
Ha T maga nem vilagit, hanem csak szdérja a fényt (vagyis meg van vilagitva),
ahogy azt eredetileg feltételeztiik, a szamitas hasonlé modon hajthato végre.

5. A projektorok, mint allitasok

Ahogy a Ill. 1 fejezetben, most is tekintsik a k szabadsagi fok( S fizikai
rendszert. Ennek konfiguracios terét a k szamu qt, ..., gkkoordinata irja le (lasd az
I. 2. fejezetet). A klasszikus mechanika szerint az S-ben képezhet§ valamennyi W
fizikai mennyiség a qi,...,qk és a plt...,pk konjugalt impulzusok fliggvénye:
« =»(<?,...,9k,Pi,.. .,pk) (példaul az energia a H(qit.,.,gk,pl,.. .,pk)Hamil-
ton-fliggvény). A kvantummechanikaban viszont az 91 mennyiségnek egyértelmden

az R hipermaximalis hermitikus operator felel meg; nevezetesen ql,...,qknak
h r
Bi=9i e, = ap,,.. ..p~nak pedig a P,
P P becig 2T 0oql
n e
Pk= porpnitl operatorok felelnek meg. Mar kordbban megjegyeztik (I. 2
ni dg

fejezet) a Hamilton-iliggxény esetében, hogy altaldban nem hatarozhaté meg az

mert Q, és P, nem cserélhetd fel egymassal. Anélkiil, hogy megadtuk volna az

Yoo eyH)

és R kozott az 6sszefiiggést teljes és végleges alakban, néhany specialis szabalyt mar
lerdgzitettiink a Il1. 1 és Ill. 3. fejezetben:

L. Ha az egyszerre megfigyelhetd 91 és ® mennyiségeknek az R, illetbleg az S
operator felel meg, akkor az a9l + b<5 mennyiségnek az aR +bS operator felel meg
(a b valdés szam).

F. Ha az 91 mennyiség megfelelSje az R operator, akkor F(9!)-nek az F(R)
operator felel meg [F(A) tetsz6leges valos fliggvény].

L. és F. bizonyos mértékig altalanosithatd. Az F, &ltalanositasa L. és F.
kdvetkezménye. Ez igy szol:

F.* Ha az egyszerre mérhet6 91, ®,... mennyiségeknek megfelel6 operatorok
R,S,... (ezek szikségképpen felcserélhet6k és feltessziik, hogy véges szamu
mennyiségrél van sz6), akkoraz F(91, $,...) mennyiségnek az F(R, S,...) operétor
felel meg.

Ebben az esethen feltételezziik, hogy F(A p,...) valés polinomja a Ap,...
valtozéknak, tehat F(R, S,...) jelentése nyilvanvalé R,S,... felcserélhet6sége
miatt;bar F.*-ot tetsz6leges F(A, p,... )-re iskimondhatnank (altalanos F(R, S',...)
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meghatarozasaval kapcsolatban lasd a 94. jegyzet hivatkozasat). Tekintve, hogy
minden polinom megkaphaté hdrom m(velet, aX, X+ u, Xy ismételt alkalmazasaval,
elegend6 csak ezeket megvizsgalni. Azonban

AR=I[(A + )2- (A -11)2],

tehat
Xu=%- (X+n)2+ ()" X+ (—=D/)2,

a harom operacid az aX, X+ u, X2operaciora vezethet vissza. Az els6 kettére L.-et, a
harmadikra F.-et alkalmazva lathat6, hogy F.* bizonyitést nyert.

Az L.-et a kvantummechanikaban arra az esetre is altalanositjak, amikor 91 és $
nem mérhetd egyszerre. E kérdést kés6bb vizsgaljuk meg (a IV. 1 fejezetben),
egyeldre lerdgzitjik, hogy ha 91és S egyid6ben nem mérhetd, akkor még a9l + b<&
jelentése sem vilagos.

Az 91 fizikai mennyiségek mellett a fizika targya még a fogalmak egy fontos
tovabbi osztdlya; nevezetesen az S rendszer allapotainak tulajdonségai. llyen
tulajdonsag az, hogy bizonyos 91 mennyiség a X értéket veszi fel, vagy hogy ez az
érték pozitiv, vagy hogy az 91, $ egyid6ben mérheté mennyiség értéke A illetbleg /z,
hogy ezek négyzetdsszege > 1, és igy tovabb. A mennyiségeket jelolje 91, $,..., a
tulajdonsagokat pedig G,g,... A mennyiségeknek az R,S,... hipermaximalis
hermitikus operatorok felelnek meg. Kérdés, mi felel meg a tulajdonsdgoknak?

Minden G tulajdonsadghoz egy mennyiséget rendeliink hozza. Ezt a kdvetkez6-
képpen definialjuk: minden olyan mérés, amely megmondja, hogy az @tulajdonsag
fennforog-e, vagy sem, e mennyiség mérésének tekintendd. Ertéke 1, ha G teljesiil és
0, ha nem. Az G-nek megfelel§ ezen mennyiséget is G-vel jel6ljik.

Az ilyen mennyiségek csak a 0 és az 1 értéket vehetik fel. Forditva, ha az 91
mennyiség csak a 0 és az 1 értéket veheti fel, akkor 9l-nek nyilvanvaléan az ,91
értékeit)” tulajdonsag felel meg. A tulajdonsagoknak megfelel6 G mennyiségekre
tehat ez a viselkedés jellemzé.

Az, hogy G értéke csak 0 vagy 1, még masként is megfogalmazhat6. Ha G-t az
F(X)=X—X2 polinomba behelyettesitjik, akkor az azonosan elt(inik. Legyen G
operatora E, akkor F(G) operatora E - E 2, vagyis azt kapjuk, hogy E - £2=0,
E =E2, maés szoval G-nek E operatora projektor.

Az E projektorok felelnek meg tehat az G tulajdonsadgoknak (ezeket a most
definidlt G mennyiségek kotik 6ssze). Bevezetvén az E projektorokhoz tartozé Qi
zart linearis halmazokat (E= PL, 1athatd, hogy az Gtulajdonsadgoknak zart lineéris
halmazok is megfeleltetheték.

Megvizsgaljuk most részletesen az egymasnak megfelel6 G, E, 'DI szamolasi
szabalyait.

Ha meg akarjuk mondani, hogy az Gtulajdonsag teljesiil-e a (pallapotban, akkor
meg kell az G mennyiséget mérniink és meg kell nézniink, hogy értéke 1vagy 0 (e két
lépés definicio szerint egybeesik). Annak valdszinlisége, hogy G teljesil, egyenld
tehat G varhaté értékével, vagyis

(Ecp,(p)=\E<p\2= \P>kh2,
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annak valdszin(sége viszont, hogy 6 nem teljesil, 1—6 varhato értékével egyenl6:

(@-E)(p, <p)=II(1 -E)<pl|2= ||<p-Pmppm
[E kettének 6sszege természetesen (< ¢ vagyis 1] igy 6 biztosan teljesil, vagy
nem teljesil attol fliggéen, hogy a masodik, vagy az elsd valészinliség 0, tehat, hogy
Pw = (pvagy zérus, mas szdval attol fiiggben, hogy<p az iJi-hez tartozik-e, vagy Sii-
re ortogonalis; vagy ismét mas szoval aszerint, hogy w>az Sli-hez, vagy iRy —SlI-hez
tartozik.

Az IR tehat Ggy jellemezhets, mint az olyan ¢~k halmaza, amelyek biztosan 6
tulajdonsagtiak. [Voltaképpen ez Sli-nek a ||(p||=] felileten 1év6 részhalmaza,
maga SR ezen <p-kbdl pozitiv allanddval szorozva all el6, és még a zérus elemet is
csatolnunk kell.]

Legyen az 6 -vel ellentétes tulajdonsag (6 tagadasa) ,,nem 6 ”, akkor a fentiekbdl
azonnal kovetkezik, hogy ha 6 -hez E és SR tartozik hozza, akkor ,,nem 6”-hez az
1—E és Six —SR fog tartozni.

Epplgy, mint a mennyiségek esetében, felmeriil a tulajdonsagok egyideji
mérhetéségének (vagy inkabb elddnthet6ségének) kérdése. Vilagos, hogy 6 és ft
akkor és csak akkor donthetd el egyid6ben, ha a megfelel6 6 és 5 mennyiség
egyszerre mérhetd (hogy tetsz6leges vagy abszolUt pontossaggal, az érdektelen,
hiszen ezek értéke csak 0 vagy 1 lehet), vagyis ha E és F felcserélhet§ egymassal.
Ugyanez érvényes tobb 6, ft, <§,... tulajdonséagra is.

Az egyid6ben eldonthet6 6 és 5 tulajdonsagokbdl az ,,6 és ft” és az ,,6 vagy ft”
tovabbi tulajdonsagok képezhetbk. Az ,,6 és ft”-nek megfelel6 mennyiség akkor 1,
ha mind az 6 -nek, mind az ft-nek megfelel6 mennyiség 1;és 0, ha ezek barmelyike 0.
Ez tehat e két mennyiség szorzata. Az F.* szerint operatora az 6 és ft operatoranak
szorzata, tehat EF. A 14. Tétel folytan (Il. 4. fejezet) a megfelel6 $ zart lineéaris
sokasag IR és il kdzos része.

Az 6 vagy ft” viszont igy is irhaté:

»,hem ((nem 6) és (nem ft))”,
s igy operatora:
1(1—£)Ql—F)=E+F—EF

(szarmaztatasa miatt ez is projektor). Mivel F—EF is projektor, az E + F —EF-hez
tartoz6 lineéris sokasag 4R+ (Il —i$). Ez {iR, §ij részhalmaza, amely nyilvan
tartalmazza IR-et, szimmetria miatt ii-et, s igy {iR, il}-et is, tehat egyenl6 {IR, ii}-
nel, s ez, mivel zart, egyenld [IR, i!]-nel.

Ha 6 olyan tulajdonsag, amely mindig teljestil (vagyis érdektelen), akkor a
megfelel6 mennyiség azonosan 1, tehat £= 1, IR= Ha viszont 6 sohasem
teljesll (vagyis lehetetlen), akkor a megfelel6 mennyiség azonosan 0, tehat E—O,
IR=(0). Ha az 6 és az ft tulajdonsag nem fér 6ssze egymassal, akkor mindenesetre
egyszerre eldonthet6k és ,,6 és ft” biztosan lehetetlen, tehat £ és F felcserélhet6 és
EF —0. Azonban a felcserélhet6ség kdvetkezménye £F=0-nak (ll. 4. fejezet, 14.
Tétele), s igy ez egyediil isjellemz6 ebben az esetben. Ha £ és F felcserélhet, akkor
EF =0 csupan annyitjelent, hogy IR és ii kozos része csak a O-t tartalmazza. Az £ és
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f felcserélhet6sége egyedil ez utdbbibol nem kovetkezik. Valdban, EF =0 azt
jelenti, hogy az egész 9? ortogonalis az egész 9?-re (Il. 4. fejezet, 14. Tétele).

Ha az Rmennyiség operatora R, s az ehhez tartozd egységfelbontas £(A), akkor
annak a tulajdonsagnak, hogy ,91 értéke az/ = {A, p'} intervallumba esik (A'Mt'),”
az operatora: E(p) —E(A). Ehhez csak azt kell meggondolni, hogy a fenti
tulajdonsag teljesiilésének valészin(isége ((E(p') —E(A))<p, P (lasd I1. 1 fejezet P.).
Masként fogalmazva: a kérdéses tulajdonsadghoz tartozé mennyiség ©=£(91), ahol

f il,
[0, egyébként,

és F(R) =E(p') —E(A") (lasd a Il. 8. vagy Ill. 1 fejezetet). Ezt az operatort £(/)-nek
neveztik a Ill. 1 fejezetben.

osszefoglalva: az ©tulajdonsag, annak E projektora és e projektor zart linearis
%} sokasaga kozotti dsszefiiggésekrdl a kovetkez6 ismereteket szereztiik:

a) A (p allapotban az ©tulajdonséag az

Ep D=[E<pli2= [IP«, <pl2,
(@ ~E)(p, <p)=|I(1 -Ecp\\2=\\cp-Pm (p\\2

illetéleg

valdszin(leg teljesil, illet6leg nem teljestil.

P) Az ©tulajdonsag biztosan teljesiil, vagy biztosan nem teljestil aszerint, hogy @
csak 9J}-hez, vagy csak 9T/1—9JI-hez tartozik.

y) Toébb tulajdonsag, ©,3, e+ akkor és csak akkor donthetd el egyszerre, ha
£,£,... operatoraik felcserélhet6k.

6) Ha ©-nek £ és &l felel meg, akkor ,,nem ©’-nek 1—£ és 97x—HL felel meg.

e) Ha ©-nek £ és 951,3-nek £ és 91 felel meg, tovabba ©és 3 egyidében elddnthetd,
akkor ,©és3 "-nek EF, valamint %Lés 91 k6z0s része, ,©vagy 3 "-nek £ + £ —££ és
{9, 97} (ami egyenld [95?, 97]-nel) felel meg.

T>©mindig teljesil, ha £ = 1, vagy ha 9?= 9ix ; ©sohasem teljesil, ha £ = 0, vagy
ha 9= (0).

0) © és 3 nem fér dssze, ha ££ =0, vagy ha 9%B? ortogonalis 9?-re.

Q Legyen az 9i mennyiség operatora R, | egy intervallum, / = {A, p'j, (A"p") és
tartozzék az £(A) egységfelbontas £-hez, E(I) =E (p')-£(A") (lasd a I11. 1 fejezetet).
Ekkor az £(/) operator az , 91 értéke /-be esik” tulajdonsag operatora.

Az a)—£)-bol korébbi val6szinlségi allitasaink, P., E,., E2 ésa Ill. 3. fejezetnek
az egyideji mérhet6ségre vonatkozé Aallitasai levezethet6k. Vilagos, hogy az
utdbbiak y)-val egyenértékiiek, P. az ot)-nak, e)-nak és Q-nek, E,. és E2 viszont P.-
nek kovetkezménye.

Amint lathatd, az dsszefiiggés a fizikai rendszer tulajdonsagai és a projektorok
kozott bizonyos logikai kalkulusra nydjt mddot. A szokasos logika fogalmi korével
szemben azonban e rendszer a kvantummechanikéara jellemz6 ,.egyidejii eldénthe-
t6ség” fogalmaval ki van egészitve.
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Mi tébb, ennek a projektorokra alapozott itéletkalkulusnak elénye a (hipermaxi-
malis) hermitikus operatorokra alapozott mennyiségkalkulussal szemben az, hogy
az ,.egyidej elddnthet6ség” az ,egyidejli mérhetdség” fogalmanak finomitasa.
Példaul az ,tK értéke I-be esik-e?” és az ,,® értéke J-be esik-e?” (0K, ® operatora R,
S, a megfelel6 egységfelbontas £(A) és £(/), 7= {A, A% J={n",n"}) egyidejl
eldonthet6ségéhez (y) és Q folytdn) csak az £(7)=£(A")-£(A") és az
F(J)= F(n")—F(n") operatorok felcserélhet6ségét koveteljik meg. Az S és 3
egyidejl mérhet6ségéhez valamennyi £(A) és valamennyi F(p) felcserélhetésége
sziikséges.

6. Sugarzaselmélet

Egy kivétellel ismét megkaptuk, l1ényegesen éaltalanositva és rendszerezve az I. 2.
fejezetben kifejtett kvantummechanika statisztikus megallapitasait. Hianyzik a
kvantalt rendszer egyik stacionarius allapotdbdl a masikba torténd atmenete
valdszinliségének a kvantummechanika felépitésében oly fontos szerepet jatszo
Heisenberg-féle kifejezése (lasd a megjegyzéseket az |. 2. fejezetben). D irac
modszerétl38 kdvetve most megmutatjuk, hogy eme atmeneti valdszin(iségek
miként vezethet6k le a kvantummechanika szokasos statisztikus allitasaibol. Az
ilyen levezetés azért is nagyon fontos, mert mélyebb bepillantadst enged a
stacionérius allapotok &tmeneteinek mechanizmusaba és az Einstein—Bohr-(é\e
energia—frekvencia feltételek Iényegébe. AD irac altal kidolgozott sugarzaselmélet
a kvantummechanika egyik legszebb fejezete.

Legyen az S rendszer (mondjuk kvantalt atom) energidjanak megfelelé
hermitikus operator HO. Az S konfiguraciés terét jellemz6 koordinatakat egyetlen
szimbdélummal: £-vel jeldljuk (ha példaul S | részecskét tartalmaz, akkor a 3/ db,
xI=ql, Y\—Ub 21=<73> w>xi=43i-2>Y=<Li-1, = Descarres-koordinatakat
egyltt £-vel jeloljuk); egyszerlség kedveéért feltételezzilk még, hogy HO spektruma
tisztan diszkrét; wl,w2... legyenek a sajatértékek (w,-ek kozott lehetnek
megegyezlek is), +2(c), m.. pedig a sajatfiggvények. Az S barmely allapota-
nak cp(f) hullamfiiggvénye az id6t6l fiuggd Schrodinger-egyenlet alapjan sorba
fejtheté (lasd a 1ll. 2. fejezetet):

2”/ dt HO<)),(D.
tehat, ha f=i0-ban
(PN)=<pD= £ RO ,

akkor tetsz6leges t id6pontban:

()= Z
k=1
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igy a <p()= 9E) allapot id6fliggése
eT 4"-""Wi),

tehat 6Gnmagaba megy at (minthogy az_

e~T 1y'~'0

tényez6 érdektelen). A (pk(Z)-k stacionariusak. igy ezek egyikébdl a méasikba nincs
atmenet. Hogyan beszélhetiink mégis d&tmenetekrél? A magyarézat egyszerd. Nem
vettik figyelembe azt, ami az &tmenetet okozza, nevezetesen a sugarzast. Az eredeti
Gol/ir-elmélet nyoman csak a sugérzds kibocsatasakor tlinik el a stacionarius
kvantumpalya (lasd az 5. jegyzet hivatkozasat), ha ezt elhanyagoljuk (ahogy azt az
el6bb vazolt helyzetben tettiik), akkor nem meglepd, hogy allandd és tokéletes
stabilitast kapunk. A vizsgalandd rendszert tehat az S altal kibocsathatd sugarzas
figyelembevételével ki kell terjeszteniink, pontosabban figyelembe kell venniink
altalaban minden sugarzast, amellyel S egyéaltalan koélcsénhathat. Legyen L a
sugarzast tartalmazé rendszer (ez a klasszikus elmélet elektromagneses tere, az
elektronok és a nukleonok toltése altal 1étrehozott staciondrius teret itt nem vessziik
figyelembe), igy S+ L a vizsgalandé rendszer.

A kovetkezbket kell tehat tenniink:

1 Meg kell alkotnunk L kvantummechanikai leirasat, vagyis meg kell adnunk L
konfiguracios terét.

2. Fel kell kutatni S+ L energiaoperatorat. Ez harom részre oszthato:

a) S energiaja, mely L-t8l fliggetlen; ez S perturbalatlan energiaja, operatora
legyen HO.

B) L energiaja, mely S-t8l fliggetlen, ez L perturbalatlan energiaja, legyen ennek
operatora H,.

y) A harmadik, a maradék energia, mely S és L kdlcsdnhatasi energiaja. Legyen ez
H,

Nyilvanvald, hogy itt olyan kérdések meriilnek fel, amelyekre aikvantummecha-
nika alapelvei szerint klasszikus jelleg(i valaszt kell adni. Az igy kapott eredményt
ezutan operator alakba kell énteni (lasd az I. 2. fejezetet). igy az elsd lépéshen a
sugarzast tisztan klasszikus szempontbdl targyaljuk, tehat (a sugarzas elektromag-
neses elméletének értelmében) az elektromagneses tér oszcillatorallapotanak
tekintjuk.139

A felesleges bonyodalmak elkeriilése érdekében (ilyen példaul a végtelen térben
elvesz0 sugarzas) S-et és L-et nagy, V térfogatu H tiregbe bezartnak képzeljik. AH
fala tokéletes tikor. Amint azt jol tudjuk, az elektromagneses tér allapotat a H
Uregben az ©={6 X (&y, (£}, § = {8% §z} elektromos, illet6leg méagneses
térer6sséggel jellemezzik. Az (£x,..., §. mennyiségek mindannyian H valamely
pontjdban a pont X, y, z Descarfes-koordinatainak és a t idének a fliggvényei. A
tovabbiakban gyakran hasznalunk valés a= {ax, ar az}, b= {bx, br bz}térvektoro-
kat (ilyen példaul (£ és £5) és ezek

[a, b] = axbox+ &b, + a.bz
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skalarszorzatat, amely nem keverend§ 0ssze (@ &) skalarszorzataval. A

d2 d2 d2
dx2+dy2+dz2

differencialoperatort Ajeldli, a jol ismert vektorialis differencidloperaciokat pedig
div, grad, r6t. Az ©, § vektor H-ban eleget tesz az iires tér Maxwe//-egyenleteinek:

divi?)= 0, rotfoH-—o= 0,
c dt

1dd

dive=0, rot§----—--- =0.
8 c dt

Az els6 sor els6 egyenlete kielégithet6 H-nak H=rot 31 alak( kifejezésével (31=
= {3I1X U,, 312}az tgynevezett vektorpotenciai, komponensei x, y, z, t figgvényei), a

108l ,
méasodik egyenletbdl 6 = el A masodik sor egyenletei igy irhatdk

. o ldvi
(A) div31=0, A3l—i-rv =0.
c dtl
(A vektorpotenciait kissé masként szokas bevezetni azért, hogy a tér és az id6
szimmetriaja szembeo6tl6bb legyen. Az 31 fenti bevezetése a Maxwe//-egyenletek
altalanos megoldasat szolgaltatja, ez a Maxwell-dmélet legtobb targyaldsaban
fellelnet. Meg kell itt jegyezni, hogy a masodik sor els6 egyenlete a szokasos

e
eljarasnal csupan annyit ad, hogyadiv 31=0 vagyis div 31=J (X, vy, z). Ezt most

nem taglaljuk tovabb, hanem felhivjuk a figyelmet a 139. jegyzet hivatkozésara.) Az
(A.) a kiindulopontunk. Azt, hogy H falai tiikroz6ek, azzal a feltétellel vessziik
figyelembe, hogy 3i-nak H hataran a falra mer6legesnek kell lennie. Az ilyen 3I-k
felkutatasanak jol ismert modszere a kovetkez6: t sehol sem szerepel expliciten a
feladatban, tehat a legaltalanosabb 3i olyan megoldasok linearis kombinacioja,
amelyek egy id6tél fiiggd skalar és egy olyan vektor szorzatai, amely csak x, y, z
fuggvénye:

3L=3I(x, Y, z, t)= ®(X, y, z) m(t).
Ily médon (A.) miatt
(A,) div®=0, AR=7®,

ahol 3l a H hataran a falra mer6leges és

d2
(A2) =N (f) =c20 ().
Az (A,.) miatt 1j csak x, y, z, az (A2) miatt csak t fiiggvénye, igy // allando.
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Az (A,.) tehat sajatérték-feladat, ahol t] a sajatérték-paraméter, A pedig az
altalanos sajatfiiggvény. E feladat elmélete ismert, igy itt csak az eredményeket
koz6ljik.140 Az (Ai.) spektruma tisztan diszkrét, valamennyi rjt, A2, ... sajatérték
negativ (legyen a megfelel6UI Ulj, a 2,. »-)és An-* - 0o ha/t-»00. Ateljes Ul,, U2, . ..
rendszer normalhato:

rdnc2, ha m=n,
dxdydz =1
H N, ha

(A szokasos 1 helyett 47tc2-et hasznélunk, ez a tovabbiakban hasznosabbnak
bizonyul.) Az rj,,(<0) helyett a

_4n2pPR
c2
kifejezést irva (A2) azt adja, hogy

< f)= Y*cos 2np,,(t- T)  (y, T tetszBleges).
igy ill altalanos megoldasa a kovetkez6:
U=Ulx,y,z,t)= £ $,,(*,Y,2) «gn(t) =
E=

=z $,(X vy, Z)*y. cos 2npnft- t)

n=1

tetsz6leges allandd). Tetsz6leges

21=z @®n(x, vy, 1) mgn(t)

n=1

tér esetén (il nem feltétlenil megoldasa (A.)-nak, igy qn(t) tetszéleges) az energia

+ » g >d* d>dzu e LW r

H H

+ [r6t U, r6t Ul dvdy dz =

frmtjiit t
H

+q j t )[rot Umrét Al Jdxdydz.
Parcidlis integralas utan kapjuk, hogy14l
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J Y{rot AT, rot ®J dx dy dz=
H

= [- AAT+grad div AT, A4,] dxdy dz=

JJJ
H
=MAfff[<nm®Jdxdydz.
H
Tehat
1 “ /1d d
E=J~ Z -2 N e m(f)T-i, (F) +

+—J A im(0i,,(0"y|J [®Mm®J dx d>dz=
H

i®ris Y
=2 Z

+4rtVE(<?m(0)2
Aq,, q2,... atér pillanatnyi allapotat leiré koordinataknak tekinthet6k, ezek tehat

az L konfiguracids terének koordinatai. A pm (klasszikus mechanikai) konjugalt
impulzusok az

E=\ A +4ﬂ2p",\”]
képletbdl kaphatdk meg. Eszerint
d e

M\ E'» fcl

E=7" Z (P2+ 442p2<2)
(lasd az 1. 2. fejezetet). Ez a

5,

d i
n=— E= —An& ,,an,
22, P..q

3 .
&_EFh
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klasszikus mechanikai mozgasegyenletekhez vezet, igy pontosan (A2)-t kaptuk a
Maxwell-egyetiletek segitségével. Igaz tehat Jeans tétele:

Az L sugarzasi téraq,, q2,... koordinatakkal tisztan klasszikusan jellemezhetd,
ezek a teret leird dl pillanatnyi vektorpotenciallal az

2A=91(x,y,2) = g nanx,y, 2)
n=1

kapcsolatban vannak. Az energia (Hamikon-{ligg\ény):

E=\ Z (Pn+"n2p2y2),
=1

ami teljesen a klasszikus mechanika alapjan irhat6 fel.
Az egységnyi tomeg(, q koordinataju egyenes mentén cq2 (c=2n2p2) potencial-
térben mozgd tdmegpont energiaja

i[(s«td,v,-V

Mivel pedig p:(;j—tq, azért ismét azt kapjuk, hogy

E=\{p2+4n222)

«

Az ilyen részecske mozgasegyenlete
d2
-Aq+4n2p2q=0,

amelynek megoldasa
g=Yycos 2np(t —)

(y és r tetsz6leges). Mozgasanak alakja miatt ezt a rendszert p rezgésszamu lineéris
oszcillatornak nevezzik. Az L tehat olyan lineéris oszcilldtorok rendszerének
tekinthet6, amelyek » .. p2,... rezgésszamai a H lreg sajatfrekvenciai.

Az elektromagneses tér e mechanikai leirasa azért fontos, mert a kvantummecha-
nika szokasos madjan azonnal atértelmezhet6. Az L konfiguracios terét qt, g2, . ..

h 8
irja le. E kifejezésben p,, és g, a illetleg a ¢, .. operatorokkal
*

2m
helyettesitendd. Ezeket az operatorokat P,C,l-nel és <2,neljeloljik. igy az 1.és a2 R)
feladatunkat teljesitettiik, s a 2. B)-ban szereplé operatorra ezt kaptuk:

H,=" i (P2+4n202Q2).

An=1
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A2. a)-t mar korabban megoldottuk, hiszen HO-t ismertnek tételeztiik fel. Mér csak
2 y) van hétra, de ez sem okoz nmejd nehézséget.

Aklasszikus elektrodinamikaban S és L kolcsonhatasat a kovetkezoképpen kell
kiszamitani: tartalmezzon S / részecskét (példaul protonokat és elektronokat),
melyeknek toltése és tormege legyenej, m,,.. koordinatdjaXj =qi,y3=<,
z{=q3,..-,x1=q3l_2,yi=qsi - u zi—q3i (ezeket foglalja tssze a kordbban hasznélt
£ szimbolum), a megfelelé impulzusok pedig p\, p\, p\,.. pf, p\, pt. Ekkor a
kolcsonhatasi energia (megfelelé kozelitesben):

*

\"
L — [PV"X(*v>Y,, zy) + pyS&(xy, yV, zy) +
v=1Ctlv

HOl(xvyvizv] , 12

Akvantummechanika megfeleld operéatorait Ugy kapjuk meg, hogy p*, py, pl, xv, yy,
vv=1,..., /) helyébe a

h 8 h 8 h 8
2ni 8xy '2ni 8yy ’2ni 8zy

XV. . ., yv. . e Zy*e*

operatorokat irjuk Ezeket PI, Py, Py, Qy, QlI, F*vel jeldljik Felhasznélva az
W(x,y,z)= Ei,,@,,(x,y, 7)
el

Osszefliggést, megkapjuk a keresett H-t:

H=t | — UnLPIKAQILQIQN+

+PIKAQI, QLQD +P &Q 1, O]

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a plIfinx(x, y, z) alakil szorzatokat igy irtuk &t:
Pyn.x(Ql, Ql, Ql), bér ezt is irhattuk volna: 8r(13;, Qy, QI)PI. (Az eredményll
kapott operator hermitikus voltat biztositando, tulajdonképpen az

\ 1P 1K, QI, Q1)+KnAQl, Ql, QI)PU

alakot kellett volna hasznalni.) Szerencsére e kettd kozott nincs kilonbség, mert
Ql, QD+ [ | | Q|, Q|)P|+ eee| =

=1P1KX, Ql, QI)-'KAQI, QI, QI)Pn + eee= 113
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= ~ A e ="dij 0, )~
ool WK, QLQD+ e =2 div %K, QL Q;)~0.

Elkészitettilk tehat az S+ L rendszer teljes energidjat s annak operatorat:
H=;HO+ H, + H,.

Miel6tt H-t tovabb alakitanank, vegyiik észre a kdvetkez6t:az S + L konfiguracios
terét a i (vagyis a qu.. q3l, vagy masként az xt, y3, zt,. .., X,, ¥,, Z,) és a ql,
g2,. . .koordinatak jellemzik. A hullamfiiggvény is ezekt6l fog fliggni. Formalisan
azonban zavar0 és egyeébként is kétes érték(i végtelen sok szabadsagi foku
rendszerrel, vagy végtelen sok argumentumd hullamfiiggvénnyel szamolni. Eredeti-
leg az utasitdsaink mindig véges szamu koordinata esetére vonatkoztak. Ezért
elébb ql,q2,... kozil csak az els§ N szamut tekintjik: qt,..,,qN (mas szoval 9
elészor csak ®lt. .., Sjy linearis kombinacidja lesz), s majd ha ebbdl kiindulva
megkaptuk az eredményt, akkor végezziik el az N-t00 hataratmenetet.
Tehét

H=HO+~ 1(P,2+4n2n20,2)+
=1

N 1e
+ 1 120 niPIM iQi,QLQN+PIKy(QLQIQN+

+PIKAQI, Ql, BV)]-
Kényelmesebb a (nem hermitikus) Rn operatort és annak adjungaltjat, R*-ot
bevezetni Pnés Qn helyett:

K = *~ (2nPnQr, + iPn),

P*= r—— (2np,Q,, - iPn).

s/2hpn
Ekkor
i N>~ ~ -
& = In\p 2~p”( Rn+Rt)
és
pA-Q A :2mA i
miatt

KR :~-(P B+4n2mQ2)+}-i,
. 2rQ2)+)

thn(P2+4n2P,,eZ)-“2-i|
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igy R,,R*—R*Rn=1 Az energiara a kdvetkezd képletet kapjuk:

H=Ho+ihprmR;Rn+ i + {Re+R*)x
n=i a-1VBI2ncmTV 2pv
X 0i.63 +7-XK . ¢j, QD+

+PIKAQIQIQ:K +c,

1N e S .
amelyben C alland6: C=- £ [ip,. Az energia kifejezésében additiv allandonak
2n=1
nincs jelentdsége, ezért azt elhagyjuk. Ez azért is tanacsos, mert C végtelenné valik,

ha N -0, s igy az az elmélet végleges alakba ontésekor nehézséget jelentene.
Az R*R,, operator hipermaximalis, spektruma tisztan diszkrét, ésa 0, 1, 2,...
szamokbol all. A megfelel6 sajatfliggvények legyenek ipo(a,,), o/ "(J*- o

[Ha gnhelyébe az
1Jv.4

kifejezést irjuk, akkor

i n e _ | nr |6
v2hp,, 2*' dq 2n\l 2p,, i dgn

1 111
atmegy —q-ba, illetéleg —=------ ba, igy
V2 V2 fdq

Kar™ ¥

M;=_W +" i+

182 1,1
" n~~2 7kf+2q ~2'
Eme operatorok sajatérték-elmeélete tobb kézikonyvben is megtalalhatd. (Lasd
példaul Courant— Hitbert, 261. oldal a (42), (43) képlet és az odavago anyag, 76.

oldal (60), (61) képlet, vagy W ey1: Gruppentheorie und Quantenmechanik, 74.
oldal és az utana kovetkez6 rész.)]
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A IME)> ®271-e+ a £ térben, a $](%),... a gn térben alkot teljes
ortonormalt fuggvényrendszert, igy a

Ow.-MI«!” ee>0n)=A (W m,(9i). » Am,(ijv),
k=12 , . . Ai,,..,MN=0, 1 2,..

a £,qlt...gNtérben, tehat a konfiguracios térben lesz teljes ortonormalt rendszer.
Tehat minden ®= d(£, <?,,..., gN) hullamfiiggvény a kdvetkez6képpen fejthetd ki:

00 co 00
(iX*ss 5n)= X X see X alll|..Mydwl. Mn(&" 15« 99n)=
=1M=0 M=0
00 00 00

= kZ:| ,v%:o ooomzo

Annak nincs jelent6sége, hogy a teljes ortonormalt rendszert és a kifejtési

egyutthatokat az JT+ 1szamu g Af,,..., Aivindexszel jel6ljik meg egyetlen index

helyett. Val6ban, a Il. 2. fejezet meggondolasai ezt igazoljak. A ® hullamfiiggvények

Hilbert-terét gy is felfoghatjuk, mint az (N + lindex() alll Mr~rek Hilbert-terét
00 00 00

(ezekre £ Z ee Z [a*M,....«J2 véges). Vajon ilyen felfogasban a Hilbert-Xéx
k=1M,=0 MN=0

melyik operatora lesz H? Ahhoz, hogy erre valaszolhassunk, szamitsuk ki el6szor a

Hdw, ~et. A Hgcsak a hat, ami HQ~nak  sajatertcku sajatvektora,

hasonléképpen R*Rn csak ~iM(gn)-rt hat, és ez R%Rnnek Af, sajatértéki

sajatvektora. igy

N
M= (M + Zlhpn' Mn) dam,...M,+
n=

+Z ZT* -, T-m AQI QI QI+

+PANX , QIQD+PIKAQIQIQI)mt) *

X NK+Mdwm. W - -&I'mM n)-

Az olyan operatorokra, amelyek csak a £ valtozékra hatnak (ilyena [... ] operator
is), az

Ai|\/|<U)=jgi N K, q:])qaﬂ,):j;I(A)*A(i)

kifejtést alkalmazhatjuk; itt (A)*= (At/”, ). Tovabba a mondott hivatkozasban
megmutatjak, hogy
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(ha M =Q akkor az elsd egyenletben az értelmetlen ¢ t bukkanna fel, ehelyett
ilyenkor zérust kell irni). Kdvetkezésképpen

N
Habw,... M= (VW+ nZthn M) b, ..M+

-I]:Iﬂ ,,II: J/EP-\( |,=1 2rccmv(D\®]>(Q’ € i) Mheeel ) -

+Y ™Mm>

Most mar megadhatjuk H-t, mint az alllf NWegyiitthatékra hato operéatort:

H Z akvl..Mm,,®KM,...MK- Z dakM M dkm u ,
KM,...M,, W, ,MN

ahol

HofcM.... Mn=alll,..M,,=

= "W*+ Z hpnM*rJakM  Mn+

[e¢] N L1 N
+ 7. Z.%r- Z e-q:)+ ... V,x
]=|n=|%pn\v=!2rtcmv a:)
(\M~rna;M,...M,-1...MN+ V ~n + *({jM,...M,+I...M,v)-

A H vizsgalatdban most mar eljutottunk az iV->00 hataratmenet elvégzéséhez.
Mivel e hataratmenetkor aLLl].,.m,, indexelése valtozik, egész (j H operator jon majd
létre. Olyan aw ,M komponenseket kell bevezetni, amelyeknek végtelen sok M x,

M2, ... indexe van, de olyan Mt, M2,... sorozatokra korlatozédunk, amelybdl
csak véges sok kiilénbozik 0-t6l. Ez példaul biztositja azt, hogy a H-ban el6fordul6
()
ZlhpMn

Osszeg veges. Ett6l kezdve tehat az olyan aw ,m2.. sorozatok Hilbert-terét
hasznaljuk, amelyekre
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o1 oo o [(i%AF,MR....|2

*=im =0mM20
véges,ak, Mu M2,... indexekak=1,2,..Mx,M2,... =0,1,2,... tartomanyt
futjdk be és az M,,-ek koziil csak véges (bar tetszéleges) szamd nem zérus.144 A H
végso alakja tehat a kovetkezd:

Haw,m2...= (n*+ X hPn"M ™ akMiMz...+
00 00
+ X X n+ 10/M,M2...M, + 1...
J=1n=1
ahol definicidja:

V 2p,, V&, 2ncmv Of. Qi)+ ==eVi.

Miel6tt ebbdl a benniinket érdekl6 fizikai kdvetkeztetéseket levonnéank, emlékezte-
tlink arra, hogy ezt az eredményt a sugarzas elektrodinamikai elméletébdl kiindulva
kaptuk meg. Most pedig arra vagyunk kivancsiak, hogy az altalunk végrehajtott
szabvéanyos kvantummechanikai talakitasok elégségesek-e ahhoz, hogy szamot
adjanak a sugarzas diszkrét, részecsketermészetérdl, sarrél, hogy ez mennyire tér el
a hullammodellb8l szd&rmaz6 eredményekt6l. (Vegylk észre, hogy ilyesmire akkor
is szamithatnank, ha kdzvetlenil a fény részecskemodelljéb6l indulnank ki ahelyett,
hogy — miként most tettik — az elektromdagneses teret kvantalnank.)

Az mar latszik, hogy kifejezéslink a részecskeszer(i fénykvantumot valamiképpen
tartalmazza. Tekintsiink el a masodik tagtol, amely a perturbacionak felel meg és az
S rendszernek az egyik stacionarius allapotbdra méasikba térténd kvantumugrasait
irja le. (Bar voltaképpen ez utdbbi jelenség érdekel benniinket, azonban nem
annyira jelent6s, mint maga az S anyagi rendszer és a mar rendelkezésre alld
sugarzas, amit, ahogy latni fogjuk, H elsd tagja jelent.) igy csupan

=(w*+ x hPn"w}jakMiMi

marad. Az energianak ezt a kifejezését a kovetkez&képpen értelmezhetjik: ez nem
egyéb, mint az S rendszer Wk energidja, meg a hpnmMn mennyiségek osszege.
Kézenfekv§ tehdt az M,=0, 1 2,... szamokat a hpn energiaju részecskék
szdmakeént felfogni. hp,, azonban éppen az az energia, amelyet Einstein Szerint pp
rezgésszamu fénykvantum hordoz (lasd a 134. jegyzetet). lly modon H, alapjan az
elektromagneses teret H-ban (eltekintve az elektrosztatikus résztél), vagyis L-et igy
foghatjuk fel, hogy az voltaképpen pu p2,... rezgésszamu, tehat hpu hp2,...
energiaju fénykvantumokbdl all. E részecskék szamataz M,, M2, ... (=0,1,2, ...)
indexek adjak meg. Azt, hogy p,,p2,... mellett mas rezgésszam nem fordul el6, tgy
indokolhatjuk meg, hogy ezek éppen a H (ireg sajat rezgésszamai. Valoban, az
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®,,(*. Y, Z) my cos 2np,,(t- 1)

vektorpotencialok irjak lea H tiregben egyedill lehetséges stacionarius elektromag-
neses rezgéseket.

E meggondoldsok és értelmezések csupan heurisztikusak. Teljesen Kielégit6
megallapitast csak akkor tehetlink, ha a H energiakifejezést az L sugarzas
fénykvantummodelljéb8l kiindulva alkotjuk meg. Azért kovettik el6szor a
klasszikus eljarast, mert a kvantummechanika el6tti fénykvantum-hipotézis nem
szolgéltat kifejezést a fénykvantumok és az anyag kdlcsdnhatasat leiro energiara (a
klasszikus elektrodinamika atértelmezése e ponton sohasem volt sikeres). Mi
azonban, ha eredményiink (melyet Ggy szarmaztatunk le, hogy a kdlcsonhatasi
energia kifejezést nem specializaljuk) alakja H-éval megegyezik, e kélcsénhatast az
egyutthatok osszehasonlitasaval meg tudjuk majd hatérozni.

A fénykvantum-hipotézis alapjan mit tudunk mondani az L allapotterérdl?
Egyetlen fénykvantumot (H-ban) bizonyos koordinatak dsszességével jellemezhe-
tiink. Jeldljuk ezeket egyitt az u szimbolummal.145 Ennek stacionarius allapotai
legyenek i/~(u), §/2(u),... (ezek ortonormalt rendszert alkotnak), a megfelel§
energidk pedig EItE2,. ... Ezek felelnek megapl,p2,... rezgésszama S ,,®2>. ..
elektromagneses sajatrezgéseknek. (Az Einstein-féle felfogas szerint E,,=hpn, amit
be is fogunk bizonyitani.) Ily médon a kovetkez6t allapithatjuk meg. Az
elektromagneses felfogasban a fény energiajat Ggy normalhatjuk, hogy a fény
energiajanak minimalis értéke legyen 0 s ez feleljen meg az MI=M2- ... =0
indexértékeknek. igy felismerjlk, hogy a ,,nem létezés”, a ,,hiany” valojaban a fény
lehetséges allapota. A valdsagban a fénykvantumok kibocsatédnak és elnyel6dnek,
tehat fény keletkezik és elt(inik. Am a kvantummechanika szaméra az ilyen felfogas
teljesen idegen. A rendszer allapotteréhez minden részecske a sajat koordinataival
jarul hozzé és igy a rendszer formalis leiraséaban oly Iényeges szerepet jatszik, hogy
tulajdonképpen eltiintethetetlennek kellene lennie. igy az elnyel6dés utan a
részecskének egyfajta rejtett létezést kell tulajdonitanunk, melyben a koordinatai
tovabbra is részt vallalnak a konfiguracios tér jellemzésében. Kovetkezésképpen a
t,,(n) allapotok kozill az egyiknek (melynek energidja E,,=0) a fénykvantum
nemlétének kell megfelelnie. Ezt do(n)-\a\ jeldljik (Eo=0), igy dx), p2(un),... a
létez6 fénykvantumoknak felel meg, a teljes ortonormalt rendszert ¢o(u), d{(n),
$2(un),... alkotja.

Tekintsiik most L-et, az 6sszes fénykvantum rendszerét. Most ,,nemlétez8”,jelen
nem levd fénykvantumokat is figyelembe vesziink; az L-ben lehetséges el6fordul6
fénykvantumok szama végtelen. Kényelmetlen azonban tgy dolgozni, hogy L-ben
végtelen szamu alkotdrész van, ezért el6szor S fénykvantummal szamolunk (S= 1,
2,...) és utdna térlink at az S-t0 0146 hataresetre. Legyen ezen fénykvantumok

sorszama 1 ,..S, koordinataja pedig M,. .., us. Az L konfiguracios terét tehat
«,,..., Us,S+ L-étpedig u,,..., usjellemzi. AzS + L altalanos hullamfliggvénye
tehat /({, us) és a <) in.K)'' «'~(«s) fuggvények (k=1, 2,...,

nlt.. ns=0, 1 2,...) teljes ortonormalt rendszert alkotnak.
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E leirasban a fénykvantumok alapvet§ tulajdonsaga, hogy azonosak egymassal,
vagyis nincs ésszer(i mad arra, hogy ugyanolyan n koordinataja két fénykvantumot
megkiilénboztessiink egymastol. Masként fogalmazva, az olyan allapot, amelyben
az m és az n fénykvantum koordinataja um=u\ u,=u", nem kiillénboztethet6 meg
attol, amelyben um=u", u,=u. (Ez a klasszikus, nem kvantummechanikai
leirdsmadd; nem a tp(u) hullamfliiggvénynek, hanem u-nak értékét adjuk meg.) A

kvantummechanika nyelvén ez azt jelenti, hogy az/(£, u um..., U,,..., US)
hullamfiggvény nem kilonbodztethet6 meg az /(<J, u,,..., U,,,..., us)

hullamfliggvénytél. Eszerint barmely 9? fizikai mennyiség varhato értéke ugyanaz e
két allapotban (mivel ez F(R)-re is érvényes, minden fizikai mennyiség statisztikaja
is egyforma. Lasd E,. és E2 vizsgalatat a Ill. 1 fejezetben). Legyen umés u,
felcserélésének operacidja 0 m (0 m,egyszerre hermitikus és unitér, 0\,,= 1,amint az
azonnal belathatd), ennek segitségével tehat 91 varhato értéke /-re és Om,/-re
ugyanaz, tehat

(Rff)=(ROMY O mf) = (OmROM J),

igy
R=0nmROmM vagyis OnmmR =ROm.

Ez azt jelenti, hogy esetiinkben csak olyan R operator engedhet6 meg, amely

valamennyi Om,-nel felcserélhet6 (m n=1,.. S, Tdn), tehat (tekintettel az Omn
definiciojara) amelyben az 6sszes ut,.. us koordinata szimmetrikusan szerepel.

Az olyan/hullamfiiggvényt, amely az u,,..., us koordinatakban szimmetrikus,
vagyis, amelyre Onmf =f(m,n —I,...,S,m =n) ilyen R operator ismét szimmetri-

kus hullamfuggvénybe transzformalja at: Om,Rf =ROmf =R f Ezek az/-ek zart
linearis sokasagot alkotnak, amely az/-ek '/1L Hilbert-terének J11 Hilbert-ahcre, R
pedig /1"t 6nmagaba képezi le. Az ilyen R tehat az 'JZ/ Hilbert-tér operatoranak

tekinthet6. Kovetkezésképpen a kvantummechanika céljainak éppugy
megfelel, mint az eredetileg tekintett Figyelembe véve L szimmetriajat a

fénykvantumok felcserélésekor, felmer(l a kérdés, hogy vajon nem korlatozhatjuk-e
figyelminket csak a szimmetrikus hullamfiiggvényekre, mas szoval nem helyettesit-
hetjik-e iK'Z-et 4J'/-sel. Ezt meg is tessziik és az, hogy eredményiink teljesen meg fog
egyezni a H-ra az elektromagneses elméletb6l leszarmaztatott kifejezéssel, végil is
igazolni fogja ezt a 1épésiinket.147

A E)IH,) ... ips(us) fliggvények teljes ortonormalt rendszert alkotnak J11-
ben. Ennek segitségével megalkotunk most ilyen rendszert jR™'-ben is. Legyen MO,
M,,... (=0, 1,2,...) olyan szamsorozat, amelyre MO+ M, + ... =S, ezek koziil
tehat csak végesszamu kilénbozik 0-tdl.

Jelélje [MO, Mx,...] azon u,,..., us indexrendszerek halmazat, amelyben a 0
AiO-szor, az 1 Ai,-szer, ... fordul el6. Pontosan MO! MI\... ilyen rendszer van.
Legyen

DMI (1 “s)= [ PuM -« (“sl-
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Tekintve, hogy a /MM az MO! Al,!... péaronként ortogonalis egységnyi
abszolut érték( tag dsszege, azért abszolut értékének négyzete M0O!eM ,!..., tehat
abszolut értéke J MO!eM ,lee e Két kilonb6z6 ®MM  tagjai paronként
ortogonalisak, igy a

1
PMOM,... (ul>-+4 LB)= > M, M,...(u M -« ->N\g)
ANMgleM jleem
fuggvények ortonormalt rendszert alkotnak. Az u ,,..., us valtozokban szimmetri-
kus /(£, w,,..., us) skalarszorzata <p*(E)dwm,Mm, ®>»‘s) minden tagjaval
egyforma, igy ortogondlis rdjuk, ha ortogonélis f(«®WM  (u,,..., Ujj-re,
tehat (k(£)dmom, (u,,..., us)re. Ha tehat ortogonalis valamennyi
.,«S)-re, akkor ortogonalis valamennyi ee N ((“si-
re, is, tehat zérus. Kovetkezésképpen (az $ (**-heztartozo) oo -N)

fliggvények R”-ben teljes ortonormalt rendszert alkotnak.
Tekintsik S+ L lehetséges energidinak halmazat. Ennek els§ 0Osszetevlje S
energiaja (2a)), amelyre definicio szerint HOK(E) = WK(pk(£); tehat S + L esetén

HO<P(E)PvOM, .. X““1, ome>"*)= Wkepk(2i//IMOM (1 . .,u8).

Masodszor (2B)), mindegyik /' fénykvantum energiaja H,,&,,(n) = Erth,,(1). Az m-edik
kvantum energidja S+ L-ben (m=1 ,..S), tehat

HijMOIM«!)- ee™M “«)- «ll'rs(us)=

= En,,<PKZ)TnI(UI)- +X > 1) smOrEL

ésH,=H@+ ... + H(-et kell képezni. Végiil, az i fénykvantum és S kdlcsdnhatésa-
nak energiajat irja le a F operator. A T még nem ismert pontosan, azonban

matrixa segitségével azonosithatd:
i t KR
i=1p=0

Az S+ L-ben tehat az w-edik fénykvantumra

L AT’ ¢ - L =

=1 | Ko.Up</>y(i)-"»,(WI)- » -¢op”T)- m drfill =
1

=1 I UK-p,)- *+Kyp - «-ii(ns-p s)x
j-1 A -Ri- RO
XA(0)-"p,(«1)" = e=Ap>m)" * mAS(“s)

1 Neumann J. 161



[B()= 1, ha n=0, és 0, ha n=)] és képezni kell a

Gsszeget.
Mindent dsszevéve azt kapjuk, hogy

)-" "*ns(us) =
= (Wk+Eni+ ... +EMgx({/;)pr(nl)- mep,s(us)+
00 00 S
+Z 4 Z <G»1- Pl)-meKnjjp.- m 6(ns-Ps)x
=1p,..ps=0m=1

X<Pj(i)" «/p.(Mi)- * *As("s)-
Egyszer( transzformacioval ez atalakithato:

H<p*(0 DMm,,M,...(M1,- e »““S) =

(U LA WS JOMM...(i, . us)
o ®

+Z 2 MMGIpFIE OM0n - myi N+t
j=1np

(n=p esetén .. ,M,—1...Mp+ 1......... M,,...-nel helyettesitendd), tehat az
ortonormalt fliggvenyeket hasznélva

(i o) =

=\ Wk+ Z MnEn)<pk(ii)*MoM.,.(ul, ... us)+
\ n=0 /

® o
+ _Zl an Y M»(MP+ 1-~(A-P)) Hnlyphjfi) X
=1L,
Xl'm “1,- --,«8)-
Az altalanos/(<*, un,,..., us) fliggvény sorbafejthet6:
I(E, M,,..., us)=
o ()]
=7 z akM,,M,..8k(E)MM,..AuU ---, us)-
k=1 M,+M, +...=S

igy M'felfoghato, mint az allbM  egyiitthaték sorozatainak (k=1,2,..., Ai0,
Mj,...=0,12 ,.. MO+M{+ ...S) Hilbert-tere\ e sorozatokra
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X \a KMOM , ... \2

KM,,M,...

egyenlettel a kdvetkez6képpen definialhato:

véges. Ekkor H a

00 00

A X X akMOM{.. . (Un- . us) =
K= 1 MO,M,,... =0
(MO0+ Mj + =9)
00 [00]
= X X akMML..  )DADAL.. (1%« +0M) y
k=1 MO, M,...=0
(MO+ M| + =S)
amibdl
VeNDA...=aon,... —& + XM, ea dldn,..+
\ n=0 /
00 [00)
x x \J A p+ l 6(n p)) X Efenjpy a*aiOM j.. .A/,—1...Mp+\...
i= 1n,p=0
[K.Y és n, p szerepe a *-, Us)-et tartalmazo formulahoz képest itt

felcserél6dott, \jpkn helyett V hermitikus voltat figyelembe véve Fte"pl irtunk].

Most sor keriil az S-* + 00 hataratmenet elvégzésére. Az MOt M1,
meghatarozza, mert M0=S-M |—M2- ..., igyaw,M helyett akMiM irhato,
igy az indexeket a

k=12,..; M,M2)...=0,1,2,...;

Af, + M2+ ...
feltételek szabjak meg. Bevezetve az

Skiddd= ty,  ~Is ~Qjn= Ay,

\/s Kuuo=
(Ft,J2 hermitikus!) jeloléseket és figyelembe véve, hogy £0= 0, irhato, hogy

= 11117 2= XMrErJakMM  +

[00)
+XK\jajM,M1...+

i=1
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+ X XVMm Qrmmmmmmmmmmeee
7 1n=1 ¢}
* ® -
L L e —— AX|Trie TMIM 2. M 1+ 1. +
j=In=1 n
0 @

+ Z Z iM n(Mp+\) *kn\jp QjMtM2...M,,—1...MP+1... -

Tartson most S + oo-hez. Azaw ,M2 tovabbra is meg van hatdrozva minden olyan
kMIM2... sorozatra (t=1, 2,..., Ai,, M2,... =0, 1, 2,...), amelyekre csupan
véges szamu M,, kiilonbozik zérustol (lasd a 144. jegyzetet), és H-ra azt kapjuk, hogy

A akM,M2...= a'kMtM2...= Aw i+ z M,,ENj (ikM,M2.. . +
)
A oA
7=1
O O
+7Z Z ajMiM2.. M, +1... +
7=1n=1
s/M n<gMjm2.. . M,—1...) “
00 00

+ Z Z an\jpyM,,(Mp+ 1)aIM‘MZ...MIIrI LM op+
7=1n.p=1
A sugarzas elektromagneses elmélete alapjan levezetett egyenlettel a hasonldsag
nyilvanvalo. A két 0sszefliggés azonossa valik az

E,,=hpn, Kku=0,

Kn\jp= Q

azonositasokkal. Lathaté tehat, hogy a fénykvantumfelfogas a klasszikus elektro-
magneses felfogassal azonossa valik, ha figyelembe vessziik az aldbbi szabalyokat:

1 Az utdbbit az &ltaldnos kvantummechanikai séma szerint kell atirni.

2. Minden fénykvantum energidjat az Einstein-torvény szerint a rezgésszam h-
szoroséval kell egyenl6vé tenni.

3. A fénykvantum és az anyag kdlcsonhatasi energiajat megfelel6 modon kell
definialni (lasd V fenti kifejezését).

llyen mddon a korai kvantumelmélet egyik legnehezebb paradoxona, a fény
kett6s természete (elektromagneses hullamok, vagy diszkrét részecskék, azaz
kvantumok) brilidns megoldast kapott.148 Megjegyezziik, hogy a most kiszamitott
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V kolcsdnhatasi energia kdzvetlen és vilagos értelmezése nehéz. Ez anndl is ink&dbb
igaz, mivel a zérustdl kilonbdz6 KmjPmaétrixelemek (ezekben n¢p 0 és p=0, vagy
pedig n—0 és pO) fliggnek az dsszes lehetséges fénykvantumok S szamatol (1/°/S-
sel aranyosak) — bar végil végre kell hajtani az S-* + oo hataradtmenetet.
Elfogadhatjuk azonban azt a felfogast, hogy minden modell-leiras kdzelit§ és az
elmélet pontos tartalma az egész H operatorban rejlik.

Visszatériink most eredeti feladatunkhoz: az &tmeneti valdszin(iségek meghata-
rozasahoz. Az id6tél fliggé Schrodinger-egyentet értelmében az

aw,m,...—auw,m,..,(f)
egyultthaték valtozasat az id6ben a

{rﬁam.M,...——h'aKMM... —
m Ot

=-(wk+tThpnMnakMM. . - T t WIj-(I\i,,+\ x

\ A—1 i j—1n%1

XaMM. M+ +u/4 MM, Al-1..)

egyenlet hatarozza meg. Az valtozéasat f6képpen e kifejezés els6 tagja
okozza, ezért tanacsos ezt az

: “v (vt
akMM,..At)=e h( é’ t=kMMR.. (0
helyettesitéssel levalasztani. Ekkor

o

—e K| un \/ RVAR P

Az akMM  és bkMM  fizikai jelentése szarmaztatasuk alapjan érthet6 meg. Ha

MO+ M, + ... = Svéges, akkor a (pr(E) m .., us)allapotban S a k-adik

kvantumpalyan van és 0, W2,... éallapotban MO, M,, M2,... szamu

fénykvantum van, azaz M0 szamu van a ,,nincs jelen” allapotban és M,, M2,. ..

szaml van a ®,, ®2,... karakterisztikus rezgéseknek megfelel§ allapotokban.
E hullamfliggvénynek megfelel6 akMM* -k a kdvetkezdk:

(Csak véges szamu tényezd kiilonbozik 1-t6l, hiszen Al,= A2,=0, véges szamu
kivételtdl eltekintve.) Ez természetesen érvényes marad akkor is, ha S->+ 00. Az
S+ L tetsz6leges aw m> allapotaban a konfiguracié valoszinlisége (a nem
degeneralt diszkrét spektrumon mérve, lasd a Ill. 3. fejezet gondolatmenetét) ezért
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I X akMiMz,6(k-11)6{M1- M 1)S(M2- M 2)...\" =

kM XM 2mmm
= hW,M2...|2= IMNUGr...|2-

Annak valoszinlisége pedig, hogy S-et a k-adik kvantumpalyan talaljuk, a
kovetkezd:

®i= X IMUJT.J2
Legyen az atom a kezdeti id6pillanatban (i=0) a C-adik allapotban és legyen M x,
M2, .. fénykvantum a megfelel6 Sj, 82,... allapotban jelen, vagyis
bKM,MF.. =akMIM2.. = A(K—) B (Mi—M ,)sO(M2-M 2)...
A fenti differencidlegyenlet értelmében az els6 kozelitésben (vagyis olyan rovid t
id6kre, amelyekre a jobb oldal allandénak tekinthetd) csak azok a ibLIJ M -k

fognak zérustdl kiillénbozni, amelyekre vagy az Mx, M2,..., Ai,,+1,... vagy pedig
azMu M2,..., M,,—1,... sorozat megegyezik az M1, M2, ... sorozattal; vagyis
azok, amelyeknek indexsorozata L, M2, M2,..., + Elvégezve az
integralast:

j_e—it™»
= W Wt-\Wk_-hrpn VIW .+ |,
- W(-W k-hpn
Az Osszes tobbi bkMIM  zérus ebben a kozelitésben. (Kivéve -t, amely

egyenl6 a kezdeti 1értékkel e kdzelitésben, vagyis r2-es tagoktdl eltekintve. Mégis az
o

a kovetkeztetés, hogy —tbkq n =1 kétes, hiszen ebben az esetben a differenciale-
0

gyenlet végtelen sok bAdi|m2..m,,+1.. jellegli tagot tartalmaz, melyek kdzelitésiink-
ben nem tlinnek el. Nem érvelhetiink tehat ugy, hogy kis f-re e tagok kicsinyek,
kovetkezésképpen 6sszegik is kicsiny. Valdban, a kdvetkez6 rend( kozelitésben
szdmolva belathatd, hogy eltérése 1-t6l nem i2-tel, hanem f-vel aranyos.149
Mivel azonban

X ™Mr...|2~ X akMM2..\2=1
KM, M2... KM, M2

MAMM....|2= 1~ X M. | 2>
LU, M2... "ksd, IH2. ..

a bkm,M2  kozvetlen meghatarozasara nincs sziikség.)
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A folyamat kvalitativ jellege vilagosan felismerhet6: az  (vagyis p,, rezgéssza-
mu) fénykvantum kibocsatdsdnak megfelel§ bw,#2 . . .annal nagyobb, minél
kisebb a Wk_W_h nevez6, mas szdval minél kozelebb esik a fény pnrezgésszama a
(N~- WK)/h ,,Bohr-rezgésszdmhoz”,150 ugyanigy az elnyelésnek megfelel§
bkm,M2...M,, , n6, amint pnmegkdzeliti (Wk-Wi)/h-t. Lathato tehat, hogy a Bohr-fé\e
rezgésszam-osszefiiggés nem pontosan, hanem csak nagy valészin(iséggel érvényes
(természetesen nem az dsszes frekvencia fordul el sziikségképpen a p,,-ek kdz6tt) és
csak akkor, ha t kicsiny és a p,,-ek egymashoz kozel esnek (ami igaz, ha a H (ireg
nagy). A WE{k a folyamat bekdvetkezésének gyakorisagat még tovabb novelik.
Nemsokara azonositjuk ezeket az atmeneti valészin(iségekkel.

A . ..,-ekre vonatkoz6 képleteinkbdl kovetkezik, hogy
WA M. M+L..|2=

I-cos2”p,-— -,
, 4 \Y; w
Vo= )
/ Wk- WI\
2 , 1- COs24 A ---—-—-- — )
/ nr-xJ2
és
1Mwm2. 2=01
m,M 2...,
ha LW ,M2...°
12 .Mnz\. ..

Ebb6l /c="£ esetén @r ra kapjuk, hogy

. . n~r-nA
1—COS 2T p . —remmremmreemmeemes f

e.- Y Im+,K |2 n +

I-cos21
* 2 \VA h J

+RiF MJA 7 WI-HjA2
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ac
(Az els6 Yj a kibocsatasnak, a masodik pedig az elnyelésnek felel meg.) Ahhoz,

n=1
hogy e @t-kat zart alakba irhassuk, egyszer(sitd feltevéseket kell tenniink. Egyrészt
H-t igen nagynak valasztjuk (F-+00), masrészt H karakterisztikus rezgéseit
statisztikusan kezeljik. E célbdl a fenti 6sszegekben azokat a tagokat fogjuk Ossze,
amelyekben p,, a p és p + dp kdzé esik (W"t kifejezését beirjuk és feltételezziik, hogy
dp<p):

1

4n2c2hp

x| i — Ne .x(6i,ei,0:)+-..ki2(MB+i)]x

Ugyanezt kell elvégezni a masodik 0sszegben, csak M,,+ 1 helyébe ott M,, és
(Wi-WKk)/h helyébe (Wk- WR/h keriil. A szdgletes zardjelben allo kifejezést kell
kiértékelni.

Nem az M,, M2, ... értékeket szokas felsorolni, hanem az intenzitassal, vagyis a
spektrum p és p + dp intervallumaba és az egységnyi térfogatba esé I(p)dp sugarzasi
energiaval szdmolnak. Eszerint

I hpnMnxhp X Mn=VI(p)dp,

PAP*UP +dp PUPnUP+dp

i e .- ™ *
P4P,Sp+dp P
Aw .. altal levezetett dltaldnosan igaz aszimptotikus képlet alapjan (lasd a 140.

jegyzet hivatkozéasat) a p, p + dp intervallumba es6 p,,-nek szama

s igy
/ 8nhp3\

| (M, + 1)*-Aeeee— ————-dp.
Ha pSp,Sp+dp "p

[(PAT 2 Q» e»erit.-*)«
v=I1"an»
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a p, p+dp intervallumban a Wkk(p) atlagérték koéril gyorsan fluktual, akkor a
szbgletes zardjelben allo kifejezésre ezt kapjuk:

/ &Tthp3\
YIE+~1T7
We(P)— __(_I_J_) --------- ,
illetéleg
VAR()
Wkl - p.

{p) hp 0P

irjunk vlk-t és viGt a ( Y illetblega (  —WK)/h helyébe, akkor dsszegeinkre

kapjuk, hogy

” M,i u. 87rfcp3:]|-00327t(p-vw)|’
&k~4nW ¢3 (p-v**)2

1—cos2n(p —vtl)rl V\Ikk(P)
1(p) >

(P- \,«)2 j P2
Kicsiny t-kre az integrél nyilvan i2nagysagrendii (hiszen 1—cos2net ilyen), kivéve
az integralasi tartomany ama részét, ahol a p—vu vagy a p —vikk nevez6 kicsiny.
Ebben olyan jarulék adédhat, amely t2-tel 6sszehasonlitva nagy, s ha ez a helyzet,
akkor ejarulékok szolgaltatjak &kaszimptotikus kifejezését. Valdban, ez a helyzet,
mert belatjuk, hogy t nagysagrend( jarulékot kapunk.

Tekintve, hogy w = —vkk= (Wk—WK)/h, azért ha Wk> Wk, akkor csak az elsé tag,
ha pedig Wk< Wk, akkor csak a masodik tag nevez6je lehet kicsiny, tehat az els6
vagy a masodik tag lesz lényeges, attol fiigg6en, hogy Wknagyobb vagy kisebb, mint
Wk. Tovabba, mivel a vSetol, illetéleg a vA-tol tavoli p-k az integralokhoz csak t2
nagysagrend( jarulékot adnak, a vik=\Wk—WkVh jel6lést bevezetve az integralok
alol 1 WKk{ykk) Ivh kiemelhetd; itt

8n/iv?i
i=/(v«)+—C3",
illetéleg
1=1(W-
igy o
n =Vl Wuy) 'l cos2a(p-yu)r
« "k 4nx2havk ) (p-vW)2 P
0
® +0

Mivel ez ismét t2-esjarulékhoz vezet, az j -t helyettesithetjik J -lal. Bevezetve az (j
—o00

0
x =2n(p —vkkt valtozot, kapjuk, hogy
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+ ac

j (P-w)2 -)-d))_ 2iit JCIZ)EQA dx.2. . .=

Tehat végul
n VI T bl

®t= g

amivel azt is bebizonyitottuk, hogy @t i-nagysagrend(.
Ahhoz, hogy WKI(vij)-t kiértékeljiik, olyan alakot kell taldlnunk a

X—(p;an,(0;,0"N05)+ee)«2

v=Il"»v
kifejezésre, amely ~,-et nem tartalmazza. llyet Ugy kaphatunk, ha fl,-et
(amennyiben annak gyors ingadozasait tekintjiik) alland6 hosszlsagu, rendezetle-
nil iranyitott vektorral helyettesitjik. Ez szamvektor szorozva az 1 matrixszal,
hiszen a térben allandd, vagyis nem fligg a Q*, Ql, Qt6i, allandd y,, hosszlsaga az

L dxdydz =4nc2
H

normalasi feltételbdl kaphato, igy

Vyi=4nel, y2=_"""
Atlagban [®,, =®2 +A3y+/132=y2 }-a ad jarulékot S2wvhez, ez
j = 4ac2
é Y, :5§y~ » Ugyanez érvényes Y, >-a és LL| .-re is. Kdvetkezésképpen
wki{p)=9i\. i — X, QIQH)+ mme + )« 2~
v=1 m v

Minthogy a HOkul6én az S rendszer energidja, egyenld a kinetikus és a potencialis
energia osszegével:
Hiz | A-((P a2+ (Py2+ (PD2)+
v=12mV

+V(QuQ\,Q\,..,Qf 07, Oi).
Ekkor igaz, hogy153

h0Qi- avHu= 2/mtﬁYp;.
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A HO diagonalis matrix, melynek diagonalis elemei Wu W2. . -[(HO)k=
Ebb6l a matrixelemekre kdvetkezik, hogy

2nimv
(Mk= -h—z (Hoei-06iHo/k=

2nim,,
-7 (wke W) ek )8zt 2inmwki(QM =

Tehat

(b'4 1H‘)'

Ezt 0 t-ba helyettesitve kapjuk, hogy

Bevezetve a

(I
I evol tooe
% - )kk

mennyiséget, az eredmény a kovetkez6képpen értelmezhetd: az S atom az alabbi
atmeneteket (kvantumugrasokat) szenvedi el:
1 Atmenet a magasabb energiaju Kéallapotba (Wk> Wk). Az atmenetek szdma

masodpercenként:

vagyis aranyos a megfeleld (Wj —WKk)/h 6oar-rezgésszamu sugarzasi tér intenzitasa-
val.

2. Atmenet az alacsonyabb energiaji Hallapotba (W < WK). Az dtmenetek szama
masodpercenként:

32 K\ h )’

vagyis aranyos a megfelel§ (Wk—WK)/h Bohr-rezgésszamu sugarzasi tér intenzitasa-
val.

3. Atmenet ezenkivill az alacsonyabb energiaja H allapotba ( ) ; az
atmenetek szama masodpercenként:

(Y-
3he3 h J°

vagyis fuggetlen a jelenlevd sugarzasi tértél.
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Az 1. a Sugarzasi térb6l torténé elnyelésnek, a 2. a sugarzasi tér altal gerjeszteti
kibocsatasnak felel meg, a 3. spontan kibocsatast jelent, amelyet minden olyan atom
elszenved, amely még nem a legalacsonyabb energiaju stabilis stacionarius
allapotban van.

E hadrom atmenet mechanizmusét Einstein mar a kvantummechanika felallitasa
el6tt termodinamikai meggondolasok segitségével megtalalta.154 A WKk atmeneti
val6szinliség értéke azonban hidnyzott. A

wkl= (1 eM2i) + (1 evQ>) + (1 eWBA

\v=1 ! Kic \v=1 | kH \Wwv=1 | kH

kifejezés, mint mar emlitettik, Heisenberglsél szarmazik. Ezt most Dirac
madszerével az altalanos elmélethdl vezettik le.
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IV. AZ ELMELET DEDUKTIV FELEPITESE

1. 1 statisztikus elmélet alapjai

Alll. fejezetben a kvantummechanika minden allitasat sikerilt (az ott E2-vel jel6lt)
(E) V(%<p) = (R<p.cp)

képletre visszavezetni. (Itt F(IR, op)az IRmennyiség varhatd értéke a (pallapotban, R
pedig IR operatora.) Az alabbiakban megmutatjuk, hogy maga ez a képlet miként
vezethet6 le néhany altalanos kvalitativ feltevésbdl. Ezzel egyid6ben a kvantum-
mechanikanak a I11. fejezetben kiépitett egész szerkezetét is ellenérizzik. Mindezek
el6tt néhany megjegyzést kell tenniink.

A allapotban 91 varhat6 értéke p = (R, o), e2sz6rasnégyzete pedig az (IR—p)2
mennyiség varhaté értéke, vagyis ((R-p ml)2<cp)- [lA<pll2-(A<p, (P2 (ezeket
mind E. alapjan szamitjuk ki, lasd a 130. jegyzetet). Ez utébbi altalaban nagyobb
zérusnal (és csak akkor zérus, ha R(p=pcp, lasd a Ill. 3. fejezetet), igy 9l-nek
statisztikus eloszlasa van még az egyetlen <p allapotban is (ezt mar ismételten
hangsulyoztuk). E statisztikus jelleg azonban még jobban kidomborodik, ha még
azt sem tudjuk, hogy voltaképpen melyik allapottal van dolgunk, példaul amikor
Wu W2, ... valdszinliséggel tobb <Pi,(p2, mmm allapotot kell a rendszer leiraséara
hasznalni ((w, 2:0, w2” 0, wx+ w2+ ... = 1). Ekkor az IRmennyiség varhato értéke
a valoszinliségszamitas altalanos torvényei szerint

P'= IIE_I>V(K<P,,, <)

Altalaban érvényes, hogy (Rep, q9)=Sp (PMR). Valdban, vélasszuk meg a
iffj, 2, ... teljes ortonormalt rendszert gy, hogy egyenld legyen <p-vel (igy
®2, 43, ... cp-Te ortogonalis), ekkor

(@ ha n=1,
[ " (0, egyébkeént,
igy

W m *)= 1 (PMO*®J Wm, dn)=
mn

=7 @ OT)(KOT, D= (Ki. Pm

m

173



fgy
p'=Sp(jx»viP[vjjfl).

n

operator definit, mivel PM is az és w,2;0, spurja pedig £V,, = 1, tekintve, hogy
SpPw -1I.

Ily modon U az allapotok elébb emlitett keverékét statisztikus szempontbdl
kimerit6en jellemzi:

p'=Sp(UR).

Hangsulyozzuk, hogy a tiszta allapotok mellett az ilyen allapotkeverékeket sem
szabad majd figyelmen kiviill hagyni. EI6bb azonban altalanosabb kérdésekkel
foglalkozunk.

Felejtsiik el most az egész kvantummechanikat. Tekintsik az S rendszert,15
amelyet a kisérletez6 szamara a valdban mérhet6 mennyiségek és e mennyiségek
kozott fennallé fliggvénykapcsolatok 6sszessége jellemez. Minden mennyiséghez
hozzaértjiik a r4 vonatkozd mérési utasitast és azt is, hogy értékét hogyan kell
leolvasni, vagy kiszdmitani a méréberendezés jelz6rendszerének &llasabdl. Ha XX
egy fizikai mennyiség és /(x) tetsz6leges fiiggvény, akkor az /(IR) mennyiség
meghatarozasa a kovetkezd: el6szor megmeérjik SR-et, legyen ennek értéke a. Az
I(IR) értéke, ekkor f(a). Amint latjuk, minden/(iR) mennyiség (IR régzitett,/(x)
tetsz6leges fiiggvény) iR-rel egyidében mérhet6. Ez az egyszerre mérhet6 mennyisé-
gekre az elsé példa. Altalaban a két (vagy tébb) IR, $ mennyiséget egyszerre vagy
egyidejlleg mérhetének nevezziik, ha van olyan berendezés, mely mindkett6jiiket
egyszerre méri meg, bar megfelel6 értékiiket a leolvasashol esetleg kiillonboz&kép-
pen kell kiszamitani. (A klasszikus mechanikdban minden mennyiség egyszerre
mérhetd, amint azonban azt a Ill. 3. fejezetben belattuk, a kvantummechanikaban
nem ez a helyzet) Az ilyen mennyiségekre az f(x,y) kétvaltozds fuggvény
segitségével definialhato az/ (91, ®) mennyiség is. Ezt is megmérjiik, ha IR-et és ®-et
egyszerre mérjiik, s ha ez utébbiak értéke a, illet6leg b, akkor/ (9J, $) értékef(a, b)
lesz. Gondoljuk meg azonban, hogy/ (91, $) képzése értelmét veszti, ha 91és $ nem
mérhetd egyszerre; nincs mod a mérési elrendezés megadasara.

Nem csupan az egyetlen S objektumra vonatkozd fizikai mennyiségek vizsgalatat
végezhetjlik el azonban olyankor, amikor kétségek meriilnek fel tbb mennyiség
egyidej mérhetéségével kapcsolatban. llyen esetben igen sok, Sj,..., SNrendszer-
b6l allé statisztikus sokasagokat is vizsgalhatunk. Itt S-nek N szamd modelljérél
van sz8, N nagy.156 Az ilyen [S,,...,SN sokasagban nem 91 értékét, hanem
értékeinek elosztasat mérjik meg, vagyis valamely a' <affa" (a, a" adott a'<a")
intervallumra St,..,,SN kozil azoknak a szamat, amelyekben 9t értéke ebbe az
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intervallumba esik. Ezt a szamot TV-nel osztva kapjuk meg a w(a, a")= u(@")—w(a)
valdszinlségi fliggvényt.157 Az ilyen sokasagok vizsgalatanak lényeges el6nyei a
kévetkezbk:

1. Még akkor is, ha az IR mennyiség mérése az S rendszert Iényeges mértékben
megvaltoztatja (a kvantummechanikaban, az elemi folyamatok fizikajaban
valéban ez a helyzet, mert amint azt a Ill. 4. fejezetben belattuk, a mérés
kolcsbnhatasa a megfigyelt rendszerrel ilyen esetekben ugyanolyan nagysagrendd,
mint maga a rendszer, vagy annak megfigyelt részei), az IR valoszinliségi
eloszlasanak statisztikus meghatarozasa az [S,,...,SN sokasagban magat a
sokasagot tetsz6legesen kevéssé valtoztatja meg, ha N elég nagy.

2. Még akkor is, ha a két (vagy tobb) IR, <5 mennyiség az S rendszerben nem
mérhet6 egyszerre, adott [S, ...,SM sokasagban valdszin(iségi eloszlasaik
tetsz6leges pontossaggal megmérhet6k, ha N elég nagy.

Valdban, az N elemii sokasagban az IR mennyiség értékeinek eloszlasara
vonatkoz6 statisztikus megfigyeléseket nem kell az dsszes S, ..., Syv elemen
végrehajtani, e célra elegend6 barmely M elem( részsokasag (M”N), ha mind M,
mind pedig N elég nagy, de M igen kicsiny N -hez képest.158 Ekkor csak a sokasag
M/N-ed részére vannak hatassal a mérés miatt bekdvetkez§ véltozasok. E hatas
tetszlegesen kicsiny, ha M/N-et elég kicsinnyé valasztjuk, sez még nagy M esetén is
lehetséges, ha N elég nagy, s ezt allitottuk 1.-ben. Akét (vagy tobb) IR, $ mennyiség
egyidejd méréséhez két részsokasag kell, mondjuk [S,,...,SM és [SM+.......,S2V]
(2M g N), s ezek koziil az els6t IR a masodikat <Bstatisztikajanak meghatarozasara
hasznaljuk fel. A két mérés egymast nem zavarja, bar mindkett6t ugyanazon
[S,,..., Sv] sokasagon hajtottuk végre, és a sokasagot a mérés tetsz6legesen
kevéssé véaltoztatta meg, ha 2M/N elég kicsiny, amely még nagy M esetén is
lehetséges, ha N elég nagy, és ezt allitottuk 2.-ban.

Lathato, hogy azért vezettiik be a statisztikus sokasagokat, vagyis a valoszin(iségi
modszereket, mert egyrészt a mérés a rendszert megzavarhatja, masrészt tobb
mennyiség nem szilkségképpen meérheté egyszerre. Az altalanos elméletnek e
korilményekkel szamolnia kell, hiszen, amire mar kordbban is gyanakodtak,159 s
amit a pontos elemzés is igazol, e kdérilmények megvaldsulnak az elemi
folyamatokban (lasd a Il1. 4. fejezetet). A statisztikus sokasadgokkal e nehézségektdl
megszabadulunk, s az objektiv leirds lehet6vé valik (e leiras fliggetlen az egyedi
mérés kimenetelétdl és attél, hogy adott allapotban egyszerre nem mérhetd két
mennyiség kozil melyiket mérjik meg).

Az ilyen sokasagok esetén nem meglepd, hogy az IR fizikai mennyiségnek nincs
éles értéke, vagyis, hogy eloszlasi fliggvénye nem cstcsosodik ki minden hataron tul
egyetlen a0 érték koriil, 160 hanem tébb érték vagy értékintervallum lehetséges és a
szorasnégyzet nem tlinik el. E viselkedésnek azonban két kiillénb6z8 oka is lehet.

I. Sokasagunk S ,,..., Swegyedi rendszerei kiilonbdz6 allapotokban lehetnek, s
igy a sokasagot ezek relativ gyakorisaga hatarozza meg. Annak, hogy ebben az
esetben a fizikai mennyiségekre nem kapunk éles értéket, az az oka, hogy informacio
hianyzik:nem tudjuk, hogy milyen allapoton végezziik a mérést, s ezért nem tudjuk
az eredményt megjosolni.
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Il. Az Sj,.. Sjvegyedi rendszerek valamennyien ugyanabban az allapotban
vannak, azonban a természet tdrvényei nem kauzalisak. Ilyenkor a sz6ras oka nem
az informéacié hianya, hanem maga a természet, amely nem koveti az ,.elégséges
okok” elvét.

Az |. esetj6l ismert, mig a Il. fontos és j. Megjegyezzik, hogy bar ez utobbi eset
lehetGségét elészor gyanakodva szemléljiik, majd mégis objektiv ismérvet fogunk
talalni, melynek alapjan dénteni tudunk, hogy bekdvetkezik-e vagy sem.

Ugy tlinik els6 pillanatban, hogy a IL eset megvaldsulasa, sGt értelmezhetGsége
ellen komoly érvek szdlnak, am ugy gondoljuk, hogy ezek az érvek nem alljak meg a
hely(liket, s bizonyos nehézségekbdl (példaul a kvantummechanikéban) nincs mas
kiat, mint a IL eset. Hozzalatunk tehat a IL lehetség megvaldsulasaval kapcsolatos
nehézségek megvizsgalasahoz.

Azt hozhatnank fel Il. ellen, hogy a természet egyaltalan nem sértheti meg az
»elégséges okok™ elvét, vagyis a kauzalitast, mert ez nem egyéb, mint az azonossag
definicidja. Méas szoval: az a tétel, hogy két azonos objektum, St és S2—tehat az S
rendszer két azonos allapotd masolata — azonos marad az 0sszes elképzelhetd
kolcsonhatas soran, azért igaz, mert tautologia. Hiszen ha Si és S2kiilonboz6keép-
pen reagalhatna a kdlcsénhatas soran ugyanarra a hatasra (vagyis, ha az IK
mennyiség mérésekor kiilénb6z8 értékeket adnanak), akkor nem neveztikk volna

Gket azonosnak. Ezért az olyan [S!,..., SN sokasagban, melyben 91 értékének van
szOrasa, az egyes S,,..., SNrendszerek (definicié szerint) nem lehetnek ugyanab-

ban az allapotban. (A kvantummechanika esetében ez a kovetkez6t jelentené:
Mivel az IR mennyiség mérése tobb olyan rendszeren, amelyek valamennyien a
hullamfiiggvénnyel jellemzett allapotban vannak, kiilénb6z6 értékeket szolgaltat
(ha pnem az IR-nek megfelelé R operator sajatfiiggvénye),161 e rendszerek nem
lehetnek egymassal egyenl6ek, tehat a hullamfiggvénnyel térténd leiras nem teljes.
Kdvetkezésképpen léteznek még tovabbi valtozok is, a ,rejtett paraméterek”,
amelyekr6l a Ill. 2. fejezetben mar széltunk. Rovidesen meglatjuk majd, hogy ez
milyen nehézségeket jelent.) Az olyan igen nagy statisztikus sokasag esetén tehat,
amelyben valamelyik IR mennyiségnek van szorasa, fenn kell allnia annak a
lehet6ségnek, hogy a sokasagot felbonthassuk tébb kiilénb6z6 modon elkészitett
részre (elemeinek kiilonbz6 allapotai szerint). Ez annal is inkabb kézenfekvd, mert
ilyen felbontasra egyszer(i mddszer kinalkozik: nevezetesen felbonthatjuk IR-nek a
sokasag elemein felvett kiilonb6z6 értékei szerint. igy, miutan minden IR ®, X, ...
mennyiség szerint elvégeztik ezt a felbontast, vagy felosztast, egy valéban homogén
sokasagot kapnank, s e mennyiségnek mar nem lenne szérasa az egyes részsokasa-
gokban.

El6szor is, a fenti mondatokban kifejezett allitdsok nem alljadk meg a helyiket,
mert nem vettiik figyelembe, hogy a mérés megvaltoztatja a mért rendszert. Ha IR-et
az 0sszes objektumon megmeérjiik (és most az egyszer(iség kedvéért tegyiik fel, hogy
IRcsak az al,a2két értéket veheti fel) ésaz Sj,..., S'\f rendszeren az eredmény aj,
az S'f,..., S'0_N rendszerén pedig a2, akkor sem az [S],..., S* ], sem pedig az
[Sj,..., Sj,_jv] sokasagon nem kapunk szorast (91 értéke vagy a,, vagy a2). Ez
azonban nem az el6bb emlitett felbontasa az [S,,..., S”] sokasdgnak, hiszen az
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egyes rendszereket az 91 mérése megvaltoztatja. Az 1 alapjan viszont mdd van arra,
hogy (Kértékeinek eloszlasat gy hatarozzuk meg, hogy [S,,..., SN csak kicsit
valtozzék meg (a mérést csak az St, ..., SMrendszeren végezziik el, M nagy, de M/N
kicsiny). Ez az eljaras azonban nem vezet a kivant felbontashoz, mivel S ,,..., SN
legnagyobb részén (nevezetesen SN+U. . ., S Nesetében) nem bizonyosodunk meg
arrél, hogy 91 az egyes esetekben milyen értéket vesz fel. Most mar lathatd, hogy a
fenti megadott modszer nem alkalmas teljesen homogén sokasagok el6allitasara.
Mérjik meg ugyanis az <Smennyiséget is (legyen ennek is csak két értéke: b,,b2)az
[Sj,..., Sv] és az [S],..., S*_Ai] sokasagon. Legyen az eredmény bt az
Sj",...Sj,'’nés Sj,...,SE2 b2 pedig S[v...,S'*_NJi ésSj7 ..., S%_Ni_N2esetében,
igy <5-nek nincs szérasa az [Sj",..., Sjj'J, [S\y..., S".jyJ ésaz [Si,..., Sjjj,
[Si7..., S*_N_NZ sokasadgokon (értéke allandd:b,, b2ésismét b,, b2). Azonban,
noha az els6 két sokasdg [Sj,..., SN], a masodik kett§ pedig [S]j,..., Sjj_N]
része, amelyeken 91-nek nem volt szérasa, most mar lehet, hogy sz6résa lesz, mert <s
mérése e sokasdgok egyes rendszereit megvaltoztatta. Most mar latszik, hogy nem
jutunk el6re, mert minden 1épés elrontja az el6z6 eredményét, 162 és az egymasutani
mérések megismétlésével sem tudunk rendet teremteni. Az atom esetén a fizikai
vilag hataran vagyunk, és minden mérés a mért objektum nagysagrendjébe es6
haborgatast jelent, amely magat az objektumot alapvetéen megvaltoztatja. igy e
nehézségek gybkere a hatarozatlansagi 6sszefiiggésekben rejlik.

Nincs tehat mod arra, hogy a szorasos sokasagokat tovabb bontsuk (anélkdil,
hogy elemeiket megvaltoztatnank) és arra sem, hogy olyan homogén sokasagokig
jussunk el, amelyeknél mar nincs szdras. A legvégs6 sokasagok azok, amelyeket
szokas szerint az egyes részecskékbdl felépitetteknek tekintiink; e részecskék mind
azonosak és kauzalisan meghatarozottak. Megprébalhatjuk azonban fenntartani
azt az elképzelést, hogy minden szordsos sokasdg feloszthatd két (vagy t6bb)
egymastol és az eredeti sokasagtdl kiillénbdz6 részre anélkiil, hogy elemeiket meg
kellene valtoztatni. Mas szdval e felosztas olyan lenne, hogy az eredményiil kapott
két sokasag szuperpozicidja ismét eldallitana az eredeti sokasagot. Amint latjuk, az
a torekvés, hogy a kauzalitdst mint azonossagdefiniciot értelmezziik, olyan
ténykérdéshez vezet, amelyre vélaszt lehet és kell adni, s amelyre a valasz,
elképzelhetd, hogy nemleges. A kérdés a kovetkez®: lehetséges-e barmely olyan
[ S S w sokasagot, amelyre létezik olyan 91 mennyiség, melynek van szérasa,
két (vagy tdbb) egymastol és az eredetitdl kiilonbdz6 sokasag szuperpoziciojaként
reprezentalni? (Kett6nél tébb, mondjuk n=3, 4,... visszavezethetd kettdre, ha az
els6 és a tovabbi n-1 szuperpozicidjat tekintjik.)

Ha [S,,..., SN a keveréke (egyesitése) volna az [Sj,..., S},] ésaz [S],..., Sjj]
sokasagoknak, akkor barmely 9? mennyiség w,(a) valdszin(iségi fliggvénye
kifejezhet lenne a két részsokasdg w*(a) és w*(a) valdszinlségi fliggvényének
segitségével:

M,) wx(a) = uwx(a) + Bw'x(a)
a>0, R>0, d+R—I.
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Itt x=P/N, R=Q/N, (N=P+Q) az IK-t6l figgetlen. Alapjaban ez tisztan
matematikai probléma: ha egy sokasagban léteznek w”a) val6szindiségi fliggvény
sz6rasos IR mennyiségek (hogy wx(a)-ra ez mit jelent, arr6l a 160. jegyzetben
szolunk), akkor létezik-e két masik olyan sokasag, hogy ha a megfelel§
valoszinségi fiiggvény wv (a), illet6leg wE,(a), akkor M minden IR-re érvényes? Ezt
masként is megfogalmazhatjuk, ha a sokasagot nem az IR mennyiségek w,,(a)
valOszinlségi fuggvényével, hanem varhat6 értékeivel jellemezziik:

+@®

F(IR)= } adR\jj(a).
-

A sokasag szérasmentes, ha minden iR-re

K(IR- F(IR)]2)= F(972)—K(iR)]2
eltlinik (lasd a 160. jegyzetet). Vagyis
(Dis,.) I/(IR2)= [E(IR)]2.

Kérdéstink most igy hangzik: Ha a sokasag nem szérasmentes, akkor talalhato-e
olyan két masik sokasag K'(IR) és H'(SR) varhato értékkel, hogy

K(5R)=£F'(IR)"F"(IR)
és
(M?) FGR)= aF(iR) + jSr(IR)

a>0, j7>0, a+R=I

minden [R-re igaz legyen (a, B IR-t6l fiiggetlen). Vegyiik észre, hogy egyetlen 91
mennyiség esetén a F(IR) szam nem helyettesiti a w”(a) figgveényt, viszont ha az
osszes F(IR)-et ismerjik, akkor ismerjiik ws (a)-t is, és viszont. Valoban, hafa(x) az

fi, ha x"a,
* —_
I )(0, ha x>a

fuggvény, akkor
= (e)=K(/.(«)).

E kérdés matematikai kezelése egyszeriibb, ha az [Sj,..., Sv] sokasadgok helyett
a megfelelé F(IR)-eket tekintjiik. Minden sokasaghoz tartozik egy ilyen fiiggvény;
ez S-nek az 91 fizikai mennyiségein van értelmezve és értéke valos szam. E fiiggvény
kimeritéen jellemzi a sokasagot valamennyi statisztikai tulajdonsagéval egyitt
(lasd a fenti eszmefuttatast az osszefiiggésr6l K(IR) és wv (a) kozott). Természetesen
ki kell még talalni, hogy egy 9i fiiggvény milyen tulajdonsagokkal rendelkezzék
ahhoz, hogy F(IR) a megfelel§ sokasagé legyen. Mihelyt ezt megtettiik, kimondhat-
juk a kdvetkezd definiciokat:

a) Az olyan IR-fiiggvényt, amely valamilyen K(iR), szérasmentesnek nevezziik, ha
kielégiti a Dis,. feltételt.
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P) Az olyan IR-fiiggvényt, amely valamilyen F(iR), homogénnek vagy tisztanak
neveziink, ha az Mj. teljestlésébdl kovetkezik, hogy

V(IR)=r(9)=F"(W).

E fliggvények fogalmabol elég kézenfekvének latszik, és be is fogjuk bizonyitani,
hogy minden szérasmentes K(IK) fiiggvény tiszta. Pillanatnyilag a kérdés azonban
az, hogy forditva, vajon minden tiszta F(IR)-fliggvény szérasmentes-e?

Vilagos, hogy minden K(iR)-fiiggvénynek rendelkeznie kell az alabbi tulajdonsa-
gokkal:

A Ha az IR mennyiség azonosan 1 (vagyis ,,mérési utasitasa” az, hogy nem kell
mérést végezni, mert IR értéke mindig 1), akkor K(IR)= 1.

B. Barmely iR-re és barmely valds szamra F(GfR) = al/ (91).163

C. Ha IR természete szerint nemnegativ, példaul egy masik ® mennyiség
négyzete163, akkor E(iR)"O0.

D. Ha az IR ®,... mennyiségek egyszerre mérhet6k, akkor
FSR+ ®+ .. .)= E(5R)+ K(®)+ ... (Egyszerre nem mérheté IR B,... esetén
A+ @+ ... nincs értelmezve, lasd fentebb.)

Mindez kovetkezik a kérdéses mennyiségek meghatarozasabol (tehat mérési
utasitasaikbol) és a varhato értéknek a megfeleléen nagy statisztikus sokasagon
végzett mérések eredmeényeinek aritmetikai atlagaként torténd definiciojabdl. A
D.-t illet6en meg kell jegyezni, hogy helyessége a kovetkez6 valdszinliségszamitasi
tételen alapul: 6sszeg varhato értéke az egyes tagok varhaté értékeinek az dsszege,
attdl fliggetleniil, hogy ezek kozétt fennallnak-e valoszinliségi 0sszefliggések, vagy
sem (ellentétben példaul a szorzat varhato értékével). Az, hogy D.-t csak egyszerre

mérhet§ IR ®,... esetén mondtuk ki, természetes, hiszen kiilénben nincs az
iR+ B+ ... -nek értelme.

A kvantummechanika algoritmusa azonban tartalmaz még egy olyan miveletet,
amely a most megvizsgaltnal altalanosabb; nevezetesen két tetszéleges, nem
feltétlenll egyszerre megfigyelhet6 mennyiség 0Osszeadasat. E mivelet azért
lehetséges, mert az R és az S hermitikus operator R + S 0sszege is hermitikus akkor
is, ha R és S egymassal nem cserélhetd fel, mig példaul az RS szorzat csak akkor
hermitikus, ha R és S felcserélhet6k. Barmely (p allapotban a varhatd értékek
additivak: {Rp, (p)+(S(p, P = ((R +S)(p, P (lasd E~-6t a 111, 1 fejezetben). Ugyanez
érvényes akarhany tag 6sszegére is. Ezt most beépitjik altalanos feltevéseink kozé
(egyel6re nem vonatkoztatva a kvantummechanikara).

E. Legyen IR ®,... tetsz6leges mennyiség. Ekkor létezik olyan tovébbi
IR+ ® +... mennyiség (ez nem figg a K(IR) fiiggvény kivalasztasatol), hogy
E(« +S+ .. )= UG)+ K™+ .. ,.164

Ha iR ®,. .. egyszerre mérhetd, akkor ennek (D. miatt) a kozdnséges értelemben
vett 6sszegnek kell lennie. Altalaban azonban az 6sszeget E. implicit médon jellemzi
és nem nyujt semmilyen modszert arra, hogy IR ®,... mérési utasitasabol
R+ S+ .. .-re mérési utasitast alkossunk.164

Meg kell tovabba jegyezni, hogy nemcsak a varhato értékek fliggvényeit, hanem
viszonylagos értékeket el6allito fliggvényeket is meg akarunk engedni, vagyis A.-t el
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kivanjuk ejteni. Ha F(l) (amely C. miatt nemnegativ) véges és nem zérus, akkor
ennek nincs jelentGsége, mivel a F(IR)/F(1) figgvényre minden kikoétésiink teljesil.
E kiterjesztést a F(I) = oc lehet8ség kedvéért tesszitk meg. Valoban, vannak esetek,
amikor az igazi valoszin(iségek helyettjobb a relativ valoszinlségekkel dolgozni. (A
F(1) a teljes valoszinlségnek felel meg.) Ezt a legjobb a kovetkez6 egyszerii példan
bemutatni: Legyen a vizsgalt rendszer egydimenzids részecske és legyen a
statisztikus eloszlds olyan, hogy e részecske egyenld val6szin(iséggel legyen
megtalalhaté barhol a végtelen intervallumon. Ekkor barmely véges intervallum
valdszin(sége zérus, azonban a helyek egyenld valdszinliségét nem igy fejezzik ki,
hanem Ugy, hogy véges intervallumok valdszinliségeinek ardnya megegyezik a
hosszlsaguk ardnyaval. Tekintve, hogy 0/0-nak nincs értelme, ezt csak ugy tudjuk
kifejezni, hogy relativ valészin(iség gyanant az intervallum hosszat vezetjik be, am
ekkor a teljes relativ valdsziniiség nyilvanval6an végtelen.

E meggondolasok alapjan a kdvetkez§ feltételekhez jutunk (A", a C.-nek. B.
pedig R-nek, D.-nek és E.-nek felel meg):

A'. Ha az IR mennyiség természete szerint nemnegativ, példaul egy masik $
mennyiség négyzete, akkor F(IR)"O0.

B. Ha IR tetsz6leges mennyiség és a, b,... valés szam, akkor
V(@W+b<b+ .. )= (0UF(») + bF(®) + ....

Hangsulyozzuk a kdvetkez6ket:

1. Mivel csupan relativ véarhato értékekkel dolgozunk, a F(IR) fiilggvény a cF(iR)
fuggvénytdl lényegében nem kiilonbozik (c pozitiv allando).

2. F(IR)sO (minden IR-re) nem nyujt informéaciot, igy e flggvényt Kizarjuk.

3. Abszolut, vagyis helyesen normalt varhato értékek akkor léteznek, ha F(1)= 1
A F(1) mindenesetre nemnegativ A', miatt, és ha véges és nem 0, akkor 1(c= ¥ F(1)
segitségével ez helyesen normalt varhatd értékhez vezet). Ha F(1)=0, akkor 2
miatt — amint azt majd megmutatjuk — ez az eset elvetend6. Ha viszont F(I) = oo,
akkor csak lényegében nem normalhatd (relativ) statisztika lehetséges.

Vissza kell még térni az a) és a B) definicidhoz. Az 1. miatt M? a kdvetkez6
egyszer(bb feltételekkel helyettesitendd:

M? F(«)=F'(»)+F"(W).

ADis,. esetén vegylik észre, hogy voltaképpen a F(1)= lesetr6l van szd. Ha ugyanis
F(l)=00, akkor a szérasmentesség nem definialhatd, ez ugyanis annyit tesz, hogy
F((IR—p)2)= 0, ahol p IR-nek abszolut varhato értéke, vagyis F(iR)/F(1), amelynek
oo/oc esetén nincs értelmel65. Az a) és B) Uj alakja tehat a kdvetkezé:

a') Az olyan IR fiiggvényt, amely valamilyen F(iK) és amelyre F(1)"0 és véges
(ekkor 1 miatt feltételezhetjik, hogy F(I) = 1), akkor nevezziik szordsmentesnek,
ha teljesiti a Dis,. feltételt.

R") Az olyan IR fiiggvényt, amely valamilyen K(iR), homogénnek, vagy tisztanak
nevezziik, ha az teljestilésebdl kdvetkezik, hogy

F(iR)=cF(R) és F"(IR)=c"F(iR)

(c, c" allandd c'+c"=1 és A, valamint 1. és 2. miatt ¢'>0, c¢">0).
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Az A, B, és a'), R') alapjan most mar moédunk van arra, hogy a kauzalis
viselkedés kérdésében dontsiink, mihelyt ismerjik S fizikai mennyiségeit, és a
koztiuk fenndall6 fliggvénykapcsolatokat. A kdvetkezd szakaszban ezt tesszilk meg a
kvantummechanika keretem bell.

E szakasz befejezéseképpen még két megjegyzést tesziink.

Az elsé a F(1)=0 esetre vonatkozik. A B'.-b6l kdvetkezik, hogy K(c)=0, igy ha
az 91 mennyiség korlatos, tehat c'gA~c", akkor A', miatt V(c"—91)"0,
F(91 —')" 0, s igy B'. folytan V(c') F(9D)™ V(c"), tehat F(91)=0. Legyen most 91
tetsz6leges és/,(x),/2(x),... korlatos fliggvények olyan sorozata, amelyre

Mx)+f2(x)+ ... =x.
(llyen példaul az

s o sinnx sin (n—L)x
M= b= g

=2, 3,... sorozat). Ekkor F(/,(91))=0 (/7=1, 2,...), s igy B miatt K(9I)=0.
Kovetkezésképpen a 2. alapjan a F(1)=0 esetet valoban ki kell zarni.

Maésodszor, érdekes, hogy Dis,., vagyis hogy F(912)=[F(9i)]2 jellemzi a
szorasmentes esetet, noha ilyenkor a

(Dis,.) V(f(91)) = /(F(91))

osszefuiggésnek minden/-re fenn kell &llnia, hiszen ez esetben V(91) nem mas, mint 91
értéke és V (f (91)) meg/ (91) értéke. A Dis,. specidlis esete Dis,.-nek: legyen ugyanis
ebben/ (x) = x2. Mégis, miért elég Dis,.-et feltenni? A valasz a kdvetkez8. Ha Dis,. az
/(x) = x2 esetén érvényes, akkor minden /-re is az. Az x2-et barmely mas foly-
tonos és konvex filiggvénnyel is helyettesithetnénk (az ilyen fliggvényre

2 2NN xMY)- Ennek bizonyitasara nem tériink ki.

2. A statisztikus képletek bizonyitasa

Mint tudjuk (lasd példaul a Ill. 5. fejezet gondolatmenetét), a kvantummechani-
kai rendszer minden fizikai mennyiségének megfelel egy hipermaximais hermitikus
operator. Kézenfekvd feltételezni, hogy e megfeleltetés egy-egyértelmdi, vagyis hogy
minden hipermaximalis hermitikus operatornak megfelel egy fizikai mennyiség.
(Ezt egyébkeént a 1. 3. fejezetben fel is hasznaltuk.) Ebben az esetben a kovetkez6
szabalyok érvényesek (lasd F.-etés L.-et a I11. 5. fejezetben ésa IV. 1 fejezet végén az
okfejtést):

I. Ha az 9i mennyiség operatora R, akkor az/(91) mennyiség operatora f(R).

IL Ha az 91, ®,... mennyiség operatora rendre R, S,... akkor az 91+ ®+ ...
mennyiség operatora R+ S+ ... (91, ®,... egyidejli mérhetségét nem tettiik fel,
ezzel kapcsolatban lasd korabbi gondolatmenetiinket).

Az A, B'.«"), R), I és Il. képezi tovabbi gondolatmenetiink matematikai alapjat.
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Legyen 5 92, ... teljes ortonormalt rendszer, az R operator helyett tekintsiik
annak aliy=(R<ptiy o) matrixat. Tekintsik az aldbbi matrixok hermitikus
operatorait:

e-={l'ha *=v=n'
"v (0, egyébként,

1, ha /t=m, v=n,
fC’'n= 1 ha v=m, //=«,

.0, egyébként,

'i,ha n=m, v=n,
gj,7)= ha F=n> v=m,
0, egyébkent.

Ezek operatorai rendre a kdvetkez6k:
—fjV.-ip.j, BWHvj—

legyenek az ezeknek megfeleld mennyiségek Ul",* I tB(@a). Nyilvanvalé (@arm=am
miatt), hogy

=X Rean«7>+ X Im ~C "’

, m<n m<n
tehat

A =2>namm">+ X Reitn®<m,+ X Im atn3B|m),
n mn mn
m<n m<n

tovabba Il. és B\ miatt

J(«) =X ~M1/(UI'S)+ X Ream,F(*<"">)+ XImax»,H(SB™").

n mn mn
m<n m<n
Ily modon a
Rnn=V (U"),

nm=\v (W m)) + * v Ne nm)),]
1 . Mm<«)
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jelolésekkel
nsK)=1/ww

mn
Tekintve, hogy n,m=pmn, definialhaté az U hermitikus operator, amelyre (U(pm
(p,)=Hm166 és a fenti egyenlet jobb oldala ekkor Sp (UR), igy a (lasd a II. 1L
fejezetet)

(Sp.) K(»)=Sp(I/A)

képletet kapjuk. Itt U az B-t8l fiiggetlen hermitikus operator,167 amelyet tehat
maga a sokasag hataroz meg.

A 1. folytdn U barmely kivalasztasa mellett Sp. teljesiti B'.-t. igy csak azt kell
meghatarozni, hogy A', milyen korlatozasokat szab ki U-ra.

Ha |<pl| = | és spkiilonben tetszbleges, akkor a PM -hez tartozé 91 mennyiségre
vm”*o, a 2]=PM és I, valamint az A', dsszefliggés miatt. Kdvetkezéskép-
pen Sp (UP[) = (U(p, <p)3i0. Tetszbleges f PO esetén @ helyébe //||/||-t irva:
(U, (p—(UTf)/\\f\\2 tehat (t//,/)~0, ami viszont/ =0 esetén trivialis. igy U
definit, ami A', kdvetkezménye, &m ez A'.-nek egyben elégséges feltétele is.

Val6ban: A, csupan annyit &llit, hogy T($2)"0, hiszen ha 91 csak pozitiv
értékeket vehet fel, akkor /(x)=|x| esetén /(9i) =9t és mivel (g(x))2=/(x), ha
g(x) =9x, azért (g(91))2=1/(91), 91=$ 2 ahol ®=g(91)168. igy csak a kdvetkez&t
kell bebizonyitani: ha ® operatora S, akkor Sp (i/S2)S:0. Am S2 definit:

(S2f, f) = (Sf,Sf)" 0.

Tehat Al és 6-t irva U és S2 helyébe, a feladat a kdvetkezd tétel bizonyitasara
vezethet6 vissza: ha A és B hermitikus és definit, akkor Sp (AB)2:0. Ezt azonban a
definit operatorokra vonatkozo altalanos tétel segitségével a Il. 11. fejezetben
bebizonyitottuk (lasd a 114. jegyzetet).169

Teljesen meghataroztuk tehat a T(9t) fliggvényeket, ezek mindegyikének egy
definit és hermitikus U operator felel meg, a kapcsolatot (Sp) szolgaltatja. Az LM a
tekintett sokasag statisztikus operatoranak nevezziik.

Ennek fényében kdnnyld most mar megvizsgalni a IV. L fejezet 1, 2. és 3.
megjegyzését. Ezek a kdvetkez6t mondjak ki:

i. A viszonylagos valészin(iségek és varhaté értékek szempontjabél U és cU (c
pozitiv allandd) egymastol nem kiilénbozik lényegesen.

2. U=0 nem szolgaltat informaciot és ezért kirekesztendd.

3. Abszollt (vagyis helyesen normalt) valdszin(iségeket és varhato értékeket
kapunk, ha Sp U=1 Ha Sp U véges, akkor c= 1/Sp U segitségével U normalhato
(1. folytan). (U definit volta folytan Sp t/~0, 4m voltaképpen Sp U> 0, hiszen
Sp U=0 kdvetkeztében t/=0, ahogy azt a IV. 1 fejezet végén kimutattuk az’
altalanos esetben, esetlinkben ez a Il. 11. fejezet nyoman is kdvetkezik és ezt 2.
alapjan kizartuk.) Csak végtelen Sp U esetén van dolgunk valdban relativ
valdszinliségekkel és varhato értékekkel.

Veégil meg kell vizsgalni a)-t és R)-t (lasd a IV. 1 fejezetet), vagyis fel kell
kutatnunk a szérasmentes és a homogén esetnek megfelel§ U-kat.
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El6szor a szérasmentes sokasagokat tekintjiik. Ekkor fel kell tételezni, hogy U
helyesen van normaiva (lasd 1V. 1) és hogy minden 9t-re F(9i2)=(F(iR))2
vagyis, hogy Sp(UR2)=(Sp(UR))2 Ha R=P akkor R2=R=PM>
Sp(UPM)=(U(p.(p), igy ebben az esetben (U(p,(p)=(Up.<p)2 vagyis (Upcp)
zérussal, vagy eggyel egyenld. Legyen ||<p|| = ||<p"||= 1 Lehetséges <pt folytonosan
Ugy valtoztatni, hogy <p-bdl <p"-be menjen at és kdzben |<p| maradjon egy.170
Ennek soran (Utp, tp) is folytonosan valtozik, s mivel értéke vagy zérus, vagy egy,
alland6 marad, tehat (Utp', (p) = (U(p", cp"). Kdvetkezésképpen (Ucp, (p) vagy mindig
zérus, vagy mindig egy, tehat U=0 vagy U= 1 Az U=0-t 2. miatt kizarjuk, U=1
viszont nem normalhatd (Sp 1= a tér dimenziészama = 00), és ahogy az kdzvetlendl
is lathato, U= 1 nem szorasmentes. Kovetkezésképpen nem létezik szdrasmentes
sokasag.

Térjink rd a homogén esetre. A B) és Sp. miatt U homogén, ha az

u=v+w

(U, V. W definit és hermitikus) egyenl&ségbdl kdvetkezik, hogy V—c'U, W=c"U} 11
Azt allitjuk, hogy ez a tulajdonsag akkor és csak akkor valésul meg, ha U=PM
(IMI=D.

El6szor rendelkezzék U a mondott tulajdonsaggal. Tekintve, hogy U j=0, van
olyan /o, amelyre C//o~0, s igy/o=£0, kbvetkezésképpen (U/0,/0)> 0 (lasd II. 5.
fejezet 19. Tételét). Képezzilk az alabbi két hermitikus operatort:

W.VM
vi W ™ uu

pkkor

(UfoJdo) -

(Uff)(UfoJdo)-\(fUfo)\\
(UfoJo)
(lasd a Il. 5. fejezet 19. Tételét), vagyis V és W definit és U= V+ W. igy V=c'U és
mivel Vfo—UfofO,c'=\, vagyis U=V. Legyen most <p=UTf0/\\UfON (||<p|| = 1) és
\\UfoU2

(UfoJo)
(c>0). Ekkor Uf=Vf—{f<p)(p=cPMf vagyis U=cPM, tehat 1 folytan U
lényegében PM-vel egyenld.
Forditva, legyen U=PM (||<p||= 1). Ha U=V +W, ahol V és ~'definit, akkor
[// =0 kdvetkeztében
Ou(VIf)MVIf)+WJ)=(Ufj)=o,

(Vff)=0, tehat Vf=0 (lasd a fentieket). Masrészt az (f,<p)=0 egyenlethdl
kovetkezik, hogy Uf=PMf =0, s igy az is, hogy Vf =0, ezért barmely g-tTe
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(/> Eg)= (E/,g)=0. Vagyis, ami ortogonalis cpre, az ortogonalis Vg-re is,
kovetkezésképpen Vg—cgmp (cga g-t6l fliggd szam), g —pesetén tehat Vep=c' mp
Barmely/ az (f tp)- <p+f* alakba irhatd, ahol/' ortogonalis <pre. igy

vi=(l.®" | Kf-(/,<»)e =cP[J=cut.

Tehat K=c'l/, 1E=(Y —K=(1 —¢")I/, és a bizonyitast ezzel befejeztiik.
igy a homogén sokasagok az U- PM esetnek felelnek meg, |I<p|| = 1, s ekkor Sp.
atmegy a Ill. 1 Ej. képletébe:

(Ej) vm =Sp(PMR) =(Recp,cp).

Vegyiik észre, hogy F(I1) = Sp(EM)= 1(mert PM az egydimenzids [<p]-hez tartozik,
ugyanez magabol Ej.-b6l is kovetkezik), vagyis U jelenlegi alakja helyesen van
normaiva. Végul azt is megmondhatjuk, hogy Pw és Pw mikor jellemzi ugyanazt a
statisztikat, vagyis, mikor igaz, hogy PM=cPw (c pozitiv allandd). Mivel
Sp(PM)=Sp(PW) =1, igy c=I1, PM=PW, tehdt w=ad. A |<p|=|li/i||=1
kovetkeztében jaj = 1 Ez vilagos modon elégséges is.

Mindezt Osszevéve a kovetkez6ket mondhatjuk: nem létezik szordsmentes
sokasdg. Homogén sokasagok léteznek, ezekre és csakis ezekre U=PM, |<p||= 1
Az ilyen t/-kra Sp. az Ej. 0sszefliggésbe megy at, a normalas helyes és U nem
valtozik, ha cp-l ag>-\el helyettesitjik (a alland6, |aj=1), @ minden mas
megvaltoztatasa esetén viszont lényegesen megvaltozik (lasd I.-et). A homogén
sokasagok ezért a kvantummechanika allapotainak felelnek meg gy, ahogy ezeket
mar korabban jellemeztiik: (pa Hilbert-1ér eleme, ||<p|| = 1és <ptegységnyi abszollt
érték(i tényezbvel szorozva ugyanazt az allapotot kapjuk (lasd példaul a Il. 2.
fejezetet), és a statisztikai allitast Ej. tartalmazza.172

Ezeket az eredményeket a tisztan kvalitativ A',, B', a), I. és IL feltételekbdl
vezettik le.

igy feltételeink korén belll oly dontésre jutottunk, amely a kauzalitast tagadja,
hiszen minden sokasagnak, még a homogénnek is, van szorasa.

Hatra van még a Ill. 2. fejezetben felvetett rejtett paraméterek kérdésének
megvizsgalasa. A kérdés tehat az, hogy a @ hullamfiiggvényekkel jellemzett
homogén sokasagoknak nem azért van-e szdrasa, mert az ilyen spnem igazi allapot,
hanem ezeknek keveréke, és a valodi allapotok ismeretéhez a (p hullamfliggvény
adatain kivil még tovabbi adatokra is szilkség van (ezek lennének a rejtett
paraméterek). Ezek egyiltt mar mindent kauzalisan hatadroznak meg, s igy
szOrasmentes sokasdgokat adnak. A homogén sokasag (I/=PM, |<p|=1)
statisztikdja, igy az 6t alkotd igazi allapotokra vett atlagként adodnék. Ezt az
atlagolast az ezen &llapotokban szerepl6 rejtett paraméterek tartoményaira kell
elvégezni. Ez azonban két oknal fogva is lehetetlen. EIGszor is azért, mert a kérdéses
homogén sokasag definicidjaval ellentétben két kiilonbdz6 sokasag keverékeként
lenne el6allithatd.173 Masodszor, mert az ,,igazi” allapotoknak megfelel§ szoras-
mentes sokasagok (melyekben minden rendszer ugyanabban az ,,igazi” allapotban
van) nem léteznek. Vegylk észre, hogy nem kell a rejtett paraméterek mechanizmu-
saba jobban belemélyedniink, hiszen most mar tudjuk, hogy a kvantummechanika
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bebizonyitott eredményeit ezek segitségével nem lehet levezetni; valdjaban az is ki
van zarva, hogy ugyanazok a fizikai mennyiségek ugyanazokkal a fiiggvénykapcso-
latokkal létezzenek. (L és Il. érvényes legyen), ha a hullamfliggvény mellett még mas
valtozok, vagyis a rejtett paraméterek is léteznének.

Az sem lenne elegendd, ha a kvantummechanika operatorainak megfelel6 fizikai
mennyiségek mellett még mas, eddig még fel nem fedezett mennyiségek is
léteznének, mert a kvantummechanika altal felvetett 6sszefiiggések (vagyis L és IL)
a mar ismert mennyiségekre érvényliket vesztenék. Ezért — noha azt gyakran
feltételezik — az elemi folyamatok statisztikustol kiilonb6zé leirdsanak lehet6sége
nem a kvantummechanika atértelmezésének a kérdése, mert ez csak gy lenne
lehetséges, ha a kvantummechanika jelenlegi rendszere hibas eredményeket adna.

Még egy gondolatrél érdemes itt emlitést tenniink. A hatarozatlansagi
osszefliggések az els6 pillantasra a relativitaselmélet egyik alapfeltevésére hasonlita-
nak, tudniillik arra, hogy elvileg lehetetlen két, egymastol r tavolsagra levé pontban
bekdvetkez6 esemény egyidejliségét r/c nagysagrendii id6intervallumnal pontosab-
ban megallapitani (c a fény sebessége). A hatarozatlansagi osszefliggések szerint az
anyagi pont helyzetét a fazistérben elvileg lehetetlen (Ai/4zr)3 nagysagu térfogatnal
pontosabban megadni.174 E két feltevés kdzott azonban alapvet6 kiilénbség van. A
relativitaselmélet ugyan kétségbe vonja a tavoli egyidejlség objektiv, pontos
mérhet6ségének lehetbségét, az azonban lehetséges, hogy Galilei-féle vonatkoztata-
si rendszert bevezetve olyan koordinata-rendszert vegylnk fel, amelyben az
egyidejliséget definialni tudjuk e fogalomrol alkotott normalis elképzeléseinkkel
osszhangban. A tavoli egyidejlség ilyen definiciéjanak csak azért nem tulajdoni-
tunk objektiv értelmet, mert e koordinata-rendszer végtelen sokféleképpen
valaszthaté meg, igy végtelen sok definiciét kapunk a tavoli egyidejlségre, s ezek
mindegyike egyforman j6. igy, noha a mérés lehetetlen, végtelen sok lehetséges
elméleti definicionk van. A kvantummechanikaban mas a helyzet. Itt a v
hullamfliggvény( rendszert a fazistér pontjainak segitségével lehetetlen leirni, még
akkor is, ha Uj (feltételes, meg nem figyelt) koordinatékat, rejtett paramétereket
vezetiink be, ezek ugyanis szérasmentes sokasagokhoz vezetnének. igy tehéat
nemcsak a mérés lehetetlen, hanem az ésszer(i elméleti definicio is, vagyis nincs
olyan definicio, melyet bar a kisérlet nem erésit meg, de legalabb nem mond neki
ellent. A mérés elvi lehetetlensége az egyik esetben abbdl ered, hogy a kérdéses
fogalmat végtelen sokféleképpen, a kozvetlen tapasztalatnak, vagy az elmélet
alapfeltevéseinek ellent nem mondé modon lehet definialni, mig a masik esetben
ilyen definicié egyaltalan nem lehetséges.

Osszefoglalasképpen a kauzalitas helyzetét a modern fizikaban igy jellemezhet-
jik: A makroszkopikus esetben nincs olyan kisérlet, mely azt alatamasztana, és
ilyen nem is gondolhaté ki, hiszen a vilagban nagyban megmutatkoz6 (vagyis
szabad szemmel megfigyelhet6) kauzalis rend oka nem egyéb, mint a ,,nagy szamok
torvénye”, s e rend teljesen fiiggetlen attdl, hogy az elemi folyamatokon uralkodd
természettdrvények kauzélisak-e, vagy sem.175 Annak, hogy a makroszkopikusan
azonos testek azonos viselkedést mutatnak, nincs sok koze a kauzalitdshoz: ezek
tulajdonképpen egyaltalan nem azonosak, hiszen atomjaik allapotat meghatarozé
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koordinatak szinte sohasem esnek pontosan egybe, és a megfigyelés makroszkopi-
kus modszere soran e koordinatak kiatlagolodnak (ezek itt ,,rejtett” paraméterek).
E koordinatak szdma azonban igen nagy (1 gramm anyagra korilbelul 1025), s ezért
a fenti atlagolasban a val0szin(iségszamitas jol ismert térvényei miatt minden
szoOréas erdsen lecsdkken. (Ez természetesen csak az altalanos esetben igaz, megfeleld
kilonleges korilmények kdzétt — ilyen példaul a Brown-mozgés és a nem stabilis
allapotok — e latszolagos kauzalitas eltlnik.) A kauzalitas kérdését igazan csak az
atomban, az elemi folyamatokban lehetne elddnteni, itt azonban minden ellene sz6l.
Az egyetlen létez6 formalis elmélet, amely tobbé-kevéshé kielégitéen rendszerezi és
Osszegezi tapasztalatainkat e teriileten: a kvantummechanika, amely viszont
kényszerit6 logikai ellentmondésban van a kauzalitassal. Természetesen tilzas
lenne azt allitani, hogy a kauzalitast ezennel elintéztiik: a kvantummechanikanak a
jelenlegi formajaban szamos komoly hianyossaga van, és még az is el6fordulhat,
hogy hibas, bar ez az utébbi lehet6ség nagyon valdszin(tlen annak fényében, hogy
az altalanos problémak kvalitativ magyarazataban és a specidlis problémak
kvantitativ megoldasaban milyen atiité sikerekhez vezetett. Annak ellenére, hogy a
kisérletekkel a kvantummechanikajol egyezik és a vilag egy min6éségileg Uj oldalat
tarta fel, azt nem mondhatjuk az elméletr6l, hogy a tapasztalat bebizonyitotta,
hanem csak annyit, hogy a tapasztalat legjobb ismert dsszegezése. Am, ha még oly
elévigyazatosak is vagyunk, s e kételyeket szem el6tt is tartjuk, mégis azt
mondhatjuk, hogy jelenleg nincs alkalom és ok arra, hogy a kauzalitas kérdését a
természetben feszegessiik, erre ugyanis semmilyen kisérlet nem utal. A makroszko-
pikus kisérletek e kérdés eldontésére elvileg alkalmatlanok, az elemi folyamatokkal
kapcsolatos tapasztalatokkal @sszeférd egyetlen elmélet, a kvantummechanika
viszont a kauzalitasnak ellene szol.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy itt az emberiség 6si gondolkodasmaddjaval és
nem logikai sziikségszer(iséggel allunk szemben (erre utal az is, hogy egyaltalan
lehetséges volt statisztikus elméletet kiépiteni), s a kérdés vizsgalatakor nincs okunk
arra, hogy e begyokeredzett gondolkodasmodhoz ragaszkodjunk. llyen kériilmé-
nyek kozott bolcs dolog-e a kauzalitas kedvéért egy ésszer( fizikai elméletrdl
lemondani?

3. A kisérletek tanulsagai

Az el6z8 szakaszban megtanultuk, hogy a kvalitativ alapfeltevéseinkkel 6sszeféré
legaltalanosabb statisztikus sokasagot az Sp. térvény szerint egy definit U operator
jellemzi. Azokat a nevezetes sokasdgokat, amelyeket homogénnek neveztiink, az
U=PM (<p||=1) irja le, s mivel ezek voltaképpen az S rendszer allapotai
(amelyeket tehat nem lehet tovabb felbontani), azért ezeket allapotoknak is
nevezzik (nevezetesen U=PM a allapot) a tovabbiakban.

Ha U spektruma tisztan diszkrét, sajatértékei w,, W2 ..., sajatfiiggvényei pedig
Mt (P2,... (ezek teljes ortonormdlt rendszert alkotnak), akkor (a Il. 8. fejezet
alapjan)
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n

Mivel U definit, azért w,2i0 minden d-re (valéban, Uf>,=wgn folytan
(Up,, sn)=wn sigy Ngnemnegativ)és X>,, = X(t/<p,,, <pJ= Sp U (lasdmégalV. 1
n n

fejezet elejét), tehat ha U normalasa helyes, akkor £ wn= 1 A IV. |. fejezet elején tett
n
megjegyzéseink alapjan U-t a”,, 92 ... allapotokbdl a megfelel6 relativ w,, w2, . ..

sulyokkal alkotott szuperpozicioként foghatjuk fel, s ha U normalésa helyes, akkor
e relativ stlyok egyben abszolut sulyok is.

Ha azonban U normalésa helyes, vagyis Spl/ = 1, akkor U spektruma tisztan
diszkrét (1. 11. fejezet folytan, lasd még a 115. jegyzetet). Ugyanez igaz akkor is, ha
Sp U véges. (A végtelen Sp U hataresetként tekinthetd, ennek taglaldsaba nem
bocsatkozunk.) igy e valéban érdekes esetben a megfigyelt sokasag voltaképpen
paronként ortogonalis allapotok szuperpozicidjaként allithatd el6. Az altalanos
sokasagokat keverékeknek nevezziik (szemben a homogén sokasagokkal, amelyek
az éllapotok).

Ha U sajatértékei egyszeresek, vagyis wt,w2,... egymastél kilonbozik, akkor
(p,,<p2- ** egyseégnyi abszolut értékii allandd tényez6tél eltekintve egyertelmen
meg van hatdrozva. Ugyanigy egyértelmlien meg vannak hatarozva a
P- 4, .. projektorok és — sorrendt6l eltekintve — a w2 w2, ... sulyok is.
Ilyen esetben tehat egyértelm(ien lesz6gezhet6, hogy milyen (paronként ortogona-
lis) allapotokbol képz6dik az U keverék. Ha U sajatértékei tobbszordsek
(elfajultak), akkor a helyzet egészen mas. Azt, hogy 42, ... pontosan mikent
valaszthat6 ki, a 1. 8. fejezetben vizsgaltuk meg. Ez végtelen sokféleképpen hajthatd
végre, s ezek egymastél mind kiillénbéznek (noha w,, w2, ... egyértelmiien meg van
hatdrozva). A » n*2)... kozil legyenek az egymastol kilonbozék: w',w",
Képezzik U sajatfuggvényeinek a w—w, w",... sllyokhoz tartozo zart lineéris
SN, O, .. sokasagait (vagyis az UJ'=wf megoldasainak halmazat). Ezutan a
kovetkezbképpen jarunk el. Az ®iw, ®IW.,... mindegyikébdl kivalasztunk egy, az
illet6 sokasagot kifeszitd tetsz6leges ortonormalt rendszert, legyenek ezek rendre

X'uX'n- m;Xi’ X2> em, eeee igy ['1Ji, o..;Xi»Z2.- lesza (pu (P2 ... rendszer
a megfeleld w, w',..., W' w",....... stlyokkal. Mihelyt egynél tobb dimenzi-

0s, vagyis van tobbszoros sajatérték, akkor a megfelel6 XuXn - mmm”r nem lesz— az
egységnyi abszolut értéki allando tényez6tél eltekintve sem — meghatarozott (/,
példaul tetsz6leges normalt eleme lehet). Ilyenkor tehat az allapotok maguk is
tobbértelmek.

Ez a helyzet igy jellemezhet6: ha Xi>X2> e« véges vagy végtelen ortonormalt
rendszert alkotnak, s bel6lik olyan keveréket készitlink, melyben mindegyikik
sulya egyforma (tehat a relativ stlyok 1,1,...), akkor e keverék csak a Xu Xb- mm
altal kifeszitett zart linearis sokasagtdl fiigg. Valdban,

uz=1>]+ Poelt I'v=pm =
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Ha X\,Xr,-.. véges szamu, mondjuk s elembdl all, akkor U-t 111 valamennyi
normalt elemének, vagyis allapotdnak keverékeként foghatjuk fel. Ezek a
kovetkez6 alaktak:

Xz *iXi+X2Xo+ nmmt xsX* [*|124 eee+ W 2=1 ¢

Legyen xt=Uj+ ivu. . xs=us+ivsésjeldljik az 2+ vj+ ... +u2+r2=12s—1
dimenzios egyseéggomb (ezaz |x, [2+ ... + |xs|2= 1feltétel) feluletét k-val, felliletele-
mét pedig dO-val. Ekkor, ha

u=I--irm dQ
K

akkor
(U'fg) =$.. J (P[t¥,g)dO=J...J (fx)(g,x)d0=
mfeeel(/. |I I K+7)n)do=
K n= =
S
=, o1 Z (fxjig.x..) (—h3) )=
K A,V
S
= Z (I»ZNJ(?.Zv)f--J[K “v+ Vv + [(«dV,v-U v@Y)]dO.
igy a szimmetria miatt minden olyan integral, amelyben nl:, és ufluy iN>v
szerepel, vesetén eltlinik,176 viszont a /i=v esetben ezek értéke C/2s, (C>0), s
igy
(U'g)=- Z (/,%)(9 %)=
S d=i
= if’S) = —2 >
-srqé PIES) ‘Li =] J/>ﬂ>
tehat

. ':;*leu"'_)c(l/l'

vagyis U' nem kiilénbdzik lényegesen az [/-toi.

A kvantummechanikai statisztika jellegére vonatkozé eme eredményeink
jelent&sége igen nagy, ezért megismételjik:

1. Egymasra ortogonalis allapotok egyforma suly( keverékében az allapotok
tobbé nem hatdrozhaték meg. Ugyanez a keverék mdas egymasra ortogonalis
allapotok egyforma sulyokkal vett keverékével is elGallithato.
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2. Ha a komponensek szama véges, akkor az igy kapott keverék a komponensek
linearis kombinaciojaként el6allo allapotok keverékével azonos.

Legegyszer(ibb példa erre a kdvetkez8: (az egymasra ortogonalis) ésip 1:1
aranyu keveréke ugyanaz, mint példaul

b+ —*
’ V2
1:1 ardnyu keveréke, vagy az 0sszes xp+Yy\p keveréke (|x|2+ |y|2= 1). Ha két nem
ortogonalis (p-1és i/M keveriink dssze (nem feltétleniil 1: 1aranyban), akkor sem
tudjuk a végsé keverék aranyat meghatarozni, mivel ezt ortogonalis allapotok
Osszekeverésével is megkaphattuk volna.

A keverékek természetére vonatkoz6 tovabbi vizsgalatainkat az V. 2. fejezet
termodinamikai meggondolésai utan folytatjuk.

A V. 2 fejezetben az Sp. képlet utasitast ad arra, hogy az R operatord 91
mennyiség varhato értékét miként kell kiszamitani az U statisztikus operatorral
rendelkezd keverékre: ez nem lesz mas, mint Sp (UR). Annak val6szin(isége tehat,
hogy 9l-nek a értéke az a' <aga" (d,a" adott, a' ga") intervallumba esik, a 111 1
vagy Ill. 5. fejezet alapjan Ugy szamithato ki, hogy képezziik az F(9t) mennyiséget az

F(x)= i 'sha a<x"a"
I 0, egyébként

fuggvény segitségével, s a kérdéses valoszinliség F(9?) varhato értéke. Az F(iR)
operatora (a IV. 2. fejezetben talalhaté L szerint) F(R) és ha £([) az A-hez tar-
tozd egységfelbontas, akkor, amint azt mar tobb izben is kiszamitottuk,
F(E)=£(a")—F(a"), s a kivant valdszinliség w(a', a")=Sp [t/(E (@")—£(a"))].
Kdvetkezésképpen 9l statisztikajat a w(a) = Sp[I/£ (a)] fuggvény irja le (lasd a IV.
1 fejezetet; az allapotokra, vagyis ha U= PM, w(a) = Sp[P[VIE(a)] = (E(@@)<p, L)
Természetesen, ha U normalasa nem helyes, akkor e valészin(iség csak relativ.

Arra a kérdésre, hogy az R operator( 91 mennyiség az U statisztikus operatoru
keveréken mikor veszi fel biztosan a 2* értéket, w(a) segitségével kozvetleniil
valaszolhatunk: a<2*-ra w(@)=0, a esetén pedig w(a)=I, illet6leg, ha U
normalasa nem helyes, akkor w(a)= F(I) = Spt/ kell, hogy teljesiljon. Mas széval
Sp [(/£ (a)] =0, haa<A*és Sp [i/(I —£ (a))] =0, ha  A*.177 Am a definit Aés B
operatorokra Sp (AR)=0 kdvetkeztében AB=0 (lasd a Il. 11. fejezetet), s igy
I/£(a)=0, haa <A*és UE (a)= U, haa”™ A* vagy ami ugyanaz, £ (a) U =0, illet8leg
E(a)U =U, hiszen a szorzat hermitikus volta miatt a tényez6knek egymaéssal
felcserélhet6knek kell lenniiik. Ha tehat/ = Ug, akkor

f/, ha a>A¥*,

£ (a)f— -
[ 0, ha n<A

és a Il. 8 fejezet gondolatmenete alapjan ez azt jelenti, hogy R f = A*/. vagyis
RUg =X*Ug minden g-re. Kovetkezésképpen a végsé feltétel ez: RU =k*V. Més
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szdval, ha Rh = X*h megoldasaibol alkotott zart linearis sokasagot HR-mel jel6ljilk,
Uf mindenf-re SR-hez tartozik.

Ugyanezt az eredményt kaptuk volna meg a szOrés, vagyis (91—1%)2 (esetleg
relativ) varhato értékének elt(inésébdl.

A 111, 3. fejezetben valaszt adtunk a kdvetkezd kérdésekre (az alabbiakban az
91, 3,... fizikai mennyiség operatora rendre R,S,...):

1. Mikor mérhet6 9i abszollUt pontosan? Valasz: ha R-nek spektruma tisztan
diszkrét.

2. Mikor mérhetd 91 és 3 egyszerre és abszollt pontosan? Vélasz: ha mind R,
mind pedig S spektruma tisztan diszkrét, és felcserélhetek.

3. Mikor mérhet§ tobb mennyiség, 9i, 3,... egyszerre és abszolit pontosan?
Vélasz: ha R, S,... mindegyikének spektruma tisztan diszkrét, és mind felcserélhe-
tok egymassal.

4 Mikor mérhetd tobb mennyiség, 91, 3,... egyszerre és tetszéleges pontossag-
gal? Vélasz: ha R, S,... mind felcserélhet§ egymassal.

Ebben az esetben a Compton—S/mons-kisérletbdl lesziirheté aldbbi elvet
hasznéltuk:

(M.) Ha az S rendszeren megmérjilk az 91 mennyiséget kétszer egymas utan,
akkor eredményiil ugyanazt az értéket kapjuk. Még akkor is ez a helyzet, ha S
eredeti allapotaban 91 sz6rasa nem zérus és 91 mérése megvaltoztatja S allapotat.

A 1ll. 3. fejezetben részletesen megvizsgaltuk ML fizikai jelentését. Az 1—4
valaszaiban még a kdvetkezd feltevések jatszanak szerepet: a Ill. 3. fejezetben
talalhaté és az allapotokra vonatkozo statisztikus képlet,a Ill. 3. fejezet F.

feltevése, mely szerint, ha 9i operatora R, akkor F(91)-é F(R)és az a feltevés, mely
szerint 91+ 3 operatora R+S, ha az (egyszerre mérhet6) 91 és 3 mennyiség
operatora, R illetéleg S.

E harom feltevés ismét rendelkezéstinkre all (az els6 a IV. 2. fejezet . képletébdl
kovetkezik, a masik kettd a 1V. 2. fejezet L és IL szabalyainak felel meg), M -et is
helyesnek kell elfogadjuk, megbizonyosodtunk ugyanis arr6l, hogy nélkilozhetet-
len a kvantummechanika fogalmi rendszerében. igy 1L —4 I1ll. 3. fejezetben adott
bizonyitdsai most is érvényesek, s igy a valaszok is helyesek.

Alll. 5. fejezetben azokat a fizikai mennyiségeket vizsgaltuk meg, melyek értéke
csak 0 vagy 1 lehet. Ezek egyértelmden feleltethetbk meg a tulajdonsagoknak.
Valéban, ha adva van az (t tulajdonsag, akkor a neki megfelel6 mennyiséget a
kovetkez6képpen hatarozhatjuk meg: mérése abbol all, hogy meghatarozzuk, ©
teljesiil-e, vagy sem, s ennek megfelel6en értéke 1, illet6leg 0. Forditva, ha a
mennyiség van adva, akkor ©a kdvetkez6 tulajdonsag: a kérdéses mennyiség értéke
1 (tehat nem 0). Az F.-b6l kovetkezett (lasd l.-et a IV. 2. fejezetben), hogy a
megfelelé operatorok a projektorok. Annak val6sziniisége tehat, hogy ©teljesiil, a
fent meghatarozott mennyiség varhaté értékével egyenld. A I11. 5. fejezetben ezt
csak allapotokra szamitottuk ki (vagyis, ha U=PM" ||<p|| = 1), azonban altalaban is
meghatarozhaté Sp. alapjan: az eredmény Sp (UE). (Ez relativ; az abszolat
val6szin(iséget csak akkor kapjuk meg, ha U normalésa helyes, vagyis, ha Sp U= 1)
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igy megbizonyosodtunk 1. —4 helyességérdl, s igy a bel6luk 1ll. 5.-ben
levezetett ) —Q allitasok is érvényesek. Természetesen észre kell venniink, hogy ott
A) csak az allapotok esetére adott informéacidt, itt azonban tetsz6leges keverékre
kiterjesztettik:

7') Az (£ tulajdonsdg az U statisztikus operatord keverékben a
Sp(l/E), illetbleg a Sp[l/(1-£)]

valo6szin(iséggel teljesiil, vagy nem teljestl. (Ezek relativ valoszin(iségek;csak akkor
abszolutak, ha U megfelel6képpen normalt, vagyis ha Spt/ = 1)

Legyen 5R1;...,91( operatora és a megfelel6 egységfelbonta-
sok EAA),..., £(A), legyen tovabba / intervallum adva /xAj<A™AL,...,
[:9;<A74;". Ha £ 1(/)=£1AY) - £ 1(AY), ..., £,(/,)= EQA")-£ , (AJ), akkor a ko-

vetkez6 tulajdonsagoknak:, iRt értéke 1,-be esik”, ..., ,,IR értéke /,-be esik”, rendre
azEQN/), ..., £,(/,) projektorok fognak megfelelni (lasd Q-t). Ekkor annak, hogy e
tulajdonsagok egyszerre donthetok el, EL/,), .. ., £,(/,) felcserélhet8sége a sziiksé-

ges és elégséges feltétele (lasd y)-t), egyidejii teljesiilésiknek projektora pedig
£E=£,(/").. .£,(/,) (I&sd &)-v. Az utdbbi valdszinlsége Sp (UE) (lasd

Jarjuk be most a forditott utat. Tegylk fel, hogy nem ismerjik S allapotat,
azonban bizonyos méréseket végeztiink S-en és ismerjik ezek eredményeit. A
valdsagban mindig ez térténik, hiszen S allapotara csak a mérések eredményeibdl
kovetkeztethetlink. Pontosabban az allapot csupan elméleti konstrukcié, és csak a
mérések eredményei allnak a rendelkezésiinkre. A fizikanak az a feladata, hogy
Osszefliggéseket allapitson meg elmdlt és eljovendd mérések eredményei kdzott.
Kétségtelen, hogy ezt mindig az ,,allapot” segédfogalom bevezetésével valositjuk
meg, azonban a fizikai elméletnek arra kell valaszt adni, hogy korabbi mérésekbdl
miként kell a jelenlegi &llapotra, s abbdl a kés6bbi mérések eredményeire
kovetkeztetni. Eddig csak a kérdés masodik részével foglalkoztunk, most
figyelminket az els6 részre forditjuk.

Még akkor is, ha a korabbi mérések nem voltak elégségesek a jelenlegi allapot
egyértelm{ meghatarozasahoz, e mérésekbdl bizonyos korilmények kozott
kovetkeztetni tudunk arra, hogy egyes allapotok milyen valdszinlséggel vannak
jelen. (Ez a kauzélis elméletekben, példaul a klasszikus mechanikaban éppugy
érvényes, mint a kvantummechanikaban.) Tulajdonképpen a feladat a kdvetkezd:
adva vannak bizonyos mérési eredmények, olyan keveréket kell taldlnunk,
amelynek ugyanolyan a statisztikaja, mint amilyenre az olyan S rendszer esetében
szamitunk, amelyrél csak annyit tudunk, hogy az adott méréseket rajta az adott
eredményekkel elvégezték. Természetesen még pontosabbnak kell lenniink, és meg
kell mondanunk, mit értiink azon, hogy S-rél ,,csak ennyit tudunk”, és nem tébbet
és hogy miként vezet ez statisztikara.

Mindenesetre a statisztikaval valo kapcsolatnak a kdvetkez6nek kell lennie: Ha
sok, Sj,..,,S'Mrendszeren (ezek S masolatai) e mérések az adott eredményeket
szolgaltatjak, akkor az [S],...,.S'M sokasag az 6sszes statisztikus tulajdonsagat
tekintve egybeesik a mérések eredményeinek megfelel keverékkel. Az, hogy a
mérések eredményei mindegyik Sj,*ee, SMesetén ugyanazok, M. alapjan annak

192



tulajdonithatd, hogy eredetileg egy nagy [S,,.. SN sokasdg volt adva, s ezen
végrehajtottuk a méréseket, majd azokat az elemeket, melyeken a kivant
eredmények adddtak, Uj sokasagba gy(ijtottik ossze. Ez a sokasag az [S],..., SM.
Természetesen minden attol fligg, hogy miként valasztottuk ki az [Sj,...,Sjy]
sokasagot. Ez a kezdeti sokasag mintegy az S rendszer egyes allapotainak a priori
valdszin(ségeit adja meg. A helyzetjdl ismert az altalanos valészinliségelméletbél:
ahhoz, hogy a mérések eredményeib6l az allapotra, vagyis az okozathdl az okra
tudjunk kovetkeztetni, mas széval, hogy ki tudjuk szamitani az a posteriori
valdszin(iségeket, ismerniink kell az a priori valészin(iségeket. Ezeket altalaban
sokféleképpen valaszthatjuk meg, s ennek megfeleléen feladatunkat nem lehet
egyértelmlien megoldani. Latni fogjuk azonban, hogy a kvantummechanika
killonleges feltételei mellett a kezdeti [St, ..., SA sokasag egy bizonyos megvalasz-
tasa kilondsen célravezetd.

Egész mas a helyzet, ha a rendelkezésre all6 mérési eredmények elégségesek
ahhoz, hogy S allapotat teljesen meghatarozzuk. Ekkor minden kérdésre
egyértelm( valaszt kell tudnunk adni. Nemsokara meglatjuk majd, hogy ez miként
adodik.

Végil még megemlitjlik a kovetkez6t. Ahelyett, hogy azt mondjuk, hogy
bizonyos mérési eredmények ismertek, azt is mondhatjuk, hogy S-et megvizsgaltuk
egy bizonyos ®tulajdonsagra nézve, s azt talaltuk, hogy B teljesiil. Aza)—0 alapjan
mér tudjuk, hogy e két kijelentés miként kapcsolodik egymashoz: ha példaul a
(egyszerre megallapithatd) mérési eredmények a rendelkezésiinkre allanak, s
eszerint az SRj,.. .,5R, mennyiség értéke a megfeleld intervallumba esik,
akkor <€ projektora (a kordbban hasznalt szimbdlumokkal) a kovetkezd:

Ily mddon az S-r6l kapott informéciék mindig bizonyos tt tulajdonsag
teljesiilését jelentik, s e tulajdonsagot formalisan az £ projektor jellemzi. Vizsgaljuk
meg most az ekvivalens [Sj],...,S'M sokasag U, illetve az eredeti [S,,...,SN
sokasdg UO statisztikus operdtorat. Mi a matematikai 6sszefiiggés E,U és UO
k6zott?

Az M. miatt 6 teljesil az [Sj,..., S'M sokasagra, vagyis az tt-nek megfelel§
mennyiség értéke 1 Ez aztjelenti, amint azt e szakasz elején beléattuk, hogy EU = U,
mas sz6val, hogy Uf minden/-re ®leleme, itt 9?az olyan/-ek halmaza, amelyekre
£/ =1, vagyis az £-hez tartoz6 zart linearis sokasag.

Az EU=U helyett irhatd, hogy UE=U, i/(I —£)=0, vagyis Ug=0, ha
g= (1 —E)f f tetsz6leges, mas széval minden olyan g-re, mely az | - £-hez tartozo
zart linedris sokasag, azaz 9?7 —9%9?eleme. Ily mddon Uf =0, ha/az 91—9eleme, ha
pedig/az %l eleme, akkor Ufis az. Az t/-r6l semmi tovabbit nem mondhatunk.

Ez az U-1(Iényegében, tehat allando tényez6t6l eltekintve) csak akkor hatarozza
meg, ha 9L 0- vagy 1-dimenzids. Valdban, ha 9?= [0], akkor U=0, ami a IV..Z
fejezet 1. megjegyzése alapjan lehetetlen, ha pedig 9?= [<p] (=0, tehat ||(p|| = I
vehet), Up=cp sigy Blminden/elemére (hiszen ezek mind a apalakiak) Uf=cf.
igy altaldban Uf =UEf=cEf U=cE=cPM, s tekintve, hogy c>0 (lévén U
definit és nem zérus), lényegében véve U=E ~ PW Kett6 vagy kett6nél magasabb
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dimenzioju Kl esetén M-b6l kivalaszthatd két ortonormalt elem, g~és . Ekkor PM
és Pw két lényegesen kiilonb6z6 olyan U, mely feltételiinket kielégiti. Ily modon

£ =0 lehetetlen, az £ =P[](I<pll=1) esetén I/=£ =PM, kilénben pedig U
tobbértékd.

Az, hogy £ = 0 esetén egyaltalan nem talalhaté U, megrazo lenne akkor, amikor
egy S ilyen 6 tulajdonsaggal rendelkeznék. Ez azonban ipmiatt ki van zarva: ilyen
sohasem teljesiilhet, valoszinlisége mindig zérus. Az egydimenzids Kl, vagyis az
£ =PM (||<p|| = 1) eset U-t egyértelm(ien meghatérozza és rogziti a pallapotot. Az
ilyen mérés, amennyiben eredménye igenl6, S allapotat kimerit6en meghatarozza, s
ez az allapot éppen <178 Minden egyéb mérés nem teljes, és igy az allapot
egyeértelmd meghatarozasara nem alkalmas.

Az altalanos esetben igy megyiink tovabb: nevezzik az 6-nek megfelel6
mennyiséget is 6-nek. Megmérjik 6-t az C0-hoz tartozd egész [S,,...,SN
sokasagon. Ezutan dsszegy(jtjik mindazon elemeket, melyekre az eredmény 1, igy
kapjuk az I/-nak megfelel6 [S],...,S'M sokasagot. Az 6 mérését sokféleképpen
elvégezhetjiik, megmeérhetiink példaul valamilyen méas 91 mennyiséget is, melynek 6
ismert fliggvénye: 6 =/ (91). A kdvetkez6kre gondolunk. Legyen az Ki-et kifeszit6

ortonormalt rendszer <p, g2,.. az IR—Di megfelel6 rendszere pedig ipt, \p2, . ...
Ekkor (pj, (02,.. ipi, h2,. mmaz Ki+ (IR—Ki)-et fesziti ki, tehat teljes.
Legyen A,,42,.. u2,p2,... egymastol kilonbdz6 valds szdmok sorozata és

hatarozzuk meg az R operatort az

A(Xx, @+E Y, )=Y,ax, [+ X Pnyndn

egyenlettel. Vilagos, hogy R tisztadn diszkrét spektruma kl,k2,- me, u1,142>m>a
PL(p2,..., DL p2,... megfeleld sajatfliggvényekkel és mindegyik sajatérték
egyszeres. Ha F(x) olyan fliggvény, hogy

£(4,)=1, F (/i..,)=0,

akkor (pl,(p2,... esetén F(R) sajatértéke 1, tehat Ki tetsz6leges/ elemére is az,
h1,2,... esetén viszont F(R)sajatértéke 0, és minden K —KI-hez tartoz6 elemre is
0 lesz a sajatérték. Kovetkezésképpen E=F{R) és ha 9!-hez tartozik R, akkor
6 = £(91). igy 6 mérése 91 méréseként foghato fel.

Kiszamithatjuk most mar, hogy miként fligg dssze UO és U. Az 91 mérése
értelmében a rendszer o,(p2, . ¢Ld2,... kozil valamelyik allapotban van,
attdl fuggben, hogy k2,k2,.. wulry2,... kozil melyik értéket kaptuk meg mérési
eredmény gyanant. A megfelel§ valoszinliségek a kévetkez8k:

Sp (UOPI(AD = (VO(pi, <pj), Sp (UOPM )=(U0<2, 5£)....,

Sp (UOP [d\)= (101, ipi), Sp (UOP[*F)= (UOip2, B2),- mm

(lasd a I11. 3. fejezet megallapitéasait, ezeknek érvényességét belattuk). Mas szoval az
UO sokasag fenti h&nyadai mennek &t e mérés sordn a P[Y[,PM ,..
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PW], .. sokasagokba. Az V sokasag az els6 csoport levalasztasaval adodik,
hiszen tt az 1értéket akkor veszi fel, ha 91 értéke A, A2>, .. kozil keril ki. igy

m="(un"n(pn)Pm
n

Am mindegyik PM felcserélhetd R-rel, s igy R-nek (7-val is felcserélhetének kell
lennie. Mas szoval, ha [7 nem cserélhet6 fel minden olyan R-rel, amely a fent leirt
madon all el6, akkor bizonyos mérési eljarasokat (nevezetesen azokat, amelyek a
megfelel6 9J-t6l is fiiggnek) el kell hagyni akkor, amikor (7-t (70-bol elallitjuk. igy
mar tébbet tudunk C/-rél annal, hogy csupadn  mérésével allitottuk eld. Az U
azonban ismereteinknek csupan ezt az allapotat tiukrdzi, s igy igyekszink a
kovetkez§ feltételhez ragaszkodni: olyan (7-kat fogunk hasznalni, amelyeknél <&
nek egyetlen mérési eljarasat sem kell kizarni. Lassuk most mar, hogy létezik-e ilyen
(7, s milyen az alakja!

Mint lattuk, £7-nak a fenti modon el6allitott valamennyi R-rel felcserélhet6nek
kell lennie. Ebb6l kovetkezik, hogy Ri7<h,= URn= UAp= A1(7q5 vagyis U(pnazR
sajatfliggvénye A, sajatértékkel, tehat U(pn=a,(p,, igy specialisan Ug> =al(pl is
igaz. Am SR-nek barmely olyan @ eleméhez, amelyre ||(p]| =1, megvalaszthat6
L, (p2,.. X d2,. == Ugy, hogy cpi = (p teljesiljon és igy minden ilyen <p[7-mak
sajatfliggvénye. Itt minden pugyanahhoz a sajatértékhez tartozik:ha viszont qés i
killonb6z6 sajatértékhez tartozna, akkor egymasra ortogondlisaknak kellene

e PO
lenniuk. Tovabbd — 7 is sajatfuggvény, es mivel

y*

(<p+® \ <9) 1 (Pp+e N (P9 i .
182 "V ~53

ezért ez nem ortogonalis sem <p-re, sem pedig i/ re, s igy ugyanahhoz a sajatértékhez
kell tartoznia, amelyhez mind (p, mind pedig X hozzétartozik, ez azonban lehetetlen,
hiszen ezek kiilonbdz6 sajatértékhez tartoznak. Kovetkezésképp U(p=a(p, ahol a
allando. Vilagos, hogy a IMI= 1 feltételt el lehet hagyni. igy 3W-nek minden/
elemére Uf—af. Tehat UEg—aEg minden g-re, s igy UE=aE, mivel azonban
(7= 17£, azért U—aE. Az (7 és E definit és nem zérus, igy a>0, tehat lényegében
U=E.

Ez az (7 azonban ténylegesen megoldja a felvetett problémat, minden R-re, tehat
minden 9l,<2,..., ®1,d2,... rendszerre, ha (70t megfelel6képpen vélasztjuk
meg. Ha C/0= L akkor

YSVo<Pn —L(Pn'En)Pte = X =Pw=f£=um
n n n
igy az E= U 0sszefliggés megalapozott a korabban vazolt program értelmében.
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Az U0-1is meghatarozhatjuk, ha feltessziik, hogy univerzalis, vagyis E-t61 és A-t6l
fuggetlen. Ekkor a kivant eredményt akkor és csak akkor kapjuk meg, ha U0O=1
Valdban,

(Usom som)=(E(pm, (om)={<pm, qm)= 1,

(Ug>m4>m)= YSVo<Pn <Pn)(PM<PT, <Pm)=
n

= . O<h <Pt @) 1* = (UoVnr <Pmj-
Tehat (UOgm sm)= 1 Az Wi-nek tetsz6leges <peleme (||<p||=1) valaszthatd <p,
gyanant, igy (U0 D=1, s ebbdl kdvetkezik %l tetszéleges / elemére, hogy
(Uof,/)=(/,/) Lévén pa tetsz6leges, ez minden/-re igaz, igy CO= 1.

Tekintsiink két, nem feltétleniil egyszerre eldénthet6 B és g tulajdonsagot. Mi
annak valoszin(isége, hogy egy olyan S rendszeren, amelyben az B tulajdonsag
teljestilését éppen igazoltuk, egy ezt azonnal kdvet6 méréshen az g tulajdonsag
teljestilését figyeljiik meg? A fentiek szerint ennek val6sziniisége Sp (EF )=£(££)
(£ és F tt-nek, illetleg g-nek operatora, a bal oldal azért igaz, mert U—£, ajobb
oldal pedig azért, mert £2=£, F2=F, lasd a Il. 11. fejezetet). E valdszin(iségek
relativek, igy B rogzitettnek, g pedig valtozénak tekintendd; ha Sp(£) = £(£), ami
Qi dimenzidsszama, s ez véges, akkor e szammal osztva normalhatunk.

Az B és g helyett fizikai mennyiségeket is vizsgalhatunk. Legyen 911,...,9/
egyszerre mérhet6 mennyiségrendszer és hasonloképpen. (Nem Kkell,
hogy egyutt is ilyen rendszert alkossanak.) Legyenek a megfelel6 operatorok

Rj, illetéleg S,, ..., S, és a megfelel§ egységfelbontasok £ t(),..., £/1), ill.
FAA),..., F(A). A megfelels intervallumok legyenek /x:X\<A”™A,,...,
i AjAMNA", Jj: u\ <A</ii,..., J\ B\<ANN', és legyen £,(/)=£ 1A)—

-£ KA. .. Ej(lj) = Ej(Xj) —Ej(X)), F1JI1)=F1(n'i)-Fi(n\),. .

FI(J,) = FI(hd)—F,(/i"). A kérdés a kovetkez6: ha az 91,,..., 9/ mennyiségeket
megmértik az S rendszeren, s értékeik a megfelel§ intervallumba estek,
akkor az B~ .. ®, mennyiségeknek egy — ezt rogvest kdvetd — mérésenél mi
annak a valészin(isége, hogy ezek értékei a megfeleld intervallumba

esnek? Vilagos, hogy £ = £ 1(/1).. .Ej(lj),F=Fi(QJl)...F,(J,) vizsgalandd meg. A
kérdéses valoszinlség (lasd e)-t és Ij)-t):

SpE (L) oo (L)L (L) o £,(1) =
= 1(Ei(/i)- » £,(/)(E,(1,)* « £,(])).

Végezetil foglalkozzunk még az UO0=1 altalanos kiindulasi sokasaggal. Ebbdl
Ugy kaptuk U-t, hogy 91 mérésével két részre bontottuk fel. Ha nem bontottuk volna
fel, vagyis megmeértiik volna 9!-et mindegyik elemen, s ezeket ismét egy sokasagba
egyesitettilk volna, akkor Gjra UO= 1 lett volna az eredmény. Ez kdzvetlenil
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konnyen kiszdmithato, vagy az E —1vélasztassal bebizonyithatd. Ekkor pl, p2,...
és d1,p2,... nem jatszanak szerepet és a AIfA2,... sajatértékekhez tartozo
H,(p2,... teljes rendszert alkot. Ezért, noha 91 mérése bizonyos koriilmények
k6zott megvaltoztatja az egyes elemeket, e valtozasoknak egymast pontosan ki kell
egyenliteniik, mert az egész sokasag nem valtozik meg. Mi tébb, UO= 1esetén e

tulajdonség jellemzd. Ugyanis minden teljes ortonormalt (pl,<p2,... rendszerre

"o=1 (UOmpEHPM ,

n=1
igy UO felcserélhet6 P"j-gyel, hiszen mindegyik P~j-nel felcserélhetd. Ily mdédon
U0 minden PM-vel (|HI = 1) felcserélhet6. Ezért

UO(p= UOPM (p= PM U0<p= (U0 (p)(p,

vagyis (p sajatfliggvénye 1/0-nak. Ebb6l kovetkezik, hogy CO= 1, mégpedig
pontosan Ugy, ahogy korabban a megfelel§ dsszefliggéshél azt kaptuk, hogy U=E
(ott i és E szerepelt IR és 1 helyett).

Az U0=1 esetben az 0Osszes lehetséges allapot a lehet§ legnagyobb foku
egyensulyban van és semmilyen mérési eljaras ezt nem képes megbontani. Barmely
teljes ortonormalt <t, <2, .. mrendszerre

"0=1=
n=1
vagyisa <l ,<p2, ... allapotokra 1:1:1:... relativ stly( szuperpoziciorol van sz6.
Ebbdl kitlinik, hogy 1/0=1 a régebbi kvantummechanikaban annak a szokasos
termodinamikai feltevésnek felel meg, mely szerint az egyszer( kvantumpalyak a
priori valosziniisége egyenlé. Ez fontos szerepet fog jatszani termodinamikai
meggondolasainkban, melyekkel a kdvetkezd szakaszokban foglalkozunk.
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V. ALTALANOS MEGGONDOLASOK

1. A mérés és a reverzibilitas

Mi torténik az U statisztikus operatoré keverékkel, ha az A operatoré X
mennyiséget megmérjiuk rajta? (E mérésen azt értjiik, hogy a sokasdg minden
elemén megmeérjik X-et, s az igy megmeért elemeket ismét sokasagba egyesitjiik.) E
kérdésre — amennyire az csak lehetséges — egyértelm(i valaszt adhatunk.

El6szor legyen R spektruma egyszeres és tisztan diszkrét. Legyen cpu 2, . ..
sajatfliggvények teljes ortonormalt rendszere, A,, A2,... a megfelel§ sajatérték
(ezek a feltevés szerint egymastdl kilonbozéek). A mérés utan a helyzet a
kovetkezd: az eredeti sokasag (Ucp,,, q@,) hanyadaban XXértéke A,(n=1,2, ...). E
hanyad igy olyan sokasagot alkot, melyben > értéke biztosan A, (lasd M.-et a IV. 3.
fejezetben), vagyis a (helyesen normalt) statisztikus operatoré smallapotban
van. Ezeket az alsokasagokat egybefoglalva

)]
n=1

statisztikus operatoré keveréket kapunk.

Legyen ezutan A ismét tisztan diszkrét spektrumé, i,<p2, ..., Al(A2,.. .jelentse
ugyanazt, mint el6bb, de ne tegyik fel, hogy minden A, sajatérték egyszeres, mas
szoval a A,-ek kozott lehetnek egyenloek is. Ekkor XX mérési eljarasa nincs
egyértelm(ien definidlva (ugyanez volt a helyzet példaul a IV. 3. fejezetben ®-
vel). Val6ban, legyen ux, 12,... egymastdl kiilonb6z6 valds szdmok sorozata és
N, (P2,..., Hi,u2,... megfeleld operatora legyen S, a megfelel6 mennyiség pedig ®.
Ha F(x) oly fliggvény, amelyre

F(/0=A,

akkor F(S) =R, tehat E(®)=X, igy ® mérése )X méréseként is felfoghat6. Ez U-t a
fenti [/'-be viszi 4t. Az U' fuggetlen a (teljesen tetszdleges) uu u2,... szamoktdl, de
nem fliggetlen a (plt(p2, . .. rendszert6l. A (pl 2, ... azonban még sincs egyértelm(-
en meghatarozva, 9 sajatértékeinek tébbszords volta miatt. A IV. 2. fejezetben mar
lerogzitettuk (@ Il. 8 fejezet alapjan), hogy mit mondhatunk a
<>, (p2,... rendszerrdl. Legyen A, A"... a Aj, A?)... sajatértékek kozul a
killonb6z6k sorozata, és legyen Wi2, 9N ,... rendre az A/=A" A/=A",
A/ =k"'f... egyenlet megoldasainak halmaza. Végil legyen *i, X2> e X'i>X'{> ]

. rendre az AW/, 14, ,... halmazokat kifeszit6 ortonormalt rendszer. Ekkor a
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legaltalanosabb <p,, 42,. mmrendszer *2,.. jtf, *2>eee - Az U filigghet «
megvalasztasatdl, vagyis a mér6berendezéstdl, és altalanos alakja a kdvetkezd:

V = a + Inéu& M Pl -He—
E kifejezés azonban csak bizonyos esetekben egyértelmd.

Hatarozzuk meg ezt az esetet. Minden tagnak kilén egyértelm(inek kell lennie,
vagyis ha az Rf =kf egyenlet megoldasainak halmaza (H tetsz6leges), a

Z(UXhx',,)Piy
n

Osszeg ertékének az MAL kifeszitd valamennyi Xi, X2» ¢+ ortonormalt rendszerre
ugyanannak kell lennie. Ezt az Osszeget F-vel jeldlve és a IV. 3. fejezet
megéllapitasait (melyekben UO, U, 4Vaz t/-val, F-vel és 3Rr val helyettesitendd) sz6
szerint megismételve azt kapjuk, hogy V=cxPW[cx nemnegativ allandd) és ez
egyenértékd azzal, hogy (Uf f) =cx(f,f) az®Ir nak minden/elemére. Az ilyen/-ek
azonban g alakuak tetsz6leges g-vel, igy a kdvetelményiink

(npwon8>p<al8)=cx(pvil>T,8) >
vagyis

(PnVP,dMg,g) = cAPSRg.9),

PwU P u, =cxPus, ,

az J1-nek minden fAsajatértékére. Ha ez az (7-t er6sen megszorito feltétel nem elégil
ki, akkor az )X mérésére szolgalé kilonb6z6 berendezések U-1 més-mas t/'-be
transzformaljak at. (Az V. 4.-ben termodinamikai alapon néhany megallapitast
tesziink majd W tetsz6leges mérésének eredményére vonatkozéan.)

Végil R spektruma ne legyen tisztan diszkrét. Ekkor a I11. 3. fejezet (vagy a IV. 3.
fejezetben talalhatd kritérium) miatt XX nem mérhet§ abszolit pontosan. Az W
korlatolt pontossagi mérései (ahogy azt az emlitett esetben megtargyaltuk)
egyenértékliek tisztan diszkrét spektrum( mennyiségek mérésével.

A kisérletek vagy mérések nemfolytonos, nemkauzalis és pillanatszer(i hatasaval
szemben az id6tél fligg6 Schrodinger-egyenlet az anyagi rendszer mas jellegl
folyamatat irja le, nevezetesen azt, hogy a teljes energia ismeretében miként valtozik
a rendszer folytonosan és kauzalisan az id6ben. A g~allapotra ez az egyenlet azt
allitja, hogy

tehat

d 2ni
(T,) — — h~n<Pn

ahol H az energiaoperator.
A (p allapot U,=PM statisztikus operatorara ebbdl az kdvetkezik, hogy
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=(fJt §?2j-<p,+(fp,)-Jt (p.=

[ 2ni \ 2ni
: Je<t) [l @)= Ho>.=

=nr- (H<p.)a>.- (, 9 He)=

o
:—:' (t/,H-H U,)f
vagyis

d 2ni
() -1, = — ut).

Ha U, nem allapot, hanem mondjuk a

"W p P
allapotoknak a megfelel6 wl,w2, ... stlyokkal vett keveréke, akkor U, valtozasa az
egyes

PM") PMZ]
allapotok valtozasaibol tev6dik Ossze. A megfelel6 T2 egyenleteket Gsszeadva
latszik, hogy T2 az ilyen 1/,-re is igaz. Mivel minden U ilyen keverék, vagy ilyen
keverék hataresete (példaul minden olyan U, amelyre Sp U véges, ilyen keverék),
megkovetelhetjik T2 &ltalanos érvényességét.

A T2-ben H még fligghet f-t6l, csakigy, mint a T,. Schrodinger-féle differencial-

egyenletben. Ha nem ez a helyzet, akkor még explicit megoldasokat is megadha-
tunk; a T~-re akkor, mint tudjuk,

(Tj.) P=e~ * HHO>
T2-re pedig

. 2ni 2iti i,
(Ti.) ut=e~ir,Hc/0eT H.

(Konnyen igazolhatd, hogy ezek megoldasok, s az is, hogy egymas kdvetkezményei.
Az is nyilvanvald, hogy rogzitett 0, illet6leg U0 mellett csak egyetlen megoldas
létezik: a T(., T2 differencialegyenletek t-ben elsérendiek.)

Ily modon az S rendszerben, vagy az [S2,..., S*] sokasagban két alapvet6en
kiillonb6z6 jellegl folyamat jatszodhat le. Az els§ a mérések okozta tetsz6leges
valtozas, amelyet az

U=*U'= Y, (U <P
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képlet ad meg (itt <p,, 42,... teljes ortonormalt rendszer). A masodik az id6
multaval lejatsz6d6 valtozas, ezt a

2ni 2ni u

) W-i(»l/, =e“T 'HUE~TM
|

képlet szolgaltatja (t az id6, H pedig a t-t6l fliggetlen energiaoperator). Ha H fiigg t-
tol, akkor a vizsgalt id6intervallumot olyan kicsiny részintervallumokra osztjuk fel,
amelyekben H nem, vagy csak alig valtozik, és e részintervallumokra egyenként
alkalmazzuk (2.)-6t. A végeredményt szuperpozicio adja meg.

Most részletesebben elemezniink kell kétféle folyamat természetét és viszonyat
egymashoz.

El6szor is meg kell jegyezni, hogy H id6fliggését 2. magaba foglalja (az ott leirt
maodon), s igy azt varhatnank, hogy 2. alkalmas a mérés okozta valtozas leirdsara is.
Valoban, a fizikai hatds nem lehet egyéb, mint bizonyos energiacsatolas atmeneti
bekapcsolasa a megfigyelt rendszerbe, vagyis (a megfigyeld altal el6irt) megfelel§
idéfiiggés bekapcsolasa H-ba. Miért van akkor az 1. folyamatra sziikség a mérések
jellemzésekor? Ennek oka a kovetkez6: a mérés soran nem tudjuk az S rendszert
magaban vizsgalni, hanem ahhoz, hogy kdlcsénhatasat az M méréberendezéssel
megkaphassuk, az S+ M rendszert kell szemigyre vennink. A mérés elméleti
szempontbdl S+ M-re vonatkozo allitds, amely azt adja meg, hogy S allapota
milyen kapcsolatban van M allapotainak bizonyos jellemzGivel (nevezetesen a
megfigyel6 altal leolvasott bizonyos mutatd allasaval). Az, hogy a megfigyel6t
beleértjiik M-be vagy sem, eléggé a tetszésiinkre van bizva, csupan azt jelenti, hogy
S allapotanak és M mutatéjanak kapcsolatat S allapotanak és a megfigyel6
szemében vagy agyaban lejatszodé kémiai folyamatnak (mely soran a megfigyeld
észlel) kapcsolataval helyettesitjik. Ezt alaposabban a VI. 1 fejezetben vizsgaljuk
meg. Mindenesetre 2.-nek csak S+ M esetében van fontos szerepe. Meg kell
természetesen mutatnunk, hogy ez S vonatkozdsaban ugyanazt az eredményt
szolgaltatja, mintha I.-et kozvetleniil alkalmaznénk S-re. Ha ez sikerrel jar, akkor
elértik, hogy a fizikai vilagot egységes kvantummechanikai alapon tudjuk
vizsgalni. Ezt a kérdést a VI. 3. fejezetben vizsgaljuk meg.

Masodszor, meg kell jegyezni l.-gyel kapcsolatban: ismételten megmutattuk,
hogy az 1. értelmében vett mérésnek pillanatszeriinek kell lennie, vagyis azt olyan
rovid id6 alatt kell végrehajtani, amely soran (7-nak a 2. altal megadott valtozésa
még jelentéktelen. (Ha ezt Ggy kivanjuk helyesbiteni, hogy 2. alapjan kiszamitjuk a
megvaltozott (7,-t, akkor sem kapunk semmit, mert ahhoz, hogy valamilyen U,-t
alkalmazzunk, ismerniink kell i-t, a mérés pillanatat pontosan, vagyis a mérés
id6tartamanak rovidnek kell lennie.) Itt elvi kérdés meril fel, hiszenjdl ismert, hogy
a klasszikus mechanik&ban van olyan mennyiség, nevezetesen az energia, amely az
id6 kanonikus konjugaltja.180 igy varhat6, hogy az idé—energia kanonikus
konjugalt parra a Descartes-féle koordinata—impulzus parra vonatkozo hataro-
zatlansagi relaciéhoz hasonld Osszefiiggésnek kell fenndllnia.181 Megjegyezziik,
hogy a specialis relativitas elmélete messzevezetd analdgiara vet fényt: a harom
térkoordinata és az id6 négyesvektort alkot csaklgy, mint a harom impulzuskom-
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ponens és az energia. Az ilyen hatarozatlansagi 6sszefliggés azt jelenti, hogy az
energianak nagyon pontos mérése nem vihet6 végbe nagyon révid idé alatt.
Valéban, az varhato, hogy az energia e mérési hibaja és a T id6tartam kozott

ez~h

alaku @sszefiiggés érvényes. A Ill. 4. fejezetben a p-re és a g-ra elmondotthoz
hasonl¢ fizikai gondolatmenet valoban erre az eredményre vezet. Anélkil, hogy a
részletekbe mennénk, tekintsiik a fénykvantum esetét. Ennek e energiabizonytalan-
saga a Bohr-féle rezgésszamfeltétel miatt h Av, tehat a rezgésszam-bizonytalansag h-
szorosa. Am, ahogy arra a 137. jegyzetben ramutattunk, Av a legjobb esetben az
id6tartam reciproka 1/, vagyis e JIT, sahhoz, hogy az egész TidGintervallumban a
fénykvantum monokromatikus legyen, a mérésnek legalabb T ideig kell tartania. A
fénykvantum esete jellemz8, hiszen az atomi energiaszinteket rendszerint a
megfeleld spektrumvonalak frekvencidibol allapitjak meg. Mivel az energia igy
viselkedik, lehetséges, hogy van 0sszefiiggés mas 91 mennyiség mérési pontossaga és
a mérés idGtartama kozoOtt. Jogosult-e hat az a feltevésiink, hogy a mérések
pillanatszeriiek?

Mindenekel6tt el kell ismerniink, hogy ez az ellenvetés Iényeges nehézségre mutat
ra, amely a kvantummechanika legfébb nehézsége, s ez éppen a nemrelativisztikus
jelleg, mely kitlinteti a i id6t az x, y, z koordinatakkal szemben, s igy feltételezi az
objektiv egyidejlség fogalmat. Mig minden mas mennyiséget (példaul a t-hez a
Loreniz-transzformaciok on keresztiil szorosan kapcsolédé x, y, z koordinatakat is)
operatorok reprezentalnak, az idének a kdzonséges t szamparaméter felel meg
ugyanugy, mint a klasszikus mechanikdban. Vagy masként fogalmazva, a
kétrészecskés rendszer hullamfliggvénye 2x3 =6 térkoordinatatdl, de csak egy t
id6t6l fugg, noha a Lore/irz-transzformacio miatt két id6 lenne kivanatos. Lehet,
hogy a kvantummechanika eme nemrelativisztikus jellegével van 6sszefliggésben
az, hogy a mérések minimalis id6tartamanak természetes torvényét figyelmen kivil
hagyhatjuk. E magyarazat, noha lehetséges, &am nem szerencsés!

A probléma részletesebb vizsgalata azonban azt mutatja, hogy a helyzet nem
ennyire rossz. Nem arra van tulajdonképpen szlikségiink ugyanis, hogy t
megvaltozasa kicsiny legyen, hanem arra, hogy az (U(p,, <p) valészin(iségek
kiszamitasat kevéssé befolyasolja, tehat hogy

U= t{U<pn,(p,,)PM ,
=1
akar U, akar
U=e h tle*
segitségével legyen képezhetd. Tekintve, hogy

U<P><m)=( h HUe* (n,(pn)=

=(Ueh <me «k (),
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ez akkor lehetséges, ha a megfelel6 perturbacids energidval megvaltoztatott H
olyan, hogy
2 ki

e~ "Hen

a <p,-tol csak egységnyi abszolut értéki allando szorzoban kilonbodzik. Mas szdval
a (p,allapotnak 2. hatasa alatt Iényegében valtozatlannak kell maradnia, vagyis @,
stacionarius allapot, tehat Hgn<p,-nek valos allanddszorosa. Ez azt jelenti, hogy <,
a H sajatfuggvénye. Els6 pillantasra nem tiinik kézenfekvének, hogy a H operator
Ugy valtozik meg, hogy R sajatfiggvényei egyben H-nak is sajatfiiggvényei, tehat
stacionarius allapotok lesznek (vagyis, hogy H és R felcserélhet6 egymassal). Pedig
tulajdonképpen ez a helyzet, és még az is belathato, hogy a tipikus méréberendezé-
sek célja H-t éppen igy valtoztatni meg.

Valo6jaban barmely mérés eredményeképpen vagy fénykvantum, vagy témeggel
rendelkezd részecske bocsatddik ki bizonyos iranyban, bizonyos energiaval. E
jellemzG6kkel, tehat az impulzussal a részecske a mérés eredményét fejezi ki, vagy
pedig egy tomegpont (példaul egy mutaté egy skaldban) nyugalomba jut s
Descartes-koordinatai szolgaltatjak a mérés eredményét. A fénykvantumok
esetében, a 1. 6. fejezet széhasznalataval élve, a kivant mérés igy azzal egyenérték,
hogy felsoroljuk az Mx, M2,... értékeket, nevezetesen Ai,,= | és a tobbi pedig
zérus. Mozgo6 (Kirepll6) tdmegpontra a mérés a Px, Py, Pz impulzuskomponensek
megallapitasaval egyenérték(d, a nyugalomban levé témegpontnal (a mutaténal) az
X, y, z Descaries-koordinatakat, illetve a Qx, Qy, Q2 operatorok értékeit kell
rogziteni. A mérés azonban csak akkor ér véget, ha a fénykvantum, vagy a
tomegpont kiszabadul, vagyis ha a fénykvantumot tobbé nem fenyegeti az
elnyel6dés veszélye, a tdmegpontot mar nem téritik el potencialok, s ha a mutato
valéban nyugalomba jut, amelyhez nagy tomeg sziikséges.182 (Ez utébbi a
hatarozatlansagi Osszefiiggések miatt biztosan szlikséges, hiszen a sebességnek
kdzel zérusnak, szérdsanak tehat kicsinynek kell lennie, bar az impulzus szérasa,
amely a sebesség szérasanak a tdmegszerese, nagy a koordinatak kicsiny szorasa
miatt. A mutatok A&ltalaban makroszkopikus testek, tehat oridsiak.) A H
energiaoperator a fénykvantum esetében

mig a tdmegpontos példaban H a kdvetkezd:

(Px)2+ (Py)2+ (Pz)2
Vm— — L+ y(QeQyR D

(matdmeg, V pedig a potencialis energia). Kritériumaink szerinta W”-eknek el kell
tlnnidk, illet6leg Knek allanddnak, vagy pedig m-nek igen nagynak kell lennie.
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Mindez valéban oda hat, hogy Px, Py, PrilletSleg Qx, Qy, Qz az igy el6all6 H-val
felcserélhetd legyen.

Végul megemlitjik még, hogy az, amikor a valoban érdekes allapotok (itt
¥2,...) stacionariussd valnak, az elméleti fizikdban masutt is fontos szerepet
jatszik. Az a feltevés, hogy a kémiai reakciok félbeszakithatok (,,megmérgezheték™)
— erre a fizikai kémia gondolatkisérleteiben sokszor van szilkség —, ilyen
jelleg(i.183

Az 1 és a 2. folyamat egymastol lényegesen killonbdzik. Nem érdekes, hogy
mindkett6 egyértelm(, azaz kauzalis, hiszen a keverékek statisztikus tulajdonsagai-
val dolgozva nem meglep6, hogy minden valtozas még akkor is statisztikus, ha a
valdszin(iségekben és a varhaté értékekben kauzalis valtozast okoz. Tulajdonkép-
pen pontosan ennél az oknal fogva vezetjik be a statisztikus sokasagokat és a
valdszin(iségeket. Az azonban igenis fontos, hogy 2. az t/-ban jelenlev§ statisztikus
bizonytalansdgot nem néveli, 1. azonban igen. A 2. az allapotokat allapotokba viszi
at:

a PM allapot -be megy 4at,

az 1 viszont az allapotokat keverékekbe is atviheti. Ebben az értelemben tehat az
allapotok 1. szerinti fejl6dése statisztikus, mig a 2. szerinti kauzalis.
Tovabba rogzitett H és t mellett 2. minden U-ra egyszer(ien unitér transzformé-
cié: U.=AUA~I, ahol
A—e h

unitér. Mas széval Uf =g kovetkeztében U,(Af )= Ag, tehat U, az C/-bdl a Hilbert-
térnek /1-val torténd unitér transzformalasa soran all el6, ez izomorfizmus, mely az
alapvetd geometriai viszonyokat valtozatlanul hagyja (lasd az I. 4. fejezetben
lefektetett elveket). E transzformacié megfordithatd, hiszen csak A-lkell A" “-gyei
helyettesiteni, ami lehetséges, mivel A, illetve A ~1 tetsz6leges unitér operatornak
tekinthet6, H és t messzemenden szabad megvalasztasa miatt. Epplgy, mint a
klasszikus mechanika esetében tehat 2. nem tikrézi a valdsagos vilag egyik
legfontosabb és legszembedtl6bb tulajdonsagat, az irreverzibilitast, azt, hogy a
Jovo” és ,mult” idGirdnyok kozott alapvetd kilonbseg van.
Az 1 alapvet6en maés tulajdonsagu. Az

uru'=t(U(p,,cp,)PM
M1

atmenet nem fordithatd meg minden tovabbi nélkiil. Nemsokara latni fogjuk, hogy
altalaban valéban irreverzibilis abban az értelemben, hogy adott t/'-b6l a hozza
tartozd U-ra nem lehet az 1 és 2. folyamatok ismételt alkalmazasaval altalaban
visszatérni.

Olyan ponthoz érkeztiink tehat, ahol termodinamikai mddszert kivanatos
gyumdlcsoztetni a vizsgalatainkban, mert egyediil ez teszi lehet6vé, hogy helyesen
értelmezzik azt a kilénbséget I. és 2. kozott, amelybe a reverzibilitds kérdései
belejatszanak.
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2. Termodinamikai meggondolasok

A kvantummechanikai sokasagok termodinamikajat két szempontbdl vizsgaljuk
meg. Tegylk fel el6szor, hogy érvényes a termodinamika két f6tétele, vagyis, hogy
elsé- és masodfaju érokmozgd nem létezik (ez az energia, illet6leg az entropiaté-
fenomenologiai termodinamika szokasos madszereit alkalmazzuk, a kvantumme-
chanika csak azeért jatszik szerepet, mert meggondolasaink olyan objektumokra
vonatkoznak, amelyeknek viselkedését a kvantummechanika toérvényei korma-
nyozzak (mind sokasagainkat, mind pedig azok U statisztikus operatorat). El6sz6r
a ket f6tételt érvényesnek fogadjuk el, s azokat a kvantummechanikara csak késébb
bizonyitjuk be. Am, majd csak az entropiatétellel kell foglalkoznunk, mert az
energiatétel mindig igaz. Megmutatjuk, hogy az 1. és a 2. folyamat sohasem
csokkenti az ltalunk kiszdmitott entrépiat. E sorrend természetellenesnek tlinhet,
ezt azonban az indokolja, hogy el6bb a fenomenologikus termodinamikai targyalas
sordan olyan attekintést kapunk a problémardl, amelyre a masodik tipusl
meggondolasainknal sziikség lesz.

Kezdjiik tehat a fenomenoldgiaval, mellyel a klasszikus termodinamika egy jol
ismert paradoxonat is meg tudjuk majd oldani. EI&sz6r is hangsulyozzuk, hogy
»idedlis kisérleteink” kuldonleges volta, az, hogy tulajdonképpen végrehajthatatla-
nok, nem csokkenti a bel6lik levonhatd kdvetkeztetések sulyat. A fenomenologiai
termodinamika értelImében minden elképzelhetd folyamat, hacsak a termodinami-
ka két alaptérvényének nem mond ellent, igaz tanulsagot szolgaltat.

Célunk az U statisztikus operatord [Sj,...,SN sokasag entrépidjat meghata-
rozni. Feltételezziik, hogy az U helyesen normalt, vagyis Sp U= 1. A klasszikus
statisztikus mechanika széhasznalataval élve Gibbs-(é\c sokasaggal dolgozunk: a
statisztikat és termodinamikat tehat nem egyetlen, nagyon bonyolult, sok (azonban
csak hianyosan ismert) szabadsdgi fok(i mechanikai rendszer (kdlcs6nhat6)
komponenseire alkalmazzuk,18 hanem nagyszamu (egyméssal azonos) mechani-
kai rendszer sokasdgdra. E mechanikai rendszerek szabadsagi fokainak szdma
tetsz6legesen nagy, és egymastdl tokéletesen el vannak szigetelve, s igy egymassal
nem hatnak kolcson.186 Az S S N rendszer egymastol tokéletesen el van
szigetelve, tovabba e rendszerekre a valdsziniiségszamitas szokéasos szamlalasi
modszereit alkalmazzuk, s igy magatol ért6dik, hogy a szokasos statisztikat kell
hasznalni és az ett6l eltér6 BOse—Einstein-féle, valamint a Fermi—Dirac-féle
statisztika, amely viszont egymastdl megkiilénbdztethetetlen, egymassal kélcson-
haté részecskék bizonyos sokasagaira alkalmazhaté (nevezetesen fénykvantumok-

ra vagy elektronokra és protonokra, lasd a Ill. 6. fejezetet és kulondsen a 147.
jegyzetet), a problémankba nem jatszik bele.
Azilyen [S,, ..., SN sokasagok kezelésére az Einstein altal bevezetett modszer a

kovetkez6:187 Az S!,...,S N rendszerek rendre a K1;..., Kg, dobozba vannak
bezarva, e dobozok fala a rendszereket ér6 valamennyi tobbi hatas szamara
athatolhatatlan, ami megengedhet6, minthogy a rendszerek nem hatnak kélcson.
Tovabba, minden doboz tdmege olyan nagyon nagy, hogy ra S,,..., Swlehetséges
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allapot- (tehat energia- és tomeg-) valtozasainak alig van hatasa. A végrehajtandé
idedlis kisérletben igy sebességik is elég kicsiny ahhoz, hogy a szamitasokat
nemrelativisztikusan lehessen elvégezni. E dobozokat ezutan a nagyon nagy R
dobozba zarjuk be (a R doboz Ftérfogata K,,..., KN térfogatanak 6sszegénél
sokkal nagyobb). Egyszerliség kedvéért semmilyen er6tér se legyen R-ban
(nevezetesen gravitacids er6tér sem és legyen R olyan nagy, hogy KI5. .., KV
tdmegeének se legyen hatdsa). A Rt,..., R (ezekbe van rendre S,,..., SNbezarva)
igy a nagy R tartalyba bezart gaz molekulainak tekinthet6. Ha most R-t T
hémérsékletli nagyon nagy hétartallyal kapcsoljuk ossze, akkor R falanak
molekuldi hémozgéasba kezdenek, impulzust adnak &t R,,...,KN kozil a
kozelikben tartozkodoknak, ezek meg a tobbinek adnak tovabb impulzust.
Nemsokara valamennyi K1(..,KNmozgasbha jon és (itk6zések soran R falanak
(igazi) molekulaival és egymassal impulzust fognak cserélni. A staciondrius
egyensulyi mozgasallapot akkor jon létre, ha K1;. .., RNfelveszi a T h6mérsékletii
fal molekuldinak h6mozgasaval egyensulyt tarté sebességeloszlast. Eza K,,..., KN
»molekulabol” all6 T hémérsékletli gaz Maxwell-fele sebességeloszlasa lesz.188
Ekkor azt mondhatjuk, hogy az [S,,...,SN gaz felvette a T h6mérsékletet. A
rovidség kedvéért az 16 statisztikus operatord [ S S N sokasagot f6-
sokasagnak és a [S],...,SN] gazt t6-gaznak fogjuk nevezni.

Azért foglalkozunk ilyen gazzal, mert meg kell hataroznunk az (/-sokasag és a f&
sokasag entrépiakiilonbségét (t6 és F definit operatorok, a megfelel6 sokasag
[St,..., SiM, illetve [S],..., SN, Sp t6= 1, Sp V = 1). Ekkor — definicio szerint —
olyan reverzibilis atalakulast kell talalnunk, amely soran az els6 sokasag a
masodikba megy 4t.189 E transzformacidt legkdnnyebben az t6- és F-gdzok
segitségével taladlhatjuk meg. Mas szoval azt allitjuk, hogy az t6- és F-gazok
entrépiakiilonbsége megegyezik az 16- és F-sokasdg entropiakiilonbségével, ha
ezeket tetszleges, de egyforma T hd&mérsékleten vizsgaljuk. Ha T majdnem
pontosan zérus, akkor ez nyilvanvaldan tetsz6leges pontossaggal igaz, hiszen az f6-
sokasag és az t6-gaz kozott a kiilonbség 0 hémérsékleten eltlinik, hiszen az utébbi
R1(...,R n dobozainak ekkor nincs sajat mozgasuk, és Kj,...,RN R jelenléte
nyugalomban termodinamikai szempontbol lényegtelen (ugyanigy F-re). Célhoz
érink tehat, ha megmutatjuk, hogy T adott valtozdsakor az t6-gaz entrépidja
ugyanannyival valtozik meg, mint a F-gazé. A 7j-r6l T2re felmelegitett gaz
entrépiavaltozasa a gaz kalorikus allapotegyenletét6l, pontosabban fajh6jét6l
fligg.190 Természetesen nem szabad feltételezniink, hogy a géz ideélis, ha — mint
esetlinkben is— a 7j-et 0-hoz kozelinek valasztjuk.191 Masrészrél biztos, hogy az
16- és a F-gaz allapotegyenlete és fajh6je megegyezik, mert a kinetikus elmélet miatt

a Rj,...,KNdobozok dominélnak és teljesen elfedik a benniik lev§ SIt...,SN
illetve S'i,..., S'Nrendszereket. E melegités soran az 16 és F kozott a kilonbség

elhanyagolhaté és a két entropiakilonbség egybeesik, ahogy azt allitottuk. A
tovabbiakban tehat csak az 16- és F-gazokat hasonlitjuk 6ssze ésa T hémérsékletet
olyan nagyra vélasztjuk, hogy a két gaz ideélisnak legyen tekinthet6.192 lly modon
a kinetikus viselkedést kézben tartjuk, s az igazi feladathoz hozzalathatunk: az f6-
gazt reverzibilis médon at kell vinni a F-gazba. Ekdzben azonban az elébb vizsgalt
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folyamatokkal szemben K,,...,K N belsejében lev6 Sj,..,,SN rendszereket kell
szemugyre vennink, s e dobozokat ,fel kell nyitnunk”.

Most megmutatjuk, hogy minden U=PM allapot entrépidja ugyanaz, vagyis a
PM sokasadgot a Pm sokasagba atviv6é reverzibilis transzformécio hdéenergia
felszabadulasa vagy elnyel&dése nélkiil megy végbe (mechanikai energia természe-
tesen keletkezik vagy elhasznalodik, ha az energia varhatdértéke mas PNg-ben, mint
PM-ben, lasd a 189. jegyzetet). Valoban, még az el6bb vizsgalt gdzokra sem kell
hivatkoznunk. Ez az atalakitas zérus h6mérsékleten, tehat magukon a sokasagokon
is végrehajthat6. Megjegyezziik tovabba, hogy mihelyt ezt bebizonyitottuk, az U-
zérus legyen.

Még azt sem kell megkovetelniink, hogy a Pw -t P7j-be atvivé, fent jelzett
transzformacid reverzibilis legyen. Ha ugyanis nem az, akkor az entrépiakilonbség
nem lehet kisebb, mint a 189. jegyzetben megadott kifejezés (I4sd a 185. jegyzetet is),
tehat nem lehet negativ. APM és PIdifelcserélése azt mutatja, hogy nem lehet pozitiv
sem, tehat az entropiakllonbség zérus.

A legegyszer(ibb atmenet az id6t6l fligg6 Schrodinger-féle differencialegyenletre,
vagyis a 2. folyamatra hivatkozva kaphatd. Olyan H operatort és t szdmot kell
talalni, hogy az

e-iinlﬂ-|

unitér operator a pXd-be vigye at. Ekkor t masodperc alatt PM magatél P [Whbe fog
atmenni. A folyamat megfordithat6 és hérél egyaltalan nem esett sz6 (lasd az V. 1
fejezetet). A H energiaoperatorok lehetséges alakjara vonatkozo feltevéseket
azonban szeretnénk elkertilni. Arra tdrekszink, hogy csak az 1.-t, vagyis mérési
folyamatokat alkalmazzunk. A legegyszer(ibb ilyen mérés olyan 91 mennyiség
mérése lenne a PM sokasdgon, amelynek R operatora tisztan diszkrét spektrumu, a
Aj, A ... sajatértékek egyszeresek és ha pIrdp2, ... sajatfiiggvények valamelyike,
mondjuk dx=d¢. Ez a mérés <pta ¢l ¢2- m. allapotok olyan keverékébe viszi at,
amelyben dr= ¢pa tdbbi t/,-nel egyiitt leszjelen. E folyamat azonban nem felel meg,
mert 2= ¢ csak a (@ )\2 valdszinliséggel fordul el6, mig az 1—\(<p §)\2 hanyad
masféle allapotokba megy at. Egymasra ortogonalis (pés chesetén az utobbi hanyad
lesz az atmenet teljes eredménye. Egy masfajta kisérlet azonban megfelel majd a
céljainknak. Kilénb6z6 méréseket igen sokszor megismételve PM-t olyan
sokasagba visszik at, mely Pépt6l tetsz8legesen kevéssé kiilonbozik. Fenti
meggondolasunk alapjan Iényegtelen, hogy ezek az operatorok lehetnek irreverzibi-
lisek is.

Tegyik fel, hogy crortogonalis ¢»Te, ha ugyanis nem az, akkor valaszthaté olyan
X (lizll = 1). mely mindkettére ortogonalis, és el6szér <p-bdl *-be, majd x-bol d-be
megyink at. Legyen k=1,2,... tetsz6leges egész szam és legyen

nv Tiv
iA(v,:cosz(qwsinﬂcb (v=0,1,.,k),
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vilagos, hogy Q= (p, b= és [[i/N)|= L A i//Nrket olyan teljes ortonormalt
ipf\ ¥i@),. .. rendszerré egészitjuk ki, amelyre V'&)= V"< Legyen R(\) olyan tisztan
diszkrét spektrum0 operator, amelynek AQ), A)... sajatértékei egyszeresek és
amelynek ~@), ~3)... a sajatfiggvénye. Legyen RV a megfelel6 mennyiség.
Vegylk észre, hogy

; : Tt(v—1) ™
g N\ JAY)E Q05-------- +
("o I\ yAY) 57008
. ftv—1) . nv fnv  7tiv—1)\ n
+sm----2 ----- SiN— = €O S -------m-m-mmm- =cos—.
K 2K \2 k 2K J 2K

Az U= Pt~aj= PM sokasagon megmérjik az SRI) mennyiséget; az eredmény
I/(). Ezutdn 3Rt mérjilk meg 1/u)-en, az eredmény U{2), és igy tovabb. Végil az
9tik mennyiséget mérjik meg I/<K‘ u-en, s az eredmény Uik lesz. Kénnyen be lehet
bizonyitani, hogy elég nagy k esetén U{ tetsz6legesen megkdzeliti a P[J1 = Pm
sokasagot. Ha SRVt i(v_1)-en mérjik meg, akkor az

I(AV_1). "¥3I2= (cos™ )
hanyad d)be megy at. igy az fR(), IRQ),..., IRK mennyiségeket egymas utan
mérve a (0)=(p allapotbdl a dn\p (A ... ,p{k=-D allapotokon &t legaldbb a
cos— ) hényad megy at a p—alJ allapotba. Mivel (cos—_ } ->1, ha k->00,
( 2kJ) y ¥ P allap \( 2kJ}

végeredményként szinte kizardlag p adodik, ha k elég nagy. A pontos bizonyi-
tds a kovetkez4: Az 1 folyamat a spurt nem valtoztatja meg, és mivel
Sp (CI°)=Sp PM =1, azért Sp I/(1,= Sp U<2= ... = Sp UiK=1. Masrészt

RE W) Pum/f)-

I
n
=1 (U LA, e )M/ 12

igy, ha V—1,..., K-1 és/=" @+1)= " (v+D), illetbleg, ha v=Kk, és/= W=h K=,
akkor

(I/<vty (v+ 1),A<v+1,) A (11 (v-1V <), ir(V) X

X|(M), v+>)2=(co s (T(v- 1V V) AN),

(I7CVR, )= (1 [k DablK), P(K)),
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tovabba:
<0V (1), ~<1>)=(PWYy 0= \(I'50 12=(cos™J,

tehat
(M'Kdp,p)%(cos™j

Tekintve, hogy Sp U{ és Ecosi\lzk-»l. ha k-0, alkalmazhatjuk a Il. 11.

fejezetben kapott eredményiinket: UK a P~-hez tart. igy célunkat elértiik.

A kovetkezd kérdés, amit meg kell vizsgalnunk az, hogy meddig alkalmazhatjuk
a fenomenologikus termodinamika egyes f6 eszkdzeit, az ,,idedlis kisérleteket” a
kvantummechanikai rendszereknél: nevezetesen az Ugynevezett félig ateresztd
falakat.

Afenomenologikus termodinamikaban a kovetkez6 tétel érvényes: hal ésll az S
rendszer két kilonb6zd allapota, akkor szabad olyan falat feltételezni, amely
ateresztd az |, és nem ateresztd a Il szamara.193 Ez, hogy ugy mondjuk, a kiilénbség
termodinamikai definicidja, s igy annak is definicidja, hogy két rendszer egyenld
egymassal. Mennyire engedhet6 meg ilyen feltételezés a kvantummechanikaban?

El6szor is megmutatjuk, hogy ha su 2.. dwm ¢2,... ortonormalt rendszer,
akkor létezik olyan félig atereszt6 fal, amely az S rendszert akadalytalanul atengedi,
haaza o, 92... allapotok valamelyikében van, és valtoztatas nélkiil visszaveri, ha
az a ¢wm 2> .. allapotok valamelyikében van. Masféle allapotban levé rendszer
viszont megvaltozhat, ha e fallal Utkdzik.

Feltehet6, hogy a <, <2,..., ®f $2,... rendszer teljes, kiilénben tovabbi
jfi, X2y ¢ segitségével azza tehetd, s ezeket hozzéacsaphatjuk a (pi,>2 ...
allapotokhoz. Valaszthato olyan R operator, melynek spektruma tisztan diszkrét, a
AL A,. .., nufi2 ... sajatértékei egyszeresek és <l 72, ..., ¢r, 2, ... a megfeleld
sajatfliggvények. Legyen A,< 0 és un>0 minden n-re és legyen 91 az P-hez tartozo
mennyiség. A falon most ablakokat készitlink. Az ablakot a kdvetkez&képpen
definidljuk: gdzunk Kj,...,~ molekuldit (ismét T >0 hdmérsékleti U-gazt
vizsgalunk) az ablak megallitja, a dobozt felnyitja s az 91 mennyiséget megméri a
dobozban talalhaté rendszeren. Ezutan a dobozt ismét lezarja és attél fiiggen,
hogy 9J mért értéke negativ vagy pozitiv, valtozatlan impulzussal atengedi, vagy
visszaveri. Vilagos, hogy ez a szerkezet eleget tesz a kivanalmainknak. A kérdés csak
az, hogy milyen valtozést okoz a sokasagon az ilyen (itk6zés és hogy e fal a
termodinamika Maxwell-féle démonanak milyen kozeli rokona.194

El6szor is meg kell jegyezni, hogy mivel a mérés (bizonyos koriilmények kozott)
az S rendszer allapotat és esetleg az energia varhato értékét megvaltoztatja, ezt a
mechanikai energiakiilénbséget a termodinamika els6 torvénye értelmében a mérés
aktusaban fedezni vagy abszorbealni kell (ezt példaul kinyujthato és 6sszenyomha-
t6 rugd, vagy mas hasonlo beszerelésével lehet elérni). Itt tisztan automatikusan
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m(ik6d6 méréberendezésrél van sz6 és mechanikai (nem pedig h6-) energia adddik
at, az entropia biztosan nem valtozik meg, s most csak ez érdekel benniinket. (Ha S
a<t, 92..., bl ¢2, mmmallapotok valamelyikében van, akkor 9t mérése S-et nem
véaltoztatja meg és a méréberendezéshen sem valtozik meg semmi.)

A kovetkez6 pont mar kétségesebb. Berendezésiink kétségteleniil hasonlit a
Maxwe//-démonra, tehat olyan falra, amely ajobbrdél jové molekulakat atengedi, a
balrol jovéket meg visszaveri. Ha ilyen fal gazzal toltott tartalyt valaszt kdzépen
ketté, akkor nemsokara az egész gaz a bal oldalra aramlik, tehat a térfogatot
novekedésétjelentené, tehat a termodinamika masodik térvénye miatt ilyen fal nem
létezhet. A mi félig ateresztd falunk azonban ettdl a termodinamikailag elfogadha-
tatlan faltdl lényegesen kiillonbézik, mert a Kj,..,,KN molekuldknak csupéan a
bels§ tulajdonsagaira (tehat a bezart SU...,SN rendszerek allapotaira) van
tekintettel, a kiils6kre (vagyis példaul, hogy balrol vagyjobbroljottek-e) pedig nem.
Ez azonban a dont6 korilmény. E kérdés alapos elemzését Szitard L eo kutatasai
tették lehet6vé, aki tisztazta a félig atereszt6 fal és a Maxwell-démon természetet,
valamint az intelligens Iény termodinamikai rendszerekbe torténé beleavatkozasa-
nak a szerepét. E kérdésbe nem meriilhetiink bele mélyebben, az olvasé kiillénben is
talalhat idevag6 anyagot a 194. jegyzet hivatkozaséaban.

A fenti gondolatmenet azt mutatja, hogy az S rendszer ¢és ¢ allapota félig
ateresztd fallal szétvalaszthatd, ha gortogonalis dTe. Ennek megmutatjuk most a
forditottjat is, ha <p nem ortogonalis ifi-re, akkor az ilyen félig atereszt6 fal
feltételezése ellentmond a termodinamika masodik f6tételének. Mas szdval, félig
ateresztd fallal torténd szétvalaszthatdésagnak (s )=0 a sziikséges €s elégséges
feltétele, szemben a klasszikus mechanikaval, ahol (pch ¢ a feltétel (cp-l és g1 irunk a
korébbi I és 11 helyett). Ez a klasszikus termodinamika egy régi paradoxonjara vet
fényt. Nevezetesen, a félig atereszt6 falakkal dolgozva a folytonossag kényelmetle-
nil elvész a kdvetkezd esetben: egymastdl tetsz6legesen kevéssé kiilonbdz6
allapotok egymaéstol teljesen szétvalaszthatok, a tokéletesen egyenléek pedig nem.
A mi esetlinkben az atmenet mar folytonos. Belatjuk ugyanis, hogy szazszazalékos
szétvalasztas csak akkor lehetséges, ha ((p,d)=0, s ndvekvd (oo t)-xe\ a helyzet
folyamatosan romlik. Végil, amikor (< ¢) eléri a maximumot, vagyis ha | )\ =1
(ekkor |l<pjl= M |=1, igy \(<p ®)\= 1 miatt cp=ccp és |¢| = 1), akkor a (pés a ¢
allapotok azonosakka valnak, s a szétvalasztas lehetetlen lesz.
szlikség lesz. Persze ezt az eredményt sajat maganak a levezetésekor nem hasznaljuk
majd fel.

Tegyik fel hat, hogy van oly félig atereszt6 fal, mely <pt és -l szétvalasztja. Be
fogjuk bizonyitani, hogy (cp,¢)=0. Tekintsik az 5(PM + P[IH-gazt (ebben N/2
rendszer a 9 N/2 pedig a ¢pallapotban van;az operator spurja 1), és valasszuk meg
F-t (tehat K térfogatat) és T-1 (gy, hogy a gaz idealis legyen. Legyen K hosszanti
metszete 12341, amint az a 3. dbran lathato. Behelyezzik az egyik végén a félig
ateresztd falat, majd eltoljuk a bb k6zéps6 helyzetbe. A T hémérsékletli nagy W
hétartallyal 0sszekapcsoljuk a tartaly 23 talsé végét, hogy a gz hémérsékletét
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3. abra

rogzitsuk. E folyamat soran a gpmolekuldkkal semmi sem t6rténik, a domolekulékat
azonban a fal Kjobb felébe tolja 4t (bb és 23 kozé). Az *(PM + PW))-gaz a P M-géz és
a P7j-gaz 1:1 aranyU keveréke. Az el6z&vel semmi sem torténik, az utébbi azonban
eredeti térfogatanak felére izotermikusan 6sszenyomodik. Az idealis gaz allapot-

N
egyenletébdl kovetkezik, hogy e folyamatban — kT In2 nagysagl mechanikai

munkat kell végezni (N/2 a P~-gdz molekuldinak széama, k a Boltzmann-
alland¢),195 és mivel a gaz energidja (az izotermia miatt) nem valtozik meg,1% ezt
az energiat a W hétartaly nyeli el. A hétartaly entropiavaltozasa tehat
Q/T=Nkj In2 (lasd a 186. jegyzetet).

E folyamat végén feb-t6l balra az eredeti PM-gaz fele, vagyis N/4 molekula van. A
bo-t6l jobbra viszont az eredeti PM-gaz fele, vagyis N/4 molekula és az egész P [W
gaz, vagyis N/2 molekula;tehat egy }PM + f PW-gaz 3N/4 molekuldja leszjelen. E
gazokat dsszenyomjuk, illet6leg kiterjesztjik V/4, illet6leg 3F/4 térfogatira. Ennek

N 3N
soran IKTin 2, iIIet6Ieg--A:- KT1n 2 nagysagl mechanikai munkat ad le, illet6leg

vesz fel a h6tartaly (lasd a 195. jegyzetet). A h6tartaly entrépiandvekedése N kfin 2,
illet6leg —VKjlnf, vagyis 0sszesen

Nic(®*In2+iln 2—finf)= I\cfin '

Végil is N/4 molekulanyi Pw -gaz lesz a F/4, 3N/4 molekulanyi (3 Pag + 3P[«)
gaz lesz a 3V/4 térfogatban. Eredetileg N molekuléanyi (jP M + Ptt,)-gaz volt a V
térfogatban, vagy ha tetszik, N/4 molekulanyi (!P M + PW)-gaz volt a V/4 és 3N/4
molekulanyi ugyanolyan, vagyis (*PM + PNJ)-gaz volt a 3E/4 térfogatban. Az egész
folyamat végeredményeként az N/4 molekula a V/4 térfogatban (2P[>]+ 2P[*]b
gazhol atvéltozott PM gazza, a 3N/4 molekula a 3F/4 térfogatban pedig
(2PM +2PN3(-gazbol &tvaltozott (3P " + 3P[W)-gazz4 és W entropidja na-
gyobb lett NicfInf-dal. Tekintve, hogy a folyamat reverzibilis, a teljes entropiaval-
tozasnak el kell tlinnie, tehat a két gaz entropiavaltozasanak W entropiavaltozasat
ki kell egyenlitenie. Fel kell tehat kutatnunk a gazok entrépiavaltozasat.

Amint azt be fogjuk latni, az M molekul4ji U-géaz entrépiaja —Al/cSp (C/In U),
(lasd kordbban). Ha tehat U spektruma tisztdn diszkrét, sajatértéke pedig
wuwz2, ... akkor ez a kdvetkezé:
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ao
-N/K"H™ nn-,,
=1

(igy xIn x-et zérussal kell egyenlévé tenni, ha x = 0). Amint az kdnnyen kiszamitha-
to, a

PM’2PM +2pm ési PM +1pw
sajatértékrendszere rendre

l+a 1—a 3+7/1+8a2 3-YI+802 n
20 20 6 ’ 6
(ahol a—\(<p, )\, O£ a” 1), a zérus végtelenszeres, a tobbi egyszeres sajatérték.197
Ezért a gaz entrépidja a
N 3N f3+JI+Sa\ 3+VT+8?
4 4 vV 6 6

3-VI+Sa2 3-,VI+8«2\
— In 6— J+

/1+a, 1+a 1—a
- 0_ +

tw A t h_I'E]I\

mennyiséggel véltozik meg. Ehhez LUnek JTicfinf entrépianévekedését hozzaadva
zérust kell kapnunk. Az Ak/4-gyel osztva azt kapjuk, hogy

3 +YIr+8? 3+»/1+8a23-71+8a2, 3-VT+8i2
2 t 2 Il n 66— +

l1+a 1—a 4
+2(1+a)ln— +2(1—a)iIn—— h3In- =0,

gsO0rf 1

Ko6nnyen belathatd, hogy a bal oldal 0-t6l 31nf-ig monoton né, amint a 0-t6l 1-ig
novekszik,198ezért a szitkségképpen zérus (a ©0 esetén a leirttal ellentétes folyamat
csokkentené az entropidt a mésodik f6tétellel ellentétben). igy bebizonyitottuk,
hogy (¥5iA)=0.

Eme el6készités utan ratérhetiink a Ktérfogatt, Thémérsékleti, N molekulanyi
szamitott entropiatdbbletének meghatarozasara. Korabbi megjegyzéseink és a fent
megadott normalas értelmében ez az N egyedi rendszerb6l all6 17-sokasag
entrépiaja. Legyen Spl/= 1, mint korabban.

Az (7-nak wlw2, ... spektruma, mint tudjuk, tisztan diszkrét, tv, 70, w2°0,...,
wl+ H2+ ... =1. Legyenek cru<® ... a megfelel§ sajatfliggvények. Ekkor
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A,
(lasd a IV. 3. fejezetet). Kovetkezésképpen U-gazunk wiN,w2N,... molekulanyi
» 'gdz keveréke, és ezek térfogata a kozos H Legyen T és V
ismét olyan, hogy e gazok idealisak legyenek és legyen K négyszogletes keresztmet-
szetl. Most a (pu<2,. = molekulakat egymastol a kdvetkezd reverzibilis beavatko-

zasokkal 16gjuk szétvalasztani (Iasd a 4. dbrét). E16szor is egy ugyanolyan K (12561)
dobozt helyeziink K (23452) mellé, és a 25 kozds falat két egymas melletti fallal

4. abra

potoljuk. Ezek kozil az egyik (25) legyen rogzitett és félig atereszt6:  szamara
atlatszo, (p2,(p3, ... szamara nem, a masik (bb) legyen mozgathato, de kdzonséges,
teljesen athatolhatatlan. 34 kdzelében még egy dd félig ateresztd falat helyeziink el,
ez legyen 42,<3. mmszamara atlatsz6 és g szamara nem. Ezutan bb-1 és dd-1 Ggy
toljuk el az aa és cc helyzetbe (tehat 16-hoz és 25-héz kdzel), hogy a koztik levd
tavolsag kozben allandé marad. igy a (p2,(p3,... molekulédkkal semmi sem tortént, a
®, molekulakat viszont a mozg6 bb és dd falak kdzé kényszeritettiik. Mivel e falak
tavolsaga allando (a gdz nyomasa ellenében), munkat nem végeztiink és h6 sem
termelddik. Végll a 25 és cc falat a merev, teljesen athatolhatatlan ¢j 25 fallal
potoljuk és aa-1 kivesszilk, igy visszadllitottuk a R és R' dobozt. A kovetkez6
valtozas tortént: az 6sszes <p, molekula R'-ben van, tehat ezeket reverzibilisen,
munkavégzés, hétermelés és h6mérséklet-valtozas nélkil atvittik R-bél az ugyano-
lyan méretl R' dobozba.199

Ugyanilyen médon levalaszthatjuk a g2,8,... molekuldkat a R-val egybevago
R", R'",... dobozokba. igy végul wtN, w2N,... molekulanyi P~j, PA-j,.. .-
gazhoz jutunk, ezek térfogata a k6zos V. Ezeket most izotermikusan dsszenyomjuk
rendre a w, K w2V,... térfogatra. Ehhez rendre w"Nk mTin Wj, w2N k mTin w2, . ..
hémennyiség szlkséges (ezek mindegyike negativ!), amit egy T h&mérsékletii
hétartalybdl fedeziink, hogy a folyamat reverzibilis legyen. (Az egyes gazok
0sszenyomasahoz sziikséges munka a fenti értékek minusz egyszerese.) E folyamat-
ban az entropiandvekedés tehat

®
l‘El in
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VégilaP ~ P 7 j, eee-gizokat mind attranszforméaljuk a PA-gazba (ez reverzibilis
a korabbiak szerint, < tetsz6leges). Ekkor w2K ... térfogatl, w,IV, wan ...
molekulanyi P M-gazunk van. Ezek mind azonosak, siirliségik n/v, igy reverzibili-
sen dsszekeverhet6k. Ilyen mddon N molekulanyi Ftérfogatl gazt kapunk, hiszen

Kovetkezésképpen végrehajtottuk a kivant reverzibilis folyamatot, az entrépia-
névekmény

uu

Nk £ Inw,,
n=1

s mivel a végallapotban az entrdpia zérus, azért a kezdeti allapotban értéke

00

w,, Inwn
M=1
volt.
Az U sajatfliggvényei Ht o2,..., sajatértékei pedig , w2,.... Az U In U
sajatfliggvényei ugyanazok, sajatértékei pedig W Inwi,w21n w2, .... Kovetkezés-
képpen

Sp(/InU)= f wnlnw,
M=1
Vegyik észre, hogy wninw,” 0, hiszen Ogw,,iSI, és zérus, ha w,=0 vagy 1
Aw, In w,,-t zérusnak kell venni, ha w,= 0, ez abbol kdvetkezik, hogy az eltling w;,
esetet a fenti meggondolasainkban egyaltalan nem vettiik figyelembe.
Folytonossagi meggondolassal is erre a kdvetkeztetésre jutunk.

Az N azonos rendszerb6l allo U sokasag entropidja tehat —Nk Sp (I/In U). A
w, In w,,-re vonatkoz6 fenti okoskodas miatt ez schasem negativ, és akkor zérus, ha w,
zérus vagy 1 Mivel Sp U = 1, csak egyetlen wnlehet 1, a tobbieknek el kell tinniiik,
ekkor azonban U=PM. Az allapotok entrépidja tehat zérus, a keveréké pedig
pozitiv.

3. Az egyensuly és a reverzibilitas problémai

Most mar be tudjuk bizonyitani az V. 1 fejezet ama allitasat, mely szerint a mérés
folyamata irreverzibilis. Ha példaul U allapot, vagyis ha U=P ", akkor ez a it
(p2,. .. sajatfiggvénnyel rendelkez6 r operatord W mennyiség mérésekor az

00 00

Z,(on g lel: 7\, PP

sokasagba fog atmenni és ha U' nem allapot, az entrépia megnétt ((7 entrépiaja O,
U'-é pedig pozitiv), tehat a folyamat irreverzibilis. Ha U' is allapot, akkor
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valamelyik P#j-nel egyenld, és mivel a <p,-€k a sajatfiiggvényei, kovetkezik, hogy
minden |(<p, qn)|2= 0, kivéve egyet, amely viszont egy. Méas szoval qortogonalis g5
re, hanfi, és @= c(pi4, ahol |c| = 1, tehat PM = PM , U= U'. lly médon az allapoton
minden mérés irreverzibilis, kivéve, ha a mért mennyiség értéke az allapotban éles
(vagyis sajatérték), ebben az esetben a mérés az allapotot nem valtoztatja meg.
Amint lathatd, a nem kauzalis viselkedés ily mdédon egyértelmiien bizonyos
termodinamikai folyamatokkal jar egyditt.
Most teljes altalanossagban vizsgaljuk meg az 1. folyamatot:

UAU'= t ( U<P<PiPM
Nn=1

folyaman az entrépia né.
Az V entropiaja -N»cSp([/In U). Ha U sajatértékei Wj, w2, . .., sajatfiiggvényei
pedig il/u ip2,.. akkor

-N k£ w,In -N k X i/OIn n).

n=1 n-1

Az U' sajatértéke (U(pl, (p*, U(p2, §2).. tehat entropidja:

-N k X (U(pn,(pn)\n(U<pn,cn).
n=1
Kovetkezésképpen U entropiaja [/'-énal nagyobb, egyenl6 vele, vagy kisebb
aszerint, hogy

* X (upn,pri)\n (v n WML X (Ugen,g)n)In(U(pn,(pn).
n=1 n=1

Most megmutatjuk, hogy *-ban mindig ~ érvényes. Eszerint az [/-**[/' nem
csokkenti az entrdpiat. Ez termodinamikai szemponthdl vilagos, azonban tovabbi
céljaink szempontjabol fontos, hogy e tényt tisztan matematikailag bizonyitsuk be.
Ugy jarunk el, hogy U-t és a $2, ... sajatfliggvényeket rogzitjik és gl 2, . ..
befutja majd az dsszes teljes ortonormalt rendszert.

A folytonossag okabol elég olyan g2, §2,... rendszerekre korlatozédnunk,
amelyekben csak véges szdmu <, kiilénbdzik a megfelel§ int6i. Legyen példaul
(p,,=tbn, ha n>M, ekkor n<M esetén {n az olyan ,,-€k linearis kombinacioi,
amelyekre n<Mxés forditva, tehat

®
n=1
és az M-dimenzios [xmd matrix nyilvanvaldan unitér; (Upm qm=  ésamint az
kdnnyen kiszamithatd,
N
(MdT,®oT1T)= Y .wn\xmn\2 (w=i,..., ai),
n=1
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tehat a

Z A mintvat £ 1 X wIX.jMInf

m=1 m—1l\n=1 / \a=1 /
egyenl6tlenséget kell bebizonyitani. Mivel ajobb oldal folytonos fliggvénye az Af2
szdmu korlatos xmn valtozonak, azért van maximuma, és fel is veszi maximalis
értékét ([xM unitér). Mivel
,ha  m=n,
,ha Tdn

esetén az egyenl6ség érvényes, meg kell mutatnunk, hogy a mondott maximum
ennél a xmmnél van.

Legyen a maximum helye x“,,(m, n=1 , .. Af). Ha az [x°,,] matrixot az
a B 0 . O
P4 0.0
0 01.0 . Jal2+ \R\2=1
000 . 1

unitér matrixszal megszorozzuk, akkor az [x”~J matrixot kapjuk, amely ismét

unitér, tehat xm, megengedett komplexus. Legyen a="/l —e2, R =&e (e valos,
0] = 1). Az e legyen kicsiny és szamitasainkban csak az 1, ., .. rend( tagokat

Grizziik meg, az £3 £4,... tagokat elhanyagoljuk. igy a= 1—"e2, és az j [xmd
matrixban

Ny« (l-ie 2)xH,+ ©EXSI,

x2,«-0EX 7?2, + (1-1£ 2)x5b,

XL~ XL, (mk3).
igy

| Huxig2« | + X 2wnRe (0x°,x°5) o£+
1

a=1 a—1 a=

M
+ Z wn(—x?n|2+ |[n:8142) *e2,
n-1

| wax2s2» X wriben2- X 2wnRe (0x2sx58) F -
a—1 a=1

a=1 =

- 2>, (-|x?82+ |cX|a)-e,

a=1
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M M
n=1 n=1
E kifejezéseket az/(x) = xInx fliggvénybe helyettesitve, figyelembe véve, hogy

I"(x)=Inx + 1, /" (x)=1i,

és dsszeadva a kapott kifejezéseket kapjuk, hogy
M/ M \ I M \

1 ( I *nKJ2)In( Z"*nKJ2)*
m=1\n=1 / \n=1 /

M/ M W/ M \

* 1 1"J*LI2W IwjxI112 +
m=1\n=1 / \n=1 /

+ (In( I*vBx°B2))x

M
X X2tvBRe(@x5B -6 +
el

+[-(In( | WK J2) - In( I»VEXS.]2)x

(1 * M 2Y (z»ix°jy

1 1 1
T Y O ]| R— X

I x?B2 X *J*2,12
H—lWB i ()
x( I 2wBRe (@x°BGBN  e2.

Ajobb oldal els6 tagja akkora maximalis érték, ha eegyiitthat6ja zérus és e2-¢ pedig
nem pozitiv. Az el6z6 két tényez6bdl all, az egyik:

in( 1 M2 -In N ¢ *v, [x2B27,
és a masik:

£2w BRe (Ox?B5B.
n=1
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Ha az elsd zérus, akkor e2 egyiitthatdjanak elsd tagja zérus (ez soha nem pozitiv),
tehat a masodik tagnak — mely nemnegativ — el kell tlinnie ahhoz, hogy az egész
egyutthato ne legyen pozitiv. Eszerint

X 2*nRe (Ox?A)=0.
Az e egyitthatojanak masodik tényez6je tehat mindig zérus. Ez igy is irhatd:

2Re”0 X wnXInk2*=0.

M
Mivel ez © megfelel6 megvalasztasa mellett a £ 0sszeg az abszolutértékébe megy
n—1
at, ennek el kell tlnnie:
M
X WhXi,X2n= 0.
n=1

Itt 1 és 2 barmely egymastdl kiilonbdz6 /c-val és j-vel helyettesithetd (k, j =
=1,..A),igy

X ivSA-OL ha kb ].

M1
Mas szdval az [x°,,] matrix( unitér koordinatatranszformacié a wit. . .w,, elem(
diagonalis matrixot ismét diagonalis alakra hozza. A diagonalis elemek a matrix
sajatértékei, tehat koordinatatranszformacid sordn nem valtoznak meg, legfeljebb

permutalddnak. Transzforméacio el6tt ezek a wmek voltak (m=1,..., M), utana
pedig a

M

XNMIxSJ2 (m=1,...,M)

n=1

Osszegek. igy a
M M/ M \/'M \
x Ne-tnte.. x X MXmM2)In( xwnixii2)

Osszegek értéke megegyezik. Tehat mindenesetre van maximum az

fi, ha m=n,
Xm [0, ha Tdn

helyen, ahogy allitottuk.
Hatarozzuk most meg, hogy mikor érvényes az egyenl6ségjel *-ban. Ha ez a
helyzet, akkor

Z(UX,X,)Inm ,, , X))
n=1

218



a maximalis értékét nemcsak a “m=4'm(»i=1, 2,... ezek U sajétf[]ggvényei az
eléz6ek szerint) esetében veszi fel, hanem akkor is, ha x,, @, (l/l =12 .

befutja az 0sszes teljes ortonormalt rendszert). Ez akkor is igaz, ha a </>,,-ek kozul
csupén az elsé M szdmu van egymaskozt transzformalva, mégpedig természetesen
unitér modon (vagyis =<p,han>M). Legyen ym= (U(pm <p,), (mn=1,..., M),

legyen a véges (és hermitikus, valamint definit) matrix sajatértéke u,,..., vMés
Iegyen [am,] az a matrix, amely [Und 'et diagondlis alakra transzformalja (m,
n=1,..., A. Ez <Mtet to,,..., coMbe viszi at:
M
<PT1=Xa,nlh (m=l,..., M).
el
Ekkor
U(o,,=v,,con,
tehat
(ir, ha m=n,
K ha
Ha
M
€m= X
n=1
(m=1,... M, legyen [xmd is unitér), akkor
M

("ky = X w )n
n=1

A (pl9.. (pMre tett feltevésiink miatt

m/ m \' /' m \
X X WXm2)In( XM *mnl2)
m=I\n=I /I \n=l /

akkor veszi fel a maximumat, ha xm=ata. El6z8 bizonyitasunk szerint ebbdl
kovetkezik, hogy

M
/féll\ a*»«jn=0'
ha k”j, tehat (Uk, (pj))=0, ha k+j, k,j=1,...,M
Ennek tetsz6leges M esetében igaznak kell lennie, tehat U(pkortogonalis (pj-re, ha
jnhk, vagyis Ugk=wkgk (ahol wk allandd). Kovetkezésképpen <y <2,...
sajatfliggvénye C/-nak, és a megfelel6 sajatérték w\, w2,... (tehat wlt w2,...
valamely permutécioja). Ekkor azonban

w= X (u<pn,(pn)PM = X <pm =u.
=1 1=
Ezek alapjan eredményiink a kdvetkez6:
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Az 1 folyamat, vagyis

n->un'=1(u(pn<pnPw
2

(itt <pl,<p2,... a mért IR mennyiség R operatoranak sajatfiiggvénye), az entropiat
sohasem csokkenti. Az entropia altalaban n, hacsak o, g2, ... nem sajatfiiggvé-
nye 17-nak, ekkor U=V.

Ebben az utobbi esetben U felcserélhetd A-rel, s ez elégséges is ahhoz, hogy U
egyenlé legyen Cr-vel (hiszen ez a kdzds <>, 92,... sajatfiggvényrendszer
létezésével egyenérték().

Az 1. folyamat tehat mindig irreverzibilis, ha egyéaltalan valtozast okoz.

A reverzibilitas kérdését az 1 és a 2. folyamatra vonatkozdan az V. 2. fejezetben
elmondott program masodik pontjanak értelmében a fenomenoldgiai termodina-
mikat6l figgetlenil kell vizsgélni. Azt a matematikai modszert, mellyel ez
végrehajthatd, mar ismerjiik: amennyiben a termodinamika masodik f6tétele
érvényes, az entrépia —N k Sp (U In U), és ez sem az 1., sem a 2. folyamatban nem
csokken. Ezek szerint —Nk Sp (U In 17) matematikai mennyiségnek tekintendd
attol fliggetlenil, hogy értéke éppen az entrdpia, s meg kell nézni, hogy 1. és 2. soran
mi torténik e mennyiséggel.200

A 2.-ben C7-bdl

U=e * Ue~*

lesz, vagyis ha az

e~ 'h ;It‘

unitér operatort A-val jeldljik, akkor U->U,=AUA-1. Az A unitér volta folytan
f->Af a Hilbert-tér izomort leképezése dnmagara, ez a P operatort APA-1-be
viszi at. Tehat barmely F-te F (APA-1)=AF (P)A-1. Kovetkezésképpen
U, In U,=AU In UA-1.igy Sp (U, In 17,)=Sp (U In U), vagyis -iVicSp (U In U) a
2. folyaman nem valtozik meg. Azt mar voltaképpen a termodinamika masodik
fétételére torténd hivatkozas nélkil belattuk, hogy 1. soran mi toérténik. Ha U
megvaltozik (tehat U=fc U), akkor —NicSp(U\n U)nd, mig ha U nem valtozik meg
(tehdt U' = U, vagyis, ha ¢Ir ¢p2,. mmsajatfiiggvénye 1I/-nak, vagy masként, ha U
felcserélhetd R-rel), akkor valtozatlan marad. T6bb (tetszéleges szamu és sorrend)
1. és 2. folyamathol 4116 beavatkozéas sordn —N k Sp (U In U) nem valtozik meg, ha
valamennyi 1 tipusu folyamat hatastalan (vagyis nem okoz valtozast), minden mas
esetben azonban novekszik. Ily mddon csak az 1. és 2. beavatkozast tekintve,
minden 1 folyamat, amely egyaltalan valtozést okoz, irreverzibilis.

Erdemes megjegyezni, hogy van més, —Sp (U In 1/)-nal egyszeriibb kifejezés is,
amely 1 soran nem noévekszik és 2.-ben allandé marad. llyen példaul U legnagyobb
sajatértéke. Valdban; 2. soran ez invarians, hiszen U valamennyi sajatértéke az; az
1 soran az U Wj, w2>... sajatértékei U' sajatértékeibe mennek &t, ezek a
kdvetkez6k:
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Z “nx2n2, . ..

n=1 n=1

(lasd e szakasz korabbi meggondolasait), s az {xm} matrix unitér volta, tehat a

172D 11r=1,.,
n=1 n=1

miatt e szamok a legnagyobb *Bnél nem nagyobbak. (Létezik legnagyobb wi,
hiszen wn” 0, minden n-re és minthogy

[o0)

I w,=i,
n=1

A,-»0, ha n-100.) Am meg lehet gy valtoztatni [7-t, hogy

—Sp (T Ini7)=- £ w,Inwn
n=1
véaltozatlan marad, azonban a legnagyobb *, csokken, tehat lathatd, hogy ezek
olyan folyamatok, amelyek a fenomenoldgiai termodinamika szerint lehetségesek,
tehat a mi gazfolyamatainkkal végrehajthatok, azonban egyediil 1. és 2. egymasuta-
ni alkalmazasaval nem allithatok el6. Ez azt bizonyitja, hogy a gazfolyamatokat
szlikséges volt bevezetni.

A —Sp ((/ In if) helyett megfelel6 F(x) fiiggvényre Sp (F(U)) is vizsgalhatd. Az,
hogy ez az 1 folyaman U ¢ U' esetén né (U —U' esetén csakigy, mint 2. folyaman,
természetesen invarians), ugyandgy bebizonyithatd, mint az F (x)= —x In x esetben,
ha ez utobbi fliggvénynek ama tulajdonsagaival, melyeket kordban felhasznaltunk,
F(x) rendelkezik. Ezek a kovetkez6k: F"(x)<0 és F'(x) monoton csékken. Az
utdbbi az el6z6 kovetkezménye. Ily médon a nem termodinamikai irreverzibilitasra
vonatkozd meggondolasainkban minden olyan Sp (F(I/)) felhasznalhat6, amelyek-
re F(x) fellr6l konvex, vagyis ha F"(x)<0 (a O *x”1 esetén, hiszen U minden
sajatértéke ebbe az intervallumba esik).

Veégiil meg kellene még mutatni, hogy az U- és a K-sokasag mondjuk a : 8 aranyu
(@>0, R8>0, a+ R = 1) osszekeverése sem csokkenti az entropiat, tehat

- Sp (=U+BV)In(aU +RU)) ~
A-aSp(l/In U)-B Sp (Fin V).

Ez —x In x helyébe tetsz6leges konvex F(x)-et irva is igaz marad. A bizonyitast az
olvaséra bizzuk.

-z

keveréket vizsgaljuk meg adott energia mellett. Az utébbit természetesen gy kell
érteni, hogy az energia varhaté értékét el8irtuk. A statisztikus sokasagok
termodinamikai vizsgalatara szolgalé és a 184. jegyzetben jelzett moddszer
szempontjabol csak ez az értelmezés van megengedve. Kovetkezésképpen csak
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olyan keveréket engediink meg, amelyekre Sp U=1¢és Sp (t/H)=£, ahol H az
energiaoperator és £ az energia el@irt varhaté értéke. Ilyen mellékfeltételekkel kell
—N k Sp (U In LJ)-1maximalizélni. Az egyszer(iség kedvéért azt is feltessziik, hogy H
spektruma tisztan diszkrét, sajatértékei legyenek WI,W2, ... sajatfiiggvényei pedig
Ju (p2,... (megengediink t6bbszords sajatértékeket is).

Legyen 91 oly mennyiség, melynek R operatora ugyanazon <y (p2,...
sajatfliggvénnyel bir, mint H, sajatértékei azonban legyenek egyszeresek. Az 9?
mérése U-ti miatt az

U'= [(U<pn<pn)PM
n=1

operatorba viszi &at, igy -N k Sp (V In U)n6, ha UgpV. A Sp U, Sp (t/H) nem
valtozik meg, az utébbi azért nem, mert a (p,-ek H sajatfiiggvényei, ezért (Hpm <)
zérus, ham”n, vagyis

Sp (C/'H)= X (Ucpn, (p,) Sp (P[vJIH)=

n=1

= £ (/(pm")(H",<pm=Sp([/H).
mn=1
Ennek R és H felcserélhetésége miatt is igaznak kell lennie (91és az energia egyszerre
mérhetd). Kdvetkezésképpen a maximumot elegendd az U', vagyis a <p,, 2, . ..
sajatfliggvény( statisztikus operatorokra korlatozédva keresni. igy

U=1 WPM>
M=1

smivel U, I/H, U In U k6z0s sajatfiiggvényei a <p,-ek a sajatértékek pedig rendre
W, wrwn In wn, elegend6 a

00

- N k X wnlnw,,
kifejezést maximalizalni a

I wn=1, £ Wwn=E

n=1 n=1
mellékfeltételek figyelembevételével. Ez azonban ugyanaz a probléma, mint ami a
gazelmélet megfelelé egyensulyi feladatanal adédik,201 s a megoldasa is ugyan-
Ugy torténik. A szélséérték-szamitas jol ismert szabalyai szerint a maximalizal6
Wj, W2, ... rendszernek a
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»

egyenletet kell kielégitenie, ahol a és B megfelel6 allandé és n= 1, 2,.... Vagyis
(\nwn+ 1)+ <x+fW, =10,
Me=e-1-"-"w.ss(K-B".t

sitt a helyett aza=e-1" “allanddt vezettiik be. Minthogy

A 1,
n=1
1
Z e-W
M1
s igy
e-W
Ze~f3W'
n=1
Viszont
n=1
folytan
Z
n—1 P
R =£>
Ze-W
M1

ami B meghatarozasara szolgal. Ha — amint az szokasos — bevezetjik a
Ne = Ze-w =Sp(e-")
n=1
nparticios flggvényt” (lasd a 183. és a 184. jegyzetet), akkor
2(17)= - Z WH~RBw=-Sp(He-"H)

n=1

s igy a B-ra vonatkozo feltétel
ZB) _r

z(B)
(Itt feltételeztik, hogy

Ze-w, ZWic-W
n=1

n=1
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minden B-ra konvergens, vagyis hogy n-* oo esetén Whelég gyorsan tart végtelenhez.
Példaul ~1nm->00 mar elegendd.) igy U-ra a kovetkezd kifejezést kapjuk:

e -/*H e-/*H

®
t/I=be-"Pr,l=lle"H=-— lir =----,
M Sp (e-"™)  z(B)

Az U egyensulyi tulajdonsagait (melyeket E vagy B értékei jellemeznek, amelyek
tehat egy paramétertdl fliggnek, amint annak lennie is kell) a gazelméletben
szokasos modszerrel hatarozhatjuk meg.

Sokasagunk entrépidja a kovetkezd:

/e-oH e H

S--NnSp(UInU)=-NcSp(=  In= J-
= ---EZgSp (e-*H-"H -In z(R®)) =

S (Hey  2ONR
z(0)p ' *0?)

el o~ rin2(w}

a teljes energia pedig
z'(B)

2(R)

(ezt és nem E-1 magat kell S-sel kapcsolatban vizsgalni). Az U, S, NE tehat 3-\a\ van
kifejezve. Az utolsO Osszefliggés invertalasa helyett kényelmesebb az egyensulyi
keverék T homérsékletét meghatarozni és mindent erre visszavezetni. Ha
egyensulyi keverékiinket T hémérséklet(i hétartallyal kapcsoljuk ossze, akkor a
hétartdly NdE energiat fog a keveréknek atadni. A termodinamika két f6tétele
értelmében a teljes energia ennek sordn nem valtozik meg és az entropia nem
csokken. Kovetkezésképpen, ha a hétartaly NdE energiat veszit, akkor entrépiané-
vekedése —NdE/T', s egyidejlileg fenn kell alljon:

NdE ( dS 1\
= WdE >0.

ds =
T \NdE T4

Masrészt NdE%O0 aszerint, hogy T'LLT, mert a hidegebb test a melegebbt6l vesz at
energiat. igy T'LL, T kdvetkeztében

ds

1§0
NdE T~
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vagyis

dE
NdE dR
B R T
ds ds
dR
Ily modon
mn
i w i VAR)!
ds K z'(R)\
— (Inz{B)-B—( )\
*p \ 1(8)J
(m \
1 \zQ8/ _ 1
K KR’
n L
tehat

-k

igy t/, S és N£ most mind a hémérséklet fiiggvényében vannak kifejezve.

Az entrépidra és az egyensulyi sokasagra kapott fenti kifejezés szembeszdkden
hasonlit a klasszikus termodinamikai elmélet megfelel eredményeire. Az entrépia
—Nk Sp (U In U). Az

VT4

a e+ sokasdgok wl,w2,... relativ sullyal vett keveréke, vagyis Nwx
szamu <p,, Nw2 szam(U <2,- mmrendszerb6l all. Az ilyen sokasag Boltzmann-féle
entropidja az AMI(IMWD)I(MW2)! ... termodinamikai val6szinliség segitségével
kaphat6é meg és nem egyéb, mint e val6szin(iség logaritmuséanak k-szorosa. Mivel N
nagy, a faktoridlisok az

XXM Inx e~xxx

Sta/mg-formulaval helyettesitheték, s igy —« In (N\V/(NwI)J(Nw)\...) lényegé-
ben a

®
-N k£ wWhnhw,,
Ml

kifejezéssel lesz egyenld, s ez éppen - N k Sp (U In U).
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Tovabba, az egyensullyi sokasagra

(az V/z(R) normalési tényez6t elhagytuk), s ez a

X wn
n1:1e~KTP|v|
operatorral egyenl6. A sokasag tehat a P[((], .. allapotok, vagyis a WX,
W2, ... energiaju staciondrius allapotoknak az
w w3
e~kf, e~if(...
megfelel6 (relativ) stlyokkal vett keveréke. Ha valamelyik energia tdbbszoros,
mondjuk W= ... = W, = W, akkor PimDr ... + P[n] az egyensulyi sokasagban
az
n
e~If

stllyal fog szerepelni, vagyis a helyesen normalt

“ (PRI eee+PIQY
(lasd a IV. 3. fejezet elejét) a .
i
ve"n

stllyal fog szerepelni. Am a klasszikus ,,kanonikus” sokasag éppen ez Boltzmann
tétele201 miatt (eltekintve a specifikus kvantummechanikai

“(pLvI+ ++++Pl)

kifejezéstdl).
Ha T-»0, akkor az

stlyok zérushoz tartanak, sigy U a

n=1

kifejezésbe megy at. Az U = 1az abszolut egyensulyi sokasag, ha nincs energiakorla-
tozas; ezt mar a IV. 3. fejezetben megkaptuk. Lathaté, hogy a kvantumpalyak a
priori egyforma valoszin(isége (ez a nem degeneraltakra vonatkozik, altalaban az a
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priori suly a sajatértékek multiplicitasa, lasd el6bb) az elméletb&l automatikusan
adodik.

Még azt kell megnézniink, hogy az adott energiaji U egyensulyi sokasagrol nem
termodinamikai alapon, vagyis csupan U stacionarius voltat figyelembe véve
(természetesen a 2. folyamat id6ben a sokasagot nem fogja megvaltoztatni) mit
lehet mondani. Az U valtozatlan marad az olyan mérés soran, amely nem
befolyasolja az energiat (vagyis olyan mennyiség mérésekor a 1. folyamatban, amely
H-val egyutt figyelhet6 meg, tehat R operatora H-val felcserélhet6, azaz (pl , <2, . ..
sajatfliggvényeik megegyeznek).

A

U 2 M -H

ot h ( )
differencidlegyenlet miatt az elébbi annyit tesz, hogy H felcserélhet (7-val, az
utébbi pedig annyit, hogy ha (pk, 42,... a Hteljes sajatfiiggvény-rendszere gyanant
hasznalhatd, akkor (7= 1/, méas szdval ezek (7-nak is sajatfliggvényei. A H
megfelel§ sajatértéke legyen W2, W2,.. az U-é pedig wl, w2,.... Ha Wj=Wk,
akkor H szempontjabol oy és gk a

<+ K <Pj-Vk

fi fi

fuggvényekkel helyettesithetd, tehat ezek i/-nak is sajatfiggvényei, amelyb6l
kdvetkezik, hogy Wj= Wk. igy alkothaté olyan F(k) fliggvény, amelyre F(Wn)=wn
(n=12,...), azaz F(H)= U. Vilagos, hogy ez elégséges és hogy ennek kdvetkezté-
ben H felcserélhet6 (7-val.
Az eredményiink tehat, hogy 0= F(H), az F(x) azonban nem hatarozhat6 meg

Amint tudjuk RX

A
Spt/=1, Sp(l/H)=£
egyenletek kovetkeztében
XF(fV,,)=1, t WhE(W,,) =E,
n- 1 n=1
ezzel azonban az e modszer nydjtotta lehetdségeket kimeritettik.
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4. A makroszkdpikus mérés

Noha entropiakifejezésiink a klasszikus entrépiaval teljesen analdg, mégis
meglepd, hogy a rendszer normalis id6beli fejlédése folyaman valtozatlan marad (2.
folyamat) és csak a mérések soran ng (1. folyamat). A klasszikus elméletben (itt a
mérés altalaban nem jatszik szerepet) még a kdzonséges mechanikai, idébeli
fejl6dés alatt is altalaban novekszik. Tisztaznunk kell ezt a latszélag paradox
helyzetet.

A szokésos Klasszikus termodinamikai okoskodés a kovetkez8: Tekintsik a V
térfogatt tartdlyt, melynek (V/2 térfogatd fallal elvalasztott) jobb felében M
molekulanyi, T h6mérsékletli (s az egyszerlség kedvéért idedlis) gaz van. Ha e gazt
izotermikusan és reverzibilisen a gaz nyomasanak munkajat felhasznalva a
valaszfal elmozditasaval az egész térfogatra hagyjuk kiterjedni (a gaz h6mérsékletét
T hémeérsékletii nagy hétartallyal tartjuk allando szinten), akkor az entropiacsok-
kenés kint (a h6tartalyban) Mk In 2 (lasd a 195. jegyzetet), tehat a gaz entropiaja
ugyanennyivel megnd. Masrészt, ha a vdlaszfalat eltavolitjuk, akkor a gaz
atdiffundal az tires bal oldalra, a térfogat megn6 K-re, vagyis az entropiandvekedés
Mk In 2 anélkiil, hogy ezt most entrépiacsokkenés ellenstlyoznd. E folyamat tehat
irreverzibilis, az entropia a rendszer idébeli mechanikai fejl6dése (nevezetesen a
diff(zio) sordan megn6tt. Miért nem ad a mi elméletiink valami ehhez hasonl6t?

A helyzet egyszerlien az M = 1esetben tisztazhatd. A termodinamika az ilyen egy
molekulanyi gazra is érvényes, és az is igaz, hogy ennek entropiandvekedése k In 2,
ha térfogata megkett6z6dik. E ndvekmény azonban csak addig k In2, ha a mo-
lekularél nem tudunk tobbet, csak annyit, hogy a V/2, illet6leg a V térfogatban
talalhaté meg. Ha példaul a molekula a V térfogatban van, de azt is tudjuk, hogy a
tartaly jobb vagy bal felében, esetleg a kzepén tartézkodik, akkor elég a valaszfalat
betenni kdzépre és megengedni, hogy ezt a molekula (izotermikusan és reverzibili-
sen) a tartaly bal vagy jobb végére tolja el. Ebben az esetben kT In2 nagysagu
mechanikai munkavégzés torténik, s ezt a h6tartaly fedezi. igy a folyamat végén a
molekula ismét a V térfogatban van, azonban mar nem ismeretes, hogy a tartaly bal
vagy jobb felében, vagy esetleg kdzépen tartdzkodik-e. Mas szdval ismereteinket
K In 2 nagyséagu entrépiacsokkenésért becseréltiik.202 Ugy is mondhatjuk, hogy az
entrépia ugyanakkora a V térfogatban, mint aK/2 térfogatban, ha az els6 esetben
tudjuk, hogy a molekula a tartaly melyik felében talalhatéi. Ha tehat ismernénk a
molekula valamennyi jellemzd&jét (helyét és impulzusat) a diffizio el6tt, akkor a
diffGzié utdn minden pillanatban ki tudnank szamitani, hogy a bal vagy a jobb
oldalon tartézkodik-e, s igy az entrépia nem ndvekednék. Ha azonban minddssze
annyi makroszkopikus informacionk van, hogy a térfogat kezdetben V/2 volt,
akkor az entropia a diff(zié soran megné.

Az olyan klasszikus megfigyel6 szamara, aki minden koordinatat és impulzust
ismer, az entrdpia allandd, s6t mi tébb, zérus, hiszen a Boltzmann-féle termodinami-
kai valésziniség 1 (lasd a 201. jegyzet hivatkozasat). Ugyanez a helyzet
elméletiinkben az allapotok esetén, tehat ha U=PM, hiszen ez felel meg annak,
hogy a megfigyel6 ismeretei a rendszerre vonatkozo6an a lehet6 legrészletesebbek.
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Az entropia id6beli valtozasai tehat azzal kapcsolatosak, hogy a megfigyel6 nem
tud mindent, nem mérhet meg mindent, ami elvileg megmérhet6. Erzékei csak arra
alkalmasak, hogy az igynevezett makroszkopikus mennyiségeket észlelje. Az el6bb
emlitett latszdlagos ellentmondas e tisztdzasa azonban arra kotelez benniinket,
hogy megvizsgaljuk a klasszikus makroszkopikus entrépia pontos kvantummecha-
nikai masat, vagyis az olyan megfigyel§ altal észlelt entropiat, aki nem képes
minden mennyiséget megmérni, csak néhany specifikusat. Ezek a makroszkopikus
mennyiségek, s esetenként még ezek is csak korlatos pontossaggal mérhetdk.

A lll. 3. fejezetben megtanultuk, hogy minden korlatos pontossagd mérés olyan
mennyiségek abszollit pontos mérésével helyettesithet, amely az el&bbiek
fuggvénye, s amelyek spektruma diszkrét. Ha tHilyen mennyiség, s operatora R, és
ha A1), A2),... az egymastol kilonbdz6 sajatértékek, akkor 91 mérése a kovetkezd
kérdésekre adott valaszokkal egyenértékii: ,igaz-e, hogy 91= AQ)”, ,igaz-e, hogy
91= A2)”......Valoban, kozvetlenil is lathatd, hogy ha a korlatolt pontossaggal
mérhet6 S operatord <6 mennyiségrél meg akarjuk allapitani, hogy értéke melyik
¢,- 1< AliSc,, intervallumba esik (.. ,c_2<c-i <c0<c, <c2< ...), akkor e mérés a
kovetkez6 kérdésekre adott valaszokkal egyenértékii értéke a cn_1</1”cn
intervallumba esik-e?”, n=0, + 1, £ 2,—

Az ilyen kérdéseknek a Ill. 5. fejezet alapjan olyan E projektorok felelnek meg,
amelyeknek az <€ mennyiségeket (értéke 0 vagy 1) kell voltaképpen megmérni.
Példainkban az ®-k olyan F,(91) figgvények (n=1, 2,...), melyekre

F.W- !OT' egyé kent
illet6leg olyan G,(<S) figgvények (n=0, £1, +2,...), melyekre

G A= El, ha &-1<A=C"
0 egyébként,

és a megfelel§ £-k az Fn(R)-ek, illet6leg a G(S)-ek. Ily médon a makroszkopikusan
mérhet6 <®mennyiségek és ezek elérhetd (makroszkopikus) mérési pontossaganak
megadasa egyeneérték(i az 6 kérdések feltevésével — ezekre a valaszt makroszkopi-
kus mérések szolgaltatjdk — vagy az E projektorok felsorolasaval. Tehéat a
makroszkopikus megfigyel6 jellemzésének tekinthetd az £-k megadasa. (A
megfigyel6t klasszikusan jellemezhetjik azzal, hogy azt allitjuk, hogy a gaz
térfogatanak minden kobcentiméterében a hémérsékletet és a nyomast képes
megmérni).203

A makroszkopikus méréseknél alapvetd, hogy minden, ami mérhet6, egyuttal
egyszerre is mérhet6. Tehat, ha a kérdésekre kilén-kilén valasz adhatd, akkor
egyszerre is valasz adhaté az osszesre, vagyis az £-k felcserélhetek. Az, hogy a
kvantummechanikai mennyiségek egyidejlleg nem mérhetdk, ellentmondas érzését
keltheti. Am ennek az az oka, hogy e fogalom a makroszkopikus megfigyelési
modszerrel forrott 6ssze. E pontnak alapvetd jelent6sége van, ezért részletesebben
megvizsgaljuk.
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Lassuk azt a mddszert, melynek segitségével két egyidejlileg nem mérhetd
mennyiség (mondjuk a g koordinata és ap impulzus, lasd a ll1. 4. fejezetet) egyszerre
mérhet6 korlatos pontossaggal. Legyen e és g a megfelel6 kdzepes hiba (a
hatarozatlansagi Osszefliggés miatt sq~h). A Ill. 4. fejezetben mondottak szerint
ilyen pontossag mellett az egyideji mérés valoban lehetséges, a q (hely-) koordinata
mérését nem tdl révid hullAmhosszlsagu fénnyel, a p impulzust pedig nem tul
hosszd fényhulldm-vonulattal mérhetjik meg. A megfelel§ berendezésben maga a
mérés két fénykvantum valamilyen — mondjuk fényképezéssel torténd —
megfigyelését jelenti. Az egyik (a q mérésénél) a Compfon-effektus soradn szort
fénykvantum, a masik (a p Doppler-effektussal torténé mérésénél) visszaverddik,
megvaltozik a rezgésszama, majd e rezgésszdm meghatarozasakor valamilyen
optikai berendezésben (ez lehet prizma vagy diffrakcios racs) eltéritést szenved. A
kisérlet végén két fénykvantumunk, illet6leg két fényképfelvételiink van, és a
fénykvantumok iranyabol, vagyis a lemezeken a megfeketedés helyébdl kell
kiszdmitanunk g-1 és p-t. Azt azonban hangsulyoznunk kell, hogy semmi sem
akadalyozza meg a két irany vagy megfeketedés helyének — tetsz6leges pontossagu
— meghatarozéasat, mert ezek nyilvanvaléan egyszerre mérhet6 mennyiségek
(kGlénb6z6 objektumok impulzusai, illetéleg koordinatai). Itt azonban a talzott
pontossag nem nagyon szolgal q és p mérésének javara. Ahogy azt a 1. 4. fejezetben
megmutattuk, e mennyiségek kapcsolata g-val és p-vel olyan, hogy ez utébbiak e
illet6leg 1 bizonytalansaga egyltt nem csdkkenthet6 (még akkor sem, ha e
mennyiségeket pontosabban mérjiik), és nem lehet olyan berendezést késziteni,
hogy et]<'h teljesiljon.

igy, ha bevezetjik a két iranyt vagy magat a két megfeketedés helyét, mint fizikai
mennyiséget (legyen ezek operatora @, F), akkor lathato, hogy Q’ felcserélhet6 F-
vel, de a <j-hoz és a p-hez tartozé Q, illetve P operator ezekkel e-ndl, illetve rj-nél
pontosabban nem fejezhet§ ki. Legyen a Q'-hdz és P'-h6z tartozé mennyiség g\
illetve p'. Az a felfogas, hogy a makroszkopikusan mérhetd mennyiség nem maga q
ésp, hanem g’ és p', nagyon kézenfekvd (hiszen valojaban g-t és p'-t mérjik meg) és
6sszhangban van azzal az alapfeltevésiinkkel, hogy a makroszkopikusan megfigyel-
hetd mennyiségek egyszerre mérhet6k.

Esszerli eme eredményiinknek altalanos jelentGséget tulajdonitani és gy
tekinteni, mint ami a makroszkopikus megfigyelési mddszer egy jellegzetességét fedi
fel. Eszerint az dsszes lehetséges A, B, C,... operatort — ezek altalaban nem
cserélhet6k fel egymassal — olyan A', B', C,... operatorral helyettesitjik (az
elébbiek bizonyos kozelitéssel az utdbbiak figgvényei), amelyek mar felcserélhet6k
egymassal. E fliggvényeket magukat is J/1'-vel, B'-vel, C'-vel,. .. jeldlhetjik, s igy
mondhatjuk, hogy A, B\ C,... nem egyéb, mint A, B, C,... kozelitése, s e
kozelitések egymassal felcserélheték. Ha az ca> ev. ec.. .. SzZAmok rendre A'—A,
B'—B, C —C,... operatorok nagysagat mérik, akkor lathatdé, hogy eAeb az
AB —BA nagysagrendjébe esik (tehat altalaban nem zérus), s igy megkapjuk a
lehetséges kozelitések korlatait. Természetesen tanacsos az A, B,C,... felsorolasa-
kor olyan operatorokra korlatozédni, amelyek fizikai mennyiségei a makroszkopi-
kus megfigyelések szamara hozzaférhetetlenek, legalabbis ésszerl kozelitésben.
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E kvalitativ fejlemények csupan tres programot jelentenek mindaddig, amig meg
nem mutatjuk, hogy a sziikséges eszk6zok matematikai szempontbol kezelheték.
Ezért a Q, P jellemz6 esetre matematikai szempontbdl megvizsgaljuk Q\ P'

h
létezésének kérdését. Legyen tehat £ és 1j két olyan pozitiv szam, melyre e}=—.
n

Olyan egymassal felcserélhetd Q™-t és P'-t keresiink, melyre Q'-Q és P'-P
nagysagrendje (késébb pontosabban meghatarozando értelemben) e, illet6leg rj.

Abszolit pontosan mérhet6 g'-t és p'-t tekintlink. Tehat Q' és P' spektruma
tisztdn diszkrét és kozos, teljes ortonormalt <p,, 42, ... sajatfuggvényrendszerik
van, hiszen felcserélhet6k egymassal (lasd a I1. 10. fejezetet). Legyen Q'-nek és P'-nek
sajatértéke al, a2,..., illetve bu b”,.... Ekkor

e'-i-.'W f-ib .'w
n=1 n=1

Legyen a mér6berendezés olyan, hogy a <i,<p2, ... allapotok egyikét hozza létre,
azaz mérjink meg olyan W mennyiséget, amelynek R operatora a qu <2,...
sajatfliggvénnyel és a megfelel6 egyszeres c,, c2,... sajatértékkel rendelkezik.
Ekkor Q' és P' az R fliggvénye. Nyilvanvald, hogy a kdvetkez6ket jelenti az, hogy e
mérés Q-nak és P-nek kozelit6 mérése: A <, allapotban Q és P értéke Q' és P’
megfeleld an és bn értékével kozelitben kifejezhet6. Méas szoval szorasuknak eme
értékek koral kicsinynek kell lennie. E szérasok a (q—a,,)2 és a (p—bn)2
mennyiségek varhatd értékei, tehat

((Q~an-1)2(m,<p,,)=LU-a,,-1) (\2=\\Q(p,,-ang\\2,

(P-K ml)4, é>J= N(P~b,, 14 [12= \P<Ph- b rgm\\2.

Ezek Q és Q, illet6leg P' és P kiillénbségnégyzetének mértékei, tehat £2-tel, illetéleg
fi2-tel kell kozelitéen egyenlének lennitik. Megkdveteljik tehat, hogy

ll6é>n-(in<PHIae, \\P(pn- b ngn\\Eri

legyen. Ahelyett, hogy Q'-rél és P'-r6l beszélnénk, kézenfekvébb olyan teljes
ortonormalt <»j, <2)... rendszert keresni, amelyre a,, a2>.. és blt b2,...
megfelel6 megvalasztasa mellett a fenti becslések érvényesek lesznek.
Olyan 9(||<pl| = 1), amelyre (megfelel6 a és b esetén)
IR<p—i<p|=£  \WP<p-bg>\\=ri,

a lll. 4. fejezetb6l mar ismert:

[2v\ U4 ,
= e.*ﬁ/iq a+h id

igy Eg= h/4rc miatt

fhy I h
Van’ N \] dny
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(tehat y=efl)) és legyen a=a, b=p. Ezen <A,jy-k segitségével most teljes
ortonormalt rendszert kell alkotnunk. Mivel a a Q-nak, p pedig P-nek varhaté
értéke, vilagos, hogy p-nak és cr-mak egymastol fliggetlenil kell egy szamhalmazt
befutnia, és a p halmaznak kozelit6en e, a a halmaznak kdzelitéen q slrliséglinek
kell lennie. Kényelmes a

2\fn £=yjby, 27M4 =0

egységvalasztassal dolgozni. igy

P=y/hp,
(b, v=0, +1, +2,...). Ekkor a

~ By
(p,v=0, + 1, +2,...) fuggvényeknek kellene a <p,ek (n=1,2,...) megfeleldinek
lenniiik. Az természetesen nem szamit, hogy az egyetlen nindex helyett itt kettd, p és
Vszerepel.
E du vk azonban nem ortogonalisak. (Csak normaltak és kielégitik a

nerm.y->a/n,,11 =e, =r<

Osszefliggéseket.) Elvégezve az ortonormalast E. scnmia« modszere szerint, az
eredményil kapott v rendszer teljessége is bebizonyithatdé minden nehézség
nélkil, és megallapithato a

WOK. v- A y P*'v- b = ¢y

becslések helyessége is megfelel6 C-vel. lly médon C~ 60 adodik, s ez valészin(ileg
még csokkenthetd. Ennek bizonyitasa faradsagos szamolason malik, am nem kivan
semmi Ujat sem, s igy elhagyjuk. A C~ 60 tényez6 nem érdekes, hiszen €] = h/4n
makroszkopikus (C.G.S.hegységekben mérve Ugy is nagyon kicsiny (~ 10-28).
Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy jogunk van a makroszkopikus operatorok, s
igy a fent bevezetett makroszkopikus £ projektorok felcserélhetsegét feltételezni.
Az £-k a makroszkopikusan elddnthet6 H kérdéseknek felelnek meg. Ezek
alkotjak a vizsgalt rendszer makroszkopikusan lehetséges meghatarozo, megkiilon-
boztetd alternativainak halmazat. Ezek mind felcserélhetek egymassal. A II. 5.
fejezet alapjan mondhatjuk, hogy £-vel és E-fel egyitt 1—£, £ *F, £+ £ —££,
E—E F is hozzajuk tartozik. Esszer( feltételezni, hogy szamuk véges: £ ,,..., £,..
Vezessik be az £+=£, £“=1—£ jeldlést és tekintsik a 2" szami EfrK .. £j,s)
szorzatot (Sj,.. .,s,,= + ). Ezek koziil barmely két kiilénb6zének a szorzata zérus.
Ha ugyanis E/}.. EL'1és EL1¥...E/J olyan, hogy sv/=iv, akkor szorzatukban
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E[+'= £vés E[ 1= 1—£ vszorzata szerepel, ami zérus. Barmely £vilyen szorzatok
0sszege:
Ev= X EN). . ENTIELHE N

Tekintsik ezek koziil azon £j*... £Emszorzatokat, amelyek zérustél kiilénboznek.
(Vilagos, hogy m g 2", de még az is igaz, hogy m g/i'l, hiszen ezeknek £,,..., £,
kozott szerepelniik kell és zérustol kiilénbdznek.) Nyilvanvald, hogy E' @0 és
£j £' =0ésminden £1lbizonyos £'vk 6sszege. (Az utdbbibdl az is kdvetkezik, hogy
n=2m) Meg kell jegyezniink, hogy £,, + £,,= Epsohasem fordulhat el, csak akkor,
ha Ep=0, £v= Ep, vagy £v=0, £,, = £j,, kiillénben £" és £vaz £ j-k Osszege volna, s
igy Epis legalabb két Endsszegeként allna el6 (ebben egyforma tagok is lehetnek).
Azonban a 15. és 16. Tétel miatt (ll. 4. fejezet) ezek egymastol, Ep-t6i és zérustdl
kiillénboznek, szdmuk legalabb kett, s igy a szorzatuk £j,-vel zérus, tehat dsszegik
szorzata £',-vel szintén elt(inik, ami ellentmond annak, hogy ez az dsszeg Ep.

Az £],..., Emprojektoroknak megfelelé H j,..., Hj, makroszkopikus tulajdon-
sagokra tehat leszogezhetjilk a kovetkez6ket. Egyikik sem abszurd. Barmelyik
kettd kdlcsonosen kizarja egymast. Barmelyik makroszkopikus tulajdonsag ezek
diszjunkciojaként el6allithatd. Ezek egyike sem bonthato fel diszjunkcidval két
élesebb makroszkopikus tulajdonsagra. A makroszkopikus diszkriminacié soran
tehat nem tudunk az H j,..., Hij, tulajdonsagokon tdlmenni, mert ezek makroszko-
pikusan felbonthatatlanok.

A tovabbiakban elejtjiik azt a feltevést, hogy szamuk véges és csak annyit
kovetellink meg, hogy létezzenek makroszkopikusan felbonthatatlan Hj, H j,...
tulajdonsdgok. A megfelel6 projektorok £j,£j,... zérustol kiuldnbozék és
paronként ortogonalisak. Minden makroszkopikus £ ezek dsszegeként elallitha-
to.

A fentiek szerint 1 is ilyen 0Osszeg. Ha ebben az 6sszegben valamelyik £j
nem fordulna el6, akkor ez, lévén ortogonalis minden mas tagra, 1-re is
ortogonalis volna: £(,= £(, * 1=0, ami lehetetlen. igy £j +£j + ... = 1 A vesszbt
elhagyjuk: Ht+ H2,... és £,, £2,.... Az ezekhez tartoz6 megfelel§ zart lineéaris
sokasag legyen ».. s ezek legyenek rendre s1,s2,. m.-dimenzidsak.

Ha s,,=1 lenne minden n-re, vagyis ha mindegyik ®I, egydimenzids, akkor
®&,=[<?)] £.= és (pi,(p2,... teljes ortonormalt rendszert alkot, hiszen
£, +£2+ ... = 1 Ez aztjelentené, hogy maguknak a makroszkopikus méréseknek
a segitségével a megfigyelt rendszer allapotat egyértelm(en meg lehetne hatarozni.
Mivel altaldban nem ez a helyzet, azért s,,> 1, s6t valdjdban s,,M.

Vegylk észre tovabba, hogy az £,-eknek, amelyek a vilag makroszkopikus
leirasanak épit6kockai, bizonyos értelemben a klasszikus elmélet fazisterének
cellabeosztasai felelnek meg. Azt mar lattuk, hogy ezek kozelitéen a nem
felcserélhetd operatorok — s kozottiik a fazistér szempontjabdl fontos szerepet
jatsz6 Q és P — viselkedését adjak vissza.

Mekkora az U keverék entrépidjaaz £,, £2,... felbonthatatlan projektorokkal
jellemzett makroszkopikus megfigyel§ szamara? Pontosabban, mennyi entrépia
keletkezik, ha ez a megfigyel6 U-1 K-be viszi at, vagyis mekkora entrépiacsokkenést

233



(ez a korilményektdl fiiggéen LL0) tud létrehozni kiils6 objektumokban a
legkedvez6bb korilmények kozott az U-*V folyamattal?

El6szor is l1ényeges, hogy nem tud kiilénbséget tenni olyan U és U' sokasagok
kozott, amelyek £,,-re minden n esetén ugyanazt a varhatd értéket adjak, tehat
akkor, ha Sp (C/E,))= Sp (UE,,) = 1,2,...). Bizonyos id6 elmultaval a megkiilon-
boztetés lehet6vé valhat, hiszen U és U' a 2. szerint valtozik és

Sp (AUA~IEn)=Sp (AU'A-IE,),

A=e *

nem lesz okvetlenill igaz.204 Azonban csak olyan méréseket tekintiink, amelyeket
rogtén egymas utan hajtunk végre. llyen feltételek mellett U és U' megkiilénbdztet-
hetetlennek tekinthet. A megfigyel6 tovabba csak olyan féligatereszt6 falakat
hasznalhat, amelyek valamelyik £,, <p-jét atengedi, a tobbit valtozatlanul visszaveri.
Ez a lehet6ség, amint az nehézség nélkil belathato, elegendd ahhoz, hogy az V. 2.
fejezet mddszerét kovetve valamely

U'=1x rg,
M1
operatort egy
Vl: £yn£n
=1
operéatorba vigyiink at reverzibilisen gy, hogy az entropiakilénbség tovabbra is

>cSp(I/'InU' )—K Sp(k"In K?),

vagyis U' entrépidja - k Sp (t/' In U2) legyen. Megjegyezziik, ahhoz, hogy ilyen U'
(Sp U'= 1) létezzék, Sp£,,-nek, vagyis az sn szdmoknak végesnek kell lenniik.
Feltételezziik tehat, hogy mindegyik s,, véges. Az U'-nek Xj sajatértéke -szeres, x2-
é s2-szeres és igy tovabb. igy a —U'In t/'-nek —xxInx, sajatértéke is s,-szeres,
—x2Inx2 s2-szeres, és igy tovabb. lly mdédon Sp U' = 1 kdvetkeztében

és az entropia

U'Em= £ xrE,,Em=xnmEm
) =1
0Osszefliggés miatt

Sp (U'EJ = xmSp Em= snxm,
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z z . erl
tehat az entropia

* Sp (U'EJ
-KZ Sp(U'EJIn— -
n=l|

Tetsz6leges t/-ra (Sp U=1) az entrépia sziikségképpen ugyancsak

- E Sop U SRAVEY
=1 S
mert, ha
Sp (UEJ
“*“P“( """ , U= 2, x,BEn,
n n—X

akkor Sp (UEJ=Sp(U'EJ és ha U az t/'-t6] megkilonbdztethetetlen, akkor
entrépidjuk megegyezik.

Azt is meg kell emliteniink, hogy ez az entrdpia a szokasos entrépiat mindig
meghaladja:

® Sp (UEJ
-k YSp ([/£,) In— —--Z-KSp(U\nU),
=1
és az egyenl6ség csak az
U =txnEn
M=l

esetre igaz. Az V. 3. fejezet eredményei szerint biztosan ez a helyzet, ha az

® SR(UEJ
u=1 - " En
=1 o<

I/-b6l az 1. folyamat t6bbszori (nem feltétleniil makroszkopikus) alkalmazéasaval
kaphat6, mert a bal oldalon —cSp(i/'In U') van és

U= Zx,E,
n=1

ugyanazt jelenti, mint U= U'. Vegyilk az £,,-hez tartoz6 311, zért lineéris sokasagot
kifeszit6 (pn}, (;2\- mmortonormalt rendszert. Tekintve, hogy

00
n=1

a -k egyutt u=1,2,..., v=I,...,s,,) teljes ortonormalt rendszert alkotnak.
Tartozzék e sajatfliggvényekhez az (egyszeres sajatértékekkel rendelkezd) R
operator, s legyen 91 a megfelel6 fizikai mennyiség. Az 91 mérésekor (1. folytan) az
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ur=t

#fi=1V=1
jon létre. Legyen
Z ehvsy
Vs" \El
ekkor i//",. . t/"ortonormalt rendszer, amely ugyancsak $Ng-¢t fesziti ki csakugy,

mint E{"\..., g\ igy ¢fm (n=1,2,..., v=1,2,..., sn) szintén teljes ortonormalt
rendszer és képezhet0 az e sajatfuggvényekkel rendelkez6 S operator és a megfelel6
(E fizikai mennyiség. Ervényesek a kdvetkezd Osszefliggések:

0 ha, mj=n,
(Piwvt-D =
1
— ha, m=n,
S,
ZNlyn=1 = En
V=1 V=1

Az (£ mérésével (1. folytdn) U" az t/'-be megy at:

z z (iI"r'ro pl«=

m=1/4=1

- WoAA ) (p B rwor) plCl

m=1/1=1Ln=1V=

£ £ |_£ (tVvm), 91))] .
~ M CT

m=1/4=1 Lv=1

2 52U 7 P b

Kovetkezésképpen két 1. tipusu folyamat elegend6 ahhoz, hogy U-t t/'-be
transzformaljuk at és csak ennyire volt a bizonyitashoz sziikségiink.
Ez az entropia az allapotok esetében

[amikor is t/ = Pw, Sp (t/£J = (Em«p,<p)=|IEm||2]

_%* 2/1|-|\£né>”2 In .I.!.I:.H..g.
n=

E kifejezés mar mentes a makroszkopikus entrépia kényelmetlen tulajdonsagaitol:
nem allando6 az idében (a 2. folyamatra) és nem zérus minden U=PM allapotra.
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Valoban, Sp (UEn), amelybdl entrépiank felépiil, nem allandé az idében, ahogy azt
a 202. jegyzetben kielemeztiik. Kénny({ megmondani, hogy mely allapotra zérus az
entrépia. Mivel

az entropia kifejezésében minden 6sszeadand6
IE, <gij2In \EARN2

jarulék nempozitiv, tehat valamennyitiknek el kell tlnniiik. Vagyis

sn

Az els6 azt jelenti, hogy Enp=0, a masodik pedig, hogy \E,cp\= mivel
azonban

\\En<p\\iih sn7i 1,

ebbdl kovetkezik, hogy s,,= 1, \E,(o\ = ||<p||, vagyis En(p=tp\ mas széval s,,= 1és @
az i, eleme. Az utébbi nem lehet igaz két kiillénb6z4 n-re, mi tobb, ekkor Emp= 0,
mdn esetén, tehat =0, mert

[o0]

-t

igy pontosan egyetlen n-re @ az 1lMeleme és s,,=1. Am megallapitottuk, hogy
altalanosan s,,>1, tehat ez lehetetlen. Mas széval entropiank mindig pozitiv.

Mivel a makroszkopikus entropia id6t6l fliggd, a kdvetkez6 kérdésre kell valaszt
mintéjara viselkedik-e, vagyis az esetek tobbségében ndvekszik-e? Erre a kérdésre a
klasszikus elméletben a Boltzmann-féle H-tétel alapjan a valasz igenl6. Ehhez
azonban bizonyos statisztikus feltevéseket, az Ugynevezett ,rendezetlenségi”
feltevéseket kell tenni.2056 A szerz6nek a kvantummechanikéban ilyen feltevések
nélkil sikeriilt a megfeleld tételt bebizonyitania. Mivel e targynak és a vele szorosan
kapcsolédd ergodikus tételnek részletes vizsgalata e kotet keretein kivil esik, e
kutatasokra nem térhetiink ki (lasd a 206. jegyzet hivatkozasat, ahol a tétel is
bizonyitast kap). Az e probléma irant érdekl&dd olvast a hivatkozasokban talalhat
idevago6 anyagot.
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VI. A MERESI FOLYAMAT

1. A probléma megfogalmazasa

Eddigi vizsgalatainkban a kvantummechanika és a természet leirdsara szolgalo
kiilonbdz6 kauzalis és statisztikus modszerek viszonyat targyaltuk. Ennek soran a
kvantummechanikai folyamatok kettds, Kielégitéen meg nem magyarazhato
természetére deriilt fény. Egyrészt azt talaltuk, hogy aO ~r~ i id6intervallumban a
(p allapot a H energiaoperator hatasara a <g allapotba megy at:

d 2ni .
ftPr= (ON~TA)

ha tehat 9= q (p,= 9, akkor

P=e h &
s ez tisztan kauzalis. Az U keverék ennek megfeleléen az

U=e h Ue~*

keverékbe megy at. A @ kauzalis valtozasanak kovetkeztében tehat az U=PM
allapotok az U'= allapotokba transzformalddnak at (a 2. folyamat az V. 1
fejezetben).

Masrészt a (pallapot, amelyen valamilyen tisztan diszkrét spektrumu, egyszeres
sajatértékekkel ésa (pu (p2, ... sajatfiiggvényekkel rendelkezé mennyiséget mériink
meg, € mérés soran nem kauzalisan valtozik, s a |(<Pi, g2)\2 «Pr)12.- oo
valdszin(iségekkel a i ,(p2,... allapotokba megy at, vagyis az

U'=t\(<P’ <R)2-PM
1

keverék jon létre. Altalaban az U keverék az
U ':t(tJ cpn<pn)-PM
n=

keverékbe fog atmenni (az 1. folyamat az V. 1 fejezetben). E folyamat nem kauzalis,
hiszen az allapotok keverékekbe mennek at.

A két U-*U' folyamat kozott a kiillonbség alapvetd, nemcsak azért, mert a
kauzalitdas elve szempontjabdl kilonbdznek, hanem azért is, mert az els6
termodinamikailag megfordithatd, a masodik pedig nem (lasd. az V. 3. fejezetet).
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Hasonlitsuk 0ssze e koriilményeket a természet vagy inkabb a megfigyelés valodi
kortilményeivel. El6szor is alapvet6en helyes az a megallapitds, hogy a mérés,
illet6leg a szubjektiv észlelés ehhez kapcsolddd folyamata Uj mozzanat a fizikai
kornyezethez képest és arra vissza nem vezethetd. Valoban, a szubjektiv észlelés az
individuum bels6 intellektualis életéhez vezet el, mely természete szerint nem része a
megfigyelésnek (hiszen minden elképzelhet6 megfigyelés vagy kisérlet esetén eleve
adottnak kell tekinteni, lasd a fenti meggondoléast). Mindazéltal tudoméanyos
szempontbdl alapvetd kovetelmény — ez az Ggynevezett pszichofizikai paralleliz-
mus elve —, hogy a szubjektiv észlelés fizikan kiviil es6 folyamatat lehetséges legyen
gy leirni, mintha az a fizikai vilagban jatszodnék le, vagyis hogy egyes részeihez az
objektiv kornyezet és a kozonséges tér ekvivalens fizikai folyamatait tudjuk
hozzarendelni. (Természetesen e hozzarendelés sordn gyakran van sziikség arra,
hogy e folyamatok egyikét vagy masikat a térnek a testiink altal elfoglalt részeibe
esd pontjaiban lokalizaljuk. Ez azonban nem valtoztat azon, hogy ezek a
korilottink levd vilaghoz, a fent emlitett objektiv kdrnyezethez tartoznak.) A
kovetkezd egyszer( példa mutatja eme elképzelések alkalmazasat; mérjink hémér-
sékletet. Ha akarjuk, akkor szamolassal nyomon kdvethetjiik e folyamatot addig,
mig el nem jutunk a h6mér6 higanytartalyanak kérnyezetében uralkodé h6mérsék-
letig, s ekkor azt mondjuk, hogy ezt a h6mérsékletet méri a h6mérd. Tovabb is
szamolhatunk azonban, és a higanynak a kinetikus, molekularis elmélet megszabta
tulajdonsagaibdl kiszamithatjuk a felmelegedést, a higanyoszlop megnyulasat, a
hosszat, és azt mondhatjuk, hogy ezt a hosszlsagot latja a megfigyeld. Tovabb is
mehetlink, és a fényforrast is figyelembe véve meghatarozhatjuk a fénykvantumok
visszaverddését a higanyoszloprol, a visszavert fénykvantumok palyajat a megfi-
gyel6 szeméig, elhajlasat a szemlencsén és a kép keletkezését a retinan, és ekkor azt
mondhatjuk, hogy ezt a képet regisztralja a megfigyel§ retindja. Ha fiziologiai
ismereteink a mainal pontosabbak lennének, akkor még tovabb mehetnénk és
kinyomozhatnank azokat a vegyi reakciokat, amelyek ennek a retinan képz6d6
képnek a benyomaésat a latdidegen at az agyba tovabbitjak, s végil azt mondhat-
nank, hogy az agysejtek ilyen és ilyen kémiai valtozasat észleli a megfigyeld. Minden
esetben azonban barmeddig is folytatjuk a szdmolast a higanyoszlopig, a h6mér6
mondanunk: ,és ezt észleli a megfigyel6”. igy a vilagot mindig két részre kell
osztani, az egyik a megfigyelt rendszer, a masik a megfigyel6. Az el6bbiben minden
fizikai folyamat (legalabbis elvileg) tetsz6leges pontossaggal nyomon kovethetd. Az
utébbiban ez értelmét veszti. A kett6 kozott a hatdr nagymértékben dnkényes. A
fenti példan a négy kildénboz6 lehetdségen lattuk, hogy a megfigyel6t ebben az
értelemben nem kell a megfigyel§ testével azonositanunk. A fenti példa egyik
lehet6ségében még a hémér6t is hozzaértettilk, a mésikban viszont a szemét és
latoidegét sem tekintettlik a részének. Az, hogy ezt a hatart a megfigyeld testében
tetsz6legesen mélyre toljuk el, nem mas, mint a pszichofizikai paralelizmus elvének
a tartalma. Ez azonban nem valtoztat azon, hogy barmely leirdsmddnal e hatart el
kell valahol helyezni, ha agt akarjuk, hogy valoban megfigyelés, tehat dsszevetés
torténjék a kisérlettel. Valdban, a tapasztalat ilyen allitdsokat tartalmaz: valamely
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megfigyel6 bizonyos (szubjektiv) megfigyelést tett, és sohasem ilyeneket: valamely
fizikai mennyiség bizonyos értéket vesz fel.

A kvantummechanika a vilag megfigyelt részében végbemend eseményeket a 2.
folyamat (V. 1 fejezet) segitségével irja le mindaddig, amig ezek nem hatnak kdlcson
a megfigyeld résszel. Amint ilyen kolcsdnhatés, vagyis mérés torténik, az 1
folyamat alkalmazésara van szikség. E kett6sség tehat indokolt.207 Az a veszély
fenyeget azonban, hogy a pszichofizikai parallelizmus elve megsériilhet, ha nem
bizonyitjuk be, hogy a megfigyelt rendszer és a megfigyel6 kdzott a hatar a fenti
értelemben tetsz6legesen helyezhetd el.

Ennek megvizsgalasahoz osszuk fel a vilagot harom részre, legyen ez /, 11 és 1.
Legyen | a voltaképpen megfigyelt rendszer, Il a mér8berendezés, Il a
voltaképpeni megfigyel6.208 Meg kell mutatnunk, hogy a hatar éppigy megvonha-
to | és 11+ 111 kozott, mint 1 +11 és 111 kozott. (A fenti példaban az els6 és a
masodik eset 6sszevetésekor / a megfigyelt rendszer, |1 ahémérd, 111 pedig a fény és
a megfigyel6 volt, a méasodik és a harmadik esetnél / a megfigyelt rendszer és a
hémérd, Il a fény és a megfigyel6 szeme, 111 a megfigyel6 volt a retinatdl kezdve, a

7=z

retingja, az idegpalyai és az agya volt, 111 pedig az absztrakt ,,énje”.) Az egyik
esetben a 2. folyamatot kell /-re ésaz 1. folyamatot/ és 11 + 111 kdélcsdnhatéasara, a
masik esetben pedig 2.-t kell / +//-re, 1.-t pedig | +1I és Il kélcsdnhatasara
alkalmazni. (Mindkét esetben maga a I11 a szdmolés korén kivil esik.) Feladatunk
tehat az, hogy bebizonyitsuk, hogy mindkét eljaras ugyanazt eredményezi /-re
vonatkozéan (mindkét esetben ez és csak ez tartozik a vilag tulajdonképpen
megfigyelt részéhez).

Ahhoz azonban, hogy ezt sikeresen végre tudjuk hajtani, el6szér kdzelebbrél meg
kell vizsgalnunk két fizikai rendszer egyesitésének folyamatat (igy lesz /-b&i és 11-
b6l 1 +11).

2. 0sszetett rendszerek

Amint azt az el6z6 szakasz végén emlitettiik, két fizikai rendszert, az /-et ésall-],
valamint ezek | + 11 egyesitését fogjuk vizsgalni (/ és I jelentése nem feltétlenil az,
ami az el6z6 szakaszban volt). Legyen / szabadségi fokainak szama k, 11-é pedig /. A
klasszikus mechanikai leirdsban / koordinatai q1,..,,gk, ezeket egyutt <y~al, 11
koordinatai pedig r,,..., rh ezeket egydtt r-rel jeloljik. igy 1 +11 k + | szabadsagi
fokd, a koordinatak qt,..., gk rk,..., r,, vagy roviden g, r. A kvantummechanika-
ban / hullamfiggvénye <p(0), 11-é <(r), | +11-é pedig Qg r). A megfelel§ Hilbert-
terek IR7 IR7 IR7+7, a skalaris szorzat definicidja pedig rendre j<p(ij) ip(q)dq,
J<E(n) t](r)dr és fo(qr)'¥(q,r)dqdr. Az /, Il és | +11 fizikai mennyiségei rendre a
(hipermaximalis) hermitikus A, 21és Aoperatorok IR-ben, W'-ben, illet6leg IR +,i-
ben.

Az | minden A fizikai mennyisége egyben | + 11 fizikai mennyisége is és A az A-bol
a kovetkez6képpen kaphaté meg: AOfijrj-et Ugy kapjuk, hogy r-et allandénak
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tekintjik és A-t <j-nak @(g, r) fliggvényére alkalmazzuk.209 E transzformacios
szabaly mindenesetre helytalld, a Qi,...,Qk és PIt...,P k koordinata, illet6leg
impulzus operatorok, tehat
h d h d
4150 00> , . E"5 -
atil 21U Ok

esetén (lasd az 1. 2. fejezetet) és dsszefér a 1V. 2. fejezetben felirt I. és I1. elvvel.210
igy ezt altalaban is feltételezziik. (Ez a kvantummechanikaban a szokasos eljaras.)

Ehhez hasonléan Il-nek minden fizikai mennyisége egyben | +11 fizikai
mennyisége is, és A az 21-bol hasonlo szabaly segitségével kaphatd meg: Ad(g, r)
21d(g, r)-rel egyenld, ha az utdbbiban g-1 allandénak tekintjik és @(q, r)-et r
fliggvényekent fogjuk fel.

Ha gm(g) (m= 1, 2,...) teljes ortonormalt rendszer $R"-ben, <J(n) (n=1, 2,...)
pedig fR"-ben, akkor vilagos, hogy ®T{< r)=(pm(@)"*n(r) teljes ortonormalt

rendszer IR1+"-ben. igy az A, 21 és A operatorok rendre az [a.].] €s az
[am,|mv] matrixokkal reprezentdlhatok (m, n, m', n'=1, 2,...). 11 Ezt gyakran
fogjuk hasznalni. A matrixreprezentacid azt jelenti, hogy

0)

A<prr(<?):m)§ am/mWw(4).

n=1
Aomn(9,r)= X
] mn'=1
vagyis
gy o
Afr(g)E»= |
mn=1
Ennek értelmében az A-*A megfeleltetés azt jelenti, hogy
®
Ap(9)7(r) = (Ap(q)) "~ (r)= m£ amm()m("Kn(r),
=1
mas széval
Ammin - anmOH
il ha «=«,
™ (O, ha

Ugyanilyen mddon az 21-»A megfeleltetés azt jelenti, hogy anmmV=ann.omm.
Az 7+ 77 statisztikus sokasdgat az [ummmn] matrixd U statisztikus operator

jellemzi. Ez /+ 7/ minden mennyiségének, s igy | mennyiségeinek statisztikus

tulajdonsagait is meghatarozza. Kdvetkezésképpen van megfelel6 7-sokasag is.
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Valoban, olyan megfigyeld, aki csak /-1tudja észlelni, //-1 pedig nem, az / +//
rendszerek sokasagat az / rendszerek sokasdgéanak tekinti. Kérdés, hogy ennek az /-
sokasagnak mi az U statisztikus operatora, vagy ennek [u,,|m] maétrixa. Ezt igy
hatarozzuk meg: Ha az [amm] matrixG | mennyiséget | +11 mennyiségnek
tekintjik, akkor matrixa [amjman,], az I-re szamitott varhatd érték:

[o0]

mm'=1
mig ugyanez (7 + 77)-re szamitva:

00 00
mnm,n'=1 mm,n =1
v iv rl)
2L 1 Lu Amn\m
mm'=1\n=1 /

Ahhoz, hogy e két kifejezés megegyezzék egymassal, kell, hogy
Am|m’ A Animn
n=1
teljesuljon.
Hasonloan, ha csupan 7/-t tekintjiik és 7-et nem vesszik figyelembe, akkor az
7-1-77 sokasag [unn] matrixd U statisztikus operatorral jellemzett 77 sokaséagot
hataroz meg, ahol

An|n' A *
m 1

Ezzel megallapitottuk az osszefliggést I, Il és /+// U, U és U statisztikus
operatora kozott. Ezek Iényegesen kiilonbdznek a fizikai mennyiségek A, 3dés A
operatorai kozotti megfeleltetésektdl.

Meg kell jegyezniink, hogy a megfeleltetés az U, U és U operatorok kozott csak
latszdlag figg a <m(g) és a £,(r) teljes ortonormalt rendszer kivalasztasatol.
Valo6ban, ezt invarians feltételb6l vezettiik le (amelyet csupan ez az elrendezés elégit
ki), nevezetesen abbol a kdvetelménybdl, hogy A és A, illetbleg 21 és A varhatd
értéke egyezzék meg.

Az U az (/+//) statisztikajat, U és U az /-re, illetbleg a //-re korlatozott
statisztikat fejezi ki. Ezzel kapcsolatban a kdvetkezd kérdés meril fel: vajon Ués U
meghatarozza-e U-t egyértelm(ien? A kérdésre altalaban nemleges valaszt varunk,
hiszen a két rendszer kdzott lehetséges ,,valoszin(iségi korrelaciok” eltlinnek, ha az
informéacidt egyedil U, illet6leg U ismeretéb6l, vagyis /, illet6leg Il vizsgalatahol
meritjlik. Viszont ha / és Il allapotat pontosan ismerjik, akkor val6szinlségi
kérdések nem merllnek fel és (/ + //) allapota is ismert lesz. Kivanatos azonban e
kérdések egzakt matematikai vizsgdlata, s ezért most ehhez latunk hozza.
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Afeladat tehat a kdvetkez8: adott [umm] és [u,,.,, ] definit matrixhoz keresni kell
olyan [tmilm ] definit matrixot, hogy

A Aminine Amjm'> @ Ammt A
=1 1

igaz legyen. (A

m=1 n=
osszefliggéshdl kdvetkezik, hogy
(0)
m 1>
mn:= l/Ym

vagyis a helyes normalas megmarad.) E feladat mindig megoldhat6, mert példaul
vrn\Tn'~nT\Tui mindig megoldas (kénnyen beldthatd, hogy e matrix definit).
Felmeriil azonban a kérdés, hogy vajon ez az egyetlen megoldas-e?

Megmutatjuk, hogy akkor és csak akkor ez a helyzet, ha az [unim], [uB,]
matrixok kozul legalabb az egyik allapotnak felel meg. El&szor e feltétel
sziikségességét bizonyitjuk be, vagyis azt, hogy ha mindkét matrix keveréknek felel
meg, akkor tobb megoldas létezik. llyen esetben (lasd a IV. 2. fejezetet)

UH*,' = avnm + Ownim, unl,, = yrn,, + <Gss..

(A vmjm és wmm definit és egymastol nemcsak allandd tényezében kiilénbdznek.
Ugyanez igaz r,,,, -re és n”*.-re is és

® ® ® ®
Lvmme £w nime 1> M= £>,,,,, =1,
m=1 m=1 n=1 n=1

&Ry, 60, x+B=y+d6=1.)
Ekkor kénnyen bebizonyithatd, hogy minden

Vimmin = 2mim'Vin\n' "o PAm\im*n\n‘ T A A mmWAR
megoldas, ahol
i+ (T=a p+T=/7 ndp=y, a+x=6
n,p, 4 T>0.

Ekkor TG p, <, r végtelen sokféleképpen valaszthatd meg. Az X+ B =y+ & miatt a
négy egyenletbél csak harom fiiggetlen, igy p=y—1, a=a—1, 7= (&—a) + 1, és
mivel mindegyik pozitiv, azért a—0=y —<n<a., y, ami végtelen sok n-re igaz.
Am, kiilénbdzé n, p, g T killonb6z6 umKn.-hoz vezet, s igy vmK -»,i,........
wmm *Ani* lineéarisan fliggetlen egymastdl, mert vinim, wrim és vrn, wn,, is az.

Most az elégségességet bizonyitjuk be. Ekkor feltehetjik, hogy unjm allapotnak
felel meg (a mésik esetet ugyanigy lehet targyalni). Az U=PM és mivel a <p,, 92,....
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teljes ortonormalt rendszer tetsz6leges volt, feltehetjik, hogy x= <9 Az n=P [p]
métrixa a kovetkezd:

flL,ha m=m=1,
nmm {0, kildénben.

* fl,ha m=m'=1
»I, Ymm= {o, kilénben.

Nevezetesen, ha T® 1, akkor

00

A Amnimn

n=1
mivel azonban vimimn definit, minden t'nmm” 0 [ugyanis vimirm= (V<Dm,, ®14)], s igy
ebben az esetben cmJm= 0. Més széval (V®T,, 11)=0, s igy V definit volta miatt
(>/P1,, dT n)=0, ahol m' és ri tetsz8leges (lasd IlI. 5. fejezet 19. Tétele). igy T 1
esetén kovetkezik =0, és a hermitikussdg miatt ez m ®1 esetén is igaz.
Viszont m=m'= 1 esetén

()]
A Min*!
m= 1
Amint tehat allitottuk, a ., megoldas egyértelm(ien meg van hatarozva.

Eredményiinket a kovetkez6kben foglaljuk dssze. Az V = [tm|mV] operatoru
1+ 11 statisztikus sokasagot akkor és csakis akkor hatarozza meg az altala kilén 1-
ben és kulén I1-ben keltett U= [umm], illetleg U= [unin] operatort sokasag
egyeértelm(en, ha a kovetkezd két feltétel teljesdil:

Amnjm'n - Am\m“n\n’
(Abbdl, hogy

A x Amimn x “mim x “n\n
mn=1 m=1 n—i

kovetkezik, hogy vmm-nek és in(m-nek két allando reciprok tényez6vel torténd
szorzasaval elérhet6 a

00 00

= N = 1-
dy=lo gpe

Ekkor azonban lathato, hogy umm=vmm, u,Jn.= i;nn..)
2. Vagy vnm= xnxm vagy pedig vijn=xmxn. (Valéban, U=PM azt jelenti, hogy

00

<P= Z YT<PT,
m=1
s igy “mm ~ ¥T¥T1’ s ennek megfelel6en cmim-re ehhez hasonlé igaz, ha U
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Az U-nak és U-nak neve V projekcidja I-re, illet6leg //-re.212
Foglalkozzunk most az |+11, X=P[d] allapotaival. A megfelel6 @ (q,r)
hullamfiggvény a teljes ortonormalt ®m= ¢m(q)i,,(r) rendszer szerint kifejthetd:

o (q,r)= Z fmnVvmUKnir).
mn= 1

A ®(g, r) helyett az/m,-ek is tekinthet6k (m,n=1,2,...). Ezekre csak az a feltétel van
kiszabva, hogy

t 171,2= L2
1

m,n=

véges legyen. Definialhat6 az F és az F* operator:

F<P(@ =] <b(q.r)(p(a)da,
F*Z(n=j<I>(q,nN{(r)dr.

Ezek linearisak és iR'-en, illetéleg iR"-n vannak értelmezve, de értékkészletik W -
be, illet6leg iH'-be esik. Kdztiik adjungalasi relacio all fenn, hiszen (Fqj, £) = (<, Fi,)
(a bal oldalon a skalarszorzatot W"-ben, ajobb oldalon SR'-ben kell képezni). Az IR
és iR kdzott a kilonbség matematikai szempontbdl érdektelen, igy alkalmazhatjuk
a Il. 11. fejezet eredményeit, Iévén ezek integraloperatorok, £(F) X("*) a
kovetkez6:

JI0 (g.r)|dg dr= ||®[[2= 1
(|®|| az IR+//-ben veendd),

s igy mindkettd véges. Kovetkezésképpen F és F* folytonos, s6t teljesen folyto-
nos, és mind F*F mind pedig FF* definit operator, Sp (F*F)=£(F)=1
Sp (FF*)=£(F*)=1. Figyeljunk arra, hogy Ylés 91" kiilénb6z6, s latjuk, hogy
F*F az IR-ben, FF* az SF'-ben van definialva.

Minthogy Fop(q) a

TfmnUTr)

kifejezéssel egyenld, F matrixa [/mij (itt felhasznaljuk, hogy (pjq) és in(r) teljes
ortonormalt rendszer), ugyanigy F* matrixa [/m]. igy F*F, illetve FF* maétrixa

F f mnf.]m'n]T'

. Lr=i J
illetve
I_ Y f f
Lne1l J
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Masrészt V = P[d] matrixa viszont [/,,../...,®] a ®m,(qr)=<pJgK,,(r) rendszerben,
tehat ennek projekcioja /-re és Il-re, vagyis az U és az U matrixok az

r LYa,fmntm !l »
L n—i J
illetve
alakot 6ltik.213
Kovetkezésképpen

U=F*F,  U=FF¥,

és ezek az allitdsok nem fiiggenek a gmés  kivalasztasatol (mert U, U és F sem).
Az U és az U operator teljesen folytonos, és a Il. 11., valamint a IV. 3. fejezet
alapjan ezek a kovetkez6 alakba irhatok:

k=1 K1

ahol duek és fjk-k X'-ben, illet6leg 3T'-ben teljes ortonormalt rendszert alkotnak és
wk, wk” 0. Most e két képletben elhagyjuk azokat a tagokat, amelyekre n"=0,
illetve wk=0 és a megmaradokat szamozzuk meg fc-val; k= 1,2, igy a ek és a
Uek ismét ortonormalt, azonban nem feltétlenil teljes rendszert alkotnak, a

o

&1
helyett
v

. I
| ¥z
fog szerepelni, ahol M' és M" lehet véges, vagy végtelen, és wk, illetve wkmar pozitiv.

Tekintsiik dueX Fennall Uipk=rmkdk, s igy F*F[I/k=wkijk, FF*Fi//k=wkFil/k,
UFif/k—wkR\I/k is. Tovabba

(Fpk F*,)= (F*F",) = (0K th)=

oo faiha k=1
“WMEED=Y0, ha cor
igy I|FIKH2=4- Az .
—j= F™k

fuggveények 9?"-ben ortonormalt rendszert alkotnak. Ezek U sajatfliggvényei, a
sajatérték ugyanaz, mint U-é a dwTma (vagyis wk). Mas széval U-nak minden
sajatértéke U-nak is sajatértéke legalabb ugyanakkora multiplicitassal. Az U és U
felcserélésével tehat belathatd, hogy sajatértékeik, s azok multiplicitasai megegyez-
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nek. A Wj-k és a w'-ktehat sorrendtdl eltekintve megegyeznek, sigy M'=M" = M és
wk atszamozasaval elérhetd, hogy wk= Wk= wk teljesuljon. Ekkor vilagos, hogy fk
altalaban igy valaszthato:

1
Uk=—r=Pdx
yjwk
Tehét
~4 = F*rik=— F*F\pk=— U*k= dx.
Tk e ReER T
Ily médon
1 1
Uk=—/=P DK, Prk=—r = p*kK
\Jwk
fennall.212
Terjesszilk mostkia t,, \p2,... ésaztjx,A2,... ortonormalt rendszert a teljes ipj,
ip2....... ip\, \p2,.. illetve a teljes rilt f2,.. tj',, 2, ... ortonormalt rendszerre (a
ip\, \p2,.. valamint az rj\, 2, ... rendszer egymastdl fliggetlendl lehet Ures, véges

vagy végtelen is). Hangsulyozzuk, hogy az eddigi megfontolasaink fliggetlenek
voltak a qmésa  ortonormalt rendszerek megvélasztasatol. Ezért megtehetjiik,
hogy ezek a \px, ip2,..., ill. rx, t]2,..., t]\, A2... fliggvényrendszerekkel
egybeessenek. Feleljen meg ipka cp”-nak és tka £,r nak (a/it,42,... ésvt, v2,...
egymastol kilénbdznek). Ekkor

Fpm=0, ha Tzuxu2,....

igy
i~~ha T=ukKn=vwk=12,...,
m {0, kilénben,

vagy, ami ugyanaz,
M

A1)= X 417 <P

A p(q), £n(r) teljes ortonormalt rendszer megfelel6 megvalasztasaval bebizonyitot-
tuk tehat, hogy az [/nd matrix minden oszlopa legfeljebb egy zérustdl kiilénb6z6
elemet tartalmaz (az, hogy ez valds és pozitiv, nevezetesen y/n~k, a tovabbiakban
érdektelen). Mi e matematikai allitas fizikai tartalma?

Legyenek az A és a B operatorok sajatfiiggvényei gx, 92, ..., illetve £j, <2, ..
egyszeres sajatértékrendszereik pedig ax, a2,.. illetve bx, b2,— Az A /-ben, B
pedig I1-ben felel meg valamilyen fizikai mennyiségnek. Ezek tehat egyszerre
mérhet6k. Kénnyen lathatd, hogy az az allitas, miszerint ,,/1-értéke am B-é pedigb "
a &1,(<, r)=®T(d) £n(r) allapotot hatdrozza meg, s ennek valdsziniisége a ®(q, r)
allapotban
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(P . ¢)=[(d,pT)[2= |/T8[2

Kovetkezésképpen allitasunk azt jelenti, hogy A és B egyszerre mérhetd, és hogy ha
az egyiket ®-ben megmeértiik, akkor ezzel a masik értékét egyértelmiien meghata-
roztuk. (Olyan am amelyre az 6sszes7m, zérus, nem lehetséges, mert a teljes

11u 2

n=1

val6szin(iség nem tlinhet el, ha amegydltalan megfigyelhetd, ezért pontosan egy n
esetén /T 0, és ugyanez igaz B-re.) Mas szoval a @ allapotban tobb J1-érték
lehetséges (nevezetesen azok az amértékek, amelyekre

z_I/J2>0,

n

vagyis, amelyekre van oly m, hogy fmnd0; &ltalaban minden am ilyen), és
ugyanennyi B-érték lehetséges (azok a b,,-ek, amelyekre

z 1/imn|2>0,
m=1

vagyis amelyekre van oly m, hogyf ma®0), de ®egy-egy értelm(i megfeleltetést létesit
a lehetséges A- és B-értékek kozott.
Legyenek a lehetséges m értékek ux, u2,... illetve n értékek vi( v2)..., ekkor

_(ckg0, ha m=nkn=vkk =12,...
m' (0, kiillénben,

igy (M véges, vagy végtelen)

M
k=1
tehat
_Yf f = ilkk2Zha T=T'=ukK=12,...
=i ( 0, killénben,
* [\ckl2 ha n=ri=vk,k=12,...,
um — Z fmnfr' — j Q kilénben,
kovetkezésképpen
M M
u=2zZWw 2w «= ZKI2»
1=1 k=1

Ebbdl lathatd, hogy ha ®-t /-re, illetSleg //-re projicialjuk, akkor &ltalaban
keveréket kapunk, noha az 1+ |1 csak allapot volt. Valdban, ez / + 11-ben bizonyos

248



informaciét nydjt, amely egyedil /-ben, vagy egyedul //-ben elvész, nevezetesen azt,
hogy az A- és a //-értékek kozott egy-egy értelm(i megfeleltetés van.

Barmely & esetén tehat A és B, vagyis gm és gn megvalaszthaté ugy, hogy
feltételiink kielégll;tetsz6leges A és B esetén ez persze megsériilhet. Minden @ tehat
bizonyos Osszefliggést jelent / és 11 kzott, a megfelel A és B mennyiség fligg ®-tél.
Konny( megmondani, hogy © ezeket, vagyis a gmet és ij,,-et mennyire hatarozza
meg. Ha a |ct|-k nem zérusok és egymastol kiilonbdznek, akkor U és U (ezeket @
meghatarozza) a megfelel§ gmeket és £,-eket egyértelmden rogziti (lasd a IV. 3.
fejezetet). Az altalanos eset vizsgalatat az olvasora bizzuk.

Veégll megemlitjik, hogy M @1 esetén sem U, sem pedig U nem allapot, hiszen
mindegyik |ck|2 pozitiv, mig ha M = 1, akkor mindketté az: U=P[pj, U=P[; j.
Ekkor

@ (q,r)=cig>(Q)2\(r)

és ¢, a <p"(g)-ba beleérthetd, igy U és U akkor és csak akkor allapot, ha @ (g, r)
alakja (p(q)(r) tipusu, s ekkor

N=N>T) N =Njae
A fenti eredmények alapjan kijelenthetjiik, hogy ha / a (p{q), Il pedig £(r)
allapotban van, akkor / + 11 a @ (g, r) = cp(q)£(r) allapotban lesz. Mésrészt, hal + 11
olyan ® (g, r) allapotban van, amely nem op(@)<\r) szorzat, akkor / és |1 keverék és
nem allapot, azonban @ az / és Il bizonyos mennyiségeinek lehetséges értékei
kozott egy-egyértelm( megfeleltetést teremt.

3. A mérési folyamat vizsgéalata

Miel6tt a VI. 1 fejezetben kifejtett elképzeléseinkkel és a VI. 2. fejezetben
kidolgozott formalis eszk6zok segitségével teljessé tennénk a mérési folyamat
vizsgalatat, az VI. 2. fejezet eredményeinek a segitségével megmutatjuk, hogy az 1.
folyamat (V. 1 fejezet) statisztikus jellegének megvilagitasara egy gyakortajavasolt
magyarazat nem allja meg a helyét. E magyarazat a kdvetkez6n alapul. Legyen / a
megfigyelt rendszer, 11 pedig a megfigyel§. Ha a mérés el6tt / az U= PM &llapotban
van, |l pedig az

« = 2> BpKJ
=1

keverék, akkor | + Il egyértelmiien meghatarozott keverék. Valoban, a VI. 2. fejezet
alapjan szamolva

00

VEZ W es <plekn(r) @

Ha most az A mennyiség mérése folyik le /-ben, akkor ez / és Il kdélcsénhatasanak
tekintendd. Ez azonban bizonyos H energiaoperatord 2. folyamat (V. 1 fejezet). Ha
ez i ideig tart, akkor azt kapjuk, hogy
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V—e"WH Ve

jon létre F-bdl, és valoban

Ha most minden
0 (a.r)

alakja >p,{g=l,r) volna, ahol a i//,,-ek A sajatfiiggvényei, nl,r\2, ... pedig tetszéleges
rogzitett teljes ortonormalt rendszer, akkor ez a beavatkozas mérési jelleg(i volna,
mert f-nek barmely ¢>allapotat az A dnsajatfiiggvényeinek keverékébe transzfor-
maln at. A statisztikus jelleg tehat a kovetkez6képpen bukkan fel. A mérés el6tt /
(egyértelmd) allapot, Il pedig keverék volt, és Il keverék jellege a kdlcsdnhatas
folyaman 14-11-h6z kapcsolddott, nevezetesen a projekciét /-re keverékké
véltoztatta at. Mas szoval a mérés eredménye hatarozatlan, mert a megfigyeld
allapota a mérés el6tt nem volt pontosan ismeretes. Elképzelhetd, hogy ilyen
mechanizmus m(ikodjék, mert lehet, hogy a megfigyel6nek a sajat allapotara
vonatkozd informécidi a természet torvényei miatt korlatozottak. E korlatok wn
értékében fejezdnek ki, s igy csak a megfigyel6t6l (s nem a (p-t6l) fliggnek.

E ponton ez a magyarazat érvényét veszti. A kvantummechanika kévetelménye
szerint ugyanis w,= (P[W< o) = \((p, dn)\2, vagyis w, fligg <p-tol! Lehetséges ugyan
mas felbontas:

Y e

(a r) =il/n(q)gn(r) fliggvények ortonormaltak), ez azonban nem segit, a w-ket
ugyanis (a sorrendtdl eltekintve) V egyértelmlen meghatarozza (IV. 3. fejezet), ezek
tehat a n"-ekkel egyenl6k.214

igy az 1. folyamat nem kauzalis jellegét nem a megfigyel6 allapotanak hianyos
ismerete hozza létre. Ezért a tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy ez az allapot
kimeritéen ismert.

Foglalkozzunk ismét a VI. 1 fejezet végén megfogalmazott feladattal. Az I, 11 és
Il jelentse ugyanazt, mint ott és I, valamint 11 kvantummechanikai vizsgalata
soran a VI. 2. fejezet jeldlését hasznaljuk, mig 111 a szdmitasok kérén kiviil marad
(I&sd ennek vizsgalatat a VI. 1 fejezetben). Legyen A az /-ben mérend6 mennyiség,
sajatfliggvényei (p™q), (P2(q) , * . Legyen | a <p(g) allapotban.

Ha / a megfigyelt rendszer, 11 + 111 pedig a megfigyel6, akkor az 1. folyamatot
kell alkalmazni, és azt talaljuk, hogy a mérés /-et a ¢>allapotbol valamelyik <,
allapotba viszi at a megfelel6 |(<p,g»)\2 valészinliséggel (n=1,2,...). Mi a
leirdsmod akkor, ha | + 11 a megfigyelt rendszer és csupan 111 a megfigyel§?

Ebben az esetben azt kell mondanunk, hogy Il a méréeszkdz, amely valamely
skalan mutatja A-nak /-ben felvett értékét. A mutatd helyzete e skalan a B
mennyiség (//-ben) és ezt figyeli meg 111 (ha Il a megfigyel6 testén beliil van, akkor
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a skala és a mutatd helyett a megfelel6 fizioldgiai fogalmakat hasznaljuk: ilyen a
retina, a kép a retindn és igy tovabb). Legyen A és B értéke al,a2,... illetve
bl,b2= s legyen a szamozés olyan, hogy (,-hez b, tartozzék hozza.

Kezdetben | az (ismeretlen) g>g), Il pedig az (ismert) £(r) allapotban van, tehat
[+ 11 &llapota <7, 1) = <p(q)£(r). A mérés (amennyiben azt Il hajtja végre /-ben)
ugyanlgy, mint az el6z6 példaban, 1 + 11 bizonyos Hoperatoranak t idGtartamu
hatésat jelenti: ez a 2. folyamat, mely ®-t a

o= Mg
allapotba viszi . A 111 megfigyel§ szempontjabdl csak akkor van mérésrél szd, ha
a helyzet a kdvetkez6:ha |11 méri az Acs B egyszerre mérhet6 mennyiséget (/-ben,
illet6leg 11-ben, vagy mindkett6 / 4-11-ben), akkor az am bnpar val6szin(isége zérus,
ha Tdn és wnha m=n. Mas szoval elég I1-re pillantania, és ezzel A-1/-ben méri
meg. A kvantummechanika szerint még wn= \(% <, )\2

Ezzel a mérést I1-ben elméletileg ,,megmagyaraztuk”, vagyis a VI. 1 fejezetben
vizsgalt /|// +1/] felosztast az / +//|/// felosztasba at tudjuk vinni.

A matematikai feladat a kovetkezd: adott a teljes ortonormalt <d,(p2,...
rendszer [R'-ben. Keresendd olyan teljes ortonormalt £j,£2,... rendszer és £
allapot iE'-ben, olyan Henergiaoperator IR +,i-ben és oly i, hogy ha cptetsz6leges
allapot IR'-ben és

lii
O @)=(PED.  B@n=e * o),
akkor @'(g, r) alakja a kovetkez6 legyen

q)'(ﬂ’r):ni:i () Ur)

(a c,-ek természetesen fliggnek <p-tdl). Tehat

Kol2= NP (P2
(az V. 2. fejezetben megmutattuk, hogy ez egyenérték(i az el6bb megfogalmazott
fizikai kdvetelménnyel.)
A kovetkez8kben rogzitett 92,... és f,02,... rendszert és rogzitett f
allapotot hasznalunk és H helyett a

A=e h

unitér operatort vizsgaljuk meg.

A matematikai feladat visszavezet a VI. 2. fejezetben megoldott problémahoz. Ott
a jelen ®'-nek megfeleld mennyiség volt adva és megmutattuk, hogy c,, (&, és
létezik. Most qnés  rdgzitve van, adott a (p-t6i fliggd @ és c,, meg kell hatérozni
olyan A-t, hogy a ®'= Ad® allapotra cn(p, és £, kiadddjék a fenti egyenlet szerint.

Megmutatjuk, hogy ilyen A-t val6ban lehet talalni. Csak az a fontos szdmunkra,
hogy elvileg ilyen A létezik. Azzal a tovabbi kérdéssel, hogy valamely egyszeri és
ésszer(i mér6berendezésnek (a Ill. 4. fejezetbelinek pl.) megfelel§
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*  — H

rendelkezik-e ezen tulajdonsaggal, nem foglalkozunk. Lattuk, hogy kévetelménye-
ink a beavatkozas mérés mivoltat megszabo intuitiv és kézenfekvé ismérvekkel
esnek egybe. A kérdéses beavatkozasoknak pedig a mérés jellegzetességeit kell
magukon viselnitk. igy a megfigyelésre alkalmazott kvantummechanika a
tapasztalattal szembeszokd ellentmondasban volna, ha az ilyen A-k a kovetelmé-
nyeinket nem elégitenék ki.215 A kdvetkez6kben tehat csupan a feltételeinket
pontosan Kielégité absztrakt A-t adunk meg.

Legyen tehat (pm(m=0, +1, +2,...) és (=0, £ 1 +2,...) két adott teljes
ortonormalt rendszer IR-ben, illetéleg 9?"-ben. (Az m és n most nem az 1,2,..
hanem a0, £ 1, £ 2,... értékeket veszi fel. Ez technikai szemponthdl kényelmes és
elvileg az eléz8vel egyenértékii.) Legyen a £ allapot az egyszerlség kedvéért c0. A A
operatort a kovetkez6képpen hatarozzuk meg:

A Z Xm<PT@Enr)= 2Z Xem<Pry(<dKm+n(r),
m, N= —e0 m N= —oo
mivel mind gm(gKn(r), mind pedig m(g)t;m+,,(r) teljes ortonormalt rendszer ii,+,i-
ben, ez a A unitér. Am
()
<P()= Z FP<PNPTA £(r)=£0(0,

ezert

@ (gr) = (p(a)S(r)= _Z, (P o J «(pja)to(r),

m

®(qr)=Ne(q,r) = Z (@Vm'(pJgKJr).
Célunkat elértiik és még c,,= (& < is teljesil.

E folyamat mechanizmuséat egészében jobban megérthetjik konkrét Schrodinger-
féle hullamfiiggvények példajan és A helyett H megadasaval.

A megfigyelt objektumot csakigy, mint a megfigyel6t (vagyis I, illetSleg II)
egyetlen —oo-t6l + oo-ig valtozd q, illetbleg r valtozdval jellemezzilk. Legyen tehat
mindkett6 egyenes mentén mozgo pont. Hullamfuggvényik i/(q), illetéleg i/(r)
alakui. Feltételezziik, hogy m,, illet6leg m2témegik oly nagy, hogy az energiaopera-
tor

1 /h K2 1 /h 6\2

2/n, \24/ 8q) 2m2\24q/ dr)

kinetikus energia része elhanyagolhatd. Ekkor H-nak csak a mérés szempontjabol
dént6é kdlcsdnhatasi része marad meg. Ezt igy valasztjuk meg:

h d
2ni M dr
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Az id6t6l fliggb Schrodinger-egyenlet [/ + 11-nek dy = ip,(q, r) hullamfiiggvényeire] a
kdvetkez6:
h d h 6
Er-n' -(g ry=- 2m 9% 1/,(q,r),

vagyis

>PAg r)=f(q,r-tq).
Ha t=0-ra ill0(q, r) = Q>(q,r), akkor tehat/ (q,r)= P (q, 1), s igy

tj/,(q,r) =<I>(q,r-qt).

Nevezetesen, ha / és |1 kezdeti allapota <p(0), illetve /(r), akkor szamitasunk szerint
(ha abban f-t I-nek valasztjuk)

®(q,r) = <),

V(q,r)=il/l(g,r)=(p(a)!;(r-q).

Szeretnénk megmutatni, hogy ez Il szamara az | helyének mérésére hasznalhato fel,
vagyis, hogy a koordinatak dssze vannak csatolva. (A g és r csak tetsz6leges és nem
abszolut pontossaggal mérhetd, hiszen spektrumuk folytonos. Igy e mérés csak
kozelit6leg hajthatd végre.) E célbol feltételezziik, hogy £(r) csak az igen kicsiny
—e<r<e intervallumban kilonbozik zérustél (méas széval a megfigyel6 r
koordinataja a mérés el6tt nagyon pontosan ismert). A £ ezenkiviil még normalt is:

IkUi= 1, vagyis J{lE(r)|2dr=1.
Annak val6szinlsége tehat, hogy q a q0—6<q<qO+0, r pedig az
r0—0'<r<r0+¢" intervallumba esik, a kovetkez6:

q0+S ro+¢'
J ) |e(>r)ldijdr=

g-t r0-6°
= i i \<@\\Z(r-g)\2dqdr.
4t>~0 r,,-6'

Ha q0 és r0 kiillénbsége egymastdl 6 + ¢' + e-nal nagyobb, akkor ez 0, vagyis q és r
egymashoz olyan szorosan kapcsolédik, hogy kiilonbségiik 6 + 0' + e-nal soha nem
lehet nagyobb. Ha r0=q0, akkor e valdszin(ség

i \@p@\dg,

40~0
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ha S~ S+e, a £-re tett feltevések miatt. Mivel azonban S, S' és e tetsz8legesen
kicsinynek vélaszthatd (zérusnal azonban nagyobbnak kell lennilk), ez azt jelenti,
hogy <j-nak és r-nek egymashoz tetszélegesen kozel kell esnie és a valdszin(iségsir-
ség az, amit a kvantummechanika allapit meg, vagyis \(p(q)\2.

Vagyis a mérés viszonyai, Ugy, ahogy azokat ebben és a VI. 1 szakaszban
elemeztiik, megvalosulnak.

Bonyolultabb rendszer, mondjuk a VI. 1 fejezetben talalhatd négy tagu példahoz
hasonlo, vagy példaul a Il altal I-en végrehajtott mérésnek egy 111 megfigyeld altal
végrehajtott ellenérzése ugyanigy vizsgalhatd meg. Ezt az olvaséra bizzuk.
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JEGYZETEK

1 Tobbek kozott a kdvetkezd atfogd miiveket ajanlhatjuk: A sommerfe1d: Erganzungsband zur 4.
Aufl. v. Atombau und Spektrallinien, Braunschweig, 1928; w ey 1: Gruppentheorie und Quantenmecha-
nik, Leipzig 1928; F renker: Einflhrung in die Quantenmechanik, Berlin, 1929; Born €S Jordan:
Elementare Quantenmechanik, Berlin, 1930; o irac: The Principles of Quantum Mechanics, masodik
kiadas, Oxford, 1936.

2. Lasd Proc. Roy. Soc. London, 109 (1925) és ugyanott 113 (1926). DiRActdl fiiggetleniil P.jo raan (Z.
Physik 40 (1926)) és F. London (Z Physik 40 (1926)) az elmélet hasonlé megalapozasat adja.

3 Lasd a IV. és IV. 3. fejezetet.

4. Lasd az V. fejezetet.

5. Af6bb allomasok a kovetkez6k: r1anck felfedezi a ,,fekete test” sugarzasanak kvantumtorvényeit
(lasd M. p 1anck: Warmestrahlung, Leipzig, 1906); e instein feltételezése a fény részecske természetérdl
(A fénykvantumok elmélete, Ann. Phys. [4] 17 (1905)), melyben a hullam—részecske kettGs viselkedés
els6 példajat adja meg. Amint azt az6ta megtanultuk, ez az egész mikrofizika vezérl6 elve. E két szabalyt
alkalmazta 8 onr az atommodellben. (Phil. Mag. 26 (1913); Z. Physik 6 (1920)).

6. A tobbszdrds periodikus mozgasok kvantumtdrvényeit (ezeket a mechanika torvényeihez kell
csatolni) el6szOr € pstein €S sommerferd dolgozta Ki (sommerferd: Atombau und Spektrallinien,
Braunschweig, 1924). Masrészt bebizonyosodott, hogy a szabadon mozg6é témegpont, vagy a
hiperbolapalyan mozgé bolygé (szemben az elliptikus palyakkal) nem ,,kvantalt”. A kvantumelmélet e
fazisarol az olvaso teljes anyagot r eicne: Die Quantentheorie, ihr Ursprung und ihre Entwicklung,
(Berlin, 1921) c. konyvében talalhat. Lasd még L a n d ¢ : Fortschritte der Quantentheorie, Dresden, 1922,

7. Ezt schroainger bizonyitotta be. Ann. Physik [4] 79 (1926).

8. Z. Physik 37 (1926).

9. Lasd a 2. jegyzetben emlitett cikkeket. scnrodinger cCikkeit konyv alakban is kiadtak:
Abhandlungen zur Wellenmechanik, Leipzig, 1928.

10. A mai helyzet a kovetkez6: az elmélet, amennyiben azt kilonallo elektronokra, atomok és
molekulak elektronhéjaira alkalmazzuk, tokéletesen sikeres, és még akkor is, amikor elektrosztatikus
er6k hatasa alatt allo elektronokra, vagy a fény keletkezésére és atalakulasara vonatkozé elektroméagne-
ses folyamatokra alkalmazzuk. Masrészt az atommag problémainal és az elektromagnesség atfogo
relativisztikus elméletének megteremtésére vonatkozd er6feszitéseknél az emlitésre méltd részleges
sikerek ellenére is az elmélet komoly nehézségekhez vezet, ezeket — Ugy tlinik  nem lehet gydkeresen (j
gondolatok bevezetése nélkiil megoldani.

11. A mozgast — amint az jol ismert — a klasszikus mechanika szerint a Hamz/ron-fliggvény szabja
meg, amelyekbdl a

. SH . 8H =
4I_Eb,‘ Pi= é]— (f=1..... k)

mozgasegyenletek kovetkeznek. A kvantumelmélet felfedezése el6tt az volt a torekvés, hogy eme
egyenletek meg6rzése mellett kiegészité kvantumfeltételeket fogalmazzanak meg (lasd a 6. jegyzetet). A
=0 idében adott tetsz6leges ,,. ®,qk p,....... pkrendszerhez a mozgésegyenletek meghatarozzak az
id6fuiggést, mas szdval a palyat a <j,,..., K, p,,.. ,,pk, 2k-dimenziés fazisterében. Minden tovabbi
feltétel azt jelenti tehat, hogy a lehetséges kezdeti értékeket, vagyis a palyakat, bizonyos diszkrét

255



halmazra kell korlatozni. (Ekkor a megengedhet6 palyaknak megfelelGen a lehetséges energiaszintek
szama is kisebb lesz.) Noha a kvantummechanika e modszerrel teljes katyuba torkollott, mégis vilagos,
hogy a Hamilton-fiiggvénynek fontos szerepet kell benne jatszania. Valdban széles kor(i tapasztalat
bizonyitja, hogy a Bolir-féle korrespondenciaelv igaz. Ez azt allitja, hogy a kvantummechanika
eredményeinek a klasszikus mechanika eredményeivel meg kell egyezniik a nagy kvantumszamok
hataresetében.

12. E harom utébbi fogalom a féleg N. Bonr altal kidolgozott régi kvantumelméletbdl szarmazik.
Késdhb ezeket a kvantummechanika szempontjabol is elemezni fogjuk. (Lasd a lll. 6. fejezetben targyalt
Dirac-féle sugarzaselméletet.) Torténelmi fejl6désiik BoHknak az atom szerkezetér6l 1913-t6l 1916-ig
irott cikkeiben kdvethetd nyomon.

13. Részletesebb matematikai vizsgalat azt mutatja, hogy ez szilkségképpen a végtelen matrixokra
vonatkozo probléma. Az ilyen matrixok tulajdonsagait kés6bb Ugyis részletesen megvizsgaljuk, igy most
a részletekbe nem megyiink bele. Egyel6re elég annyi, hogy az ilyen matrixokkal a formalis algebrai
szamolasokat az ismert matrixdsszeadasi és szorzasi szabalyok értelmében kell elvégezni. A0 és 1a
zérus-, illet6leg az egységmatrixot jelenti (az el6bbinek minden eleme azonosan zérus, az utébbinak csak
a fodiagonalisaban allnak egyesek, a tébbi eleme zérus).

14. Ha Qt,Py hermitikus, akkor sem Q,P,, sem pedig PtQt nem feltétleniil az, azonban
J(QiP{+ PiQi) mindig hermitikus. A QjP, esetében mégi(R?P, + P,Q?)és Q, P,Q, is megvizsgalando,
bar e két utobbi a PIQi-QiPi =-2-r-]-i-l miatt egyenld. A QfP, esetében tekintetoe kell meg venni
az HQiri +PiQt), P\Q\P\ = msth. kifejezéseket is (ezek a fenti esetben nem mind esnek
egybe). Ezt most nem vizsgaljuk tovabb, mert a kés6bb kidolgozandé operatorkalkulus segitségével ez
Ugyis attekinthetbb lesz.

15. Fennall ugyanis

h 8 h 8 h
2tii 2m 2N
Kovetkezésképpen:
h8 he h
2ni By, 2i dg, 2ni
ahol 1 az azonossag operatora (i/it {pke viszi at), vagyis-éﬁ--s-(-q-’ és Q, ugyanazt a felcserélési

Osszefliggést koveti, mint a P, és a Qt matrix.

16. Lasd a 9. jegyzetben emlitett konyvének elsd két cikkét (és még Ann. Phys [4] 79 (1926)).

17. Lasd ScHRODINGERek a 16. jegyzetben emlitett elsé munkait. A spektrum és részeinek els6 pontos
definiciojat a Il. 6—II. 9. fejezetek tartalmazzak.

18. A matrixmechanika eredeti keretei kdzt (lasd korabban) az ilyen altalanos allapotfogalom,
melynek a stacionarius allapot specialis esete, nem szerepel. Csak az energia sajatértéke szerint rendezett
stacionarius allapotokkal foglalkozott az elmélet.

19. A H=H(qlt...,gk plt...,pK) tartalmazhatja a i id6t is. llyenkor természetesen éltaldban
egyaltalan nincsenek stacionarius allapotok.

20. Ha csak diszkrét spektrum van. Lasd a Il. 6. fejezetet.

21. Ezek csakugy, mint a kovetkez6 sorfejtések, ,,atlagban” konvergalnak. Erre a Il. 2. fejezetben még
visszatérink.

22. Hogy ilyen oszcillaciok a stacionarius allapotokban és csak ezekben nem fordulnak el6, volt Bonr
egyik legfontosabb alapfeltevése 1913-ban. A klasszikus elektrodinamika ennek ellentmond!

23. Lasd ScHROGDINGERnek a 16. jegyzetben emlitett masodik munkajat.

24. Lasd a 7. jegyzetet.

25. Léasd BoHRnak és JoRDANNnak az 1 jegyzetben emlitett konyvébdl a 20. és a 23. paragrafust.

26. Mert

S-1S=1, S~ meA S=a S-1AS
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S~' M,A+B) S=S~1AS+S-'BS,
S~IwAB S=S~IAS S-'BS,
barmely P{A B, ...) matrixpolinomra fennall
S~'P(A,B,. ..)S=P(S~IAS,S-'BS,...).

A felcserélési Osszefiiggések invariancidja belathatd tehat, ha P-nek eme dsszefiiggések bal oldalat
vélasztjuk. Ha P a H matrix, akkor S-1HS=H
27. A4 ajol ismert Kronecker-celta:

s IEa&a P=w
w td, kilénben.

28. Az S-nek SIp, S2p, ... oszlopai (ahol Wp=A) a megoldasok teljes rendszerét alkotjak, s mivel ezek
invertalhaté matrix oszlopai, azért linearisan fliggetlenek egymastol.

29. Mivel S oszlopainak és ennek megfeleléen S-1 sorainak permutacidjakor H diagonalis elemei is
ugyanlgy permutalodnak, a WLW2, ... sorrendje valoban hatarozatlan.

30. Az integralegyenletek elmélete hatarozott alakot F reanoim €S H itvert munkassagaval oltott.
Kimerit6 targyalas teljes hivatkozaslistaval ¢ ourant €sH i1vert: Methoden der Mathematischen Physik
(Berlin, 1931) cim(i konyvében talalhato.

31. Pontosabban, ha alapul a Lebesgue-féle integralfogalmat vessziik, akkor 480 esetén h(g)=0,
kivéve egy zérus mértékii halmazt, tehat ezen kiviil h{q) azonosan zérus.

32. AS(Q) gérbe alatti tartomanyt végteleniil keskenynek és végteleniil magasnak kell tekinteni a =0
pontnal és e teriilet egységnyi. Ezt Ugy is fel lehetne fogni, mint a

gOrbét, amint a-> + 0o. Ez azonban mégsem lehetséges.

33. Ilyen egységesitésrejoval a kvantummechanika el6tt mar E. 1. M oore is vallalkozott. T6le ered az
Ggynevezett ,,altalanos analizis”. Lasd err6l H e1ringer ST oepritz Cikkét, Math. Enzyklopédie, vol. Il. ¢ .
13, Leipzig, 1927.

34. Ismételten hangstlyozzuk, hogy a Schrodinger-féle elméletben a GPhullamfuggvényre csak az

i-m
il
Vvéges voltat koveteljik meg. igy példaul lehet szingularis, esetleg végtelenné is valhat, ha a fenti integral
véges marad. Erre az esetre példa a hidrogénatom o irac relativisztikus elméletében. Lasd Proc. Roy. Soc.
]_1.7 (1928), €S W.Gordo n, Z. PhySIk 48 (1928)

35. A Hilbert-térre vonatkozé vizsgélataink soran megadjuk e tétel egyik bizonyitasét (lasd a Il. 2. és
1. 3. fejezetet és az 5. Tételt a 11. fejezetben). Erdemes megjegyezni, hogy e tétel sok esetben elegendd és
kénnyebben bizonyithaté része az, hogy Fn az Fz-nek bizonyos részével izomorf. Ez HILBERTtSl ered
(Gott. Nachr., 1906). igy scnrodinger eredeti ekvivalencia-bizonyitasa is a tétel e részének felel meg.

36. Igaz ugyanis, hogy

UT Un U>(Yu-em Uk)=Un Us US(Ui.- ee.wn),

8 8 8 8 ,
sz, 0 B =g gy (O =)

8 8 (0 Tn,
Bt U O gt T, L ,,qK), ha m=n,

amibdl a kivant operatorésszefiiggések kozvetleniil kiadodnak.
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37. El6szor Weyt jellemezte iH,-et az A, B. és a Cl"1kikdtésekkel (lasd ,,Raum, Zeit, Materie”, Berlin,
1921). Ha 91, helyett 9?, -t akarunk kapni, akkor CI""-et természetesen C'U™nel kell helyettesiteni. Ebben
és csak ebben az esetben valik D. és E. szlikségessé. Lasd kés6bbi vizsgalatainkat.

38. Az origon, tehat 9? zérusvektoran kivil szerepel méga 0 szam is, tehat ugyanazzal a szimbdlummal
két dolgot is jelollink. Az dsszefiiggések azonban olyanok, hogy félreértés nem eshet.

39. Elég lenne azt megkovetelni, hogy /-fel és g-vel egyiitt afésf+g is tartozzék 'Wl-hez. Ekkor, ha
n...,I* az Rleleme, akkora,/,, ..., dfkisaz, és egymas utan okoskodva belathatd, hogy a,/, + a2/ 2,
aif\ + 92/ 2+ a3/3>- e>aili + «m+ i*/i is eleme 931-nek.

40. Az (ff) valos szam a hermitikus szimmetria miatt: ha/ =g, akkor (//) = (/,/)s

41. Ha/komponense X,,...,X,,, akkor a Il. 1 fejezet y) pontja szerint (véges szami komponensre
korlatozodva):

Ju7)=Jym 2’

ami a szokasos euklideszi hosszlsag.
42. Mivel (ff) valds és nemnegativ, azért | f || is valds és a pozitiv négyzetgyokot valasztjuk. Ugyanez
igaz |1/—g||-ra is.
43, A 2 Tétel szerint (ezt/—g-re és g —é-ra alkalmazzuk)/—g = 0, vagyis g =f ; vagy g—h=0, vagyis
g=h; vagy pedig g—h=c(f —g) (c valds és >0), vagyis
1

C
0=gr1/ Hergd

més széval: g=af + (L—a)h, ahol a értéke rendre
c
1,0,—.
c+l

Geometriai nyelven ez azt jelenti: g kollinearis/-fel és /i-val.

44. A hatarpont kovetkezé definicidja is hasznos: tetsz6leges £> 0-hoz létezzék 'Nl-nak olyf eleme,
amelyre ||/—H|<£. A két definicid egyenértékiiségét a kozdnséges analizis mddszerével lehet
bebizonyitani.

45. A rovidség kedvéért a topoldgiai kifejezést hasznaljuk (lasd H ausdorfr: Mengenlehre, Berlin,
1927). Késbbb ezt majd részletesebben is megmagyarazzuk.

46. Valdban,

47. Amint latjuk, a teljes ortonormalt rendszer megfeleléje 91,-ben a Descartes-fcle koordinata-
rendszer (ebben a tengelyek iranyaba mutatnak az egységvektorok).

48. Mint lineéaris sokasag ez {21}t szilkségképpen tartalmazza, s mivel zart, tartalmaznia kell {21}
hatarpontjait is.

49. Legyen <p, 42, ... teljes. Ekkor 92, 48 ... nem teljes, azonban még mindig végtelen rendszer.

50. Emlékeztetiink arra, hogy a gmkettds sor (M,n=1,2,...) egyszer( sorként is felirhat6:g11,g,2,
#21, g13>#22' (Si<- mm

51. Ez a szakasz a késbbiek megértéséhez nem sziikséges.

52. Lasd példaul c aratheodory: Vorlesungen tber reelle Funktionen, Leipzig, 1927 (kiiléndsen a
237—274. oldalt) és k am«e: Das Lebesguesche Integral, Leipzig, 1925.

53. Altaldban igaz, hogy

[X+Y12= (X+Y)(X+ y)= xx+ yy + (xy + Xy)= [X|2+ [yI2+ 2 Re (xy).

54. Ez a Lebesgue-integral elméletében szokésos.

55. Noha afolytonosan valtozik, ez &sszeg és nem integral, hiszen az a-knak csak egy sorozata szerepel
benne.

56. Az (x(a), y()) definicioja természetesen a kovetkezo:

@) y@)= Elx(a)y(OI')-

258



57. Ez akontinuum nem megszamlalhat6saganak halmazelméleti tétele. Lasd példaul 1lausdorfinak a
45. jegyzetben emlitett kényvét.

d
58. Legyen R példaul Fn,ahol fia val6s x-ek tere(—oo<x< + oo),a& fuggvényt fliggvénybe képez

le, tehat operator, de a mi elképzeléseink szerint csak olyan/ (x)-ekre van értelmezve, amelyek el6szor is
differencialhatok, masodszor pedig amelyekre az

+®

Jid zd*
@
véges (lasd a Il. 8. fejezetet, ahol ezt részletesebben megvizsgaljuk). Természetesen

d%/(x)-nek
&*

[¥era

/(x)= |x|32e-*2

altalaban nem kell léteznie és az

nem feltétlentl véges. Erre példa az

fuggvény.

59. A Il. 3. fejezetben az E. feltétel vizsgalata szerint elég, ha a kdvetkezd tipust fliggvények dsszes
linearis kombinaciojat tudjuk kozeliteni;/(x) = 1 véges szamu intervallumban és 0 egyebiitt. Vilagos,
hogy az iselég, ha kiilén minden ilyen fiiggvényt tudunk kdzeliteni, sez biztosan lehetséges, ha kozeliteni
tudjuk az olyan fiiggvényt, amely csak egyetlen intervallumban egy és egyebiitt zérus (ez el6bbiek
ugyanis az utobbi flggvények odsszegei). Legyen az intervallum példaul a a<x<b. Az

/(x)=0, ha x<a—e vagy X>b+e

f(x) :cos?—l-)—(-:p’ ha bgxgb—e

fuggvény teljesiti regularitasi kdvetelményeinket és az adott fliggvényt megfelelGen kicsiny e mellett
tetsz6legesen j6l megkdzeliti.

60. E meggondolas nem szigord, hiszen a linearitast végtelen 6sszegek esetén hasznalja fel. A kdvetkez6
modon azonban azza tehet6: Legyen <>, 2> .. teljes ortonormalt rendszer és az A, A* operator
egymasnak adjungaltja. Legyen

I= 1*vés.,  Af=Yy*<Py
Ekkor =i =i
®

Vo= (Af <), AB)= X (> PYAD, ).
=
és a 7. Tétel y) pontja szerint:

@® )
yr= X<P,,/ic;d)= X (AP . )0
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Legyen most mér aB£ (A<pv, B, s igy a fenti

M= Z axvxv

képletet kapjuk, s az abszolut konvergencia biztositva van.
Az Xj, x2,... sorozatok Hilbert-terében a tpi=1, 0,...; q®=0, 1,...; sorozatok teljes
ortonormalt rendszert alkotnak. Ha

I ={x,x2,...},
akkor
v=1
és ha
'4/=fiy2..}>
akkor iy }
Nn/i=1 kPm
v=1

fgy a fentiekkel teljes 8sszhangba jutottunk. Ha ajwot képezzilk az A*-bdl, akkor lathatd, hogy

<= (RBV)= ( AB= (Ap.P)=av,

61. Az (A ff) mindenesetre valds, hiszen

62. Kovetkezésképpen Ués U* mindeniitt meg van hatarozva és ezek egymas inverzei, ezért barmely
értéket csak egyszer vehetnek fel.

63. Adott 10
3 \<p(g)\xq
mellett mind az -
+@
i 92l<p(@)2d<j,
)
mind pedig az
fd -
Jdqn
)
tetsz6legesen nagy lehet. Legyen példaul a
(p(o)=ae~b2

A harom integral véges (6> 0), azonban rendre az
ab~12 ab~3 adbiP
mennyiséggel aranyos, tehat barmelyik kett6 értéke tetszéleges.

64. Gott. Nachr., 1906.
65. Az R hermitikus volta lényeges a levezetésben, harmadik Iépésben ugyanis:

(pf+g f+g\ i f-g f-g\ (Rfg)+(RgJ) (Rfg)+(fRg)
66. Lasd a 9. jegyzetben emlitett konyv harmadik cikkét (Ann. Phys. [4] 80 (1926)).
67. Szandékosan nem foglalkoztunk a konvergencia finomabb kérdéseivel. E kérdéseket a matrix- és

hullamelmélet eredeti formajaban sem kezelték szigortan és mi is csak kés6bb intézzik el 6ket (lasd
példaul a Il. 9. fejezetet).
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68. Az utobbi csak folytonos és mindeniitt meghatarozott Hesetén vilagos minden tovabbi megjegyzés
nélkdl. llyen H-ra a H/,,-* H/ az/,,-»/kdvetkezménye. A kdvetkezd gyengébb tulajdonsag ugyancsak
kovetkezmény: /,,-*/, HI,,-*/* kovetkeztében Hf —* (ez H Ugynevezett lezarasa, lasd a szerz6
munkajat, Math. Ann. 102 (1929)). Ezt a kvantummechanika minden operatora kielégiti még akkor is,
ha nem folytonos. A nem zart hermitikus operator zartta (és hermitikussd) teheté értelmezési
tartomanyanak egyértelmi kiterjesztésével (példaul a folytonossag esetén ez nem teheté meg). Lasd all.
9. fejezetet és a 148. jegyzetet.

69. Lasd példaul scnrsdinger munkajat a hidrogénatomrdl a 16. jegyzetben emlitett hivatkozashan.

70. Lasd a 64. jegyzetben emlitett hivatkozast.

71. Lasd courant €S H itvert emlitett munkajat a 30. jegyzetben.

72. Més szdval

Ba=(.,.(0), EQL)= X e, N{,U-

»»=|

Kovetkezésképpen
()= £ xpMpv.
Agl

73. A Sr/'elt/es-integralt illeten lasd p erron: Die Lehre von den Ke;tenerchen, Leipzig, 1913; ami
pedig az operatorelmélet kiilonleges vonatkozasait illeti, c ar1eman: Equations intégrales singuliéres,
Upsala, 1923. Az ilyesmi irdnt kevésbé érdekl6d6 olvasonak elégséges a kovetkez6 definicio: az a b
intervallum

adA0<Al<...<Algb

felosztasara képezzik a kovetkez6 Gsszeget:
K

t=1
Ha ez konvergens, amint a felosztést tetsz6leges modon finomitjuk, akkor hatérértéke a Stieltjes-
integral, amit igy jel6llink:
b
i/(x)dg(x)

(9(x) = x esetén ez a jol ismert Riemann-integralba megy at).
Esetlinkben tehat a levezetett egyenlet azt jelenti, hogy

+@
J xdE(x; £ 1)
—@
létezik (x helyett 2-val jel6ltiik ott a valtozot) és a kdvetkez6vel egyenld:
n
G\)§: lV i»v

74. Min (a,b,...,e) a legkisebb, Max (a,b,...,e) a legnagyobb a véges szamt a,b,...,e valds szam
kézul.

75. Lasd a 64. jegyzet hivatkozasat és CARLEMANek a 73. jegyzetben emlitett kdnyvét. Ezzel a folytonos
spektrummal még sok dolgunk lesz, lasd a Il. 8. fejezetet.

76. Az 4(2)-» B (/4(2) és Boperator iR, -ben, 2 valamennyi paraméter) azt jelenti, hogy 9L,-nek bér-
mely / elemére /4(2)/-»B/, ez tehat a Hilbert-tér konvergencia allitasanak roviditése.

77. Ez a Siielt/es-integralnak a 73. jegyzetben megadott definicidjabol kdvetkezik. A bizonyitast lasd
az ott emlitett hivatkozasban.

78. Lasd Math. Ann. 102 (1929).

79. Ezt csak 2 sorozatokra mutattuk meg. Am a hatéarértéknek minden 2 sorozatra (2->206és 2<20
vagy 2> 20) ugyanannak kell lennie, hiszen két ilyen sorozat egyesithet6 és mivel ennek van hatarértéke,
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az osszetevoknek is kell, hogy ugyanez legyen a hatarértéke. Ebbdl kovetkezik, hogy (valamennyi A
sorozat kozos hatarértékéhez) a konvergencia Xfolytonos valtozasanal is fennall.

80. Ez E(A; (, 1j) 1. 7. fejezetben megadott definicidjanak pontos atfogalmazésa.

81. A 10. Tétel bizonyitasa szerint

pw / = (<P)<(>. (ha IMI= 1),
1{Am/|| = ()= IM,/)|.
| =K(]. 48 sp~ZPipir-

Ez a Il. 4. fejezet meggondolasaibdl is kovetkezik.
83. A 73. jegyzet alapjan

igy

82. A 7. Tétel szerint

i Ad( X Fpl2=lim 1A 2 £ [X,,[2.
D AA fi
Ha A2—A2_, mindig kisebb, minte (vagyisa A0>. .., A, felosztas elég finom), akkor ennek ingadozasa
kisebb, mint
< [x2=e]||/||2.
Felhasznalva, hogy o
aXi2= X 9212

| l_.
t=1 A I<Z6A
ha A0 elég kicsiny és Akelég nagy, akkor az integral értéke a

| i"l*,|2

0Osszegtdl tetszélegesen kevéssé tér el. A kdvetkezd integralképlet ugyanigy bizonyithato.

84. £ ponton az ltalunk kovetett korrekt matematikai modszer eltér o ikac szimbolikus modszerét6l
(lasd az 1 jegyzetben emlitett konyvét). Az utobbi lényege az, hogy/ a (q-X)f{g)=0 megoldasanak
tekintend (egyszer(iség kedvéért legyen 1=7 = 1, gj=0). Mivel azonban minden

(fg)=\f(a)g{a)dg =0
és/j=0,f(c) a g=Xpontban végtelen (csak itt kilénbdzik zérustol) és olyan erdsen végtelen, hogy
(f g)/0. Mivel gi=Xesetén
\f(a)g(q)ig

csak g(/)-tol fiigghet, s vilagos, hogy additiv tulajdonsiga miatt ez az integral g(X)-
sal aranyos, tehat cg(4)-sal egyenld, ahol C zérustol kulonbozik. Azf(q)-1f (Q)/c-ve\ helyettesitve azt
kapjuk, hogy c= I. igy olyan fiktiv/ (0) filggvényt kapunk, amelyre

5f(a)g(q)dg=gW-
Természetesen elegend a A=0 esetet tekinteni. Azf(q) —S(q)jeldléssel a kivetkez§ definiciot kapjuk:
A gé(g)=o0, fo(q)f(g)dg=/(0).

Tetsz6leges F-raa megoldas 6{g—%). Noha olyan &-fiiggvény, amely a A. tulajdonsagokkal rendelkezik,
nem létezik, léteznek olyan fliggvénysorozatok, amelyek ilyen jelleg( fiiggvényhez konvergalnak (nohaa
hatarfiiggvény nem létezik). Példaul
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—, ha |x|<e,
/“(*):ie, Ha [x+€ie,£'+°'

vagy
L= l-e~ad ha a-»+o0.

(lasd még az I. 3. fejezetet és a 32. jegyzetet).
85. E gondolat (melyet itt csak heurisztikus allitdsnak tekintiink) pontos megfogalmazasa
megtalalhato 1 erringer (J. 1. Math., 136 (1909)) és w ey1 (Math. Ann. 68 (1910)) cikkeiben.
86. E szempontot és hasznalatat a kvantummechanikaban csak a fizikai alkalmazas sikere igazolhatja.
87. P 1ancherer: Circ. Math, di Pal. 30 (1910), Titchmarsh: Lond. Math. Soc. Proc. 22 (1924)
88. Mas szoval £'(/) nem magahoz az

operétorhoz tartozik, hanem egy olyanhoz, amelynek értelmezési tartomanya A'-ét tartalmazza és A
értelmezési tartomanyan vele megegyezik. Lasd a Il. 9. fejezet idevago okfejtését.

89. Az dsszes Four/er-egyditthatd eltlinik, tehat maga a fliggvény is zérus. Lasd példaul c ourant €s
H itbere Mvet (30. jegyzet).

90. Az valéban igaz, hogy M M / (0)=f(q) (elegendd q<0 esetén f(q)= 0 teljesiilését kirdni és
korabbi tételeket felhasznalni), az azonban nem mindig igaz, hogy MM  TF(p) =F(p), mert altalaban
[IM_1F||< |IF ILigy |A/M_,F|| = |IF||. Kovetkezésképpen M 'M =I, M M 1" 1, vagyis M " 1nem M
igazi reciproka. (Masik biztosan nem létezik, mert ha volna, akkor M~'M —1 miatt M -gyei kellene
egyenlének lennie). Ennek kovetkeztében

£12(A)= £'(A)
igaz marad, ha E(X)=ME(&) M \ mert ebben csak M 'M szerepel, 4m
E'(A)-»MM 11, ha /-» +oo.
91. Valdjaban ezt nem szimbolikusan a pontos
i'4/.g)=pd(E(/)/,9)
egyenlettel a kovetkez&képpen kell bebizonyitani:
(Af/,g) =JId(E(NF/,g) = Id(FE(A),g) =

= |Ad(E(A)/, Fg)=(Af, Eg)—(FAfg),

ebbdl kovetkezik, hogy AF =FA.

92. Ez az
X

ji(Hd(ig(/HdM/M))=il()g(/)dha)
egyenlethdl kovetkezik, )r(nely altaldban igaz a Stieltjes-integralra. Ez az egyenlet minden magyarazat
nélkil vilagos, mert d és j kdzott reciprok viszony van. Aszerz6 ennek szigor( bizonyitasat adta: Annals

of Mathematics 32 (1931).
93. Vagyis +

(B/,9)= J r(A)A(E()1.9),

- X

(CEQ)= * S()A(EW).g).

- X
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94. E fiiggvényfogalom preciz megalapozasat a szerzé adta meg (Annals of Math. 32 (1931)). Riesz
F rigyes definialt el6szor altalanos operatorfiiggvényt polinomokra alkalmazott hataratmenettel.

95. A korlatos operatorok Hilbert-ié\e elmélete mellett a nem korlatos operatorok elméletére is
hivatkozunk a kdvetkezékben. Ezt a szerz8 dolgozta ki (lasd a 78. jegyzet hivatkozasat). M. s tone (Proc.
Mat. Ac., 1929 és 1930) t6le fliggetlenlll hasonlé eredményekre jutott.

96. Math. Ann. 69 (1911).

+00 \

i (<2, 1|/ (a)|2dFveges)

) .

00
is mindenatt siirek 91x-ben. Valéban, a Il. 3. fejezet D. pontja folytan

{1 ha a<q<b,
0, kilénben

linearis kombinaciéi mindenditt slirliek. Ezért elég ezeket tetsz6legesen megkdzeliteni a fenti/(q)-kkal.
Példaul

[.% )=1y-Tth ------ y ES5Hr-
e i +1
ilyen, ezfab(g)-hoz tart, ha e-> +0.
98. Megint elég az/,,,,(g)-kat (0Sa<f)a 1) 91°-hoz tartoz6 fiiggvényekkel kozeliteni. E célra

N > 44 . h(ltiyf*irliil).
2 2 \e jd1—) /
e-*+0, megfelel.

9. Mivel/ (0) polinomokkal kozelithetd, elég polinomokat, illet6leg azok dsszetevdit, a hatvanyokat
tekinteni, / (A=A (s=0, 1 2,...). Feltehetjik, hogy A diagonalis matrix, hiszen egy unitér
transzformécio itt nem szadmit. Adiagonaliselemek a 4,, [, ... sajatértékek. Ekkor azt kell megmutatni,
hogy A*is diagonalis és , X2,. .. a diagonalis elem; ez azonban nyilvanvalo.

100. Azt, hogy e tulajdonsagok a hermitikus, illet6leg az unitér jelleg sajatsagai, csupan diagonalis
matrixokra kell bebizonyitani. A §1,, S2>... elem( A diagonalis matrixra A* is diagonalis, elemei 4,,
D, .. ..ezeket transzformalassal és konjugaléassal kapjuk, igy ha A—A*, akkor 4, =/(,..., ,= F]tehat
A,.. &, valos. Ha AA*=A*A=\, akkor A,4,=1,..., A.9,=1 vagyis [K=... =|a,/=1

101, Ennek bizonyitadsahoz lasd a szerz6nek a 7s. jegyzetben idézett mlvét, tovabba A w intner:
Math. Z. 30 (1929). Az olyan

i
J(<T)A(E(FP)/.9)
0

integralok abszoltt konvergencidjat, amelyben f(a) korlatos, a kivetkez6képpen mutatjuk meg. Elég
Re (E(a)f g)-t tekinteni, mert ha/és g helyére if-gt, illetve g-t irunk, akkor ez Im (£(<r)/,g)-be megy &t.
Mivel

Re (E(<n/,9)=(aUN yy ~ (BT 2 M)

csak (E(<r)/,/)-t kell vizsgalni. Am az

(0]
integralban az integrandus korlatos és a differencialjel mégott a fliggvény monoton, tehat allitasunkat
bebizonyitottuk.
102. A Stiéfijcs-integralt a szamok helyett 91x elemeire alkalmazzuk. Minden dsszefiiggést gy kell
érteni, hogy 9?x egy rogzitett g elemét és egy masik tetsz6leges elemét véve — ennek és g-nek
skalarszorzatat kell venni —érvényes relaciot kapunk. Ez minden g-re igaz. A ll. 7. fejezet operatoranak
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Size/ijes-integraljaival szemben ez félig szimbolikus eljaras, ott 91, egy g eleme helyett kettdt, /-et es g
kellett 91,-b6i tetszdlegesen kivalasztani és (.. ,,g) helyett kellett képezni (a pontok az
operatort jelzik).

103. Itt az a hallgatolagos feltevés, hogy minden adott F(X) egységfelbontasra létezik ilyen operéator.
Vagyis véges

faa||iw |2

- 00

esetén feltesszilk, hogy talélhat6 olyan/*, hogy minden g-re
(I*,9) = Jad(f(A)/.9)

és hogy az ilyenf-ex mindenditt sdirdiek. (Az igy definialt operator hermitikussaga a ®j. kdvetkezménye:
az utols6 egyenletben/-et ésg-t fel kell cserélni és a komplex konjugaltat venni. (E két allitas a 78. jegyzet
hivatkozasaban van bebizonyitva.

104. EbbGl Uunitér voltanak, vagyis annak, hogy (= g = 9i,,, vagy 91,,.kovetkeznie kell ahhoz, hogy
A sajatértékfeladata mindig megoldhaté legyen. Az 91, esetén nem ez a helyzet, amint erre a nem
maximalis A-k létezésébdl kovetkeztetiink. Az 91,-ben—amint az kozvetlenil is lathato —ez igaz. Az 91,
minden linearis sokasaga zart, igy a <p-Uip-ké is az, s mivel ez mindendtt s(rd, azért 91,,-nel egyenl. Az
C-nek, a pkhalmazanak dimenzidja nem kisebb, mint linearis képéé, tehat rkp—U<pk halmazaé, vagyis
ez is n-dimenziés. Ez g-re is igaz, mert ez ii-nek egy-egy értelm(i linearis képe. Véges n-re, tehat
g =9 = <Ri.

105. A szerz6 megmutatta (a 78. jegyzet hivatkozasaban), hogy a kovetkez6 operator maximalis, de
nem hipermaximalis: legyen 91, a 04<j< + oo-ben értelmezett amaf(q)-k halmaza, melyekre

3/(<)1 29
[0}

.d
véges és legyen R az IFq operator, amely minden olyan folytonosan differencialhat6/ (g)-ra értelmezve

van, amelyre

o)
J\F()\2q
0

véges és/(0) =0, és az J1-t zartta tesszik. Ez -~ﬁ '-\e legyenld, ha a Il. 8. fejezetben A-t a 0, 0
intervallumra tekintjiik. Ez az JT maximalis, de nem hipermaximalis. Ezt &£s g kdzvetlen kiszamitasaval
lehet igazolni. Ez emlitésre méltd, hiszen A'Z% R fizikailag a Q=0 sikkal az egyik oldalrdl hatarolt

féltérben impulzusoperatorként értelmezhetd.

106. E fogalom € rnard scHMiDT-tol ered. Lasd a 78. jegyzet hivatkozasat.

107. A 11. 5. fejezet alapjan /1wl és 11 akkor és csak akkor van értelmezve, ha A értelmezve van.
Ugyanez érvényes J1ml, al <A (a/0) esetén is. E két szorzat egyenld, vagyis R és az a1 felcserélheté
egymassal. Az J1 és az al tehat felcserélhetd, kivéve, ha a=0 és J1 nincs minden(tt értelmezve. Ez
szerencsétlen helyzet, és a felcserélhet@ség definiciojanak megvaltoztatasaért kialt.

108. Ez az egysegfelbontds — amint az kdnnyen igazolhat6 — a ML-hez tartozik:

fi, ha u>n,
(0, ha U<a.

109. Két, ugynevezett teljesen folytonos A és fi operatorra (lasd a 70. jegyzet hivatkozasat) Toeplit2
tételt bizonyitott be (lasd a 33. jegyzet hivatkozasat), melyb6l ez kovetkezik. (Nevezetesen az A és B
kozos sajatfiiggvényeibGl alkotott teljes ortonormalt rendszer létezése.) Tetsz6leges Aés fi, illetéleg A, fi,
C,... esetére az altalanos tételt a szerz6 bizonyitotta be (lasd a 94. jegyzetet).
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110. Ahhoz, hogy R folytonos legyen, k,, k2, ® korlatosnak valasztand6 (példaul kT=2/T). VValGban,
mtmU-UKm+mW-MZcWtJI-C,

\K,,\<c

az R folytonossagabol, vagyis ||[R/j|2g c2||/||2-bol azonnal kdvetkezik. Forditva, |icjac(m =1,2,...)
kdvetkeztében

IIR/M2= ( Z *>») = 1 XKW, = z 1*I2kJ 2

2=z xTr = £ |xj2.
m=1 m=1

igy */m2sc2-]1/112 \RA\lc-\\\\, mas szdval R folytonos.
111. Eltekintve esetleg egy zérus Lebesque-mérXékii q,,q2 halmaztol.
112. Lasd példaul a 45. jegyzet hivatkozasat.
113. Az {a,v} szerepel a transzforméacio (tehat az operator) helyett:

n

V—1
(fi=1,...,n, lasd a Il. 7. fejezetet). Végrehajtva a
n n
V=1 V=1
(fi=1,...,n)
transzformaciot, kapjuk, hogy
n
t,=Z (p-1,...,"),
v=1
ahol
n
«»p= Z (pyv=1.2.... n)
p, fT=1
a transzformalt matrix. Vilagos, hogy
n A n I n \ n
X OpPP — X ipaXppXpa ~ X Qpar( X XppXpa) ~ X app">
p=1 p. p<x=1 p, <T=1 =1 ' p=1

vagyis a spur invarians.
114. A pontos allitas a kovetkez6: Ha A hipermaximalis és definit, akkor egyetlen ugyanilyen Al
létezik, amelyre A'2= A Bebizonyitjuk a létezést. Legyen
00

A= AR

az A sajatértékreprezentacioja. Az A definit, igy £(A) allandé (tehat §i. miatt zérus), ha A<0. Kiilénben
megfelel6 A <A2<0 esetén E(A2)—£(A,)"0, tehat van olyanf hogy

(EA-E(A)) =1.
Ebb6l azonban kdvetkezik, ahogy azt mar tobbszor levezettik, hogy

EAY=i"ha S 2
10, ha AgA,
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(Afd)= 3 AdEA))=FAd(E(A))S JAT(E(A)]) =

-00 A,
=A2(LLL2)-£(AD/,/)=A2/,/)<O0.

Kovetkezésképpen

00 00 00
A= J XdE(X) = $blELL, = $/i2iEii2)
éS —o00 0 0
A :°0IfidE(p2)

a kivant operator.

Vegylk észre, hogy £(A)=0, A<0 esetén a definitség kdvetkezménye, s mivel a defmitség ebbdl
kovetkezik, nyilvanvald, hogy a spektrum pozitiv volta jellemzé a definitségre.

115. Lasd a 64. jegyzet hivatkozasat. A bizonyitas a kivetkez6. Legyen A< At< ... <X, mindegyik
as vagy g —e, EQXOQEXDd ... PHEX). Ekkor £AY—£E(AV )"0, igy valaszthatd oly <=0,
IIkPdI= 1. hogy

(EAY—E(AV_t))oy= ip,
Ebb6l kovetkezik, hogy

=1 -
EAKp loﬁ]/ahaAée\Avﬁl.

A fentiek miatt (3, p)=0, ha p.d\, igy <,..., ¢, ortonormalt rendszer, amely teljessé tehet6:

- o st ----
Hav=l....... n, akkor

INKPI2= f AXE(A)ipI2= T AIEA)<pVI2S I ed|E(A)<ps|2=

oo Ay_j Av_,

= E(IIEAV)<PVR=IIE(A, 1) <Pv-IH2) = EAleM|2= B2,
igy

NTIN T 2%%%«2

' =£ M)=C2,

vagyis Ng C— ,hatehat |4 s, £(A) csak 2C2/e2-nal kevesebb kiilénbdz6 értéket vehet fel, igy csak veges
er

szamu helyen véltozhat. A |A~ eesetén tehat csak diszkrét spektrum van. Mivel ez tetsz6leges pozitiv &
ra igaz, azért csak tisztan diszkrét spektrum van.

116. A meggondolasok soran emlitett eredeti cikkek mellett a legfontosabb a 33. jegyzetben emlitett
dSSZengIalé H ellinger, Toeplitz munka.

117. A geometriai hasonl6séag alapjan a <0 kézéppontu és I sugard gémb (IR, -ben) az oly/ pontok
halmaza, amelyre ||/= 0ll=r, belseje a Ll/—<DII<r halmaz, felszine pedig a \\f—@\=r halmaz. Az
egységgomb esetén qo=0, r= 1

118. 8. rn mondta ki a allapotd rendszer viselkedésére az els@ statisztikus allitasokat. Ezekkel aztan
D irac €SJordan foglalkozott részletesebben. Lasd a 2. és a 8. jegyzet hivatkozasait.

119. E megfeleltetésrdl, mely szerint minden fizikai mennyiségnek hermitikus operator feleltetheté
meg, a IV. 1 fejezetben szdlunk részletesebben. Jelenleg csak annyit tudunk (az 1.2. fejezet alapjan), hogy
aijj,.. ,,qkoperétorok a koordinataknak, a
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he he
Ini Bg 2ni dot

operatorok az impulzusoknak, a H ,.energiaoperator” pedig az energianak felel meg.

120. A gazok kinetikus elmélete eme 6sszefiiggések kiting illusztracioja.

Egy mol (32 g) oxigén 6 « 1023 molekulat tartalmaz és minden molekula két oxigénatombol all (ezek
belsd szerkezetét elhanyagoljuk, tehat harom szabadsagi fokd tdmegpontnak tekintheték). Egy mél
tehat 2 3 ¢6 +1023= 36 1023 = K szabadsagi fokil mechanikai rendszer. Kauzalis viselkedése 2K valtoz6
ismeretében meghatarozhat, am a gazelmélet csak kett6t hasznal, a nyomast és a hémérsékletet, ezek a
2K valtoz6 bonyolult flggvényei.

Ily médon csak statisztikus (valoszinliségi) megallapitasok tehet6k. Az, hogy ezek sok esetben
kauzalisak, vagyis a valoszinliségek vagy zérushoz vagy egyhez kozeliek, nem valtoztat a helyzet
alapvet6 természetén.

121. Ha az F,(A) fliggvény fiigg az id6tél:

ot
és H hermitikus operator, akkor

Io-‘f,(H ) = G.(H),

e . . i - .
mert ﬁklvonassal, osztassal és hataratmenettel kaphat6. Ha
2ni
F(A)=e~r(*-«W,

akkor

amely <pre alkalmazva a kivant differencialegyenletet szolgaltatja.
Minthogy |F,(A)|= 1 F(AF,(A) = 1, emiatt

F(H)F.MH)I*=1,
vagyis

2ni , .
F,(H)=e Tua-'0in
unitér, és mivel t=tOesetén 1, azért

H=P
is kielégul.

122. Z. Phys. 37 (1926). Az egész tovabbi okfejtés ezen nyugszik (lasd a 2. jegyzetet).

123. Phys. Rév. 26 (1925). Lasd még W. 8 otne Gsszefoglald munkajat: Handbuch der Physik, Vol. 23
(,,Quanta”), Berlin, 1926, 3. fejezet, kiilondsen a 73. paragrafus.

124. E gondolatok alapjan Bonr, K ramers €S s1ater dolgozta ki az elemi folyamatok statisztikus
elméletét. Lasd Z. Physik 24 (1924) és a 123. jegyzet hivatkozasait. A Compton—Simons-féle kisérlet e
néz6pont cafolatanak tekintendd.

125. Azt, hogy ezek az ugrasok a régi Bohr-féle kvantumelmélet , kvantumugrésaival” kapcsolatban
vannak, Jordan ismerte fel (Z. Physik. 40 (1924)).

126. Az ilyen esetekben mindig feltételezziik, hogy a megfigyelt rendszer és a mér6berendezés
szerkezetét — tehat példaul a kozrejatszo erbteret — pontosan ismerjik és csak az allapotra, tehat a
pillanatnyi koordinataértékekre vagyunk kivancsiak. Ha ezek az (idealizalt) feltevések nem alljak meg a
helytiket, akkor természetesen a hatarozatlansag tovabbi forrasai is felbukkannak.

268



Még a nem pontos mérés leirdsa soran is idealizalhatunk. Feltételeztiik, hogy e mérés nem egyéb, mint
annak abszollt biztos elddntése, hogy valamely érték beleesik-e az / = {A, A}, A< A" intervallumba,
vagy sem. Valdjaban a A, A'hatar elmosodott, s igy csak bizonyos valdszintiséggel lehet dénteni. Mégis a
fenti leiras tlinik matematikai szempontbdl a legmegfelel6bbnek, legaldbbis pillanatnyilag.

127. Az utébbi allitas P. segitségével bizonyithato be. A 1. 8. fejezet alapjan képezhet§ az R-hezésaz S-
hez tartozé egységfelbontas.

128. E torvényt, mely szerint 91+ ® operatora 91és ® operatoranak 6sszege, az egyszerre mérhet6 91és
® esetében bizonyitottuk be. Lasd, amit a (IV. 1 és a IV. 2. fejezet végén mondtunk.

129. Az abszolit pontosan nem mérheté 91 és ® (folytonos spektrumok) 'Di-nek O>allapotan
végrehajtott egyidejli mérésének részletes vizsgalatat az olvasora bizzuk. Ez ugyanugy hajthaté végre,
mint ahogy azt a Ill. 3. fejezetben tettiik meg.

130. Az operatorszamitas a kovetkez6képpen jar el:

£2=(R- p-)V H= (22 9)- paRp H+pl=
= [R<pl2- 2(RP TRHRPP2=IRP2- R R

és ugyanigy tJP-re.

131. Z. Physik 43 (1927). E meggondolasokat 8 on r terjesztette ki, Naturwiss. 16 (1928). A kovetkez6
matematikai vizsgalatra el6szor k ennara véllalkozott, Z. Physik 44 (1926), jelen forméja R obertsonu)!
ered.

132. E korulmény alapvetd jelent@ségét 8 onr hangsllyozta. Lasd a 131 jegyzet hivatkozasat. A
tovabbi leiras egy ponton nem teljesen klasszikus: feltételezziik, hogy léteznek fénykvantumok, vagyis
hogy a Vrezgésszamu fény energiacsomagjai sohasem kisebbek, mint hv.

133. A most kovetkez6 gondolatmenet H eisenbergls! €S Bornicl ered. Lasd a 131. jegyzet
hivatkozasait.

134. Lasd példaul e instein eredeti cikkét, Ann. Physik 14 (1905), vagy barmely modern kézikonyvet.

135. Amikroszkop elméletét illet6en lasd példaul Handbuch der Physik, Berlin, 1927,18. kotet, 2. G.
fejezet. Nagyon pontos méréseknél ¢ s igy Ais nagyon Kicsiny, tehat y-sugarakat, vagy még rovidebb
hullamhosszat kell hasznalni. A normalis lencse ilyen koriilmények kdzott nem jo, a hasznalhatd
molekuldit a y-sugaraknak sem szétrombolni, sem helylikb8l kilokni nem szabad. Tekintve, hogy ilyen
lencse molekuldk vagy részecskék Ilétezése semmilyen természettorvénynek nem mond ellent,
gondolatkisérletek céljara ezek felhasznalhatok.

136. Ha mcAv/v nagy a ftAvic-hez képest, akkor v kicsiny az mc2h-hoz képest, mas széval E=h\
kicsiny az mc2-hez képest. Azaz az L fénykvantum energidja kicsiny T relativisztikus nyugalmi
tomegéhez képest. Ez a feltételezés nemrelativisztikus szamolasoknal elkerilhetetlen.

137. Legyen példaul F(X) véges, 0-t6l x-ig terjed§ V0 rezgésszamd monokromatikus hullamvonulat:

sin2nv0x, ha 0<xit,
0, kuloénben.

(A hatarokon a folytonossag miatt sin 27tv0r-nak el kell t(innie, vagyis vVO=n/21,N=1,2,... .) Ekkor a
Fourier-integral ismert inverzios képlete miatt (lasd a 87. jegyzet hivatkozasat):

a2=h2+cl,
ahol
bj +° cos 1 cos
>=2 | F(X) . 2avxdx=2(j(gsm27tva . 2ttvxdx=
cvl sin sin

r sin sin Tt(v+v0)x ;Cf 7t(v-v0)x
=10 ] i 7|(v+\0)x—tht(v—vO)x/\)dx= —a =

cos L) i)
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[ (—1)"C0SIVF—1  (—I)"COSTIVT—1rT

Jt(v+\0) Tt(v-v0)
F(—1)”sin?tvT ~ (—1)”sin XVT1
L rt(v+v0) v v,) J

-2av0(l -(-1fcosKvt)

Tt(v2-vJ)
2av0(—)"sin nvt
n(v2-vg)
]
sin 1
2av08 2 - 2(—1)”cos IVX cos 2 4av0 [sin ti(v- VO)r|
a-~ a(v2-v 2) n(v2-v 2) *QAR2-v 2)

Ahogy lathatd, a v=\0 kornyezetébe esd rezgésszamok szerepelnek a legnagyobb sullyal, és a
hullamvonulat energiajanak legnagyobb része a kicsiny it(v—0)r értékeknek megfeleld rezgésszamtar-
tomanyba esik. Ezért v—v0 (vagy ami ugyanaz, v) szérasanak nagysagrendje 1/1. Az

JaJ(v—0)v

00
Jadv
0
kifejezést pontosan kiszamitva ugyanez az eredmény adodik.

138. Proc. Roy. Soc. 114 (1927). Lasd mégw .y Gruppentheorie und Quantenmechanik, 2. kiadas 91.
oldal, Leipzig, 1931.

130, Az érdekl6d6 olvasé a sugarzas elektromagneses elméletét illetéen barmely kézikonyvben talal
anyagot, példaul A branam €S8 ecker : Theorie der Elektrizitat, Berlin, 1930. Ez a Maxwell-féle elmélethez
tartozé tovabbi meggondoléasainkhoz is hasznos.

140. Lasdcourant €SH itvert: Methoden der mathematischen Physik |, 358—363. oldal. Berlin, 1924.

141. Ha a Xb normalis komponense H hataran eltlinik (a x b az a és b kiils6, vagy vektori szorzata),
akkor

[a, rotb] —{réta, b] = grad [a x b]
miatt

JJJ [a, rét bjd.rdydz = JJJ[rot a, bjdxdydz .
H H

Mivel a x b mind a-ra, mind pedig b-re mer6leges, biztosan ez a helyzet, ha a vagy b mer6leges H-ra
Minthogy a=r6ta,, b= a,, tehat az el6z6 eset valdban teljesl.

142.  Léasd példaul a 138. jegyzet hivatkozasat.

143. APJa Q-nal és RBj-vel felcserélhets, de QJ-szel nem, ezért a transzformacid jogosultsagahoz r
kovetkez6 dsszefiiggést kell igazolni (a felesleges indexeket elhagyjuk és 91 helyébé F-et irunk):

PF{Q)-FIQP3-FQ,

ha P=2nld] Q—4.... Ezt a matrixelméletben killondsen fontos dsszefiiggést legegyszer(ibbet
kozvetlen szamolassal lehet igazolni.
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144. Azt, hogy a k M,, M2, mmmindexrendszerek 8sszessége sorozatot alkot, a legegyszeriibben a
kovetkez6képpen lehet megmutatni. Legyen 1,, ji2, n3,... a 2,3,5,... primszamok sorozata. A

fgcesl Wfl
szorzatok végesek, mert véges szamutol eltekintve valamennyi Mn=0, vagyis

=1lm
igy, mikdzben K, M,, Ai2>. .. az indexrendszerek halmazatfutja be, a fenti szorzat az 1,2, 3 szamokon
fut at s minden értéket egyszer vesz fel. igy

ar'-gnr'-an...

az aw ,mr- M szamara egyszer( futd indexet szolgaltat.

145. A fénykvantum koordinétai gyanant példaul pxpr pzimpulzuskomponenseit és a polarizicios
allapotat leiro s koordinatat akarjuk hasznalni. A pX pyés pra fénykvantum iranyat, vagyis iX ar
(a, + By +az = 1)irdnykoszinuszait és rezgésszamat, azaz a hullamhosszat, illetve az energijat hatarozza
meg, E instein SZErint ugyanis az impulzusvektor hossza hvic (134. jegyzet). igy

hv hv hv
c F‘y——'c— dy, PZ—C az»
vagyis
=SIFTTRAP, A=, energia=4
V_ﬁ pl +Py+PI, A—\-/ energia= av,
opx oy Cpz

hv ay~hv’  Xl~hv

Kicsit zavar6, hogy az A,(x, y,z) -ycos 24p,,((—T) sajatrezgések allohullamok — a tiikrézd fald H
Uregben més nem lehetséges —igy ~ nem kapcsolhat6 egyértelmii XX, ay, az,,sugariranyhoz”. Azonnal
belathato, hogy ax, a,, a2mellett az ellenkez6 iranyd —ax, —a,, - azis szerepel és ugyanez érvényes az
impulzusra. Ezért H-ban nem a pX, py, pzés s koordinatakat kell hasznalnunk.

Nemrég e targyban ezt a kényelmetlenséget a kdvetkezd feltevéssel keriilték el. Legyen H
parallelepipedon:

—A<x<A, - B<y<B, —C<z<C,

ésaz Xx=x A y==x B, z= £C hatarfeltleteket nem tekintik tikr6z6 falnak, hanem x = Jl-t x= - 4-val,
y=B-1 y— B-vel, z=C-t pedig z=—C-vel azonositjak, vagyis x=4-ra az 4,y,z pontba beesd
sugarzas a —4, Y, Z pontbdl ugyanolyan iranyban halad tovabb (H belseje felé), mintha mi sem tértént
volna. (Lasd példaul L. Landau és R. P eieris: Z. Physik, 62 (1930). Ugy is mondhatjuk, hogy a tér x, y, z-
ben periodikus 24, 2B, illetve 2C peri6dussal.

Az analitikus eljards ugyanaz, a hatarfeltételek azonban a kdvetkezdk:

91(4,y,z)=9(—4,v¥,2),  9I(x,B,z)=91(x,-B,z), 21(x, Y, C)=9l(x, y, -C)

[S]
(a hataron kirétt 0 91=0 helyett), és a kifejtéseket a
cos T, Il
2nv(t—c(ax+ay+axz
sm L ( ( y ))J

elemi megoldasok szerint végezziik (91(x, y, 2) *p(t) helyett). Kénnyen meghatarozhatd a sajatmegolda-
soknak megfeleld

v="P, = <y:
(n=12,..)

és az elmélet tovabbi kimunkalasa megegyezik a fentiekkel.
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146. AzS-> + oo hataratmenet kiilénbozik az elektromégneses elmélet N->+ oo hataratmenetétél. Ha
ugyanis M,, M2,. .. a fénykvantumok szama, akkor N az inkoherens fénykvantumok [vagyis a nem
ugyanolyan rezgésszdmd, irany( és polarizacioju, de impulzusat egyiitt szolgaltaté fénykvantumok (lasd
a 143. jegyzetet)] szama, mig S az dsszes fénykvantum szadma.

147. Az, hogy helyett R~-et vezetjilk be, a kozonséges statisztikdnak a BOse—Einstein-
statisztikaval torténd helyettesitésével egyenérték(, ha a kvantummechanikara nem hivatkozunk. Lasd
DiRAcnak a 138. jegyzetben szereplé miivét.

148. Az olvas6 a tovabbiakat arrél, hogy e ,,kett6s természetet” az egykorud irodalomban hogy fogtak
fel és értelmezték, példaul a 6. jegyzetben szerepl6 munkakban talalhat.

Gyakran mondtak, hogy a kvantummechanikaban ugyanez a kett6s természet bukkan el6, hiszen a
diszkrét részecskéket (elektronokat és protonokat) hullamfiiggvény irja le, és amikor racson elhajlanak,
akkor tipikusan hullamszer( a viselkedésiik [lasd Davison és Germer kisérletét Phys. Rév. 50 (1927),
Proc. Mat. Acad. Sci. U.S.A. 15 (1928),C. F. Thompson: Proc. Roy. Soc. 117 (1928), Rupp: Ann. Physik 85
(1928)]. Ezzel szemben azonban meg kell jegyezniink, hogy a kvantummechanikaban mindkét
viselkedés az elemi jelenségek egységes elméletébdl kovetkezik. A kordbbi kvantumelméletben a paradox
helyzet az volt, hogy két egymasnak ellentmondd elképzelés koziil hol az egyikre, hol pedig a méasikra
kellett tamaszkodni (a Maxwell—Herfz-féle elektroméagneses sugérzaselméletre és az Einstein-léle
fénykvantumelméletre) a tapasztalatok megmagyarazésa soran.

149. E differencialegyenlet egzakt megoldasat W eisskopf és W igner adta meg [Z. Physik 063 (1930)], s
ebbdl a fenti allitasok leolvashatok.

150. N. Bohr — amint az ismeretes — azt az alapelvet, hogy a W{i) energiaju stacionarius allapotbél a
WI2) energidjiba torténdé atmenet soran az atom (WI>—W'2lh (WIl)>Ww ) rezgésszam( sugarzast
bocsat ki, 1913-ban mondta ki. Esetlinkben a rezgésszam (W[—WK)jh.

151. Ugyanis

le'x-1]2=(e*-1) (e*-1) = (e'™*-I) (e-i*-1)=2-ei*-e-t=2-2cosx=2(l-cosx)

152. Azt kapjuk, hogy (lasd Courant és Hilbert, 49. oldal)
(O] (0] o 0]

J 1—cosx dX_ 23 1—cos JF 1—cd'f(2y) H Fsi72y *I
O 0 0 0
153. A Q% Ql, P* PJ, P* mind felcserélhet PJ-szel, QJ-et kivéve. Valéban,
h
2ni
igy
n0or- giho o (P x - axzg o 2 oy o W>
lasd a 143. jegyzetet.
154. Z. Physik 18 (1917).

155. Hangsulyozni kell a fogalmi kilénbséget a rendszer mint olyan és bizonyos allapotl rendszer
kozott. Arendszerre példa a hidrogénatom, vagyis a proton és az elektron és a kdztiik haté ismert erék.

Ezt formalisan a 6-dimenziés tér qlt. . .,qb koordinataival és a p,,..,,p6 impulzuskomponensekkel
frjuk le: A Hamilton-fiiggvény
] P2+ pl +pl | +pl +pl e2
0. QP pE) = T RR plplel 2,
K 2me JIO-0j +iqi-Os) +(@- Y

Az allapotot még tovabbi adatok hatarozzak meg. A klasszikus mechanikéban ez a koordinatak és az
impulzusok numerikus értékeinek felsorolasaval, a kvantummechanikdban a
<p(ct,. m.,q6) hullamfiiggvény megadasaval torténik. Ennél tobbre nincs szlikség, ha mind a rendszer,
mind pedig annak allapota ismert, akkor az elmélet megszabta szamolassal minden kérdésre egyértelm(i
vélasz adhato.

272



156. Az ilyen, kollektivaknak is nevezett sokasagokra a valdszin(iség- és gyakorisagelméletnél van
mindig sziikség. Ezeket R. V. Mises vezette be, aki felismerte jelentdségiiket a valoszinliségszamitasban, s
ebbdl kiindulva teljes elméletet épitett ki (lasd a konyvét: Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit,
Berlin, 1928).

157. Aw(a) az aga' valdszindisége, tehat a —o00,a" intervallum tartozik hozza. E W(C), vagy, hogy
fliggését «-t6i hangsulyozzuk, B*(a) tulajdonsagai — amint az kdnnyen belathaté — a kdvetkezdk:
tf»(a)->0, ha a-> —00, utjj(a)-* 1 ha a-» + oo. Ha akag, a-»a0, akkor *v»(a)->n*t(a0), Wo{a)im(@"),
ha a'ga". (Ha a kvantummechanikaban az P-hez tartoz6 egységfelbontas £(/1), akkor

*wi(a)= [[£(a)<pll2= {HAD P.

Ha »»(a) differencialhato, akkor helyette a

i *(a)
— a*(a
du
valésziniiségstiriiség vezethet6 be, ha az a=a0 pontban nem folytonos (balrél), akkor az (i=a0 pont
diszkrét valdszinlsége ivst(a0) —tvgi(@0—0). A mindig értelmes altalanos fogalom azonban wst(a). Lasd a
156. jegyzet hivatkozasat. )

158. Ez a nagy szamok Bemoulli-féle torvényébdl kovetkezik.

159. Az elektromos tér meghatarozasa soran példaul alapvet6 nehézségnek tekintették, hogy az
alkalmazott elektromos prébatest nem lehet az elektronnal kisebb.

160. Az a0diszkrét érték a kovetkezd valdszintiségfiiggvénynek felel meg:

ha a>an,
m(a)= ?o ha a<a0,

ekkor és csak ekkor tinik el az t2 szorasnégyzet. Az e2-et és a p atlagos értéket igy kell kiszamitani
(Site/fles-integralok):
+@
P= j adwia),
-®

+® +® ®
62= j (@—p)dwa*@= f axw*(a)-2p j adtv*(a)-I-p2=
—@ “m —@

D +D +00 \2
= | adw&@)—p2= f azlwm(a)-l J adw*(@)J .

(Lasd a Ill. 4. fejezetet és a 130. jegyzetet.)

161. Ez a tébb rendszeren végrehajtott fiiggetlen mérés esete: ugyanazon a rendszeren egymas utan
végrehajtott mérésekben mindig ugyanazt az eredményt kapnank (lasd a Ill. 3. fejezetet).

162. Meggondolhatjuk, hogy mi torténik, ha « és ® helyébe példaul (hatarozatlansagi 6sszefiiggések
miatt) egyszerre nem mérhetd g Descartes-koordinatakat és pimpulzusokat képzeljink. Ha a sokasagon
(sz6rasa nagyon kicsiny, akkor az e pontossaggal (szorassal) végrehajtott pmérés legalabb Anr. szorast
ébreszt, s igy mindent tonkretesz.

163. Az a«, ®2 « +$+ ... azt jelenti, hogy az «, $ mennyiséget az f(x)=ax, f(x) =x2
f(x,y,.. {/( X+y+... fuggvénybe helyettesithetjik a fent adott definiciok értelmeben.

164. A V(X Y, Z) potenmal terében pl. a mozgd elektron energiaoperatora a Heisenberg-féle elméletben
(P*)2+ P2+ (PQZ ’
M= i e MQLQ\Q)
(lasd példaul a I11. 6. fejezetet), két nem felcserélhet6 operator dsszege:
P92+ (p)2+ (p2)2 ,
RE—— o S=V(QXQ*Q).
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Mig az R-hez tartoz6 IRmennyiség mérése impulzusmérés, az S-hez tartoz6 ®-¢é pedig koordinatamérés,
a HO=R+S-hez tartoz6 TR+ ® mennyiség mérése egészen mas: példaul a kotdtt elektron altal
kibocsatott spektrumvonal rezgésszamanak mérését jelenti, e vonalak a Bohr-ié\e rezgésszamfeltétel
alapjan meghatarozzak az energiaértékeket, vagyis IR+ ® értékeit. Azonban mindig igaz, hogy

K(»+®)=K(»)+K(«).

165. Szdrasmentes sokasagoknal azonban bevezethetjiik a helyes varhato értékeket is.
166. Vagyis

ahol
Z102
szilkségképpen véges. Ez a kdvetkez6képpen allapithaté meg. Ha

lw 2=1,

n

akkor R=P[M matrixa X,,xv
=7 XA
n
esetén és a hozza tartoz6 9} varhato értéke

| "« F** e
Ez pozitiv és f'11j-nél, illetve helyesen normalt V() esetén 1-nél kisebb, mert
pM=ptvb I-pM=(I~pM)2m
Ha xiv+1=x/+2= ... =0, akkor ez azt jelenti, hogy a

N

mn=1
hermitikus forma értéke 0 és 1 kozé esik, ha
N
Z Kl2=1,
=1
vagyis a UR(p, 0=1 , .. N) matrix sajatértékei is 0 és 1kozé esnek. igy az

N
YT=T, UmXn

n=1

vektor mindig révidebb, mint az Xmvektor. Ha

fi, ha OT=m,
1.0, kulonben,

akkor
/ YT~ umm*

iy
N N N

Z |x.|2a Z I"ZIM-nAl2-
w=l m-1 mi
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Mivel ez minden N-re igaz, azt kapjuk, hogy
XIMSy[2= "

167. Az egész meggondolas csak akkor szigorQ, ha valamennyi i, 42, .. .R értelmezési tartomanya-
hoz tartozik. Ugyan minden R-hez taldlhatunk ilyen teljes ortonormalt <, <, ... rendszert (lasd a II.
11. fejezetet), azonban ha R nincs mindeniitt értelmezve, akkor e rendszer fiigg R-t6l. igy minden teljes
ortonormalt <, .. rendszerhez tartozik olyan U mely e rendszertél fiigg és

KER)=Sp(UR),

de ez azokra az R-ekre igaz csupan, amelyek értelmezési tartomanyat <p,, o2, ... kifesziti.
Ezek az U-k azonban mind egyenlék egymassal. Ha ugyanis V' és U" ilyen, akkor a fenti formula
mindkettére igaz, ha R mindeniitt értelmezve van, vagyis Sp (V'R) =Sp (U"R). Tehat R= esetén

(U>1 <g= (|/>r <Q! ((W—VV)q>, <g=01
ez minden tpHe (|<p| = 1), tehat a Hilbert-tér minden elemére igaz, tehat U'—U'=Q igy U =V".
168. Az ®=y'91 vagyis ®= 6(91), ahol a(x)v/x kozvetlenil nem helyettesithetd, mert csak minden

valds x-re valos érték( fuggvényeket tekintettiink és <JX nem ilyen, mert negativ x-ekre imaginarius.
169. Egyszer(, kozvetlen bizonyitast is lehet adni. Legyen <p, <&, ... teljes ortonormalt rendszer,

7> = VKB DY b, =B, )

Sp(AB) = XaB,b,B.
v
Ez nem negativ, ha
a Q.

Legyen

ekkor

M.v=I

XV,

Mv—1
sigy a véges  és BY(i, v=1,..., N) métrix is definit. Am mind a definitség, mind pedig
M.v=|

értéke ortogonalisan invarians az N-dimenzids térben. Mivel bid/hermitikus (az A:dimenzids térben!)
ortogonalis transzforméci6val diagonalis alakra hozhatd. igy feltételezhetjiik, hogy /=0, ha /il=v

ekkor . .
(_}glaﬁb;,:ag«w L

Mivel mindkét matrix definit, aBy 0, bBRyO, ez azt jelenti, hogy a fenti dsszeg is nemnegativ; elég az

fi, ha v=u

X»= ]

(0, ha n
vektort tekinteni.

275



170. Ez vilagos, ha P=<P’ Legyen most L A +26s <Plortogonalizalasaval (I1. 2. fejezet) olyan ipt-
et kapunk, melyre |<Pill= 1, <A ortogondlis <pre és <P’ linedris kombinacidja <p-nek és <r nek:
P=aP+bB\pP\=\a2+\b2=1 Legyen |a|=cos0, B =sin 0, igya=e*cos 0, b=e,ilsin 0. Legyen

aw,=e"“ cos (x©),

bye=e"3sin (x0),
v AR+ [aWR= 1,
tehat
, XY= atx <+ bp
esetén
llPw 112 = |

és 0¥ folytonosan megy at <> (x=0) <p™be (x= 1).

171. Valojaban 2. miatt azt kellene megkovetelni, hogy W 0, V0. A V=0 vagy IV=0 esetet
azonban c'=0, ¢"=1, illetve ¢'= 1, ¢"= 0 magaba foglalja.

172. Akét utolso szakasz meggondolasai, melyek a homogeén sokasag fogalmahoz vezettek, a szerz6t6l
szarmaznak [Go6tt. Nachr. (1927)]. A homogén sokasagok létezését és kapcsolatukat az altalanos
sokasagokkal a szerz6 (lasd az elGbbi hivatkozast) és téle fuggetlenil H. w ey1 [Z. Phys. 46 (1927)]
fedezte fel. Az altalanosabb sokasagok egy esete (nevezetesen két csatolt rendszerre) J. L*ND*utél ered [Z.
Physik. 45 (1927)].

173. Ha a rejtett paraméterek, amelyeket egyiitt a-vel jelolink, csak a diszkrét n1,, N2......8,, 1> 1)
értéket vehetik fel, akkor feltéve, hogy azok a rendszerek, melyekre si=4,, egy sokasagba, melyekre
viszont 5 (s i, egy masik sokasagba tartoznak, két sokasagot kapunk, melyek szuperpozici6ja az eredeti.
Ha s folytonosan valtozik a N tartomanyban és ' M-nek résztartomanya, akkor az egyik sokasagba
azok a rendszerek tartozzanak, amelyekre N IM'-be esik, a masikba pedig azok, amelyekre ez nem IMT-be
esik.

174. A fazistér hatdimenzids, melynek hat koordinatdja a témegpont qt, g2, g3 Descartes-féle

koordinataja és a megfelel§ pit p2, p3impulzus. A 111. 4. fejezet alapjan az et, €2, €3, ij,, 12, Brelativ
szorasokra

.. h . h LD
£I7ISE| ,CZ}ZaE ,e313aE ,
vagyis

(hy

tehat a klasszikus mechanika fazisterében a hely e térfogat erejéig hatarozatlan.

175. Lasd Schradinger igen vilagos elemzését e targyrol: Naturwiss. 17 (1929) 37. oldal.

176. Az UM-r—4, (vagy Uv-»-UYyés —Y) K szimmetriaoperaci6ja, melynek soran az el6bbi
integrandusok eldjelet valtanak, s igy integraljuk eltlinik. Az ME*KL, t vagy W,-*ny, uw*u,
ugyancsak K szimmetriaoperacidja, mely soran az utébbi integrandusok egymasba mennek &t.

1
Integréljaik igy egyenlék egymassal, tehat egyenl6k 6sszegik N-szeresével

J.J(uf+ + ... +ui+i$)do=1J..Jd0= Kfelszine,
K K
ezt C-vel jeldljuk. )

177. Ha Sp Uvégtelen, akkor az utobbi kivonassal kapott képletek kétségesnek tlinhetnek. Amezek a
kovetkezGképpen is belathatok: Az, hogy 91 értéke A% azt jelenti, hogy W@, a")—9, vagyis Sp
[[/(E(a") —£(u"))] = 0, ha &'<A¥ vagy & g A* Mivel e spur sohasem negativ és a"-vel monoton né, a'-vel
pedig monoton csokken, elég a

lim ha a"<A¥*, lim ha a'aA*

a'-*+ 00 e'-* + 00

276



eseteket megvizsgalni. Mas széval:
] Sp[l/(1-£(a"))]=0, ha a'gA*
és

5> /E(@"))=0, ha a'<X*

178. Ha 8 teljesil, akkor az allapot GzHa nem teljesil, akkor ,,nem 8 teljesill, ahol £ = P[v], illetve (K
helyett 1-£ =1-P[\, illetve 'J1- {ili=91- [<p] szerepel. Ez nem hatarozza meg U+ egyértelmiien.
(Valdban £ ,az allapot <p-eT kérdésnek felel meg.) Az a mérés, mely az allapotot egyértelmiien
meghatarozza, olyan 91 mennyiség mérése, melynek R operatora tisztan diszkrét spektrumi és
sajatértékei egyszeresek. Lasd a 111. 3. fejezetet. Amérés utan a <p,, (F2, M (ezek R sajatfuggvényei) kozl
az egyik lesz jelen, tehat S allapotat a mérés altalaban megvaltoztatja. Ennek mintajara 8 mérése is
megvaltoztatja az allapotot, hiszen igenlé eredmény esetén t/=P(>], nemleges esetén pedig
VYA—PM)=t/, CP[d]=0, tehat U<p=0, mig a mérés elGtt egyik eset sem teljestl feltétlendl. A
kvantummechanikaban tehat — amint az varhaté volt — az allapot ,,meghatarozasa” az allapotot
megvaltoztatja.

179. Példaul azért, mert

Rp[<gif=R((f V)= (. PIA=A(, PR,
P[>IRF = (Rf 4= (/. ROFA=K (f &)pe

180. E kapcsolat a klasszikus (Hamilton-féle) mechanika barmely kézikényvében fellelhetd.

181. Gyakran megvizsgaltdk az id6—energia par hatarozatlansagi Osszefiiggését. Lasd példaul
H eisenberg atfogd munkajat: Die Physikalischen Prinzipien der Quantentheorie, Leipzig, 1930, 1. 2. d.

182. A mér6 elrendezés minden tovabbi részlete csupan a kérdéses 91 mennyiség, vagy a megfelelé R
operator és az itt megnevezett Ai, vagy Px P\ PI, illetve Q¢ Qy @ kapcsolatara vonatkozik.
Természetesen a mérési technikanak ez a legfontosabb gyakorlati vonatkozasa.

183. Lasd példaul n ernse: Theoretische Chemie, Stuttgart (szamos kiadas 1893 6ta) IV. kotetben a
tdmeghatas torvényének termodinamikai bizonyitasat.

184. Az ezen az alapon felépitett termodinamika fenomenologiai rendszerét szamos kézikdnyv
tartalmazza. Példaul M. p1anck: Vorlesung Uber Thermodynamik, Berlin, 1930. A tovabbiak
szempontjabdl e tdrvények statisztikus vonatkozasai a legfontosabbak. Ezt a kdvetkez6 munkéakban
elemezték: € instein, Verk. d. dtsch. Physik, Ges. 12 (1914). szitara, Z. Physik 32 (1925).

185. Ez a statisztikus mechanika Maxwell—Boltzmann-féle modszere (lasd P. és T. Enrentest
osszefoglalasat, Enzykl. d. Math. Wiss. Vol. 1l. 4. D,, Leipzig, 1907). A gazelméletben példaul a nagyon
bonyolult rendszer a gaz, amely sok (egymassal kdlcsonhaté) molekuldbdl all és a molekulakat
vizsgaljak statisztikusan.

186. Ez a Gibbs-féle mddszer (lasd a 185. jegyzet hivatkozasat). Itt az individualis rendszer a gaz, s
ennek (ugyanazon gaznak) nagyszamu masolatat tekintik egyszerre és szamitjak ki tulajdonsagait
statisztikusan.

187. La&sd a 184. jegyzet hivatkozasat. Ezt szitard Leos fejlesztette tovabb.

188. A gazok kinetikus elmélete—amint azjol ismert— ilyen modon azt a folyamatot irja le, melynek
soran a falak az altaluk bezart gaznak atadjak a hémérsékletiiket. Lasd a 184. és 185. jegyzet
hivatkozésait.

189. E folyamatban, ha a Q,, R2,..., B, hémennyiségre van szikség a megfelel6 T,,...
hémérsékleten, akkor az entrépiakiilonbség

, Tt

7, T

lasd a 184. jegyzet hivatkozasat.
190. Ha a gaz vizsgalt mennyiségének a fajhGje c(7) a 7 hémérsékleten, akkor a T, 7-*d7
hémérsékletintervallumban a gaz c(7)d7hémennyiséget vesz fel. A 189. jegyzet szerint
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T
Fc(T)dT

r
az entropiakilonbség.

191. Idedlis gazra ¢(T) allando, nagyon kicsiny T-re ez biztosan nem igaz. Lasd példaul a 6. jegyzet
hivatkozasét.

192. Ezenkiviil azt is megkoveteljiik, hogy a R-nak a V térfogata legyen nagy K ,,..., Kir 6sszes
térfogatahoz képest, és azt is, hogy a ,.szabadsagi fokonkénti" kT energia (K a Bo/rzmann-allandd)
legyen nagy a

h2
yiv2p
mennyiséghez képest (1a Planck-allando, fi a molekula tsmege; e mennyiség energia dimenzi6jt). Lasd
példaul E. Fermi: Z. Physik, 36 (1926).
193. Lasd példaul a 184. jegyzet hivatkozasat.
194. Lasd a 185. jegyzet hivatkozasat. A Maxive/i-démonnal kapcsolatos nehézségek vizsgalatat az

olvaso s:inara Leo cikkében talalhatja meg: Z. Physik, 53 (1929).
195. Ha az idedlis gaz M molekulat tartalmaz, akkor nyomasa

M kT
p—r-
A Wtérfogatrdl K-re dsszenyomva
K Y
fl 2
dV=MKT_' —dV=MxT\n—=
3P IV v
Vv, v,

munkat végzink.
196. Az idedlis gaz energidja — amint az jol ismert — csak a hémérsékletétdl figg.
197. Meghatarozzuk az aP[\] + fcP(w sajatértékeit. A kdvetelmény

(P[] +oPNB/ = V.

Ajobb oldal <pés iy linearis kombinacidja, ha A*O, hiszen a baloldal is az. A 2=0 biztosan végtelen
sokszoros sajatérték, hiszen minden olyanj-hez hozzétartozik, amely <preés (FTeortogonalis. Elég tehat
csak a 270 esetet vizsgalni, ekkor/ -Xq>+yth (Legyen (Plinedrisan fiiggetlen g3tdl, kiilénben ugyanis
P=0h c=1és a két allapot azonos egymassal.) Ekkor a fenti egyenlet igy irhatd:

a(x +y(ch, Pp+(p )+ y)b=Xxp+ Xh

vagyis
ax -+ Qy=Xx,
Ho dx+by=Xy.
E rendszer determinanséanak el kell t{innie:
a-2 a<pd_
H<pd) b—2

U—2b—2) - )2=0,
22—a+h)2+ao6(l —a2)=0,
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i a+btM(a+b)2—dab(i —a2) a+b+(a—b)2+ dabx2

. 2 . 2 .
Ha ebbe rendre aza=1,t=0; a=J, b=] ;a=", fo=f értékeket frjuk be, megkapjuk afenti formulakat.

198. Mivel
xInx)'=Inx+I,
igy
6Iirb|ir+|z|in| z I} Zi(b}il +D-+ QIri z |1 +]%:ilttltr.
2 2 2 2 2 2 2 2 2 1-y

A kifejezésiink derivaltja:

1 3+v/I+8a2 1 8a 1 1+a
-3—In—\ e — +4 — In---—--- =

2 3—v/i+8ai 3 yr+iol 2

/1 +a 2a 3+V I +8a2\
A B In" VvV
Yy VI+8a2 3~yi+8a2
Ha ez pozitiv, akkor
l+a 2a 3+Y1+8a2
In-----—- > m In----v
1-*  ¥Y1+8a2 3-YIr+802
vagyis
1 1+a 2 1I | + 1 yi+802
_— N D - n _____ =~ cccmccccccccc—a-
2a 1—a 3 2B I-% 3

Bebizonyitjuk ezt ugy is, hogy | helyett | all. Tekintve,hogy 1-jS2=f(l -a 2) és a<R (ami az elGbbi
kovetkezménye, hiszen a< 1), ez azt jelenti, hogy

1—(:12I 1+a |-B2 [I+RB
n

------- —— > e N,
2a 1—a 28 I-8
s ez igaz, ha
1—x2I 1+x
2X 1—x

monoton n6 0<x<1 esetén. Ez az utébbi tulajdonsag azonban példaul a kdvetkezé hatvanysor
kovetkezménye:

1-x2 1+x /I x2 x4 \ ( 1\ /1 1\
IrAAT+TANAH T-TT""

199. Lésd. példaul a 184. jegyzet hivatkozéasat, ezt a fenomenolégiai termodinamikara jellemz6
gondolatkisérletet illetéen.

200. Természetesen az Nictényez6 nélkiill —Sp (U In t/)-t is, vagy az N-nel az aranyossagot meg@rizve
—N Sp (U In I/)-t is vizsgalhatnank.

201. Lé&sd példaul M. P1anck: Theorie der Warmestrahlung, Leipzig, 1913.

202. Szilard Les megmutatta (lasd a 194. jegyzet hivatkozasat), hogy nem tehetiink szert erre az
»ismeretre” anélkiil, hogy a k In 2 entrépiandvekedést ellenstilyoznank. A k In 2 az olyan informacié
Ltermodinamikai értéke”, amely két eset alternativajara vonatkozik. Minden olyan térekvés, hogy e
folyamatot anélkil hajtsuk végre, hogy ismernénk azt, hogy a molekula a tartaly melyik felében van,
bebizonyithatéan reménytelen, bar esetenként igen bonyolult automatakhoz vezet.

203. A makroszkopikus megfigyeld e jellemzése E. VIGNERGI szarmazik.
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204. Ha £,, a H-val s igy /1-val is felcserélhetd, az egyenl@ség érvényes marad, mert
Sp(ACM ~*£,)= Sp(IM _*£,zly= Sp (t//4“'11£,)) = SP ([/£,).

Azonban minden £,, tehat minden makroszkopikusan megfigyelhet6 mennyiség biztosan nem
cserélhetd fel H-val. Valoban, sok ilyen mennyiség, példaul a diffundalé gaz tomegkdzéppontja,
lényegesen valtozik az id6ben, vagyis Sp ([/£,,) nem alland6. Mivel minden makroszkopikus mennyiség
felcserélhetd egymassal, H sohasem makroszkopikus mennyiség, vagyis az energiat nem lehet
makroszkopikusan teljesen pontosan megmérni. Ez minden tovabbi nélkil kézenfekvé.

205. A Klasszikus H-tétellel kapcsolatban lasd Boitzmann: Vorlesungen tber Gastheorie, Leipzig,
1896, és a P. és T. BHRENFESTnek a 185. jegyzetben megemlitett rendkiviil tanulsagos cikkét. A
kvantummechanikéaban a Bolzmann-féle feltételek helyére 1ép6 rendezetlenségi feltevéseket W. p aui
fogalmazta meg (Sommerfeld-Festschrift, 1928) és a H-tételt ezek segitségével bizonyitotta be. Nemrég a
szerz6nek is siker(lt bebizonyitania a klasszikus mechanikai ergodikus tételt (lasd Proc. Nat. Ac. 1932.
januar és marcius), G. D. Birkhoftf javitott allitasaval egyditt (Proc. Nat. Ac. 1931. december ésl1932.
marcius).

206. Z. Physik, 57 (1929).

207. N. Bonr VoIt az els6, aki ramutatott arra [Naturwiss. 17 (1929)], hogy a természet
kvantummechanikai jellemzésekor sziikségképpen fellépd kett6s leirasmdd a jelenségek fizikai
természetével és a pszichofizikai parallelizmussal ésszhangban van.

208. Az itt kdvetkezd ésa VI. 3. fejezethen kovetett okfejtés Szitard Lidval folytatott beszélgetéseknek
kdszonhetd lényeges gondolatokat tartalmaz. Lasd még H eisenberg hasonld meggondolasait a 181.
jegyzetben emlitett hivatkozasban.

209. Koénnyen megmutathatd, hogy ha A hipermaximalis, vagy hermitikus, akkor A is az.

210. Az 1. és 11. esetében ez vilagos, ha polinomokrdl van sz6. Altalanos filggvények esetében abbdl
kdvetkezik, hogy a hermitikus operator és az egységfelbontas kozott a megfeleltetés nem sériil meg az
A-«A atmenet soran.

211. A sokféle és nagyszamu index miatt a matrix jeldlésére ezt a korabbitél némileg kiilonbdz6
modszert hasznaljuk.

212. Az | + 11 allapotainak projekcidja I-re és Il-re altalaban keverék. Ezt L andau mutatta meg [Z.
Physik 45 (1927)].

213. A matematikai okoskodas E. schmidt egy cikkén alapul [Math. Ann. 83 (1907)].

214. E magyarazatnak még tébb valtozata is van, de ezeket hasonld okoknal fogva kell elvetni.

215. A helymérésre vonatkoz6 és a lll. 4. fejezethen targyalt szamitast w eizsacker egyik cikke
tartalmazza [Z. Physik, 70 (1931)].
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