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Absztrakt
Mit jelent a paradigmavaltas a matematikdban?

Mik azok a valodi, hétkdznapi élétb fakado problémak, amelyekre
Archimédesz és Newton keresték a valaszt? Pontasatelyek voltak azok
a régi kérdések, amelyek felmeriltek a matematikusonkéiban?

Hogy valtozott ez? Hogyan keresték a 18. szazadtbhatematikusok az
elméleti valaszt? Hogyan lehet kikiisz6bolni a st@sokbol a matematikailag
nem definialt fogalmakat?

Természetesen tovabbra is voltak megoldandd, glatkproblémak, de a
matematikaban aéfkérdés az analizis axiomatikus megalapozasa Aett.
dolgozatban felhasznaltam dr. Stettner Eleonord¥@posvéari Egyetem)
k6z06s kutatasunk eredmeényeit is. EzUton kdszordébeak elkészitését
Kulcsszavak: matematikai analizis, gyakorlati problémak, elrtiéle
megalapozas

|. Bevezetés

Archimédesz és Newton is tudta kezelni a folytomékozast, kiszamitottak,
pontosabban algoritmust talaltak annak a problé@ananegoldasara, hogy
hogyan lehet két mennyiséget 6sszeszorozni, hayy@k konstans, a masik
pedig ,szépen” valtozik. De ezékta felfedezésekt a matematika jellege
nem valtozott meg, nem valtozott meg, hogy mit adaés mit nem megtenni,
ha valaki korrekt médon, az adott korszak elvardzarint akart matematikus
lenni. A paradigmavaltas akkor tortént meg, amikaz integral- és
differencidlszamitas a végtelen kicsi mennyiségetirtytalan fogalma helyett
a hatérérték szilardan megalapozott fogalméra .€pilta folyamat a a XIX.
szdzadban zarult le, hdrom évszdzad matematiklksaimankaja nyoman.
Hogyan jelent meg ez a paradigmavaltas @&déstasban?
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ll: Hogyan szlletett az eltitkolt triikkdkb 61 tudomany?

Archimédesz

Az integral és differencialszamita$t@rténete nagyon régi, eredetének egyik
aga a terlletszamitas. A gyakorlati életben altalakzabalytalan alakzatok
tertletére vagyunk kivancsiak, de kezdetben nagywmy egyszédisitéssel a
téglalapok, a haromszoégek és mas sokszogek terélet&iszamolasara
talaltak eljarasokat. Az Okori Egyiptombdl maradtean tertletszamitési
példak, &ltalaban az irnokok gyakorlo fuzetébemtgeabban a megmaradt
papirusz lapokon. Nagy valtozast jelentett az awgfiktég matematikdban
ezeknek az egysZerszamitdsoknak a matematikai szigordsaggal tortéent
megalapozasa. Archimédesz bonyolultabb alakzatdiletének kiszamitasara
keresett eljarast. Talalt is. Azonban eljarasa flszkedett abba a szigoru
matematikai elméletbe, amelyet Euklidesz foglaltszés Elemek ciiin
konyvében. Archimédesz ezért eltitkolta eljarésétitkolézassal az analizis
tudomanyaban a késbiekben is fogunk taldlkozni. Nézzik, mit titkadt
Archimédesz? Miért? Es hogyan deriilt fény a titBkra

Archimédesz eredménye a parabolaszelet tertilebdar az 6korban is
megjelent (Akkor is volt tudomanyos ,konyvkiadabgr nyomda még sokaig
nem volt). O, latszdlag kitalalta, megérezte, megsejtette mieisrgy kérdéses
tertiletet, majd korrekt moédon bebizonyitottagy valéban annyi. Ez az

Kérnényszogesités,
infinitézimalisok

1. dbra: A kor terliletének meghatarozasa infimtéfisokkal
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eljards mai modszereinkkel elt@gizhets és valoban pontos. Teljes mértékben
megfelel az Elemek szigort elméleti kovetelményleiise De hogyan sejtette
meg Archimédesz a kérdéses értéket? A sejtés naggotos algoritmus
eredménye volt, fizikai analdgidra, a mérleg egyemnshelyzetére épllt, és
hasznalta a végtelen kicsi mennyiségeket. A végtddesi mennyiségek
hasznélata nem fér bele az euklideszi matematikipgpen Archimédesz
nevéhez {z6dik az az axioma, amelyik kizarja ezeket a vegtédiesiket a
matematikabdl. Nincs legkisebb pozitiv szdm. Béyeml kicsi pozitiv
szadmhoz talalhat6 olyan természetes szam, amedynegiproka kisebb, mint
az adott kicsi szamunk, de természetesen nagyoiob,0OmPedig milyen jol
hasznalhatok ezek a végtelen kicsi mennyiségek: oa Hkeruletének
ismeretéBl azonnal megadhato lenne a terulete is.
De még nem szilletett meg a hatarérték fogalmaeriggk az érvelésnek sem jott
el még az ideje. Archimédesznek a mdodszere, ahogyan lehetett sejteni a
gorbével hatarolt alakzat teriletét, ma ugy mondpdgy a fliggvény gorbéje
alatti tertilet kiszamitasanak modszere, véletlamiriadt fenn, a médszerét nem
akarta az akkori szélesebb nyilvanossag elé tArohimédesz tdbbi munkajat
sokat masoltak, azok tobb forrasbdl is ismétheDe van egy tanulmany, amit
ritkhn masoltak, aminek most egyetlen eredeti pgldétezik és az is csak 1906
Ota ismert. A torténete olyan érdekes, hogy roviderertetem. Archimédesz hét
tanulményat, koztik tébb, més forrasbdl is ismé&¥&-ben Konstantinapolyban
lemésoltdk. 1229-ben egy szerzetes a pergdinégkapargatta a szamukra
érdektelen irast, a nyomokat narancslével hahdttgjitmajd a lapokat 90 fokkal
elforditva imakat irt ré. EQy német tudos 1840 kénégvizsgalta ezt a kéziratot
is, és matematikai szdveget fedezett fel a szeitegek hatterében. Gordg
tudosok 1890-ben a matematikai szOvegeket Archiszéderiiveként
azonositottak, majd 1906-ban el is tudtdk azt alvas torténet 2008-ban ért
véget, amikor a Pentagon tudomanyos eszkozeit ithastnélva,
rontgensugarzasos vizsgalattal feltartak a kotgestematematikai tartalmat,
anélkil, hogy a szintén nagy étidtéssbbi széveg karosodott volia
ArchimédeszMddszercimi mive arrdl szél, hogyan lehet megkapni azt a
formulat, amellyel az adott gorbeszelet teriiletarsthatd. Ehhez ma a fizikabol
ismert, és éppen Archimédesz ltal vizsgalt éket] ezen belul a kétkaru
meérleget, annak egyensulyi helyzetét alkalmaztéaégnalta a végtelen kicsi
mennyiségeket. Az &bbi abra segit megérteni ezeket a végtelen Kkicsi
mennyiségeket. A kort gondolatban végtelen sokikkire bontjuk fel, igy

12 A telies torténet, remek képekkel illusztralvaasivaté ezen az oldalon:  http://collegequartefB0d8-vol16-
numO2-spring/vallianatos.html
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egy-egy korcikk terulete végtelen kicsi lesz. Ez#kidsszerakunk egy
korulbellli téglalapot, amelynek egyik oldala a lgigara, a masik pedig a
kor keruletének a fele. Mindannyian latjuk, az g ntikodik, helyes
eredményre vezet. De hol a probléma? Szemléletiifbgael olyan
kozelitéseket, amelyeket egydzematematikai eszkdzokkel nem tudunk
pontosan leirni. (Euklidész a kor terlletének kisitasara ezt az eljarast nem
alkalmazta, matematikailag korrekt eljarast adagm

Gyonyori szép, interaktiv abrak segitik Archimédesz moOdgrek
megértését egy angol nyélonlapor’.

Newton

Archimédesz munkdja nem befolyasolta a nyugat-eiromatematika
fejlodését. A XVII. szdzadban Newton és Leibniz UOjrafefddzte az
integralszamitast és felfedezték a differencidlsi@sn is. (Archimédesz
munkaja csak évszazadokkal &8s valt ismertté.) Mindketten hasznaltak a
végtelen kicsi mennyiségeket.

Leibniz Newtontdl fuggetlenul, vele egyiden fedezte fol az integral- és
differencidlszamitas 0Osszefliggéseit. Leibniz azindtey pontosabban egy
matematikusnak irta, hogy végtelen kicsi mennyikégan Iétezneks ezt be
is tudja bizonyitani, de nagyon jél hasznalhatokéreé a matematikai
levezetésében hasznalja is azbkdEzzel szemben Newton arra torekedett,
hogy megmagyarazza fizikai példakon keresztiil, hogyért a végtelen kicsi
mennyiségen, de azt igyekezett elkeriilni, hogy matiai értekezéseiben
haszndlja azokat. Nem akarta nyilvdnossagra hdwgy van még valami
megoldatlan részlet, amit eddig nem sikerllt kdrrefatematikai
modszerekkel megoldania. Talan véletleniil jelenty nae Principid™-ban,
amely a fizika megalapozasa, Newton levezetése.

dy (x+dx)?—x* 2x-dx—(dx)*
dx dx B dx

2. dbra: Newton levezetése a szabadesés pillarszipgsségél mai atirasban

= 2Xx ahol dx elhanyagolhat6

13 Archimedes Mechanical Method with Indivisibles, THethod, Prop. 1© by Henry Mendell (Cal. StatelUA.)

https://web.calstatela.edu/faculty/hmendel/Ancie2®¥dathematics/Archimedes/Archimedes%20Metho
d/Propl/ArchMethodPropl.html

George MacDonald Ross idézi a a Varignonhoz it velde ntivében:
ARE THERE REAL INFINITESIMALS IN LEIBNIZ'S METAPHYSCS?

1% |saac Newton — Philosophiae Naturalis Principidhetaatica

14

27



y B
5
(x +dx,y+
“
3 (x,y)
|
1 1] 1 2 3 4 5 & 7 8 a9
X X+ dx %
<

3. abraAz érint meredekségének kiszamitasa, alezebpitve

Az abra is, a levezetés is Newton gondolatait kiftiveai atirdsban. Newton
a szabadon édest pillanatnyi sebességét az atlagsebeékégjbzte ki, ugy,
hogy azt feltételezte, hogy a tekintetbe vett wégtelenll kicsi, de nem 0.
Vagyis, amikor osztott az étartammal, akkor az nem volt 0, tehat lehetett
osztani vele, de amikor megkapta a hanyadost, akikombban szerepl
idéadatot elhagyta, mivel az végtelenul kicsi. Maimsaeel latjuk, hogy
tulajdonképpen  hatarértéket szamolt, ditel a hatarértékfogalom
megszilethetett volna. Vegyuk észre, hogy baryafoatban kozelt értékek
szerepelnek, a kiszamitott eredmény pontos.

A legnagyobb kortarsak észrevették, hogy ez azéaljggy, nem helyes
matematikai megoldas. Mar Newton haléla utan irek&8ey plspok, hogy
két mennyiség vagy egyénl vagy nem az. Harmadik leldstg nincs.
Egyetlen kifejezésen belll nem véltoztathatom mdg értékét. A szemléletes
magyarazattal kapcsolatban is nagyon élesen bitdéatont. Igy irt a
végtelen kicsi mennyiségeht®

May we not call them the Ghosts of departed Quesi®it Miért nem nevezzik
azokat az eliné mennyiségek kisérteteinek?

Bolzano, Euler, Fourier, Cauchy, Weierstrass, Lbbasky, Dirichlet,
Dedekind, Hardy és sokan dolgoztak probléméan: tMiemyagolhat6 el
Newton levezetésében a dx? Ma mar egysreterihatjuk a valaszt: Mert a
dx hatarértékével szamolunk, az pedig 0. Es azteinliort sem osztas
valojaban, hanem egy tortkifejezés hatarértéke

1616 George BerkeleyThe Analyst, els megjelenés 1734.
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1. Osszegzés

Megtortént a forradalmi véltozds a matematikabas. & matematika
oktatasaban? Latszolag minden rendben. A tudomé#ajardosan elismert
eredmeényeit kozvetitik az elhangz®adasok, a megjeléntankdnyvek. A
leendd matematikusoknak izgalmas kaland megismerni eztiknleges
szellemi alkotast, méghozza parhuzamosan a jelenség folytonos
véltozasok vilagat, és az ide tartozO praxist, ddgs¢ megoldaséat, a
bizonyitasok megértését, Ujraalkotasat és mas delkldan tortéé onallo
alkalmazésat.A tobbi egyetemi hallgaté tobbsége nlzemw, akiknek
matematika kotelér tantargy, bar nem a szakjuk, értetlentl figyeli a
torténéseket. Vagy semmit sem ért amdlsokbol, vagy azt nem érti, hogy
nyilvdnval6 allitAsokat miért kell bonyolult méddaizonyitani, maskor meg
nehéz észrevenni, hogy mi is az allitas. Az amsaliktatasdban nem tortént
meg az a Valtozas, ami példaul a geometriaban ilyEn.mar senki sem
gondolja, hogy az axiomatikus geometridval kell desd a geometria
tanuldséat. Az analizis oktatdsaban még paradigtdevaitt allunk.

A paradigm shift in the history of integral and differential calculus,
the birth of mathematical analysis

A paradigm shift in the history of integral andfeiential calculus

What does paradigm shift mean in mathematics?

What are the real-life problems that Archimedes &lsivton sought to
answer? Specifically, what were the old questidia arose in the work of
mathematicians?

How has this changed? How did mathematicians frioen1i8th century
seek the theoretical answer? How can mathematicaltiefined concepts be
eliminated from calculations?

Of course, there were still practical problems te $olved, but in
mathematics the main issue became the axiomatmdédion of the analysis.
In this work | used dr. the results of our joinsearch with Eleonora Stettner
(University of Kaposvar). Thanks for her making tthestrations
Keywords: mathematical analysis, practical problems, theaktoundation
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