LOVASZ LASZLO
Mit kivinnak a szdmitdgépek
a matematikatdl, és mit adnak neki?

Lovasz Laszlo
matematikus
az MTA rendes tagja

Napjainkban teljesen magétdl értet8ddnek tlinik, hogy munkdnk sorin

szdmitégépet haszndlunk, interneteziink, bankkdrtydval fizetiink vagy
meghallgatunk egy CD-lemezt. Ilyenkor taldn végig sem gondoljuk, hogy
ezek egyikét sem tehetnénk meg, ha nem jottek volna létre a matematika uj
dgai: az algoritmuselmélet, a kriptogréfia vagy a bonyolultsigelmélet. Gon-
dolndnk-e, hogy adatvédelmiink, a katonai létesitmények, a bankrendszer,
s igy a gazdasdg biztonsdga azon is mulik, hogy egy elég nagy szdm felbont-
haté-e beldthat6 id6n beliil primszémok szorzatdra? Miért fontos tudni egy
szdmrél, hogy azt véletlen médon adtik-e meg nekiink vagy valamilyen al-
goritmus eredményeként? Milyen régi problémék megolddsédban segithet
nekiink a szimitégép s melyekben nem? Ezekre az izgalmas, mindannyiun-
kat érintd kérdésekre keresi a vélaszt az el8adds.

Bevezetés

A 20. szézadban az igazi forradalom a szdimitégépek megjelenésével tort ki.
Az elmult évszdzad misodik felét gyakran ,atomkorszaknak” nevezik, a
»szdmitégépek korszaka” elnevezés azonban pontosabb lenne. Akir egy

1948-ban szlletett. A Fazekas
Mihaly Gyakorlé Gimnazium elsé
matematika tagozatos osztalya-
ba jart. Szinte minden matemati-
ka versenyt megnyert (Ki miben
tudoés?, KoMal, OKTV, Nemzet-
kozi Matematikai Didkolimpia,
Schweitzer-verseny stb.). 1971-
ben végzett az ELTE Természet-
tudomaényi Kardnak matematikus
szakan. 1970-ben, 6todéves
egyetemistaként megvédte a
grafok faktorairél irt kandidatusi
ménye a perfekt grafsejtés bizo-
nyitasa volt. 1979-ben megoldot-
ta az informécidelmélet egyik
legnevezetesebb problémajat,

a Shannon-problémat. Cikke az
év publikacioja lett az /EEE Trans-
action Information Theory cim(
folyéiratban. 1979-ben, harminc-
egy éves koraban lett az MTA le-
velezd, 1985-ben pedig rendes
tagja. 1999-ben megkapta a ma-
tematikusok Nobel-dfjanak tar-
tott Wolf-dijat.

Palyajat 1971-ben az ELTE tu-
domaényos fémunkatarsaként
kezdte, 1982-tél tanszékvezetd
egyetemi tanar, 1987-t8l a Prin-
ceton Egyetem, majd a Yale
Egyetem egyetemi tanéra. Sza-
mos nemzetkozi tudoményos
folyéirat — az Acta Mathematica,
az Advances in Mathematics
szerkesztoébizottsaganak tagja,
a Combinatorica fészerkesztdje.

Fébb kutatasi teriletei: kom-
binatorika, algoritmuselmélet.
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Eukleidész gérég matematikus,
Raffaello freskojanak részlete

Neumann Janos alkotta szamito-
gépben minden egyes radiocsé
egy logikai egység,; ma az abran
lathato integralt aramkérékben
(amelyek kozel mérethiiek) akar
50 millio ilyen egység is van
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évig tartd el6adds-sorozatot is dssze lehetne dllitani arrél, hogy a szdmitdgé-
pek, az informdciés technolégia milyen hatdst gyakoroltak a kultira és a
tudomdny kiilonboz§ teriileteire. Ez az eladds csak a matematika szem-
pontjabdl veszi szemiigyre a szdmitdgépeket.

Legjobb, ha mindjirt az elején felhivom a figyelmet arra, hogy a mate-
matika az egzakt gondolkoddsrél szdl, és nem lehet a matematikdrél anél-
kiil beszélni, hogy legaldbb egy kicsit ne kdstoljunk bele ebbe az egzakt
gondolkoddsba. Elkeriilhetetlen tehdt, hogy a hallgatékat, olvasékat leg-
aldbbis idénként arra kérjem, hogy egyiitt gondolkozzunk, hogy ne csak a
tényeket, hanem azok logikajdt is kovessék.

Mindjdrt fel is teszek egy kérdést, mely gyakran felvet8dik, és melyre az
els$, dtgondolatlan vélaszunk kénnyen az igazsdg ellenkezgje lehet: Felesle-
gessé teszik-¢ a szdmitdgépek a matematikdr?

Minden nagy fejlédés sok olyan dolgot tesz feleslegessé, mely kordb-
ban fontos, s8t alapvetd volt. Odakeriil-e a matematika is a logarléc és a
gézmozdony mellé? Litni fogjuk, hogy éppen ellenkezleg, a szdmitdgé-
pek igénye a matematika j fejezeteit hivja létre, és a régi fejezeteket egé-
szen Uj megvildgitdsba helyezi. A szdmitégép dj kérdéseket tesz fel a mate-
matikdnak, és ezek a kérdések 4j fogalmak, 4j paradigmdk kialakuldsdhoz
vezetnek.

A probléma gyakran konkrétabb formdban is megfogalmazédik: Nem
teszi-e feleslegessé a hardver fejlédése a matematikai médszereket a programo-
zdsban? A hardver hihetetlen fejlédésen ment és megy keresztiil. Ezt a fejlg-
dést Moore torvényével lehet leirni. Gordon Moore — az Intel egyik alapi-
téja— 1965-ben azt a megfigyelést tette, hogy az egy-egy integrélt dramkor-
ben haszndlt tranzisztorok szima mintegy kétévenként megdupldzédik. Ez
a gyors fejlédés azota is tart.

Sok olyan feladat van, amelyet csak nehezen, bonyolult triikkéket be-
vetve tudunk megoldani, de alig telik el egy év, és a sokkal gyorsabb, na-
gyobb kapacitdst gépek jatszva megoldjik Sket. Ugy tiinhet tehdt, hogy kar
a bonyolultabb matematikai médszereket er8ltetni. Am ha jobban meg-
nézziik, kideriil, hogy éppen ellenkez8leg: a technikai fejlédés olyan felada-
tokat hoz létre, amelyeket , tritkkds” gondolkoddssal mar nem lehet megol-
dani, csak komoly matematikai médszerekkel.

Meg lehet-e érteni példdul egzakt matematikai gondolkodds nélkiil az
internetet, ami t8bb szdzmillié szdmitdgépet kot dssze egymdssal? Meg le-
het-e tervezni egzakt matematikai médszerek nélkiil egy modern integrlt
dramkort, ahol 6tvenmillié szdmitdsi alapegység van egy négyzetcentimé-
teren Osszezstfolva? Lehet-e pontos matematikai modellezés nélkiil gon-
dolkodni egy olyan rendszer biztonsdgdrél, amelyet millidrdnyi ember
hasznal, akiket nem ismeriink — de tudjuk, hogy vannak koztiik blinz8k
és terroristdk is?

A matematika tehdt nagyon is sokat tud nydjtani a szdmitdstechnikdnak.
De mit kap cserébe? Nagyon sok mindent: izgalmas 1j fogalmakat, problé-
mékat és moédszereket, Gj kisérletezési lehet8ségeket. Ezek koziil néziink
meg néhdnyat a kovetkez8kben.



A bonyolultsdg 1j fogalma

A bonyolultsdg fogalma hasonlé fejlédésen ment 4t az utdbbi 6tven évben,
mint sok mds alapvet§ fogalom. El8szor egy megértést akadalyozé koriil-
ményt jelentett (vagy taldn csak kényelmes kifogdst?). Ha egy jelenség vagy
struktdra tdl bonyolult, akkor a kutatds sordn megkeriiljiik, leegyszertisit-
jik vagy részeire bontjuk. A fogalom torténetében az a kovetkezd fézis,
amikor a tudés elkezdi a bonyolultsigot mint 6nallé jelenséget szemlélni:
kidolgozza, hogyan lehet mérni, szabdlyokat és tdrvényeket dllapit meg,
ezeket kapcsolatba hozza mids, kordbban megismert dolgokkal. Végiil je-
lentkezik a mérnosk, hogy a bonyolultsigot eszkézként hasznalja fontos ter-
vezési problémék megolddsara: az adatvédelem, az elektronikus posta, a ke-
reskedelem, a pénzforgalom biztonsiga ma nagyrészt a bonyolultsdg fogal-
mén és annak tulajdonsdgain alapul.

A'19. szdzadi matematika egyik nagy sikere a végtelen fogalménak meg-
ragaddsa volt. Ennek biivélete olyan er8s, hogy hajlamosak vagyunk min-
denre, ami véges, rilegyinteni: ,Véges sok eset van, amit végig lehet nézni!”
A szamitégépek megjelenése kovetkeztében rdjottiink: a véges nagyon nagy
lehet, bekdvetkezhet az ,,exponencidlis robbands”.

Exponencidlis robbands

A sakkjéték feltaldl6jérdl szol6 klasszikus torténet szerint az unalma el(izé-
séért hdlds kirdly felajanlotta neki, hogy azt kivanhat jutalmul, amit akar.
A feltaldl6 azt kérte, hogy a sakktdbla elsé mezejére tegyenek egy buzasze-
met, a médsodikra kett8t, a harmadikra négyet, a negyedikre nyolcat és igy
tovabb, minden mez8re kétszer annyit, mint az elézdre. A kirdly nagyon
megoriilt, hogy ilyen olcsén meguszta, de aztdn rd kellett jonnie: nemesak
hogy a 10-12-ik mez8t8l mar nem férnek el a bizaszemek, de a tdbla koze-
pe tdjdn mdar birodalmdnak teljes buzatermése sem lett volna elegendd,
hogy igéretét betartsa.

Ezt a jelenséget, hogy ha egy mennyiséget ismételten duplézunk (vagy
bérmilyen egynél nagyobb szimmal szorzunk), akkor igen gyorsan névek-
szik, exponencialis robbanasnak hivjuk. Moore emlitett toérvényében az a
meglepd, hogy az informatikiban bekévetkezett exponencidlis robbands
ilyen hosszan tart. Az 1960-as évek kornyezetvédelmi forradalma azért jote
létre, mert egyre tobben értették meg: az exponencidlis novekedés nem
tarthat 6rokké sem a népesség, sem a termelés, sem a fogyasztas teriiletén.

A szamitdstudomdnyban az exponenciélis robbands leggyakrabban ak-
kor 1ép fel, ha azt a kijelentést, hogy ,Véges sok eset van, amit végig lehet
nézni!”, megprébéljuk kozelebbrdl is megvizsgalni. Mondjuk, az esetek
megkiilonboztetéséhez el8szor is kée alapesetet kell megkiilonboztetni; az-
tin ezek mindegyikén beliil két tjabb eset van stb. Ezt a logikai helyzetet
egy hélézattal, az tin. binaris faval dbrazolhatjuk (1. dbra). Lithaté, hogy a
végignézend§ esetek szima mar néhdny eldgazds utdn is ugrdsszer(ien né, és
bekovetkezik az exponencidlis robbands. Ha algoritmusunknak egy ilyen
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Moore-torvény:

Gordon Moore 1965-ben tett
megfigyelése, mely szerint
egy-egy integralt framkorben
hasznélt tranzisztorok szdma
mintegy kétévenként meg-

duplézédik.

Exponencialis robbanas:
azon jelenség, hogy ha egy
mennyiséget ismételten egy
1-nél nagyobb szdmmal szor-
zunk, akkor az igen gyorsan
(robbandsszertien) novekszik.

Binéris fa:

olyan fa (gréf), melynek min-
den 4ga (éle) tovébb 4gazik két-
felé.

Algoritmus:

egy elvégzendd cselekvésso-
rozat megtervezése lépésrél
lépésre.

Sakkozok. Miniatura a Manesse-
féle kéziratbdl, 14. sz.
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1. &bra. Binaris fa

Polinomiélis algoritmus:
olyan algoritmus, melynek I¢-
pésszdma a feladat méretével
tigy nd, mint a méret egy hat-
vanya.

Primszam:
olyan egész szdm, melynek csak
az 1 és bnmaga az osztéja.

Primfaktorizaci6:

a nemprim egész szimok
(6sszetett szamok) felbontdsa
primszdmok szorzatdra. Pél-

d4ul 90 = 2x3x3x5.
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fét kell végigvizsgalnia, akkor a modern szdmitégépek — mondjuk — har-
minc szint mélységig még birjik, csakhogy minden egyes tjabb szint meg-
dupldzza az esetek szdmdt. Itt még a Moore-torvény sem segit: ha tiz évig
vérunk, akkor — mondjuk — &t szinttel tudunk tovdbbmenni.

Ezért aztdn a szdmitdstudomdnyban elég hamar megfogalmazédott,
hogy olyan algoritmusok tervezésére kell torekedni, melyek 1épésszima a
feladat méretével csak mérsékelten né tigy, mint a méret egy hatvdnya, nem
pedig exponencidlisan. Tehdt ha a feladat mérete 7, akkor a [épésszdm lehet
n? vagy n3, de nem lehet 2”. Az ilyen algoritmust polinomiélisnak neve-
zik. A kétfajta novekedés kozotti kiilonbséget tigy lehet a legjobban szem-
léltetni, ha elgondoljuk, mekkora teljesitménynévekedést lehet varni a
technoldgia fejlédésétdl. Tegyiik fel, hogy mind az A algoritmus, mind a B
algoritmus ma 50 bemend adattal tud egy adott problémat megoldani. Az
A algoritmus 1épésszdma gy nd a bemend adatok szdméval, mint 7, a B
algoritmusé, mint 2. Ha vérunk tiz évet, és a szdmit6gép teljesitménye
harminckétszer nagyobb lesz, mint ma (a Moore-térvény szerint), akkor az
Aalgoritmus mar 150 bemend adatot tud kezelni, miga Balgoritmus telje-
sit6képessége csak 55 adatra emelkedik.

Primtesztelés és -faktorizacid

Egy pozitiv egész szimot primszamnak neveziink, ha 1-en és 6nmagén ki-
viil més egész szimmal nem oszthat6. Az 1-et nem tekintjiik primnek, de
utdna aztdn sok példar ltunk: 2, 3, 5, 7, 11, 13 stb. Azokat a természetes
szdmokat, melyek nem primek, fel lehet bontani primszdmok szorzatdra,
példdul 6=2x%3, 40 =2x2x2x5 stb. — ezt a felbontdst nevezziik primfak-
torizaciénak.

A primszdmokkalkapcsolatban két fontos algoritmikus problémét fogal-
mazhatunk meg: ha adott egy 4 jegy(i szdm, hogyan tudjuk eldénteni réla,
hogy primszém-e; és ha nem primszdm, hogyan tudjuk megtalalni a prim-
tényezdit?



Mindkét kérdésre konnyti ,véges” vélaszt adni: csak ki kell prébélni,
hogy a szdm oszthaté-e a kivetkez8 szdmokkal: 2, 3, 4, 5 stb. Ha taldlunk
olyan szdmot, amelyik osztéja, akkor tudjuk, hogy nem primszdm, és a fel-
bontdst is konnyt elvégezni. A baj ezzel csak az, hogy iszonyt sok szémot
kell kiprébalni: ahhoz, hogy egy 100 jegy(i szdmrél eldontsiik, prim-e: 10100
szdmot kell kiprébdlni, ami nagyobb, mint a vildgegyetem bdrmilyen para-
métere. Kis odafigyeléssel észrevehetjiik, hogy elegendd a szdm négyzetgyo-
kéig kiprébdlni a szimokat. De ez sem segit eleget: egy 100 jegy(i szam négy-
zetgydke 50 jegy(i, és 10°° is messze tdl van a lehet8ségek hatdran.

Kideriil, hogy az elsg kérdés sokkal kénnyebb, mint a mdsodik: olyan
hatékony (polinomidlis) algoritmusok vannak, amelyek akdr 1000 jegy(i
szamrol is konnyedén eldontik, hogy prim-e. A tényez8kre bontdsra azon-
ban csak olyan algoritmust ismeriink, amely lényegében exponencidlis:
100-ndl tobb jegy esetén mdr csak nagy tiggyel-bajjal m(iksdik, 150 jegy
folott pedig egyéltalaban nem. Litni fogjuk, hogy ennek az egyszer( tény-
nek hallatlan gyakorlati kovetkezményei vannak.

Hogyan lehetséges, hogy a primfaktorizécié ennyivel nehezebb, mint a
primtesztelés? Azt gondolndnk, hogy mindegyikhez végig kell prébdlni az
adott szdmndl kisebb szdmokat, meg kell gy6z8dni: nem oszthat6-e velitk
az adott szdm. Nyilvinval6, hogy ez nagyon hosszadalmas lenne, ezért vala-
hogy mésképp kell eljarnunk. A hatékony primtesztel algoritmusok az tn.
,kis” Fermat-tételen alapulnak (a ,kis” jelzd nem a tétel fontossdgdra utal,
azért haszndljuk, hogy megkiilonboztessiik a ,,nagy” Fermat-tételtsl. En-
nek bizonyitdsa sokat vdratott magdra, amig Andrew Wiles brit matemati-
kus végre megoldotta a problémét. A bizonyitdst 1995-ben tette kozzé az
Annals of Mathematics hasébjain. Pierre de Fermat, a nagy 17. szdzadi fran-
cia matematikus csak a , kis tétel” bizonyitdsit adta meg.)

Fermat tétele szerint, ha p primszdm, és  tetsz8leges egész szdm, akkor

p|ar-a

(p osztéja az a?—a szdmnak). Példdul, 2°-2=30 oszthaté 5-tel. Ha egy p
szdmrdl el akarjuk donteni, hogy primszdm-e, akkor megnézziik, hogy
202, 373 stb. oszthatdk-e p-vel. Ellentétben a fenti egyszer(i teszttel, ezt
nem kell nagyon sok szdmra kiprébélni, elegendd csak néhdnyra.

(Sok problémit soportem itt a sz8nyeg ald: néhdny p szdmra ez a méd-
szer hamis pozitiv eredményt ad, ezért kicsit médositani kell; nagy szimok
nagyon nagy hatvényaival kell szimolni, ami megoldhaté, de nem nyil-
vénvald, hogyan stb. De mindezeket megoldva az a teszt, melyet Mil-
ler—Rabin-tesztnek neveznek, nagyon jél miikodik.)

A véletlen 1j fogalmal(i)

A véletlen a modern tudomdny egyik sarkalatos fogalma. Szinte minden tu-
domadny lépten-nyomon hasznél olyan modelleket, melyekben a jelenségek
véletlen, statisztikus jellege dominal.
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2. 4bra. Az érmefeldobasok ered-
ménye

3. dbra. Hol az érem masik oldala?
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Ugyanakkor a véletlen igen nehéz fogalom is. Véletlen-e az, hogy egy fol-
dobott pénz fejre vagy irdsra esik? Ha jol meggondoljuk, miért is ne tudnd
egy igazdn éles szemfi és gyors esz(i ember az alatt, amig a pénz flfelé szall,
megfigyelni a palydjat, perdiiletét és amit csak még kell, és ebbdl kiszdmi-
tani, hogy melyik oldaldra fog esni? A valésigban (taldn a kvantumfizikde
leszdmitva) csupa olyan ,véletlen” jelenséggel taldlkozunk, melyek igazdbdl
nem véletlenek, csak prognosztizalisukhoz nem 4ll rendelkezésre elegendd
adat és id8.

Mitél nem véletlen egy sorozat?

Nézziik a véletlen legegyszertibb matematikai modelljét. Dobjunk fel egy
pénzdarabot — mondjuk — szdzszor, és irjuk le, hogy fejet vagy irdst kapunk.
Valami olyasmit fogunk ldtni, amit a 2. §bra mutat.

Sedcecodcceceode@CO
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Tényleg véletlen pénzdobaldssal kaptam ezt a sorozatot? (Nem drulom
el.) Ezt a kérdést nem is konny(i eldonteni. Persze ha valami konnyebbet
kérdeznék, példdul a 3. dbrdn ldthat6 sorozatot, akkor mindenki azonnal
litnd, hogy ez nem lehet véletlen. Tudjuk, hogy a pénzfeldobdsnal ugyan-
annyi a fej, mint az irds val6szintisége, ezért egy hossza pénzfeldobds-soro-
zatban kériilbeliil ugyanannyi fej kell legyen, mint irés.
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Nézziink akkor egy tjabb sorozatot! (4. ébra.) Ebben ugyanannyi fej
van, mint {rds, mégis nyilvinval6, hogy ez se véletlen. (Ervelhetiink azzal,
hogy a péros helyeken is fele-fele ardnyban kellene fejet és irdst latni.)



Nézziik a kovetkezdt! (5. 4bra.)

Ez mér sokkal kevésbé szabdlyos, sokkal véletlenszer(ibb, de azért gya-
nus. Aki jirtas a valészintiség-szimitdsban, rogeon latja, hogy til gyakran
véltakozik, nincsen benne példdul hdrom egyforma érme egymds utdn. De
a legmeggy6z6bb, ha elmondom: a sorozat k-ik eleme @), ha a #—1 szdm
kettes szimrendszerbeli alakjaban az 1-esek szdéma pdratlan, és @, ha pa-
ros. Noha a sorozat meglehetdsen szabélytalan, igen egyszerti szabdllyal le-
irhaté, tehdt egyéltaldban nem véletlenszer(.

oo ceeocoecOdOCceCe®
oo ceeocOoCcOOOCR@®R@®S
Qo000 COcOeCO0CR@E®
SO0 CO0COCcOO0OCe®
(R LR L L
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SeoO0ceOoOcCOO0CR®E®
QeceececocOOCccOCRR®®

Nézziink most egy szimsorozatot is! (6. dbra.) Véletlen ez? Gondolom,
tobben észrevették, hogy ezek egyszerien a m (,,pi”) jegyei.

314159265358979323
846264338327950288
419716939937510582
097494459230781640
628620899862803482
534211706798214808
651328230664709384
460955058223172536
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4. 4bra. Ha figyelembe vesszlik,
hogy az érmének két oldala van...

5. ébra. Vajon véletlen sorozat ez? /.

6. abra. Vajon véletlen sorozat ez? Il.
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1.4bra. Vajon véletlen sorozat ez? Ill.

Informéciétartalom:

egy sorozat vagy egy¢b struked-
ra informécidtartalma az, hogy
milyen hosszd a lehetd legrovi-
debb leirdsa a lehetd leghatéko-
nyabb kédoldst hasznélva.

Hilbert, David (1862-1943)
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Még egy sorozatot nézziink meg! (7. dbra.)

Ez mdr igazdn véletlenszer(inek tlinik! Még a valdszin(iség-szdmitdsban
jértas olvasé is nehezen taldlna kivetnival6t benne. Pedig ez is 7, csak most
2-es szamrendszerben van felirva.
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Informdciétartalom és véletlenség

Az els8nek megadott sorozatot (2. dbra) azonban nem tudndm ilyen egy-
szer(ien leirni, definidlni: igazdban semmiféle m4s értelmes médon nem ir-
haté le, csak azzal, hogy felsoroljuk az elemeit. Pontosan ezzel definidlhat-
juk a véletlen sorozatot: egy sorozat akkor véletlen, ha nem irhaté le rovi-
debben, mint a sajit hossza.

Altalénosabban megfogalmazva azt nevezziik egy sorozat vagy barmi-
lyen miés strukedra, kép stb. informéciétartalmanak (vagy mds néven in-
Jformicids bonyolultsdgdnak), hogy milyen hosszu a lehetd legrovidebb leird-
sa, mennyire lehet tdmoriteni a sorozatot a lehetd leghatékonyabb kédolast
hasznélva. (Ez matematikailag pontosan definidlhatd.)

Ezek utdn véletlen az a sorozat, melynek az informéciétartalma a hossz4-
ndl nem lényegesen kisebb. Megmutathatd, hogy az ilyen médon definidlt
véletlen sorozatokra a valészin(iség-szdmitds alapvetd eredményei, példdul
a nagy szamok torvényei érvényesek lesznek.

A 19-20. szdzad forduléjin David Hilbert, a nagy német matematikus
megfogalmazta az akkori matematika legfontosabb megoldatlan problé-
mdit. Ezek egyike a valdsziniiség fogalmanak megalapozdsa volt. El8szor
Richard von Mises tett kisérletet arra, hogy ezt megoldja, olyasformdn,
ahogyan mi prébaltuk az el8bb: egy fej—irds-sorozatot véletlennek neve-
zett, ha a sorozatban kézel azonos a fejek és irdsok gyakorisdga, és ez érvé-
nyes akkor is, ha csak minden mésodik vagy minden harmadik elemet
nézziik stb. Ez azonban nem vezetett sikerre.

Az 1930-as években A. Ny. Kolmogorov — egészen mds dton elindulva —
az analizis eszkozeit (a mértékelméletet) felhaszndlva alapozta meg a valé-
szintiség fogalmdat. Ez matematikailag nagyon jél hasznilhaté volt, azon-
nal elterjedt, és mindenki tgy tekintette, hogy ezzel a probléma meg van
oldva. Kivéve magit Kolmogorovot, aki az 1960-as években visszanytlt
von Mises kisérletéhez, és azt gy fejlesztette tovabb, hogy matematikai-



lag haszndlhaté lett. Ezzel nagy lépést tett a véletlen nehéz fogalmanak
megértése felé.

Egy sorozat informdcidtartalmdnak a definicidja a valdszin(iség fogal-
miétdl fiiggetleniil is sok izgalmas megoldatlan kérdéshez vezet: Mekkora a
genetikus kéd, példdul egy emberi kromoszéma informdciétartalma? Mek-
kora az agy bonyolultsiga? Milyen nagysdgrendii az egész vildgegyetem bo-
nyolultsdga?

Véletlen és alvéletlen

Van azonban a bonyolultsig fogalmadnak egy hdtrdnya is: egy sorozat bo-
nyolultsigit nem lehet semmilyen algoritmussal sem kiszdmitani. Tovdbbs,
ilyen értelemben véletlen szdmokat szdmitégéppel generdlni fibdl vaska-
rika, hiszen egy szdmitégéppel generdlt sorozat informdcidtartalma csak
annyi, mint az 8t generdlé program informdcidtartalma, ami a sorozat
hosszétdl fiiggetleniil korldtos.

Mivel azonban szdmitégép altal generalt véletlen szdmokra sziikség van,
egy misik fogalommal kell dolgozni. A bonyolultsigelmélet segitségével
két 4j kritériumot kaphatunk arra a kérdésre, hogy mikor tekinthetiink egy
sorozatot véletlennek.

1. Képzeljiik el, hogy két gépiink van, melyek mindegyike 0-kat és
1-eseket nyomtat egy papirra. Az egyik gépben egy igazi véletlent eld4llit6
fizikai eszkdz van, és a kiadott sorozat egymdstdl fiiggetlen bitekbdl 4ll, me-
lyek 1 valészintiséggel lehetnek 0 vagy 1. A mdsik gépben egy program
gydrtja a szamokat egy révid ,,magbdl”, azaz egy olyan szimbdl, amely a ge-
nerédlé algoritmus kiindulé (inicializdl6) értéke. A programot ismerjiik, a
magrél azonban csak annyit tudunk, hogy hiny jegy(. A legfontosabb:
nem tudjuk, melyik gép melyik. A feladatunk, hogy ezt megtippeljiik.
(El8fordulhat, hogy a valédi véletlent adé gép véletleniil olyan sorozatot
allit el8, melyet az alvéletlent ad6 gép is eldéllithat. Ebben az esetben nem
tudunk biztos vélaszt adni. Ennek azonban igen kicsi a valészintisége.)

Ha korlétlan idé dllna rendelkezésre, akkor kénny( volna igen j6 eséllyel
tippelni: egyszer(ien kiprébélndnk minden egyes magot, hogy abbél indul-
va melyik generdtor produkélja a megfigyelt sorozatot. Ehhez azonban 2”
sorozatot kell kiprébalnunk. Igy ezt a tdl kénnyt megoldast kizdrhatjuk az-
zal, hogy csak polinomidlis algoritmust engediink meg.

Egy misik trividlis, érdektelen megoldds az volna, ha dgy tippelnénk
meg, melyik sorozat az igazi véletlen, hogy feldobunk egy forintot. Az ese-
tek felében ez j6 eredményt ad. Ahhoz, hogy ezt kizdrjuk, megkéveteljiik,
hogy a felismerd algoritmus az esetek tébb mint felében adjon j6 ered-
ményt. Pontosabban azt kéveteljiik meg, hogy annak a valészintisége, hogy
az algoritmus helyesen tippeli meg, hogy melyik sorozat a véletlen, legalabb
51 szdzalék legyen.

Akkor mondjuk tehdt, hogy a generédtor az igazitdl megkiilinbizretheter-
len, ha nincs olyan algoritmus, mely polinomidlis id8ben az esetek 51 sz4-
zalékaban helyesen tippeli meg, hogy melyik gép az, amelyik a valédi vélet-
len sorozatot adja.

LOVASZ LASZLO > Mit kivannak a szamitogépek a matematikatol, és mit adnak neki?

Alvéletlen szamok:
algoritmussal el8allitott kel-
18en bonyolult szdmsorozat,
amely a véletlen szdmsorozat
bizonyos jegyeit viseli magén.

365 —



MINDENTUDAS m EGYETEME

Véletlenszam-generator:
ilvéletlen-szdmsorozatot el8-
4llité algoritmus.

Plithagorasz gérég matematikus,
Raftfaello freskdjanak részlete
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2. Képzeljiik el, hogy csak egy gépiink van, melyrdl tudjuk, hogy dlvélet-
len-sorozatot 4llit el ismert programmal, de a magrél ismét csak azt tud-
juk, hogy milyen hosszd. Megfigyeljiik a kijév8 sorozatot, de miel8tt egy-
egy Ujabb jegyét megnéznénk, megprobdljuk megtippelni, hogy mi lesz a
kovetkez8. Az el6z8ekhez hasonléan a tippeléshez csak polinomidlis idét
hasznilhatunk, és annyit kell elérniink, hogy az esetek 51 szdzalékdban
sikeresen tippeljiink. Ha nincs ilyen algoritmus, akkor azt mondjuk, hogy a
generator megjdsolhatatlan.

Ez a két definicié ekvivalens: ha egy dlvéletlen-sorozat az igazitél meghii-
lonbiztethetetlen, akkor megjosolhatatian — és viszont. Ez egyéltaldban nem
nyilvdnvalé.

Még kevésbé nyilvdnvalé az, hogy létezik elméletileg is j6 generdtor —
ennck a kérdésnek a tdrgyaldsa azonban nem fér bele ebbe az el8adds-
ba. Annyit mégis meg szeretnék jegyezni: ez is azon alapszik, hogy mig
két szdmot kdnny(i 8sszeszorozni, nem kénny(i egy szdmot tényez8ire
bontani.

Ezeknek az eredményeknek filozéfiai tartalma is van. Van-e értelme va-
lamit , kiszdmithaténak”, ,determindltnak” nevezni, ha csak ,elvileg” szd-
mithatd ki, ami azt jelenti, hogy a szdmit4s a vildg végezetéig tartana?

A bizonyitds uj fogalma

A bizonyités a matematika lelke, a gordg tudomdny taldn legfontosabb
alkotdsa. Mégis, az iskolai matematikatanitdsbdl sokszor kimarad. Még egye-
temi hallgaték is gyakran nem értik, miért van rd sziikség: ,Elhisszitk mi a
tandr drnak, minek azt bizonygatni.” (Remélem, ez csak amerikai tapasz-
talatom, Magyarorszdgon nem igy van.)

A Pitagorasz-tételre mdr nagyon-nagyon sok bizonyitést taldlt az embe-
riség, és vildgos, hogy a bizonyitdson nem azért kell végigmenni, hogy a té-
tel helyességérdl még jobban meg legyiink gydzve, hanem azért, hogy a bi-
zonyitdsban szerepld matematikai mdédszereket elsajétitsuk. A programok
helyessége, a kommunikdciés protokollok biztonsiga azonban nap mint
nap bizonyitdst igényel(ne).

Interaktiv bizonyitds

Még érdekesebb azonban, hogy az informatika a bizonyitds djszer(i fogal-
méhoz is elvezet: az interaktiv bizonyitdshoz.

Alan M. Turing angol matematikus, a szdmitégép-tudomdny egyik
megalkotdja azon gondolkodott, hogy vajon hogyan lehet megkiilonboz-
tetni egy nagyon fejlett szamitégépet egy embertdl. Azt a kisérletet javasol-
ta, hogy egy szobdba iiltessiink be egy embert egy képernydvel és billenty(i-
zettel, mig a mésik szobdba vagy egy mdsik embert iiltessiink hasonlé kép-
ernydvel és billenty(izettel, vagy egy szdmitdgépet tegyiink. Az els ember
kérdéseket tehet fel, vagy bdrmi egyéb médon tarsaloghat a mésik szobdban



levé lénnyel, és el kell dontenie ennek alapjdn, hogy emberrel vagy géppel
dll-e szemben. Ezt a kisérletet nevezik Turing-tesztnek.

Hinnénk-e, hogy ezt a nyilvinvaléan csak gondolatkisérletnek szdnt
tesztet naponta sok ezerszer végzik el? Ha valaki példdul dj elektromos
postafidkot akar nyitni, ilyesféle kérdéssel taldlkozhat: ,Kérjiik, gépelje be
az aldbbi bettiket”, és sziirkés, kicsit piszkosnak t(ing alapon néhdny kuszan
odairt bet(it l4t. (8. dbra.)

YZAY R2 Z

Ha valaki nem érti, mire valé ez, rdkattinthat a ,Miért?” feliratra, és
megtudja, hogy azért van erre sziikség, mert sok program van, ami automa-
tizdlja a cimek létrehozdsdt, hogy aztin hirdetéseket kiildjon szét réluk,
vagy ami rosszabb, levelek tomeges kiildésével megbénitson valakit. A ké-
pen az emberi szem konnyedén felismeri a betiket, de egy szdmitdgépet
(ma még legaldbbis) a bet(ik torzuldsai és a kusza vonalak megtévesztenek,
igy a programozott cimgenerdldst ki lehet sz(irni.

Létszik tehdt, hogy a mai szdmitégépek még nagyon gyorsan megbuk-
nak a Turing-teszten, bér érdemes azt is megemliteni, hogy itt a tesztet ma-
git nem ember, hanem egy szimitégép hajtja végre.

A fent eljaras az interaktiv bizonyitds szép példdja: két részevevd van, és
ebben az esetben a Bizonyité azt a ,,tételt” akarja bebizonyitani, hogy 6 em-
ber. A hagyomdnyos matematikdban a tételhez hozzd lehet csatolni a bizo-
nyitdst — itt azonban van egy Ellendr, aki egy vagy tobb kérdést tesz f6l, és a
»bizonyitds” a kérdéstdl fiigg. Ez a séma sokkal ersebb a hagyomdnyos bi-
zonyitdsi formédknal — gondoljunk csak bele, hogyan tudnank kérdés nélkiil
bebizonyitani, hogy emberek vagyunk.

Erdemes azt is megjegyezni, hogy a séma ereje a kérdés (a kusza bettiso-
rozat) véletlen voltdn mulik. Ha mindenkit8l ugyanazt kérdezné vagy akdr
csak eldre kiszdmithaté kérdést tenne fel, konnyti volna egy szdmitégépet
ugy programozni, hogy az a j6 vélaszt adja. A j6 véletlen-generdtor tehdt
ennek a protokollnak is elengedhetetlen része!

Elektronikus boriték

Hasonlé interaktiv bizonyitdsok 1épten-nyomon eléfordulnak — gondol-
junk a jelszavakra, az ,okos kdrtydkra” stb. Szdmitégépes hdlézataink biz-
tonsdga nagyrészt az ilyen bizonyitdsokon mulik. Hadd mutassak be egy
nagyon leegyszer(sitett példdt. Tegyiik fel, hogy Aliz és Béla interneten ke-
resztiil sakkozik. Beesteledett, és meg kell szakitani a mérk8zést. Hagyomd-
nyos sakkversenyen ilyenkor az torténik, hogy — mondjuk — Aliz eldénti az
utolsé 1épést, de nem teszi meg a tdbldn, hanem boritékolja és odaadja a bi-
rénak. A boritékot Béla csak masnap nyithatja ki. [gy egyikiik sem ismeri a

LOVASZ LASZLO > Mit kivannak a szamitogépek a matematikatol, és mit adnak neki?

8. dbra. Kérjiik, gépelje be az alabbi

karaktereket

Turing-teszt:

gondolatkisérlet, mely azt hiva-

tott eldonteni, hogyan lehet

egy nagyon fejlett szdmitogépet

megkiilonbéztetni egy ember-

8l
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Euler, Leonhard svajci matematikus
(1707-1783)

Gauss, K. F. német matematikus
(1777-1855)
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misik utolsé 1épését, ezért nincs az a nagy el8nye, hogy egész éjjel gondol-
kodhat a [épésén.

De most nincs biré és nincs boriték. Aliz tizenhet valamit Bélanak este,
és megmondhatja a [épését médsnap reggel. De mit iizenjen este? Ha mar
esti lizenetével elkotelezi magdt, akkor Béla elényben lesz; ha nem, akkor
Aliz lesz el8nyben, mert megvaltoztathatja a lépést az éjszaka folyamdn.
A hagyomdnyos informéciéelmélet szerint a ,,boritékolds” lehetetlen.

A bonyolultsigelmélet azonban megoldast kinal. El6re megéllapodnak
abban, hogy a lépéseket egy-egy négyjegy(i szimmal irjak le: példdul Kf3
helyett azt mondjék, hogy 9083. Ezek utdn Aliz valaszt magdnak két 100
jegy( primszdmot, amelyek koziil a kisebbik gy kezd8dik, hogy 9083...
(Lattuk, hogy szdmit6géppel nem nehéz ellendrizni, hogy egy szdm prim-
szdm-¢; be lehet bizonyitani a klasszikus matematika mély eszkozeit fel-
hasznalva, hogy ha néhdny széz 100 jegy(i szimot taldlomra kiprébal, ezek
kozott nagy valészintiséggel lesz prim.) Legyen ez a két szdm p és g, ahol
p<q. Este Aliz elkiildi a pg szorzatot Béldnak, reggel pedig elkiildi a két té-
nyezdt (ami a boriték felbontdsinak felel meg).

Léthatjuk, hogy Béla mdr el8z8 este megkapta a teljes informéciét: egy
koriilbeliil 200 jegy(i természetes szimot, melynek a kisebbik primtényezs-
jébél az elsé 4 jegy megadja Aliz 1épését. De mivel a szimot nem tudja haté-
konyan tényezdire bontani, a lépést médsnap reggelig (vagy akar évekig)
nem tudja kiolvasni. Ezt a ,titkot” hétpecsétként rzi a szdmitdsi bonyo-
lultsdg.

(Egyébként Béla jol teszi, ha ellendrzi, hogy p és g tényleg primek. Aki
szeret logikai feladatokon eltdprengeni, elgondolkodhat, miért van erre
sziikség.)

Ennél sokkal bonyolultabb médon — de azért hasonlé gondolatokat
hasznélva — lehet digitdlisan létrehozni a tirsadalmi érintkezés olyan fontos
elemeit, mint a masok 4ltal felbonthatatlan boriték (titkosirds), elismer-
vény, szdmla, aldirds és annak hitelesitése, vizjel stb.

Klasszikus kérdések
4j megvildgitasban

A klasszikus matematikdt sokan elefintcsonttoronynak ltjdk. Godfrey
H. Hardy, aki a primszdmok elméletének egyik legkiemelked8bb kutatéja
volta 20. szdzad elsé felében, ezt irja Egy matematikus védekezése (A mathe-
matician’s apology) cim( konyvében:

Soha nem tettem semmi ,,hasznosat”. Semelyik felfedezésem sem volt kozvet-
leniil vagy kozvetve jé vagy rossz hatdssal a vildg folydsdra, és nem valdszini,
hogy valaha is hatdssal lesz. ..

Az ,igazi” matematikusok ,igazi” matematikdja — Fermat és Euler és Gauss
és Abel és Riemann matematikdja — csaknem teljesen ,,haszontalan”.



Amikor az interneten vdsdrolunk vagy bankiigyeket intéziink, szdmité-
gépiinknek t6bb szdz jegy(i szamokrél kell eldéntenie, hogy primek-e — tized-
mésodpercek alatt. Ehhez Fermat tételét haszndlja. A kiilonb6z8 szamité-
gépes protokollok, biztonsdgi mddszerek a Hardy 4ltal felsorolt nagysiagok
szinte mindegyikének a munkdjdra épitenek.

Ha azt kérdezziik, melyik az a megoldatlan matematikai probléma,
amelynek a legnagyobb a gyakorlati jelent8sége, szerintem egyértelmi a vé-
lasz: Fel lehet-e eqy — mondjuk — 1000 jegyii szdmot hatékonyan (nem csillagd-
szati idd alatt) primtényezdire bontani?

Azt hiszem azonban, hogy ezek a tények Hardy kutatési elveit legaldbb
annyira alitdmasztjédk, mint amennyire az dllitdsait céfoljik. Ha ezeket
a nagysdgokat csak kutatdsuk kézvetlen haszna motivélta volna — és nem a
matematikai kérdések szépsége, a megismerés vigya —, akkor ma nem len-
nének eszkozeink a szaimitégép-rendszerek biztonsiginak védelmére.

LOVASZ LASZLO > Mit kivannak a szamitogépek a matematikatol, és mit adnak neki?

Abel, N. H. norvég
matematikus (1802-1829)
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